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Wstep

Intensywny rozwdj techniki i technologii, jaki obserwujemy w ciagu ostatnich lat, jest
niewatpliwie przyczyng duzych zmian cywilizacyjnych. Otrzymujemy coraz to nowsze
i bardziej zaawansowane narzedzia majace utatwi¢ codzienne zycie, usprawnié¢ procesy
produkeyjne, uatrakcyjni¢ procesy ksztalcenia i uczenia si¢. Rozwoj nowych technologii
niesie ze sobg liczne korzysci, ale takze budzi powazne watpliwo$ci natury moralnej,
etycznej, prawnej. Ksztaltujaca si¢ na naszych oczach rzeczywisto$¢ stawia przed
edukacja nowe wyzwania, sprawia, ze ksztalcenie nowych pokolen przestato sprowadza¢
si¢ wylacznie do realizacji materiatu.

Wspodlczesna dydaktyka matematyki akademickiej stoi przed wieloma wyzwaniami,
ktére sa wynikiem szybkich, wrecz ekspresowych zmian technologicznych oraz bedacych
ich skutkiem zmian edukacyjnych i spotecznych, jak 1 przemian samej nauki jaka, nie
zapominajmy, jest matematyka. Aktualne wyzwania w tej dziedzinie obejmuja nie tylko
potrzebe ciaglego dostosowywania plandéw studidw i programéw nauczania do
dynamicznie zachodzacych zmian w szkolnictwie $rednim, ciggle zmieniajacych si¢
programéw nauczania, coraz bardziej zréznicowana wiedze kandydatéw na studia,
konieczno$§é rozwijania interdyscyplinarnych umiejetnosci studentéw, ale réwniez
niedostateczne finansowanie uczelni. Jednym ze skutkéw, coraz bardziej odczuwalnym
w §rodowisku akademickim, jest miedzy innymi niedostatek wykwalifikowanej kadry
dydaktycznej oraz z roku na rok coraz bardziej ograniczone mozliwosci utrzymania
nowoczesnego sprzetu laboratoryjnego i programistycznego. Do tego nalezy dodaé stale
zmniejszajace si¢ wymagania maturalne z przedmiotéw $cistych. To z kolei przektada si¢
na coraz slabsze przygotowanie kandydatéw do podjecia studidw i coraz wicksze
problemy z ich adaptacja na uczelniach wyzszych. Narzedzia takie jak CAS
(np. WolframAlpha, GeoGebra, Python, R) stwarzaja nowe mozliwosci nauczycielowi
akademickiemu, nie tylko w zakresie dydaktyki matematyki, ale i w obrebie réznych
dzialéw samej matematyki. Do tego dochodza jeszcze powszechnie uzywana sztuczna
inteligencja, mozliwosci generowania przez modele jezykowe rozwiazan zadan i niestety,
czgsto bezkrytyczne podejscie do nich nie tylko samych studentéw, ale i kadry
akademickiej. Co wigcej, student oczekuje spelnienia swoich zadan i roszczen, szacunku
do swojej osoby 1 sprawnie egzekwuje przystugujace mu prawa. Czgsto tez weale nie
dazenie do zdobywania i posiadania wiedzy jest celem studiowania, ale dobre
wynagrodzenie w przyszlosci 1 spedzony czas w trakcie studiéw. Prawa nauczyciela
akademickiego schodza na drugi plan. Jak w tej sytuacji powinna postgpowac kadra
akademicka? Rodza si¢ tez pytania o to, czy znajomo$¢ podstawowych praw natury jest
potrzebna? Po co inzynierowi w ogdle jest potrzebna matematyka? Gdzie jest ukryta
,»wiedza” 1 czy jest ona potrzebna w przyszlej pracy zawodowej absolwentéow uczelni
technicznych?

Jak wida¢, dzi§ samo przekazanie wiedzy, nauczenie studentéw nowych dla nich
rzeczy, nowatorskich technik to za mato. Trzeba przekonac ich, ze sama wiedza, logiczne
i kreatywne myslenie sa wazne dzi$ i beda wazne w przyszlosci, ze matematyka to nie
tylko catki, pochodne, szeroko pojete rachunki. Zadanie to jest trudne i odpowiedzialne.
Czy potrafimy spowodowaé, zeby nasz przekaz byl nie tylko merytoryczny, ale takze
spojny 1iatrakcyjny? Czy potrafimy pokazaé potrzebg ksztalcenia matematycznego,



rozbudzi¢ ciekawos¢ studenta? Dyskusje nad rozwigzaniem tych probleméw sa
prowadzone wlokalnych $rodowiskach. Jednakze zachodzi tez potrzeba podjecia
szerszej, konstruktywnej dyskusji w gronie dydaktykéw matematyki akademickiej,
w szerokim gronie dos$wiadczonych oséb  dysponujacych odpowiednia wiedza
merytoryczna, ale tez czesto 1 pasja zawodows. Dobrym miejscem do realizacji tego celu
jest Ogolnopolska Konferencja Nauczania Matematyki w Uczelniach Technicznych. Jest
to cykliczne wydarzenie organizowane co dwa lata przez rézne uczelnie. Jego gléwnym
celem jest nie tylko doskonalenie jakosci ksztalcenia matematycznego na uczelniach
technicznych poprzez wymiane do$wiadczerl, promowanie nowoczesnych metod
dydaktycznych, prezentowanie wynikéw badan i rozwiazan, ktére moga przyczynic si¢
do podniesienia efektywnosci procesu nauczania, ale i  stworzenie platformy
umozliwiajacej wymiang doswiadczen i dyskusji migdzy innymi na temat stosowanych
metod dydaktycznych i pojawiajacych si¢ probleméw w zmieniajacym si¢ $wiecie,
w dobie cyfryzacji 1 niecheci do podejmowania wysitku intelektualnego. Konferencja jest
réwniez doskonala okazja do nawigzania wspolpracy pomiedzy réznymi o$rodkami
naukowych oraz wymiany najlepszych praktyk w zakresie dydaktyki matematyki
akademickiej.

W dniach 11-13 wrzesnia 2025r na Wydziale Mechanicznym Politechniki
Biatostockiej odbyta si¢ XXI Ogolnopolska Konferencja Nauczania Matematyki
w Uczelniach Technicznych. W monografii Wipdiezesne problemy ksztatcenia w zakresie
matematyki na nczelniach technicznych prezentujemy wybrane artykuly powstate na podstawie
wygloszonych w czasie tej konferencji referatéw. Zostaly one podzielone na trzy
rozdzialy. Rozdzial pierwszy Matematyka na starcie studiow — wyzwania i strategie wsparcia jest
dedykowany problemom adaptacji studentéw do procesu uczenia si¢ i ksztalcenia
w zakresie matematyki na poczatku studiéw oraz strategiom dydaktycznym wspierajacym
proces uczenia si¢ — od pracy w grupie po mentoring i wzajemne nauczanie. W rozdziale
drugim Matematyka w Swiecie technologii i zastosowari praktycznych omawiane sa wybrane
wspolczesne zastosowania matematyki w technice, sztucznej inteligencji 1 inzynierii oraz
dyskutowane sa propozycje taczenia teorii z praktyka w dydaktyce akademickiej. Rozdziat
trzeci Ocena efetow i doskonalenie akadenickiej dydaktyki matematyki poswigcony jest analizie
skutecznosci dziata wspierajacych nauczanie matematyki, sposobom diagnozy
postepow studentéw oraz znaczeniu motywacji i rywalizacji w procesie ksztalcenia.

Ewa Pawtuszgewicg,
Agnieszfea Teresgkiewicy



Rozdziat 1.
Matematyka na starcie studiow — wyzwania
1 strategie wsparcia



Jak nie zgubi¢ matematyki w drodze na studia?
Agnieszka Niedziatkowska

Politechnika Y.6dzka, Centrum Nauczania Matematyki i Fizyki Politechniki ¥.6dzkiej,
e-mail: agnieszka.niedzialkowska@p.lodz.pl

Streszczenie

Przejécie od matematyki szkolnej do akademickiej stanowi istotne wyzwanie dla wielu
mlodych ludzi. W celu jego ulatwienia kluczowe jest zidentyfikowanie najwazniejszych
kompetencji matematycznych, jakie uczniowie powinni posiadaé przed rozpoczeciem
studiow, a takze typowych brakéw wyniesionych ze szkoly $rednie;. Swiadome wdrozenie
odpowiednich strategii dydaktycznych i organizacyjnych moze znaczaco zmniejszyé
ryzyko ,,zagubienia” na poczatku studiow i zapewni¢ bardziej plynne przejscie migdzy
poziomami edukacji. Dlatego tak wazne jest, aby szkoly srednie i uczelnie wyzsze
podejmowaly wspélne dziatania na rzecz lepszego przygotowania uczniéw do nowych
wyzwan. Diagnostyka poziomu umiejetnosci oraz wsparcie w pierwszych miesigcach
studiéw moga zdecydowanie zwigkszy¢ szanse na sukces akademicki studentéw
pierwszego semestru.

Stowa kluczowe: matematyka akademicka, matematyka szkolna, dydaktyka, uczen,
student.

Wstep

Wejscie w obszar matematyki akademickiej po etapie szkolnym jest dla wielu uczniéw
znacznie trudniejsze, niz poczatkowo zakladali. Zmienia si¢ nie tylko poziom trudnosci
materiatu, ale réwniez sposéb jego prezentacji, tempo pracy oraz oczekiwania
wykladowcéw. Na studiach matematyka przestaje byé jedynie zbiorem procedur
ialgorytméw do opanowania, a staje si¢ narzedziem do samodzielnego rozwiazywania
probleméw, wymagajacym krytycznego myslenia, umiejetnos$ci abstrahowania i Iaczenia
wiedzy z réznych dziedzin. Aby ten etap przej$¢ mozliwie plynnie, niezwykle istotne
jest wezesniejsze przygotowanie — zardwno w zakresie twardych kompetenciji, takich jak
biegtos¢ rachunkowa, swobodne postugiwanie si¢ symbolika matematyczna czy
rozumienie pojeé teoretycznych, jak i w obszarze kompetencji migkkich: organizacji pracy
wlasnej, wytrwalo$ci w rozwigzywaniu zada oraz gotowosci do samodzielnego
poszukiwania rozwigzan. Niestety, praktyka pokazuje, ze absolwenci szkét $rednich
czgsto wkraczaja na uczelnig z okreslonymi brakami: od niewystarczajacego opanowania
podstawowych technik obliczeniowych, po trudnosci w rozumieniu ztozonych definicji
i dowodow. Dlatego tak wazne jest, by szkoly Srednie i uczelnie wyzsze dzialaly w $cistej
wspOlpracy, diagnozujac faktyczny poziom przygotowania kandydatéw oraz wspdlnie
tworzac mechanizmy wsparcia. Moga to by¢ testy wstepne, kursy pomostowe, zajecia
wyrownawcze czy system tutoringu w pierwszych miesigcach studiéw. Otwarta
komunikacja pomiedzy nauczycielami a wyktadowcami, $wiadome budowanie pomostu
migdzy programami nauczania oraz indywidualne wsparcie studentéw rozpoczynajacych



edukacje akademicka moga znaczaco zwigkszy¢ ich szanse na sukces i pomde im nie
,,zgubi¢” matematyki w pierwszych, czesto najtrudniejszych tygodniach na uczelni.

Celem artykutu jest wskazanie treSci nauczania, ktére zostaly usunigte z podstawy
programowej od roku 2024/2025, a tym samym okreslenie najczesciej wystepujacych
brakéw wyniesionych przez uczniéw ze szkoly $redniej. Ponadto dazymy do wskazania
skutecznych strategii dydaktycznych i organizacyjnych, ktére moga utatwi¢ studentom
plynne przejscie miedzy poziomami edukacji. Analiza ma réwniez na celu sformulowanie
rekomendacji dla szkét Srednich i uczelni wyzszych w zakresie wspolpracy na rzecz
lepszego przygotowania kandydatéw do studiéw matematycznych i kierunkéw
technicznych.

W badaniu wykorzystatam zréznicowany zestaw metod, taczacych analiz¢ materialow
zrédlowych z danymi pozyskanymi bezposrednio od ucznidéw, studentéw oraz
nauczycieli i wykladowcéw. Moje zrédlo danych to przede wszystkim moja praktyka
dydaktyczna, obserwacja i analiza prac uczniéw i studentéw. Udato mi si¢ dzigki temu
uchwyci¢ obiektywny poziom kompetencji matematycznych zaréwno uczniéw jak
istudentéw oraz subiektywne odczucia idoswiadczenia uczestnikéw procesu

dydaktycznego.
Od sali lekcyjnej do sali wykladowej — obserwacje i wnioski

Jako wykladowca matematyki na uczelni technicznej, w analizie problematyki opieram
si¢ przede wszystkim na wlasnym, wieloletnim do$wiadczeniu dydaktycznym, a jako
nauczycielka matematyki w liceum ogdélnoksztalcacym, realizuje program na poziomie
podstawowym i rozszerzonym w klasach 1—4. Doskonale znam wymagania programowe
obu pozioméw, a wnioski na temat faktycznego poziomu kompetencji ucznidow
wyciagam z systematycznej analizy ich prac pisemnych, obserwacji postepoéw podczas
zaje¢ oraz sposobu, w jaki posluguja si¢ jezykiem matematycznym, takze w trakcie
rozwigzywania zadafi przy tablicy. Podobny sposéb oceny stosuje wobec studentéw.
Dodatkowym zrédlem informacji jest moja rola kierownika Zespolu ds. szkot
patronackich w jednostce uczelni, w ktérej pracuje. Funkcja ta umozliwia mi staly kontakt
z dyrekcja, nauczycielami iuczniami szkél §rednich objetych patronatem Centrum
Nauczania Matematyki i Fizyki Politechniki Y.6dzkiej. Dzi¢ki temu mam szerokie grono
rozméwcow 1 obserwatoréw, co pozwala na konfrontowanie wiasnych spostrzezen
z opiniami innych praktykéw edukacji.

Znajomos$¢ programu nauczania matematyki w liceum, zaréwno na poziomie
podstawowym, jak i rozszerzonym, pozwala dostrzec, jak wiele zmienilo si¢ w ostatnich
latach w zakresie treSci, wymagan 1 akcentéw dydaktycznych. Dla nauczyciela
akademickiego, ktory nie ma na co dzien kontaktu z realiami szkolnej matematyki, moze
to by¢ zaskakujace — zwlaszcza w kontekscie oczekiwan wobec studentow pierwszego
roku.

W kolejnych czesciach artykulu wskaze, ktore elementy zostaly usunigte z poziomu
podstawowego, a ktére przesuni¢to do poziomu rozszerzonego. Ta analiza pozwoli lepiej
zrozumie¢, dlaczego absolwenci liceow wchodza na studia 2z okreSlonymi
brakami — i dlaczego  pewne umiejetnosci, kiedy§ oczywiste dla  wigkszosci
pierwszorocznych studentéw, dzi§ wymagaja dodatkowego wsparcia.



Podstaws, niniejszej analizy sa oficjalne zmiany w podstawie programowe;
z matematyki, okreslone w Rozporzadzeniu Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 1.
[5]. Dokument ten precyzuje zakres tresci ksztalcenia obowigzujacy od roku szkolnego
2024/2025 wliceach ogodlnoksztalcacych oraz technikach, zaréwno na poziomie
podstawowym, jak i rozszerzonym. Analizujac zmiany programowe postuzytam sic
podrecznikami wydawnictwa Nowa Eradla klas 1-4 liceum ogdlnoksztatcacego
i technikum, ktére na co dzien wykorzystuje w pracy dydaktycznej [1], [2], [3], [4]-

Co znikng¢to z zakresu podstawowego i rozszerzonego nauczania
matematyki w klasie pierwszej liceum ogdlnoksztatcacego i technikum?

Z poziomu podstawowego usuni¢to przeksztalcenie wykresu funkeji przez symetrie
wzgledem osi Ox i Oy — tresé ta zostala przeniesiona do zakresu rozszerzonego [1].
Dla studentéw, ktérzy zdali mature z matematyki na poziomie podstawowym, brak
umiejetnosci przeksztalcenia wykresu funkcji wzgledem osi Ox i Oy bedzie stanowito
utrudnienie w temacie bardziej ztozonych przeksztatcen funkeji.

Ponadto z poziomu podstawowego 1 rozszerzonego usunicto twierdzenie

o dwusiecznej kata w tréjkacie [1]. Dla studenta brak tej tresci oznacza utratg jednego
z elementéw geometrii klasycznej, ktéry wspiera rozwdj myslenia dedukcyjnego
i umiejgtno$é stosowania zalezno$ci geometrycznych w dowodach.
Z poziomu rozszerzonego usunicto uklady nieréwnosci liniowych [1]. Dla studenta
oznacza to brak doswiadczenia w pracy z geometryczng interpretacja rozwiazan
nieréwnosci, co jest szczegélnie istotne w zadaniach optymalizacyjnych i wstepie do
programowania liniowego.

W etekcie tych zmian powstaje luka, ktérej uczniowie czgsto nie sg §wiadomi. Dopiero
na studiach zderzaja si¢ z tresciami, ktérych nigdy formalnie nie omawiali lub ktére znaja
wylacznie fragmentarycznie. Dla wykladowcow akademickich oznacza to konieczno$é
diagnozowania brakéw juz w pierwszych tygodniach zaje¢ oraz ewentualnego
wprowadzania elementéw wyréwnawczych.

A jakie zmiany w klasie drugiej?

Analizujac zmiany w podstawie programowej matematyki dla klas drugich liceum,
mozna zauwazyC znaczace przesunigcia treSci miedzy poziomem podstawowym
a rozszerzonym, a takze catkowite usuniecia niektérych zagadnien. Kierunek tych
modyfikacji wskazuje na stopniowe ograniczanie liczby tematéw realizowanych na
poziomie podstawowym, co moze wplywa¢ na spdjnos¢ 1 ciaglos¢ ksztalcenia
matematycznego.

Do poziomu rozszerzonego przeniesiono [2]:

e réwnania sprowadzalne do réwnan kwadratowych,

o uklady rownan, w ktorych jedno réwnanie jest kwadratowe, a drugie liniowe
(wezesniej poziom podstawowy),

e wzory skrdconego mnozenia: szescian sumy i szescian réznicy, sume
sze$cianéw 1 roznice szesciandw,
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e rozklad wielomianu na czynniki w przypadkach wymagajacych zastosowania
wzoru na sume lub réznice sze$cianéw oraz wzoru na sze$cian sumy lub szescian
réznicy,

e dzielenie wielomianéw,

e twierdzenie Bezouta,

e dodawanie i odejmowanie wyrazed wymiernych,

e nieréwnosci z warto$cia bezwzgledna typu | x — 2 | < 3,

o twierdzenie sinusow.

Jednoczesnie z poziomu rozszerzonego usunigto [2]:

o uklady rownan, w ktorych oba rownania sa kwadratowe,

e  pierwiastki wymierne wielomianu,

e w temacie funkcji wymiernych — przeksztalcenia wykresu funkcii typu | f(x) |,

e w temacie funkcji wyktadniczej — przeksztalcenia, w ktorych we wzorze pojawia
si¢ warto$¢ bezwzgledna,

o wlasnosci funkeji wyktadnicze;j.

Skala i charakter tych przesuni¢é powoduja, ze uczniowie poziomu podstawowego
tracg kontakt z wieloma narzedziami algebraicznymi, ktére wezesniej byly w ich zasiegu,
natomiast uczniowie poziomu rozszerzonego musza zmierzy¢ si¢ z wigksza liczba
tematow wymagajacych umiejgtnos$ci laczenia réznych technik obliczeniowych
i dowodowych. W praktyce oznacza to, ze luka pomiedzy dwoma poziomami nauczania
powigksza si¢, co moze mie¢ istotne konsekwencje w kontekécie przygotowania
maturzystow do studiow o profilu $cistym lub technicznym.

Bierzemy pod lupe klasg¢ trzecia

Analiza zmian w programie nauczania matematyki dla klas trzecich liceum ujawnia
kolejne obszary, w ktérych doszto do redukcji lub przesuniecia tre$ci miedzy poziomem
podstawowym a rozszerzonym. Szczegélnie widoczne jest to w trzech dziatach: funkcje
trygonometryczne, geometria analityczna 1 statystyka. W zakresie  funkcji
trygonometrycznych z poziomu rozszerzonego usunigto temat przeksztalcen wykresow
funkcji, w ktérych we wzorze pojawia si¢ warto§¢ bezwzgledna, np. f(x) =
= |sinx|, f(x) = cos|x|, f(x) = |2cosx — 1| [3]. Zrezygnowano réwniez z omawiania
nieréwnosci trygonometrycznych, co ogranicza mozliwosci stosowania trygonometrii
w kontekscie probleméw nieréwnosciowych [3].

W dziale geometria analityczna z poziomu podstawowego wycofano i przeniesiono
do poziomu rozszerzonego zagadnienie odlegltosci punktu od prostej [3]. Natomiast
z poziomu rozszerzonego calkowicie usunieto temat ,,koto w ukladzie wspolirzednych”,
co zmniejsza zakres zastosowan analitycznych metod w geometrii 3].

Zmiany objely takze statystyke. Z poziomu rozszerzonego usuni¢to zagadnienia takie
jak skala centylowa oraz odchylenie standardowe, ktére dotychczas pozwalaly uczniom
na praktyczne wykorzystanie narzedzi statystycznych do analizy danych [3].
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Wspolng cechg tych modyfikacji jest ograniczenie czeSci materiatu, ktéry rozwijal
umiejetno$¢ modelowania i interpretowania problemdéw matematycznych w szerszym
kontekscie. Dla uczniéw oznacza to mniejsze mozliwosci éwiczenia zadan wymagajacych
faczenia réznych obszaréw matematyki, natomiast dla nauczycieli akademickich
— konieczno$¢ uwzglednienia, ze kandydaci na studia moga nie znaé narzedzi, ktére
jeszcze kilka lat temu byly standardem na poziomie rozszerzonym.

Co si¢ zmienia w klasie czwartej?

W klasie czwartej liceum zmiany programowe objely zardwno tresci zwigzane
z rachunkiem prawdopodobiefistwa, jak 1 z geometria przestrzenna, w tym brylami
obrotowymi.

W dziale rachunek prawdopodobiefistwa z poziomu rozszerzonego usunicto
zagadnienie wartosci oczekiwanej zmiennej losowej [4]. Oznacza to rezygnacie z jednego
z kluczowych narzedzi statystycznych, ktére pozwalalo na praktyczne szacowanie
wynikéw w sytuacjach losowych i bylo istotnym elementem wprowadzajacym do bardziej
zaawansowanego rachunku prawdopodobiefistwa na studiach.

W geometrii przestrzennej z poziomu podstawowego przeniesiono do rozszerzenia
zagadnienie przekrojow graniastostupéw, co podwyzsza prog trudnodci tego tematu
i ogranicza jego dostepno$¢ dla uczniéw wybierajacych jedynie mature podstawows [4].

Najwiecej zmian dotyczy jednak dziatu bryly obrotowe. Z poziomu rozszerzonego
catkowicie usunigto tresci zwigzane z brylami opisanymi na kuli, brytami wpisanymi
w kul¢ oraz innymi brytami wpisanymi lub opisanymi na kuli [4]. Tym samym uczniowie
nie maja juz okazji do rozwijania umiejetnosci taczenia wlasnosci figur przestrzennych
z elementami geometrii kuli, co jeszcze do niedawna stanowilo wazny element
ksztalcenia geometrycznego na poziomie rozszerzonym.

W efekcie tych zmian uczniowie opuszczajacy liceum majg ograniczone
przygotowanie do zadan przestrzennych wymagajacych bardziej ztozonych konstrukeji
geometrycznych oraz narzedzi rachunku prawdopodobiefistwa stosowanych w praktyce.

Zmiany programowe — bilans zyskéw i strat

Zmiany w programie nauczania matematyki w szkolach $rednich, o ktérych mowa
powyzej, znaczaco przeorganizowaly zaréwno zakres materialu na poziomie
podstawowym, jak i rozszerzonym. W praktyce oznacza to przesunigcia wielu tresci
migdzy poziomami nauczania, calkowite usunigcie niektérych zagadnied oraz zmiang
proporcji czasu po§wigcanego na poszczegélne dzialy. Analiza tych modyfikacji pozwala
dostrzec zaréwno elementy, ktore moga pozytywnie wplynaé na proces ksztalcenia, jak
i te, ktore stwarzaja nowe wyzwania — szczegélnie w kontekscie przygotowania uczniéw
do studiéw wyzszych.

Z punktu widzenia nauczyciela liceum, zmiany w podstawie programowej nie sa
jedynie suchymi zapisami w dokumentach — realnie przekladaja si¢ one na codzienng
prace zuczniami. Przenoszenie wybranych tresci z poziomu podstawowego do
rozszerzonego powoduje, ze grupa uczniow realizujaca wylacznie program podstawowy
ma obecnie mniejszy kontakt z zagadnieniami wymagajacymi glebszego rozumowania
matematycznego. Dotyczy to miedzy innymi przeksztalcen wykreséow funkeji, wzoroéw
skréconego mnozenia czy rozkladu wielomianéw na czynniki. Te elementy, cho¢ moga
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wydawaé si¢ techniczne, w praktyce stanowig fundament do rozwiazywania bardziej
ztozonych probleméw matematycznych na poziomie akademickim.

7. drugiej strony, przesuniecie czeSci materialu do rozszerzenia moze pozwolié
nauczycielowi na wicksze skupienie si¢ w klasach realizujacych podstawe na
umiejetnosdciach praktycznych i stosowaniu matematyki w codziennych kontekstach.
Moze to by¢ korzystne dla uczniéw, ktérzy nie planuja dalszej edukacji matematyczne;.
Jednak dla tych, ktérzy po maturze chca podjac studia techniczne, przyrodnicze lub
ekonomiczne, brak kontaktu z niektérymi tresciami juz na etapie liccum moze oznaczaé
konieczno$¢ intensywnego nadrabiania zaleglosci.

Z perspektywy nauczyciela akademickiego, obserwujacego pierwszorocznych
studentéw, wyraznie wida¢ konsekwencje tych zmian. Czgé¢ studentéw wchodzi na
uczelni¢ z ograniczonym zasobem poje¢ 1 metod, ktore jeszcze kilka lat temu byly
oczywisto$cia po ukoficzeniu szkoly $redniej. Dotyczy to chociazby geometrii
analitycznej (odleglo§¢ punktu od prostej), zaawansowanych operacji na wielomianach
czy elementéw rachunku prawdopodobienistwa, takich jak warto§¢ oczekiwana zmiennej
losowej. Wyktadowca, checac zapewni¢ studentom réwny start, czesto musi po§wigcic
cze$¢ czasu przeznaczonego na material akademicki, aby uzupelnié te braki.

Nie mozna jednak pominaé pozytywnych aspektéw zmian. Bardziej przejrzysty
podzial materialu  pomiedzy poziomami podstawowym a rozszerzonym daje
nauczycielowi wigksza elastycznosé w doborze metod pracy i pozwala lepiej dostosowaé
tempo nauki do mozliwosci ucznidw. Zmniejszenie zakresu rozszerzenia o niektore
bardzo specjalistyczne zagadnienia (np. przeksztalcenia funkeji trygonometrycznych
z modulem czy nieréwnosci trygonometryczne) moze umozliwi¢ glebsze omdwienie
pozostalych tematéw 1 solidniejsze ich utrwalenie.

Bilans zmian jest wigc ztozony. Zyskujemy bardziej klarowny program i wigksza
mozliwo$¢ réznicowania poziomu nauczania, ale jednoczesnie roénie ryzyko, ze
uczniowie kofczacy szkole na poziomie podstawowym beda mieli trudnosci w dalszej
edukacji wymagajacej matematyki. Wymaga to od nauczycieli wigkszej czujnosci
iindywidualnego podejscia, szczegblnie wobec uczniéw  deklarujacych  cheé
kontynuowania nauki na kierunkach $cistych.

Nie bez znaczenia jest takze aspekt psychologiczny. Uczniowie realizujacy poziom
podstawowy, ktorzy spotykaja si¢ na studiach z pojeciami dla nich zupelnie nowymi,
moga czu¢ si¢ zniecheceni i mniej pewni swoich mozliwosci. Brak wczesniejszego
oswojenia z pewnymi narzedziami matematycznymi powoduje, ze ich pierwsze
doswiadczenia akademickie bywaja frustrujace. W tym miejscu rola uczelni jest kluczowa
— konieczne jest zapewnienie mechanizméw wsparcia. Dlatego na poczatku ksztalcenia
warto przeprowadzi¢ diagnoze¢ kompetenciji matematycznych w formie krétkiego testu
wstepnego, ktory nie bedzie oceniany, lecz postuzy do rozpoznania poziomu wiedzy
studentéw. Wyniki takiego testu moga stac si¢ podstawg do utworzenia zréznicowanych
grup zajeciowych lub dostosowania tempa pracy. Dodatkowym rozwiazaniem moglyby
by¢ kursy wyréwnawcze, organizowane w formie krétkich zajeé poprzedzajacych semestr
lub jako moduly e-learningowe. Istotne wsparcie moze zapewni¢ takze tutoring
akademicki, w ramach ktérego starsi studenci prowadza konsultacje 1 warsztaty
powtdrkowe dla pierwszorocznych.

Z punktu widzenia praktyka pracujacego zaréwno w liceum, jak i w $rodowisku
akademickim, szczegélnie cenne okazuje si¢ utrzymywanie stalego dialogu migdzy
szkolami $rednimi a uczelniami. Wspdlne inicjatywy, spotkania nauczycieli
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i wyktadowcdw, analiza wymagan egzaminacyjnych oraz wzajemne poznawanie realiéw
pracy moga poméc w minimalizowaniu skutkéw rozbieznosci programowych.
Dodatkowym atutem jest bezposredni kontakt z dyrekcja, nauczycielami i uczniami szkot
patronackich, ktéry pozwala nie tylko obserwowaé efekty zmian, ale takze szybko
reagowac na pojawiajace si¢ trudnosci.

Ostatecznie, bilans zyskéw i strat zmian programowych zalezy w duzej mierze od
tego, jak szkoly i uczelnie poradza sobie z nowa rzeczywisto$cia. Zmiany te, same
w sobie, nie sa gwarantem poprawy ani pogorszenia jakosci ksztalcenia. Kluczowe sg
metody pracy, sposob wdrazania zmian i elastyczno$¢ w dostosowywaniu procesu
nauczania do potrzeb uczniow i studentéw.

W pracy dydaktycznej warto postawi¢ na metody aktywizujace, ktére ksztaltuja
rozumienie, a nie tylko biegto$¢ rachunkowa. Uczenie przez rozumienie powinno opierac
si¢ na budowaniu intuicji i kontekstu praktycznego, z naciskiem na zrozumienie sensu
pojec 1 wzordw. Skuteczng metoda moze by¢ takze odwrocona klasa, w ktorej studenci
samodzielnie zapoznaja si¢ z teoria przed zajeciami, a czas kontaktowy z prowadzacym
stuzy dyskusji 1 rozwigzywaniu probleméw. Dobrym rozwiazaniem jest praca w parach
lub matych grupach, w duchu ,,peer instruction”, czyli uczenia si¢ poprzez ttumaczenie
zagadnien innym. Warto tez taczy¢ rézne kanaly poznawcze — korzystaé z wizualizacji,
oprogramowania matematycznego (GeoGebra, Desmos, SymPy) oraz interaktywnych
symulacji, ktére wspieraja rozumienie abstrakcyjnych pojeé.

Na poziomie organizacyjnym warto rozwazy¢ wydluzenie kurséw matematycznych
o kilka godzin w semestrze oraz zwickszenie liczby zaje¢ ¢wiczeniowych kosztem
wyktadow teoretycznych. Uczelnie moglyby réwniez zacie$ni¢ wspolprace ze szkotami
srednimi, aby lepiej rozpoznawac przygotowanie kandydatéw i wspolnie wypracowywac
strategie wyréwnawcze.

Podsumowujac, zmiany w programie nauczania matematyki w liceum sg faktem,
z ktérym zaréwno nauczyciele, jak 1 wykladowcy musza si¢ zmierzy¢. Niezbedne jest
uwazne monitorowanie ich skutkow, wymiana do$wiadczen miedzy réznymi etapami
edukacji oraz tworzenie rozwigzaf wspierajacych uczniéw w plynnym przechodzeniu
z jednego poziomu ksztalcenia na kolejny. Tylko wtedy mozna mieé nadzieje, ze
matematyka nie ,,zgubi si¢” w drodze na studia, a uczniowie — przyszli studenci — beda
mogli w pelni wykorzysta¢ swéj potencjal.
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Matematyka — fundament czy bariera?
O zjawisku drop out na uczelniach przyrodniczych
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Streszczenie

Zjawisko drop out, czyli rezygnacja ze studiéw na wczesnym ectapie ksztalcenia,
stanowi istotne wyzwanie dla uczelni wyzszych — zaréwno w wymiarze dydaktycznym,
jak 1ispolecznym. Dos¢ powszechnie mozna spotkaé si¢ z twierdzeniem, ze jedna
z gléwnych przyczyn rezygnacji studentéw poczatkowych semestréw  kierunkéw
przyrodniczych jest niepowodzenie w nauce przedmiotéw Scistych, zwlaszcza
matematyki. Warto podkresli¢, ze kierunki przyrodnicze, takie jak rolnictwo, lesnictwo
czy zootechnika, jesli sa realizowane w ramach studiéw inzynierskich, maja w programie
ksztalcenia matematyke w zakresie analizy matematycznej (podstawy rachunku
rézniczkowego 1 catkowego).

W pracy przedstawiono wnioski z badania przeprowadzonego na Uniwersytecie
Przyrodniczym w Poznaniu dotyczacego przyczyn zjawiska wczesnego drop out
w uczelni. Wnioski oparto na danych sprawozdawanych przez uczelni¢ do systemu
POLon oraz GUS za lata 2022-2024. Ponadto, w trakcie roku akademickiego 2024/25
przeprowadzono badania sondazowe i ankietowe wéréd mlodziezy bioracej udziat
w targach edukacyjnych, nocy naukowcow, a takze studentéw oraz pracownikéw uczelni.
W artykule przedstawiono wnioski z tych badati opracowane przez uczelniane Centrum
Wsparcia i Rozwoju (CWR) oraz wybrane dzialania podjete w celu wsparcia studentéw
w pokonywaniu trudno$ci matematycznych, w tym organizacj¢ kursu przygotowawczego
dla przyjetych na pierwszy rok oraz inicjatywy towarzyszace pierwszym semestrom
studiéw.

Stowa kluczowe: drop out, niepowodzenia dydaktyczne, strategie wsparcia studentéw.

Wstep

Matematyka odgrywa kluczowa role w ksztalceniu studentéw kierunkdw
przyrodniczych, stanowiac fundament zrozumienia proceséw  biologicznych
i $srodowiskowych. Jest nieodzownym narzedziem wykorzystywanym na innych
przedmiotach, specjalistycznych dla przyrodniczych i technicznych kierunkéw studiéw.
Jednoczesnie, dla uczniéw szkél technicznych o profilu rolniczym oraz dla studentéw
uczelni przyrodniczych, matematyka bywa postrzegana jako jedna z najwigkszych barier
edukacyjnych na poczatku studiow. Z reguly przedmioty podstawowe takie jak
matematyka, chemia, fizyka sq umieszczane w programie studiéw na pierwszym roku.
U studentéw rodzi to poczucie, ze wymarzone studia sg jedynie przedluzeniem szkoty
$redniej, a nie zdobywaniem wiedzy specjalistycznej dla danego kierunku. Z naszych
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wieloletnich obserwacji w pracy na uniwersytecie przyrodniczym wynika, ze wielu
kandydatéw, a pdzniej nowo przyjetych studentéw na kierunki przyrodnicze, przyznaje,
ze nie spodziewalo si¢ zaje¢ z matematyki na wybranym przez siebie kierunku studiéw.
Jest to ,,zaskoczenie” wspdlne zaréwno dla studentéw kierunku Biologia stosowana, jak
i np. Ekoenergetyka, czyli kierunku, ktéry kofczy si¢ uzyskaniem stopnia inzyniera. Ten
negatywny wérdd pewnej grupy abiturientéw wizerunek matematyki wraz z najczesciej
wystepujacym  rozlozeniem siatki godzin, tzn. realizacja przedmiotu analiza
matematyczna lub matematyka od pierwszego semestru studidw powoduja, ze trudnosci
wlasnie z tym przedmiotem sa wymieniane na kierunkach przyrodniczych wsréd
podstawowych powodéw rezygnacji ze studiéw przed uzyskaniem dyplomu, czyli
zjawiska drop-out.

Warto podkresli¢, ze nawet niedokoniczone studia przynosza korzysci dla rozwoju
zaréwno jednostki, jak i calego spoteczenistwa. Podjecie studiéw oznacza nawigzanie
nowych kontaktow miedzyludzkich, wyjazd z rodzinnej miejscowosci daje mozliwosé
czg$ciowego usamodzielnienia si¢ mlodych ludzi. Nawet krétkotrwaly wysitek
edukacyjny prowadzi do poszerzenia wiedzy i zdobycia nowych kompetencji [4]. Czas
spedzony na studiach, nawet niedokoficzonych, nie jest czasem straconym, jednak nie
zawsze jest tak odbierany przez spolecznos¢ np. rodzing, do ktérej powraca student
rezygnujacy z dalszej nauki. Negatywne reakcje, podkreslanie porazki edukacyjnej moga
obniza¢ poczucie wlasnej wartosci i sprawczosci, a takze powodowaé zaniechanie préb
ponownego rozpoczecia studiow.

W uczelniach o profilu przyrodniczym zjawisko wezesnego drop out, czyli rezygnacji
juz w plerwszym semestrze nauki moze by¢ szczegdlnie dotkliwe. Nowoprzyject studenci
rezygnuja bowiem ze studiowania zanim pojawia si¢ w programie studiéw przedmioty
specjalistyczne dla danych kierunkdw, a czesto wilasnie taka tematyka decyduje o wyborze
uczelni i profilu ksztatcenia. Trudno jednak tak zaplanowaé plan kierunku, aby podstaw
chemii, fizyki, matematyki i statystyki uczy¢ na semestrach ostatnich, bowiem zdobyta na
przedmiotach $cistych wiedza podstawowa jest niezbgdna do zdobycia bardziej
specjalistycznych kompetencji.

W niniejszym  opracowaniu  przedstawiamy wybrane dzialania  podjete
w Uniwersytecie Przyrodniczym w Poznaniu (UPP) majace na celu zdiagnozowanie
przyczyn zjawiska wezesnego drop out. Dzialania te sg cz¢$cia projektu FERS 6 — Studiuj
dla klimatu! realizowanego w UPP [2]. Ponadto prezentujemy sposoby przeciwdziatania
tym rezygnacjom, ktére wynikaja z niepowodzei edukacyjnych w przedmiotach $cistych,
a zwlaszcza matematyce. Opisane metody zostaly zaproponowane i sg realizowane przez
pracownikéw Katedry Metod Matematycznych i Statystycznych UPP.

1. Przeglad literatury

Wedlug danych OECD 2z badania przeprowadzonego w osiemnastu krajach, ze az
31% studentéw nie ukonczylo rozpoczetych studiow [6]. Dla Polski oszacowany poziom
rezygnacji w tym okresie byl jeszcze wyzszy i wynosit 39% [6]. Na zlecenie MNiSW
w 2020 roku powstat raport ,,Zjawisko drop outu na polskich uczelniach” [7]. W raporcie
wskazano, na podstawie danych z systemu POLon, ze w latach 2012-2020 nawet 40%
catkowitej liczby studentéw zrezygnowalo z rozpoczetych studiéw i w ciagu roku od
skreslenia z listy studentéw nie powrécilo na ten sam kierunek, przy czym na studiach
pilerwszego stopnia ten odsetek byl wyzszy iwynosil az 46%. Uwzgledniajac osoby
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studiujace wigcej niz jeden kierunek jednoczednie, zjawisko to dotkneto w podanych
latach az 1.3 mln student6w.

W analizie Kehm iin. [5] wyrézniono dziewig¢ zaobserwowanych przyczyn rezygnacji
ze studiow. Wsréd nich wymienia si¢ zaréwno powody ze strony uczelni, takie jak
organizacja zajec (tematyka wyktadéw, liczba studentéw w grupach, plan), integracja ze
spotecznoscia akademicka, jak réwniez powody osobiste: indywidualna motywacja do
nauki, podejmowanie pracy zarobkowej réwnolegle ze studiowaniem, a takze tlo
spoteczno-demograficzne (miejsce urodzenia, miasto lub wies, poziom wyksztatcenia
rodzicow itp.). Wyniki badan potwierdzaja, ze pleé jest istotnie réznicujacym czynnikiem
dla poziomu drop out [6]. W niemal wszystkich krajach UE kobiety rzadziej niz
mezezyzni rezygnuja ze studiow, a najwigksza réznica dotyczy polskich studentéw.
Mezczyzn porzucajacych studia jest bowiem w Polsce niemal dwukrotnie wigcej niz
kobiet (26% i 15% odpowiednio).

Warto w tym miejscu powigzaé ten wynik ze specyfika kierunkéw studiow wybierang
w zaleznosci od plci. Powszechnie, to mezczyzni cze¢sciej podejmuja studia na kierunkach
inzynierskich i tzw. $cistych. Ten fakt w polaczeniu z wysokim odsetkiem rezygnacji
przez mezczyzn wzbudza w odbiorze spolecznym wrazenie, ze za zjawiskiem drop out
stoja problemy ze sprostaniem wymaganiom na matematyce, fizyce i przedmiotach
technicznych. Badania jednak pokazuja, ze czynnikéw wplywajacych na podjecie decyzji
o rezygnacji ze studiowanego kierunku jest wigcej 1 sa one zrdznicowane, a porazka
egzaminacyjna jest tylko jednym z nich.

W artykule Alvarez-Ferrandiz i in. [1] przeprowadzono przeglad literatury naukowej
opublikowanej w latach 2018-2022 poswigconej gtéwnym czynnikom wplywajacym na
porzucanie studiéw. Poza wymienionymi juz powyzej powodami autorzy wymieniaja
réwniez problemy w sferze akademickiej i spolecznej, stres studentow, wzgledy
zdrowotne, role nauczycieli oraz zmiany w systemie edukacyjnym.

2. Metodyka badan

Przeciwdzialanie rezygnacjom z podjetych studiéw, zwlaszcza w trakcie ich
plerwszego semestru, moze by¢ realizowane przez uczelnie w sposéb kompleksowy.
W UPP juz od kilku lat prowadzone sa dzialania majace na celu poznanie przyczyn
wezesnego drop out oraz poszukiwania sposobéw na skuteczne zmniejszenie skali tego
zjawiska. Uczelniane Centrum Wsparcia i Rozwoju przeprowadzito w latach 2021-2024
wewngtrzne badania na temat przyczyn wezesnego drop-out w uczelni. Badanie oparto
o rejestry administracyjne uczelni (system POLon, sprawozdania do GUS) okreslajace
liczbe rezygnacii ze studiéw w latach akademickich: 2021/22, 2022/23, 2023 /24, badanie
sondazowe wsrod uczestnikow targdw edukacyjnych i innych wydarzed promocyjnych
oraz o badanie ankictowe w grupie studentéw UPP przeprowadzone w 2024 roku.
Ankieta skierowana byla do oséb studiujacych w UPP, a wigc tych, ktérzy nie
doswiadczyli zjawiska drop-out. Osoby rezygnujace ze studiowania rzadko pozostajg
w kontakcie z uczelnia, a po skreSleniu z list studentdw uczelnia traci prawo do
przetwarzania ich danych osobowych. W ankiecie pytano wigc przede wszystkim
o powody wyboru akurat tej uczelni oraz zrédla informacji o kierunkach studiéw
oferowanych przez UPP. W styczniu 2025 przeprowadzono rowniez badanie ankietowe
wsrdd pracownikow UPP. Ta ankieta zawierata jedynie pytania otwarte. Pracownikow
zapytano gldéwnie o to, jakie widza mozliwosci zwickszenia zainteresowania ofertq
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edukacyjna uniwersytetu oraz zwickszenia odsetka studentéw broniacych prace
dyplomowa w UPP. CWR przeprowadzilo réwniez rozmowy z 21 doradcami
zawodowymi ze szkot §rednich.

Kierownik CWR przeprowadzila réwniez wywiady z doradcami zawodowymi
w szkolach $rednich oraz éwczesnymi kierownikami katedr prowadzacych w uczelni
dydaktyke przedmiotéw Scislych: Katedry Metod Matematycznych i Statystycznych,
Katedry Chemii oraz Katedry Fizyki i Biofizyki.

3. Wyniki badan

W latach 2016-2024 na Uniwersytecie Przyrodniczym w Poznaniu obserwuje si¢
wzglednie statq liczbe oséb trafiajacych na studia drugiego stopnia i studia niestacjonarne
oraz malejaca liczbe 0séb podejmujacych studia pierwszego stopnia (Rys. 1). Na
podstawie analizy danych raportowanych do systemu POLon oraz do GUS mozna
stwierdzi¢, ze w zalezno$ci od kierunku, najwigkszy procent rezygnacji notuje si¢ na
pierwszym roku studiéw, a zwlaszcza w ciagu poczatkowych trzech miesi¢cy
od rozpoczecia pierwszego roku akademickiego [8]. W badanych latach procent
rezygnacji waha si¢ od 10 do 40 w odniesieniu do 0séb przyjetych na pierwszy rok
studiéw (Rys.1).

mmmm Studia | stopnia stacjonarne +JSM yuy studia | stopnia niestacjonarne

s Studia |l stopnia stacjonarne s studia |l stopnia niestacjonarne
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Rys. 1. Liczba studentéw UPP w latch 2016-2023
Zrédlo: [Salis-Maciejewska, Whadczyk, 2025, s. 51].

Najwyzszy poziom rezygnacji ze studiow w UPP odnotowano na kierunkach
inzynierskich oraz tych, ktére znajduja si¢ w ofercie innych uczelni w miescie, w tym
niepublicznych, takich jak ekonomia czy dietetyka. Dane dotyczace odsetka rezygnacji
dla wybranych kierunkéw studiéw przedstawiono w Tabeli 1.
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Tab.1. Procentowy udzial 0séb kontynuujacych nauke w liczbie oséb przyjetych na studia

Lp. |Kierunek Stredni udziat Rok Rok Rok Rok
0sob akademicki akademicki akademicki | akademicki
kontynuujacych| 2024/2025 2023/2024 2022/2023 2021/2022

1 Ekonomia 61% 41% 58% 57% 87%

2 Biotechnologia 70% 79% 69% 67% 67%

3 Dietetyka 71% 68% 71% 70% 73%

4 Finanse 72% 64% 74% 67% 85%
i rachunkowos¢

5 Jakos¢ 76% 92% 38% 90% 83%
i bezpieczentwo
Zywnosci

6 Infotmatyka 76% 81% 62% 82% 80%
iinzynieria danych

7 Technologia 82% 84% 91% 73% 79%
drewna

8 Architektura 82% 80% 88% 78% 85%
krajobrazu

9 Projektowanie 83% 81% 81% 91% 90%
mebli

10 |Gospodarka 83% 87% 68% 84% 93%
Przestrzenna

11 |Zootechnika 84% 79% 92% 81% 84%

12 |Inzynieria 84% 84% 72% 84% 96%
srodowiska

Zrédlo: [Salis-Maciejewska, Wtadczyk, 2025, s. 51].

Sposréd szesciu kierunkow studidw, na ktorych poziom rezygnacii przekraczat 20%, az
pie¢ to kierunki, ktére oferuja tez inne poznanskie uczelnie: ekonomia, finanse
irachunkowosé, biotechnologia, dietetyka 1 informatyka. Kierunki unikatowe,
specyficzne dla uniwersytetu przyrodniczego, takie jak technologia drewna, zootechnika,
architektura krajobrazu, charakteryzuja si¢ znaczaco mniejszym odsetkiem rezygnacji,
mniejszym niz 20% w odniesieniu do liczby 0séb rozpoczynajacych studia na tych
kierunkach.

W badaniu sondazowym przeprowadzonym w 2024 roku wsrdéd potencjalnych
kandydatéw na studia - uczestnikéw targéw edukacyjnych, Nocy Naukowcow,
warsztatéw organizowanych na UPP, uzyskano odpowiedzi od 1001 oséb. Jako zrédlo
pozyskiwania informacji o ofercie edukacyjnej UPP, najwigcej 0séb (365) wskazato na
tzw. marketing szeptany, czyli ustny przekaz innych oséb z prywatnego otoczenia.
Za sposéb najbardziej skuteczny w przekazywaniu informacji o ofercie uczelni ponad
potowa (510) oséb uznala bezposredni kontakt z pracownikami uczelni podczas réznych
akcji promocyjnych prowadzonych w szkolach oraz podczas zaje¢ wartsztowych czy
lekeji organizowanych w uczelni. Jako czynniki wskazane za najwazniejsze przy wyborze
uczelni respondenci uznali perspektywy pracy po studiach (703 osoby), ciekawe kierunki
studiéw (640 oséb), zajecia praktyczne (592 osoby), ciekawe praktyki i staze (540 osob)
oraz atomosfere studiowania (530 osoby). W ankiecie przeprowadzonej wérdéd oséb
studiujacych w UPP wzicto udzial 240 oséb. Ponad polowa z nich (139 oséb) wskazata,
ze wybrala kierunek studiéw $wiadomie 1 zgodnie z zainteresowaniem, jednak ponad
10% (27 0s6b) odpowiedziato, ze trudno to ocenié, albo wrecz nie dokonato tego wyboru
swiadomie. Potowa (120 os6b) zaznaczyla, Zze na decyzj¢ o wyborze kierunku studiéw

19



miata wplyw opinia znajomych lub cztonkéw rodziny. Na ankiete przeprowadzona przez
CWR wsréd nauczycieli UPP w styczniu 2025 roku odpowiedziato 50 pracownikow. Jak
wczesniej wspomniano, ta ankieta zawierala jedynie pytania otwarte. Kluczowe kwestie,
na ktére wskazano w odpowiedziach, to niewystarczajaca promocja zewngtrzna
uniwersytetu, niezadowalajace warunki socjalne oraz brak kontaktu oséb aktualnie
studiujacych z absolwentami uczelni.

Z kolei doradcy zawodowi, ktorzy wzieli udzial w rozmowach z CWR wskazali, ze
niezdecydowanie ucznidéw zwigzane z wyborem przysztego kierunku ksztalcenia jest
spowodowane w duzej mierze brakiem zainteresowan, a takze brakiem wsparcia ze strony
najblizszych.

W niniejszym opracowaniu chcemy si¢ skoncentrowaé na przedstawieniu podjetych
w UPP dziatan w zakresie wsparcia studentow w pokonywaniu trudnosci z przedmiotami
podstawowymi. Jako pracownicy Katedry Metod Matematycznych i Statystycznych
wlaczyliémy sie¢ w prace CWR i podjelismy dzialania majace na celu pomoc studentom.
Matematyka jest fundamentem w zrozumieniu zjawisk wystepujacych w otaczajacym nas
srodowisku, ich modelowaniu i opisaniu, jak réwniez w wykorzystaniu ich na takich
przedmiotach podstawowych jak fizyka ichemia. Zatem trudnosci w zrozumieniu
i dalszym wykorzystaniu zagadniei omawianych podczas spacjalistycznych kurséw sa
widoczne zwlaszcza podczas  zaje¢  z  matematyki.  Obiektywne problemy
i niedoprecyzowanie nicktérych poje¢ implikuja trudno$ci w rozumieniu terminéw
przedstawianych podczas zaje¢ specjalistycznych dla danych kierunkéw  studiéw.
Nauczyciele zwracali uwage na to, ze nieumiejetno$é uczenia si¢ moze by¢ jedna
z przyczyn trudnosci studentéw w pierwszych miesiacach nauki. Te problemy sg Scisle
powigzane z niedostatecznym opanowaniem materiatu omawianego w  szkole
ponadpodstawowej, brakiem bieglosci obliczeniowej i sprawnosci w postugiwaniu sig
wzorami, ktére byly dostgpne podczas pisania egzaminu maturalnego.

Jednym z pierwszych dziatan realizowanych przez KMMiS UPP byly tzw. kursy
wyréwnawcze z matematyki. Byly to zajecia dodatkowe i nieobowigzkowe, w wymiarze
20h, realizowane w pierwszym semestrze studidw plerwszego stopnia, a wiec
jednoczesnie z realizacja przedmiotu matematyka lub analiza matematyczna w ramach
toku studiéw. Zajecia byly czgsciowo odplatne, ale wysoko$¢ optaty dla studentéw byta
symboliczna. Zajecia prowadzili pracownicy KMMiS, a wigc nauczyciele do§wiadczeni,
doskonale znajacy poziom wymagad na poszczegélnych kierunkach studiéw.
Niewatpliwa zaleta tej formy pomocy bylo tempo pracy dostosowane do potrzeb
studentow. Zajgcia nie wymagaly realizacji okreslonego programu, ich tematyka mogla
by¢ dostosowywana do poziomu oraz potrzeb studentéw bioracych udziat
w cotygodniowych spotkaniach. Niestety, taka forma wsparcia studentéw miata wiele
niedoskonalo$ci, przede wszystkim organizacyjnych. Trudno bylo w planach
poszczegolnych kierunkéw studiéw dobraé¢ odpowiadajacy wszystkim termin. To co bylo
zaleta, czyli grupy laczace studentéw z réznych kierunkow, stalo si¢ tez utrudnieniem
w sytuacji, kiedy tempo realizacji programu na regularnych ¢wiczeniach z matematyki na
réznych kierunkach byto niejednakowe.

Poczawszy od roku akademickiego 2022/23, w miejsce kursu odbywajacego sie
w trakcie pilerwszego semestru, nowoprzyjetym studentom  pierwszego roku
zaproponowano kursy przygotowawcze z matematyki i chemii. Na zajecia przeznaczono
jeden tydzied wrzes$nia, po 4h dziennie dla jednego przedmiotu. Oddzielnie utworzono
réowniez grupy weekendowe dla studentéw przyjetych na studia niestacjonarne. Zajecia
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z matematyki zaoferowano zaréwno w formie stacjonarnej, jak i online, a decyzje
o wyborze trybu uczestnik podejmowal zapisujac si¢ na kurs. Informacje o otwarciu
kurséw przygotowawczych umieszczano zaréwno na stronach internetowych uczelni, jak
réwniez w formie folderu przesylano osobom przyjetym na pierwszy rok studiéw wraz
z potwierdzeniem przyjecia. Uczestnikom kursu umozliwiono takze wynajecie miejsca
w domu studenckim na czas trwania kursu. Dotychczas odbyly si¢ trzy edycje kursu
przygotowawczego, a we wrzesniu 2025 roku planowana jest kolejna, przy czym oferte
rozszerzono w tym roku o zajecia z fizyki.

Program kursu przygotowawczego z matematyki zawiera podstawowe pojecia
z zakresu szkoly $redniej: dziatania na potegach, wyrazenia algebraiczne i wyrazenia
wymierne, réwnania i nieréwnosci: z warto$cia bezwgledna, wymierne, wielomianowe,
wykladnicze, logarytmiczne. Obok tych zagadnien powtarzane sa rowniez pojecia
zwiazane z ciagami, szeregami geometrycznymi. Przypominane sq podstawowe pojecia
zwigzane z funkcjami elementarnymi i ich wykresami. Przyszli studenci maja mozliwosé
powtdrzenia wiadomosci dotyczacych podstawowych zaleznosci trygonometrycznych,
algebry wektorow na plaszczyznie, réwnania prostej i okregu. Ostatnie spotkania sa
poswigcone zagadnieniom zwigzanym z prawdopodobiefistwem zdarzend losowych.
Na pierwszych zajeciach studenci rozwiazywali pre-test, a na ostatnich post-test, przy
czym zadania na testach byly analogiczne. Poréwnujac wyniki z obu testéw odnotowano
poprawe w sposobie oraz liczbie rozwigzanych zadad. Zajecia prowadzone podczas tego
kursu maja charakter wykladowo-warsztatowy, uczestnicy wszystkich grup, roéwniez
stacjonarnych, zostaja zapisani do zespoléw na MS Teams, gdzie maja dostepne materiaty
z kursu, jak 1 zadania do samodzielnej pracy.

W pierwszej edycji kursu przygotowawczego z matematyki, we wrzesniu 2022 roku,
wzigto udzial 101 oséb. W kolejnych latach liczba uczestnikow zwickszata si¢ osiagajac
wartos$ci 131 oséb w 2023 roku oraz 144 w 2024 roku, przy czym liczba os6b na zajeciach
niestacjonarnych stanowila okolo 11% wszystkich bioracych udzial w zajeciach.
Po trzech edycjach warto zauwazy¢, ze zdecydowanie wigcej osob wybiera zajecia w sali,
w formie stacjonarnej. Jest to wspdlne zaréwno dla oséb przyjetych na studia dziennie
jak 1 niestacjonarne. Na zajecia zapisujg si¢ osoby gtéwnie po tzw. maturze podstawowe;j
z matematyki (79%).

Niestety, liczba uczestnikow kurséw przygotowawczych jest ciagle bardzo niska
w stosunku do liczby oséb przyjmowanych na pierwszy rok studiéw. Obserwujac
trwajaca jeszcze rekrutacje na kurs w biezacym roku akademickim nie mozna oczekiwa,
ze pojawi si¢ tu jaka$ znaczaca zmiana i studenci masowo beda chcieli uczestniczyc
w kursach wrzesniowych. Nauczyciele prowadzacy kurs przygotowawczy otrzymujg
w trakcie trwania semestru informacje zwrotng od studentéw, ze przeznaczenie catego
tygodnia wrzednia, czyli przed rozpoczeciem roku akademickiego, jest dla wigkszo$ci zbyt
duzym obcigzeniem ze wzgledu na rézne osobiste powody. Propozycja zajeé
wrzesniowych umozliwiajacych z jednej strony powtorzenie materiatu ze szkoly sredniej,
z drugiej zapoznanie si¢ z uczelnia i integracje¢ ze Srodowiskiem akademickim nie spotkata
si¢ z duzym zainteresowaniem. Studenci w rozmowach z nauczycielami podkreslali, ze
nie dotarfa do nich informacja o kursie i ze nie wzigli udzialu z powodu okresu
wakacyjnego albo podjetej pracy zarobkowej. Zaskakujace jest, ze studenci w trakcie
trwania pierwszego semestru studiéw bardzo czesto przyznaja, ze nie zainteresowali si¢
kursem przygotowawczym, bo nie wiedzieli, ze na wybranym przez nich kierunku
studiow bedzie realizowany przedmiot matematyka. Widaé¢ wigec potrzebe zwigkszenia
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wysitkéw w kierunku bardziej §wiadomej rekrutacji 1 przedstawiania szczegétowej oferty
wraz z opisem wymagafi na poszczegblnych kierunkach studiéw. Jest to zadanie dla
doradcéw zawodowych i tutaj nalezy wskazac potrzebe zwickszenia wspotpracy.

Na stronie internetowej uczelni, na ktérej znajduja si¢ wszystkie informacje o kursie
przygotowawczym, zawarte sa rowniez nazwy kierunkéw studidw, na  ktérych
realizowane sg poszczegdlne przedmioty podstawowe. Jednakze taka informacja dociera
gléwnie do osob, ktoére zainteresujg si¢ mozliwoscig uzupelnienia wiadomosci ze szkoty
ponadpodstawowej.

W trakcie analizy zjawiska drop out przeprowadzone zostaly wywiady
z kierownikami: Katedry Metod Matematycznych i Statystycznych, Katedry Chemii oraz
Katedry Fizyki i Biofizyki. Kierownicy katedr zwrécili uwage na problemy studentéw
zwigzane z niedostatecznym zrozumieniem tematyki omawianej w szkole §redniej. Miato
to czesto przelozenie na trudnosci podczas poczatkowych zaje¢ i wplywato
demotywujaco na dalszy przebieg studiéw. W opinii nauczycieli akademickich
zauwazalne jest zniechecenie studentéw do dalszej nauki w sytuacji, gdy nie otrzymuja
zaliczenia z wiecej niz jednego przedmiotu. Zgodnie z programem studiéw, mozliwos§é
ponownego wzigcia udzialu w zajeciach jest mozliwa dopiero z kolejnym rocznikiem
studentéw. Taki schemat implikuje, Ze mlodzi ludzie szybko zapominaja oméwiony
material i maja wrazenie, jakby uczyli si¢ na nowo. Podkreslono réwniez, ze wladze
uczelni chetnie wspieraja dziatania majace na celu pomoc studentom, zwlaszcza
w plerwszym etapie ich akademickiej kariery. Stad na Uniwersytecie Przyrodniczym
w Poznaniu pojawily si¢ kolejne starania majace na celu pomoc studentom
w opanowaniu materialu z matematyki i chemii. Beda one podjete w ramach projektu
,,Studiuj dla klimatu”. Pilotazowo, juz w semestrze letnim roku akademickiego 2024/25,
zaproponowano studentom, ktérzy nie uzyskali zaliczenia z matematyki w semestrze
zimowym, zaje¢cia uzupelniajace. Celem wspomnianych zaje¢ bylo i bedzie w kolejnych
latach, umozliwienie studentom bezplatnego powtdrzenia materiatu, z ktérym
zapoznawali si¢ na matematyce w pierwszym semestrze trwania studiéw, ale jednak nie
opanowali go w wystarczajacym stopniu do uzyskania zaliczenia. Taka forma wsparcia
dla studentéw bedzie rozwijana, pierwszy semestr ujawnil jednak problemy organizacyjne
zwiazane znéw z wlaczeniem dodatkowych éwiczed z matematyki do planu zajeé
regularnych w danym semestrze. Studenci bardzo niechetnie zapisywali si¢ na zajecia
dodatkowe organizowane w piatki, co ze wzgledéw na plan réznych kierunkéw studiéw
oraz dostgpno$¢ sal dydaktycznych wydawato si¢ dogodnym terminem. Studenci zwrdcili
tez uwagg, ze sam kurs powtorzeniowy, bez mozliwosci uzyskania zaliczenia, nie jest dla
nich interesujacy. By¢ moze nalezy rozwazy¢ mozliwo$¢ wlaczenia do sesji letniej
ponownego przystapienia do zdawania matematyki dla uczestnikéw kursu.

4. Dyskusja wynikow

Badanie przyczyn wczesnych rezygnacii jest problematyczne, poniewaz studenci po
przerwaniu studiéw nie sa sktonni do pozostawania w kontakcie z uczelnia, czy chocby
wypelniania kwestionariuszy. W powszechnej opinii do najwazniejszych powoddw
rezygnacji zalicza si¢ niewystarczajace przygotowanie z matematyki, chemii i fizyki. Jako
szczegoblnie obciazajace studenci wskazuja zajecia prowadzone w laboratorium. Zajecia
takie wymagaja precyzji, samodzielno$ci i umiej¢tnosci odpowiedniego uzywania sprzgtu
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laboratoryjnego. Studenci wskazuja, ze obecnie niewielu absolwentéw technikéw,
a nawet licedw ogdlnoksztatcacych miato w czasie nauki w szkole $redniej lekcje chemii
lub fizyki prowadzone w laboratorium wyposazonym w profesjonalny sprzet. Tego typu
zajecia, cho¢ bardzo wyczekiwane, sa duzym wyzwaniem ze wzgledu na swojq specyfike.
Mtodzi ludzie czesto nie potrafig sprosta¢ oczekiwaniom zwigzanym z samodzielnoscia,
precyzja wykonywanych dos$wiadczen oraz wymaganiom odnoszacym si¢ do
przygotowania raportu z badan. Kolejnym przyczynkiem jest rowniez zdawanie na
maturze matematyki jedynie na tzw. poziomie podstawowym, z jednoczesnym
zakonczeniem lekeji chemii i fizyki na co najmniej rok przed matura. Jednak, nie tylko
przedmioty $cisle odbierane sa jako trudne. Studenci kierunkéw nieinzynierskich,
spoteczno-ekonomicznych wskazujg na trudnodci w analizie tekstow oraz pracy z ludzmi.
Warto podkreslié, ze w badaniu przeprowadzonym przez CWR UPP, trudnosci
z opanowaniem materialu na tzw. przedmiotach $cislych nie byly wymieniane przez
studentow jako najwazniejsze przyczyny rezygnacji z podjetych studiow. Wiele oséb nie
kontynuuje nauki na wyzszej uczelni poniewaz studiowanie nie spetnia ich oczekiwan
oraz nie widza mozliwosci pogodzenia aktualnych wyzwan zwiazanych ze studiami
z zyciem rodzinnym i zawodowym.

Podsumowanie

Badania pokazuja, ze czynnikéw wplywajacych na podjecie decyzji o rezygnacii ze
studiowanego kierunku jest wiele 1 sa one zréznicowane, a porazka egzaminacyjna jest
tylko jednym z nich.

Z analizowanych wynikéw badad ankietowych nie wynika jednoznacznie, aby
przedmioty Sciste, a w szczegélnosci matematyka, stanowily barier¢ dla studentéw
uczelni technicznych 1 przyrodniczych. Nauczyciele akademiccy jednak zauwazaja, zZe
studenci pierwszego roku maja czesto duze problemy z tempem pracy na zajeciach
z matematyki, a takze z odtwarzaniem wiedzy, ktéra powinna by¢ zdobyta w szkole
sredniej. Studenci starszych lat, mimo poczatkowych trudnosci, potrafia wykorzystywac
zdobyte umiejetnosci na przedmiotach bardziej specjalistycznych, a wigc zauwazaja
fundamentalne znaczenie matematyki.

Obszarem, w ktérym nalezy z pewnoscia zapewni¢ interwencje, sa zrekrutowani
studenci/tki pierwszego roku studiéw pierwszego stopnia, ktérzy trafiaja na uczelnie
niewystarczajaco przygotowani, a ponadto czesto w nieswiadomy sposéb dokonuja
wyboru kierunku studiéw. Warto podkresli¢ role centréw doradztwa zawodowego, ktore
sq miejscem, gdzie moze by¢ prezentowana przygotowana przez uczelnie szersza
informacja nie tylko o rodzajach kierunkéw, ale tez o przebiegu studiéw. Liczne dziatania
na rzecz §wiadomej rekrutacji, promociji kierunkéw i ograniczania rezygnacji ze studiow
sq juz przez uczelnie obecnie podejmowane, zaréwno w oparciu o §rodki wlasne, jak
i zewnetrzne. Wspolpraca uczelni ze szkolami $rednimi jest pierwszym krokiem do
lepszego i bardziej §wiadomego ukierunkowania mtodych ludzi na to, co chcg studiowac.
Odsetek rezygnacji na kierunkach specjalistycznych jest nizszy niz na kierunkach
proponowanych przez wiele uczelni. Warto zauwazy¢, ze wielu studentéw podejmuje
studia kierujac si¢ pasja, zaangazowaniem i tradycjami rodzinnymi, jak to si¢ czesto zdarza
np. na kierunku Le$nictwo. Warto promowac¢ takie postawy oraz zwigkszy¢ dziatania na
rzecz wspoOlpracy aktualnych studentéw uczelni z jej absolwentami. Wtedy wybrany
kierunek studiéw moze by¢ spelnionym marzeniem, wynikiem zainteresowan i pasiji.
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Ksztaltowanie §wiadomosci mtodych ludzi na temat ich wyboréw dotyczacych

dalszej $ciezki edukacyjnej jest zadaniem priorytetowym dla catego spoleczenstwa.
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Streszczenie

Celem niniejszego artykutu jest prezentacja dwoch modeli peer teaching: pierwszego
— wprowadzanego na kursowych zajeciach i drugiego — dodatkowego, wprowadzanego
jako aktywno$¢ niezwigzana bezposrednio z zajeciami. Przedstawione zostang
obserwacje nauczycieli oraz samych studentéw. Analiza wad i zalet modelu zajeciowego
zostanie przeprowadzona w oparciu o subicktywne odczucia grupy badawczej wyrazone
w ankietach po ostatnich zajeciach.

Stowa kluczowe: peer teaching, nauczanie réwiesnicze, praca w grupie, projekt.

1. Wstep

Peer teaching, czyli nauczanie réwiesnicze, jest jedng z nowoczesnych metod
dydaktycznych polegajaca na wzajemnym uczeniu si¢ od siebie rowiesnikéw poprzez
wymian¢ wiedzy, dos§wiadczen 1 umiejetnosci. Metoda ma na celu zwigkszenie stopnia
zaangazowania 0s6b uczacych si¢, rozwdj umiejetno$ci komunikacyjnych oraz
umiejetnosci dzialania w grupie 1 wspolpracy [1]. Umozliwia ksztaltowanie kompetencji
istotnych dla pracy zespolowej i przydatnych zaréwno w procesie ksztalcenia, jak
iw przyszlej pracy zawodowej. Moze by¢ wykorzystana na uczelniach wyzszych
w zajeciach dydaktycznych kazdego przedmiotu na kilka sposobéw w zaleznosci od
wieku 1 do§wiadczenia studentéw oraz formy zajeé. Wyrdznia si¢ takie modele nauczania
réwiesniczego jak: peer tutoring i proctoring (bardziej doswiadczony student uczy mniej
doswiadczonego réwiesnika), surrogate teaching (starszy wickiem student uczy
mtodszego), collaborative (cooperative) learning (studenci pracujg nad wspdlnymi
projektami) [2] [3], reciprocal peer tutoring (wzajemne uczenie si¢ w parach). Sg one
bardzo korzystnymi i skutecznymi metodami dydaktycznymi zwlaszcza podczas zajeé
grupowych czy projektowych.

2. Realizacja peer teaching na zajeciach dydaktycznych

W tym paragrafie przedstawione zostang doswiadczenia z pracy autorek ze studentami
w ramach zaje¢ dydaktycznych wykorzystujacych rézne odmiany peer teaching.

2.1. Projekty grupowe ze statystyki

Studenci pierwszego roku studiéw inzynierskich mieli mozliwo$¢ wykonania
projektéw w kilkuosobowych grupach na zadany temat ze statystyki. Byla to
nieobowigzkowa forma zaliczenia pewnych zagadnien zastepujaca tradycyjne
rozwigzywanie zadafi na kolokwium w sali wykladowej. Spotkata si¢ z duzym
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zainteresowaniem studentéw, ktorzy przedcigali sie w oryginalnych pomyslach
i starannosci wykonania prac. Sprawdzanie poprawnosci wykonania takich projektéw
bylo czasochtonne, ale tez pozytywnie zaskakujace atrakcyjnoscia realizacji. Zagadnienia,
ktérych mialy dotyczy¢ projekty, byly najpierw dokltadnie omawiane na wykladzie ze
wskazaniem przykladowych rozwiazan, a nastepnie analizowane przez studentéw
w kolejnych zadaniach na ¢wiczeniach. Wyjasnione zostaly wymagania i poszczegdlne
etapy realizacji projektéw, a wszystkie instrukcje 1 kryteria oceniania udost¢pnione na
platformie e-learningowej. W opinii studentéw zasady te byly zrozumiale, a czas
wykonania projektéw odpowiedni. Studenci sami dobierali si¢ w grupy i w dowolnej
formie pisemnej przedstawiali wyniki swojej pracy (plakaty, prezentacje, odreczne,
wydruki komputerowe). Ponadto zamieszczali zrealizowane projekty na platformie, za
posrednictwem ktérej otrzymywali informacije zwrotng 1 oceng.

Jak studenci postrzegaja prace grupowa z projektami? Na zakonczenie zajec
z przedmiotu podzielili si¢ swoimi opiniami, pozytywnie ocenili wspdlprace
z réwiesnikami wskazujac na wiele korzysci plynacych z metody peer teaching. Przede
wszystkim podkreslili rozwoj umiejetnosci migkkich, kreatywnosci i pracy w grupie,
wymiany pomystow i wzajemna pomoc w zrozumieniu zagadnien.

= Wyszczegdlnione w opinii = Brak informacji w opinii

Rys. 1. Udzial procentowy studentéw, ktérzy wskazali w ankiecie kreatywnosé jako zalete peer teaching
(projekty bez prezentacii)

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przyznali, ze wspolne opracowywanie tematow ulatwia im przyswojenie materiatu, jest
okazja do dzielenia si¢ zainteresowaniami oraz lepszego poznania si¢ nawzajem. Nie tylko
integracja, ale tez aktywizacja i zmniejszenie stresu czynig prace zespotows przy realizacji
projektu bardziej przyjazna i skuteczniejsza od tradycyjnej metody zaliczania zadan.

26



—_—

= Wyszczegodlnione w opinii = Brak informac;ji w opinii

Rys. 2. Udzial procentowy studentéw, ktérzy wskazali w ankiecie integracje jako zalete peer teaching
(projekty bez prezentacji)
Zr6dlo: opracowanie wlasne.

=

= Wyszczegodlnione w opinii = Brak informacji w opinii

Rys. 3. Udzial procentowy studentéw, ktérzy wskazali w ankiecie zmniejszenie stresu jako zalete peer
teaching (projekty bez prezentacji)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Ponadto na plus wymieniana jest inwencja tworcza, mozliwo$¢ wyboru badania
statystycznego w ramach danego tematu, ktéra ma wplyw na rozwdéj wyobrazni oraz
wzrost zainteresowania wykonaniem zadania. Studenci postrzegali prace grupows nad
projektami jako urozmaicenie zaje¢ dydaktycznych, alternatywe dla tradycyjnych metod
i mozliwo$¢ ciekawego spojrzenia na matematyke, z innej perspektywy. Doceniali
praktyczne podejscie do zagadnient odstaniajace szerokie zastosowania matematyki
i statystyki w codziennym zyciu. Zaleta wymieniana przez studentéw bylo tez rozwijanie
umiejetnosci pracy w zespole, nauka odpowiedzialnosci za wykonanie powierzonego
zadania 1 umiejetnosci zarzadzania czasem. Mozna zatem uznad, ze wady metody peer
teaching, oméwione szeroko w [4], nie wystapily w badanej grupie studentéw.

W kolejnym roku realizacji projektéw zespolowych przez studentéw pierwszego roku
studiéw inzynierskich dolozony zostal element prezentacji wlasnego projektu przed
pozostalymi grupami. Studenci podzielili pozytywne opinie swoich poprzednikéow
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dotyczace wspolpracy réwiesniczej. Ponadto wskazali na korzysci i trudnosci zwiazane
z prezentowaniem wynikéw na forum publicznym. Odebrali wystapienia jako pozyteczna
nauke przedstawiania w sposob interesujacy wynikow wiasnej pracy oraz doskonalenia
umiejetnosci prezentacii przed publicznos$cia, przydatnej w ich przyszlosci. Wazne byly:
mozliwo$¢ przeéwiczenia sposobow wypowiedzi, nabieranie do§wiadczenia, zrozumienie
swoich mocnych i stabych stron. Prezentacje innych grup nie tylko w cickawy sposéb
traktowaly rézne tematy, ale pozwalaly réwniez na uczenie si¢ na cudzych bledach. Na
plus studenci ocenili wptyw prezentowania projektéw na wzrost zaangazowania calej
grupy do dzialania, otwieranie si¢ na grupe i rozwéj umiejetnosci spotecznych. Jednak
nie dla wszystkich wystapienia publiczne stanowily dodatkows zalet¢ metody peer
teaching realizowanej w formie projektowej. Niektorzy z powodu stresu wskazywali
konieczno$¢ prezentaciji projektu na forum publicznym jako wade. Byla to jedyna staba
strona metody peer teaching wymieniona w ankietach studentéw.

Z punktu widzenia nauczyciela bardzo wazne jest przyswojenie wiedzy. Dobrze
wprowadzona na zajeciach metoda dydaktyczna nie stuzy jedynie aktywizacji studentéw,
ale ma takze bezposredni, pozytywny wplyw na przyswajanie przez nich wiedzy. W opinii
co najmniej 23% studentdéw poszerzenie wiedzy w obrebie nowego materiatu dotychczas
poznanego na wykladach i ¢wiczeniach, a takze ogdlnie ich rozwéj w ramach przedmiotu,
byly jednymi z podstawowych zalet réwiesniczej pracy grupowej nad projektami.

= Wyszczegdlnione w opinii = Brak informacji w opinii

Rys. 4. Udzial procentowy studentéw, ktorzy wskazali w ankiecie rozwdj (rozwdéj/ przyswojenie
materiatu/poszerzenie wiedzy) jako zalete peer teaching (projekty z prezentacja)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Az 32% studentéw wyraznie wskazato na bardzo wazny aspekt, jakim jest kreatywnosc.
W ich odczuciu, projekty daly im duza dowolnosé zaréwno co do wyboru badania
statystycznego, jak 1 formy jego przedstawienia. Tradycyjne zajecia oraz zaliczenia nie
pozwalaja na taka swobodg; nauczyciel musi przekazaé konkretng wiedze, a student naby¢
konkretne umiejetnosci.
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= Wyszczegodlnione w opinii = Brak informacji w opinii

Rys. 5. Udzial procentowy studentéw, ktorzy wskazali w ankiecie kreatywnos$¢ jako zalete peer teaching

(projekty z prezentacja)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wolnosé wyboru czlonkéw grupy, tematu projektu i sposobu prezentowania swojego
projektu spotkata si¢ z dobrym przyjeciem prawie 20% studentéw.

—

= Wyszczegdlnione w opinii = Brak informacji w opinii

Rys. 6. Udzial procentowy studentéw, ktérzy wskazali w ankiecie mozliwos¢ wyboru jako zalete peer
teaching (projekty z prezentacja)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

2.2. Prezentacje z rownan rézniczkowych

Podobna, aczkolwick inng wersja metody peer teaching bylo przygotowywanie
w parach prezentacji na temat zastosowan réwnan rézniczkowych. Studenci sami szukali
pomystéw na te zastosowania, a nastepnie przygotowywali i wyglaszali prezentacje przed
kolegami z innych grup.

Na uwagge zastuguja nastepujace zalety oraz wady metody pracy:
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— kreatywnos¢:

studenci znajdowali bardzo ciekawe zastosowania catkowicie wykraczajace poza
program zaj¢é nie tylko samym tematem, jaki zostal omdwiony, ale tez typem
réwnania,

prezentacje byly przygotowane bardzo réznie, w réznych programach
i przedstawialy zadany temat na bardzo rézne sposoby,

w dwoch prezentacjach pojawily si¢ réwniez dodatkowe gadzety, ktére
wprowadzaly w klimat prezentacji,

jedynie dwie prezentacje byly zrobione bez polotu i kreatywnego podejscia
(zawieraly teorig z zajeé, a nastepnie trywialne zastosowania); na uwage jednak
zastuguje fakt, Zze byly to prezentacje przygotowane indywidualnie, a nie
w parach — mozna stad wysnué wniosek, ze przygotowywanie wystapienia
wspdlnie z kolega/kolezanka daje wigksze mozliwosci pojawienia si¢ ciekawych
pomystéw, a zatem jest bardzo rozwijajace;

— praca w grupie (podzial zadan):

mimo, ze nie bylo narzuconego schematu prezentowania (oprocz formy, jaka
byla prezentacja Pecha-Kucha), studenci sami podzielili si¢ omawianymi
slajdami i w kazdej grupie kazda osoba przedstawiala polowe, za$ druga osoba
wspierala ja technicznie,

nie dato si¢ wyodrebni¢ zadnej szczegdlnej linii podzialu prezentacji na dwie
czescl — zazwyczaj (oprocz jednej prezentacji) zmiana prezentujacego zwigzana
byla z doj$ciem do polowy omawianego tematu;

— zarzadzanie czasem:

obserwowanie wystapien studentéw pokazalo, ze nie jest to umiejetnosé, ktéra
posiadajg wszyscy; prezentacje Pecha-Kucha majg swoj rytm i czas trwania
(20 slajdow, 20 sekund na kazdy slajd), ktérego nie potrafili (w duzej czedci)
przypilnowac referujacy;

— doglebne przeanalizowanie zagadnienia:

nie wszyscy referujacy zdawali si¢ dobrze rozumie¢ omawiane zagadnienia,

na zadawane (dotyczace prezentacji) pytania zazwyczaj odpowiadata osoba,
ktéra omawiata slajd dotyczacy aspektu, o ktory pytano;

prezentowanie przed innymi objawialo si¢ bardzo wycofanym, cichutkim
wyglaszaniem prezentacji,

potowa wystapien byla odczytywana z przygotowanych tekstow z kartki badz
tabletu.
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2.3. Perspektywy

Analiza wynikéw pracy studentéw w ramach uczenia si¢ kolezeniskiego pokazuje, ze
w kolejnej odstonie warto oméwié ze studentami sposob prezentowania przed ich
wystapieniami tak, by prezentacje te zaréwno sprawialy jeszcze wickszg przyjemno$é
stuchaczom, jak i byly wyglaszane z wigkszym zaangazowaniem i przekonaniem, ze
autorzy $wietnie rozumieja temat.

Warto tez wprowadzi¢ element zadawania pytan, dzigki ktéremu albo prezentujacy
beda mogli dopytac o cos stuchaczy i bardziej przyciagnad ich uwagg, albo stuchacze bedg
aktywnie stuchac i dopytywaé o szczegdly prezenteréow. To z pewnoscig podniostoby
jako$¢ catego przekazu i sprawiloby, ze wszyscy wiecej wyniesliby z zajec.

3. Inaczej— model pozazajeciowy

Z obserwacji studentow wynika, ze mlodzi ludzie chetniej sluchaja swoich
réwiesnikéw niz wykladowcow. Dlatego na koniec warto wspomnieé¢ o catkowicie
pozazajeciowym peer teaching, jaki odbywa si¢ podczas kazdej konferencji studenckiej.

Whnioski autorek wysnute sa na podstawie wielokrotnie odbywajacej si¢ juz
studenckiej Konferencji Zastosowan Matematyki. Podczas takiego wydarzenia studenci
(najczesciej wyzszych lat) prezentuja swoim mtodszym kolegom wyniki swoich badan lub
opowiadaja o zagadnieniach, ktére ich interesuja. Stuchaczami sa réwniez studenci, dzigki
czemu zachodzi wymiana informacji pomiedzy réwiesnikami.

Nie zawsze mozna oczekiwal, ze bierni uczestnicy konferencji wyjda z wydarzenia
znowo nabyta wiedza, ale z pewnoscia dowiedza si¢ o wachlarzu mozliwosci
wykorzystania wiedzy zdobytej na studiach, co sprawi, ze chetniej beda zdobywaé te
wiedze.

Cickawe sa rowniez wystapienia grupowe, podczas ktérych, inaczej niz w przypadku
prezentowania projektéw na zajeciach, przej$cia pomiedzy referujacymi sq przemyslane,
zwigzane z innym ujeciem tematu, przej$ciem od teorii do praktyki lub zmiang
spojrzenia na to samo zagadnienie.

Nie jest to wersja peer teaching, podczas ktorej nastgpuje faktyczne uczenie kogo$ lub
uczenie si¢; gléwny nacisk ktadziony jest na zaciekawianie i otwieranie oczu na to, czego
czgsto nie uslysza sluchacze na przedmiotach kursowych.

Bezcenne jest zdobywanie doswiadczenia z zakresu umiejetnosci migkkich, tak
waznego w zyciu i pracy kazdego czlowieka. Obserwowanie wystgpien rowiesnikdw
pokazuje, ze mozna przygotowal cickawa i angazujaca prezentacj¢ nawet na trudny
temat. Przygladanie si¢ kilku takim wystapieniom daje mozliwo$¢ zauwazenia, jaki styl
prezentowania (czytanie notatek czy swobodna narracja) lepiej przemawia do widza, jak
jezyk (nie tylko 1 wylacznie fachowy) potrafi przyciagnaé uwage, ktore elementy graficzne
wspomagajg uwaznosé, a ktére jej przeszkadzaja. 1 takie wilasnie wartosci dodane daje
peer teaching,.

4. Whnioski
Podsumowujac, peer teaching jest efektywng metodg w dydaktyce akademickiej, ktora

z powodzeniem mozna stosowac zaréwno na zajeciach, jak i poza zajeciami. Wplywa na
wzrost zaangazowania, rozwija umiejetno$¢ pracy zespotowej i kompetencje migkkie.
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Poréwnanie dwoéch modeli (zajeciowego 1 pozazajeciowego) wskazuje na wigksze
doswiadczenie w organizacji pracy w grupie i w zarzadzaniu czasem podczas prezentacji
konferencyjnych niz projektowych. By¢ moze jest to spowodowane prestizem
zwigzanym z wystgpowaniem przed duza publicznodcig oraz faktem, ze prelegenci sa
studentami wyzszych lat studiéw. W przysztosci mozna dokona¢ poglebionej analizy
wad 1 zalet metody nauczania réwiesniczego, konstruujac bardziej szczegétowe ankiety
lub przeprowadzajac wywiady ze studentami.

Oba modele moga by¢ wykorzystane zaréwno do nauczania, jak i interesujacego
wprowadzenia w temat, uzmystowienia pewnych faktéw lub zaciekawienia
przedstawianymi zagadnieniami. Nawet jezeli bedzie to peer teaching bez nauczenia, to
nie bez efektdw.
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Rozdziat 2.
Matematyka w Swiecie technologii
1 zastosowan praktycznych
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Streszczenie

Uczenie maszynowe jest to stosunkowo nowy obszar badawczy, réznie rozumiany.
Miedzy innymi uczenie maszynowe to metoda analizy danych pomiarowych, ktéra
automatyzuje tworzenie modeli analitycznych. Jest to galaZ sztucznej inteligencji oparta
na zalozeniu, ze systemy mogg uczy¢ si¢ na podstawie danych, identyfikowaé wzorce
i podejmowaé decyzje przy minimalnej interwencji cztowieka. W tych rozwazaniach
postaramy si¢ uporzadkowa¢ metody teorii sterowania z punktu widzenia uczenia
maszynowego. Celem tego rodzaju uporzadkowania jest zwrocenie uwagi na
fundamentalne przemyslenia zawarte w teoril sterowania i jej znaczenie w rozwoju
uczenia Maszynowego.

Stowa kluczowe: teoria sterowania, algorytmy sterowania, uczenie maszynowe.

1. Wprowadzenie

Uczenie maszynowe jest to stosunkowo nowy obszar badawczy, réznie rozumiany.
Miedzy innymi uczenie maszynowe porzadkuje metody, ktére z danych pomiarowych
pozwalaja automatycznie tworzy¢ modele analityczne. Analityczne modele matematyczne
pozwalaja przewidywaé przysztoéé w skonczonym horyzoncie czasu.

W nauczaniu matematyki w Uczelniach Technicznych nalezy zwracaé uwage na
metody, ktére automatyzuja tworzenie modeli analitycznych. Wydarzenia historyczne
stanowig pewien proces rozwijajacy si¢ w czasie [23], [27]. Z tego powodu przy analizie
zagadniefi zwigzanych z edukacja matematyki warto sigga¢ do doswiadczen z przesztosci,
by nie popetnia¢ bledéw naszych poprzednikéw [31]. Kolejni reformatorzy czesto
przyjmujg postawy, ktére moga sugerowal, ze wszystko zaczyna si¢ od ich obecnych
pomystéw lub zmieniaja swoje poglady z zaskakujaco duza czestotliwoscia [29]. Przy
tworzeniu planéw strategicznych trzeba wykorzystac fakt oczywisty, ze nauka i edukacja
stanowig podstawowy fundament panstwa i narodu [17]. Konieczne jest ksztaltowanie
postaw ([9], [38], s. 51 6), a troska o jako$¢ sumienia powinna by¢ podstawowym
zadaniem ludzi nauki. W tym opracowaniu wykorzystalem moje wczesniejsze
przemyslenia [28, 29, 30, 33, 35], odpowiednio je rozszerzajac i uzupelniajac.

Od pewnego czasu obserwujemy szybki rozwdj réznego typu narzedzi
informatycznych. fatwo dostgpne szybko dzialajace komputery umozliwiaja analize
i syntez¢ bardzo ztozonych uktadéw sterowania. Sterowanie, czyli oddzialywanie na
wybrany obszar rzeczywisto$ci, powinno odbywacé si¢ tak, by poprawiaé/ulepszaé jego
dzialanie. Automatyczne dzialanie zapewnia formulowanie praw sterowania w postaci
sprzezei  zwrotnych,  najlepiej  zjednoznacznie  okre§lonymi  parametrami.
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Jednoznacznosé uzyskuje si¢ poprzez formutowanie odpowiednich zadant optymalizacji
[26], [32]. W dyscyplinie informatyka pojawilo si¢ pojecie ,,uczenie maszynowe”, ktére
faczy teoretyczng matematyke z praktycznymi rozwiazaniami, umozliwiajac doktadne
modelowanie i obliczenia w nauce, technologii i dyscyplinach opartych na danych.
Uczenie maszynowe jest to stosunkowo nowy obszar badawczy, réznie rozumiany.
Miedzy innymi uczenie maszynowe to metoda analizy wielu danych pomiarowych, ktéra
automatyzuje tworzenie modeli analitycznych, ktére pozwalaja przewidywaé przysztosé
w skoficzonym horyzoncie czasu. Jest to galaz sztucznej inteligencji [19] oparta na
zalozeniu, ze systemy moga uczyC si¢ na podstawie danych, identyfikowaé wzorce
i podejmowaé decyzje przy minimalnej interwencji czlowieka. W tych rozwazaniach
postaramy si¢ uporzadkowaé¢ metody teorii sterowania w punktu widzenia uczenia
maszynowego. Celem tego rodzaju uporzadkowania jest zwrocenie uwagi na
fundamentalne przemyslenia zawarte w teorii sterowania [22], [24], [20], [32] i jej
znaczenie w rozwoju uczenia maszynowego. Zastosowania koncentruja si¢ na
aproksymacji ztozonych funkcji lub danych za pomoca prostszych, bardziej
zrozumiatych form.

Praca jest zorganizowana nastepujaco. W sekcji 2 omawiamy relacje pomiedzy
rzeczywistoscia a jej modelem matematycznym oraz wyjasniamy pojecie rownowaznos$ci
topologicznej. W sekeji 3 podajemy algorytm wyznaczania macierzy stanu z danych
pomiarowych. W sekcji 4 rozwazamy klase sterowan stalowarto§ciowych i omawiamy
zagadnienie wyznaczania stanéw ustalonych wyjscia z czasowego ukladu liniowego
pobudzanego sterowaniami stalowarto$ciowymi. W sekcji 5 omawiamy problem
réwnowaznos$ci macierzy prostokatnych (rozklad SVD) oraz algorytm wyznaczania
warto$ci osobliwych dla macierzy prostokatnych (sekcja 6). W sekcji 7 omawiamy
problemy modelowania przebiegdw przejSciowych pomigdzy stanami ustalonymi
w ukladach dynamicznych. Sekcja 8 dotyczy budowy modeli statycznych z dyskretnych
danych pomiarowych. Omawiamy rézne metody aproksymacji. W sekeji 9 omawiamy
krotko metody poréwnywania modeli matematycznych i wybo6r najlepszej metody
budowania modelu w odpowiednim sensie. Praca koficzy si¢ uwagami koficowymi (sekcja
10) 1 wykazem literatury.

2. Relacja pomig¢dzy rzeczywistos$cig a modelem matematycznym

Fundamenty nauki rozumianej, jako poszukiwanie prawdy dobrze ilustruje obszar
nauk Scislych, do ktérego zalicza si¢ przede wszystkim matematyke 1 fizyke.
Prawdopodobnie juz Platon 380 lat przed Chrystusem umiejscawial matematyke miedzy
abstrakcyjnymi pojeciami naszego umystu i realnym $wiatem fizycznym. Matematyka
rozwija si¢ jako symboliczne odbicie wszechs$wiata. Wielu badaczy uwaza, ze to
wszechs$wiat narzuca ludzkosci matematyke. Stad skuteczno$¢ matematyki w réznych
dziedzinach nauki, w szczegdlnosci w naukach przyrodniczych. Ta filozofia jest znana od
wielu lat 1 picknie opisana w ksiazce [4], wydawanej wielokrotnie z pewnymi
uzupelnieniami od roku 1941. Kolejne spostrzezenia [8, 10, 12, 15, 21, 35] zblizaja nas
juz do okreslenia nauk inzynieryjno-technicznych: matematyczna struktura rzeczywistos$ci
pozwala skutecznie projektowac np. uklady sterowania. Matematyka okazuje niezwykla
skutecznoé¢ w naukach przyrodniczych oraz w naukach inzynieryjno-technicznych,
pomimo pozornego odcinania si¢ od badan eksperymentalnych. Jednym z motoréw
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napedzajacym w duzym stopniu rozwdj matematyki sa potrzeby wynikajace z zastosowan
(zob. np. [26], [20]).

W teorii optymalizacji istotnym zagadnieniem jest problem istnienia rozwiazania.
Jeszcze w XIX wieku problem istnienia rozwigzania byl bagatelizowany i uwazany za
oczywisty. Stosowano tak zwang zasade Dirichleta (1805 — 1859; Peter Gustaw Lejeune
Dirichlet, niemiecki matematyk pochodzenia francuskiego), ktorej istota bylto
przyjmowanie na wiar¢ réwnowaznosci pewnych zjawisk fizycznych z zagadnieniami
matematycznymi. Zasade t¢ zaatakowal Karl Weierstrass (1815 — 1897; matematyk
niemiecki; Jego popiersie znajduje sie na 4 pietrze IMPAM w Warszawie), analizujac
krytycznie prace doktorska Bernarda Riemanna (1826 — 1866; niemiecki matematyk
ifizyk), ucznia Dirichleta w Getyndze, o teorii funkcji zespolonych. Obecnie do
udowodnienia istnienia ekstremum pewnych funkcjonaléw stosuje sic wlasnie
twierdzenie Weierstrassa, powstate w wyniku krytycznej analizy pracy Riemanna.

W tym miejscu warto odwolaé si¢ do precyzyjnie zdefiniowanych pojec stosowanych
w matematyce, ktéra zawiera liczne przemyslenia z lat poprzednich. Jednym z takich pojeé
jest réwnowaznos¢ topologiczna, ktéra jest wykorzystywana w nastepujacej podstawowej
hipotezie badawczej stosowanej w naukach inzynieryjno-technicznych: wkfad rzecywisty
7 jego liniowe pryblizenie sq lokalnie rownowagne topologicznie.

Nie wchodzac w szczegély mozemy powiedzied, ze dwa uklady dynamiczne sa
réwnowazne topologicznie, gdy pomiedzy trajektoriami czasowymi tych uktadéw istnieje
w pewnym otoczeniu zera odwzorowanie (funkcja h) wzajemnie jednoznaczne i takie, ze
h oraz h™' sa ciagle. Praktycznie waznym problemem jest poszukiwanie efektywnych
metod wyznaczania przeksztalcenia h. Poincare w pracy doktorskiej rozwazal zamiane
zmiennych (wielomianows), ktéra prowadzita do przeksztalcenia réwnania nieliniowego
w réwnanie liniowe. Réwnowaznos§é topologiczna jest dobrze okreslona/zilustrowana
w Twierdzeniu Grobmana-Hartmana (zob. np. [7, s. 13, 18], [37, s. 221], [32, s. 124],
dotyczacym dwoch ukladéw dynamicznych generowanych odpowiednimi réwnaniami
rézniczkowymi.

Rozwazmy dwa systemy dynamiczne (1) 1 (3) generowane odpowiednimi rownaniami
rézniczkowymi przedstawionymi ponizej. Uktad (1) ma postac

#() = F(x(1), F(0)=0 1)
przy czym stan ukladu x(#) nalezy do odpowiedniej przestrzeni stanéw, np. R™.
W metodzie linearyzacji prawa strone réwnania (1) przedstawia si¢ w nastepujacej
postaci:

F(z)=Az+¢(2), ¢(0)=0,

1210 = 1)]1/1z >0

gdzie | |.|]| jest norma euklidesowa.

©)

Nastepujacy system
x(t) = Ax(¢) (3)
jest nazywany liniowym przyblizeniem ukladu nieliniowego (1). Zwykle macierz A =
=F'(0) i czesto jest nazywana macierza Jacobiego. Jezeli rzeczywista macierz A nie
posiada wartosci wlasnych na osi urojonej, czyli gdy
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det[jwl—-A]#0, weR, j>=-1 (4)
to istnieje otoczenie zera w R™, w ktérym uklady (1) i (3) sa réwnowazne topologicznie
(maja ten sam typ portretéw fazowych; Twierdzenie Grobmana-Hartmana ([37], s. 221),
(132], s. 124)). Warto zauwazy¢, ze jezeli spelniony jest warunek (4), to det 4 #0.

Uktad sterowany. W rzeczywisto$ci czgsto spotykamy si¢ ze struktura sterowanych
ukltadéow dynamicznych, ktérej dobrymi modelami matematycznymi sa rownania
rézniczkowe réznych typéw. Dla przykladu réwnanie rézniczkowe nieliniowe ze
sterowaniem U i1 dodatkowo z réwnaniem wyjscia Y (rozwazane w odpowiednich
przestrzeniach)
x=f(x(®u®), y©=g(x®) 3

(nie wchodzac w szczegdly) jest ,,réwnowazne topologicznie” uktadowi liniowemu
0 nastepujacej postaci:

x = Ax(t) + Bu(t), y(t) =Cx(t), x(t) €R™, u(t) ER", y(t) ER™ (6)
Jezeli uklad (6) jest sterowalny w klasycznym sensie (para (4;B) jest sterowalna)
i obserwowalny (para (C; A) jest obserwowalna), to do opisu uktadu (6) mozna stosowaé
transmitancj¢ macierzowa

G(s)=C[sI —A]'B=L(s)/ M(s) (7)
w ktérej mianownik M(s) jest wielomianem charakterystycznym macierzy stanu A4, L(s)
jest prostokatng macierza wielomianowa o wymiarach m x r. Jezeli det4# 0, to uklad
x(t) = Ax(t) ma dokladnie jeden punkt rownowagi x = 0.
Przyktad 1. Rozwazmy uklad (6) przy n = 2. W tym przypadku typowe portrety fazowe

uktadu (3) przy réznych wartosciach wlasnych macierzy A zostaly pokazane na Rys.1.

siodlo wezel ognisko centrum

/\>< .
A/~

Rys.1. Typowe portrety fazowe ukladu (3) dlan = 2.

Portret fazowy typu centrum przy wartosciach wlasnych 4, =+, j* =—1 nie spelnia

zalozenia (4). W pozostalych przypadkach istniejg otoczenia punktéw réwnowagi uktadu
(5), w ktérych uktady (5) 1 (6) maja ten sam typ portretow fazowych; zob. Twierdzenie
Grobmana-Hartmana ([37], s. 221), ([32], s. 124)).
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3. Wyznaczanie macierzy stanu 4

Powstaje pytanie: czy na podstawie odpowiednich pomiaréw mozna wyznaczyé
macierz stanu A liniowego przyblizenia (6) procesu rzeczywistego. Ponizej odpowiemy
pozytywnie na to pytanie formulujac proste zadanie identyfikacji.

Proste zadanie identyfikacji mozna sformutowaé w nastegpujacy sposob: znajac stan
uktadu x(t) i jego pochodne po czasie w pewnej chwili czasu t, wyznaczy¢ macierz stanu
A ([3], s. 100), ([32, s. 480). Oznaczmy przez S nastgpujaca macierz kwadratowa nxn dla
pewnego t:

St=[x() xP () . x"V(©®)], x(t) € R™ 8)

Pomiarowo dostepny mamy stan ukladu x(¢r) e R" najczesciej w wybranych chwilach
czasu. Pochodne x@()eR", i=0,1,..,n—1 mozna wyliczy¢  rézniczkujac
odpowiednie aproksymacje rézniczkowalne otrzymane z dyskretnych wartosci stanu
x(t)eR". Dalej oznaczmy przez ] wektor wierszowy o nastgpujacej postaci:
vi = [xi(l) xi(z) xi(S) ...xi("), i=12,..,7]
x(O)F = [x1(8) %2 (8) - xa ()]
Niech a; € R™,i = 1,2, ...,n beda kolumnami macierzy 4", czyli
AT =[aq,a, ...a,]. (10)

©)

Roézniczkujac n — 1 razy réwnanie X = A x(t) otrzymujemy
xD (@) = Ax(t), x@P (@) = AxD (@), .., x™@(t) = Ax"D(b) (11)
przy czym x®(t) oznacza i-ta pochodna po czasie t. Przy oznaczeniach (8), (9), (10)
uktad réwnosci (11) mozna zapisaé w nastepujacej postaci:
Sa;=v;, i=12,..,n (12)
Jezeli detS#0 (co zachodzi, gdy para (4;x(t)) jest sterowalna), to kolumny macierzy
A" (zob. rtéwnosc¢ (10)) obliczamy z nastgpujacych réwnosci:

a; =Sy, i=12,..,n

4. Klasa sterowan statowartosciowych

Rozwazmy stacjonarny uklad liniowy skonczenie wymiarowy o postaci (6). Jezeli
u(t) =u = const. oraz det4A=0, to wyjscie y ustalone przyjmie warto$¢ stala
0 nastgpujacej postaci:

y=G6Ou, 13)

przy czym G(s)=C[s]—A]'B=L(s)/M(s) jest macierza (zob. (7)) prostokatna
o wymiarach m X r nazywana transmitancjgq macierzowsa ukladu (6). Jezeli uktad (6) jest
sterowalny i obserwowalny, to do opisu ukladu (6) mozna stosowaé transmitancje
macierzows G(s).

Powstaje naturalne pytanie: Jak osigga¢ wyznaczone cele?r Prowadzi to do
sformulowania prostego nastepujacego zadania sterowania:
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Zadanie sterowania. Majac dane y i G(0), szukamy takiego u, zeby y = G(0)u.
Z warunku Capelliego (zob. np. [32], s. 217) wiemy, ze istnieje rozwiazanie wzgledem u
réwnania liniowego (13) wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad G(0) = rzad[G(0) : y]. (14
Sterowalno$¢ uktadu zalezy od klasy dopuszczalnych sterowan. Warunek (14) mozna
interpretowaé, jako warunek sterowalnosci ukladu  (6) klasa  sterowan

statowarto$ciowych. W tym sensie uktad (6) jest sterowalny, gdy dla kazdego statego y
istnieje state sterowanie u takie, ze zachodzi (13).
Rozwiazanie rownania (13) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

u=G(0) y (15)
gdzie G(0)" jest tak zwang macierza pseudo-odwrotng. Jezeli G(0) jest nicosobliwg
macierza ~ kwadratowa, to G0 =G(0)". Jezeli m =r=rzadG(0), to

G(0)' =[G(0)' G(0)] G(0)" . Dodatkowo zachodzi

[GWYT=G®L[Gme=KK®ﬁ+OMZRGGM*=EG®Y,C¢0-

Mozna podaé¢ metode poszukiwania rozwigzania réwnania (13) formutujac nastepujace
zadanie optymalizacji: szukamy u w taki sposob, by zachodzito

min, ||y -G(Oju| oraz  min u| (16)

gdzie ||. || jest norma euklidesowa. Okazuje si¢ (zob. np. [32], s. 222), ze istnieje dokladnie
jedno rozwigzanie u zadania optymalizacji (16) i ma ono posta¢ (15). Mozna podac
nastepujaca interpretacje wzoru (15):
e Jezeli spelniony jest warunek (14) istnienia rozwigzania, to otrzymane u dane
wzorem (15) jest rozwiazaniem o minimalnej normie ||u|| réwnania (13).
e Jezeli nie zachodzi warunek istnienia (14), to otrzymane przyblizone rozwiazanie
u minimalizuje tak zwane residuum || y— G(O)u|| réwnania (13).

5. Macierz pseudoodwrotna i rozktad SVD

Wykorzystujac (zob. Rys.2) twierdzenie o faktoryzacji (zob. np. [32], s. 224, 225)
macierzy prostokatnej rzedu p, mozna wyprowadzi¢ wzory na macierz pseudo-odwrotna.

0O O O O

X d 0 0 0
0O 0O O O

A =0 d, 0 0
0O 0O O O

ok ok 0 0 0O
O O O O

Rys.2. Faktoryzacja macierzy prostokatnej 3x4 rzedup = 2.

Macierze [«],[0o] kwadratowe nicosobliwe (zob. Rys.2) mozna réznie wybierac.
W klasycznym twierdzeniu o faktoryzacji ([32], s. 224) macierze [*], [o] sq tak wybrane,
by d, =1. Szczegolnie interesujacy jest tak zwany rozklad SVD (singular value

39



decomposition) macierzy prostokatnej (zob. np. [32], s. 225), w ktérym d, = o, i 0; jest
i-ta wartoscia osobliwg (singularna) macierzy [o] (zob. Rys.2).

Szczegolnie interesujacy jest tak zwany rozklad SVD (singular value decomposition)
macierzy prostokatnej (zob. np. [32], s. 225). Nie wchodzac w szczegdly mamy efektywne
wzory na rozwigzanie u ukladu (15) o nastepujacej postaci:

u=G6@0)"y, rzad G(0) =p,
GO)r =VEHUT,

P 0 . r r . 1
Z+=[zz)><p 0], Z;szdlag(gl, py ) Up), (17)

0 = YA (GO)TG(0)), A =2, = =4,>0,

gdzie 0 jest i-ta wartoscia osobliwa (singularna) macierzy G(0), A (G(0)" G(0)) jest
wartoscia wlasng macierzy kwadratowej symetrycznej G(0)' G(0). Ortonormalne
wektory wlasne v; macierzy G(0)" G(0) stanowig kolumny macierzy V. Kolumny

macierzy U tworza wektory G(0)v, / o, uzupelnione ortonormalizacja Grama-Schmidta.

6. Wyznaczanie warto$ci osobliwych

Warto$ci osobliwe &, =4/4,(G(0)" G(0)) macierzy prostokatnej G(0) mozna

wyznaczy¢ wykorzystujac lloraz Rayleigha R(x) i Twierdzenie Couranta-Fischera
(np. [32], s. 333). Algorytm obliczania kolejnych A.(G(0)" G(0)) pokazano na Rys.3.

Iloraz Rayleigha - Twierdzenie Couranta - Fischera
x'G(0) G(0)x

f i
X X

A(G(0Y G(0)) = 2., (G(0)' G(0)), i=1,2,...

R(x)= #0

A, =max {R(x):x # 0},

2= min{max{R(,\‘) w202 %=0] 17 = 1}

A, =min {max {R(.\') el =0 lv=0 } s
£=...
Rys.3. Algorytm wyznaczania wartosci wlasnych 4, (G(O)T G(0)) -

Przyktad 2. Rozwazmy tadcuchowy (drabinkowy) obwdéd elektryczny RC pokazany na
Rys.4. Dla uproszczenia przyjmujemy R, =R, C,=C oraz RC =1. Uklady elektryczne

tego typu mozna wykorzysta¢ do modelowania odpowiednich ukladéw o parametrach
roztozonych.
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RI RS R/I

— 1 -1 11 1 —

(1) A |xw 1 | xm —A | x0» i, (1)

G c, ¢,

Rys.4. Drabinkowy obwdd elektryczny typu RC.

Nasz uktad elektryczny przedstawiony na Rys.4 mozna opisa¢ rownosciami (6), przy
czym (dodatkowo ustalmy, ze wyjcie y(t) jest calym stanem ukladu x(t)).
W réwnosciach (6) nalezy w rozwazanym przypadku podstawic

-2 1 0 10 1 0 0
A=(1 -2 1|, B=]|0 0] C—[O 1 O]
0 1 -2 0 0 1
x; ()
uq(t
w@ =[29]. v =% - lxz (t)‘ (18)
2 x3(t)
Z réwnodci (18) mozna zauwazy¢, ze det A# 0. Z réwnosci (7) dla s = 0 mamy
0.7500 0.2500
o .| 1.3333  0.3333 —0.6667
G(0)=-C4A" B=|0.5000 0.5000 |, G0)" = (19)
-0.6667 0.3333 1.3333

0.2500 0.7500

Przy obliczaniu macierzy G(0)" wykorzystano faktoryzacje (17) oraz funkcje Matlaba
[U,S,V] = svd(G0). Szczegblowe macierze wystgpujace w réwnosciach (17) maja
nastepujace postacie:

-0.5774 0.7071  0.4082
U=|-05774 0.0000 -0.8165|, V=
-0.5774 -0.7071 0.4082

{—0.7071 0.7071 } 0)

-0.7071 -0.7071/

1.2247 0.0000
2=|0.0000 0.5000 |,

0.8165 0.0000 0.0000
zu{ } 1)
0.0000 0.0000

10.0000 2.0000 0.0000

Rzad macierzy G(0) z réwnosci (19) jest téwny p = 2. Z warunku Capelliego (14) widad,
ze by osiagnac¢ zadane z gory y wektor ¥y musi by¢ kombinacja liniowa kolumn macierzy
G(0), czyli (bo wtedy spetniony jest warunek istnienia rozwiazania réwnania (13))

0.7500 0.2500
¥ =¢1]0.5000| + c; {0.5000. (22)
0.2500 0.7500
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Dla przykladu dla

0.7500 0.2500 1
¢1 =¢ =1 mamy y =]0.5000[+]0.5000|=|1]. (23)
0.2500 0.7500 1

Wyjscie y okreslone w réwnosci (23) jest osiggane sterowaniem stalowarto$ciowym

(z0b. (15))

u=G(0)"y= 24)

1.3333 0.3333 —0.6666 ] 1 2[1]
—0.6666 0.3333 1.3333 1 1

7. Przebiegi przejSciowe pomigdzy stanami ustalonymi

Przy przechodzeniu z jednego stanu ustalonego do drugiego w uktadzie wystepuja
przebiegi przejSciowe (zob. Rys.5), ktére w asymptotycznie/wyktadniczo stabilnym
ukladzie regulacji zanikaja do zera. Charakter standéw przejSciowych jest okreslony
warto$ciami wlasnymi rzeczywistej macierzy stanu A wymiarun X n uktadu liniowego (6).

1.2
CRA I
+
+
1 + FErrR LIS sttt s sesseccece
** Oooo
% o
0.8 +op
o
+ * O
06 P
o
+i
04 o
*O
+O
0.2 -
+0
[
0ped
0.2
0 50 100 150 200 250 300

Rys.5. Przykladowe przebiegi przejsciowe.

Dokladniej, przebiegi przej$ciowe pomiedzy odpowiednimi stanami ustalonymi, ktére
otrzymujemy w wyniku stosowania klasy sterowan stalowarto§ciowych (zob. Rozdzial 4),
sq generowane nastepujacymi funkcjami elementarnymi uktadu (3):

tmett, tMe% cos(Bt), tMe* sin(ft), (25)
AER Wb AEC, A=a+jB, A=a—jB, ji=-1,m<n.

Thumienie trajektorii ukladu (3) zalezy od ReA;. Gdy ReA; < 0,Vi, to uklad (3) jest
wyktadniczo stabilny. Czgstosci drgan wlasnych uktadu (3) stanowig liczby Im 4;.
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v, = U, uy=u

—>( : > s, net

< 5, (e

¥, = Au uy, = Ay

Rys.6. Schemat ukladu regulacji nadaznej za procesem (y_,u, ).

Au(t) AR(1) Ay(1)

REGULATOR O — OBSERWATOR

Au(t)

A 4

Rys.7. Struktura systemu S»,

Do stabilizacji procesu czasowego, czesto stalych w czasie wielkosci, wejscie-wyjscie
(»,,u,) mozna zastosowac klasyczny dobrze znany uklad regulacji nadaznej pokazany
schematycznie na Rys.6. System S; jest opisany rownosciami (6). Dynamiczne sprzezenie
zwrotne S, stanowi liniowy regulator macierzowy o wzmocnieniu K i obserwator
o wzmocnieniu G (zob. Rys.7). Zwykle obserwator jest obserwatorem Luenbergera
odpowiedniego rzedu, ktéry odtwarza stan uktadu w sposéb asymptotyczny. Parametry
regulatora K i obserwatora G mozna wyznaczy¢ z dwoch odpowiednich algebraicznych
réwnan Riccatiego (26) o nastgpujacych postaciach (zob. np. [32], s. 531 i dalej, s. 801):

A"D+DA-DBR'B'D+C"VC=0, K=-R'B'D

(26)
AL+LA" -LC"S'CL+BTB" =0, G=LC'S™

Nie wchodzac w szczegdly (szczegdly zob. [32], s. 532, 539; zainteresowanych mozna
réwniez odesta¢ np. do pozycji literatury ([24], s. 147) lub ([22], s. 93), gdzie jest
przeprowadzona pelna analiza), parametry wyznaczone z rownan (26) okreslajg
optymalne sprzezenie zwrotne S, w sensie odpowiednich zagadnien liniowo-
kwadratowych.  Stabilizowalno$¢ i wykrywalno§¢  ukladu  S;  gwarantujg
asymptotyczna/wykladnicza stabilno$¢ systemu zamknigtego pokazanego na Rys.6.
Dla porzadku przypomnimy definicje stabilizowalno$ci i wykrywalnosci uktadu (6).

Uklad (0) jest stabilizowalny (para (4; B) jest stabilizowalna) gdy

3 K:ReA (A + BK) < 0 © (4; B) stabilizowalna
& rank[s;] —A: B] =n,Vs; € A(A):Res; =0 (27)

przy czym symbol rank[W] = rzad[W], gdzie W jest macierza.
Z zasady dualnosci uktad (6) jest wykrywalny (para (C; A) jest wykrywalna) wtedy
i tylko wtedy, gdy

(AT; CT) stabilizowalna < rank[s;] — AT : CT] = n,Vs; € A(AT):Res; = 0. (28)
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8. Budowa modeli matematycznych z dyskretnych danych pomiarowych

Ograniczymy si¢ do budowy MODELU STATYCZNEGO x= f(u) zdanych
doswiadczalnych (np. [34]). Niech (u;x;), i =0,12,..,N, beda wielkosciami
doswiadczalnymi uzyskanymi z pomiaréw, spelniajacymi nieznana hipotetyczna
zalezno$¢ x; = f(u;), i=0,1,..,N. Zmienne X; sa uzyskiwane z czujnikéw
pomiarowych zainstalowanych na badanym obiekcie. Zmienne u; sq wybranymi
wielko$ciami wejSciowymi (sterowaniami) do rozwazanego obiektu. Niech W bedzie
zbiorem aproksymant, czyli zbiorem funkcji aproksymujacych nasza nieznang zalezno$é

x=f(u).

Zadanie aproksymacji. W zbiorze aproksymant W szukamy funkcji g(u) takiej, ze

spetniony jest warunek w przypadku normy /> (metoda najmniejszych kwadratéw)

Z|xl. —g(ui)|2 - ‘vg{zbﬂ _V(”i)r} 29)

albo warunek w przypadku normy supremum (metoda minimaksymalizacii)

s 20 =i (el vl e
Aproksymacja wielomianami. Jak wybiera¢ zbiér W? Czyli jakimi funkcjami
aproksymowa¢ nieznana funkcje f(u)? Warto pamigtaé o twierdzeniu Weierstrassa ([14],
s. 335), ([18], s. 38), (|36], s. 70), réwniez ([32], s. 241), nazywanym réwniez klasycznym
twierdzeniem Weierstrassa o aproksymacji funkcji ciagltych wielomianami.

Zwykle podaje si¢ dwie konstrukcje ciggu wielomianéw jednostajnie zbieznego do
danej funkcji ciaglej f w pewnym przedziale. Sa to ciagi wiclomianéw Tonelliego
i Bersteina ([18], s. 38 i 40), zob. réwniez ([2], s. 452, 662, 1020). Warto réwniez
wspomnie¢ o tym, ze dla kazdej funkeji f ciaglej, rzeczywistej i okresowej o okresie 2w
istnieje odpowiedni ciag wielomianéw trygonometrycznych rzeczywistych ([14], s. 338)
zbiezny jednostajnie do f w przedziale [0,21] ([36], s. 73).

Klasyczne twierdzenie Weierstrassa ,,podpowiada”, by zbiér aproksymant W byt
zbiorem odpowiednich wielomianéw. Teoria jest dobrze znana, gdy zbiér aproksymant

W jest zbiorem wielomianéw rzeczywistych stopnia # < N nastepujacej postaci ([5], s. 13
i dalej):

W (u)=W,(u,a)=a, +au+au +...+au" 31)

przy czym a = [ag a; a; ...a,]" € R™*! jest wektorem rzeczywistym wspolczynnikdw
wielomianu (3) stopnia n < N, N +1 jest liczbg pomiaréw. Wspotczynniki ay a; a, ...a,
wielomianu (31) mozna wyznaczyé w rézny sposob. Przy opracowywaniu danych
doswiadczalnych zwykle stosuje si¢ dwie nastegpujace metody: metode najmniejszych
kwadratow, zadajac spelnienia warunku (29), albo metode minimaksymalizacji polegajaca
na spetnieniu warunku (30).

Zadanie interpolacji. W zbiorze funkciji interpolujacych W szukamy funkcji g takiej, ze
spelniony jest warunek
gw) =x;, i=012,..,N. (32)
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Funkcja  interpolujaca g  jest funkcja najlepiej aproksymujaca  (uy x;),
i=012,..,N itow kazdej normie. Dla funkcji interpolujacej g oba wskazniki jakosci
aproksymacii (29) 1 (30) przyjmuja warto$¢ najmniejszg z mozliwych, bo réwng zeru.

Zadanie interpolacji jest wazne w zastosowaniach, ale ma nieskoficzenie wiele
rozwigzan, bowiem przez punkty (u;x;), i =0,12,..,N, mozna przeprowadzi¢
nieskoniczenie wiele krzywych. Natomiast zadanie posiada jednoznaczne rozwiazanie,
gdy poszukiwang funkcja przechodzaca przez punkty (u;,x;), i =0,1,2,..,N, bedzie
wielomian mozliwie najnizszego stopnia n < N ([16], s. 91).

Rozwaza si¢ rowniez inng interpolacje, tak zwana interpolacje Czebyszewa.
W przypadku interpolacji Czebyszewa nie zada si¢ doktadnego przechodzenia
wielomianu przez punkty (u;x;), i =0,12,..,N, ale zada si¢, by wspdlczynniki
wielomianu stopnia co najwyzej n = N — 1 byly dobrane tak, aby spelniony byl
warunek (2). Okazuje si¢, ze w interpolacji Czebyszewa istnieje dokladnie jeden
wielomian spelniajacy warunek (2). Wielomian ten omija punkty (u; x;),
i=0,12,..,N,w taki sposéb, ze odlegto§¢ w pionie tego wielomianu od punktéw
(uy, x;), i=012,...,N jest jednakowa (wystgpowanie tak zwanego alternansu).

Wielomiany optymalne. Teraz zajmiemy si¢ wyznaczaniem wspolczynnikdéw
wielomianéw optymalnych w sensie kryterium (30). Dalej zalézmy, ze wartosci
argumentu naszej hipotetycznej funkcji /'sa uporzadkowane w nastepujacy sposob:

u0<u1<u2<“'<uN (33)

Dla kazdego wiclomianu W, (u) = W, (u; a) = ay + a,u + a,u® + -+ + a,u™ stopnia

n < N istnieje tak zwane ([5], s. 13) maksymalne odchylenie i jego warto$¢ minimalna p
okreslone w nastepujacy sposob:

- ; =i - ). (34
max | x, =W, (u;a)|,  p=infmax|x —W (u;a)]. (4

Wielomian W, (u;a”), dla ktérego maksymalne odchylenie osiaga warto$¢ minimalna
([5], s. 13), czyli gdy
max | x, 17, (u,30) = p (39)

0sksN
nazywamy wielomianem optymalnym (wielomianem najlepszego przyblizenia).

Istnieja algorytmy, ktére pozwalajg wyznacza¢ wielomiany optymalne przy réznych
n<N,gdzie N + 1 jest liczba punktéw (33), stanowigcych warto$ci argumentu
poszukiwanej zalezno$ci f. Podstawowy w réznego rodzaju zastosowaniach jest
przypadek, gdy N = n, czyli wyznaczanie wielomianu interpolacyjnego x, = W, (uy; a).

Wielomian optymalny W (u;a”), przy n = N — 1, jest wielomianem Czebyszewa
(interpolacja Czebyszewa). Okazuje sig, ze jezeli dobierzemy odpowiednio wezly
interpolacji u;,i =0,1,2,.., N, to wtedy mozna podac analityczny wzor okreslajacy
wielomian optymalny w interpolacji Czebyszewa. Wykorzystujac interpolacje
Czebyszewa, mozna konstruowa¢ wielomiany optymalne w przypadku, gdyn < N — 1.

Zadany ksztatt funkcji x =g(u,c),c € RP. W zastosowaniach, np. przy

opracowywaniu statystycznym danych pomiarowych, przyjmuje si¢ zadany ksztalt funkcji
g, c),c € RP, uzalezniajac ja od p stalych parametréw ¢, k = 1,2,...,p, ptzy czym
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p < N+1.W tym przypadku zadanie aproksymacji sprowadza si¢ wtedy do wyznaczenia
wspolezynnikow cx, k = 1,2, ..., p, w taki sposob, by spetni¢ warunek (29) lub (30).

Rézne typy sieci neuronowych i inne modele. Ostatnio, wykorzystujac odpowiednie
gotowe pakiety programowe, funkcje g Wpisz tutaj rownanie.modeluje si¢ za pomoca
odpowiedniej wielowarstwowej sieci neuronowej z odpowiednimi wagami. Ciekawym
podejsciem do modelowania funkcji g jest wykorzystanie tak zwanego ,,lasu losowego”,
ktérego struktura skiada si¢ z odpowiednich drzew decyzyjnych [1].

9. Poréwnanie metod budowy modelu i wyboér najlepszej metody

Niech (u;x;), i =0,1,2,...,N, beda wielkosciami doswiadczalnymi uzyskanymi
z pomiaréw, spelniajacymi nieznang hipotetyczng zaleznos$é x; = f(w;), i =0,1,...,N.
Poszukiwanie aproksymacji funkcji x = f(#) na podstawie danych pomiarowych mozna

przeprowadzi¢ na wiele sposob6w metodami opisanymi powyzej. Niech x = f (u)

bedzie odpowiednia aproksymacija funkcji x = f(u). Funkcje X = f (u) otrzymujemy
réznymi metodami. Metody mozna poréwnywac obliczajac dla kazdej stosowanej
metody tak zwany $redni biad kwadratowym (MSE):

1 & A2
MSE=——-) (x,—X,)"- 36
N+1§‘( ) (30)
Wybierany jest algorytm wyznaczania x= j} (u) z najnizszym S§rednim bledem
kwadratowym (MSE).

10. Uwagi koficowe

Praca byla cz¢sciowo przedstawiona w ramach Konferencji OKNMUT 2025
(XXI Ogdlnopolska Konferencja Nauczania Matematyki w Uczelniach Technicznych,
Biatystok, 11-13 wrzesnia 2025 r.). Zatem kilka uwag o nauczaniu matematyki na
kierunkach technicznych, zob. np. [[31), kt6rych ze wzgledu na ograniczenia czasowe nie
zdazylem przedstawié. Czego uczy¢ z matematyki na Uczelniach Technicznych, zob. np.
[26], [32], |39]. Uwagi o zarzadzaniu nauka, zob. np. [28], [29]. Matematyczna teoria
sterowania zawiera w sobie uniwersalne kwanty wiedzy wykorzystywane w réznych
dziedzinach nauki, w szczegélnosci w naukach inzynieryjno-technicznych.

Przy analizie proceséw czasowych réznej natury powstaja dwa podstawowe
problemy: 1. Wyznaczy¢ u by uzyska¢ zadang wartos¢ y. 2. Odpowiednio zamodelowaé
stany przejSciowe przy przejSciu pomiedzy dwoma zadanymi réznymi wyjsciami y.
W pracy zaproponowano rozwigzania powyzszych probleméw, wykorzystujac teorig
sterowania i teori¢ macierzy.

Skuteczno$¢ rozwigzania pierwszego problemu jest zalezna od umiejetnosci
wyznaczenia macierzy pseudo-odwrotnej. Macierz pseudo-odwrotna (17) mozna
wyznaczy¢ wykorzystujac metode rozkladu macierzy prostokatnej SVD (Singular Value
Decomposition). Drugi problem mozna sprowadzi¢ do rozwigzywania dwoch
algebraicznych réwnan Riccatiego typu (26). Dobrze uporzadkowana teoria moze byé
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wykorzystana do tworzenia algorytméw stosowanych w uczeniu maszynowym. Warto
réwniez zastanowi¢ si¢ nad przemysleniami zawartymi w ksiazkach ([8-13]).
W zastosowaniach waznym zagadnieniem jest budowa modeli matematycznych
z dyskretnych danych pomiarowych. Problemy te zostaly skrétowo oméwione
w rozdziatach 81 9.

Przedstawiony w pracy przyklad 2 elektrycznego uktadu tancuchowego mozna
wykorzysta¢ przy modelowaniu 1 analizie ukladéw o parametrach rozlozonych
aproksymowanych schematami skoficzenie wymiarowymi. W przykladzie 1 zilustrowano
pojecie réwnowaznosci topologicznej.
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Przyktady wykorzystania programéw AutoCAD
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Streszczenie

W rozdziale tym podano przyklady zastosowania ogélnie dostepnych, wybranych
narzedzi  komputerowych w nauczaniu matematyki na studiach technicznych.
Skoncentrowano si¢ na wykorzystaniu dwoéch programéw: programu Wolfram Alpha
jako ustugi obliczeniowej i bazy wiedzy, ktéry operuje w chmurze i potrafi przetwarzaé
zapytania w jezyku naturalnym, w tym proponujac przeksztalcenia symboliczne wyrazed
algebraicznych, konkretne analizy 1 wizualizacje; oprogramowania AutoCAD, ktére
umozliwia precyzyjne tworzenie rysunkéw, projektéw i modeli 2D oraz 3D i ogdlnie
tworzenie i edycje dokumentacji technicznej w dziedzinach takich jak architektura,
inzynieria i budownictwo.

Stowa kluczowe: macierz, wspélrzedne jednorodne, hiperboloida jednopowltokowa,
AutoCAD, zagadnienie brzegowe, Wolfram Alpha.

1. Wstep

Nauczanie matematyki (przedmiotu stanowiacego podstawowy prerekwizyt na
uczelni technicznej) stawia przed nauczycielami wiele pytan. Oto niektére z nich. Ktére
obszary wiedzy matematycznej nalezy eksponowac i w jakim zakresie? Jak wprowadzaé
nowe pojecia: od przyktadu do teorii, czy przyklad ma by¢ ilustracjq wprowadzanych
a prioti faktow? Z jakich pomocy korzystac? W szczegdlnosci jak wykorzysta¢ wiedze
i narzedzia dostgpne w przestrzeni wirtualne;j?

Celem artykutu jest zacheta nauczyciela i studentéw do poszukiwania w innych
przedmiotach (proponowanej w ramach wykladu z matematyki wiedzy akademickiej)
obszaréow nawigzujacych do matematyki lub ilustrujacych ja. Kazda okazja tworzaca
skojarzenia faktéw z réznych dziedzin, a nastgpnie wyabstrahowanie ogélnych pojec jest
niezmiernie wazna w ksztalceniu umystu przysztego inzyniera. Stefan Banach mawiat
o matematykach: ,,Dobry matematyk potrafi dostrzega¢ fakty, matematyk wybitny
— analogie miedzy faktami, za§ matematyk genialny — analogie miedzy analogiami” [1].
Rzecz w tym, by nie przegapi¢ zadnej okazji do zauwazenia powigzan wykladanego
materiatu z wiedza z innych obszaréw, np. z przyrody, z ekonomii, ... i ogélnie z praktyki
poznawczej cztowieka.

W niniejszym opracowaniu przedstawiamy trzy przyklady. Pierwszy przyktad dotyczy
ilustracji wykorzystania algebry macierzy w grafice komputerowej i przy okazji nawiazania
do pojeé geometrii rzutowej. W drugim pokazuje si¢ niekonwencjonalne wykorzystanie
programu AutoCAD (wersji edukacyjnej dostepnej dla studentéw i nauczycieli) do

49



rozwigzania zadania dotyczacego hiperboloidy jednopowlokowej. Trzeci przykiad — to
zastosowanie programu o otwartym dostepie w wykonywaniu zmudnych przeksztalcen
symbolicznych w rozwigzaniu zagadnienia brzegowego, czyli w jakim$ sensie
nkontrolowane” wykorzystanie sztucznej inteligencji (doktadniej: computational
inteligence), gdzie rozwiazujacy $wiadomie korzysta z dobrodziejstw dostepnego
oprogramowania.

2. Przykltady mnozenia macierzy w poleceniach AutoCAD-a

Algebra macierzy, czy ogdlniej algebra i geometria liniowa jest istotnym elementem
programu matematyki na studiach technicznych. Na wielu kierunkach stanowi oddzielny
przedmiot nauczania. Na pierwszym roku, a niekiedy nawet juz na pierwszym semestrze
student wykorzystuje, w ramach programu AutoCAD, polecenia bedace implementacja
przeksztalcenn geometrycznych takich jak przesuniecie, obrét, symetria osiowa,
jednokladnosé¢. Przeksztalcenia te mozna zrealizowal (numerycznie) postugujac sie
mnozeniem macierzy. Przy okazji, w celu uzyskania liniowosci przesunigcia, dokonuje si¢
interesujacego zabiegu przejscia na wspélrzedne jednorodne. Mozna to zrobi¢ na dwa
sposoby. Pierwszy to potraktowanie punktéw (xy,x;) przestrzeni R? jako punkty
(x1,%,1) plaszczyzny x3 = 1 w przestrzeni R® (i odpowiednio punktow (x;, x,,x3)
przestrzeni R? jako punkty (x, X2, X3, 1) hiperplaszczyzny x, = 1 w przestrzeni R*) [2].
Drugi sposob, to zanurzenie przestrzeni euklidesowej R* (R®) w przestrzeni rzutowej

P%(P?). Krotko, zapisujemy to za pomoca schematu:

Rys. 1. Obrét dokola prostej, modelowanie Rys. 2. Odbicie symetryczne, obr6t dokota osi
dwunastoscianu w srodowisku AutoCAD-a. i przesunigcie, modelowanie dwunastoscianu
Zr6dlo: opracowanie wlasne na podstawie [3] w $rodowisku AutoCAD-a (cd.).

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie [3]

X1, X2, X3, _
3 =Y Txg P x4t 4
(x,y,z) € B> ————————— (%1, %3, %3, %4 ) (=(X,¥,2,1)) € R*%. 1
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Woéwcezas rownania opisujace przesuniecie
x'=x+t.,y =y+tt,,z' =z+¢t, 2

zapisujemy w postaci macierzowe;j

1 0
0 1
0 0

= o o

[x',y', 2z, 1] =[x, vy, z,1]

oo o

29

~
~

y Z

réwnania opisujace obrét dokota osi OZ
x'=xcosp—ysing,y =xsinp+ycosp,z =z (3)

zapisujemy w postaci macierzowej

cose sing 0 0

P _ —sing cosp 0 0
[x :y 1251] [xl y; Z,l] 0 0 1 0 " (31’1’1)

0 0 0 1

oraz réwnania opisujace skalowanie (dla s =35, = s, =s,jest to jednokladnos¢
wzgledem punktu (0,0,0) o skali s)

x'=sx, Y =8,y 2 =5,z “)
zapisujemy w postaci macierzowej
s 0.0 0
by 2=y 210l 5 0 Q) (4m)
0 0 0 1

Zatem, skalowanie wzgledem dowolnego punktu (xg,¥9,2z,) moze by¢ zapisane
w postaci iloczynu macierzy

[x’,y’,Z’, 1] —
1 0 0 O1[sx O o0 o171 O O O
0 1 0 o0ff0 s, 0o 0J]]J]O0 1 0 O
=xyzll| o 1 0ffo o0 s of/0 0 1 of (5m)
—Xo —Yo —Zo 1llp 0 0 1llx Yo 2z 1

Przyklady (2m), (3m), (4m) moga (jako ¢wiczenie na zapis macierzowy przeksztalcen)
by¢ uzupelnione o obroty wzgledem pozostalych osi ukltadu, symetrie plaszczyznowe
wzgledem plaszczyzn ukladu wspolrzednych, symetrie osiowe, nastepnie  (jako
¢wiczenie na mnozenie macierzy) wzorem (5m) moga byé zapisane wszystkie
przeksztalcenia implementowane z srodowisku AutoCAD-a.
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3. Parametry hiperboloidy obrotowej w AutoCAD-zie

Interesujacym przykladem zastosowania powierzchni stopnia drugiego w technice
jest hiperboloida obrotowa (Rys. 3-5), ktéra otrzymujemy jako efekt obrotu proste;
wokoé!l innej prostej, gdy obie sa skosne (Rys. 6, 7). Podstawowymi parametrami
identyfikujacymi hiperboloide¢ sa promienie trzech okregdw (dolny, gérny, szyjny) i ich
polozenie wzgledem siebie. Majac dane te dwie proste (Rys. 7) potrafimy znalezé
promienie 1 polozenie tych okregdw. Przy czym, gléwnym zadaniem jest wyznaczenie
polozenia okregu szyjnego (zwezenia) hiperboloidy. Mozna to rozwigzaé dwoma
sposobami. Pokazemy to na przykltadzie o danych z Rys. 7c.

b XL ';tv',—» '

Rys. 3. Wieza ci$nieni Rys. 4. Wieza widowkowa Rys. 5. Budowa chtodni

w Ciechanowie, obecnie park ,,Kaszubskie Oko” kominowej w elektrowni

nauki. w Gniewinie. Jaworzno 111

Fot. B. Kozniewski Fot. W. Reglifiska Zrédlo: [4
L/

2 : 1) " \'\
Rys. 6. Modelowanie wiezy ci$niefi w Ciechanowie w §rodowisku AutoCAD-a.

Zrédto: [5]

Y
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Rys. 7. Zalozenia do konstrukeji hiperboloidy w srodowisku AutoCAD-a poprzez obrét prostej

401(013 innej prostej jako osi.
Zrédlo: opracowanie wlasne

Rozwigzanie algebraiczne (przyklad c):

Po odpowiednim przyjeciu ukladu wspélrzednych mamy: A = (-10,10, 0),
B = (10, -5, 40). Znajdujemy wektor kierunkowy AB = [0,—15,40] prostej AB oraz
jej réwnania parametryczne:

x= -10
{y 10 —15t. ©)
z= 40t

Nastepnie zapisujemy réwnania powierzchni  obrotowej (ogdlnie: x% + y? =
= x(£)* + y()% z = z(t)) (por. [3]) w postaci

{xz + y% =100 + 100 — 300t + 225t? ™
z =40t ’
Rozwiazanie polega na przeksztalceniu otrzymanych réwnan do postaci

2 2 — 2

x_2+y_2_(z Z20)° _ 4 8)

c2
Roéwnania (6) przeksztatcamy do postaci

x% +y? =100+ 100 — 300t + 225¢2,

7 =40t >t = =
40

i dalej przeksztalcamy odpowiednio zapisujac cze$¢ wielomianu zawierajacego zmienng
Z w postaci kwadratu sumy:

2 2 _ _ 15z (15\* , 2 2 _15z  (3)%
1% +y? =200 24 (B) 22 o 22 4 y2 =200 - 4 (3) 22,
2

x2+y? =200-2 4 (gz)z,

2
x?+y?=200-2piz+ (3z) +p2—p?  —2piz=-Lp=10
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. 3 3 4?
x2+y =200—2p§z+<§z> + 100 — 100 & x2 + y? =

= (Zz)z —2p227+ 102 + 100,

2
2 2 _ (3, _ 2 2 2 _(3(,_80 2 2
x“+y —(Sz 10) +100 o x“+y —(8(2 3)) +100 & x“ +y“ =

2
2 2 2 _80
9 80 2 x y (Z 3) 80
=—|z——) +10° & —5+—5— =1-> zy,=—
64( 3) 102 102 (@)2 07 3
3

Warto$é zy = ? wskazuje na odleglos¢ (wysoko$¢) okregu zwezenia wzgledem potozenia
dolnego okregu.

Rozwigzanie geometryczne (w $rodowisku AutoCAD-a):

5

almhls

10

\

N\

Rys. 8. Zalozenia z rysunku 7 w postaci rzutdéw, zrealizowane w $rodowisku AutoCAD-a.
Zrédlo: opracowanie wlasne

Rozwigzanie polega na konstruowaniu 2D w rzutach Monge’a w $rodowisku
AutoCAD-a. Dwie wyjsciowe proste przedstawia si¢ za pomoca dwoéch rzutdw
prostokatnych (widok z géry i z przodu). Znajduje si¢ okrag styczny do rzutu poziomego
prostej (widok z gbry). Punkt stycznosci odnosi si¢ do rzutu pionowego (widok
z przodu). Odlegtos¢ zmierzona (precyzyjnie) w AutoCAD-zie jest szukana wartoscig z,.
Podobnie mierzymy promienie okregu dolnego i gérnego, ktére tatwo narysowac, biorac
pod uwagg rzut poziomy obu punktow.

4. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego ze wspomaganiem
Wolfram Alpha

Skorzystanie z ogélnodostepnego $rodowiska Wolfram Alpha zilustrujemy na
przykladzie zagadnienia wymiany masy i ciepla (jest to rozwigzanie zagadnienia
brzegowego zwigzanego z rownaniem Laplace’a) [5].
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Wyznaczymy stacjonarne pole wilgotnosci w(x,y) w ciele porowatym o ksztalcie
nieskoficzenie dlugiego graniastostupa o przekroju kwadratowym, gdy dana jest stata
w czasie wilgotnosé $cian bocznych.
Funkcja w(x,y) spelnia rownanie Laplace’a w obszarze Q = (0,a) x (0,a)
%w  0%w

o oy U ©)

oraz warunki brzegowe
w(0,) =0, w(a,y) ==y, day € (0,a), (10)
w(x,0) =0,w(x,a) = %x, dla x (0, a), (11)

gdzie W, > 0. Dla funkcjonatu o nastgpujacej postaci

Jw) = 0 [(2) + ()| dxay (12)

réownanie (9) jest warunkiem koniecznym optymalnosci. Rozwiazujac sformulowane
zagadnienie brzegowe metoda Ritza dokonujemy aproksymaciji funkcji wielomianem
postaci

WMN(x' y) =P (x' }’) + Z%:l ZgzlAmn(pmn(xt }’)- (13)

Funkcja @, (x,y) musi spetnia¢  warunki brzegowe (10) i (11), za$ @, (x,y) spelnia
zerowe warunki brzegowe. Przyjmujemy

9o (1,9) =2 xy, (14)

P, y) =x"y"(x —a)(y — a), (15)

za$ wspotczynniki A, dobieramy tak aby funkcjonal

T = f3 i (2)” + (22)°] axey (16)

osiagal minimum. W dalszych obliczeniach ograniczamy si¢ do rozwigzania (13)
w postaci (M = 1,N = 1)

w1 (x,y) = %xy + Apxy(x —a)(y — a), 17
a wigc do wyznaczenia (jedynego) wspétczynnika A;;. Nawet przy ,,skapej” precyzji
(M=1,N=1) mamy do czynienia z rozwinictym wielomianem, wymagajacym

zmudnych przeksztalcen. Mozemy tu wlasnie wykorzystaé program Wolfram Alpha,
najpierw obliczajac pochodne czastkowe (Rys. 9).
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3 £ differentiate of (WanZny+axyts- X | ==

= O O hitpssfwww.wolframalpha.com/input?i=differentiate +of + %28%28W32Fa% S E2%29xy3% 2B Axy %2 Bx-a%29%28y-2%29%29 v oTE

FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

[ differentiate of ((W/a"2)xy+Axy(x-a)(y-a)) =] J

[ﬁ NATURAL LANGUAGE][ [fa MATH INPUT ] [ & EXTENDED KEVauARDl i3 EXAMPLES

* uPLOAD | 4 RANDOM

Input

w
differentiate = xy+Axy(x-a)(y-a)
&

Partial derivatives [ Step-by-step solution

d(Wxy 2 w
- — +Axy(x-a)(y-a) y(a A+—2—uA[Zr+y)+2Ax_y]
* a

x| a

a (Wxy
wl @

w
fA.\‘yleuNyfa)]=x(u:A+7 —uA[x+2y]+2Axy]
a

Rys. 9. Obliczenie pochodnych czastkowych.
Zrédlo: [5]

Dalej, w celu podniesienia do kwadratu, stajemy przed koniecznoscia podniesienia do
kwadratu wyrazen postaci (p+q+7r+s+t). Te czynno$¢ mozna z powodzeniem
»zleci¢” programowi Wolfram Alpha (Rys. 10). Obliczone pochodne czastkowe
podnosimy do kwadratu, sumujemy i rozwijamy (Rys. 10).

w
expand (y(azA+—3-aA(2x+y)+2Axy]]2+

(x[azA+a—2—aA(x*«2_)')+2A-‘f_)')]2

Result:

4 2.2 2.2

A +at Ay e T L 28 A -4’ AP y -
4a° A2 xy*-2a° A’y  +a® A% x* +8a% A’ P y +8a? A2 P Y2 +
8a?A’xy* +a? A% y*+ 34 Wely , $AWsY _4q A2 xty-

2 2
8aA2x3y2-8aA2x2y3—4aA2x_y4-2“W"'3 _4Awx?y
a a
' 3
4AWxy? 2AWP 44254 )2 L4422yt 2 AWXE 4 2AW Y
a a

Rys. 10. Rozwinigcie kwadratéw pochodnych czastkowych.
Zrédlo: [5]

W wyniku obliczenia catki (16) dla wy4 otrzymamy funkcje IF zmiennej A4 postaci:

JIwi1]l = F(A;;) = B + CA%l' (18)
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Funkcja ta osigga eksttemum dla A;; = 0. Zatem wy4(x,y) = a—fxy jest rozwigzaniem

zagadnienia brzegowego. Stad funkcja w(x,y) = %xy opisuje stacjonarne pole

wilgotnosci.
5. Podsumowanie

W opracowaniu przedstawiono trzy przyktady odwolania si¢, w rozwiazywaniu zadan
sformutowanych na zajeciach z matematyki, do innych obszaréw wiedzy. Inne przyklady
mozna znalezé w monografii [5]. Zdaniem autora, wszystkie te przyklady moga
zainspirowa¢ nas do poszukiwania innych, moze nawet bardziej spektakularnych
przykladéw uswiadamiajacych studentéw o fundamentalnym znaczeniu matematyki
w zdobywaniu wiedzy inzynierskie;.
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Streszczenie

W artykule przedstawiono wybrane wgore  promptéw  (prompt  patterns),
wykorzystywane w dydaktyce matematyki wyzszej z zastosowaniem modeli jezykowych
sztucznej inteligencji. Szczegblng uwage poswigcono wzorcom wspierajacym budowanie
wiedzy, ¢wiczenie umiejetnosci obliczeniowych oraz rozwdj refleksji metakognitywnej
studentow. Praca wpisuje si¢ w badania realizowane w ramach miedzynarodowego
projektu MAESTRO-AI ktérego celem jest opracowanie i wdrozenie innowacyjnych
metod ksztalcenia w zakresie matematyki i programowania przy wykorzystaniu narzedzi
sztucznej inteligencji. W czesci empirycznej pracy omowiono wyniki - zajed
cksperymentalnych oraz refleksje studentéw wynikajace z pracy z przygotowanymi
modelami dydaktycznymi.

Stowa kluczowe: sztuczna inteligencja w edukacji, sztuczna inteligencja w dydaktyce,
dydaktyka matematyki, edukacja akademicka, projekt Maestro-Al

1. Wstep

Dynamiczny rozwoj technologii sztucznej inteligencji (AI) w ostatnich latach
znaczaco wplywa na sposéb, w jaki nauczana 1 przyswajana jest matematyka
w szkolnictwie wyzszym. Modele jezykowe nowej generacji, takie jak ChatGPT czy
Google Gemini, coraz czg¢sciej wykorzystywane sa zarowno przez studentdéw, jak
i nauczycieli akademickich jako wsparcie w rozwigzywaniu probleméw, wyjasnianiu pojec
czy generowaniu materialéw dydaktyczaych [1, 2]. Autorzy w pracy |2] podkreslaja, iz
matematyka przysztosci moze wymaga¢ umiejetnosci pracy wspoldzielonej z Al
interpretacji wynikow generowanych automatycznie, a takze glebszego zrozumienia
narzedzi formalizacji. Jak pokazuja badania przeprowadzone wsréd studentéw
kierunkéw technicznych w Polsce, narzedzia Al zyskuja coraz wigksza popularnosé —
ponad jedna trzecia studentéw pierwszego roku deklaruje ich systematyczne uzycie
w procesie uczenia si¢, a ChatGPT stanowi zdecydowanie najczesciej wybilerane
narzedzie [1].

Jednoczesnie pojawia si¢ szereg wyzwan zwigzanych z krytycznym podejsciem do
tresci generowanych przez Al. Wyniki badan wskazuja, ze studenci czesto oceniaja
odpowiedzi chatbotow wyzej niz rozwiazania prezentowane przez nauczycieli, nawet jesli
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zawieraja one bledy merytoryczne [1]. Moze to prowadzi¢ do niebezpieczefistwa
nadmiernego zaufania wobec technologii i oslabienia kompetencji analitycznych, ktére
w naukach $cistych sa fundamentem rozwoju. Z tego wzgledu istotne staje si¢
wypracowanie metod dydaktycznych, ktére pozwola nie tylko efektywnie korzysta¢ z Al,
ale takze rozwijac¢ zdolnoé¢ do weryfikacji, refleksiji i krytycznego myslenia.

Jednym z proponowanych rozwiazan sa wgorce promptiw (Prompt Patterns),
tzn. zestawy sprawdzonych strategii formulowania pytad i polecen dla systeméow Al
ktére pozwalaja na bardziej $wiadome i celowe wykorzystanie ich potencjatu w edukacji
[3]. Wyrdznia si¢ dwa gléwne poziomy takich wzorcow:

1) ogdlne wzorce inzynierii promptéw, np. Zero-Shot (pytanie bez kontekstu), Few-Shot
(pytanie z przykladami), Chain of Thought (ujawnianie krokéw rozumowania) czy
Persona-Based (Al odgrywa okreslong rolg, np. nauczyciela lub ucznia);

2) wzorce edukacyjne, dostosowane do potrzeb dydaktyki, np. Socratic Reversal (uczet
uczy Al), Feynman Prompt (ttumaczenie trudnych pojeé prostym jezykiem), Show-Then-
Do (Al pokazuje przyklad, a nastepnie student wykonuje zadanie), Error Injection
(wprowadzenie celowych bledéw do analizy przez ucznia) czy Confidence Check
(refleksja nad poziomem pewnosdci wlasnych odpowiedzi).

W kontekscie dydaktyki matematyki wyzszej wzorce te otwieraja nowe mozliwosci.
Mogg by¢ wykorzystywane zaréwno do wspierania budowania wiedzy teoretycznej
(np. poprzez poréwnywanie definicji i metod), jak i do rozwijania umiejetnosci
praktyczaych (np. rozwigzywania réwnan, analizy bledow krok po kroku, tworzenia
quizéw adaptacyjnych). Szczegdlnie istotne staja si¢ w przypadku zaje¢ z matematyki dla
studentow kierunkéw technicznych, gdzie taczenie zadan rachunkowych z rozumieniem
teoretycznym ma kluczowe znaczenie [1, 2].

Celem niniejszej pracy jest analiza wybranych wzorcéw promptdw oraz wskazanie ich
potencjalnych zastosowan w dydaktyce matematyki wyzszej. Punktem odniesienia sg
zaréwno wyniki badad empirycznych nad wykorzystaniem chatbotéw w edukacji
matematycznej [1,4], jak i koncepcje teoretyczne opisujace wzorce interakcji z Al
[3,5,6,7]. Przyjeta perspektywa zaklada, ze sztuczna inteligencja — wlasciwie stosowana —
nie powinna zastgpowal tradycyjnych metod ksztalcenia, lecz wspiera¢ je poprzez
stymulowanie aktywnosci studentéw, rozwijanie krytycznego myslenia i umozliwienie
bardziej spersonalizowanego procesu uczenia sig.

Przedstawione badania realizowane s3 w ramach migdzynarodowego projektu
MAESTRO-AI — Math and Programming Education with Smart Teaching and Robust
Outreach using Al at Universities. Projekt ten, finansowany ze $rodkéw programu
Erasmus+ (Akcja 2 — sektor szkolnictwo wyzsze, Partnerstwa na rzecz wspolpracy),
obejmuje okres od wrzesnia 2024 r. do stycznia 2027 r. i jest koordynowany przez
Politechnike Bialostocka. W skfad konsorcjum wchodza ponadto: Technical University
of Crete (Grecja), West University of Timisoara (Rumunia) oraz Instituto Politécnico de
Viseu (Portugalia). Glownym celem projektu jest opracowanie i wdrozenie
innowacyjnych metod nauczania matematyki iprogramowania z wykorzystaniem
narzedzi sztucznej inteligenciji.

W ramach przedsigwzigcia przeprowadzono m.in. eksperymentalne zajecia
dydaktyczne na Politechnice Bialostockiej, w ktérych studenci pierwszego roku
kierunkéw matematyka stosowana oraz informatyka, korzystali z narzedzi takich jak
ChatGPT czy Google Gemini podczas zaje¢ z algebry liniowej 1 analizy matematycznej.
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Stosowano podejécie oparte na storytellingu z ChatGPT, polegajace na wprowadzaniu
narracji w wyja$nianiu ztozonych zagadnieti (np. liczb zespolonych, zbieznosci szeregdw
liczbowych). Wyniki ankiet pokazaly, ze cz¢$¢ studentéw preferuje klasyczny model
nauczania, obawiajac si¢ utraty kontroli nad treSciami generowanymi przez sztuczng
inteligencje (Al). Z kolei studenci kierunkéw informatycznych czesciej deklarowali
gotowos$¢ do pracy z narzedziami takimi jak ChatGPT czy Copilot, cho¢ bywato, ze
bezrefleksyjnie akceptowali fragmenty kodu wygenerowane przez Al. Wazna czescia
projektu sa réwniez dziatania wspierajace nauczycieli akademickich, ktérzy — zgodnie
z zatozeniami MAESTRO-AI — powinni odgrywac role¢ mentoréow i doradcow, a nie by¢
zastepowani przez sztuczng inteligencje.

Istotnym wnioskiem 2z dotychczasowych doswiadczenr jest to, ze wstepne
eksperymenty polegajace na bezposrednim uczeniu z pomoca chatbota, bez zastosowania
ustrukturyzowanych wzorcéw promptéw, nie przyniosly oczekiwanych rezultatow.
Podkresla to konieczno$é projektowania §wiadomych strategii interakeji cztowiek—Al,
ktére pozwola nie tylko lepiej wykorzysta¢ potencjal technologii, lecz takze uchronia
studentéw przed ryzykiem bezrefleksyjnego przyjmowania tresci.

2. Ogodlne wzorce promptow

W celu przygotowania dedykowanych modeli lekeji zostal przygotowany dokument
Prompt Patterns Al in Education', ktéry opisuje rézne strategie formulowania
promptéw (czyli polecen, pytan lub instrukcji), ktére umozliwiaja skuteczniejsze
korzystanie z systeméw sztucznej inteligenciji w edukacji. Dokument ten zawiera zaréwno
ogodlne wzorce interakeji z Al, jak 1 wzorce zorientowane s#7icfe na nauczanie 1 uczenie sig.
Stosowanie przedstawionych metod pozwala nie tylko uzyska¢ trafniejsze odpowiedzi,
ale takze wspiera aktywne, refleksyjne 1 krytyczne podejscie do wiedzy. Wezytanie
wspomnianego dokumentu 1 scenariuszy kolejnych zaje¢ pozwala na stworzenie
dedykowanego modelu.

Ogdlne wzorce interakcji z Al to uniwersalne strategie, ktére mozna stosowaé
w réznych kontekstach. Nie odnoszg si¢ one bezposrednio do dydaktyki, lecz pokazuja,
w jaki sposob kierowaé modelem Al, aby uzyska¢ odpowiedzi bardziej spdjne, precyzyjne
i dopasowane do potrzeb uzytkownika. Do najwazniejszych naleza:

1. Zero-Shot — Al odpowiada bez wczesniejszych przykladdw; strategia ta testuje
ogdblna wiedze 1 intuicje modelu.

2. Few-Shot — Al otrzymuje kilka przyktadéw, co pozwala lepiej dopasowac styl,
strukture oraz kontekst odpowiedzi.

3. Chain of Thought — Al ujawnia kroki swojego rozumowania, a nie tylko wynik
konficowy, co sprzyja przejrzystosci mySlenia.

4. Persona-Based — Al przyjmuje okreslona role, np. nauczyciela, ucznia, postaci
historycznej czy trenera, co wplywa na styl i ton wypowiedzi.

5. Constraint-Based — odpowiedzi sa ograniczone forma np. lista punktéw,
dlugoscig lub strukturg akapitu.

6. Negative Prompting — uzytkownik wskazuje, czego Al ma unika¢, np. zargonu
technicznego lub niepotrzebnych dygres;i.

7. Data-Driven — Al analizuje podane dane, liczby, tabele lub fragmenty kodu,
aby opracowac oparte na nich wnioski.
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8.  Game-Play — interakcja ma forme gry, quizu, zagadki, wyzwania, co zwigksza
zaangazowanie uczestnika.
9. Template — odpowiedz jest tworzona zgodnie z géry ustalonym szablonem, co
zapewnia sp6jnos¢ formy.
10. Cognitive Verifier — Al nie tylko udziela odpowiedzi, lecz takze sprawdza
poprawnos¢ rozwiazania lub wnioskowania.
11. Adaptive Quiz — model dynamicznie dopasowuje poziomu trudnosci pytan do
wiedzy i postepow ucznia.

2.1. Wzorce edukacyjne

Wzorce edukacyjne mozna rozumieé jako adaptacje ogdlnych metod nauczania,
swiadomie dopasowane do okreslonych celéw dydaktycznych. Stanowia one powtarzalne
schematy pracy z uczniem, ktére wspieraja rozwijanie wiedzy, umiejetnosci oraz refleksji
nad wlasnym uczeniem si¢. W Tab.1 przedstawiono cztery gléwne kategorie wzorcow
wraz z opisami dziatan i celami dydaktycznymi.

Tab. 1. Kategorie wzorcow edukacyjnych wraz z opisem dziatai i celami dydaktycznymi

Kategoria Wzorzec Opis dziatania Cel dydaktyczny / Efekt
Budowanie Socratic Uczen przejmuje role nauczyciela | Poglebienie rozumienia poprzez
wiedzy Reversal i ttumaczy material AL werbalizacje i uzasadnianie.
Ucoet wviadnia treéci b _ . —
Feynman CCN WYJAshia trescl w Sposo Weryfikacja poziomu zrozumienia
’ maksymalnie uproszczony, jak dla | .. ; .
Prompt . K i identyfikacja luk w wiedzy.
poczatkujacego.
Al analizuje odpowiedzi ucznia . L
Gap Finder |i wskazuje obszary wymagajace Diagnostyka trudnosci
P je ¢ Y wymaga) i indywidualizacja wsparcia.
uzupelnienia. ’
Concept Poréwnywanie poje¢ o podobnych | Ksztaltowanie umiejetnosci
Contrast znaczeniach lub funkcjach. analizy 1 strukturyzacji wiedzy.
Al tuj 7 przyklad L
Aktywne Show-Then- prezentuje poprawny Pray<iad, | p enoszenie wiedzy do
L . a uczen wykonuje analogiczne S i
¢wiczenie Do . samodzielnej praktyki.
zadanie.
Error Al celowo wprowadza biad, Rozwijanie umiejetnosci
o a uczen musi go zidentyfikowac autokorekty i myslenia
Injection . . .
i poprawic. krytycznego.
Test Me Al generuje quizy sprawdzajace Utrwalanie wiedzy i biezaca
postepy ucznia. kontrola postepow.
. . Rozwijanie elast Sci
Rewrite Uczen przeksztalca poprawne OFWIanc Clastycziosc
. . . . poznawczej i glebszego
Challenge rozwigzanie w réwnowazng forme. - L
rozumienia tresci.
Myslenie Manv Wavs Poszukiwanie réznych sposobéw | Pobudzanie kreatywnosci
tworcze y WAy rozwiazania jednego problemu. i myslenia dywergencyjnego.
Analogy Tworzenie analogii dla wyjasnienia | Transfer wiedzy i poglebione
Builder trudnych pojec. rozumienie tresci abstrakcyjnych.
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Kategoria Wzorzec Opis dziatania Cel dydaktyczny / Efekt
Debate Al prezentuje dwa przeciwstawne | Ksztaltowanie argumentacji
Simulation | stanowiska w formie debaty. i oceny réznych perspektyw.
. Uczen ocenia swoja pewnoscé L "
Refleksja Confidence o ap Rozwijanie §wiadomosci
. T odpowiedzi, a Al udziela s ..
i metauczenie si¢ | Check poznawczej i samoregulacii.
komentarza.
Al pelni funkcje mentora Wzmacnianie autonomii i strategii
Al-as-Coach P ¢ &l

wspierajacego planowanie nauki.

uczenia sie.

Reverse Role
Play

Uczen przyjmuje role nauczyciela,
Al role ucznia.

Poglebienie refleksji
i doskonalenie umiejetnosci
wyjasniania.

Learning
Diary

Uczen prowadzi dziennik refleksji
z pomoca Al

Systematyczna autorefleksja
i rozwijanie kompetencji
metapoznawczych.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie dokumentu "Prompt Patterns Al in Education' [5].

2.2. Wzorce dla nauczycieli

Wykorzystanie sztucznej inteligencji w edukacji moze znaczaco odciazy¢ nauczyciela,
wspierajac planowanie lekcji, dostosowanie materialéw dydaktycznych oraz proces
oceniania. W praktyce mozna wyr6zni¢ powtarzalne schematy jej zastosowania, okreslane
mianem wzorcéw dydaktycznych. Ponizej przedstawiono wybrane przyklady z dwéch
kluczowych obszardw: projektowania nauczania oraz oceny i informacji zwrotnej.

W kontekscie projektowania nauczania szczegélnie przydatne okazujg si¢ nastgpujace

wzorce:

Curriculum Generator, w ktérym Al wspiera nauczyciela w planowaniu kursu
lub cyklu lekcji, biorac pod uwage cele ksztatcenia, podstawe programowa oraz
czas, jakim dysponuje nauczyciel, a nastgpnie proponuje kolejnos¢ tematéw oraz
odpowiednie materialy dydaktyczne.

Misconception Map, pozwalajacy na identyfikacje najczestszych blednych
przekonanl i typowych pomylek uczniéw zwigzanych z danym zagadnieniem.
Pozwala to nauczycielowi przewidzie¢ potencjalne trudnosci i przygotowac
strategie ich wyjasniania, zwickszajac tym samym skuteczno$¢ nauczania.
Scaffold Builder, ktéry generuje sekwencje zadan lub przykladow
o rosnacym poziomie trudnosci. Uczniowie moga rozwija¢ nowe umiejetnosci
w sposob plynny, unikajac zbyt gwaltownych przeskokéw poznawczych, ktére
moglyby obnizy¢ motywacje.

Differentiation Designer umozliwia dostosowanie tych samych tresci do
réznych poziomow umiejetnosci uczniéw. Al modyfikuje m.in. dtugos¢ tekstu,
zakres slownictwa czy liczbe wskazowek, wsplerajac  tym  samym
indywidualizacj¢ nauczania.
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Réwnie istotny obszar stanowi ocena i informacja zwrotna, gdzie sztuczna inteligencja
wspiera nauczyciela w zapewnieniu uczniom spersonalizowanego wsparcia. Przyktadami
takich wzorcéw sa:

¢ Rubric-Based Feedback, w ktorym Al ocenia prace ucznia na podstawie
zdefiniowanych wczesniej kryteribw, generujac opisowa informacje zwrotng
wskazujaca mocne strony oraz obszary wymagajace poprawy. Nauczyciel
zachowuje kontrol¢ nad procesem, zatwierdzajac lub modytikujac sugestie Al

e Adaptive Test Generation, pozwalajacy tworzy¢ testy automatycznie
dopasowujace poziom trudnosci do umiejetnosci ucznia. Umozliwia to
precyzyjniejsze okreslenie poziomu wiedzy i wspiera indywidualny rozwdj
edukacyjny.

e Al as Peer Reviewer, w ktérym system przyjmuje role ,,réwiesnika”. Zamiast
formalnego oceniania skupia si¢ na wspieraniu, sugerowaniu zmian i zachecaniu
do poprawy pracy, dzigki czemu proces ewaluacji jest mniej stresujacy i bardziej
wspierajacy.

2.3. Rekomendacje dotyczace wzorcow

Sztuczna inteligencja moze petni¢ role nie tylko narzedzia wspierajacego, lecz takze
partnera w procesie uczenia si¢. Odpowiednio zaprojektowane wzorce promptéw
umozliwiaja nauczycielowi §wiadome kierowanie interakcjg w sposéb sprzyjajacy refleks;i
i rozwojowi poznawczemu ucznia. Zamiast podawania gotowych odpowiedzi, AI moze
prowadzi¢ dialog edukacyjny — zadawaé pytania, tlumaczy¢ krok po kroku i wspiera¢
samodzielne myslenie.

Najwazniejsze rekomendacje dotyczace efektywnego wykorzystania wzorcow obejmuja:

e laczenie réznych wzorcodw, np. quizéw, refleksji i coachingu, w celu zwigkszenia
zaangazowania ucznia;

e dopasowanie wzorca do poziomu i potrzeb ucznia, aby uniknaé przeciazenia
poznawczego;

e unikanie nadmiernej sztywnosci — Al powinna wspiera¢ kreatywnosc
i elastyczne myslenie;

e  ksztalcenie krytycznego podejscia do odpowiedzi Al, co wzmacnia kompetencije
metapoznawcze i cyfrowe.

3. Opis scenariuszy zaj¢¢ z modutu ,,Podstawy operacji na liczbach
zespolonych”

W ramach eksperymentu przygotowano trzy powigzane scenariusze dydaktyczne,
ktére wspoélnie tworza modul wprowadzajacy studentéw do pracy z liczbami
zespolonymi przy wsparciu systeméw Al (ChatGPT, Google Gemini). Kazdy ze
scenariuszy realizuje odrebny cel poznawczy i wykorzystuje inne zestawy wzorcow
promptéw, zgodnych z zasadami opisanymi w m. in. w [3], oraz w dokumentacji [4].
Ponizej oméwiono kolejne scenariusze proponowanego modutu.
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3.1. Czg¢é¢ 1 — Wprowadzenie do liczb zespolonych

Pierwszy scenariusz ma charakter koncepcyjny i pelni funkcje wprowadzajaca do
zagadnienia liczb zespolonych. Jego gléwnym celem jest uswiadomienie studentom
potrzeby poszerzenia zbioru liczb rzeczywistych o liczby urojone oraz zrozumienie
znaczenia jednostki i, definiowanej jako liczba spelniajaca réwnanie i? = —1. Zajecia
przyjmujg forme krétkiego, prowadzonego dialogu koncepcyjnego oraz zestawu zadan
praktycznych, w ktorych Al zapewnia natychmiastows informacj¢ zwrotna.

Lekcja tozpoczyna si¢ od analizy réwnania x*+ 1 =0, ktére na gruncie liczb
rzeczywistych nie ma rozwiazad. Punkt ten stanowi naturalng motywacje do
wprowadzenia nowego typu liczby oraz odwoluje si¢ do historycznych analogii
— podobnie jak kiedy$ poszerzono zbior liczb o liczby ujemne i1 niewymierne, tak teraz
wprowadza si¢ liczby urojone. Nastepnie studenci wykonuja podstawowe dziatania na
liczbach zespolonych zapisanych w postaci algebraicznej z = a + bi, przechodzac od
przyktadéw z prezentacja rozwigzania do samodzielnego wykonywania obliczen. Lekcja
konczy si¢ krétkim quizem i refleksja, podczas ktérych studenci wyjasniaja wlasnymi
stowami rozwiazania oraz identyfikuja btedne rozumienia.

3.2. Czes$c¢ 2 — Postac trygonometryczna liczby zespolonej

Drugi scenariusz koncentruje si¢ na geometrycznej interpretacji liczb zespolonych
oraz przej$ciu od postaci algebraicznej do trygonometrycznej. Pozwala to przedstawié
liczbe zespolong jako punkt lub wektor na plaszczyznie, co utatwia rozumienie operacji
rachunkowych.

Lekcja rozpoczyna si¢ narracyjnym wprowadzeniem dotyczacym roli Gaussa
i koncepciji plaszczyzny zespolonej. Nastepnie studenci obliczaja modut, argument liczby
oraz zapisuja ja w postaci z = r(cos ¢ +isin ¢). Operacje mnozenia i dzielenia liczb
w tej postaci sprowadzaja si¢ odpowiednio do dodawania lub odejmowania argumentéw
oraz mnozenia lub dzielenia moduléw, co znaczaco upraszcza obliczenia. Pod koniec
zaje¢ studenci dokonujg krétkiej samooceny pracy i formuluja wnioski dotyczace
znaczenia argumentu liczby zespolone;.

3.3. Czegséc 3 — Zbiory liczb zespolonych

Trzeci scenariusz ma charakter zastosowan geometrycznych i wizualnych. Uczestnicy
poznajg rézne typy zbiorow na plaszczyznie zespolonej, opisane za pomoca warunkow
na modut i argument liczby z.

Al prowadzi interaktywny dialog w trybie Flipped Interaction — zadaje pytania,
proponuje opisy obszaréw i prosi studentéw o wskazanie wlasciwych obiektéw oraz
uzasadnienie wyboru. Zajecia obejmuja trzy etapy:

1. Flipped diagnosis — Al diagnozuje wstepny poziom wiedzy pytaniami typu ,,Co
oznacza zapis |z| = 2?7,

2. Modelowanie i praktyka — rozpoznawanie i opisywanie zbioréw typu kolo,
pierécien, polplaszczyzna, wycinek; praca z blednymi przykladami (Error

64



Injection) i pytaniami typu What-If (,,Jak zmieni si¢ zbidr, jesli dodamy warunek
|z| < 477).
3. Refleksja i projektowanie — opis wlasnego przykladu zbioru i uzasadnienie jego
ksztattu (Al-as-Coach, Reflection Prompt).
Studenci uczs si¢ interpretowac warunki geometryczne, argumentowac swoje wybory
i korygowac bledne rozumowania.

3.4. Podsumowanie modutu

Trzy scenariusze tworza spojng Sciezke dydaktyczna, od wprowadzenia koncepcji
liczby zespolonej, przez opis jej reprezentacji geometrycznej, az po analize zbioréw na
plaszczyznie zespolonej.

Kazdy etap wykorzystuje inne wzorce promptéw wspierajace aktywne uczenie sig,
refleksj¢ 1 rozwijanie samodzielnego myslenia matematycznego przy wsparciu sztucznej
inteligencji. Poréwnanie scenariuszy zaje¢ modulu ,,Podstawy operacji na liczbach

zespolonych” zawarto w Tab. 2.

Tab. 2. Poréwnanie scenariuszy zaje¢ modutu ,,Podstawy operacji na liczbach zespolonych”

Cz¢é¢/Temat Czas Forma i Gtéwne wzorce Cele i efekty uczenia si¢
zajec trwania | organizacja promptow Al
zajeé
Czesé 1. 30 min | Odktywanie Feynman Prompt, | Student rozumie potrzebe
Wprowadzenie do pojecia - Concept Contrast, | wprowadzenia liczb
liczb zespolonych Dialog z Al - Show-Then-Do, urojonych, zna definicje i,
Cwiczenia Prompt Me First, potrafi wykonywac dziatania
rachunkowe - Step-by-Step na liczbach zespolonych
Refleksja Debugger, Test w postaci a + bi, wyjasnia
Me, Explain-Back, | wtasnymi stowami sens
What Did I Miss rozszerzenia zbioru liczb
rzeczywistych.
Cz¢é¢ 2. Postac 60 min | Odkrywanie Storytelling Student rozumie interpretacje
trygonometryczna pojec - Praca Prompt, Predict— | geometryczng liczby
liczby zespolonej z wykresem * Observe—Explain, | zespolonej, umie obliczac
Cwiczenia z Al | Show-Then-Do, modut i argument,
* Quiz Prompt Me First, | przedstawia liczby zespolone
Step-by-Step w réznych postaciach,
Debugger, Test poprawnie stosuje reguly
Me, What Did 1 mnozenia
Miss i dzielenia w postaci
trygonometrycznej.
Czes¢ 3. Zbiory 30 min | Dialog Al <> Flipped Student rozpoznaje i opisuje
liczb zespolonych student - Interaction, zbiory okreslone warunkami
Aktywna Show-Then-Do, na |z| iarg(2), potrafi
praktyka . Error h‘leCtiOﬂ, przypisaé im ksztatt
Tlustracje What-1f geometryczny (okrag,
i quizy Scenarios, Al-as- | pierscien, pélplaszczyzna,
Coach, Reflection | wycinek), argumentuje
Prompt i koryguje bledy
w opisach.

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie przygotowanych scenariuszy dydaktycznych (Czesé 1-3).
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Analiza wynikéw ankiety ewaluacyjnej po wykonanym eksperymencie

Po zakoficzeniu pracy z modulem studenci oceniali proponowane w ramach
eksperymentu rozwiazania dydaktyczne, wypelniajac ankiete ewaluacyjnag. Tres¢ ankiety,
ktora skladata sie¢ z pigciu czesci (A-E) zamieszczono w zalaczniku. Celem ankiety byto
uzyskanie informacji zwrotnej dotyczacej mocnych stron i ewentualnych ograniczen
zastosowanego podejscia, a takze opinii studentéw na temat uzytecznosci systeméw Al
w procesie uczenia si¢ matematyki. Wyniki uzyskane z analizy odpowiedzi studentéw
przedstawiono ponizej. Ankiete wypetnito 28 studentow.

3.5. Doswiadczenie uczestnikdw z narzedziami Al

W plerwszej czesci (A) ankiety zapytano uczestnikéw o ich dotychczasowe
dos$wiadczenia w korzystaniu z narzedzi Al Wigkszos¢ studentéw zadeklarowala
sporadyczne korzystanie z takich systeméw jak ChatGPT czy Google Gemini, natomiast
okoto jedna trzecia przyznala, ze uzywa ich regularnie. Rozktad odpowiedzi przedstawiat
si¢ nastepujaco: Sporadycznie — 14 0séb, Regularnie — 11 oséb, Nigdy — 3 osoby. Kilku
studentow po raz pierwszy zetknelo si¢ z narzedziami Al wiasnie podczas tych zajec.
Wryniki te wskazuja, ze grupa byla zréznicowana pod wzgledem kompetencji cyfrowych
i doswiadczenia w pracy z modelami jgzykowymi, co moglo wptywac na sposéb odbioru
catego modutu dydaktycznego. Osoby z wigkszym dos$wiadczeniem czg$ciej ocenialy
wykorzystanie Al pozytywnie, dostrzegajac jego potencjal edukacyjny, natomiast
uczestnicy majacy pierwszy kontakt z tego typu technologig cze¢sciej zwracali uwage na
trudno$ci w komunikacji i ograniczong wiarygodno$¢ niektérych odpowiedzi. Ten
podzial respondentéw wedlug poziomu doswiadczenia w pracy z Al zostanie
uwzgledniony w dalszych analizach wynikéw ankiety.

3.6. Ocena zaangazowania studentow i przydatnosci Al
w procesie dydaktycznym

Zaangazowanie studentéw oraz postrzegana przydatno$é narzedzi Al w procesie
dydaktycznym zostaly ocenione na podstawie dwdch kolejnych czedci ankiety. W czedci
B umieszczono dziesig¢ stwierdzed (B1-BS8) opisujacych wplyw wykorzystania Al na
zaangazowanie, zrozumienie materialu oraz rozwdj umiejetnosci samodzielnego
myslenia matematycznego. Cze¢§¢ C obejmowala pigé stwierdzen (C1-C5) odnoszacych
si¢ do oceny poszczegélnych modutéw dydaktycznych. Odpowiedzi udzielano
w pieciostopniowej skali Likerta. W czesci B wartos¢ 1 oznaczala , zdecydowanie si¢ nie
ggadzam’”, a 5 — | zdecydowanie si¢ gadzam”. W czeSci C natomiast skala przyjmowata
znaczenie od 1 — ,mieprzydatna” do 5 — ,,bardzoe przydatna”.

Wsréd najwyzej ocenionych (wg. $redniej) w czesci B stwierdzen znalazly sie:

* Al zachecato mnie do samodzielnego myslenia 1 wyjadniania rozwiazan (B5) -$rednia
3.75 (N=28, udzial ocen 4-5: 67.9%),
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* Uczenie si¢ z wykorzystaniem Al byto dla mnie angazujace (B1) - $rednia 3.57 (N=28,
udzial ocen 4-5: 50%),

* Al pomagalo mi lepiej zrozumie¢ pojecie liczby zespolonej (B2) - §rednia 3.50 (IN=28,
udzial ocen 4-5: 50%).

Najnizej ocenione pozycje (wg $redniej) w czesci B stanowily:

* Wzorce pracy (np. ,,Najpierw pokaz, potem zréb”, ,,Wyjasnij wlasnymi stowami”)
ulatwialy mi nauke (B4) - $rednia 3.25 (N=28, udzial ocen 4-5: 39.3%)

* Dzi¢ki pracy z Al szybciej zauwazalem(-am) wiasne btedy w obliczeniach (B3) - §rednia
3.18 (N=28, udzial ocen 4-5: 46.4%)

* Praca z Al byla lepszym dos$wiadczeniem niz tradycyjne ¢wiczenia bez Al (B7) - $rednia
2.61 (N=28, udzial ocen 4-5: 21.4%, udzial oceny 1-2: 50%)

Analiza wynikéw cze$ci C pokazala, ze studenci najwyzej ocenili pierwszy modul
(C1) - $rednia 4.43 (N=28, udzial ocen 4-5: 92.9%) oraz Quizy i interaktywne testy z Al
(C4) - $rednia 3.82 (N=28, udzial ocen 4-5: 53.6%). Najwigkszy udzial odpowiedzi 1-2
(21,4%) dotyczyl modutu 3 (C3), cho¢ 50% ocenilo go wybierajac odpowiedzi 4-5
(Srednia 3.43).

3.7. Najczestsze motywy w odpowiedziach otwartych

W ankiecie znalazl si¢ rowniez zestaw pytan otwartych (cze$¢ D), pozwalajacych
studentom swobodnie opisa¢ swoje do$wiadczenia z wykorzystaniem Al w nauce liczb
zespolonych. Uczestnicy odpowiadali na pytania:

A. Co najbardziej pomogto Ci w zrozumieniu tematu liczb zespolonych podczas
pracy z Al?

B. Co sprawito Ci najwicksza trudno$¢ podczas pracy z AI?

C. Jak oceniasz role Al jako ,,tutora” w poréwnaniu z tradycyjnym prowadzacym?

D. Jakie wzorce lub formy pracy (np. quizy, poprawianie bledéw, dialog) byty dla
Ciebie najbardziej warto$ciowe?

Og6lng analize¢ udzielonych odpowiedzi oraz przyklady odpowiedzi uznanych za
reprezentatywne przedstawiono w Tab. 3. Wigkszos§¢ badanych zwrécita uwage na bledy
merytoryczne (,halucynacje”) oraz ograniczenia narzedzi (np. limity zapytan, brak
kontekstu graficznego). Czes$¢ studentdw zauwazyla, ze Al bywalo ,,zbyt pewne siebie”,
»upieralo si¢ przy bledach” lub ,,zadawalo dziwne pytania”. Jednoczesnie doceniano
dialogowy charakter pracy, umozliwiajacy zadawanie dodatkowych pytan, poprawianie
bledéw i wspdlne dochodzenie do rozwigzan. Dla wielu uczestnikow wlasnie ta

mozliwo$¢ prowadzenia rozmowy 1 autorefleksji stanowila najcenniejszy element pracy
z AL

Najczesciej wskazywanymi przez studentow warto$ciowymi formami pracy byly:

e quizy (interaktywne testy i pytania w stylu ,,sprawdz sam”),
e poprawianie bledow (autorefleksja po uzyskaniu informacji zwrotne;j),
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e dialog i wyjasnianie rozwigzan wlasnymi stowami.

Wypowiedzi otwarte (Tab. 3) sugeruja, ze wlasnie te formy wzmacnialy
zaangazowanie i poczucie sprawstwa — studenci mieli wrazenie, Ze uczestnicza w procesie
uczenia sig, a nie tylko odbieraja gotowe informacje.

Tab. 3. Gléwne motywy pojawiajace si¢ w odpowiedziach otwartych uczestnikoéw

Motyw/opis | Liczba Przyktady, skrotowe opisy
motywu wzmianek

podstawowe 58 Nauka korzystania z Al jako osoba, ktéra nigdy nie miata z tym

uwagi stycznosci © Wlasny udzial w nauke a nie samo stuchanie * Fajny
zamiennik

poprawianie 23 Rézne przyklady oraz thumaczenie bledéw * Bledy Al oraz upieranie si¢

bledow / przy swoich bledach ® Sam dialog byt bardzo pomocny oraz poprawianie

feedback btedéw dzigki ktérym mozna bylo sie wigcej nauczyé

preferencja 12 Al na razie nie zastapi tradycyjnego prowadzacego * Al byto bardzo

tradycyjnych pomocne, lecz w moim odczuciu nie da si¢ tego poréwnac do

zajeé tradycyjnych form ¢ Tradycyjny prowadzacy jest zdecydowanie lepszy,
wymaga to od nas wigkszego skupienia

dialog / 8 Komunikowanie si¢ z chatem, czasem zadawat glupie pytania albo

interakcja z AT bezsensowne odpowiedzi ® Sam dialog byt bardzo pomocny oraz
poprawianie btedéw dzigki ktérym mozna bylo si¢ wigcej nauczy¢
Dialog i mozliwos$¢ wykonania zadania, ktére zostanie sprawdzone

halucynacje / |6 Halucynacje ChataGPT, wymyslanie faktow i glupot * Brak zaufania co

brak zaufania do poprawnosci ttumaczenia tematu przez niego * Al nie
wspolpracowato, kazato wybierac jedno z nieistniejacych zdje¢

zrozumiatoé¢/ |6 Przejrzystosé przekazywanych informacji ® Pomogla mi przejrzystosé,

przejrzystosé z jaka Al formuluje notatki. Informacje byly jasno uporzadkowane ¢
Wyjasnienia konkretne, a trudne pojecia przedstawione w prosty
i ztozumialy sposob. Dzigki temu latwiej

analogie/ 5 Rézne przyklady oraz thumaczenie bledéw * Przyklad réwnania x2 = —1

przyklady ktore jest nierozwiazywalne w R i analogia do liczb ujemnych * Analogie,

opowiadanie jak na LLM przystalo

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie wynikéw ankiety.

Zebrane opinie ukazujg wigc zréznicowany odbidr pracy z Al Cze$é studentow
doceniala przejrzystos¢ przekazu, dialog, szybkie wyjasnienia i mozliwos$¢ uczenia si¢ na
bledach. Inni wskazywali jednak na ograniczone zaufanie do modelu - bledne
odpowiedzi, brak kontekstu i mniejsze zaangazowanie niz podczas tradycyjnych zajec.
Opinie te potwierdzaja, ze skutecznos§é wykorzystania Al w dydaktyce zalezy w duzym
stopniu od doswiadczenia uzytkownikéw, ich kompetencji cyfrowych oraz umiejetnosci
krytycznej oceny generowanych tresci.
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3.8. Ocena ogélna i perspektywy

W czeéci E ankiety ewaluacyjnej studenci zostali poproszeni o oceng ogélnego
wrazenia z pracy z Al w skali od 1 do 10 (1 — bardzo negatywne, 10 — bardzo pozytywne).
Srednia ocena koficowa wyniosta 6.96, przy czym wyniki byly rozproszone w szerokim
zakresie od 3 do 10. Najwyzsze oceny przyznawali studenci, ktorzy regularnie korzystali
z ChatGPT, potrafili precyzyjnie formulowal pytania i doceniali mozliwos¢ pracy
w indywidualnym tempie. Najnizsze oceny wystawili natomiast ci, ktorzy napotkali bledy
Al, mieli trudnosci z interpretacja polecen i nie ufali poprawno$ci merytorycznej
odpowiedzi. Pomimo zglaszanych trudnosci i krytycznych uwag, ponad polowa
studentow zadeklarowata chec uczestniczenia w podobnych zajeciach z wykorzystaniem
Al w innych przedmiotach matematycznych, co wskazuje na pozytywne nastawienie
wobec dalszej integracji sztucznej inteligencji w procesie ksztalcenia.

3.9. Wplyw doswiadczenia na uzyskiwane wyniki — analiza statystyczna

W celu zrozumienia czynnikéw wplywajacych na oceng zaje¢ z Al przez studentéw
przeprowadzono analiz¢ statystyczna zaleznosci miedzy ich do$wiadczeniem
w korzystaniu z narzedzi sztucznej inteligencji a ocenami poszczegdlnych aspektéw zajeé.
Doswiadczenie uczestnikow eksperymentu zostalo okreslone na podstawie ich deklaracji
i podzielone na trzy grupy:

G1. osoby, ktére nigdy wezesniej nie korzystaly z narzedzi Al,

G2. osoby korzystajace z narzedzi Al sporadycznie,

G3. osoby posiadajace juz doswiadczenie w pracy z Al (np. ChatGPT, Gemini,

Copilot).

Do oceny poszczegblnych aspektow zajeé przyjeto stwierdzenia B1-B8 oraz C1-C5
zawarte w czeSciach B 1 C ankiety (w skali 1-5) oraz oceng koncowa (czes¢ E) w skali
1-10. Srednie ocen w grupach G1-G3 przedstawiono w Tab. 4.

Tab. 4. Srednie oceny poszczegdlnych aspektéw zaje¢ z Al w grupach o réznym poziomie doswiadczenia
(G1-G3)

Doswiadczenie G1 (,,Nigdy”) G2 (,,Sporadycznie”) | G3 (,Tak”)
B1 3.67 3.21 4.00
B2 3.00 3.07 4.18
B3 3.00 3.07 3.36
B4 3.67 2.64 3.91
B5 3.00 3.57 4.18
B6 3.00 3.07 4.00
B7 1.67 2.14 3.45
B8 4.00 293 3.91
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Doswiadczenie G1 (,,Nigdy”) G2 (,,Sporadycznie”) | G3 (,Tak”)
C1 3.67 4.43 4.64
C2 3.67 3.57 4.00
C3 3.33 3.07 391
C4 3.67 3.71 4.00
C5 4.00 3.71 3.64
Ocena koncowa 8.00 6.14 7.73

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie wynikéw ankiety ewaluacyjnej (patrz Zatacznik).

Analiza wynikow wskazuje wyrazny wplyw doswiadczenia w pracy z narzedziami Al
na postrzeganie zaje¢. Grupa G3 (,Tak”) uzyskiwala najwyzsze $rednie oceny
w wigkszosci analizowanych aspektéw (czgsci B i C) oraz w ocenie kofcowej (7.73),
podczas gdy grupa G2 (,Sporadycznie”) uzyskiwala najnizsze wartosci (6.14).
Interesujace jest, ze grupa G1 (,Nigdy”) osiagnela Srednio najwyzsza oceng konicows
(8.00), co moze wynika¢ z subicktywnej percepcji zaje¢ przez osoby catkowicie nowe
w obszarze Al — brak wczesniejszych doswiadczen mégl skutkowaé wyzsza satystakcjq
z poznawanych tresci.

W celu okreslenia czy poziom doswiadczenia w pracy z narzedziami Al wplywa na
ogdlne postrzeganie zajeé, obliczono §rednie oceny kazdego respondenta na podstawie
wszystkich 13 pytan (B1-B8 i C1-C5), co pozwolilo uzyskaé¢ jeden wskaznik
reprezentujacy ogolng oceng zaje¢. Nastgpnie przeprowadzono nieparametryczny test
Kruskala—Wallisa, bedacy odpowiednikiem jednoczynnikowej analizy wariancji
(ANOVA) dla danych porzadkowych. Wynik testu (H = 6.38; p = 0.041) wskazuje na
istotne statystycznie réznice pomiedzy grupami. Dodatkowy test post-hoc wykazal, ze
studenci posiadajacy do$wiadczenie (,,Tak™) oceniali zajecia istotnie wyzej niz osoby
korzystajace z Al sporadycznie (p = 0.041). Roéznice pomiedzy grupami ,,Nigdy”
i,,Sporadycznie” nie byly istotne statystycznie.

Uzyskane rezultaty wskazuja, ze doswiadczenie stanowi istotny czynnik réznicujacy
poziom wynikéw w badanych zmiennych, co moze $wiadczy¢ o jego znaczacej roli
w rozwijaniu kompetencji i efektywnosci badanych osob.

Whioski koncowe

Przeprowadzona analiza wykazala, ze wczesniejsza znajomos¢ sposobu dziatania
modeli generatywnych oraz praktyczne obycie z narzedziem zwickszaja efektywnosc
procesu uczenia si¢. Al w roli tutora matematycznego zostalo ocenione jako pomocne
i wspierajace narzedzie dydaktyczne, ktére nie zastgpuje jednak nauczyciela, lecz
wzmacnia proces ksztalcenia poprzez natychmiastowg informacje zwrotna, dialog
i mozliwo$¢ indywidualnego dostosowania tempa nauki.

Najefektywniejsze strategie dydaktyczne obejmowaly:
* dialog edukacyjny z modelem,
* quizy i zadania problemowe rozwijajace myslenie analityczne,

* prace na bledach oraz refleksje nad procesem rozwiazywania zadan.

70



Kluczowe dla skuteczno$ci wykorzystania Al okazaly si¢ zaufanie i §wiadomoscé
ograniczenn modeli. Wymaga to odpowiedniego przygotowania studentéw do pracy
z technologiami generatywnymi oraz rozwijania ich kompetencji cyfrowych. Istotnym
rezultatem zajec byla réwniez refleksyjnos$é i metapoznanie. Studenci podkreslali, ze Al
»zmuszato do myslenia”, ,,pomagato zauwazy¢ wlasne bledy” i sprzyjato samoregulacii
procesu uczenia si¢.

W celu zwigkszenia efektywnosci dydaktycznej zaleca sig:

* laczenie pracy z Al z kr6tkimi mini-wyktadami i metoda ,,pokaz — zr6b”,

* standaryzacj¢ sposobu zapisu odpowiedzi (pierwiastki, potegi) oraz stosowanie
szybkiego sprawdzenia,

* naprzemienne wykorzystywanie quizéw, dialogu i refleksji nad bledem.
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Zatacznik: Ankieta ewaluacyjna po zajeciach z modutu ,,Podstawy operacji na
liczbach zespolonych”

Czes¢ A. Informacje ogdlne
Czy wezesniej korzystates/-as z narzedzi Al (np. ChatGPT, Copilot, Gemini)?

0 Tak, regularnie [ Sporadycznie [ Nigdy
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Czes¢ B. Ocena pracy z Al podczas modufu

Wskaz, w jakim stopniu zgadzasz si¢ z ponizszymi stwierdzeniami (1 — zdecydowanie si¢
nie zgadzam, 5 — zdecydowanie si¢ zgadzam).

Nr | Stwierdzenie 1 (2 |3 |4 |5
B1 | Uczenie si¢ z wykorzystaniem Al bylo dla mnie angazujace. ololaololo
B2 | Al pomagato mi lepiej zrozumie¢ pojecie liczby zespolone;. olololol|lo
B3 | Dzigki pracy z Al szybciej zauwazalem(-am) wlasne bledy w obliczeniach. ololololo
B4 | Wzorce pracy (np. ,,Najpierw pokaz, potem zrob”, ,,Wyjasnij wlasnymi ololololo
stowami”) ulatwialy mi nauke.
B5 | Al zachecatlo mnie do samodzielnego myslenia i wyjasniania rozwiazan. ololoaolalo
B6 | Interakcja z Al byta zrozumiala i logiczna. Oololoaolol|lo
B7 | Praca z Al byla lepszym doswiadczeniem niz tradycyjne ¢wiczenia bez Al ololololo
B8 | Zajecia rozwijaly moja umiejetnosé refleksji nad wlasnym mysleniem ololololo
matematycznym.

Czes¢ C. Ocena poszczegolnych elementow modutu

Oceni poszczegdlne czgséci zajeé w skali 1-5 (1 — nieprzydatna, 5 — bardzo przydatna).

Nr | Element zaj¢c 112 |3 (4|5

C1 | Cze$¢ 1 — Wprowadzenie do liczb zespolonych | O[O | O | O | O

C2 | Czes¢ 2 — Postac trygonometryczna ololololo
C3 | Czes¢ 3 — Zbiory liczb zespolonych ololololo
C4 | Quizy i interaktywne testy z Al ololololo
C5 | Refleksja i oméwienie bteddw ololo|lolo

Czesé D. Pytania otwarte

1. Co najbardziej pomogto Ci w zrozumieniu tematu liczb zespolonych podczas pracy
z AI?

2. Co sprawito Ci najwigksza trudnos$¢ podczas pracy z Al?
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3. Jak oceniasz rol¢ Al jako ,tutora” w poréwnaniu z tradycyjnym prowadzacym?

4. Jakie wzorce lub formy pracy (np. quizy, poprawianie bledéw, dialog) byty dla Ciebie
najbardziej warto$ciowe?

5. Czy chcial(a)bys, aby podobne zajecia z Al pojawily si¢ takze w innych przedmiotach
matematycznych? a Tak O Nie a Nie mam zdania
Uzasadnij krétko:

Czesc E. Refleksja koncowa

Na zakoniczenie ocent ogblne wrazenie z pracy z Al w skali 1-10 (1 — bardzo negatywne,
10 — bardzo pozytywne).

Twoja ocena: [ ] /10
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Czy geodezja to matematyka stosowana?
Waldemar Fupinski

Politechnika Biatostocka, Wydzial Budownictwa i Nauk o Srodowisku,
e-mail: w.lupinski@pb.edu.pl

Streszczenie

Matematyka jest niezbedna w zyciu cztowieka. Towarzyszy mu od poczatku istnienia
gatunku Homo Sapiens. Niektorzy dowodza nawet, ze nie jest to domena ,,naczelnych”,
ale inne gatunki przyrody ozywionej, tez w swoim zakresie potrafia liczy¢ czy kalkulowac.
Geodezja w sensie nowozytnym wywodzi si¢ wprost, jako odrebna dyscyplina naukowa,
z matematyki i astronomii. W niniejszej pracy zostanie przedstawionych szereg zagadnien
w skondensowanej formie: zakres zainteresowan geodezji jako dziedziny naukowej
1w wymiarze praktycznym, gléwne techniki i narzedzia pomiarowe, problematyka
opracowania wynikow pomiaru. Gléwng czeScia opracowania bedzie opis zakresu
aparatu matematycznego stosowanego przez geodetg w rozwigzywaniu podstawowych
zadanl ukierunkowanych na okreslenie wyznaczanych wielko$ci oraz doktadnosé tych
obliczen. Jest to tematyka wystgpujaca na poziomie $rednim szkolnictwa zawodowego,
m. in. w specjalnosciach: technik geodeta, technik drogownictwa, technik inzynierii
srodowiska oraz na wydziatach geodezyjnych i niektérych wydziatach niegeodezyjnych
w systemie szkolnictwa wyzszego.

Stowa kluczowe: geodezja, matematyka stosowana, rachunki i obliczenia
inzynierskie, jednoznacznie wyznaczalne konstrukcje geodezyjne.

1. Wstep

Wedlug ,Wikipedii” [1]: ,,Geodezja (z jez. greckiego: yf g¢ ,,ziemia”,
daiw daid ,,dziel¢”)  —nauka  zajmujaca si¢  gromadzeniem, przetwarzaniem
i udostgpnaniem danych o Ziemi oraz okreslaniem polozenia i wzajemnych relacji
przestrzennych punktéw na jej powierzchni. Zadaniem geodezji jest stworzenie modelu
powierzchni Ziemi oraz matematycznego opisu punktéw na jej powierzchni,
pozwalajacego na ich jednoznaczne okredlenie w przestrzeni. Wynikiem geodezyjnych
pomiaréw terenowych i1 prac kameralnych (dzialania polegajace na przeniesieniu
wykonanych wczesniej pomiaréw terenowych na mape) sa réznego typu opracowania
graficzne np. mapy czy profile, ale takze dokumenty tekstowe o charakterze prawnym
(np. podczas rozgraniczenia nieruchomosci).”

W praktyce, metodami geodezyjnymi opracowujemy tez 1 Inne ,relacje
przestrzenne”, wykraczajace poza jedynie ,powierzchnie Ziemi”. Na poczatek ,,pod
powierzchnia ziemi” (przez male ,,2”°) - sq to pomiary zwigzane z gleboznawczg
klasyfikacja gruntow, na potrzeby rolnictwa i lesnictwa. Dokonujemy tez pomiaréw
realizacyjnych 1 inwentaryzacyjnych pod powierzchnia Ziemi, wykonujac prace zwigzane
z podziemnym uzbrojeniem terenu (czego owocem jest prowadzona przez geodetdw
Geodezyjna Ewidencja Sieci Uzbrojenia Terenu, w skrécie GESUT). Specyficznym

74



dziatem geodezji jest geodezja gérnicza. Geodezja gérnicza zajmuje si¢ ona pomiarami
zwigzanymi z metodami odkrywkowymi np. przy wydobyciu wegla brunatnego, torfu,
piasku, zwiru, gliny itp., ale tez realizacja tuneli podziemnych, jak réwniez tyczeniem
realizacyjnym oraz inwentaryzacja: szybow, korytarzy i wyrobisk w kopalniach
glebinowych surowcow naturalnych i mineralnych jak np. wegiel kamienny, czy tez rudy
metali - w tym miedzi, cynku, otowiu, stebra, ztota, platyny itp.

Od tysiecy lat interesujemy si¢ badaniem tez itego co znajduje si¢ ponad
powierzchnia, czyli atmosfera Ziemi, zwlaszcza z jej gérnymi partiami w postaci
termosfery, gdzie mamy wigkszo$¢ sztucznych satelitow. Od czaséw faraondéw (a moze
i wezesniej) badamy kosmos. Sporo obiektow w poblizu Ziemi w naszym Ukladzie
Slonecznym zostalo poddanych badaniom (na przyklad technikami optycznymi,
radiowymi i innymi z powierzchni naszej planety, czy to za posrednictwem obserwacji
z satelitéw na orbicie, czy to bezzalogowych czy zalogowych misji kosmicznych).

Wspomniane tu wielokrotnie kwestie uzycia metod geodezyjnych wymagaja
w konsekwencji uzycia metod matematycznych. Bo sam pomiar, nawet wykonany
z najwicksza precyzja i staraniem, bedzie mial warto$¢ zerowa - bez jego odpowiedniego
opracowania. Na to zwracamy uwage w dydaktyce.

2. Jakie elementy mierzymy w geodezji

Chociaz wstepny rozdzial zawiera wiele elementéw dotyczacych zakresu naszych
zainteresowarl, prac, ich nieograniczonej przestrzeni, to w tym opracowaniu mozemy
skromnie zapisa¢, ze naszymi gléwnymi przedmiotami pomiarow sa:

- odleglosci,

- katy (poziome i pionowe),

- przewyzszenia.

Cele osiggamy w rézny, zawsze empirycznie sprawdzony sposéb. Mozemy np. stosowac
pomiary bezposrednie np. bezposrednio przykladajac przymiar w postaci ta§my stalowej,
a jak przymiar jest zbyt krétki - to go wielokrotnie odktadamy, dbajac o szczegdly, jak
odpowiednie wytyczenie w mierzong lini¢ pomiarowa, odpowiednia sit¢ naciggu itp.
Zwykle zalezy nam na odlegto$ciach zredukowanych do poziomu, wigc w terenie
pochylym - mierzymy ,,metoda schodkows”. Pojawia si¢ tu motyw dokladnosci pomiaru.
Jako miare¢ doktadnosci podajemy biad wzgledny pomiaru. Ksztattuje si¢ on od 1:2000
(uzycie tasmy ze szpilkami, ktérymi zaznaczamy kolejne odlozenia ta§my) do 1:10000.
Jezeli podczas pomiaru tasma zamiast szpilek uzyjemy wskaznikéw, do naciagania tasmy
uzyjemy dynamometru oraz zmierzymy temperature tasmy podczas pomiaru
i wprowadzimy poprawke na rozszerzalnos¢ liniowa stali - w tzw. ,temperaturze
komparacji” tasma stalowa powinna mie¢ standardowo dlugos¢ 20,000 m. W skrajnie
niskich czy wysokich temperaturach moze mie¢ mniejszg lub wigksza faktyczna diugosé.
Sa tez tasmy o dlugosci 50,000 m, tam te wyniki ,,sq ciekawsze”, zwlaszcza jak przy
pomiarach kolejowych polozymy upalnym latem tasmg na szynie. Metoda pomiaru ta§ma
w geodezjl, szczerze mowiac, posiada dzi§ charakter historyczny. Przy prostych
pomiarach wykorzystujemy ruletki geodezyjne (Rys. 1).
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Rys. 1. Przyktadowa ruletka geodezyjna, Nivel System ST-50B
Zrédlo: prospekt reklamowy sklepu firmy Topcon [2].

Przyktad szpilki geodezyjnej jest przedstawiony na Rys.2 Standardowe diugosci to 30 lub
50 cm.

Rys. 2. Szpilki geodezyjne
Zrédlo: prospekt reklamowy sklepu firmy Pomiar24 [3].

Istnieje tez wiele posrednich metod pomiaréw odleglosci, gdzie wykorzystywane sq
podstawowe wilasciwosci optyki zwigzane ze zjawiskiem paralaksy. Nowoczesniejsze
metody pomiaréw wykonujemy przy uzyciu dalmierzy. Jest cale spektrum rozwiazan
konstrukeji tych dalmierzy, opartych na réznych ideach z zakresu zjawisk fizycznych:
mierzg czas miedzy wyjsciem fali emitowanej przez dalmierz, odbiciem si¢ od mierzonego
celu 1 powrotem do instrumentu; badaja réznice faz miedzy fala wychodzaca
1 powracajaca; mierza stopien rozproszenia fali wychodzacej i odbitej.

Podobnie, rézne techniki i technologie wykorzystywane sa przy pomiarach katowych
oraz pomiarach wysokosciowych czy skaningu laserowym. Podobnie jest z pomiarami
w technologii GPS. Problem sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu trzech réwnan
z trzema niewiadomymi w jednoznacznie wyznaczalnym minimalnym wariancie, jak we
wzorach ponizej:

\/(x1 —x)P2+ -+ (z—2)P2=n
\/(Xz =X+ -2+ (z,—2)*=r1, O
\/(Xs =)+ (3 —y)P2+(z3—2)=r;
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Geometria tak rozwiazywanego ukladu podana jest na Rys. 3, gdzie mierzony punkt
wyraza tréjka szukanych wspdlrzednych (x,y,z), jak tez satelity: 1,2,3 o znanych
wspolrzednych, na biezaco podawanych i korygowanych przez globalny uktad obserwacji
ikonserwacji tego systemu geocentrycznego. W efekcie, po okresleniu wartosci wektordw
1y, 1y i 13, potrafimy okresli¢ wspotrzedne dowolnego punktu na powierzchni Ziemi.

(z2,y2,22)
VA 2 (:c3,y3,23)
3
1 T2
“~ ‘1'1 7‘3
(z1,y1,21)
(z,y,2) x
Y

Rys. 3. Geometryczna idea pomiaréw GPS
Zrédto: opracowanie wlasne

Oczywiscie tych ,,widocznych” satelitow podczas pomiaru mamy kilkanascie, czasami
i wiecej. Pierwotnie zakladano liczbe 24 satelitow, aby pomiary w systemie GPS byly
mozliwe (zakladal to system amerykaniski, obecnie jest w nim 50 satelitow). Mamy tez do
dyspozycji system GLONASS, zarzadzany przez Wojska Kosmiczne Federacji Rosyjskiej
z 24 satelitami oraz rozbudowywany projekt Europejskiej Agencji Kosmicznej (ESA),
noszacy nazwe ,,Galileo”, z 30 satelitami. Istnieje tez chidski projekt ,,Compass” i indyjski
Indial Regional Navigational Satelite System (IRRSS). Obserwacje nadliczbowe sa
wykorzystywane do podniesienia doktadnosci wykonanych pomiaréw oraz do analizy
bledéw i wyznaczenia dokladnosci okreslenia pozycji punktow.

Oczekujemy na kolejna generacje tej technologii satelitarnej. Wewnatrz budynkéw,
w zacienieniu przez drzewa, przy tym podobnych przeszkodach, odbiorniki satelitarne
dotychczasowych generacji nie radzily sobie, albo radzily sobie... doé¢ §rednio. Wdrazany
jest system odporny na te problemy, mozliwy do zastosowania nawet wewnatrz
pomieszczett w budynkach o konstrukeji zelbetowej lub kilka czy kilkanascie metréw pod
ziemia.

3. Geodezja a matematyka

Jak juz wyzej wspomniano, geodezja jako odrebna dziedzina, wylonita si¢
z matematyki 1 astronomii. Mozna tu przytoczy¢ wiele przyktadéw wybitnych uczonych,
miedzy innymi: Arystotelesa (wprowadzit pojecie ,,geodezji”), Pitagorasa, G. Merkatora,
P. Nuneza, J. F. Fernela, W. Sneliusa, C. F. Gaussa, J. L. Lagrange’a, P. de Laplace’a,
A. Cauchy’ego. Na polskim gruncie znaczaca role odegrat J. Brozek, tworzac w 1610
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roku Katedr¢ Geodezji na Akademii Krakowskiej. Osobnej uwagi wymaga postaé
S. Grzepskiego, ktéry w roku 1566 opublikowal pierwsza ksiazke techniczng wydana
w jezyku polskim: ,,Geometria to jest miernicka nauka” Rys. 4.

GEOMETRIA
To 1eff/
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L. dsars Andryforvic wybial,.

Rys. 4. Karta tytutowa ksiazki Stanistawa Grzepskiego
Zrodto: [4].

Wspodlczesnie, rozwigzujac matematyczne problemy w geodezji, korzystamy z ksigzek
i podrecznikéw publikowanych w jezyku polskim przez wybitnych profesorow:
S. Hausbrandta [5], A. Skoérczynskiego [6] 1 [7], K. A. Czarneckiego [8],
J. T. Wedzonego [9]. Cickawa pozycje stanowi tez ksiazka Z. Kuratowicza [10].

4. Jakich dziatéw matematyki potrzebujemy?

Aktualnie autor pracy prowadzi zajecia na kierunku Budownictwo, z przedmiotu
,»Geodezja inzynierska”, na kierunku Ingynieria Srodowiska z przedmiotu ,,Geodezja 1 GIS”
na kierunku  _Arhitektura  krajobrazn  z  przedmiotu ,,Geodezja (kartografia
i fotointerpretacja)” oraz na kierunku Gospodarka przestrzenna z przedmiotéw: ,,Mapy
numeryczne”, ,,Gospodarka nieruchomosciami”, ,,Kataster nieruchomosci”, ,,Rynek
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nieruchomosci”, ,,Zarzadzanie nieruchomosciami”, ,Urzadzanie terenéw rolnych
ilesnych”. Wszystkie te dzialania sa zwiazane z konieczno$cia stosowania metod
matematycznych. Ponizej podano hastowo dzialy matematyki realizowane podczas zajec
prowadzonych przez autora tego artykutu:

- algebra: w zakresie umiejetnosci rozwigzywania réwnan liniowych i kwadratowych;

- geometria: zaleznosci miarowe podstawowych figur i bryt;

- trygonometria: postugiwanie si¢ funkcjami trygonometrycznymi w  obliczeniach,
twierdzenia: sinuséw, cosinuséw, Pitagorasa;

- geometria analityczna: gtéwnie na plaszczyznie: wspotrzedne punktu, réwnanie prostej,
punkt przecigcia prostych, rownanie okregu, obliczenie powierzchni konturu
wyznaczonego lamang zamknieta ze wzoru Gaussa;

- rachunek rézniczkowy: pochodne czastkowe, niezbedne do uzycia w Prawie Gaussa
przenoszenia si¢ bledéw $rednich.

Jest to mocno uproszczony spis. Przykladowo prawo Gaussa przenoszenia bledéw
srednich jest wykorzystywane podczas analizy doktadnosci juz wykonanych pomiaréw
albo jeszcze na etapie ich planowania. Te zadania, z punktu widzenia matematyka, maja
charakter trywialny. Pokazano tu jednak uzyteczno$¢ tego, czego si¢ dotychczas studenci
nauczyli lub co powinni opanowaé (zdobywajac ,kompetencje matematyczne”).
Standardowo otrzymujq ,,zadanie z zyrafa”. Zadanie polega na wyznaczeniu wysokosci
obiektu, majac trzy zmierzone wielko$ci oraz bledy $rednie ich wyznaczenia (réwnie
dobrze - moze to by¢ wysoko$¢ np. drzewa, budynku, komina), Rys. 5. Najlepiej radza tu
sobie studenci z kierunku architektura krajobrazu i kierunku gospodarka przestrzenna.
Taka ,,biezaca notatke” prowadzi tylko ok. 30% studentow, do tego ok. 20% prowadzi
,dokumentacje fotograficzng”’, wykonujac zdjecia komérkami lub tabletami.

Rys. 5. Autorski rysunek na tablicy,,obrazek z zyrafa”, prezentujacy uzytecznos§¢ niwelacji metoda
trygonometryczna. Zmierzone D, By, Bo. Hyyrqry = Hy + Hy, potem wyprowadzamy analiz¢ bledow
opierajac si¢ o prawo przenoszenia bledow Gaussa

Zrédlo: archiwum prywatne.

Oprécz przedmiotu ,,Mapy numeryczne”, gdzie mamy pracowni¢ komputerowa
z adekwatnym oprogramowaniem (bazujemy tu gléwnie na programie WinKalk - do
podstawowych obliczen XY oraz XYH wspolrzednych punktéow wyznaczonych na
podstawie pomiaréw réznymi metodami, z mozliwo$ciami projektowania w rozsadnym
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zakresie tematycznym, jak tez programie MikroMap - tu wykonujemy cze$é graficzna
opracowania projektu, wraz z automatyczng interpolacja warstwic), positkujemy si¢
kalkulatorami naukowymi. No i tu tez si¢ wspolnie uczymy pewnych funkcji kalkulatora.
Studenci pracuja na wilasnych kalkulatorach, roznych firm, w réznych konfiguracjach.
Czesto bazuja na tych zainstalowanych w smartfonach czy i-phonach. Na poziomie
dodawania czy odejmowania sobie radza. Gorzej jest z obliczaniem wartosci funkcji
trygonometryczaych. Chodzi tu o jednostki w jakich wyrazamy wartosci katow.
W standardzie szkoly podstawowej i $redniej - jest to miara stopniowa (tak maja
wyskalowane katomierze), co$ tez styszeli o radianach, wiedza ze 14 marca obchodzony
jest Dgzieri Liczby 7 Podczas zaje¢ wprowadzamy tez dodatkows jednostke katows
dziesi¢tna w postaci gradéw. Kazdy kalkulator naukowy posiada mozliwo$¢ zmiany trybu
jednostek katowych. Ewentualne przeliczenia tez sa proste: 27 = 3600 = 400s. Czyli
wprost: 18 = 0,9%. Albo 1° = 10/9s. Podobnie jak w jednym radianie mamy 63,66208
w mierze gradowe;.

Powyzsze wywody wydaja si¢ ,,sztuka dla sztuki”, ale w standardach jednostek
katowych uzywanych w Polsce w geodezji - mamy miar¢ gradowa. Stad wszystkie
wytwarzane dokumenty np. w toku budowy i zataczane do dziennika budowy beda miaty
katy wyrazone w gradach. Taka jest specyfika zawodéw inzynierskich.

Odnosnie geometrii analitycznej... To wszystkie nasze opracowania sa z nia zwiazane.
Realizacja obiektow inzynierskich odbywa si¢ w powigzaniu z granicami nieruchomosci,
zdefiniowanymi przez wspolrzedne ortogonalne prostokatne w aktualnie obowigzujacym
Pasistwowym Uktadzie 2000. Podstawy tego ukladu opracowal prof. dr inz. Jan Panasiuk
(zainteresowanych tematem odsytam do [11]). Profesor Panasiuk zajmowal si¢ gléwnie
kartografia matematyczna, teoria odwzorowan kartograficznych i innymi pobocznymi
zagadnieniami w tej tematyce.

5. Inne nasze zadania

Od kilku lat uczestniczymy w Ogolnopolskim Konkursie ,,Matematyka stosowana”.
Jest on skierowany do uczniéw szkoét $rednich. W finale Konkursu kilkadziesiat zespoldw
dwuosobowych (okoto 25 zespoléw, w zaleznosci od wynikéw kwalifikacji +/- 10)
rozwigzuje w sumie siedem zadad, [12]. Stanowimy jeden z etapéw Konkursu - na
Wydziale Budownictwa i Nauk o Srodowisku, czyli obstugujemy 1/7 Finatu Konkursu.
Zwykle zadania te sa zwiazane z geodezja, maja wymiar teoretyczny (wstep, wyjasnienie
problemu), czasami sa zwigzane z pomiarem w dostepnej podczas pracy przestrzeni,
czasami trzeba co$§ pomierzy¢ na mapie, bywa tez ze sq juz jakie§ dane pomiarowe.
W kazdym z przypadkéw trzeba dokonac adekwatnych obliczen (najczesciej zwiazanych
z okreslaniem warto$ci funkcji trygonometrycznych). Na ile uwazamy to za stosowne -
podajemy wzory do obliczen (bo uczestnicy moga miec ze sobg tablice matematyczne).

Ponizej przedstawiam kilka przyktadéw zadan konkursowych. Pierwsze zwiazane jest
z niwelacja linii kolejowej dwutorowe;.

Zadanie 1. Okresl wysokosci (rzednych) charakterystycznych punktéw podtorza,
nasypéw, odwodnieft (punkty zaznaczone na czerwono na Rys.6). Odleglosci podano
w metrach, odczyt z laty ,,1296” jest w milimetrach. Nachylenia zostaly podane jako
tangens spadku lub w procentach.

80



|1ata niw elacyjna
iskrajnia toru lewego skrajnia toru prawego

11,50

odczytzfaty "1296" [~ |

3,50 [ toru Ieiwego 4,50 0$ IOfiJ prﬁwega 3,50

2,70 4 3 2,70
= 0§ trasy —

045 260 | 2,60 0,45

in, sursis= 122,222 + n (gdzie n=nr grupy [m])

¥
poziom odniesienia

Rys. 6. Zadanie zwiazane z niwelacja linii kolejowej dwutorowej. Chodzilo tu o okredlenie wysokosci
(rzednych) charakterystycznych punktéw podtorza, nasypéw, odwodnien. Odleglosci podano w metrach,
odczyt z taty ,,1296” jest w milimetrach. Nachylenia podano jako tangens spadku lub w %.

Zr6dto: archiwum prywatne.

W tym zadaniu (Rys. 6), zta kalibracja niwelatora generowala blad systematyczny
pomiaru, ktéry nalezato wyliczy¢ i uwzgledni¢ jako poprawke do obserwacji. Zrédlem
btedéw byto wychylenie kompensatora, niwelator nie realizowal teoretycznej poziomej
osi celowej. Mechanizm dziatania niwelatora samopoziomujacego pokazano na Rys. 7:
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Rys. 7. Schemat budowy niwelatora samopoziomujacego
Zrédlo: archiwum prywatne.

Zadanie 2. Zaprojektuj podjazd do budynku. Na Rys.8 przedstawiony jest przekro;
pionowy, na Rys. 9 widok przestrzenny, a na Rys.10 rzut na plaszczyzne pozioma.
Zgodnie z parametrami podanymi na rysunkach wyznacz dlugos¢ promienia tuku
kotowego R, tak aby zredukowal procent nachylenia tego podjazdu (ograniczenia
przestrzenne, granica dziatki).
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Tego typu rozwigzania stosowane sa powszechnie, np. przy podjazdach na wiadukt.
Ostro$¢ spadku podjazdu redukuje si¢ tukiem kotowym badz krzywymi przejsciowymi.

Rys. 8. Schemat problemu. Lewy dolny punkt (przy kacie a) jest w granicy dzialki z droga. Prawy gérny
punkt - tam musimy dotrze¢ z podjazdem
Zrédlo: archiwum prywatne.
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Rys. 9. Przestrzenny widok problemu obliczeniowego
Zrédlo: archiwum prywatne.
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Rys. 10. Proponowane ztagodzenie nachylenia podjazdu poprzez poprowadzenie go nie w linii prostej ale
po tuku

Zrédto: archiwum prywatne.
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Rys. 11. W toku zadania uczestnicy dokonywali pomiaru katéw pionowych wg schematu
Zrédlo: archiwum prywatne.

Zadanie 3. (Podzial dziatki nr 515) Nalezy obliczy¢ powierzchnie dziatki 515 oraz
wynikowych dziatek 515/1 i 515/2. Wpisa¢ na szkicu miary, tzw. czoléwki w liniach
wykropkowanych. Dane sa wspotrzedne punktéw 100, 101, 330, 331 (Rys.12). Wynikowe
dziatki 515/1 i 515/2 maja by¢ trapezami, przy czym dziatka 515/2 ma byé
réwnolegtobokiem.
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Rys. 12. Zadanie: podzial dzialki nr 515. Dane byly wspélrzedne punktéw 100, 101, 330, 331. Wynikowe
dziatki 515/1 1 515/2 mialy by¢ trapezami, ptzy czym dziatka 515/2 miata by¢ réwnolegtobokiem.
Nalezalo obliczy¢ powierzchnig¢ dziatki 515 oraz wynikowych dziatek 515/11515/2 oraz wpisaé na szkicu
miaty, tzw. czoléwki w liniach wykropkowanych

Zrédto: archiwum prywatne.

W jednym z prostszych zadanl, pokusiliémy si¢ o obliczenie powierzchni potaci
dachowych, w prostym w konstrukcji dachu kopertowym Rys. 13.

Zadanie 4. Oblicz powierzchni¢ potaci dachowych zwymiarowanych na Rys. 13. oraz
koszt zakupu dachowki.

ZadaliSmy w mierze stopniowej spadki polaci dachowych. Dodalismy tez problem
gasioréw. Kolejnym zadaniem bylo zakupienie blachodachéwki z 25% zapasem, zakup
gasioréw o odpowiedniej dlugosci (tu tez podalismy orientacyjne koszty zakupu tych
materiatéw budowlanych). Zgodnie z katalogami wyceny robét budowlanych (prace
dekarskie), podaliSmy tez cennik wykonania tych prac, co uczestnicy Konkursu powinni
uwzgledni¢ (bo ostatecznym efektem byly te koszty, z tolerancja +/- 15%).
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Rys. 13. Obliczenie powierzchni potaci dachowych i kosztu ich wykonania
Zr6dto: archiwum prywatne.
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Streszczenie

W czasach cyfrowej mliodziezy w artykule poddano analizie dwa istotne obszary
zagadnien, ktorych opracowanie zostalo poprzedzone przeprowadzeniem badania
celowego wsréd 270 uczniéw technikum. Pierwszy umozliwil poddanie analizie poczucia
stopnia wykorzystania wiedzy uczniéw z matematyki w przyszlosci,, natomiast drugi
ukierunkowany zostal na poddanie analizie umiejetnosci wykorzystania sztucznej
inteligencji przez uczniéw wedukacji. W artykule zaproponowano schemat
postgpowania wedlug zasady matych krokéw ukazujacy uczniom potrzebg posiadania
kompetenciji matematycznych wraz z oméwionym przyktadem na poziomie ksztalcenia
studentéw pierwszego stopnia. Zaproponowany zostal rowniez algorytm wykorzystania
sztucznej inteligencji w nauce matematyki opracowany na bazie wynikow
przeprowadzonego badania.

Stowa kluczowe: zastosowanie matematyki, schemat przyrostowego kreowania
potrzeby, zasada wg malych krokéw, kreowanie potrzeby, wykorzystanie Al w nauce
matematyki.

1. Wstep

Pierwszy kontakt z przedmiotem matematyka nastgpuje dopiero w klasie 4 szkoty
podstawowej mimo, iz od przedszkola, a nastgpnie w klasach 1-3 realizowana jest
edukacja matematyczna w ramach nauczania zintegrowanego. Fakt zetknigcia sig,
w klasie 4, z matematyka czesto powoduje weryfikacje kompetencji matematycznych
ucznia. Jezeli dochodzi do blokady matematycznej w klasach 4-7, to uczen stajacy przed
egzaminem 6smoklasisty czuje si¢ bezradny, a rodzice aby rozwiazaé¢ problem wysylaja
dziecko na korepetycje. Kolejny szok nastepuje w szkole ponadpodstawowej,
w szczegblno$ci w  technikach 1 szkotach branzowych. Wéréd uczniéw kréluje
twierdzenie: ,,po co mi to”, ,,po co mi ta matematyka”, ,,przeciez umiem liczy¢”, ,,poradze
sobie w sklepie”. W momencie zwatpienia uczen przewaznie otrzymuje informacje
zwrotna, iz taki jest program nauczania 1 chcac ukonczy¢ szkole musi znaé tresci
programowe. Z kolei w technikach oraz w liceach dodatkowy argument to fakt
koniecznosci zdania matury z obowiazkowej matematyki w zakresie podstawowym, by
mébce péjsé na studia.

Mankamentem poczynionym u podstaw nauczania matematyki jest brak
uzmystowienia uczniom, iz ucza si¢ tego przedmiotu, poniewaz jest on niezbedny w zyciu
zawodowym. Tym samym absolwent szkoty branzowej, technikum, liceum oraz uczelni
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wyzszej zobowigzany jest posiada¢ niezbedny zakres kompetencji matematycznych
zgodny z zawodem, ktéry wykonuje. Skoro podstawsg istnienia kazdego z zawodow jest
matematyka, co potwierdza, iz jest ona krélowa wszystkich nauk, to dlaczego obserwuje
si¢ tak globalng niech¢¢ do poznawania tre$ci matematycznych i pozyskiwania
kompetenciji matematycznych? Kluczem do rozwigzania problemu z pewnoscia moze
by¢ wykazanie uczniom istudentom potrzeby nauki matematyki. Dodatkowym
sktadnikiem demotywujacym ucznidéw i przysztych studentéw do poszerzania swoich
kompetencji w zakresie umiejetnosci matematycznych jest obecna tatwos$é poszukiwania
rozwigzafi z wykorzystaniem Al, jednak bez gwarancji ich poprawnosci.

2. Podreczniki i ich transformacje

Wstep do matematyki | 1], Rachunek rogniczowy i catkowy dla potrzeb priyrodnikdw i technikdw
21936 roku (3], czy Rachunek rdézniczkowy icatkowy z 1929 roku [2], to podreczniki
odzwierciedlajace jak zmienia si¢ podejscie spoleczne do nauczania matematyki.
Analizujac niniejsze podreczniki poznajemy przez kolejne strony klasyczne, rzeczowe
i szczegdlowe wyjasnienie poszczegdlnych zagadnient matematyki, w 6wezesnym czasie
obowigzujacych na tym samym poziomie dla réznych etapéw edukacyjnych. Co wigcej
tylko w jednej z nich, wystepuja tylko dwa nawigzania potwierdzajace wykorzystanie
prezentowanych tre$ci w codzienno$ci, a mianowicie rozwazony zostal przypadek
ugiccia preta [3, s. 141-142], gdy obciazenie usytuowane jest na koficu preta oraz w jego
srodku. Skoro publikacja ta dowodzi braku eksponowania praktycznego zastosowania
matematyki w zyciu codziennym i zawodowym to dlaczego spoleczenistwo pragneto
zaglebia¢ si¢ w tajniki matematyki a dzi§ nie? Sedno problemu lezy w motywacji,
potrzebie ipowszechnej wygodzie. Gdy prym wiodla tacina bylo w dobrym tonie
akcentowanie swego wyksztalcenia humanistycznego 1 nawet swej matematycznej
nieudolnosci, jednak okres 1960-1980 zmienit podejscie spoleczne do kompetencii
matematycznych. Spoleczefistwo uznato za kluczowe dla statusu spolecznego
powolywanie si¢ na ukonczenie szkoly $redniej w prestizowych klasach z matematyka
jako gtéwnym przedmiotem [4]. Obecna seria akademicka wydawnictwa GIS to jeden
z najbardziej rozpoznawalnych zestawow podrecznikéw w Polsce w $rodowiskach
politechnicznych i uniwersyteckich.

Tab. 1. Poréwnanie struktur podrecznikéw do matematyki w latach czterdziestych XX wieku
z podrecznikami publikowanymi w latach dwudziestych XXI wieku

Podrecznik do matematyki

lata czterdzieste XX wieku

Podrecznik do matematyki

lata dwudzieste XXI wieku

Brak rozréznienia pozioméw -
podreczniki byly pisane dla ,,wszystkich
zdolnych”, bez wyraznego podzialu na
poziom podstawowy i rozszerzony.

Podejscie Podejscie formalne i klasyczne — Podejscie problemowe i kontekstowe -
dominowaly definicje, twierdzenia matematyka jako narzedzie do
i dowody bez kontekstu praktycznego rozwiazywania realnych probleméw.
Poziomy Zréznicowanie pozioméw i Sciezek

edukacyjnych: zakres podstawowy,
rozszerzony, podstawowy,
ponadpodstawowy (branzowy, technika,
licea ogdlnoksztatcace), zawodowy,
akademicki.
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Podrecznik do matematyki

lata czterdzieste XX wieku

Podrecznik do matematyki

lata dwudzieste XXI wieku

recznie rysowane. Brak dostepu do
zrédet: podrecznik byl jedynym

Nacisk Nacisk na pamigciowe opanowanie Wspieranie myslenia, nie pamieci:
materiatu - uczniowie musieli znaé uczniowie moga korzystac z tablic
wzoty i twierdzenia ,,na wyrywki”. wzordw, kalkulatoréw, aplikacji.

Zadania Zadania typowo abstrakcyjne = Zadania osadzone w rzeczywistosci: np.

,udowodnij, ze ... ,,- bez odniesienia ,»Oblicz koszt leasingu samochodu przy
do zycia codziennego. oprocentowaniu 5%”.

Forma i Druk typograficzny: ksiazki byly Kolorowe wydania z grafika komputerows;

dostepnosc czarno-biale, czesto bez ilustracji lub wykresy, schematy, infografiki. E-booki,

aplikacje, platformy edukacyjne a
podrecznik to tylko jedno z wielu narzedzi.

zrédlem wiedzy.
Interaktywnos¢: zadania z kodami QR,
dostep do filméw, symulacji, quizéw.

Zrédlo: opracowanie wlasne

Od 2000 roku seria ta przeszla szereg zmian — zaréwno merytorycznych, jak
iedytorskich — ktére odzwierciedlaja ewolucje potrzeb edukacyjnych studentéw
kierunkéw $cistych i technicznych. Setia Analiza matematyezna autorstwa M. Gewerta
iZ. Skoczylasa do 2025 roku [5-8] to przede wszystkim rozbudowa struktury serii.
Od poczatku XXI wieku kazdy z toméw doczekal si¢ wielokrotnosci wydan, co §wiadczy
o ich ciaglej aktualizacji 1 popularnodci. Z istotnych zmian merytorycznych nalezy
wskaza¢ ujednolicenie definicji 1 twierdzen — w nowszych wydaniach (po 2015 r.)
wprowadzono bardziej spéjne oznaczenia i precyzyjne sformutowania twierdzen. Mozna
tez dostrzec dodanie przyktadéw praktycznych, poniewaz od okoto 2018 roku
w zadaniach pojawiaja si¢ konteksty fizyczne, ekonomiczne i techniczne (np. przeplyw
cieczy, optymalizacja kosztow, modelowanie temperatury). Nastapilo réwniez
rozszerzenie dzialéw o zastosowania — np. w rozdziale o catkach oznaczonych dodano
zadania dotyczace zastosowan w geomettrii 1 fizyce. Seria podrecznikéw GIS to przyktad
podrecznikéw, ktére nie tylko przetrwaly probe czasu, ale tez aktywnie dostosowywaly
si¢ do zmieniajacych si¢ potrzeb edukacyjnych. Drzigki regularnym aktualizacjom,
dodawaniu praktycznych kontekstow irozbudowie struktury, ksiazki te pozostaja
obecnie istotnym narzedziem nauczania analizy matematycznej. Seri¢ podrecznikéw
z analizy matematycznej uzupelnia réwnie rozbudowana 1 doceniana seria podrecznikéw
z algebry liniowej i geometrii analitycznej autorstwa T. Jutlewicz i Z. Skoczylas [9-12].
Do 2020 roku kolejne wydania to przede wszystkim aktualizacja tresci i rozbudowywanie
sttuktury  serii. Dodano  wigcej zadad  egzaminacyjnych i praktycznych,
np. z zastosowaniami w fizyce, informatyce, ekonomii, projektowaniu technicznym.
Kolejne wydania obu serii ewaluowaly z klasycznej, akademickiej prezentacji tresci do
ukltadu bardziej modularnego, z podzialem na bloki tematyczne. Wydania niestety majq
nadal ograniczony zasi¢g praktyczny, poniewaz obecnie przykladowe zastosowania
prezentowane sq w zadaniach na koficu omawianego materialu co potwierdza brak
czynnika motywacyjnego do przyswajania tresci.

Istotng réznica w motywacji pomiedzy uczniem a studentem jest fak, iz uczen do 18
roku zycia ma obowiazek nauki, astudent chcac uzyska¢ wyzsze wyksztalcenie
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w obranym przez siebie kierunku musi zaliczy¢ kazdy obowiazkowy i obrany kurs, wiec
traktuje matematyke jako niezbedne zto konieczne. Brak uzmystowienia praktycznego
zastosowania matematyki dostrzegany jest w literaturze jako jeden z czynnikdéw
demotywujacych do nauki matematyki, usprawiedliwiany jednoczesnie faktem
wystepowania w spoleczefistwie tzw. ,,humanistow” i ,,umysléw Scistych” [13]. Z kolei
[14] podaje, jako istotny motywacyjny czynnik kreowania kompetencji matematycznych,
motywacje autonomiczng oparta na dokonywaniu wyboru, samodzielnym mysleniu,
wzmacnianiu poczucia kompetencji i przynaleznosci, oceny wlasnych pomystow, ale
irozwigzywaniu zadan problemowych i otwartych z realnymi sytuacjami. Strategie
rozwijania motywacji autonomicznej poddane analizie oraz wzmocnienie
samoukierunkowania potwierdzity zasadno$¢ prezentacji treSci matematycznych
w sytuacjach odzwierciedlajacych Zycie. Cho¢ zaszta ogromna zmiana (Tab.1), ktora
redefiniuje rol¢ szkoly, nauczyciela i samej nauki, zapoczatkowana w latach
czterdziestych XX wieku, nadal wymagana jest dalsza transformacja. Wiedza, do ktérej
kiedy$ dostep mieli nieliczni, dzi$ jest powszechnie dostgpna.

Tab. 2. Poréwnnie zalozed nauczania matematyki w latach czterdziestych XX wieku oraz w latach
dwudziestych XXI wieku

Aspekt Lata czterdzieste XX Lata dwudzieste XXI wieku
wieku
Rola nauczyciela Autorytet, Wyktadowca Mentor, Przewodnik, Moderator
Rola ucznia Odbiorca wiedzy Aktywny uczestnik procesu uczenia
Cel nauczania Opanowanie teorii Rozwigzywanie probleméw, stosowanie
wiedzy, kompetencje
Zastosowanie matematyki Gléwnie akademickie Praktyczne, zawodowe,
interdyscyplinarne

Zrédlo: opracowanie wlasne

Zmienila si¢ réwniez forma prezentacji, gdyz przestata by¢ juz wartoscia narzucona
z gbry przez nauczyciela. Obecnie uczen poszukuje powoddéw dla ktérych musi lub
powinien si¢ nauczy¢ wskazanych tresci. Uczniowie poszukuja odpowiedzi na pytanie
,»po co mi to?”, gdyz nauczyciel przestal by¢ niekwestionowanym autorytetem (Tab.2).

Warto zauwazy¢, ze skoro struktura klasyfikacji zawodéw zawarta w Rozporzadzeniu
Ministra Edukacji Narodowej z dnia 15 lutego 2019 roku [15] w sprawie ogélnych celéw
i zadatr ksztalcenia w zawodach szkolnictwa branzowego oraz klasyfikacji zawodow
szkolnictwa branzowego obowiazuje od 1 wrze$nia 2019 roku, uwzglednia specyfike
umiejetnoéci zawodowych lub zakres, w jakim umiejetnodci te sa wykorzystywane
podczas wykonywania zadan zawodowych, to réwnie istotnym jest pokazanie przysztym
absolwentom ich zapotrzebowania na wiedz¢ matematyczna. W dobie Przemystu 4.0
wykorzystujacego interdyscyplinarne zastosowanie matematyki, uczniowi jest jeszcze
trudniej to dostrzec. Uczen potrzebuje uzmystowienia na przyktadach jakim narzedziem
jest matematyka, i ze z jej pomoca mozliwe jest rozwigzanie probleméw w zawodzie,
w ktorym si¢ ksztalci.
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3. Opis proby badawczej

W ramach anonimowej ankiety skierowane do uczniéw zostaly dwa obszary
zagadnien. Pierwszy umozliwil poddanie analizie poczucia wykorzystania wiedzy
uczniow w przyszlodci, natomiast drugi ukierunkowany zostal na poddanie analizie
umiejetnosci wykorzystania sztucznej inteligencji w edukacji. Analiza wskazanych
zagadnien zostala przeprowadzona na probie celowej. Celowo$¢ proby zostata okreslona
ze wzgledu na fakt istotno$ci dotarcia do mlodziezy ksztalcacej sie w szkolach
ponadpodstawowych, w szczegélnodci okreslonej wstepnie zawodowo. Taka mtodzieza
sq osoby uczace si¢ w technikach czyli osoby, ktére po zakoniczeniu pigcioletniego cyklu
ksztalcenia i zdaniu egzaminéw w wymaganych kwalifikacjach uzyskuja tytul technika
w zawodzie, w ktérym si¢ ksztalcg oraz maja mozliwo$¢ przystapienia do matury. Po jej
zdaniu moga aplikowaé na studia. Badanie zostato przeprowadzone z wykorzystaniem
anonimowej ankiety przeslanej do wszystkich uczniéw szkoly za posrednictwem
dziennika. W badaniu wzigto udziat 270 ucznidéw. Sposréd respondentéw 127 oséb
stanowily kobiety co stanowi 47% oraz 143 mezczyzn (53%). Szacowana $rednia wicku
respondentéw to 17 lat uwzgledniajac liczbe respondentéw w poszczegdlnych klasach
i ustawowy wick ucznia w danej klasie, natomiast odchylenie standardowe wyniosto 3,79.
Badanie zostalo przeprowadzone w pierwszym tygodniu wrzesnia 2025 w jednym
z technikéw w wojewddztwie lubuskim.

3.1. Poczucie mozliwosci wykorzystania wiedzy matematycznej w Zyciu
zawodowym

Absolwent szkoly ponadpodstawowej, po zdaniu matury, podejmujac studia
powinien z optymizmem patrzy¢ w swoja przyszios$¢ i z prze§wiadczeniem potrzeby
posiadania wiedzy kroczy¢ przez caly okres studidw.

Celem badania bylo okreslenie przeswiadczenia uczniéw technikum wobec
zasadnos$ci nauki matematyki wzgledem jej wykorzystania w przyszlej pracy zawodowej.

25%
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20% 13% o 119 14%439;
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Rys. 1. Poczucie wérdd ucznidéw czy matematyka bedzie miata praktyczne wykorzystanie w zawodzie
w ktérym uczniowie si¢ ksztalca z uwzglednieniem klasy do ktérej uczeszeza uczen
Zr6dlo: opracowanie wlasne na podstawie badania.

Podejmujac wskazany cel badan postawiono nastepujaca hipoteze, iz uczniowie klas
czwartych 1 piatych technikum w wickszym stopniu niz uczniowie klas mtodszych (1-3)
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dostrzegaja zasadnos¢ nauki matematyki w kontekscie jej wykorzystania w przysztej pracy
zawodowej.

Badania wykazaly, iz poczucie potrzeby wykorzystania wiedzy matematycznej
w zyciu zawodowym ma zaledwie 66% badanych (Rys.1), a tylko 22% okresla fakt
potrzeby wykorzystywania wiedzy matematycznej jako czesty lub staly (Rys. 2).
Postawiona hipoteza okazala si¢ bledna, poniewaz to klasy trzecie w najwiekszym
stopniu dostrzegaja mozliwos¢ wykorzystania przyswajanej wiedzy w przyszlodci,
natomiast nawet tacznie klasy czwarte 1 piate nie odnotowaly takiej dysproporcji jak
w klasach trzecich, w ktérych przewazajaca wigkszo$¢ jest przekonana o wykorzystaniu
umiejetnosdci w pracy zawodowej (Rys. 1).

24%
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Technikum Technikum Technikum Technikum Technikum

H Nigdy ™ Sporadycznie M Czesto M Zawsze

Rys. 2. Przekonanie uczniow jak czesto w pracy zawodowej uczniowie beda wykorzystywac to czego ucza
si¢ na matematyce z uwzgledniniem stopnia wykorzystania.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie badania.

Odmiennie sytuacja jednak si¢ ksztaltuje, jezeli podda si¢ analizie stopied
wykorzystania wiedzy matematycznej w pracy zawodowej, poniewaz zarowno klasy
trzecie, czwarte i piate uwazaja, ze wiedza ta bedzie wykorzystywana sporadycznie. Majac
na wzgledzie stopiefi wykorzystania, wiedzy najwicksze przeswiadczenie o dalszym
wykorzystaniu umiejetnosci matematycznych posiadaja klasy pierwsze, drugie i trzecie
(Rys. 2). Uzyskane rezultaty pokazuja, iz uczniowie wraz z trwaniem nauki traca
przeswiadczenie o jej zasadnosci.

3.2. Gotowos¢ prezentacji potrzeby znajomos$ci matematyki
Gotowos$¢ prezentacji potrzeby znajomosci i zastosowania matematyki w pracy

zawodowej jest podnoszona w podrecznikach do matematyki zaréwno na poziomie
ponadpodstawowym jak i akademickim.
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Rys. 3. Przyklad 0.10a, Dzial Zbiory i funkcje liczbowe str.15
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Rys. 4. Opracowanie wlasne przyrostowgo sposobu prezentaciji potrzeby na podstawie rozwiazania
przykladu 0.10a, Dzial Zbiory i funkcje liczbowe, str.15-16

Zrodto: [6].

Niestety przyktady praktycznego zastosowania matematyki sa umiejscowione
w podsumowaniu dziatéw lub w zadaniach rozszerzajacych tresci programowe. Analiza
matematyczna 1 Przyklady i zadania [5-7] w pierwszym rozdziale ,,Zbiory i funkcje
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liczbowe” prezentuja pierwszy przyklad zastosowania omawianej w rozdziale wiedzy
dopiero w dziesiatym 1ijedenastym przykladzie co stanowi dwa ostatnie przyklady.
Poddajac analizie pierwszy przyklad 0.10a, (Rys. 3) zgodnie z zasada prezentacji zadan
przyjeta przez autoréw publikacji podany jest przyklad a nastgpnie po przejsciu do
rozwigzafi, prezentowane jest rozwiazanie przykladu. Tradycyjnie idea rozwiazania jest
podanie kluczowych krokéw niezbednych do uzyskania wyniku konicowego, co tez
uczynili autorzy i co jest stusznym podejsciem. Jednak w koncepcji prezentacii potrzeby,
gléwnym zalozeniem ma by¢ prezentacja potrzebnej do poznania wiedzy umozliwiajacej
w przysztosci wykonywanie tego typu zadan, a takze zadan opartych na wiedzy, ktéra
zostanie pozyskana podczas nabywania umiejetnosci rozwiazania danego typu zadania.
Przytoczony przyktad 0.10a, (Rys. 3), i przytoczone jego rozwiazane przez autorow
(Rys. 4) zostalo uzupelnione o komentarz kolorem czerwonym (Rys. 4). Celem dziatania
nie bylo dyskredytowanie zaproponowanego rozwigzania tylko podanie propozycji
prezentacji jak wytlumaczyé stuchaczom potrzebe poznania tresci programowych.
Przytoczony przyklad doskonale nadaje si¢ do wygenerowania zainteresowania os6b
pragnacych w  przyszlosci by¢ m.in. hydraulikami, geodetami, budowlaficami,
projektantami architektury w tym architektury zieleni, gdyz w kazdym z tych zawodéw
istotna jest umiejetno$¢ wyznaczenia takich parametrow jak szeroko$¢ przeplywu czy
przepustowos¢ przeplywu. Stuchacz otrzymuje zadanie, otrzymuje do niego rozwiazanie,
a gléwnym przeslaniem prezentacji tresci sluchaczowi nie jest to jak szczegélowo
rozwigza¢ zadanie, poniewaz nie posiada on jeszcze takich kompetencji by zrozumie¢
sposéb  rozwigzania, lecz posiada wystarczajace kompetencje by zrozumieé¢ tok
postgpowania. Stuchaczowi nalezy wskazaé, iz by moégl poradzi¢ sobie w przysztosci 1 by
posiadal niezbedne umiejetnosci w zawodzie, w ktérym si¢ ksztatci musi przyrostowo
poznaé umiejetnosci, jak w omawianym przykladzie poczawszy od pdl figur plaskich,
poprzez pola i objetos¢ oraz przekrdj poprzeczny bryl, réwnania kwadratowe, funkcje
kwadratowe, itd.

2.3. Zasada matych krokéw — kreowanie potrzeby wykorzystania wiedzy
matematycznej w pracy zawodowej

Ze wzgledu na fakt, iz obecnie poczucie potrzeby poszukiwania i przyswajania wiedzy
wséréd mlodziezy jest bardzo czesto niszczone w  wyniku kuszenia treSciami
i informacjami nacechowanymi przestaniem, iz po co si¢ meczy¢ jak mozna uzyskac ten
sam efekt bez zbednego wysitku, zasadnym jest wprowadzenie niniejszej koncepciji wg
zasady malych krokéw. Schemat Zastosowanie — Zrozumienie — Poznanie —
Wykorzystanie (Rys. 5) obrazuje zasade postgpowania wg malych krokéw. Problem
generowania w sluchaczach potrzeby nie zaistnial obecnie wylacznie na poziomie
akademickim, lecz wystepuje juz w szkole podstawowej. Najwicksze jego nasilenie
nastgpuje jednak na poziomie ponadpodstawowym. Z tego wzgledu zostalo
przeprowadzone badanie pilotazowe w technikum. Zostalo wykazane na tym poziomie
edukacyjnym, Ze u uczniéw wystepuje szczegélnie potrzeba wskazania potrzeby uczenia.
Zasada postgpowania wedlug malych krokéw, zaproponowana zgodnie z opracowanym
schematem, zaklada ukazanie stuchaczowi na kazdym z krokow, gdy nastegpuje
wprowadzanie nowych dziatéw, zwiazku konieczno$ci nabycia podawanych tresci z jego
przyszlodcia.
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Rys. 5. Schemat schemat przyrostowego kreowania potrzeby Zastosowanie — Zrozumienie — Poznanie —
Wykorzystanie

Zr6dto: Opracowanie wlasne

Zestawiajac opis prezentacji tresci (Rys. 5) z zaproponowanym schematem malych
krokéw (Rys.0) nalezy wskazad, iz schemat prezentuje przyrostowy sposéb uczenia.
Zgodnie z zaproponowanym schematem stuchacz na wstepie wprowadzania tematu pola
figur dowie sig, ze dzigki temu bedzie moéglt obliczy¢ ilo§é potrzebnej do zakupienia
podtogi, co powinno go zmotywowaé do zrozumienia, dlaczego tyle pdl figur musi
potrafi¢ liczy¢. Dalej motywacja bedzie dziatac na etapie poznawania tresci, co przyczyni
si¢ do nabycia umiejetnosci niezbednych do wykorzystywania wiedzy w praktyce.
Zainicjowany cykl przyrostowo wyzwalany bedzie do wprowadzania kolejnych tresci,
np. polaiobjetosci bryl wraz z ich przekrojami. Tresci te zostang poprzedzone ponownie
zobrazowaniem praktycznych zastosowan, niezbednym stuchaczom w ich dalszym zyciu
badz w pracy. Odnoszac si¢ do przytoczonego przykladu (Rys. 5) zasadnym jest aby
nauczyciel chcac wprowadzi¢ funkcje kwadratowe, najpierw pokazal uczniom ich
zastosowanie. Moze to uczyni¢ na przykladzie zawodu hydraulika czy inzyniera
srodowiska regulujacego koryto rzeczne. Cheac wyznaczyé ilo§¢ wody jaka przeplywa
przez przekré] w ciggu sekundy, nalezy wyznaczy¢ funkcje kwadratows. Jednak
weczesniej, korzystajac ze wzoru na pole trapezu, pole trojkata, mozna wyznaczy¢ wzor
na pole przekroju poprzecznego a dalej na objetos¢ co umozliwi wyznaczenie
pierwiastkéw réwnania kwadratowego dla przyjetej szerokosci kanalu. Wyznaczenie
wskazanych parametréw oraz przebiegu funkcji pozwoli na narysowanie przebiegu
funkcji kwadratowej. Jednak by mozliwym bylo przeprowadzenie w ten sposéb
rozwigzania, kazdy w pierwszej kolejnos$ci powinien wykazaé si¢ umiejetnosciami
obliczenn na utamkach. Posiadajac te kompetencje, mozna poznaé tresci zwiazane
z obliczaniem pol figur ptaskich. Te umiejetnosci pozwolg kazdemu poradzi¢ sobie ze
zrozumieniem zagadnieniem przekroju poprzecznego. Przekrdj poprzeczny to réwniez
obliczenie wysokosci figury, ktora uczen uczy si¢ wraz z poznawaniem pol figur. By méc
przej$é do funkcji kwadratowej, konieczna jest jeszcze umiejetno$é wykonywania dziatan
na wyrazeniach algebraicznych. Przytoczony sposob prezentacji zadania pokazuje
réwniez  sposéb przyrostu kompetencji jakie osoba musi osiggnal, by rozwiazac
postawiony problem. Opisany sposéb bedzie posiadal istotnie mniej sktadnikéw do
rozwigzania zadania na poziomie szkoly podstawowej, wigcej na poziomie szkoly
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ponadpodstawowej i komplet kompetencji na poziomie akademickim. Dokladnie tak jak
dziala zasada szczebli edukacyjnych dziala zasada schematu matych krokéw, z ta tylko
istotng roéznica, ze uczen za kazdym razem w pierwszej kolejnosci dla postawionego
problemu zakotwiczonego w gospodarce dostrzega jakie kompetencje matematyczne
musi posiadaé a jakie juz posiada. Na podstawie tak wytlumaczonego problemu uczen
posiada motywacj¢ do uzupetnienia wiedzy, co stanowi kolejny pakiet do rozbudowania.
Czyli na bazie kolejnego przykiadu zastosowania uczent poznaje koncepcje rozwiazania
problemu zawodowego lub Zyciowego i uzupelnia swoja wiedz¢ o te fragmenty wiedzy
ktérych jeszcze nie zna.

3.3. Wykorzystanie sztucznej inteligencji w edukacji

Opisana w punkcie 2.1 grupa respondentéw zostala poddana analizie §wiadomosci
wykorzystania sztucznej inteligencji przez mlodziez. Celem badania bylo okreslenie
poziomu §wiadomosci uczniéw technikum w zakresie oceny poprawnosci odpowiedzi
generowanych przez sztuczng inteligencje w kontekscie nauki matematyki. Postawiono
nastgpujace hipotezy w zakresie Al:

Hipoteza nr 1. Uczniowie weryfikujacy poprawnos¢ podanego przez sztuczng
inteligencj¢ rozwigzania czynia to kazdorazowo.

Hipoteza nr 2. Uczniowie sa przekonani, ze rozumieja sposOb rozwigzania
prezentowany przez sztuczng inteligencje.

Poczucie potrzeby cyfrowej nie uksztaltowalo si¢ samoistnie. Dzieci od pierwszego roku
zycia widywane sa z komoérka w dloni, czyli od malefikosci nacechowane sa bodzcami
cyfrowymi. Wyksztalcona potrzeba bodzcow cyfrowych rozwija si¢, jednoczesnie
unicestwiajac sktonnos$é oséb do skupienia uwagi przez dluzszy czas. Czynnik ten oraz
rozwdj sztucznej inteligencji dajacy szybka odpowiedZ bez koniecznosci jej poszukiwania
zadecydowal o zapotrzebowaniu mlodziezy na Al w edukacji (Rys. 6). Fakt ten
zadecydowal réwniez o konieczno$ci zmiany modelu pracy ze studentem, ktéry juz
w szkole oczekiwal krotkich zadai i szybkich odpowiedzi. Jednak by zapewni¢ zasadg
prawidtowego wykorzystania Al (Rys. 7) bez uszczerbku dla merytorycznej wiedzy tj. bez
przyswojenia sobie halucynacji Al jako blednego stanu faktycznego nalezy wyposazy¢
studentéw w umiejetnosé krytycznego myslenia, poniewaz ograniczenie wykorzystania
Al w szkole nie przynosi efektéw ze wzgledu na fakt nagminnego, nieudolnego
korzystania w domu z Al, ktérego nie da si¢ kontrolowaé. Brak krytycznego myslenia
tworzy zdezinformowane osoby juz dzis, co przelozy si¢ na brak rozwoju Polski
w przyszlosci. Krytyczne myslenie to ograniczenie ,,analfabetyzmu” spoleczenistwa
w przysziosci.
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Rys. 6. Stopien wspolpracy ucznia z Al

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie badania

Analiza uzyskanych rezultatéw wykazala, iz sposrdéd 75% procent respondentéw
deklarujacych, z weryfikuja poprawno$é uzyskiwanych od Al wynikéw tylko 20% z nich
deklaruje, ze zawsze sprawdza zwracany wynik. Oznacza to, ze postawiona hipoteza nr 1
nie znalazla uzasadnienia. Optymistycznie nalezy traktowaé wynik 55% oséb czesto
weryfikujacych poprawnos$é odpowiedzi uzyskanej od Al. Oznacza to, Ze osoby te
sktonne sq zmieni¢ swoje nawyki w celu uzyskania istotnych dowodéw. Uzasadnieniem
dla tej grupy uczniow bedzie ukazanie im jakie bledy popelnia¢ moze Al w przypadku,
gdy korzystanie z Al nie bedzie wiazal si¢ z umiejetnos$cia krytycznego myslenia.
Szczegblna grupa, ktéra wymaga dodatkowej uwagi to osoby, ktére deklaruja fakt
sprawdzania wynikow zwracanych przez Al (25% 2z 75%) jednak w stopniu
sporadycznym. Sposobem redukcji zagrozenia z tytulu wiedzy nie opartej na faktach
inauce jest wdrozenie wsréd uczniéw algorytmu wykorzystania sztucznej inteligencii
w nauce matematyki (Rys.7), ktéry pozwoli wyeliminowac¢ juz na wstepie istotng ilo$é
bledéw. Grupa ta moze by¢ traktowana w tozsamy spos6b z osobami, ktére deklarowaty,
ze nie sprawdzaja wynikow, co stanowi 44%.

Hipoteza nr 2 zostata potwierdzona cz¢$ciowo, poniewaz ponad 50% respondentow
twierdzi, ze rozumie sposOb rozwigzania podany przez sztuczng inteligencje oraz to, ze
sposOb rozwigzania podany przez Al odpowiada sposobowi podanemu w klasie przez
nauczyciela. Do grupy tej nalezy réwniez zaliczy¢ osoby deklarujace taki stan jako
nieprzerwany. Zagrozenie dla wlasciwych zachowan poznawczych z pewnoscia stanowi
grupa 25% respondentéw, ktéra sporadycznie rozumie tresci podawane przez Al. Z kolei
32% respondentow potwierdza, ze sposob rozwigzania podany przez sztuczng
inteligencje nie jest spéjny z tokiem prezentowanym przez nauczyciela. Algorym
wykorzystania sztucznej inteligencji w nauce matematyki zmusza ucznia do weryfikacji
odpowiedzi Al w sprawdzonym zrédle informaciji jak podrecznik. Dodatkowo wskazuje
uczniowi, ze powinien uprzednio zweryfikowac swoje umiejetnosci poprzez samodzielne
rozwigzanie zadania w pierwszej kolejnosci, nastepnie zwerfikowaé rozwiazanie
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w ksigzce w odpowiedziach, a dopiero pézniej skorzystac z pomocy Al Uczen tak dtugo
powinien weryfikowa¢ i dopytyta¢ Al o rozwigzanie, dopoki wynik podany przez Al nie
jest zgodny z wynikiem podanym w podreczniku.

Rozwigz zadanie Rozwigi zadanie Sprawd: poprawnos¢ wyniku
yczne matematyczne na kartce w ksigice
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&
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Rys. 7. Algorym wykorzystania sztucznej inteligencji w nauce matematyki

Zrédlo: Opracowanie wlasne
Podsumowanie

Wdrozenie zasady matych krokéw zgodnie ze schematem postgpowania
Zastosowanie — Zrozumienie — Poznanie — Wykorzystanie (Rys.5) na poziomie
akademickim to doskonaly moment i jednoczesnie ostatni na uswiadomienie studentom
jak istotna w ich Zyciu jest matematyka i jak niezbedne miejsce w ich zawodzie znajduje.
Jest to ten moment edukacji, w ktérym student wkracza w catki, rézniczki i szereg réwnie
istotnych pojeé, jak liczby zespolone. Tym trudniej bez zrozumienia praktycznego
zastosowania treSci matematycznych koniecznych do poznania jest studentowi je
zapamieta¢ i zrozumie¢. Zaréwno schemat postepowania wg malych krokéw, jak
i algorytm wykorzystania sztucznej inteligencji w nauce matematyki nie wymaga zadnych
zmian ustawowych, zmian w podstawach programowych czy innych rozporzadzen.
Zaproponowane rozwiazanie jednak zmienia spoleczna swiadomos¢ 1 ksztattuje od nowa
potrzebe przynaleznosci do srodowiska, w ktérym przez kolejne lata bedzie ksztattowaé
si¢ 1 rozwija¢ dana osoba. Co wigcej metoda matych krokéw wraz z algorytmem
wykorzystania sztucznej inteligencji w nauce matematyki zwicksza odpowiedzialno$é
jednostki. Algorytm pozwoli podaza¢ za korzySciami plynacymi z faktu, iz sztuczna
inteligencja przyspiesza proces przygotowania materiatéw, opracowania zagadnien dla
os6b, ktore posiadaja wiedze dziedzinowa. Drzigki temu Al bedzie mogla by¢
wykorzystywana w procesie ksztalcenia bedac przydatna w obszarze zrozumienia
zagadnien pod warunkiem sprawdzenia przez korzystajacego minimum wyniku
koficowego w rzetelnym Zrodle.
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Proba pomiaru przyrostu wiedzy i umiejetnosci
matematycznych studentéw uczelni technicznych
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Streszczenie

Poczawszy od 2007 roku na Politechnice Gdanskiej przeprowadzany jest sprawdzian
wiedzy z matematyki zwany zestems kompetensi sprawdzajacy wiedze ,,wyjSciows” nowo
przyjetych studentéw. Pomiar wynikéw uzyskiwanych w te$cie kompetencji oraz
wynikéw egzaminu po pierwszym semestrze pozwalaja na probe oceny przyrostu wiedzy
i umiejetnosci matematycznych studentéw pierwszego roku. Celem artykutu jest proba
pomiaru przyrostu wiedzy i umiejetnosci matematycznych studentéw Politechniki
Gdanskiej po pierwszym semestrze zaje¢ z matematyki w roku akademickim 2024/2025.
Do pomiaru nieobserwowalnej zmiennej jaka jest wiedza i umiejetnosci matematyczne
zastosowano uporzadkowany model logitowy. Narzedzie to pozwolito na pomiar
edukacyjnej wartosci dodanej (EWD). Uzyskana dodatnia warto§¢ EWD wskazuje na
faktycznag poprawe umiejgtnosci 1 przyrost wiedzy studentow.

Stowa kluczowe: edukacyjna wartos$¢ dodana, uporzadkowany model logitowy,
pomiar przyrostu wiedzy i umiejgtnosci.

1. Wstep

Rokrocznie, od pazdziernika 2007, Centrum Matematyki Politechniki Gdanskiej
przygotowuje tzw. testy kompetencji. Sa to sprawdziany wiedzy obligatoryjnie pisane
przez wszystkich studentow pierwszego semestru studiéw stacjonarnych na pierwszych
¢wiczeniach z matematyki. Sprawdzian trwa ok. 40 minut i zawiera wylacznie tresci
zawarte w podstawie programowej z matematyki na poziomie podstawowym. Zadania na
sprawdzianie s3 otwarte i obejmuja swoja tematyka gléwnie zagadnienia z algebry i analizy
matematycznej, m. in.

e rozumienie poje¢ zwiazanych z funkcjami (miejsce zerowe, argument, warto§¢
funkcji)

e opisywanie wlasnosci funkcji na podstawie wykresu

e wyznaczanie dziedziny funkeji

e wykonywanie dzialan na potegach

e znajomos$¢ wlasnodci i twierdzen o logarytmach

e podstawowe informacje o ciagach liczbowych (w tym ciag arytmetyczny 1 ciag
geometryczny)

e rozwigzywanie ukladow réwnan liniowych
e clementy trygonometrii.
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Ze sprawdzianu mozna otrzyma¢ maksymalnie 25 punktéw i uznaje sig, ze jest on
zaliczony, gdy student otrzyma co najmniej 12.5 punktéw. Wynik sprawdzianu nie jest
brany pod uwage przy zaliczeniu przedmiotu; ma by¢ dla osoby prowadzacej ¢wiczenia
informacja o poziomie wiedzy grupy studenckiej. Zadania — cho¢ tatwe — sprawiaja
niektorym studentom wiele trudu. Warto podkreslié, Zze od czasu pisania egzaminu
maturalnego do momentu rozpoczecia studiéw mija prawie pig¢ miesiecy 1 — jesli
umieje¢tnosdci matematyczne wyniesione ze szkoly ponadpodstawowej nie sq dostatecznie
ugruntowane — wiele zagadniei i wzoréw ulecialo piszacym z pamieci. Nalezy mieé
réwniez na uwadze fakt, ze podczas egzaminu maturalnego abiturienci korzystajg z karty
przygotowanej przez Centralng Komisj¢ Edukacyjna zawierajacej wybrane wzory
matematyczne; podczas pisania testu kompetencji nie uzywaja zadnych materialow
stanowiacych jakakolwiek pomoc.

Na kartce z zadaniami znajduje si¢ tabela i kazdy piszacy student jest proszony o jej
uzupelnienie. Oprécz imienia, nazwiska 1 nazwy kierunku studidow jest pytanie o notg
procentowa z egzaminu maturalnego z matematyki, pisanego zaréwno na poziomie
podstawowym, jak i rozszerzonym (jesli student do takowego przystgpowal) oraz
o rodzaj szkoly ponadpodstawowej, ktéra ukonczyl (liccum ogdlnoksztatcace,
technikum, inne).

Osoba czytajaca 1 poprawiajaca testy kompetencji otrzymuje do kazdego zestawu
klucz odpowiedzi wraz z punktacja. Wszystkie te dane, czyli liczba punktéw z testu, nota
procentowa z egzaminu maturalnego i rodzaj zdawanej matury oraz rodzaj ukoficzonej
szkoly, zbierane sa do zbiorczego arkusza i analizowane. Daja one mozliwosé
poréwnania rok do roku poziomu wiedzy i umiejetno$ci matematycznych
nowoptzyjetych studentow.

Dysponujac danymi odnoszacymi si¢ do wynikéw testow kompetencji studentow
pilerwszego semestru studiéw stacjonarnych na Politechnice Gdatiskiej oraz wynikami
egzaminu z matematyki po pierwszym semestrze tychze osob istnieje mozliwo$¢ analizy
porownawczej wynikow testu kompetencji 1 wynikéw egzaminu, co umozliwia podjgcie
proby wyliczenia edukacyjnej wartosci dodanej (EWD). Wyznaczenie owego EWD jest
gléwnym celem niniejszego opracowania.

Jak zostalo zasygnalizowane we wstepie, analiza przeprowadzona zostala na
podstawie zbioru wynikéw uzyskanych w czasie testu kompetencji i egzaminu
z matematyki po pierwszym semestrze studidéw na Politechnice Gdanskiej w roku
akademickim 2024/2025. W bazie do dyspozycji byto 2358 rekordéw, dla 100 rekordow
zawierajacych informacje o egzaminie nie byla dostepna informacja o punktacji uzyskanej
w czasle testu kompetencji, rekordy te zostaly ostatecznie usunigte z bazy. Indywidualne
informacje o wynikach testu kompetencji dostgpne byly w postaci liczby punktéw
uzyskanych na sprawdzianie (jako liczba z przedzialu < 0, 25 >), natomiast informacje
o wynikach egzaminu dostepne byly w postaci uzyskanej oceny (jako liczba ze zbioru
2, 3,35, 4, 45, 5).

2. Edukacyjna warto$¢ dodana
Jednym ze sposobéw pomiaru przyrost wiedzy i umiejetnosci jest wyznaczenie

edukacyjnej wartosci dodanej. W literaturze przedmiotu nazwa edukacyjna wartos§é
dodana (EWD) funkcjonuje przynajmniej w trzech znaczeniach (por.[1]):
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(1) metody statystycznej;
(2) wskaznika efektywnosci nauczania;
(3) przyrostu wiedzy uczniow.

Jako metoda statystyczna EWD pozwala wyliczy¢ odpowiednie wskazniki efektywnosci
nauczania potocznie utozsamiane z pomiarem przyrostu wiedzy uczniéw/studentow.

Metoda statystyczna stosowang do szacowania EWD jest model regresji linowe;
(por.[2]), w ktérym to modelu zmienng zalezna sa najnowsze dostepne wyniki
sprawdzianu a rol¢ zmiennej niezaleznej pelnia wyniki sprawdzianu wczesniejszego.
W takim przypadku EWD dla pojedynczego ucznia wyliczana jest jako réznica miedzy
warto$cig empiryczna a teoretyczng wynikajaca z modelu (tu utozsamianymi z prognoza),
gdzie dodatnia réznica wskazuje na osiagniccie lepszego wyniku niz prognozowany
i utozsamiana jest z dodatniag EWD.

Przy zastosowaniu modelu regresji liniowej jako metody wyznaczania EWD, sam
wskaznik efektywnosci nauczania danej placéwki obliczany jest jako $rednia arytmetyczna
réznic warto$ci empirycznych i prognoz uzyskanych z modelu teoretycznego, w istocie
EWD jako wskaznik jest niczym innym jak Srednia arytmetyczng bledéw prognoz
ex post, a jej warto$¢ wskazuje na przyrost wiedzy uczniow.

Zastosowanie modelu regresji liniowej wymaga jednak uzycia zmiennych w skali
ilorazowej, 1 o ile quasi-ciaglta zmienna bedaca wynikiem sprawdzianu kompetencji
wyrazonym w postaci frakcji wyniku uzyskanego w stosunku do maksymalnej liczby
punktéw mozliwych do uzyskania na sprawdzianie, moze by¢ uznana za zmienna w takiej
skali wyrazona, to ocena uzyskana na egzaminie w skali ilorazowej wyrazona nie jest,
w najlepszym przypadku mozna si¢ zgodzi¢ na skal¢ porzadkows badz interwalowa. To
wyklucza zastosowanie modelu regresji liniowej do wyznaczenia EWD w niniejszym
badaniu.

Whasciwym modelem regresji jest woéwczas model, w ktérym zaklada sie explicite
wystgpowanie zmiennych zaleznych dostgpnych w skali porzadkowej. W literaturze
przedmiotu wyrdznia si¢ dwa takie typu modeli (por.[3]), sa to uporzadkowane modele
logitowe badz probitowe, przy czym na potrzeby niniejszego badania, z uwagi na mniej
wymagajace zalozenia odno$nie procesu generujagcego dane, wybrano uporzadkowany
model logitowy. Model taki umozliwia wyliczenie prawdopodobiefistw warunkowych
uzyskania poszczegélnych ocen na egzaminie koficowym, warunkowych wzgledem
informacji zawartej w wektorze obserwacji na zmiennych niezaleznych (w tym przypadku
réwnowaznych z wynikami sprawdzianu kompetencji), ktére to prawdopodobiefistwa
pozwalaja na wyliczenie indywidualnie dla kazdego studenta warto$ci oczekiwanej wyniku
egzaminu. EWD jest wowczas liczone jako $rednia arytmetyczna réznic indywidualnie
wyznaczanych warto$ci oczekiwanych i faktycznych wynikow uzyskanych na egzaminie.

3. Wyniki

Rysunek 1. obrazuje empiryczne rozklady czestosci wzglednych wynikéw testu
kompetencji 1 wynikow egzaminu z matematyki po pierwszym semestrze. Poréwnanie
obu rozkladéw jest klopotliwe, ze wzgledu na rézne skale pomiarowe, gdyz jak wezesniej
sygnalizowano, testy kompetencji mierzone sa w skali < 0, 25 >, natomiast wyniki
egzaminu w skali 2, 3, 3.5, 4, 4.5, 5. Na potrzeby latwiejszego poréwnania wynikow jak
i wizualizacji wynikéw, rezultaty testu kompetencii zostaly skategoryzowane i zamienione
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na skale porzadkows!, czyli taka w jakiej wyrazone sa rezultaty egzaminu, szczegdly
prezentowane sa na rysunku 2.

Rozklad wynikéw testu kompetencji Rozkiad wynikéw egzaminu
0.08
= 04 —
0.06 — i _
1 03
0.04
02 -
0.02 —
0.1
000 "= 7 rrrrrrrrrrrrrrrrrT11 0.0 — T T T T T
123456789 11 13 15 17 18 21 23 25 2 3 35 4 45 5
Rys. 1. Rozklady empiryczne liczby punktéw testu kompetenciji i wynikoéw egzaminu.
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Rozkiad wynikéw testu kompetencji Rozkiad wynikéw egzaminu
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04 - 0.4
03 - 0.3
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Rys. 2. Rozklady empiryczne wynikéw testu kompetenciji i wynikéw egzaminu.
Zrodlo: opracowanie wlasne.

Powyzsze rozklady zawarte zostaly w tabeli 1, dodatkowo w tabeli tej wyznaczono
dystrybuanty empiryczne obu rozkladéw.

! Ocena niedostateczna (tj. 2) przypisana zostala wszystkim wynikom testu kompetencji mieszczacym si¢
w przedziale <0%, 50%> punktéw, ocena dostateczna (3) przypadia na wyniki z przedziatu (50%, 60%>
punktéw, punktacja z przedziatu (60%, 70%> dawala oceng dostateczna z plusem (3.5), oceny rosty 0 0.5
co dziesi¢¢ punktéw procentowych, ostatecznie ocena bardzo dobra przypadala na noty z przedzialu
(90%, 100%>.
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Tab. 1. Rozklady empiryczne wynikéw testu kompetencji i wynikéw egzaminu wraz z ich dystrybuantami
empirycznymi.

test kompetencji egzamin
ocena udzial proc. cum udzial proc. cum
2 63.3% 63.3% 19.0% 19.0%
3 14.6% 77.9% 45.4% 64.4%
35 9.1% 87.0% 13.6% 78.0%
4 7.1% 94.1% 13.1% 91.1%
4.5 3.9% 98.0% 5.7% 96.8%
5 2.0% 100.0% 3.2% 100.0%

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Poréwnujac oba rozklady, mozna stwierdzi¢, ze 63.3% studentow nie zaliczylo testu
kompetencji, jednoczesnie 19.0% studentéw nie zaliczylo egzaminu z matematyki po
pierwszym semestrze, jest to jednoznaczne ze stwierdzeniem, ze 36.7% studentéw
zaliczylo test kompetencji i jednoczesnie 81.0% studentéw zaliczylo egzamin
z matematyki. Dominacja stochastyczna (pierwszego stopnia, por.[3]) rozkladu wynikéw
egzaminu nad wynikami testu kompetencji jest bezsprzeczna, wyzsze
prawdopodobienistwa uzyskania lepszych ocen z egzaminu wystepuja przy kazdej z ocen
pozytywnych, w efekcie nalezy spodziewaé si¢ sumarycznego dodatniego EDW.

Obliczenie EDW rozpoczyna si¢ od oszacowania uporzadkowanego modelu
logitowego, w ktérym zmienna zalezng sa wyniki egzaminu natomiast zmienna niezalezng
wyniki testu kompetencji. Model ten pozwala na estymacje warunkowych
prawdopodobienistw uzyskania okreslonej oceny z egzaminu, pod warunkiem uzyskania
okreslonej oceny ztestu kompetencji. Macierz prawdopodobiefistw warunkowych
prezentowana jest w tabeli 2

Tab.2. Teoretyczne prawdopodobiefistwa warunkowe uzyskania poszczegdlnych ocen na egzaminie
z matematyki.

2 3 3.5 4 4.5 5
2 26.5% 52.8% 10.5% 7.1% 2.2% 1.0%
3 10.1% 44.3% 18.8% 17.3% 6.5% 3.1%
35 6.6% 36.4% 20.3% 22.4% 9.5% 4.8%
4 3.5% 24.3% 19.0% 28.5% 15.6% 9.1%
4.5 1.8% 14.7% 14.6% 29.9% 22.7% 16.3%
5 1.3% 11.0% 11.9% 28.3% 25.9% 21.6%

Zr6dlo: opracowanie wlasne.

Wygodnym sposobem analizy wynikéw zebranych w tabeli drugiej jest odniesienie sig
do jej poszczegdlnych wierszy. Przykladowo pierwszy wiersz wskazuje, iz dla studenta
ktéry otrzymal oceng niedostateczna na teScie kompetencji (kolumna skrajna lewa)
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istnieje prawdopodobieistwo o mierze 0.265 otrzymania oceny niedostatecznej na
egzaminie, prawdopodobienistwo o mierze 0.528 otrzymania oceny dostatecznej,
prawdopodobienstwo o mierze 0.105 otrzymania oceny dostatecznej z plusem; warto$ci
0.071, 0.022, 0.001 sq warunkowymi prawdopodobiefistwami otrzymania ocen od dobrej,
poprzez dobra z plusem az do bardzo dobrej. Wyniki powyzsze moga by¢ interpretowane
w kategorii szans, wowczas nalezaloby stwierdzi¢, Ze student, ktéry nie zdal testu
kompetenciji ma 26.5% szans na niezdanie egzaminu, pozostale wyniki interpretuje si¢
wowczas analogicznie.

Pogtebiona analiza wynikow zawartych w tabeli drugiej pozwala stwierdzi¢, ze student
ktoéry nie zaliczyl testu kompetencji ma 73.5% szans na zdanie egzaminu, czyli uzyskanie
na egzaminie oceny lepszej, dla takich oséb dodatnia EWD jest bezsporna. Nie jest to
juz tak oczywiste dla oséb, ktore na tescie kompetencji uzyskaly oceng lepsza niz
niedostateczna. Przykladowo osoby z oceng dostateczng na tescie kompetencji notuja,
jedynie 45.7% szans na lepszq oceng egzaminacyjng niz ocena dostateczna. Szanse te
maleja wraz z coraz lepszymi notami z testu kompetenciji. Malejace szanse uzyskania
lepszych wynikéw egzaminacyjnych sq powodem dla ktérego EWD zostanie wyznaczona
nie tylko catosciowo tj. dla ogétu studentéw, lecz réwniez warunkowo, w zaleznosci od
wynikéw testu kompetencii.

Ponadto, warto zwréci¢ uwage, ze prawdopodobiefistwa zawarte w tabeli 2 sg
warto$ciami teoretycznymi, wynikajacymi z modelu, s zarazem podstawa do obliczenia
warunkowych i bezwarunkowych teoretycznych wartosci oczekiwanych wynikdw
egzaminacyjnych, ktére poréwnane 1 zréznicowane z empirycznymi warto$ciami
oczekiwanymi sa podstawa do wyliczenia EWD. Wyniki obliczen prezentowane sa
w tabeli 3.

Tab.3. Edukacyjna wartos¢ dodana po pierwszym semestrze nauki matematki na Politechnice Gdanskiej w
roku akademickim 2024/2025 wyznaczona na podstawie uporzadkowanego modelu logitowego.

ocena/ wartos$ci
/warunek empiryczne teoretyczne EWD EWD [%]
2 29126 29114 0.0012 0.04%
3 3.3343 3.3263 0.0081 0.24%
35 3.5000 3.4981 0.0019 0.05%
4 3.7688 3.7600 0.0088 0.23%
4.5 4.0449 4.0207 0.0242 0.60%
5 4.1591 4.1497 0.0094 0.23%
ogobtem 3.4000 3.3930 0.0070 0.21%

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wyniki zebrane w tabeli 3 sugeruja, ze najwyzsza EWD uzyskano dla studentéw takich,
ktoérzy na teScie kompetencii uzyskali note dobra z plusem, najnizsza EWD odnotowano
dla studentéw, ktorzy nie zaliczyli testu kompetencji. Z uwagi na nieliniowy charakter
modelu uzyty w badaniach, sama warto$¢ EWD nie ma tradycyjnej interpretaciji, niemniej
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jej dodatnia wartos¢ wskazuje na pozytywne efekty nauki matematyki na Politechnice
Gdanskiej w pierwszym semestrze roku akademickim 2024/2025.

W przysztych badaniach planowane jest poréwnanie EWD w czasie, czyli poréwnanie
wynikéw uzyskanych w roku akademickim 2024/2025 z latami poprzedzajacymi (petne
dane odnoszace si¢ do wynikow egzaminu dostgpne sq poczawszy od roku
akademickiego 2023/2024) i nastepujacymi.
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Streszczenie

Turniej MateMaxus zostal zainicjowany w 2017 roku jako wspélne przedsiewzigcie
Instytutu Matematyki Uniwersytetu w Siedlcach oraz Szkoly Podstawowej nr 4
w Siedlcach im. Adama Mickiewicza w Siedlcach. W trzeciej edycji, zrealizowanej w 2019
roku, do grona wspoétorganizatoréw dolaczyl Zespoét Szkot Ponadpodstawowych nr 3
im. Stanistawa Staszica w Siedlcach. Wydarzenie przyjelo forme rywalizacji druzynowe;j
prowadzonej w systemie pucharowym. Podstawe turnieju stanowig zadania o charakterze
interdyscyplinarnym, obejmujace tre§ci matematyczne wzbogacone o elementy fizyki,
informatyki i techniki. Tego rodzaju konstrukcja umozliwia réwnoczesne ksztaltowanie
wiedzy matematycznej 1 umiejetnosci analitycznych. Wspiera réwniez rozwdj
kompetencji spotecznych. W artykule przedstawiono geneze i strukture organizacyjng
turnieju, charakterystyke opracowywanych zadanl oraz wskazano kompetencije rozwijane
w toku uczestnictwa. Omoéwiono réwniez obserwowane rezultaty dydaktyczne oraz
mozliwosci adaptacji przyjetych rozwiazad w odmiennych kontekstach edukacyjnych.
Artykul prezentuje metodyczne rozwiazanie w zakresie organizacji interdyscyplinarnej
rywalizacji edukacyjnej, ktére moze stanowi¢ praktyczny wzorzec postepowania (know-
how). Przedstawiona koncepcja moze by¢ wdrozona w innych placéwkach o§wiatowych,
umozliwiajac adaptacje i replikacje wypracowanego modelu.

Stowa kluczowe: matematyka, dydaktyka, konkurs, turniej MateMaxus, rywalizacja, edukacja.

Wstep

Rywalizacja stanowi naturalny element rozwoju czltowieka — od sportu, poprzez
sztuke, az po nauke. W dydaktyce matematyki konkursy i turnieje pelnia podwojna role:
z jednej strony motywuja uczniéw do wysiltku intelektualnego, z drugiej za$ pozwalaja
odkrywac i rozwija¢ talenty. Celem artykutu jest przedstawienie Turnieju MateMaxus jako
przykladu innowacyjnej praktyki dydaktycznej, ktéra laczy  zespolowosc,
interdyscyplinarno$¢ i format pucharowy. Badania dydaktyczne wskazuja, ze rywalizacja
moze wspieraC motywacje wewngetrzna, o ile odbywa si¢ w atmosferze wspolpracy
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iwsparcia. Turnieje druzynowe sprzyjaja rozwijaniu tzw. kompetencji XXI wieku:
krytycznego myslenia, komunikacji i kooperacji. W tym kontekscie MateMaxus taczy
mechanizmy rywalizacji z praca w grupie i zadaniami problemowymi [6].

1. Przeglad literatury

Celem przegladu literatury jest syntetyczne przedstawienie dotychczasowych badan
dotyczacych wplywu konkurséw matematycznych oraz zréznicowanych form pracy
z uczniami uzdolnionymi na rozwdj ich kompetencji poznawczych, motywacyjnych
i spotecznych. Analizowane opracowania potwierdzaja, ze udzial w tego typu
inicjatywach stanowi istotny czynnik wspierajacy zaréwno rozwdj intelektualny, jak
i postawy sprzyjajace uczeniu si¢ przez cale zycie. W badaniach [1] wykazano, Ze
uczestnictwo w konkursach matematycznych istotnie wzmacnia motywacj¢ wewnetrzng
ucznidéw, sprzyjajac podejmowaniu samodzielnych dziataii poznawczych oraz
poglebianiu wiedzy w sposéb autodeterminowany. Z kolei w pracy [2, s. 7] stwierdzono,
ze udzial w turniejach matematycznych prowadzi do réwnoczesnego rozwoju
kompetencji  poznawczych (m.in. w zakresie modelowania i rozumowania
matematycznego) oraz spolecznych, w tym umiejetnosci wspolpracy zespolowej,
komunikacji ipodejmowania decyzji w warunkach rywalizacji. W opracowaniu
[3, s. 97-98] zwrécono uwage, ze konstrukcja zadan stosowanych w amerykanskich
konkursach matematycznych stymuluje aktywno$¢ poznawcza ucznidw, sprzyjajac
rozwijaniu zainteresowafi naukowych oraz trwalemu zaangazowaniu w nauke
matematyki. Analiza przeprowadzona przez [4, s. 995] wskazuje na istnienie pozytywnej
korelacji migdzy uczestnictwem w internetowych konkursach matematycznych
arozwojem zainteresowan spolecznych uczniéw szkét $rednich, co potwierdza
znaczenie tych inicjatyw w ksztaltowaniu kompetencji migkkich i prospolecznych postaw
mlodziezy. Natomiast w pracy [5, s. 211] potwierdzono wysokg skutecznos¢ metody
tutoringu w rozwijaniu uzdolnieft matematycznych, przy czym szczegélnie podkreslono
role indywidualnej relacji mistrz—uczen w procesie przechodzenia od odtwérczego
rozwigzywania zadafn do samodzielnego odkrywania i formulowania probleméw
badawczych. W artykule opisano, jak spersonalizowane podejscie w relacji mistrz-uczen
pozwala na przeksztalcenie ucznia "rzemieslnika", ktéry sprawnie wykonuje standardowe
zadania, w ucznia "twéree", potrafiacego samodzielnie odkrywacd i bada¢ nowe obszary
matematyki.

2. Geneza i organizacja turnieju

Turniej MateMaxus zostal zainicjowany w 2017 roku przez Instytut Matematyki
Uniwersytetu w Siedlcach i Dyrektora Szkoly Podstawowej nr 4, pana Przemystawa
Anusiewicza. Po dwéch edycjach przeprowadzanych dla ucznidéw szkét podstawowych,
rozszerzylismy zakres 1 w 2019 roku do organizacji zostal zaproszony Zespol Szkot
Ponadpodstawowych nr 3 w Siedlcach. Od samego poczatku, przez wszystkie edycje
w skladzie Komitetu Organizacyjnego Turnieju wchodza mgr Katarzyna Karpiarz,
mgr Agnieszka Protasiuk oraz dr Marek Siluszyk. Turniej ma charakter druzynowy
(zespoly 3-osobowe), rozgrywany w systemie pucharowym z finalem w dwoch
podstawowych kategoriach: szkél podstawowych i ponadpodstawowych. Liczba miejsc
w turnieju jest ograniczona, decyduje kolejnos¢ zgloszen. Zgloszenie uczestnikow ze
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Szkét Podstawowych (SP), Liceéw Ogolnoksztalcacych (LO) i Technikéw (TECH)
odbywa si¢ wylacznie przez formularz zgloszeniowy udostepniany na stronie www [7].

e Kategoria (SP) z terenu Miasta Siedlce oraz powiatu siedleckiego: druzyna sklada si¢
z trzech uczniéw z klas IV, V, VI, VII, VIII z kazdej szkoly podstawowe;.

e Kategoria (LO) i (TECH) z terenu Miasta Siedlce oraz powiatu siedleckiego:
druzyna sktada si¢ z trzech uczniéw z klas I, I, II1 1 IV.

Turniej rozgrywany jest w tzw. ,,systemie pucharowym” i sklada si¢ z 4 etapéw. Po
kazdym etapie druzyny, ktére zdobeda najwiecej punktéw, przechodza do kolejnej rundy,
az w finale pozostang trzy najlepsze zespoly. W pierwszym etapie biorg udzial wszystkie
druzyny ze wszystkich zgloszonych szkét. W drugim etapie druzyny wylonione po
I etapie. W trzecim etapie druzyny ktore zaliczyly 11 etap, a w czwartym, ostatnim etapie
do finatu przechodza juz tylko trzy najlepsze druzyny. Kazda druzyna ma 10 minut na
rozwigzanie kazdego zadania. Zwycigzca Turnieju zostaje druzyna, ktéra najlepiej
rozwigze IV etap. W organizacj¢ turnieju aktywnie wiaczaja si¢ rowniez studenci z Kota
Naukowego Studentéw Matematyki ,,Graf”, ktérych zaangazowanie jest nieocenione
zarébwno na ectapie przygotowania, jak 1 podczas samego wydarzenia. Wszelkie
szczegblowe informacje okreslone sa w Regulaminie Turnieju, dostepnym na stronie
Instytutu Matematyki UwS [6].

Rys. 1. Oficjalne logo turnieju, przedstawiajace rycerza MateMaxusa.
Zrédto: https:/ /im.uws.edu.pl/homepage/aktualnosci/530-viii-turniej-matematyczny-matemaxus

Na Rys. 1 przedstawiono oficjalne logo turnieju z wizerunkiem rycerza MateMaxusa,
stanowiacego jego rozpoznawalny znak graficzny. Motyw rycerza odwoluje si¢ do idei
intelektualnej przygody oraz nieustannego doskonalenia umiejetnosci matematycznych
poprzez wspdlzawodnictwo i wspdlne rozwiazywanie probleméw. Symbolika rycerska
podkresla wartosci takie jak honor, wytrwalo$§¢, wspolpraca i wzajemna pomoc, ktére
stanowia fundament ducha turnieju. Posta¢ MateMaxusa uosabia zdrowa rywalizacje
opartg na zasadach fair play, a jednoczes$nie przypomina, ze prawdziwa sila uczestnika
jest nie tylko indywidualna wiedza, lecz takze gotowos¢ do wspierania innych i pracy
zespolowej. W ten sposob logo petni funkcje nie tylko identyfikacyjna, lecz réwniez
edukacyjna 1 wychowawcza, wzmacniajac przestanie turnieju jako przestrzeni rozwoju
kompetencji poznawczych i spotecznych uczniow.
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3. Charakterystyka zadan konkursowych

Zadania opracowywane w ramach turnieju maja charakter interdyscyplinarny
i problemowy, laczac elementy matematyki z fizyka, informatyka i technika. Takie
podejscie sprzyja rozwijaniu myslenia analitycznego i umiejetnosci transferu wiedzy
miedzy réznymi dziedzinami nauki. Zréznicowany poziom trudnosci pozwala na udziat
uczniéow zarowno szkél podstawowych, jak 1 §rednich, co sprzyja integracji srodowiska
uczniowskiego o odmiennych kompetencjach. Wprowadzenie ograniczen czasowych
wzmacnia natomiast aspekt wspolpracy zespotowej oraz uczy skutecznego planowania
dzialan i zarzadzania zadaniem. Konstrukcja zadan turniejowych ma charakter narracyjny
— poszczegdlne problemy skladaja si¢ na spéjna historie, w ktorej centralng postacia jest
rycerz MateMaxus. Narracja ta stanowi istotny element dydaktyczny, gdyz umozliwia
uczniom identyfikacje z bohaterem oraz buduje kontekst emocjonalny i poznawczy,
sprzyjajacy glebszemu zaangazowaniu w proces rozwiazywania probleméw. Motyw
rycerski zostal przyjety jako symbol odwagi intelektualnej, wytrwatosci, wspdtpracy
i niesienia pomocy innym. W ten sposob turniej promuje warto$ci wychowawcze — takie
jak duch zdrowej rywalizacji, odpowiedzialno§¢ za wspélne wyniki oraz wzajemne
wsparcie w zespole. Kazda edycja turnieju posiada odrebna fabule, nawiazujaca do
motywow podrdzy, misji lub odkrycia naukowego, co zwigksza atrakcyjno$é poznawczg
i kulturowa przedsiewziecia. Niezmiennym elementem pozostaje posta¢ rycerza
MateMaxusa — symbolicznego przewodnika uczestnikéw 1 spoiwa wszystkich edyciji.

W VII edycji turnieju (2024) watki fabularne inspirowane byly kultura Japonii.
Uczestnicy realizowali cztery zadania tematyczne:

e Podréz morska — wprowadzajaca w narracje poprzez rejs MateMaxusa
z Madagaskaru do Japonii (kontynuacja watku z VI edycji). Zadanie obejmowato
obliczenia zwiazane z czasem podrézy, illoscia wody potrzebnej do przetrwania oraz
liczbg spotkanych delfinéw, taczac elementy geografii, fizyki i matematyki.

e  Gora Fudziiryz — zadanie oparte na obliczeniach dotyczacych produkeji i spozycia
ryzu, powigzane z watkiem pomocy rolnikom. Wprowadzato kontekst kulturowy
oraz praktyczny wymiar zastosowania matematyki.

e Tradycyjne gry — inspirowane japonska gra Yo-Yo, w ktorej rycerz MateMaxus
rywalizuje z samurajem BanachSATO. Zadanie wymagalo rozwigzywania
probleméw kombinatorycznych i analizowania symetrii, co wprowadzato element
zabawy 1 rywalizacji ,,na japonski sposob”.

e Symboliczne pudetko 2z pateczek — finalowy problem o charakterze
geometrycznym, polegajacy na skonstruowaniu z paleczek przestrzennego pudetka
oraz oszacowaniu jego objetosci 1 pojemnosci. Zadanie to stanowilo polaczenie
tresci kulturowych (pateczki, ryz) z matematycznymi (objeto$¢, estymacja).

4. Rozwijane kompetencje
Uczestnictwo w turnieju rozwija kompetencje matematyczne (logiczne myslenie,
modelowanie, rozwigzywanie probleméow), kompetencje migkkie (komunikacja,

wspolpraca, radzenie sobie ze stresem) oraz kompetencje interdyscyplinarne. Zgodnie
z regulaminem, konkurs ma na celu:
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e  promowanie matematyki wérdd ucznidw;
e  poszerzenie wiedzy o tresci spoza podstawy programowej;

e  rozwijanie zdolnosci poznawczych (koncentracja uwagi, pamigé, wyobraznia,
odkrywanie, prowadzenie rozumowania dedukcyjnego i indukeyjnego);

®  rozwijanie umiej¢tnosci stosowania metod matematycznych;

e  ukazanie sposobéw tworczego wykorzystania wiedzy;

e  prowadzenie logicznego i abstrakcyjnego rozumowania;

e wzbudzanie pozytywnych ambicji oraz umiejetnosci rywalizacji;
e  rozwijanie umiej¢tnosci pracy zespolowe;j;

e  kreatywne rozwigzywanie probleméw praktycznych;

e postugiwanie si¢ niekonwencjonalnymi metodami.

5. Dyskusja wynikow

Ponizej przedstawiono zestawienie liczby szkét i ucznidéw z Siedlec i okolic, bioracych
udzial w MateMaxusie w latach 2017-2024.

Tab. 1. Liczba szké! i uczniéw uczestniczacych w Turnieju MateMaxus w latach 2017-2024

Nr edycji Rok Szkoly Uczniowie Szkoly Uczniowie Razem
SP SP LO/TECH | LO/TECH

1 2017 10 42 - - 42

I 2018 10 111 - - 111
111 2019 14 177 4 30 207
v 2021 11 174 5 30 201

v 2022 13 207 4 48 234
VI 2023 17 228 6 60 288
VII 2024 23 315 8 90 405

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie [6, 20.09. 2025].

Przedstawione w Tab. 1 dane wskazuja na wzrost liczby uczestnikéw miedzy 2017 a 2024
rokiem. Przyrost liczby uczestnikéw w szkotach podstawowych wida¢ z edycji na kolejna,
edycje, podczas gdy w szkolach srednich dynamika wzrostu byla spokojniejsza od 2019
roku.

111



400 } e Sp
w LO/TECH

350

Liczba uczniéw
= = N N w
o w o w o
o o o o o

w
o

2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
Rok

Rys. 2. Liczba uczniéw SP i LO/TECH w latach 2017-2024
Zrodto: opracowanie wlasne na podstawie [6, 20.09. 2025].
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Rys. 3. Liczba szkot SP i LO/TECH w latach 2017-2024
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie [6, 20.09. 2025].
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Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie [6, 20.09. 2025].
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Rys. 5. Trend liczby szkot (SP, LO/TECH, razem) w latach 2017-2024
Zr6dlo: opracowanie wlasne na podstawie [6, 20.09. 2025].

Na podstawie przedstawionych danych wida¢ systematyczny wzrost liczby uczestnikow
turnieju MateMaxus w latach 2017-2024 (z wyjatkiem przerwy w2020 roku
spowodowanej pandemia). Rys. 2 pokazuje wyrazng przewage liczebng uczniow szkot
podstawowych nad uczniami szk6t §rednich, co potwierdza, ze to wlasnie mtodsza grupa
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wickowa stanowi gléwny trzon uczestnikéw. Warto jednak zauwazy¢, ze liczba druzyn
z liceéw 1 technikéw takze stopniowo wzrasta, co wskazuje na poszerzanie zasiggu
turnieju. Na (Rys. 3) wida¢ podobng tendencje w przypadku szkét — od 10 szkot
podstawowych w pierwszej edycji (2017) do 23 szkét podstawowych w roku 2024.
W kategorii szkol Srednich poczatkowo (2017-2018) brakowalo uczestnikow, ale od
2019 roku liczba szkét ponadpodstawowych stopniowo rosnie i w 2024 roku osiagneta
8. Rys. 4 i Rys. 5 przedstawiaja ogdlny trend wzrostowy zaréwno w liczbie uczniow, jak
iliczbie szkél. Zmiany te $wiadcza o rosnacym zainteresowaniu turniejem oraz
o skutecznosci dziatan promocyjnych 1 organizacyjnych podejmowanych przez uczelnie
i szkoly partnerskie. MateMaxus stal si¢ rozpoznawalnym wydarzeniem edukacyjnym
w regionie (powiecie), a stabilny przyrost uczestnikéw pokazuje jego potencjal do dalszej
ekspansji.

Podsumowanie

MateMaxus rézni sie¢ od klasycznych konkurséw matematycznych (np. Kangur,
Olimpiada), podkreslajac prace zespotows i interdyscyplinarno$é. Atutami turnieju sa:
szerokie zaangazowanie uczniow wielu szkol, motywujaca formuta pucharowa oraz
integracja srodowisk szkolnych (szkoly podstawowe oraz szkoly $rednie) i akademickich.
Wyzwania obejmujg logistyke organizacyjng oraz skalowanie zasobéw (zadania,
sedziowanie). MateMaxus stanowi przyklad dobrych praktyk dydaktycznych
w rozwijaniu talentéw matematycznych. Dane 2z lat 2017-2024 wskazuja na
systematyczny wzrost liczby szkél 1 ucznidw. Mozliwe kierunki rozwoju obejmuja
rozszerzenie zasiggu turnieju (np. edycja ogdlnopolska) oraz stworzenie banku zadan do
adaptacji w innych regionach. Formuta MateMaxusa moze zosta¢ zaadaptowana takze
w innych regionach Polski, a nawet w wymiarze miedzynarodowym. Opracowane przez
nas know-how dydaktyczne w rozwijaniu i szukaniu talentéw matematycznych §wiadczy
o tym, ze to nie tylko konkurs, ale tez przyklad sprawdzonego modelu dydaktyki
matematyki.
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