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Wst¦p

Niniejsze opracowanie obejmuje zadania rozwi¡zywane na kierunkach
in»ynierskich w dyscyplinie in»ynieria l¡dowa, geodezja i transport pod-
czas zaj¦¢ z matematyki 1. Ka»dy rozdziaª skªada si¦ z przykªadów, zada«
i rozwi¡za« dotycz¡cych danego dziaªu matematyki w zakresie omawia-
nym na zaj¦ciach prowadzonych na powy»szych kierunkach.

W podrozdziaªach zatytuªowanych Przykªady zamieszczone zostaªy
zadania z rozwi¡zaniami krok po kroku oraz uproszczone de�nicje i nie-
zb¦dne wzory, zaczerpni¦te z [1]�[10]. Podrozdziaªy Zadania zawieraj¡
zadania do samodzielnego rozwi¡zania, a odpowiedzi do nich zamiesz-
czone s¡ w podrozdziale Odpowiedzi. Autorka staraªa si¦ w prosty
i przejrzysty sposób przedstawi¢ omawiane zagadnienia. W skrypcie
mo»na znale¹¢ zadania ilustruj¡ce praktyczne zastosowanie omawianego
materiaªu, tak by byªo to jasne dla studentów. Wykresy ilustruj¡ce zada-
nia i interpretacje wzorów zostaªy wykonane w programie Geogebra oraz
oprogramowaniu online www.wolframalpha.com.

Rozdziaª 1 po±wi¦cony jest macierzom, wyznacznikom i ukªadom rów-
na«. Przykªady i zadania uj¦te w tej cz¦±ci dotycz¡ podstawowych dzia-
ªa« na macierzach, obliczania wyznaczników, operacji elementarnych na
macierzach, ukªadów równa«. Zadania 1.6.�1.9. to uproszczone zadania
dotycz¡ce zagadnie« praktycznych, w których najpierw nale»y uªo»y¢
odpowiedni ukªad równa«. Rozdziaª 2 zawiera przykªady i zadania do-
tycz¡ce podstawowych zagadnie« geometrii analitycznej. Poczynaj¡c od
wspóªrz¦dnych wektora, jego dªugo±ci, normowania wektorów, iloczynu
wektorowego, skalarnego i mieszanego, po zastosowanie tych wªasno±ci
do obliczania pól i obj¦to±ci �gur rozpi¦tych przez wektory oraz wyzna-
czanie w R3 równa« prostych, pªaszczyzn, odlegªo±ci punktu od prostej
i pªaszczyzny, rzutu punktu na pªaszczyzn¦. Ponadto autorka zamie±ciªa
przykªady i zadania na styczne do krzywych sto»kowych oraz wery�kacji
sko±no±ci prostych oraz dotycz¡ce praktycznych zagadnie«. Rozdziaª 3
zawiera zagadnienia odnosz¡ce si¦ do ci¡gów i ich granic oraz kilka za-

www.wolframalpha.com
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da« dotycz¡cych ci¡gu Fibonacciego i Lucasa. W rozdziale 4 omówione
zostaªy szeregi liczbowe, ich zbie»no±¢ oraz zamiana uªamka dziesi¦tnego
okresowego na uªamek zwykªy. Rozdziaª 5 po±wi¦cony jest funkcji jed-
nej zmiennej, wyznaczaniu jej dziedziny naturalnej, badaniu wªasno±ci
takich jak parzysto±¢/nieparzysto±¢, skªadaniu funkcji. Mo»na znale¹¢ tu
zadania dotycz¡ce granic funkcji, wyznaczania asymptot, badania ci¡-
gªo±ci. Zamieszczone w rozdziale 6 przykªady i zadania pozwalaj¡ omó-
wi¢ kolejne wªasno±ci funkcji jednej zmiennej, takie jak pochodne funk-
cji elementarnych i zªo»onych, iloczynu i ilorazu funkcji. W rozdziale 7
omówione zostaªy wªasno±ci funkcji wynikaj¡ce z pochodnych, takie jak
reguªa de L'Hospitala, monotoniczno±¢, ekstrema, wypukªo±¢/wkl¦sªo±¢,
punkty przegi¦cia, aby w efekcie ko«cowym student umiaª samodzielnie
zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji i wykona¢ jej szkic. Ponadto w tym
rozdziale mo»na znale¹¢ zadania z zakresu rozwijania funkcji w szereg
Taylora, wyznaczania stycznej do krzywej oraz wykorzystuj¡ce ró»niczk¦
funkcji oraz zadania optymalizacyjne wykorzystuj¡ce pochodn¡. Rozdziaª
8 zawiera zadania z caªek nieoznaczonych, tak aby w rozdziale 9 wyko-
rzysta¢ je do caªek oznaczonych i niewªa±ciwych oraz do obliczania pól
obszarów ograniczonych krzywymi, dªugo±ci ªuków, obj¦to±ci bryª obro-
towych oraz ich pól powierzchni, ±rodka ci¦»ko±ci. Rozdziaª 10 zawiera
zadania z elementarnych dziaªa« na liczbach zespolonych. Na ko«cu tego
rozdziaªu umieszczono zagadnienie wykorzystuj¡ce liczby zespolone do
rozkªadu na uªamki proste, które cz¦sto mo»na wykorzysta¢ do obliczania
caªek.

Celem autorki byªo omówienie przykªadów w sposób prosty, z jak
najmniejsz¡ liczb¡ de�nicji i twierdze«. Je±li ju» zawierane byªy wzory,
to w uproszczonej formie, tak aby nie zniech¦ca¢ sam¡ form¡ zapisu.
Tam, gdzie byªo to mo»liwe, u»yta zostaªa gra�czna forma zapisu.



Rozdziaª 1

Macierze, wyznaczniki, ukªady

równa«

Zadania dotycz¡ce dziaªa« na macierzach i wyznacznikach oraz roz-
wi¡zywania ukªadów równa« z wykorzystaniem operacji elementarnych
na macierzach i wyznacznikach.

1.1. Przykªady

Przykªad 1.1. Dane s¡ macierzeA =

[
1 2 3
4 5 6

]
, B =

[
0 5 −4
−3 −2 −1

]
.

Wykona¢ dziaªania je±li to mo»liwe, w przeciwnym wypadku wyja±ni¢
dlaczego: A+B, A−B, 2B − 3A, B + AT .

Dla dowolnych liczb α, β i macierzy A,B tego samego wymiaru
zachodzi:

αA±βB = α

 a11 a12 . . . a1n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

±β
 b11 b12 . . . b1n

. . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn

 =

=

 α · a11 α · a12 . . . α · a1n
. . . . . . . . . . . .

α · am1 α · am2 . . . α · amn

±
 β · b11 β · b12 . . . β · b1n

. . . . . . . . . . . .
β · bm1 β · bm2 . . . β · bmn

 =

=

 α · a11 ± β · b11 α · a12 ± β · b12 . . . α · a1n ± β · b1n
. . . . . . . . . . . .

α · am1 ± β · bm1 α · am2 ± β · bm2 . . . α · amn ± β · bmn

 .

Uwaga. Prostok¡tn¡ tablic¦ zªo»on¡ z m · n liczb rzeczywistych
(zespolonych � liczby zespolone zostaªy omówione w rozdziale 10)
ustawionych w m wierszach i n kolumnach, gdzie m,n ∈ N , nazywa
si¦ macierz¡ rzeczywist¡ (zespolon¡) wymiaru m× n.
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Rozwi¡zanie.

A+B =

[
1 2 3
4 5 6

]
+

[
0 5 −4
−3 −2 −1

]
=

=

[
1 + 0 2 + 5 3 + (−4)

4 + (−3) 5 + (−2) 6 + (−1)

]
=

[
1 7 −1
1 3 5

]
,

A−B =

[
1 2 3
4 5 6

]
−
[

0 5 −4
−3 −2 −1

]
=

=

[
1− 0 2− 5 3− (−4)

4− (−3) 5− (−2) 6− (−1)

]
=

[
1 −3 7
7 7 7

]
,

2B − 3A = 2 ·
[

0 5 −4
−3 −2 −1

]
−3 ·

[
1 2 3
4 5 6

]
=

=

[
2 · 0 2 · 5 2 · (−4)

2 · (−3) 2 · (−2) 2 · (−1)

]
+

[
−3 · 1 −3 · 2 −3 · 3
−3 · 4 −3 · 5 −3 · 6

]
=

=

[
0 + (−3) 10 + (−6) −8 + (−9)

−6 + (−12) −4 + (−15) −2 + (−18)

]
=

[
−3 4 −17
−18 −19 −20

]
.

Transpozycja macierzy:

 a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


T

=


a11 . . . am1

a12 . . . am2
...

. . .
...

a1n . . . amn

 .

wiersz staje si¦ kolumn¡, a kolumna wierszem

B+AT =

[
0 5 −4
−3 −2 −1

]
+

[
1 2 3
4 5 6

]T
=

[
0 5 −4
−3 −2 −1

]
+

1 4
2 5
3 6


� dziaªanie niewykonalne, poniewa» macierz B jest wymiaru 2× 3, a AT

jest wymiaru 3× 2. Dodajemy tylko macierze tego samego wymiaru.
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Przykªad 1.2. Dla macierzy z przykªadu 1.1 wykona¢ dziaªania (je±li to
mo»liwe, w przeciwnym wypadku wyja±ni¢ dlaczego): ABT , BA, ATB.

W wyniku pomno»enia macierzy A wymiaru m × n przez macierz
B wymiaru n× k otrzymamy macierz wymiaru m× k postaci:

A · B =
wymiaru

m× n
wymiaru

n × k


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ·

b11 b12 · · · b1k
b21 b22 · · · b2k
...

...
. . .

...
bn1 bn2 · · · bnk

 =

=

[ a11·b11+a12·b21+...+a1n·bn1 a11·b12+a12·b22+...+a1n·bn2 ··· a11·b1k+a12·b2k+...+a1nbnk
a21·b11+a22·b21+...+a2n·bn1 a21·b12+a22·b22+...+a2n·bn2 ··· a21·b1k+a22·b2k+...+a2n·bnk

...
...

. . .
...

am1·b11+am2·b21+...+amn·bn1 am1·b12+am2·b22+...+amn·bn2 ··· am1·b1k+am2·b2k+...+amn·bnk

]
.

wymiaru

m× k

Rozwi¡zanie.

ABT =

[
1 2 3
4 5 6

]
·
[

0 5 −4
−3 −2 −1

]T
=

[
1 2 3
4 5 6

]
·

 0 −3
5 −2
−4 −1

 =

=

[
1 · 0 + 2 · 5 + 3 · (−4) 1 · (−3) + 2 · (−2) + 3 · (−1)
4 · 0 + 5 · 5 + 6 · (−4) 4 · (−3) + 5 · (−2) + 6 · (−1)

]
=

=

[
−2 −10
1 −28

]
;

BA � dziaªanie niewykonalne, poniewa» macierz B jest wymiaru 2 × 3,
macierz A wymiaru 2×3, aby mno»enie macierzy byªo wykonalne, liczba
kolumn w pierwszej macierzy musi by¢ równa liczbie wierszy drugiej ma-
cierzy.



10 Macierze, wyznaczniki, ukªady równa«

ATB =

[
1 2 3
4 5 6

]T
·
[

0 5 −4
−3 −2 −1

]
=

1 4
2 5
3 6

 · [ 0 5 −4
−3 −2 −1

]
=

=

 1 · 0 + 4 · (−3) 1 · 5 + 4 · (−2) 1 · (−4) + 4 · (−1)
2 · 0 + 5 · (−3) 2 · 5 + 5 · (−2) 2 · (−4) + 5 · (−1)
3 · 0 + 6 · (−3) 3 · 5 + 6 · (−2) 3 · (−4) + 6 · (−3)

 =

=

 −12 −3 −8
−15 0 −13
−18 3 −18

 .

Przykªad 1.3. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy (je±li to mo»liwe, w prze-
ciwnym wypadku wyja±ni¢ dlaczego):

a) R = [−3],

b) A =

[
1 2
4 5

]
,

c) B =

 1 2 3
4 0 6
7 8 9

 ,

d) C =

[
1 2 3
4 0 6

]
,

e) D =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ,

f) E =


1 2 1 2
3 0 2 1
1 −1 1 1
1 0 1 0

 .

Rozwi¡zanie.

Uwaga. Macierz wymiaru n×n (tyle samo wierszy i kolumn) nazy-
wana jest macierz¡ kwadratow¡ b¡d¹ macierz¡ kwadratow¡ stopnia
n albo krótko macierz¡ stopnia n.

Wyznacznik macierzy stopnia 1: det[a11] = a11.

a) detR = −3.

W przypadku obliczania wyznaczników macierzy 2 × 2 lub 3 × 3
najwygodniej skorzysta¢ z metody Sarrusa.
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det

[
a11 a12
a21 a22

]
=

∣∣∣∣∣a11 a12a21 a22

∣∣∣∣∣ =

+ −∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21.

b) detA = |A| =
+ −∣∣∣∣∣1 2

4 5

∣∣∣∣∣ = 1 · 5 − 2 · 4 = −3;

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

+ + +
a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32
− − −

=

= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32 −
− a13 · a22 · a31 − a11 · a23 · a32 − a12 · a21 · a33.

c)

1 2 3 1 2

detB = 4 0 6 4 0 = 1·0·9 + 2·6·7 + 3·4·8 −
7 8 9 7 8 − 3·0·7 − 1·6·8 − 2·4·9 = 60.

+ + +

− − −

Wyznacznik zde�niowany jest tylko dla macierzy kwadratowych

d) Wyznaczniki zde�niowane s¡ dla macierzy kwadratowych, wi¦c nie
istnieje wyznacznik macierzy C, gdy» jest to macierz 2× 3, czyli nie
jest kwadratowa.

e)

1 2 3 1 2

detD= 4 5 6 4 5 = 1·5·9 + 2·6·7 + 3·4·8 −
7 8 9 7 8 − 3·5·7 − 1·6·8 − 2·4·9 = 0.

+ + +

− − −
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W przypadku macierzy kwadratowych stopnia wy»szego ni» 3
nie dziaªa metoda Sarrusa.

f)

Dla macierzy kwadratowej n-tego stopnia wyznacznik mo»na poli-
czy¢ z rozwini¦cia Laplace'a wzgl¦dem j-tej kolumny:

|A| = a1j(−1)1+j detA1j+a2j(−1)2+j detA2j+ ...+anj(−1)n+j detAnj ,

gdzie Akl jest macierz¡ stopnia n−1 otrzyman¡ z macierzy A przez
skre±lenie k-tego wiersza i l-tej kolumny.

I sposób:
Wyznacznik macierzy mo»na obliczy¢ np. z rozwini¦cia Laplace'a wzgl¦-
dem drugiej kolumny:

detE = |E| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 2
3 0 2 1
1 -1 1 1
1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1 2 1 2

3 0 2 1

1 -1 1 1

1 0 1 0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1 2 1 2

3 0 2 1

1 -1 1 1

1 0 1 0

∣∣∣∣∣
= 2 · (−1)1+2 ·

∣∣∣∣ 3 2 1
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣+ 0 · (−1)2+2

∣∣∣∣ 1 1 2
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1 2 1 2

3 0 2 1

1 -1 1 1

1 0 1 0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 1 2 1 2

3 0 2 1

1 -1 1 1

1 0 1 0

∣∣∣∣∣
+ (-1) · (−1)3+2 ·

∣∣∣∣ 1 1 2
3 2 1
1 1 0

∣∣∣∣+ 0 · (−1)4+2 ·
∣∣∣∣ 1 1 2

3 2 1
1 1 1

∣∣∣∣ = 4.
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Dla macierzy kwadratowej n-tego stopnia wyznacznik mo»na poli-
czy¢ z rozwini¦cia Laplace'a wzgl¦dem i-tego wiersza

|A| = ai1(−1)i+1 detAi1 + ai2(−1)i+2 detAi2 + ...+ ain(−1)i+n detAin,

gdzie Akl jest macierz¡ stopnia n−1 otrzyman¡ z macierzy A przez
skre±lenie k-tego wiersza i l-tej kolumny.

Wiadomo, »e wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie, gdy do pew-
nego wiersza/pewnej kolumny doda si¦ inny wiersz/inn¡ kolumn¦
pomno»ony/pomno»on¡ przez niezerow¡ liczb¦. Licz¡c wyznacz-
nik, najlepiej jest wprowadzi¢ jak najwi¦cej zer w wybranym wier-
szu/wybranej kolumnie poprzez dodanie do danego wiersza/danej
kolumny innego wiersza/innej kolumny pomno»onego/pomno»onej
przez dowoln¡ niezerow¡ staª¡ (ew. powtarzamy kilkukrotnie t¦ ope-
racj¦).

II sposób:
W tym przykªadzie uzyskuje si¦ maksymaln¡ liczb¦ zer w czwartym
wierszu, np. poprzez dodanie do trzeciej pierwszej kolumny pomno»onej
przez −1

detE =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 2
3 0 2 1
1 -1 1 1
1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
k3−k1−→

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 2
3 0 −1 1
1 −1 0 1
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
korzystamy z rozwini¦cia−→
Laplace'a wzgl. 4 wiersza

→ (−1)4+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 0 2
0 −1 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ w3+
w1
2−→ (−1) ·

∣∣∣∣∣∣
2 0 2
0 −1 1
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 4.

Ostatnie obliczenia wynikaj¡ z wªasno±ci wyznacznika macierzy gór-
notrójk¡tnej (wyznacznik takiej macierzy równy jest iloczynowi elemen-
tów le»¡cych na gªównej diagonali). Mo»na te» wykona¢ ostatni krok,
licz¡c wyznacznik metod¡ Sarrusa.

Przykªad 1.4. Znale¹¢ macierze odwrotne do macierzy z przykªadu 1.3,
o ile jest to wykonalne (w przeciwnym wypadku wyja±ni¢ dlaczego).
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A−1 nazywamy macierz¡ odwrotna do nieosobliwej∗ macierzy A
stopnia n, gdy:

A−1 · A = A · A−1 = In,

gdzie In jest macierz¡ jednostkow¡ stopnia n.
∗ � macierz nieosobliwa, to macierz kwadratowa, której wyznacznik
jest ró»ny od zera, czyli detA ̸= 0.

Dla macierzy kwadratowej A stopnia n takiej, »e |A| ̸= 0, istnieje
macierz odwrotna dana wzorem:

A−1 =
1

|A|
DT ,

gdzie D � macierz dopeªnie« algebraicznych:

D =

D11 . . . D1n
...

. . .
...

Dn1 . . . Dnn

 , Dkl = (−1)k+l detAkl

oraz Akl jest macierz¡ stopnia n− 1 otrzyman¡ z macierzy A przez
skre±lenie k-tego wiersza i l-tej kolumny.

Rozwi¡zanie.

a) R−1 =
[
−1

3

]
,

b) A−1 =

[
1 2
4 5

]−1
= 1
−3

[
(−1)1+1 · det[5] (−1)1+2 · det[4]
(−1)2+1 · det[2] (−1)2+2 · det[1]

]T
=

= 1
−3

[
5 −2
−4 1

]
=

[
−5

3
2
3

4
3
−1

3

]
,

c) B−1 =

1 2 3
4 0 6
7 8 9

−1= 1
60


(−1)1+1

∣∣∣0 6
8 9

∣∣∣ (−1)1+2
∣∣∣4 6
7 9

∣∣∣ (−1)1+3
∣∣∣4 0
7 8

∣∣∣
(−1)2+1

∣∣∣2 3
8 9

∣∣∣ (−1)2+2
∣∣∣1 3
7 9

∣∣∣ (−1)2+3
∣∣∣1 2
7 8

∣∣∣
(−1)3+1

∣∣∣2 3
0 6

∣∣∣ (−1)3+2
∣∣∣1 3
4 6

∣∣∣ (−1)3+3
∣∣∣1 2
4 0

∣∣∣


T

=
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= 1
60

 −48 6 32
6 −12 6
12 6 −8

T

= 1
60

 −48 6 12
6 −12 6
32 6 −8

 ,

d) Macierz odwrotna do macierzy C nie istnieje, poniewa» macierz od-
wrotna jest zde�niowana dla macierzy kwadratowych i nieosobliwych
(wyznacznik ró»ny od 0), a macierz C nie jest kwadratowa.

e) Macierz odwrotna do macierzy D nie istnieje, poniewa» macierz D
jest osobliwa (detD = 0).

f)

I sposób:

E−1 =


1 2 1 2
3 0 2 1
1 −1 1 1
1 0 1 0


−1

=

= 1
4



(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
0 2 1
−1 1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
3 0 1
1 −1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
3 0 2
1 −1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
(−1)2+1

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
−1 1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)2+2

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
1 −1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)2+4

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
1 −1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
(−1)3+1

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
0 2 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)3+2

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
3 2 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
3 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ (−1)3+4

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
3 0 2
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
(−1)4+1

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
0 2 1
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣ (−1)4+2

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
3 2 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ (−1)4+3

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
3 0 1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ (−1)4+4

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
3 0 2
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣



T

=

= 1
4


−1 1 1 1
4 0 −4 0
−2 −2 2 2
−5 1 9 −3


T

= 1
4


−1 4 −2 −5
1 0 −2 1
1 −4 2 9
1 0 2 −3

 .

II sposób:

Metoda Gaussa-Jordana:
W przypadku macierzy wy»szych stopni macierz odwrotn¡ ªatwiej
znale¹¢, korzystaj¡c z operacji elementarnych na wierszach (prze-
stawianie wierszy, dodawanie/odejmowanie wierszy od siebie, mno-
»enie przez liczb¦ ró»n¡ od zera), przeksztaªcaj¡c macierz [E|I] do
postaci [I|F ], gdzie F = E−1 oraz I jest macierz¡ jednostkow¡
doª¡czon¡.



16 Macierze, wyznaczniki, ukªady równa«

[E|I] =


1 2 1 2 1 0 0 0
3 0 2 1 0 1 0 0
1 −1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1

 w2−3w1←−−−−−→
w3−w1
w4−w1


1 2 1 2 1 0 0 0
0 −6 −1 −5 −3 1 0 0
0 −3 0 −1 −1 0 1 0
0 −2 0 −2 −1 0 0 1


2w3−w2
3w4−w2←−−−−−→
3w1+w2

2w3−w2
3w4−w2←−−−−−→
3w1+w2


3 0 2 1 0 1 0 0
0 −6 −1 −5 −3 1 0 0
0 0 1 3 1 −1 2 0
0 0 1 −1 0 −1 0 3


w1−2w3
w2+w3←−−−−−→

w4−w3


3 0 0 −5 −2 3 −4 0
0 −6 0 −2 −2 0 2 0
0 0 1 3 1 −1 2 0
0 0 0 −4 −1 0 −2 3



4w1−5w4
2w2−w4←−−−−−−→
4w3+3w4


12 0 0 0 −3 12 −6 −15
0 −12 0 0 −3 0 6 −3
0 0 4 0 1 −4 2 9
0 0 0 −4 −1 0 −2 3


w1/12

−w2/12
←−−−−−→

w3/4
−w4/4

w1/12
−w2/12
←−−−−−→

w3/4
−w4/4


1 0 0 0 −1/4 1 −1/2 −5/4
0 1 0 0 1/4 0 −1/2 1/4
0 0 1 0 1/4 −1 1/2 9/4
0 0 0 1 1/4 0 1/2 −3/4

 = [I|E−1]

W przypadku stosowania operacji na kolumnach macierz jednost-
kow¡ I dopisujemy poni»ej macierzy E.

Przykªad 1.5. Rozwi¡za¢ równanie macierzowe A(5X−2B) = C, gdzie

A =

1 2 0
1 −1 1
0 1 −1

 , B =

 0 1 1
1 0 1
−1 2 0

 , C =

 1 −1 0
−1 0 −1
2 1 1

 .

Rozwi¡zanie. Szukana macierz X jest stopnia 3.

mno»enie z lewej strony A−1 ·
∣∣∣ A(5X − 2B) = C

A−1A(5X − 2B) = A−1C

z tego, »e A−1A = I otrzymuje si¦

5X − 2B = A−1C
∣∣∣+ 2B

5X = A−1C + 2B
∣∣∣ · 1

5

X =
1

5
A−1C +

2

5
B.

Wystarczy wyznaczy¢ A−1

A−1 =
1

2

 0 2 2
1 −1 −1
1 −1 −3

 , A−1C =

 1 1 0
0 −1 0
−2 −2 −1

 ,
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a nast¦pnie podstawi¢

X =
1

5
A−1C +

2

5
B =

=
1

5

 1 1 0
0 −1 0
−2 −2 −1

+
2

5

 0 1 1
1 0 1
−1 2 0

 =


1
5

3
5

2
5

2
5
−1

5
2
5

−4
5

2
5
−1

5

 .

Przykªad 1.6. Rozwi¡za¢ ukªady równa«, korzystaj¡c z wzorów Cra-
mera

a)

{
3x+ 2y = 1
5x− 6y = 7

,
b)


3x+ 2y + 5z = 3
2z + x− y = 2

x− z = 1
.

Ukªadem Cramera nazywa si¦ ukªad równa« liniowych AX = B,
gdzie A jest macierz¡ kwadratow¡ nieosobliw¡ (|A| ̸= 0) stopnia n,
X,B s¡ macierzami wymiaru n× 1.

Ukªad Cramera AX = B ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie. Rozwi¡-
zanie to dane jest wzorem

X =


x1

x2
...
xn

 =



|A1|
|A|

|A2|
|A|

...
|An|
|A|


gdzie Ai dla 1 ≤ i ≤ n oznacza macierz A, w której i-t¡ kolumn¦
zast¡piono kolumn¡ wyrazów wolnych B.

Rozwi¡zanie. a) Ukªad równa«

{
3x+ 2y = 1
5x− 6y = 7

nale»y najpierw za-

pisa¢ w postaci macierzowej[
3 2
5 −6

]
·
[
x
y

]
=

[
1
7

]
.

Wystarczy obliczy¢ wyznacznik gªówny (musi by¢ ró»ny od zera)

|A| =
∣∣∣∣3 2
5 −6

∣∣∣∣ = 3 · (−6)− 2 · 5 = −28 ̸= 0,
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nast¦pnie obliczy¢ |A1| (zast¦puj¡c pierwsz¡ kolumn¦ kolumn¡ wyra-
zów wolnych) oraz |A2|( zast¦puj¡c drug¡ kolumn¦ kolumn¡ wyrazów
wolnych)

|A1| =
∣∣∣∣1 2
7 −6

∣∣∣∣ = −20, |A2| =
∣∣∣∣3 1
5 7

∣∣∣∣ = 16.

Rozwi¡zanie: x = |A1|
|A| =

−20
−28 = 5

7
, y = |A2|

|A| =
16
−28 = −4

7
.

b) Analogicznie, jak w poprzednim przykªadzie, najpierw posta¢ macie-
rzowa rozwa»anego ukªadu równa«

 3 2 5
1 −1 2
1 0 −1

 ·
xy
z

 =

 3
2
1

 ,

nast¦pnie wyznaczniki

|A| =

∣∣∣∣∣∣
3 2 5
1 −1 2
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 14, |A1| =

∣∣∣∣∣∣
3 2 5
2 −1 2
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 16,

|A2| =

∣∣∣∣∣∣
3 3 5
1 2 2
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −8, |A3| =

∣∣∣∣∣∣
3 2 3
1 −1 2
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2.

Rozwi¡zanie:

x = |A1|
|A| =

16
14

= 8
7
, y = |A2|

|A| =
−8
14

= −4
7
, z = |A3|

|A| =
2
14

= 1
7
.
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Przykªad 1.7. Rozwi¡za¢ ukªad równa«, wykorzystuj¡c metod¦ elimi-
nacji Gaussa

a)


4x+ 3y − 2z = −3
3x− 2y − z = 3

x+ z = 3
,

b)


4x+ 3y − 2z = −3
3x− 2y − z = 3
x+ 5y − z = 3

,

c)


x+ y + z + t = 1

2x+ 3y + 4z + 5t = 2
x+ z = 3

2x+ y + 2z + t = 4

.

Uwaga. Nie ka»dy ukªad równa« jest ukªadem Cramera.
W ogólno±ci:
dowolny ukªad równa« mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej
AX = B, gdzie A jest macierz¡ wymiaru m × n, X macierz¡ wy-
miaru n × 1, a B macierz¡ wymiaru m × 1, i do jego rozwi¡zania
zastosowa¢ metod¦ eliminacji Gaussa.

Metoda eliminacji Gaussa:
polega na zapisaniu ukªadu równa« w postaci macierzowej
AX = B, a nast¦pnie przeksztaªceniu macierzy rozszerzonej [A|B]
do postaci schodkowej, poprzez wykonywanie jedynie operacji ele-
mentarnych na wierszach (mno»enie wierszy przez liczb¦ ró»n¡ od
zera, dodawanie/odejmowanie wierszy do siebie, przestawianie wier-
szy).

Mo»na wyszczególni¢ przypadki:
• gdy |A| ̸= 0, to ukªad równa« jest oznaczony (dokªadnie jedno

rozwi¡zanie), wtedy [A|B]
operacje elem.←−−−−−−→
na wierszach

[I|X],

• gdy |A| = 0 mo»na otrzyma¢:
� ukªad nieoznaczony (niesko«czenie wiele rozwi¡za«), wtedy

[A|B]
operacje elem.←−−−−−−→
na wierszach

[
I ∗ ⋆
0 0 0

]
,

� sprzeczny (brak rozwi¡za«), wtedy

[A|B]
operacje elem.←−−−−−−→
na wierszach

[
I ∗ ⋆
0 0 ⋄

]
,

gdzie ∗, ⋆, ⋄ s¡ niezerowymi macierzami.

Rozwi¡zanie.
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a) Nale»y zapisa¢ ukªad równa«


4x+ 3y − 2z = −3
3x− 2y − 1z = 3
1x+ 0y + 1z = 3

, w postaci

macierzowej

 4 3 −2
3 −2 −1
1 0 1

 ·
 x

y
z

 =

 −33
3

 . Nast¦pnie na ma-

cierzy rozszerzonej wykonujemy operacje elementarne na wierszach

[A|B]=

4 3 −2 −3
3 −2 −1 3
1 0 1 3

 4w2−3w1←−−−−→
4w3−w1

4 3 −2 −3
0 −17 2 21
0 −3 6 15

 17w1+3w2

←−−−−−−−→
1
96

(17w3−3w2)

17w1+3w2

←−−−−−−−−→
1
96 (17w3−3w2)

 68 0 −28 12
0 −17 2 21
0 0 1 2

 w1+28w3

w2−2w3←−−−−−→

 68 0 0 68
0 −17 0 17
0 0 1 2

 1
68w1

− 1
17w2←−−−→

1
68

w1

− 1
17

w2←−−→

 1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 2

 ,

czyli rozwi¡zaniem jest macierz X =

 x
y
z

 =

 1
−1
2

 .

b)

 4 3 −2 −3
3 −2 −1 3
1 5 −1 3

 4w2−3w1←−−−−→
4w3−w1

 4 3 −2 −3
0 −17 2 21
0 17 −2 15

←−−→
w3+w2

←−−→
w3+w2

 4 3 −2 −3
0 −17 2 21
0 0 0 36

 ,
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czyli ukªad jest sprzeczny, tzn. brak rozwi¡za«.
Aby to dokªadniej zrozumie¢, wystarczy przej±¢ z ostatni¡ macierz¡ z po-

wrotem na ukªad równa«

x y z 4 3 −2 −3
0 −17 2 21
0 0 0 36

 , czyli


4x+ 3y − 2z = −3
−17y + 2z = 21

0 = 36
.

Ostatnie równanie jest sprzeczne, czyli rozwa»any ukªad równa« jest
sprzeczny (brak rozwi¡za«).

c)

I sposób:


1 1 1 1 1
2 3 4 5 2
1 0 1 0 3
2 1 2 1 4


w2−2w1←−−−−−→
w3−w1

w4−2w1


1 1 1 1 1
0 1 2 3 0
0 −1 0 −1 2
0 −1 0 −1 2


w1−w2

←−−−−→
w3+w2

w4+w2


1 0 −1 −2 1
0 1 2 3 0
0 0 2 2 2
0 0 2 2 2


2w1+w3

w2−w3←−−−−−→

w4−w3


2 0 0 −2 4
0 1 0 1 −2
0 0 2 2 2
0 0 0 0 0

 w1/2←−−→
w3/2


1 0 0 −1 2
0 1 0 1 −2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

 .

Otrzymali±my wiersz zªo»ony z samych zer i jest to przypadek opisany na
stronie 19, wi¦c ukªad jest nieoznaczony i ma niesko«czenie wiele rozwi¡-
za«. Ostatnie przeksztaªcenie macierzy rozszerzonej zapisujemy w postaci
ukªadu równa«

x y z t
1 0 0 −1 2
0 1 0 1 −2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

 , wi¦c


x− t = 2
y + t = −2
z + t = 1

czyli ostatecznie


x = 2 + t
y = −2− t
z = 1− t
t ∈ R

.
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II sposób:

• Minorem stopnia k macierzy A wymiaru m × n, 1 ≤ k ≤
min(m,n) nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej po-
wstaªej z wykre±lenia m − k wierszy i n − k kolumn macierzy
A.
• Rz¦dem macierzy A nazywamy najwi¦kszy stopie« jej niezero-
wego minora i oznaczamy rzA lub rA lub rankA.

Twierdzenie Kroneckera-Capellego
Ukªad równa« liniowych AX = B ma rozwi¡zanie wtedy i tylko
wtedy, gdy rzA = rz[A|B] tego ukªadu.
Wniosek
Niech AX = B jest ukªadem liniowym z n niewiadomymi, wtedy:

• je±li rzA = rz[A|B] = n, to ukªad ma dokªadnie jedno rozwi¡-
zanie(jest oznaczony),
• je±li rzA ̸= rz[A|B], to ukªad nie ma rozwi¡za« (jest sprzeczny),
• je±li rzA = rz[A|B] = r < n, to ukªad ma niesko«czenie wiele
rozwi¡za« zale»nych od n− r parametrów (jest nieoznaczony).

Analogicznie jak w I sposobie macierz rozszerzon¡ doprowadzamy do
postaci schodkowej, wykonuj¡c operacje elementarne na wierszach

1 0 0 −1 2
0 1 0 1 −2
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

 .

Uwaga. Rz¡d macierzy schodkowej równy jest liczbie jej niezero-
wych wierszy (schodków).

Poniewa» rz¡d macierzy gªównej jest równy 3 i jest równy rz¦dowi macie-
rzy rozszerzonej, wi¦c z twierdzenia Kroneckera-Capellego ukªad równa«
jest nieoznaczony i ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« z 1 parametrem.
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Analogicznie jak w pierwszym sposobie z ostatniej postaci przechodzimy

na ukªad równa«


x− t = 2
y + t = −2
z + t = 1

, czyli ostatecznie


x = 2 + t
y = −2− t
z = 1− t
t ∈ R

.

Przykªad 1.8. Wyznaczy¢ równania bazowe, dla przykªadu 1.7c).

Rozwi¡zanie bazowe to rozwi¡zanie szczególne, otrzymane dla roz-
wi¡za« ukªadu nieoznaczonego z n−k parametrami przy zaªo»eniu,
»e n− k zmiennych jest równych zeru.

Rozwi¡zanie. Korzystaj¡c z rozwi¡za« ukªadu


x
y
z
t

 =


2 + t
−2− t
1− t

t

,
t ∈ R wyznacza si¦ rozwi¡zania bazowe, przyjmuj¡c kolejne zmienne
równe zero:

x = 0 (dla t = −2)


x = 0
y = 0
z = 3
t = −2

,

z = 0 (dla t = 1)


x = 3
y = −3
z = 0
t = 1

,

t = 0


x = 2
y = −2
z = 1
t = 0

,

wi¦c s¡ trzy rozwi¡zania bazowe dla t = −2, 1, 0.

1.2. Zadania

Zadanie 1.1. Dane s¡ macierze:

A1 =

[
1 2 3
4 5 6

]
, A2=

[
7 8 9
−9 −8 −7

]
,
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A3 =

 1 2
0 3
4 0

 ,

A4 =

−1 0 1
0 1 0
1 0 −1

 ,

A5=

[
0, 5 −2, 5 3, 5
1, 5 −0, 5 1, 5
4, 5 0, 6 0, 1

]
,

A6 =

 1 0 0
2 3 0
4 5 6

 ,

A7=

 0 0 −1
0 2 −2
−3 −3 −3

,
A8 =

 0 2 1
2 0 3
1 3 0

 ,

A9=

 0 −2 −1
2 0 −3
1 3 0

 ,

A10=

1 0 −2 −1
0 2 0 −3
2 0 3 0
1 3 0 4

.

Wykona¢ (je±li to mo»liwe, w przeciwnym wypadku wyja±ni¢ dlaczego)
nast¦puj¡ce dziaªania na macierzach:

a) A1 + A2,
b) A1 − A2,
c) 3A2 + 2A1,
d) A1 + A3,
e) A1 + AT

3 ,
f) A1 + AT

2 ,
g) A3 · A2,
h) A2 · A3,

i) A1 · A3,
j) A1 · AT

2 ,
k) A1 ·A3−A1 ·AT

2 ,
l) A3·A1−2A5−AT

9 ,
m) AT

3 · A7,
n) |A4|, |A5|,
o) |A3|, |A6|,
p) |A7|, |A8|,

q) |A9|, |A10|,
r) |A2 ·A3|, |A1 ·A3|,
s) |A4 ·A5|, |A8 ·A7|,
t) A−15 , A−16 ,
u) A−17 , (AT

8 )
−1,

v) A−19 , A−110 ,
w) (A2 · A3)

−1, A−14

x) (A4 · A5)
−1.

Zadanie 1.2. Znale¹¢ macierz odwrotn¡ do danej (je±li to mo»liwe, w
przeciwnym wypadku wyja±ni¢ dlaczego):

a)


−1 1 0 1
1 1 −1 1
1 1 −1 −1
−1 1 1 −1

 ,

b)


0 −1 1 −1
1 0 −1 1
−1 1 0 −1
1 −1 1 0

 ,

c)


0 1 1 1
−1 0 1 1
−1 −1 0 1
−1 −1 −1 0

 ,

d)


1 1 1 0
1 1 0 −1
1 0 −1 −1
0 −1 −1 −1

 ,
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e)


−1 −1 −1 −1
−1 0 0 0
−1 0 2 2
−1 0 2 3

 ,

f)


0 −1 1 −1 1
1 0 −1 1 −1
−1 1 0 −1 1
1 −1 1 0 −1
1 1 −1 1 0

 ,

g)


1 1 1 1 1
−1 −1 1 1 1
−1 −3 −1 1 1
−1 −3 −3 −1 1
1 −1 −1 −1 1

 ,

h)


1 2 0 3 0
2 0 3 0 4
0 3 0 4 0
3 0 4 0 5
0 4 0 5 0

 ,

i)


1 2 0 3 0 4
2 0 3 0 4 0
0 3 0 4 0 5
3 0 4 0 5 0
0 4 0 5 0 6
4 0 5 0 6 1

 ,

j)


1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0

 ,

k)


1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 .

Zadanie 1.3. Dla macierzy A =

[
1 1 1
1 0 1

]
, B =

 0 −1 0
1 3 1
1 2 1

 ,

C =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

, D =

 1 2
1 3
1 −1

 rozwi¡za¢ równania macierzowe

(je±li to mo»liwe, w przeciwnym wypadku wyja±ni¢ dlaczego):

a) CX = B,
b) (A+B)X = C,
c) X(B + I) = C +DA,

d) C(2X + 3B) = ATA,
e) AD + 3X = 3AAT + I,
f) (D + 2A)X = C.

Zadanie 1.4. Rozwi¡za¢ poni»sze ukªady równa« (wykorzystuj¡c dzia-
ªania na macierzach, wyznacznikach, operacjach elementarnych na ma-
cierzach):

a)

{
2x+ 3y=1
4x− 2y=2

, b)

{
2y − x=1
4x− 2y=2

,
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c)


x+ y + z=1

2x− 2y + 2z=2
3x− y + 4z=3

,

d)


0, 5x− 1, 5y + 2z = 0
−3x+ 2y + 1, 5z = 1, 5
2, 5x− 0, 5y − 3z= 0, 5

,

e)


x+ 4y − 4z= 1
2x+ z − 6y= −1

3x− 3y − 3z= 0
,

f)


x+ y + z + t= 13
x− y + z + t= 0
x+ y − z + t= 5
x+ y + z − t= 5

,

g)


x+ y + z= 13
x− y + z= 0

3x+ 2y − 2z= 4
4x+ 3y − z= 17

,

h)


x+ y + z= 1
2x+ 2z= 2
3x+ 3z= 3

,

i)


x+ 2y − 4z= 1
2x+ z − 5y= 2

3x− 3y − 3z= 3
,

j)


x+ y − z + t= 13

x+ z − y − 2t= −13
3x− 4y − 3z + 2t= 5

,

k)


x+ y − z + 2t= 13

x+ z − y − 2t− 1= 0
3x− 4y − 3 + 2t= 5

,

l)


x+ y + z= −2
x+ y + t= 4
x− 2z + t= −2

2x+ 2y + z + t= 2

,

m)


x+ y + z= −2
x− 2z + t= −2

2x+ y − z + t= −4
−6x− 3y + 3z − 3t= 12

,

n)


4x+ y + z= −2
x− 2z + t= −2

2x+ y − z + t= −4
−6x− 3y + 3z − 3t= 12

,

o)


x+ y + z= 1

x− 2y + 2z= 4
2x− y + 3z= 3

,

p)


x+ y + z + t= 2

x− 2z + t= 1
2x+ y − z + t= 4

−6x− 3y + 3z − 3t= 12

,

q)


x+ y − z= 7
x− y + z= 0

3x+ 2y − 2z= 4
4x+ 3y − z= 17

,

r)


5x+ 3y − z + 1= 0
−2x− y + 2z − 2= 0

3x+ 2y + z= 2
,

s)


x+ 3y − z + 1= −1

−2x− 4y + 2z − 2= 3
x+ y − z + 1= 2

,

t)


x+ 0,005y − 0,025z = 1,075

−2,005x− y + 2z = 2

3,005x+ 1,005y − 2,025z = 3,075

,

u)


x+ y − 2z + t= 3

x− 2y + z − 3t= 2
x+ y − 2z + t= 5
x+ y + z − 2t= 4

.
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Zadanie 1.5. Dla ukªadów z zadania 1.4h)�n) wyznaczy¢ rozwi¡zania
bazowe.

Uwaga. Rozwi¡zuj¡c zadania 1.6�1.9, zapisa¢ je w postaci ukªadów rów-
na« i rozwi¡za¢, wykorzystuj¡c macierze b¡d¹ wyznaczniki.

Zadanie 1.6. Firma budowlana ma 3 pojazdy do transportu materia-
ªów sypkich, o ªadowno±ci 8, 12, 23 t odpowiednio. Realizuj¡c zamówienie
dostawy 368 t »wiru na pewn¡ budow¦, wykonano 26 kursów. W wykona-
niu 1/2 zlecenia nie braªa udziaªu wywrotka o najwi¦kszej ªadowno±ci. Ile
kursów wykonaªa ka»da z ci¦»arówek? Zapisa¢ ukªad równa« i rozwi¡za¢,
korzystaj¡c z macierzy b¡d¹ wyznaczników.

Zadanie 1.7. Do dyspozycji mamy roztwory kwasu o st¦»eniu 5% i 30%,
odpowiednio. Ile kilogramów ka»dego roztworu nale»y wzi¡¢, aby otrzy-
ma¢ 5 l kwasu o st¦»eniu 20%?

Zadanie 1.8. Firma transportowa ma 4 zestawy do transportu dªu»ycy.
Zamówienie transportu dªu»ycy zostaªo podzielone na 4 etapy. W pierw-
szej cz¦±ci z lasu odebrano ok. 353 m3, z czego pierwszy i trzeci zestaw
wykonaªy po 3 kursy, natomiast pozostaªe po 4. W drugiej cz¦±ci drugi
i trzeci zestaw kursowaªy 3 razy, a czwarty tylko 2 i przetransporto-
wano ok. 217 m3 drewna. Trzeci etap obsªugiwaªy tylko pierwszy i drugi,
z czego pierwszy zostaª zaªadowany o ok. 2 m3 poni»ej swoich mo»liwo±ci
i zrobiª 4 kursy, a drugi 3 kursy i zwieziono 136 m3. Ostatni etap obsªugi-
waªy pierwszy i czwarty zestaw, zwo»¡c 253 m3 drewna, przy czym pierw-
szy zestaw wykonaª 6, a czwarty 5 kursów. Ile m3 drewna zwieziono? Po
ile m3 mo»na zaªadowa¢ na ka»dy zestaw transportowy (przyjmuj¡c, »e
ªadowano dopuszczaln¡ ilo±¢ m3)?

Zadanie 1.9. Wybudowano basen w ksztaªcie prostopadªo±cianu, któ-
rego suma kraw¦dzi wynosi 64 m. Jedna z kraw¦dzi podstawy jest o 3 m
krótsza od wysoko±ci, natomiast druga kraw¦d¹ podstawy jest dwukrot-
no±ci¡ ±redniej arytmetycznej kraw¦dzi podstawy i wysoko±ci. Jaka jest
obj¦to±¢ tego basenu?
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1.3. Odpowiedzi

Zad. 1.1

a)

[
8 10 12
−5 −3 −1

]
,

b)

[
−6 −6 −6
13 13 13

]
,

c)

[
23 28 33
−19 −14 −9

]
,

d) niewykonalne, poniewa» wymiary macie-
rzy s¡ ró»ne (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru), A1 jest wymiaru
2× 3, A3 wymiaru 3× 2,

e)

[
2 2 7
6 8 6

]
,

f) niewykonalne, poniewa» wymiary macie-
rzy s¡ ró»ne (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru), A1 jest wymiaru
2× 3, AT

2 wymiaru 3× 2,

g)

 −11 −8 −5
−27 −24 −21
28 32 36

 ,

h)

[
43 38
−37 −42

]
,

i)

[
13 8
28 23

]
,

j)

[
50 −46

122 −118

]
,

k)

[
−37 54
−94 141

]
,

l)

 8 15 7
11 16 12
−4 9,8 11,8

 ,

m)

[
−12 −12 −13

0 6 −8

]
,

n) 0;−5,95,
o) niewykonalne (wyznacznik zde�niowany

jest tylko dla macierzy kwadratowych);
18,

p) −6, 12,
q) 0, 125,
r) −400, 75,
s) 0, −72,

t)

 19/119 −47/119 40/119

−132/119 314/119 −90/119
−9/17 33/17 −10/17

 ,

 1 0 0

−2/3 1/3 0

−1/9 −5/18 1/6

 ,

u)

 2 −1/2 −1/3
−1 1/2 0

−1 0 0

 ,

 −3/4 1/4 1/2

1/4 −1/12 1/6

1/2 1/6 −1/3

 ,

v) |A9| = 0, wi¦c macierz odwrotna nie ist-
nieje,
51/125 −9/125 34/125 6/125

−9/125 31/125 −6/125 21/125

−34/125 6/125 19/125 −4/125
−6/125 −21/125 −4/125 14/125

,
w)

[
21/200 19/200

−37/400 −43/400

]
, |A4| = 0, wi¦c

macierz odwrotna nie istnieje,
x) |A4 · A5| = 0, wi¦c macierz odwrotna nie

istnieje.

Zad. 1.2

a)


−1 1 −0,5 0,5
0 0,5 0 0,5
−1 1 −1 1
0 0,5 −0,5 0

 ,

b)


0 1 1 1
−1 0 1 1
−1 −1 0 1
−1 −1 −1 0

 ,

c)


0 −1 1 −1
1 0 −1 1
−1 1 0 −1
1 −1 1 0

 .

d)


1 −1 1 0
−1 1 0 −1
1 0 −1 1
0 −1 1 −1

 ,

e)


0 −1 0 0
−1 1,5 −0,5 0
0 −0,5 1,5 −1
0 0 −1 1

 ,
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f)


0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
−0,5 −0,5 0,5 0,5 0,5
−0,5 −1,5 −0,5 0,5 0,5
−0,5 −1,5 −1,5 −0,5 0,5
0,5 −0,5 −0,5 −0,5 0,5

 ,

g)


0 −0,5 0,5 −0,5 0,5

0,5 0 −0,5 0,5 −0,5
−0,5 0,5 0 −0,5 0,5
0,5 −0,5 0,5 0 −0,5
0,5 0,5 −0,5 0,5 0

 ,

h)


1 0 −2 0 1
0 0 −5 0 4
−2 −5 4 4 −2
0 0 4 0 −3
1 4 −2 −3 1

 ,

i)


1 0 −2 0 1 0
0 1 −5 −2 4 1
−2 −5 4 4 −2 0
0 −2 4 4 −3 −2
1 4 −2 −3 1 0
0 1 0 −2 0 1

 ,

j) wyznacznik = 0, wi¦c macierz odwrotna
nie istnieje,

k)


0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 −1 0
0 0 1 −1 0 0
0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 .

Zad. 1.3

a) X =

 0 −1 0
1 4 1
0 −1 0

 ,

b) dziaªanie A + B jest niewykonalne, gdy»
macierz A jest wymiaru 2 × 3, a macierz
B wymiaru 3×3 (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru),

c) X =

 1/7 5/7 −6/7
16/7 3/7 9/7

2/7 3/7 2/7

 ,

d) X =

 1 2 1
−2 −9/2 −2
−1 −3 −1

 ,

e) X =

[
7/3 7/3

4/3 10/3

]
,

f) dziaªanie D + 2A jest niewykonalne, gdy»
macierz A jest wymiaru 2×3, a macierz D
wymiaru 3 × 2 (dodajemy tylko macierze
tego samego wymiaru).

Zad. 1.4

a) x = 1
2
, y = 0,

b) x = 1, y = 1,

c) x = 1, y = 0, z = 0,

d) x = 6,5, y = 7,5, z = 4,

e) z = − 1
3
, y = 0, z = − 1

3
,

f) x = − 3
2
, y = 13

2
, z = 4, t = 4,

g) x = 4
5
, y = 13

2
, z = 57

10
,

h) x = 1− z, y = 0, z ∈ R,

i) x = 1 + 2z, y = z, z ∈ R,

j) x ∈ R, y = 34
7
− 2

7
x,

z = − 57
7

+ 19
7
x, t = 2x,

k) x = 7, y ∈ R, z = −19+5y, t = − 13
2
+2y,

l) x = −8 + z, y = 6− 2z, z ∈ R, t = 6 + z,

m) x ∈ R, y ∈ R, z = −2− x− y,
t = −6− 3x− 2y,

n) x = 0, y ∈ R, z = −2− y, t = −6− 2y,

o)�u) ukªad sprzeczny.
Zad. 1.5

h)

00
1

,
10
0

 ,

i)

10
0

,
 0
− 1

2
− 1

2

,

j)


0
34
7
− 57

7
0

 ,


17
0
38
34

 ,


3
4
0
6

 ,

k)


7
0
−19
− 13

2

 ,


7
19
5
0
11
10

 ,


7
13
4
− 11

4
0

 ,

l)


0
−10
8
14

 ,


−5
0
3
9

 ,


−8
6
0
6

 ,


−14
18
−6
0

 ,

m)


0
y

−2− y
−6− 2y

 , y ∈ R \ {0},
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
x
0

−2− x
−6− 3x

 , x ∈ R \ {0},


x

−2− x
0

−2− x

 , x ∈ R \ {0},


x

−3− 3
2
x

1 + 1
2
x

0

 , x ∈ R \ {0},

n)


0
y

−2− y
−6− 2y

 , y ∈ R \ {0},


0
0
−2
−6

 ,


0
−2
0
−2

 ,


0
−3
1
0

 .

Zad. 1.6 w1 + w2 + w3 = 26
8w1 + 12w2 + 23w3 = 368

8w1 + 12w2 = 184
, w1 = 8, w2 = 10, w3 = 8.

Zad. 1.7{
x+ y = 5

0,05x+ 0,30y = 0,20 · 5 , 2 litry roztworu x i 3 litry roztworu y.

Zad. 1.8
3x+ 4y + 3z + 4t = 353

3y + 3z + 2t = 217
4(x− 2) + 3y = 136

6x+ 5t = 253

, 959 m3, x=18 m3, y=24 m3, z=29 m3, t=29 m3.

Zad. 1.9 4a+ 4b+ 4h = 64
a− 3 = h

b = a+ h
, a = 5,5 m, b = 8 m, h = 2,5 m, V = 110 m3.



Rozdziaª 2

Geometria analityczna

Zadania dotycz¡ce wektorów, prostych, pªaszczyzn oraz wybranych
krzywych.

2.1. Przykªady

Przykªad 2.1. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wektora o pocz¡tku w punk-
cie A i ko«cu w punkcie B oraz wektorów

−→
BA,

−→
CA,

−−→
BC,

−−→
AD,

−−→
DB,

−−→
OB,

gdzie: A = (1, 2, 3), B = (3, 4, 5), C =
(√

3, 0,−
√
2
)
, D =

(
0, 6
√
2,−1

)
,

O = (0, 0, 0).

Wspóªrz¦dne wektora o pocz¡tku w punkcie P1 = (z1, y1, z1) i ko«cu
P2 = (x2, y2, z2):−−→
P1P2 = [x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1].

Rozwi¡zanie.

−→
AB = [3− 1, 4− 2, 5− 3] = [2, 2, 2] = −

−→
BA,

−→
BA = [1− 3, 2− 4, 3− 5] = [−2,−2,−2] = −

−→
AB,

−→
CA =

[
1−
√
3, 2− 0, 3− (−

√
2)
]
=
[
1−
√
3, 2, 3 +

√
2
]
= −
−→
AC,

−−→
BC =

[√
3− 3, 0− 4,−

√
2− 5

]
=
[√

3− 3,−4,−
√
2− 5

]
= −
−−→
CB,

−−→
AD =

[
0− 1, 6

√
2− 2,−1− 3

]
=
[
−1, 6

√
2− 2,−4

]
= −
−−→
DA,

−−→
DB =

[
3− 0, 4− 6

√
2, 5− (−1)

]
=
[
3, 4− 6

√
2, 6
]
= −
−−→
BD,

−−→
OB = [3− 0, 4− 0, 5− 0] = [3, 4, 5] = −

−−→
BO.

Przykªad 2.2. Obliczy¢ dªugo±ci wektorów z przykªadu 2.1.
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Dªugo±¢ wektora o pocz¡tku w punkcie P1 = (z1, y1, z1) i ko«cu
P2 = (x2, y2, z2):

|
−−→
P1P2| =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2,

je±li wektor jest swobodny −→u = [ux, uy, uz], b¡d¹ s¡ obliczone ju»
jego wspóªrz¦dne, to:

|−→u | =
√

u2
x + u2

y + u2
z.

Rozwi¡zanie.

|
−→
AB| =

√
22 + 22 + 22 =

√
12 = 2

√
3 = |

−→
BA|,

|
−→
CA| =

√
(1−

√
3)2 + 22 + (3 +

√
2)2 =

√
19− 2

√
3 + 6

√
2,

|
−−→
BC| =

√
(
√
3− 3)2 + (−4)2 + (−

√
2− 5)2 =

√
55− 6

√
3 + 10

√
2,

|
−−→
AD| =

√
(−1)2 + (6

√
2− 2)2 + (−4)2 =

√
93− 24

√
2,

|
−−→
DB| =

√
32 + (4− 6

√
2)2 + 62 =

√
133− 48

√
2,

|
−−→
OB| =

√
32 + 42 + 52 =

√
50 = 5

√
2.

Przykªad 2.3. Niech −→a = [2, 6, 4],
−→
b = [−1, 1, 1], −→c = [1,−2,−1].

Obliczy¢: −→a +
−→
b , 2−→a −

−→
b , 4−→a + 3

−→
b − 2−→c , 4−→c +

−→
b + 2−→a .

Obliczy¢ iloczyn skalarny i iloczyn wektorowy dla par wektorów:
−→a ,
−→
b ;

−→
b ,−→a ; −→a ,−→c ;

−→
b ,−→c ; −→a ,−→a .

Obliczy¢ dªugo±ci otrzymanych wektorów.

Je±li −→u = [ux, uy, uz] oraz
−→v = [vx, vy, vz], to:

1) α · −→u + β · −→v = [α · ux + β · vx, α · uy + β · vy, α · uz + β · vz] dla
α, β ̸= 0,

2) −→u ◦ −→v = ux · vx + uy · vy + uz · vz,

3) −→u × −→v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ux uy uz

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣ , gdzie i = [1, 0, 0], j = [0, 1, 0],

k = [0, 0, 1].
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Rozwi¡zanie.

−→a +
−→
b = [2, 6, 4] + [−1, 1, 1] = [2−1, 6 + 1, 4 + 1] = [1, 7, 5],

|−→a +
−→
b | = |[1, 7, 5]| =

√
1 + 49 + 25 = 5

√
3,

2−→a −
−→
b = 2 · [2, 6, 4]−[−1, 1, 1] =

= [2 · 2, 2 · 6, 2 · 4]+[−(−1),−1,−1]=[4, 12, 8] + [1,−1,−1]=
= [4 + 1, 12− 1, 8− 1] = [5, 11, 7],

|2−→a −
−→
b | = |[5, 11, 7]| =

√
25 + 121 + 49 =

√
195,

4−→a + 3
−→
b − 2−→c = 4 · [2, 6, 4] + 3 · [−1, 1, 1]− 2 · [1,−2,−1] =

= [8, 24, 16] + [−3, 3, 3] + [−2, 4, 2] = [3, 31, 21],

|4−→a + 3
−→
b − 2−→c | = |[3, 31, 21]| =

√
1411,

4−→c +
−→
b + 2−→a = 4 · [1,−2,−1] + [−1, 1, 1] + 2 · [2, 6, 4] =

= [4,−8,−4] + [−1, 1, 1] + [4, 12, 8] = [7, 5, 5],

|4−→c +
−→
b + 2−→a | = |[7, 5, 5]| = 3

√
11,

−→a ◦
−→
b = [2, 6, 4] ◦ [−1, 1, 1] = 2 · (−1) + 6 · 1 + 4 · 1 = 8,

−→
b ◦ −→a = [−1, 1, 1] ◦ [2, 6, 4] = −1 · 2 + 1 · 6 + 1 · 4 = −2 + 6 + 4 = 8,
−→a ◦ −→c = [2, 6, 4] ◦ [1,−2,−1] = 2 · 1 + 6 · (−2) + 4 · (−1) = −14,
−→
b ◦ −→c = [−1, 1, 1] ◦ [1,−2,−1] = −1− 2− 1 = −4,
−→a ◦ −→a = [2, 6, 4] ◦ [2, 6, 4] = 4 + 36 + 16 = 56 = |−→a |2,

−→a ×
−→
b =

i j k
2 6 4 = 6i− 4j + 2k + 6k − 4i− 2j = [2,−6, 8],
−1 1 1

|−→a ×
−→
b | =

√
22 + (−6)2 + 82 = 2

√
26,

−→
b ×−→a =

∣∣∣∣∣∣
i j k
−1 1 1
2 6 4

∣∣∣∣∣∣ = [−2, 6,−8] = −(−→a ×
−→
b ),

|
−→
b ×−→a | = |−→a ×

−→
b |,

−→a ×−→c =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 6 4
1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ = [2, 6,−10], |−→a ×−→c | = 2
√
35,
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−→
b ×−→c =

∣∣∣∣∣∣
i j k
−1 1 1
1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ = [1, 0, 1], |
−→
b ×−→c | = |[1, 0, 1]| =

√
2,

−→a ×−→a =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 6 4
2 6 4

∣∣∣∣∣∣ = [0, 0, 0], |−→a ×−→a | = 0.

Przykªad 2.4. Unormuj wektory:

a) −→v = [0, 15, 20],
b) −→w = [1, 1,−1],

c) −→a = [3
√
3,−3

√
3, 3
√
3],

d)
−→
b = [−1/2,

√
3/2, 0].

Je±li −→u = [ux, uy, uz] jest wektorem o dªugo±ci |−→u |, to wektor

û =
1

|−→u |
· −→u .

nazywamy unormowanym.

Uwaga. Wektor −→u oraz û maj¡ taki sam zwrot i kierunek (klu-
czowe wªasno±ci wektora), mog¡ ró»ni¢ si¦ tylko dªugo±ci¡ (wektor
unormowany jest dªugo±ci 1).

Rozwi¡zanie. Nale»y najpierw obliczy¢ dªugo±¢ wektora, a nast¦pnie,
je»eli jego dªugo±¢ jest ̸= 1, unormowa¢ zgodnie z powy»szym wzorem.
W przeciwnym wypadku wektor jest ju» unormowany.

a) |−→v | =
√
02 + 152 + 202 =

√
625 = 25 ̸= 1,

czyli nale»y unormowa¢ wektor

v̂ = 1
|−→v | ·
−→v = 1

25
· [0, 15, 20] =

[
0
25
, 15
25
, 20
25

]
=
[
0, 3

5
, 4
5

]
.

b) |−→w | =
√
3 ̸= 1, wi¦c analogicznie jak w poprzednim podpunkcie

ŵ = 1
|−→w | ·
−→w = 1√

3
[1, 1,−1] =

[
1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

]
.

c) |−→a | =
√
81 = 9 ̸= 1, czyli

â = 1
9
[3
√
3,−3

√
3, 3
√
3] =

[√
3
3
,−
√
3
3
,
√
3
3

]
.

d) |
−→
b | = 1, czyli wektor jest ju» unormowany i

−→
b = b̂.
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Przykªad 2.5. Obliczy¢ iloczyn mieszany wektorów −→a ,
−→
b ,−→c oraz−→

b ,−→a ,−→c z przykªadu 2.3.

Iloczyn mieszany trzech wektorów −→u = [ux, uy, uz],
−→v = [vx, vy, vz]

oraz −→w = [wx, wy, wz] dany jest wzorem:

(−→u ×−→v ) ◦ −→w =

∣∣∣∣∣∣
ux uy uz

vx vy vz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣ .
Rozwi¡zanie.

(−→a ×
−→
b ) ◦ −→c =

∣∣∣∣∣∣
2 6 4
−1 1 1
1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 6, z wªasno±ci wyznaczników (tzn.

zamiana wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika)
(
−→
b ×−→a ) ◦ −→c = −(−→a ×

−→
b ) ◦ −→c = −6.

Przykªad 2.6. Obliczy¢ pole trójk¡ta i równolegªoboku rozpi¦tego przez
wektory −→a = [1, 2, 1],

−→
b = [−2,−1, 0].

Je»eli wektory −→a ,
−→
b s¡ niewspóªliniowe, to

� pole równolegªoboku rozpi¦-
tego przez te wektory dane jest
wzorem: P = |−→a ×

−→
b |,

� pole trójk¡ta rozpi¦tego przez
te wektory dane jest wzorem:
P△ = 1

2
|−→a ×

−→
b |.

Rozwi¡zanie.

P = |−→a ×
−→
b | = |

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 2 1
−2 −1 0

∣∣∣∣∣∣ | = |[1,−2, 3]| =√12 + (−2)2 + 32 =

=
√
14,

P△ = 1
2
|−→a ×

−→
b | = 1

2
Prównolegªoboku =

√
14
2
.
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Przykªad 2.7. Obliczy¢ obj¦to±¢ i pole powierzchni równolegªo±cianu
i czworo±cianu rozpi¦tych na wektorach −→a = [1, 2, 0],

−→
b = [−2,−1, 0],

−→c = [1, 1,−1].

Je»eli wektory −→a ,
−→
b , −→c s¡ niewspóªpªaszczyznowe, to

równolegªo±cian rozpi¦ty przez
te wektory ma:
V = |(−→a ×

−→
b ) ◦ −→c |

oraz
P = 2

(
|−→a ×

−→
b |+ |−→a ×−→c |+ |

−→
b ×−→c |

)
,

natomiast czworo±cian przez
nie rozpi¦ty ma:
V = 1

6
|(−→a ×

−→
b ) ◦ −→c |

oraz
P = 1

2

(
|−→a ×

−→
b |+ |−→a ×−→c |+ |

−→
b ×−→c |+ |(

−→
b −−→a )× (−→c −−→a )|

)
.

Rozwi¡zanie.

Vrównolegªo±cianu = |(−→a ×
−→
b ) ◦ −→c | = |

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
−2 −1 0
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ | = | − 3| = 3,

Vczworo±cianu =
1
6
|(−→a ×

−→
b ) ◦ −→c | = 1

6
· |

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
−2 −1 0
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ | = 1
6
· | − 3| =

= 1
6
· 3 = 1

2
,

Prównolegªo±cianu = 2 ·
(
|−→a ×

−→
b |+ |−→a ×−→c |+ |

−→
b ×−→c |

)
=

= 2

|
∣∣∣∣∣∣

i j k
1 2 0
−2 −1 0

∣∣∣∣∣∣ |+ |
∣∣∣∣∣∣
i j k
1 2 0
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ |+ |
∣∣∣∣∣∣

i j k
−2 −1 0
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ |
 =

= 2 (|[0, 0, 3]|+ |[−2, 1,−1]|+ |[1,−2,−1]|) = 2(3+
√
6+
√
6) = 6+4

√
6.
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Aby policzy¢ pole czworo±cianu, najpierw nale»y obliczy¢

−→
b −−→a = [−2,−1, 0]− [1, 2, 0] = [−3,−3, 0],
−→c −−→a = [1, 1,−1]− [1, 2, 0] = [0,−1,−1],

|(
−→
b −−→a )× (−→c −−→a )| = |

∣∣∣∣∣∣
i j k
−3 −3 0
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ | = |[3,−3, 3]| = 3
√
3,

wtedy

Pczworo±cianu =
1
2

(
|−→a ×

−→
b |+ |−→a ×−→c |+ |

−→
b ×−→c |+ |(⃗b−−→a )×(−→c −−→a )|

)
=

= 3
2
+
√
6 + 3

2

√
3.

Przykªad 2.8. Napisa¢ równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez:

a) punkt A = (−1, 0, 3) i prostopadªej do wektora −→n = [−2, 3,−5],
b) rozpi¦tej przez wektory −→u = [3, 2, 0], −→v = [0, 5, 3] i przechodz¡cej

przez punkt A = (0, 1,−3).

Równania pªaszczyzny:

• normalne π : A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

gdzie −→n = [A,B,C] jest wektorem prostopadªym do pªaszczy-
zny (tzw. wektor normalny pªaszczyzny),
punkt P0 = (x0, y0, z0) ∈ π,

• ogólne π : Ax+By + Cz +D = 0,

gdzie A2 + B2 + c2 > 0 oraz −→n = [A,B,C] wektor normalny
pªaszczyzny.
Uwaga. Je»eli:
A = 0, to π||OX, B = 0, to π||OY, C = 0, to π||OZ,
D = 0, to pªaszczyzna π przechodzi przez pocz¡tek ukªadu
wspóªrz¦dnych.
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• odcinkowe π : x
a
+ y

b
+ z

c
= 1,

gdzie abc ̸= 0 oraz
a = −D

A
, b = −D

B
, a = −D

C

(ABC ̸= 0).

Uwaga. Pªaszczyzna π prze-
cina osie ukªadu wspóªrz¦d-
nych w punktach: (a, 0, 0),
(0, b, 0), (0, 0, c).

• wyznacznikowe π :

∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0, gdzie

P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2), P3 = (x3, y3, z3) niewspóªli-
niowe punkty, przez które przechodzi pªaszczyzna.

• parametryczne π :


x = x0 + uxr + vxs
y = y0 + uyr + vys
z = z0 + uzr + vzs

r, s ∈ R, gdzie

P0 = (x0, y0, z0) punkt le»¡cy na pªaszczy¹nie, −→u = [ux, uy, uz],−→v = [vx, vy, vz] s¡ niewspóªliniowymi wektorami rozpinaj¡cymi
pªaszczyzn¦ π.

Rozwi¡zanie.
Je»eli w poleceniu nie jest sprecyzowane, w jakiej postaci ma by¢ podane
równanie pªaszczyzny, wówczas wystarczy poda¢ jedn¡ dowolnie wybran¡
posta¢.

a) Równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez
x0 y0 z0

A = (−1, 0, 3) i prostopadªej do wektora
A B C

−→n = [−2, 3, −5] dane jest równaniem w postaci:

normalnej π : −2(x+ 1) + 3y − 5(z − 3) = 0,

z której ªatwo wylicza si¦ posta¢

ogóln¡ π : −2x+ 3y − 5z + 13 = 0,
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albo

odcinkow¡ π :
x

13/2
+

y

−13/3
+

z

13/5
= 1.

Posta¢ wyznacznikowa wykorzystywana jest zwykle, gdy dane s¡ trzy
niewspóªliniowe punkty. W tym przykªadzie, maj¡c tylko jeden punkt
P0 = A i któr¡± z ju» wyznaczonych postaci równania pªaszczy-
zny, nale»y znale¹¢ jeszcze dwa punkty, np. wstawiaj¡c x = y = 0
i wyliczaj¡c z, otrzymuje si¦ P2 = (0, 0, 13

5
). Trzeci punkt otrzy-

ma¢ mo»na, podstawiaj¡c np. x = 0, y = −1, wtedy z = 2, czyli
P3 = (0,−1, 2). Ostatnim krokiem jest sprawdzenie, czy punkty s¡
niewspóªliniowe. Mo»na to zrobi¢, obliczaj¡c pole trójk¡ta o wierz-
choªkach P1 = (−1, 0, 3), P2 = (0, 0, 13

5
), P3 = (0,−1, 2), je»eli b¦dzie

̸= 0, to znaczy, »e punkty s¡ niewspóªliniowe, w przeciwnym wypadku
nale»y jeden punkt wyznaczy¢ na nowo. Pole trójk¡ta rozpi¦tego przez
wektory

−−→
P1P2 = [1, 0,−2

5
],
−−→
P1P3 = [1,−1,−1]:

P△ = 1
2
|
−−→
P1P2 ×

−−→
P1P3| = 1

2
|

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 −2

5

1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ | = 1
2
|
[
−2

5
, 3
5
,−1

]
| =

=
√
38
10
̸= 0,

czyli wektory s¡ niewspóªliniowe, wi¦c równanie

wyznacznikowe π :

∣∣∣∣∣∣
x− (−1) y − 0 z − 3
0− (−1) 0− 0 13

5
− 3

0− (−1) −1− 0 2− 3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Równania parametryczne mo»na napisa¢, wykorzystuj¡c wyliczone do
poprzedniej postaci wektory:
−→u =

−−→
P1P2 = [1, 0,−2

5
], −→v =

−−→
P1P3 = [1,−1,−1] oraz punkt le»¡cy na

pªaszczy¹nie P0 = A = (−1, 0, 3)

π :


x = −1 + 1 · r + 1 · s
y = 0 + 0 · r + (−1) · s
z = 3 +

(
−2

5

)
· r + (−1) · s

r, s ∈ R,

czyli

π :


x = −1 + r + s
y = −s
z = −3− 2

5
r − s

r, s ∈ R.
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b) Równania parametryczne pªaszczyzny rozpi¦tej przez wektory
−→u = [3, 2, 0], −→v = [0, 5, 3] i przechodz¡cej przez punkt A = (0, 1,−3)

π :


x = 0 + 3 · r + 0 · s
y = 1 + 2 · r + 5 · s
z = −3 + 0 · r + 3 · s

, r, s ∈ R.

czyli

π :


x = 3r
y = 1 + 2r + 5s
z = −3 + 3s

, r, s ∈ R.

Do wyznaczenia równania wyznacznikowego potrzebne s¡ punkty. Je-
den jest dany z tre±ci przykªadu P1 = A = (0, 1,−3), dwa kolejne
otrzymuje si¦, przyjmuj¡c
−→u = [3, 2, 0] =

−−→
P1P2 = [x2 − 0, y2 − 1, z2 − (−3)]

oraz
−→v = [0, 5, 3] =

−−→
P1P3 = [x3− 0, y3− 1, z3− (−3)], czyli P2 = (3, 3,−3)

i P3 = (0, 6, 0), czyli

r. wyznacznikowe π :

∣∣∣∣∣∣
x− 0 y − 1 z − (−3)
3− 0 3− 1 −3− (−3)
0− 0 6− 1 0− (−3)

∣∣∣∣∣∣ = 0,

po uproszczeniu π :

∣∣∣∣∣∣
x y − 1 z + 3
3 2 0
0 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Obliczenie wyznacznika daje równanie

r. ogólne π : 6x− 9y + 15z + 54 = 0,

czyli po podzieleniu obu stron przez 3 równowa»nie

π : 2x− 3y + 5z + 18 = 0.

Korzystaj¡c z powy»szego równania, odczytujemy wektor normalny
−→n = [2,−3, 5] (równowa»nie −→n = −→u ×−→v ) i pami¦taj¡c, »e P0 = A =
= (0, 1,−3), równanie

normalne π : 2x− 3(y − 1) + 5(z + 3) = 0.

Z równania ogólnego otrzyma¢ mo»na równanie

odcinkowe
x

−9
+

y

6
+

z

−18/5
= 1.
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Przykªad 2.9. Napisa¢ równanie prostej:

a) przechodz¡cej przez punkt P0 = (1, 2, 3) i równolegªej do wektora
−→u = [5, 6, 7],

b) przechodz¡cej przez punkty P1 = (−1, 2,−3) oraz P2 = (2, 0,−4).

Równania prostej w R3:

• prosta przechodz¡ca przez punkt P0 = (x0, y0, z0) i równole-
gªa do wektora −→u = [a, b, c] (tzw. wektora kierunkowego) dla
a2 + b2 + c2 > 0 dana jest równaniami

w postaci parametrycznej l :


x = x0 + at
y = y0 + bt
z = z0 + ct

, t ∈ R,

• w postaci kierunkowej

l : x−x0

a
= y−y0

b
= z−z0

c
, gdy abc ̸= 0;

je»eli np. a = 0 i bc ̸= 0, to l ⊥ OX

oraz l :=

{
x = x0
y−y0
b

= z−z0
c

.

• Przeci¦cie dwóch pªaszczyzn π1 : A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
π2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0 wyznacza prost¡,

tzw. równ. kraw¦dziowe prostej l :

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

,

gdzie A1
1 +B2

1 +C2
1 > 0 oraz A2

2 +B2
2 +C2

2 > 0 i pªaszczyzny te
nie s¡ równolegªe.

Rozwi¡zanie. Je»eli w poleceniu nie jest sprecyzowane, w jakiej po-
staci ma by¢ podane równanie prostej, wówczas wystarczy poda¢ jedn¡
dowolnie wybran¡ posta¢.

a) Prosta przechodz¡ca przez

x0 y0 z0 a b c
P0 = (1, 2, 3) i równolegªej do wektora −→u = [5, 6, 7]
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dana jest równaniami parametrycznymi:

l :


x = 1 + 5t
y = 2 + 6t
z = 3 + 7t

, t ∈ R,

równaniem kierunkowym l : x−1
5

= y−2
6

= z−3
7
.

Do wyznaczenia równania kraw¦dziowego potrzebne s¡ dwie pªaszczy-
zny. Maj¡c równanie parametryczne, wyznaczy¢ nale»y np. z pierw-
szego równania t i wstawi¢ do równania na y i na z :

l :


t = 1

5
x− 1

5

y = 2 + 6t = 2 + 6
(
1
5
x− 1

5

)
z = 3 + 7t = 3 + 7

(
1
5
x− 1

5

) ,

co po uproszczeniu daje

równanie kraw¦dziowe l :

{
6x− 5y + 4 = 0
7x− 5z + 8 = 0

.

b) Równanie prostej przechodz¡cej przez punkty P1 = (−1, 2,−3) oraz
P2 = (2, 0,−4) sprowadza si¦ do poprzedniego przykªadu, wybieraj¡c
jako P0 jeden z punktów, np. P0 = P1 oraz wektor

−→u =
−−→
P1P2, czyli

x0 y0 z0 a b c

P0=P1=(−1, 2, −3) i równolegªej do wektora −→u =
−−→
P1P2= [3,−2,−1],

wi¦c równania:

parametryczne l :


x = −1 +3t
y = 2 −2t
z = −3 −t

, t ∈ R,

kierunkowe l : x+1
3

= y−2
−2 = z+3

−1 .

Z równa« parametrycznych wyznaczy¢ nale»y t, np. z x, i wstawi¢ do
równania na y i z :

l :


t = 1

3
x+ 1

3

y = 2− 2t = 2− 2
(
1
3
x+ 1

3

)
z = −3− t = −3−

(
1
3
x+ 1

3

) ,

po uproszczeniu otrzymuje si¦ równanie

kraw¦dziowe l :

{
2x+ 3y − 4 = 0
x+ 3z + 10 = 0

.
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Przykªad 2.10. Poda¢ punkt, przez który przechodzi prosta, i wektor,
do którego jest równolegªa, oraz sprawdzi¢, czy punkt P̃ = (4, 2,−1)
nale»y do prostej:

a) l :


x = 1 + 3t
y = 2
z = −5 + t

, t ∈ R, b) l :


x = −2− 6t
y = 1− t
z = t

, t ∈ R.

Rozwi¡zanie. Wystarczy odczyta¢ zgodnie ze wzorem na równanie pa-
rametryczne

a) P0 = (1, 2,−5), −→u = [3, 0, 1]. Aby sprawdzi¢, czy P̃ ∈ l, nale»y
wstawi¢ wspóªrz¦dne tego punktu do równania prostej l

l :


4 = 1 + 3t
2 = 2
−1 = −5 + t

, t ∈ R; po uproszczeniu l :


t = 1
2 = 2
t = 4

,

co prowadzi do sprzeczno±¢, wi¦c P̃ /∈ l.
b) P0 = (−2, 1, 0), −→u = [−6,−1, 1]. Analogicznie

l :


4 = −2− 6t
2 = 1− t
−1 = t

, t ∈ R; po uproszczeniu


t = −1
t = −1
t = −1

,

wi¦c P̃ ∈ l.

Przykªad 2.11. Znale¹¢ rzut punktu P = (1, 2, 1) na prost¡ l : x−1
2

=
y + 2 = z+1

4
i obliczy¢ odlegªo±¢ tego punktu P od prostej l.

Rozwi¡zanie. Nale»y najpierw wyznaczy¢ pªaszczyzn¦ przechodz¡c¡
przez punkt P i prostopadª¡ do prostej l. Wektor normalny tej pªaszczy-
zny jest jednocze±nie wektorem kierunkowym prostej, czyli −→n = [2, 1, 4],
wi¦c równanie ogólne tej pªaszczyzny mo»na zapisa¢ w postaci

π : 2x+ y + 4z +D = 0.

Skoro P ∈ π, to wspóªrz¦dne tego punktu musz¡ speªnia¢ równanie tej
pªaszczyzny

2 · 1 + 2 + 4 · 1 +D = 0, wi¦c D = −8.
Wi¦c równanie pªaszczyzny dane jest równaniem

π : 2x+ y + 4z − 8 = 0.
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Wspóªrz¦dne P ′ rzutu punktu P na prost¡ s¡ rozwi¡zaniem ukªadu rów-
na« (dla uªatwienia prost¡ l nale»y zapisa¢ w postaci parametrycznej)

{
l
π

, czyli


x = 1 + 2t
y = −2 + t
z = −1 + 4t
2x+ y + 4z − 8 = 0

. St¡d


t = 4

7

x = 15
7

y = −10
7

z = 9
7

Wspóªrz¦dne punktu P ′ = (15/7,−10/7, 9/7).

Dªugo±¢ odcinka

|PP ′| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2,

gdzie P = (x1, y1, z1) oraz P ′ = (x2, y2, z2).

Odlegªo±¢ punktu P od prostej to dªugo±¢ odcinka PP ′ :

|PP ′| =
√
(15/7− 1)2 + (−10/7− 2)2 + (9/7− 1)2 = 2

√
23

7
.

Przykªad 2.12. Obliczy¢ odlegªo±¢ punktu A = (1,−2,−3) od pªasz-
czyzny π : 3x− 12y + 4z + 1 = 0.

Odlegªo±¢ d punktu P0 = (x0, y0, z0) od pªaszczyzny π : Ax+By+
Cz +D = 0 dana jest wzorem

d(P0, π) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Rozwi¡zanie. Odlegªo±¢ punktu A = P0 = (1,−2,−3) od pªaszczyzny
π o wektorze normalnym −→n = [3,−12, 4] wynosi

d(A, π) =
|3 · 1− 12 · (−2) + 4 · (−3) + 1|√

32 + (−12)2 + 42
=

16

13
.

Przykªad 2.13. Obliczy¢ wysoko±¢ czworo±cianu o wierzchoªkach
A = (0, 0, 0), B = (1, 0, 0), C = (0, 2, 3), D = (3, 4, 5) opuszczonej
z wierzchoªka A.
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Rozwi¡zanie. Wysoko±¢ czworo±cianu obliczy¢ mo»na, np. korzystaj¡c
z poprzedniego przykªadu. Wystarczy wyznaczy¢ pªaszczyzn¦ przecho-
dz¡c¡ przez punkty B, C, D, a nast¦pnie obliczy¢ odlegªo±¢ punktu A od
tej pªaszczyzny:

πBCD :

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 0 z − 0
0− 1 2− 0 3− 0
3− 1 4− 0 5− 0

∣∣∣∣∣∣ = 0,

po wyliczeniu w postaci ogólnej −2x+ 11y − 8z + 2 = 0, wi¦c

hA = d(A, π) =
| − 2 · 0 + 11 · 0− 8 · 0 + 2|√

(−2)2 + 112 + (−8)2
=

2

3
√
21

.

Inny sposób wykorzystuje obj¦to±¢ czworo±cianu

V =
1

6

∣∣∣(−→AB ×−→AC) ◦ −−→AD∣∣∣ = 1

3
hA · P△BCD.

Przykªad 2.14. Wyznaczy¢ rzut

a) punktu P = (1, 2, 3) na pªaszczyzn¦ π : −x+ 5y + 8z + 7 = 0,

b) prostej l :


x = −2t
y = 4 + t
z = −6

, t ∈ R na pªaszczyzn¦ π.

Rozwi¡zanie. a) Wspóªrz¦dne P ′ rzutu punktu P na pªaszczyzn¦ π
s¡ rozwi¡zaniem ukªadu równa« prostej prostopadªej do pªaszczyzny
przechodz¡cej przez punkt P = (1, 2, 3). Wektor normalny pªaszczy-
zny n⃗ = [−1, 5, 8] jest wektorem kierunkowym szukanej prostej

l1 :


x = 1− t
y = 2 + 5t
z = 3 + 8t

, t ∈ R.

Wystarczy rozwi¡za¢ wspomniany wcze±niej ukªad równa«

{
l1
π

, czyli


x = 1− t
y = 2 + 5t
z = 3 + 8t
−x+ 5y + 8z + 7 = 0

, po rozwi¡zaniu


t = −4

9

x = 13
9

y = −2
9

z = −5
9

,

wi¦c P ′ =
(
13
9
,−2

9
,−5

9

)
.
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b) Rzutem prostej l na pªaszczyzn¦ π jest prosta, aby znale¹¢ równanie
tej prostej, wystarczy wzi¡¢ dwa dowolne punkty nale»¡ce do tej pro-
stej, znale¹¢ ich rzuty na pªaszczyzn¦ i wyznaczy¢ równanie prostej
przechodz¡cej przez te rzuty. Punkty na prostej l to np.

dla t = 0→ A = (0, 4,−6), t = 1→ B = (−2, 5,−6).

Rzuty na pªaszczyzn¦ π tych punktów (analogicznie do wcze±niejszego
podpunktu)

A′ =

(
− 7

30
,
31

6
,−62

15

)
, B′ =

(
−97

45
,
52

9
,−214

45

)
.

Prosta przechodz¡ca przez punkty A′, B′ (analogicznie do przykªadu
2.10 b)

l′ :


x = − 7

30
− 173

90
t

y = 31
6
+ 11

18
t

z = −62
15
− 28

45
t

, t ∈ R.

Przykªad 2.15. Napisa¢ równania stycznych do krzywych sto»kowych
danych równaniami:

a) (x− 2)2 + (y − 1)2 = 2 w punkcie (3, 2),

b) x2

4
+ y2

3
= 1 w punkcie (1, 3/2),

c) x2

4
− y2

3
= 1 w punkcie (4, 3),

d) y = x2 + 12x+ 36 w punkcie (−4, 4).

Równania stycznych do krzywych sto»kowych:

• dla okr¦gu o ±rodku w P0 = (x0, y0) i promieniu r > 0 danego
równaniem (x − x0)

2 + (y − y0)
2 = r2 styczna w punkcie S =

(xs, ys) dana jest wzorem

(xs − x0)(x− x0) + (ys − y0)(y − y0) = r2,

• dla elipsy o ±rodku w P0 = (x0, y0) i póªosiach a, b > 0 danej
równaniem (x−x0)2

a2
+ (y−y0)2

b2
= 1 styczna w punkcie S = (xs, ys)

dana jest wzorem

(xs − x0)(x− x0)

a2
+

(ys − y0)(y − y0)

b2
= 1,
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• dla hiperboli o ±rodku w P0 = (x0, y0) i póªosiach a, b > 0 danej
równaniem (x−x0)2

a2
− (y−y0)2

b2
= 1 styczna w punkcie S = (xs, ys)

dana jest wzorem

(xs − x0)(x− x0)

a2
− (ys − y0)(y − y0)

b2
= 1,

• dla paraboli o wierzchoªku w P0 = (x0, y0) danej równaniem
y = a(x − x0)

2 + y0 styczna w punkcie S = (xs, ys) dana jest
wzorem

y = 2a(xs − x0)(x− xs) + ys.

Rozwi¡zanie. Z powy»szych wzorów

a) styczna do okr¦gu (x− 2)2 + (y − 1)2 = 2 w punkcie (3, 2) dana jest
równaniem (3− 2)(x− 2) + (2− 1)(y − 1) = 2, czyli y = −x+ 5,

b) styczna do elipsy x2

4
+ y2

3
= 1 w punkcie (1, 3/2) dana jest równaniem

(1−0)(x−0)
4

+ (3/2−0)(y−0)
3

= 1, czyli y = −1
2
x+ 2,

c) styczna do hiperboli x2

4
− y2

3
= 1 w punkcie (4, 3) dana jest równaniem

(4−0)(x−0)
4

− (3−0)(y−0)
3

= 1, czyli y = x− 1,
d) styczna do paraboli y = x2 + 12x + 36 = (x + 6)2 w punkcie (−4, 4)

dana jest równaniem y = 2(−4 + 6)(x+ 4) + 4, czyli y = 4x+ 20.

2.2. Zadania

Zadanie 2.1. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wektorów: o pocz¡tku w punk-
cie A i ko«cu w punkcie B oraz wektorów

−→
CA,

−−→
BC,

−−→
AD,

−−→
DB,

−−→
CD,

−→
AC,

gdzie: A = (1, 2, 3), B = (3, 2, 1), C = (8,−
√
2, 3), D = (3, 4

√
2, 5).

Zadanie 2.2. Obliczy¢ dªugo±ci wektorów z zadania 2.1.

Zadanie 2.3. Niech a⃗ = [−2, 3, 4], b⃗ = [9, 0,−3], c⃗ = [−2,−3,−1].
Obliczy¢: a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗, a⃗+ 3⃗b− 2c⃗, 4c⃗− 2⃗b+ 5a⃗.
Obliczy¢ iloczyn skalarny i iloczyn wektorowy dla par wektorów:
a⃗, b⃗; a⃗, c⃗; b⃗, c⃗.
Obliczy¢ dªugo±ci otrzymanych wektorów.

Zadanie 2.4. Unormowa¢ otrzymane w zadaniu 2.3 wektory.

Zadanie 2.5. Obliczy¢ iloczyn mieszany wektorów a⃗, b⃗, c⃗ oraz a⃗, c⃗, b⃗ z za-
dania 2.3.
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Zadanie 2.6. Obliczy¢ pole trójk¡ta i równolegªoboku rozpi¦tego przez
wektory a⃗ = [0, 2, 1], b⃗ = [3,−1, 0].

Zadanie 2.7. Obliczy¢ obj¦to±¢ i pole powierzchni równolegªo±cianu
i czworo±cianu rozpi¦tego na wektorach a⃗ = [−3, 1,−4], b⃗ = [3,−3, 0],
c⃗ = [3, 0, 4].

Zadanie 2.8. Napisa¢ równanie pªaszczyzny:

a) przechodz¡cej przez punkt A = (−1, 1, 3) i prostopadªej do wektora
n⃗ = [−2, 0, 8],

b) przechodz¡cej przez punkt A = (0, 2, 3) i prostopadªej do wektora
n⃗ = [0, 3, 4],

c) rozpi¦tej przez wektory u⃗ = [0, 3, 0], v⃗ = [1, 5, 3] i przechodz¡cej przez
punkt A = (0, 1, 2),

d) rozpi¦tej przez wektory u⃗ = [0, 2,−1], v⃗ = [0, 1, 2] i przechodz¡cej
przez punkt A = (−1, 1,−3),

e) przechodz¡cej przez punktyA = (1, 2, 0), B = (7, 3, 0), C = (0,−3, 4),
f) przechodz¡cej przez punkty A = (1, 1,−1), B = (−2, 0,−1),

C = (−2,−3, 4).

Zadanie 2.9. Napisa¢ równanie prostej:

a) przechodz¡cej przez punkt P (1, 2, 3) i równolegªej do wektora
v⃗ = [2, 1, 4],

b) przechodz¡cej przez punkty P1 = (−1, 2, 0) oraz P2 = (1, 3,−4),
c) przechodz¡cej przez punkt P0 = (0,−3, 5) i równolegªej do wektora

v⃗ = [−1, 0, 3],
d) przechodz¡cej przez punkt P0 = (3,−2, 0) i równolegªej do wektora

v⃗ = [0, 0, 3].

Zadanie 2.10. Poda¢ punkt, przez który przechodzi prosta, i wektor, do
którego jest równolegªa, oraz sprawdzi¢, czy punkt P̃ = (1, 1, 1) nale»y
do prostej:

a) l :


x = 2 + 3t
y = 1− 2t
z = 4

, t ∈ R, b) l :


x = −2 + 3t
y = 2− t
z = t

, t ∈ R.

Zadanie 2.11. Znale¹¢ rzut punktu P na prost¡ l:

a) P = (1, 1, 1), l :


x = 2 + 3t
y = 4 + 3t
z = 3− 3t

, t ∈ R,
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b) P = (0, 0, 0), l :


x = 3 + 4t
y = 3 + 2t
z = −2− t

, t ∈ R.

Zadanie 2.12. Obliczy¢:

a) odlegªo±¢ punktu A(1, 2,−3) od pªaszczyzny π : 6x− 2y+ z+16 = 0,
b) odlegªo±¢ punktu A(−3, 4,−3) od pªaszczyzny π : 2x− 3y + z = 0.

Zadanie 2.13. Obliczy¢ dªugo±ci wysoko±ci czworo±cianu z przykªadu
2.13 opuszczonych z wierzchoªków B,C,D.

Zadanie 2.14. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne rzutu prostej
l : x−2

−2 = y−4
−4 = z−4

−4 na pªaszczyzn¦ π : x− y− z = 0 oraz na pªaszczyzny
ukªadu wspóªrz¦dnych (XOY,XOZ, Y OZ).

Zadanie 2.15. Pªaski dach wiaty w ksztaªcie równolegªoboku rozpi¦ty
jest przez wektory a⃗ = [2, 0, 2], b⃗ = [1, 3, 3], najwy»szy punkt dachu jest
na wysoko±ci 4 m. Jaka jest powierzchnia podªogi tak zadaszonej wiaty
i na jakiej wysoko±ci jest najni»szy punkt dachu wiaty?

Zadanie 2.16. Napisa¢ równania stycznych do krzywych sto»kowych
danych równaniami:

a) (x+ 2)2 + (y − 2)2 = 20 w punkcie (2, 4),
b) 2x2 + 18y2 = 9 w punkcie (1,5; 0, 5),
c) 2x2 − y2 = 4 w punkcie (2, 2),
d) y = x2 − 6x+ 13 w punkcie (4, 5).

Zadanie 2.17. Na dziaªce jest staw w ksztaªcie elipsy o równaniu
x2

4,5
+ y2

0,5
= 1. Wyznaczy¢ równanie opisuj¡ce brzeg ±cie»ki, która jest

styczna do stawu w punkcie (−1,5;−0,5).

Wskazówka. W poni»szych zadaniach warto zr¦cznie wprowadzi¢ ukªad
wspóªrz¦dnych. W niektórych zadaniach mo»na (dla uªatwienia) przyj¡¢
za a konkretn¡ warto±¢, np. a = 2.

Zadanie 2.18. Wiata na planie prostok¡ta o wymiarach 4 × 5 m ma
pªaski dach oparty na czterech sªupach, w naro»ach prostok¡ta, maj¡-
cych wysoko±ci 3 m, 4 m, 5 m. Jaka jest wysoko±¢ czwartego sªupa? Jaki
ksztaªt ma poªa¢ dachu? Jakie jest pole powierzchni tego dachu?

Zadanie 2.19. Dany jest sze±cian ABCDEFGH o kraw¦dzi dªugo±ci a.
Wykaza¢, »e pªaszczyzny π1(ACF ), π2(DEG) dziel¡ przek¡tn¡ p(HB) na
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trzy równe cz¦±ci. Jak poªo»ona jest przek¡tna p(HB) wzgl¦dem pªasz-
czyzn π1(ACF ), π2(DEG)?

Zadanie 2.20. Wykaza¢ (posªuguj¡c si¦ wspóªrz¦dnymi wierzchoªków
w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnych), »e proste zawieraj¡ce przeciwlegªe
(tj. nieprzecinaj¡ce si¦) kraw¦dzie czworo±cianu foremnego (o kraw¦dzi
dªugo±ci a) s¡ prostopadªe.

Zadanie 2.21. �¡cz¡c ±rodki ±cian sze±cianu o kraw¦dzi dªugo±ci a,
otrzymujemy o±mio±cian foremny. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wierzchoªków
obu bryª w stosownie przyj¦tym ukªadzie wspóªrz¦dnych. Po poª¡cze-
niu ±rodków ±cian o±mio±cianu otrzymujemy ponownie sze±cian. Jakie s¡
dªugo±ci kraw¦dzi o±mio±cianu i �mniejszego� sze±cianu?

Zadanie 2.22. Dany jest odcinek AB, gdzie A = (a1, a2, a3),
B = (b1, b2, b3) podzielono punktem C = (c1, c2, c3) w stosunku λ = |AC|

|BC| .

a) Wyprowadzi¢ wzory na wspóªrz¦dne punktu C.
b) Dla jakiego λ jest to ±rodek odcinka AB?
c) Poda¢ wzory na wspóªrz¦dne ±rodka odcinka.
d) Dla A = (−2, 4, 3), B = (6, 3,−1) wyznaczy¢ wspóªrz¦dne punktu C,

dla którego jest on ±rodkiem odcinka, dla którego λ jest zªot¡, srebrn¡
b¡d¹ br¡zow¡ liczb¡.

Wskazówka.
λ = 1+

√
5

2
� zªota liczba,

λ = 1 +
√
2 � srebrna liczba,

λ = 3+
√
13

2
� br¡zowa liczba.

Zadanie 2.23. Wskaza¢ kraw¦dzie o±mio±cianu foremnego, które na-
le»¡ do prostych sko±nych i (posªuguj¡c si¦ wspóªrz¦dnymi wierzchoªków
w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnych) obliczy¢ odlegªo±¢ tych kraw¦dzi.

Wskazówka. Dwie proste l1 (o wektorze kierunkowym
−→u = [ux, uy, uz] i przechodz¡ca przez punkt P1 = (x1, y1, z1))
oraz l2 (o wektorze kierunkowym −→v = [vx, vy, vz] i przechodz¡ca
przez punkt P2 = (x2, y2, z2)) s¡ sko±ne, gdy nie le»¡ w jednej
pªaszczy¹nie, czyli (−→u ×−→v ) ◦

−−→
P1P2 = 0.
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2.3. Odpowiedzi

Zad. 2.1

−→
AB = [2, 0,−2],

−→
CA = [−7, 2 +

√
2, 0],

−−→
BC = [5,−2−

√
2, 2],

−−→
AD = [2,−2 + 4

√
2, 2],

−−→
DB = [0, 2− 4

√
2,−4],

−−→
CD = [−5, 5

√
2, 2],

−→
AC = [7,−2−

√
2, 0].

Zad. 2.2

|
−→
AB| = 2

√
2, |

−→
CA| =

√
55 + 4

√
2, |

−−→
BC| =

√
35 + 4

√
2, |

−−→
AD| =

√
44− 16

√
2,

|
−−→
DB| =

√
52− 16

√
2, |

−−→
CD| =

√
79, |

−→
AC| = |

−→
CA|.

Zad. 2.3

a⃗+ b⃗ = [7, 3, 1],

|⃗a+ b⃗| =
√
59,

a⃗− b⃗=[−11, 3, 7],
|⃗a− b⃗|=

√
179,

a⃗+ 3⃗b− 2c⃗ = [29, 9,−3],

|⃗a+ 3⃗b− 2c⃗| = 7
√
19,

4c⃗− 2⃗b+ 5a⃗ = [−36, 3, 22],
|4c⃗− 2⃗b+ 5a⃗| =

√
1789,

a⃗ · b⃗ = −30,
a⃗ · c⃗ = −9,
b⃗ · c⃗ = −15,

a⃗× b⃗ = [−9, 30,−27],
|⃗a× b⃗| = 3

√
190,

a⃗× c⃗ = [9,−10, 12],
|⃗a× c⃗| = 5

√
13,

b⃗× c⃗ = [−9, 15,−27],
|⃗b× c⃗| = 3

√
115.

Zad. 2.4
1

|⃗a+b⃗|

(
a⃗+ b⃗

)
=
[

7√
59

, 3√
59

, 1√
59

]
,

1

|⃗a−b⃗|

(
a⃗− b⃗

)
=
[
− 11√

179
, 3√

179
, 7√

179

]
,

1

|⃗a+3⃗b−2c⃗|

(
a⃗+ 3⃗b− 2c⃗

)
=
[

29
7
√
19

, 9
7
√
19

,− 3
7
√
19

]
,

1

|⃗a×b⃗|

(
a⃗× b⃗

)
=
[
− 3√

190
, 10√

190
,− 3√

190

]
,

1
|⃗a×c⃗| (a⃗× c⃗) =

[
9

5
√
13

,− 2√
13

, 12
5
√
13

]
,

1

|⃗b×c⃗|

(⃗
b× c⃗

)
=
[
− 3√

115
, 5√

115
,− 9√

115

]
,

1

|4c⃗−2⃗b+5a⃗|

(
4c⃗− 2⃗b+ 5a⃗

)
=
[
− 36√

1789
, 3√

1789
, 22√

1789

]
.

Zad. 2.5 (a⃗, b⃗, c⃗) = −45, (a⃗, c⃗, b⃗) = 45. Zad. 2.6 P =
√
46, P△ =

√
46
2

.

Zad. 2.7 Równolegªo±cian: V = 12, P = 46+6
√
41, czworo±cian: V = 2, P = 1

2

(
23 + 3

√
41 + 2

√
421
)
.

Zad. 2.8

a) π : −2(x+ 1) + 8(z − 3) = 0,
b) π : 3(y − 2) + 4(z − 3) = 0,

c) π :

 x = s
y = 1 + 3r + 5s
z = 2 + 3s

, r, s ∈ R,

d) π :

 x = −1
y = 1 + 2r + s
z = −3− r + 2s

, r, s ∈ R,

e) π :

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 2 z

6 1 0
−1 −5 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,

4x− 24y − 29z + 44 = 0,

f) π :

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 1 z + 1
−3 −1 0
−3 −4 5

∣∣∣∣∣∣ = 0,

−5x+ 15y + 9z − 1 = 0.

Zad. 2.9 (P0 = P1, u⃗ =
−−−→
P1P2)

r. parametryczne (t ∈ R) r. kierunkowe r. kraw¦dziowe

a) l :

 x = 1 + 2t
y = 2 + t
z = 3 + 4t

x−1
2

= y−2
1

= z−3
4

{
x− 2y + 3 = 0
4x− 2z + 2 = 0

,

b) l :

 x = −1 + 2t
y = 2 + t
z = −4t

x+1
2

= y−2
1

= z
−4

{
x− 2y + 5 = 0
2x+ z + 2 = 0

,

c) l :

 x = −t
y = −3
z = 5 + 3t

{
y = −3
x
−1

= z−5
3

{
y = −3
3x+ z − 5 = 0

,

d) l :

 x = 3
y = −2
z = 3t

brak

{
x = 3
y = −2 .
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Zad. 2.10 a) P0 = (2, 1, 4), u⃗ = [3,−2, 0], P̃ ̸∈ l, b) P0 = (−2, 2, 0), u⃗ = [3,−1, 1], P̃ ∈ l.

Zad. 2.11 a) P ′ = (4/3, 10/3, 11/3), b) P ′ = (−17/21, 23/21,−22/21).

Zad. 2.12 a) d(A, π) = 15√
41

, b) d(A, π) = 3
√

7
2
.

Zad. 2.13 hB = 2/11, hC = 2/
√
41, hD = 2/

√
13.

Zad. 2.14 rzut na π :

 x = 4− 4t
y = 2− 2t
z = 2− 2t

, t ∈ R, rzut na XOY :

 x = 2t
y = 4t
z = 0

, t ∈ R,

rzut na XOZ :

 x = 2t
y = 0
z = 4t

, t ∈ R, rzut na Y OZ :

 x = 0
y = 4t
z = 4t

, t ∈ R.

Zad. 2.15

Zad. 2.16 a) y = −2x+ 8, b) y = − 1
3
x+ 1, c) y = 2x− 2, d) y = 2x− 3.

Zad. 2.17 y = − 1
3
x− 1.

Zad. 2.18 Dach jest równolegªobokiem o powierzchni (w zale»no±ci od kolejno±ci ustawienia sªupów):
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21 m2, 2
√
129 m2,

√
489 m2.

Zad. 2.19 Zad. 2.20
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Zad. 2.21

Zad. 2.22

a) C =
(

λb1+a1
1+λ

, λb2+a2
1+λ

, λb3+a3
1+λ

)
, b) λ = 1, c) C =

(
b1+a1

2
, b2+a2

2
, b3+a3

2

)
.



Rozdziaª 3

Monotoniczo±¢ i granice ci¡gów

Zadania dotycz¡ce monotoniczno±ci i granic ci¡gów, liczby Eulera,
ci¡gu Fibonacciego.

3.1. Przykªady

Przykªad 3.1. Zbada¢ ograniczono±¢ ci¡gów

a) an =5n+ 4, b) an=
√
n+ 4−

√
n, c) an = 4n+3

4n
.

Ci¡g liczbowy o wyrazie ogólnym an jest

• ograniczony z doªu, je»eli zbiór {an} jest ograniczony z doªu,
czyli

∃
m∈R

∀
n∈N

an ≥ m;

• ograniczony z góry, je»eli zbiór {an} jest ograniczony z góry,
czyli

∃
M∈R

∀
n∈N

an ≤M ;

• ograniczony, je»eli zbiór {an} jest ograniczony (z góry i z doªu),
czyli

∃
M,m∈R

∀
n∈N

m ≤ an ≤M.

Rozwi¡zanie. a) Ci¡g an = 5n + 4 jest ograniczony z doªu, np. przez
liczb¦ m = 9, gdy» dla ka»dego n ∈ R

an = 5n+ 4 ≥ 9 = m.

Ci¡g an = 5n+ 4 nie jest ograniczony z góry, poniewa» dla dowolnej
liczby rzeczywistej M zawsze mo»na znale¹¢ n0 takie, »e

an0 = 5n0 + 4 ≥M.
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b) Ci¡g an =
√
n+ 4−

√
n =

(√
n+ 4−

√
n
)
·
√
n+4+

√
n√

n+4+
√
n
= 4√

n+4+
√
n
jest

ograniczony (z doªu przez m = 0 i z góry przez, np. M = 2), gdy» dla
ka»dego n ∈ R zachodzi

m = 0 ≤ 4√
n+ 4 +

√
n
≤ 4√

5 + 1
< 2 = M.

c) Ci¡g an = 4n+3
4n

= 4n

4n
+ 3

4n
= 1 + 3

4n
jest ograniczony (z doªu przez

m = 1 i z góry przez, np. M = 2), gdy» dla ka»dego n ∈ R zachodzi

m = 1 ≤ 1 +
3

4n
< 2 = M.

Przykªad 3.2. Zbada¢ monotoniczno±¢ ci¡gów

a) an = 5n+ 4, b) an=
√
n+ 4−

√
n, c) bn = 5n

3n
.

Monotoniczno±¢ ci¡gu (an) bada si¦ poprzez ustalenie znaku ró»nicy
an+1 − an lub porównanie ilorazu an+1

an
z 1 (dla ci¡gów o wyrazach

dodatnich), gdy

badanie badanie wnioski
ró»nicy ilorazu
an+1 − an > 0 an+1

an
> 1 ci¡g rosn¡cy(symbolicznie ozn. ↗),

an+1 − an < 0 an+1

an
< 1 ci¡g malej¡cy(symbolicznie ozn. ↘),

an+1 − an ≥ 0 an+1

an
≥ 1 ci¡g niemalej¡cy,

an+1 − an ≤ 0 an+1

an
≤ 1 ci¡g nierosn¡cy.

Rozwi¡zanie. a) Do zbadania monotoniczno±ci potrzebne jest
an = 5n+ 4 i an+1 = 5(n+ 1) + 4 = 5n+ 9. Wystarczy teraz zbada¢
ró»nic¦

an+1 − an = (5n+ 9)− (5n+ 4) = 5n+ 9− 5n− 4 = 5 > 0,

czyli ci¡g jest rosn¡cy (↗).
b) Gdy an =

√
n+ 4−

√
n, wtedy

an+1 =
√
(n+ 1) + 4−

√
n+ 1 =

√
n+ 5−

√
n+ 1.
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Jest to ci¡g o wyrazach dodatnich i w tym przypadku ªatwiej zbada¢
iloraz

an+1

an
=

√
n+ 5−

√
n+ 1√

n+ 4−
√
n

=

=

√
n+ 5−

√
n+ 1√

n+ 4−
√
n
·
√
n+ 5 +

√
n+ 1√

n+ 5 +
√
n+ 1

·
√
n+ 4 +

√
n√

n+ 4 +
√
n
=

=
(n+ 5)− (n+ 1)

(n+ 4)− n
·
√
n+ 4 +

√
n√

n+ 5 +
√
n+ 1

=

=
4

4
·
√
n+ 4 +

√
n√

n+ 5 +
√
n+ 1

=

√
n+ 4 +

√
n√

n+ 5 +
√
n+ 1

.

Korzystaj¡c z nierówno±ci
√
n+ 4 <

√
n+ 5,

√
n <

√
n+ 1

otrzymuje si¦ po dodaniu stronami
√
n+ 4 +

√
n <
√
n+ 5 +

√
n+ 1.

Wystarczy teraz podzieli¢ stronami przez
√
n+ 5 +

√
n+ 1

√
n+ 4 +

√
n√

n+ 5 +
√
n+ 1

< 1,

wi¦c ci¡g jest malej¡cy (↘).
c) Gdy bn = 5n

3n
, to bn+1 = 5n+1

3n+1 . Tak jak w poprzednich przykªadach,
wystarczy rozwa»y¢ ró»nic¦

bn+1 − bn =
5n+1

3n+1
− 5n

3n
=

5n

3n

(
5

3
− 1

)
=

5n

3n
· 2
3
> 0,

wi¦c ci¡g jest rosn¡cy (↗). Mo»na wykaza¢, »e ci¡g jest rosn¡cy,
sprawdzaj¡c iloraz

bn+1

bn
=

5n+1

3n+1

5n

3n

=
5n+1

3n+1
· 3

n

5n
=

5

3
> 1, czyli ↗ .

Uwaga. Wystarczy sprawdzenie jednego warunku.
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Przykªad 3.3. Obliczy¢ granice ci¡gów

a) an = 4n+ 2,
b) an =

√
4n+ 2−

√
4n,

c) an =
√
4n+ 2 +

√
4n,

d) an = n3+4n+2
5n−4n3+13

,

e) an = 5n3−4n+3
5n−3n4+13

,

f) an = 5n−3n4+13
5n3−4n+3

.

Uwaga. [8]

• �Obliczanie granic ci¡gów, w najbardziej ogólnym rozumieniu,
polega na wyznaczeniu symbolu granicznego�.
• Granice ci¡gu an zapisuje si¦ nast¦puj¡co lim

n→∞
an (lim � z ªaciny

limes � granica.)
• Oblicza si¦ �otrzymuj¡c symbole graniczne ujmowane w nawisy
kwadratowe, dla zaznaczenia, »e nie s¡ to dziaªania wykonywane
na liczbach, tylko na granicach. Niektóre z tych symboli daj¡
zawsze ten sam wynik, bez wzgl¦du na to, jakie ci¡gi skªadowe
daj¡ okre±lony symbol graniczny, i nazywamy je symbolami
oznaczonymi. Niektóre znów daj¡ ró»ne wyniki w zale»no±ci od
tego, na jakich ci¡gach wykonujemy dziaªania, i takie symbole
nazywamy nieoznaczonymi�.

• Gdy w wyniku rachunków otrzymamy lim
n→∞

an = g i g ∈ R, to

mówimy, »e ci¡g jest zbie»ny do g.
• Gdy lim

n→∞
an = −∞ lub +∞, to mówimy, »e ci¡g jest zbie»ny

do granicy niewªa±ciwej −∞ lub +∞, odpowiednio.
• Wyra»enia nieoznaczone:
∞−∞, 0

0
, ∞∞ , 0 · ∞, 1∞, ∞0, 00 � nale»y przeksztaªci¢ ogólny

wyraz ci¡gu, tak aby policzenie granicy byªo mo»liwe.

Uwaga. (Granice niewªa±ciwe ci¡gów)

• a+∞ =∞ dla −∞ < a ≤ ∞,
• a
∞ = 0 dla −∞ < a <∞,

• a · ∞ =∞ dla 0 < a ≤ ∞,
• a∞ = 0 dla 0+ ≤ a < 1,

• a∞ =∞ dla 1 < a ≤ ∞,
• ∞a = 0 dla −∞ ≤ a < 0,
• ∞a =∞ dla 0 < a ≤ ∞,
• a

0+
=∞ dla 0 < a ≤ ∞.
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Aby zrozumie¢, dlaczego a + ∞ = ∞, wystarczy przenie±¢ my-
±lenie na walut¦ i pomy±le¢, »e gdy do pewnej konkretnej kwoty,
np. a = 2, dodamy bardzo, bardzo, bardzo,... du»o pieni¦dzy (tak¡
ilo±¢, której nie jeste±my w stanie wyda¢), czyli nasz¡ niesko«czo-
no±¢, to b¦dziemy mieli bardzo, bardzo, bardzo,... du»o pieni¦dzy.
Bez wzgl¦du na to, jaka jest liczba a, to i tak otrzymamy bardzo,
bardzo, bardzo,... du»o, czyli ∞.
Analogicznie dla a

∞ . Je»eli pewn¡ konkretn¡ kwot¦, np. a = 100 zª
podzielimy na 2 osoby, ka»da otrzyma po 50 zª. Je»eli na 4, to do-
stan¡ po 25 zª, gdy na 1000 osób, ka»da osoba dostanie po 0,10 zª.
Je±li liczba osób b¦dzie niesko«czenie wielka, to ka»dy dostanie bar-
dzo maªo, praktycznie nic � czyli 0 zª. St¡d wªa±nie a

∞ = 0.
Analogiczne my±lenie nale»y zastosowa¢ do pozostaªych granic nie-
wªa±ciwych w poprzedniej ramce.

Rozwi¡zanie.
Zadanie mo»na sformuªowa¢ nast¦puj¡co.
Obliczy¢:

a) lim
n→∞

(4n+ 2) ,

b) lim
n→∞

(√
4n+ 2−

√
4n
)
,

c) lim
n→∞

(√
4n+ 2 +

√
4n
)
,

d) lim
n→∞

n3+4n+2
5n−4n3+13

,

e) lim
n→∞

5n3−4n+3
5n−3n4+13

,

f) lim
n→∞

5n−3n4+13
5n3−4n+3

.

a) lim
n→∞

(4n+ 2) = [4 · ∞+ 2 =∞+ 2] =∞,

b) lim
n→∞

(√
4n+ 2−

√
4n
)
=[∞−∞]= lim

n→∞

(√
4n+ 2−

√
4n
)
·
√
4n+2+

√
4n√

4n+2+
√
4n
=

= lim
n→∞

��4n+2−��4n√
4n+2+

√
4n

= lim
n→∞

2√
4n+2+

√
4n

=
[

2
∞

]
= 0,

c) lim
n→∞

(√
4n+ 2 +

√
4n
)
=
[√

4 · ∞+ 2 +
√
4 · ∞ =∞+∞

]
=∞,

d) lim
n→∞

n3+4n+2
5n−4n3+13

=
[ ∞
∞−∞

]
= lim

n→∞

��n3 ·
(

n3

n3+
4n
n3+

2
n3

)
��n3 ·

(
5n
n3−

4n3

n3 + 13
n3

)= lim
n→∞

1+

�
�

�
�4

n2

0
↗

+

�
�

�
�2

n3

0
↗�

�
�
�5

n2

0
↗ −4+

�
�

�
�13

n3

0
↗

=

=
[
1+0+0
0−4+0

]
= −1

4
,
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e) lim
n→∞

5n3−4n+3
5n−3n4+13

= lim
n→∞

��n3 ·
(

5n3

n3 −
4n
n3+

3
n3

)
��>

n
n4 ·

(
5n
n4−

3n4

n4 + 13
n4

)= lim
n→∞

5−
�
�

�
�4

n2

0
↗

+

�
�

�
�3

n3

0
↗

�� ��n
∞
↗ ·
(�
�

�
�5

n3

0
↗ −3+

�
�

�
�13

n4

0
↗
) =

=

[
5−0+0
∞(0−3+0)

=
�
�

�
�5

−∞

0
↗
]
= 0,

f) lim
n→∞

5n−3n4+13
5n3−4n+3

= lim
n→∞

��>
n

n4 ·
(

5n
n4−

3n4

n4 + 13
n4

)
��n3 ·

(
5n3

n3 −
4n
n3+

3
n3

) = lim
n→∞

�� ��n
∞
↗ ·

��
�
�5

n3

0
↗ −3+

�
�

�
�13

n4

0
↗


5−

�
�

�
�4

n2

0
↗

+

�
�

�
�3

n3

0
↗

=

=

[
∞(0−3+0)
5−0+0

=
�� ��−∞

5

−∞
↗
]
= −∞.

Przykªad 3.4. Obliczy¢ granice ci¡gów

a) lim
n→∞

n
√
178,

b) lim
n→∞

n
√
5n + 6n + 7n,

c) lim
n→∞

(
3n+1
3n

)3n
,

d) lim
n→∞

(
3n+6
3n

)3n
,

e) lim
n→∞

(
3n

3n+1

)3n
,

f) lim
n→∞

(
1 + 4

n2

)8n2

,

g) lim
n→∞

ln (1+ 2
n)

3
n

.

Uwaga.

• lim
n→∞

n
√
a = 1, dla a > 0,

• lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e,

• lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= 1

e
,

• je»eli an →∞, to

lim
n→∞

(
1 + 1

an

)an
= e,

lim
n→∞

(
1 + 1

an

)k·an
= ek, k ∈ R.

• Twierdzenie o trzech ci¡gach
an ≤ bn ≤ cn
↓ | ↓
b | b

↓
b

Rozwi¡zanie.

a) lim
n→∞

n
√
178 = 1,
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b) Granic¦ tego ci¡gu oblicza si¦ z twierdzenia o trzech ci¡gach. Nale»y
znale¹¢ ci¡gi an i cn. Najwi¦ksz¡ z liczb znajduj¡c¡ si¦ pod pierwiast-
kiem jest 7n. Prawdziwa jest zatem nierówno±¢

n
√
7n + 0 + 0 ≤ n

√
5n + 6n + 7n ≤ n

√
7n + 7n + 7n,

czyli
7 =

n
√
7n ≤ n

√
5n + 6n + 7n ≤ n

√
3 · 7n,

wi¦c

an bn cn�� ��7 ≤
�� ��n
√
5n + 6n + 7n ≤

�



�
	

�� ��n
√
3

1
↗ · 7 = 7,

↓ | ↓
7 | 7

↓
7

c) lim
n→∞

(
3n+1
3n

)3n
= lim

n→∞

(
1 + 1

3n

)3n

= e,

d) lim
n→∞

(
3n+6
3n

)3n
= lim

n→∞

(
1 + 6

3n

)3n
= lim

n→∞

(
1 + 1

n
2

)6· n
2

= e6,

e) lim
n→∞

(
3n

3n+1

)3n
= lim

n→∞

(
3n+1
3n

)−3n
= lim

n→∞

(
1 + 1

3n

)−1·3n
= e−1,

f) lim
n→∞

(
1 + 4

n2

)8n2

= lim
n→∞

1 + 1

n2

4

32· n2

4

= e32,

g) lim
n→∞

ln (1+ 2
n)

3
n

= lim
n→∞

�
�

�

ln

(
1 +

�
�

�
�2

n

0
↗
)

0
↗

�
�

�
�3

n

0
↗

=
[
0
0

]
= lim

n→∞
2
3
·n
2
ln
(
1 + 2

n

)
=

= lim
n→∞

2
3
ln
(
1 + 2

n

)n
2 = lim

n→∞
2
3
ln
(
1 + 1

n
2

)n
2
=

= 2
3
ln

�
�

�
�lim

n→∞

(
1 + 1

n
2

) n
2 e
↗

= 2
3
ln e = 2

3
.
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3.2. Zadania

Zadanie 3.1. Zbada¢ ograniczono±¢ ci¡gów

a) an=7− 3n, b) an=
√
n−
√
n+ 4, c) an = 4n

4n+3
.

Zadanie 3.2. Zbada¢ monotoniczno±¢ ci¡gów

a) an = 7− 3n,

b) an = 4n− 1,

c) an = 4n

5n+3 ,

d) bn = 6n−5
5n+3

,

e) bn = 4n

3n
,

f) bn = 4n+3

5n
,

g) cn = n
6n
,

h) cn = 3n+1
5n+3

,

i) cn = 13n.

Zadanie 3.3. Obliczy¢ granice ci¡gów

a) lim
n→∞

4n2−1
(n+1)2

,

b) lim
n→∞

5n
n3+1

,

c) lim
n→∞

6n3

3n3+3
,

d) lim
n→∞

2n98+3n45−2048
32n3+n76+2021−4n98 ,

e) lim
n→∞

(−n2 − 8),

f) lim
n→∞

√
n2+8−n√
n2+4−n ,

g) lim
n→∞

4n3 − 6n+ 8,

h) lim
n→∞

−3n5 − 6n2 + 9n− 5,

i) lim
n→∞

6n−5
3n−4 ,

j) lim
n→∞

12n
6+4n

,

k) lim
n→∞

4−16n
8n+6

,

l) lim
n→∞

3n2+6n−9
12n+4n2 ,

m) lim
n→∞

4n+3n2−7n4+5
n4−5n3+2n2+3n+4

,

n) lim
n→∞

2n4+3n3+4n2+6n+7
4n+9

,

o) lim
n→∞

−3n2+5
5n+9

,

p) lim
n→∞

6n
5n3−2n2+3n−9 ,

q) lim
n→∞

5−n3

−3n+9
,

r) lim
n→∞

(
√
n2 − 3n− n).

Zadanie 3.4. Obliczy¢ granice ci¡gów

a) lim
n→∞

n
√
13,

b) lim
n→∞

n
√
2n + πn + 3n,

c) lim
n→∞

n
√
8n + 3n + 5n,

d) lim
n→∞

n
√
10n + πn + 7n,

e) lim
n→∞

n

√(
1
2

)n
+
(
2
3

)n
,

f) lim
n→∞

(
n+3
n−2

)2n−1
,

g) lim
n→∞

(
n+1
n+2

)n+3
,

h) lim
n→∞

(
n+2
n

)6n
,

i) lim
n→∞

(
1 + 1

n2

)n2

,

j) lim
n→∞

(
1− 1

n2

)n2

,

k) lim
n→∞

(
n2+1
n2

)3n2+1

,

l) lim
n→∞

ln (1+ 8
n)

1
n

,

m) lim
n→∞

ln (1+ 5
n)

2
n

,

n) lim
n→∞

(
4n3−5
4+4n3

)n3

.
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Zadanie 3.5. Obliczy¢ lim
n→∞

Fn+1

Fn
, [6] gdzie Fn jest ci¡giem Fibonacciego,

czyli

F1 = 1, F2 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1, dla n ≥ 2.

Wskazówka. W [6] udowodniono, »e ci¡g Fn+1

Fn
ma granic¦. Przy

tym zaªo»eniu warto skorzysta¢ z zale»no±ci rekurencyjnej prze-
ksztaªconej do postaci Fn+1

Fn
= 1 + 1

Fn
Fn−1

.

Zadanie 3.6. Obliczy¢ lim
n→∞

Ln

Ln+1
, [6] gdzie Ln jest ci¡giem Lucasa, czyli

L1 = 1, L2 = 3, Ln+1 = Ln + Ln−1, dla n ≥ 2.

Zadanie 3.7. Obliczy¢ lim
n→∞

L2n

F2n
, [6] .

Wskazówka. Formuªa Bineta dla ci¡gu Fibonacciego Fn i Lucasa
Ln:
Fn = αn−βn

α−β , Ln = αn + βn, gdzie α > 0, β < 0 s¡ pierwiastkami
równania x2 − x− 1 = 0.

Zadanie 3.8. Na podstawie analizy ukªadu kwadratów narysuj trzy ko-
lejne ªuki zªotej spirali (rys. 3.1). Porównaj z rys. 3.2.

Rysunek 3.1: Rysunek do zadania 3.8
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Rysunek 3.2: Przykªady ksztaªtów spiralnych, [3]

Zadanie 3.9. W programie gra�cznym (np. GeoGebra, AutoCAD) wy-
kona¢ rysunki spiral dla przykªadów z rys. 3.2.

Zadanie 3.10. W arkuszu kalkulacyjnym wyznaczy¢ 100 wyrazów ci¡gu
αn = Fn+1

Fn
. Co mo»na zauwa»y¢? Czy ci¡g αn jest monotoniczny, ogra-

niczony?

3.3. Odpowiedzi

Zad. 3.1

a) nieograniczony z doªu, ograniczony z góry, np. przez M = 4;
b) ograniczony z doªu, np. przez m = −2 i z góry przez M = 0;
c) ograniczony z doªu, np. przez m = 0 i z góry przez M = 1.

Zad. 3.2
rosn¡cy: b), d), e), h), i) malej¡cy: a), c), f), g).

Zad. 3.3

a) 4,
b) 0,
c) 2,

d) − 1
2
,

e) −∞,
f) 2,

g) ∞,
h) −∞,
i) 2,

j) 3,
k) −2,
l) 3

4
,

m) −7,
n) ∞,
o) −∞,

p) 0,
q) ∞,
r) − 3

2
.

Zad. 3.4
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a) 1,
b) π,

c) 8,
d) 10,

e) 2
3
,

f) e10,

g) e−1,
h) e12,

i) e,
j) e−1,

k) e3,
l) 8,

m) 5
2
,

n) e−
9
4.

Zad. 3.5 lim
n→∞

Fn+1

Fn
= α. Korzystaj¡c z równania

Fn+1

Fn
= 1 + 1

Fn
Fn−1

oraz z tego, »e

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= lim

n→∞
Fn

Fn−1

ozn
= α > 0, otrzymuje si¦ lim

n→∞
Fn+1

Fn
= 1 + 1

lim
n→∞

Fn
Fn−1

, czyli po prze-

ksztaªceniu α2 − α− 1 = 0. Rozwi¡zaniem równania jest α = 1+
√
5

2
� zªota liczba.

Zad. 3.6 lim
n→∞

Ln
Ln+1

= 1
α
.

Zad. 3.7 lim
n→∞

L2n
F2n

=
√
5. Korzystaj¡c z formuªy Bineta dla obu ci¡gów: F2n = α2n−β2n

α−β
,

L2n=α2n+β2n, otrzymuje si¦

lim
n→∞

L2n
F2n

= lim
n→∞

α2n+β2n

α2n−β2n

α−β

= lim
n→∞

��α2n

1+

�
�

�
�(

β2

α2

)n 1
↗

(α−β)

��α2n

1−

�
�

�
�(

β2

α2

)n 1
↗

 =α− β=
√
5.

Zad. 3.8





Rozdziaª 4

Szeregi liczbowe

Zadania dotycz¡ce szeregów liczbowych, warunek konieczny zbie»no-
±ci szeregu oraz kryteria zbie»no±ci szeregów.

4.1. Przykªady

Przykªad 4.1. Wyznaczy¢ sum¦ cz¦±ciow¡ Sn i sum¦ S szeregu
∞∑
n=1

an

oraz okre±li¢ jego zbie»no±¢

a)
∞∑
n=1

(
3
4

)n
, b)

∞∑
n=1

3n−1
4n

, c)
∞∑
n=1

(
6
5

)n
, d)

∞∑
n=1

n2+2n+2
n(n+2)

.

Dla szeregu liczbowego
∞∑
n=1

an, gdzie (an) jest ci¡giem liczbowym,

anjest wyrazem ogólnym szeregu oraz

• ci¡g sum cz¦±ciowych dany jest wzorem Sn
def
=

n∑
k=1

ak,

• szereg jest zbie»ny, gdy istnieje granica wªa±ciwa ci¡gu sum cz¦-
±ciowych lim

n→∞
Sn = S,

• granica lim
n→∞

Sn = S jest sum¡ zbie»nego szeregu liczbowego,

gdzie
∞∑
n=1

an = S,

• je»eli lim
n→∞

Sn = ±∞, to szereg rozbie»ny do ±∞,

• je»eli lim
n→∞

Sn nie istnieje, to szereg jest rozbie»ny,

• szereg rozbie»ny nie ma sumy S.
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Rozwi¡zanie.

a) Wyrazem ogólnym szeregu jest an =
(
3
4

)n
, wi¦c

Sn=
n∑

k=1

(
3
4

)k
=
(
3
4

)1
+
(
3
4

)2
+· · ·+

(
3
4

)n
=
(
3
4

)1
+
(
3
4

)2
+· · ·+

(
3
4

)n
.

Jest to suma n wyrazów ci¡gu geometrycznego, dla którego
a1 = q = 3

4
, wi¦c ze wzoru Sn = a1 · 1−q

n

1−q otrzymuje si¦

Sn=
3

4
·
1−
(
3
4

)n
1− 3

4

=
3

4
·
1−

(
3
4

)n
1
4

=
3

�4
·�4·
(
1−

(
3

4

)n)
= 3·

(
1−

(
3

4

)n)
.

Natomiast

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

3 ·
(
1−

�
�

�
�(

3
4

)n 0
↗
)

= 3,

wi¦c szereg jest zbie»ny do 3 i S =
∞∑
n=1

(
3
4

)n
= 3.

b) Wyraz ogólny szeregu to an = 3n−1
4n

, wi¦c

Sn =
n∑

k=1

3k−1
4k

=
n∑

k=1

3k

4k
− 1

4k
=

n∑
k=1

(
3
4

)k− n∑
k=1

(
1
4

)k
. Analogicznie do po-

przedniego przykªadu jest to ró»nica dwóch ci¡gów geometrycznych,
wi¦c

Sn =
3

4
·
1−

(
3
4

)n
1− 3

4

+
1

4
·
1−

(
1
4

)n
1− 1

4

= 3·
(
1−

(
3

4

)n)
− 1

3
·
(
1−

(
1

4

)n)
.

Natomiast

lim
n→∞

Sn= lim
n→∞

(
3·
(
1−

�
�

�
�(

3
4

)n 0
↗
)
− 1

3
·
(
1−

�
�

�
�(

1
4

)n 0
↗
))

=3− 1

3
=

8

3
,

wi¦c szereg jest zbie»ny do 8
3
i S =

∞∑
n=1

3n−1
4n

= 8
3
.

c) Poniewa» an =
(
6
5

)n
,

to Sn =
n∑

k=1

(
6
5

)k
= 6

5
· 1−(

6
5)

n

1− 6
5

= 6

�5
·(−�5)

(
1−

(
6
5

)n)
= −6 ·

(
1−

(
6
5

)n)
,

wi¦c lim
n→∞

Sn= lim
n→∞
−6·
(
1−

�
�

�
�(

6
5

)n ∞
↗
)

= −6 · (1−∞) = −6+∞ =∞,

czyli szereg jest rozbie»ny do niesko«czono±ci.
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d) an = n2+2n+2
n(n+2)

= 1 + 1
n
− 1

n+2

Sn =
n∑

k=1

(
1 + 1

k
− 1

k+2

)
= n+

n∑
k=1

(
1
k
− 1

k+2

)
= n+

+1
1
−

�
�1
3
+

+1
2
−

�
�1
4
+

+
�
�1
3
−

�
�1
5
+

+
�
�1
4
−

�
�1
6
+

...

+
�
��1

n−2 − �
�1
n

+
�
��1

n−1 −
1

n+1

+
�
�1
n
− 1

n+2

= n+ 3
2
− 1

n+1
− 1

n+2
,

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

�� ��n
∞
↗

+ 3
2
−

�
�

�
�1

n+1

0
↗ −

�
�

�
�1

n+2

0
↗

= ∞ + 3
2
− 0 − 0 = ∞,

wi¦c szereg jest rozbie»ny do ∞.

Przykªad 4.2. Maj¡c dan¡ sum¦ cz¦±ciow¡ szeregu, znale¹¢ wyraz ogólny
szeregu i jego sum¦

a) Sn = 1− 1
n+1

, b) Sn = 4 ·
(
4
3

)n − 4.

Poniewa»
Sn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an oraz
Sn+1 = a1 + a2 + · · · + an + an+1, to wyraz ogólny szeregu mo»na
wyznaczy¢, obliczaj¡c ró»nic¦

an+1 = Sn+1 − Sn.

Rozwi¡zanie.

a) Z tego, »e Sn+1 = 1− 1
n+2

, otrzymuje si¦

an+1 = Sn+1 − Sn =

(
1− 1

n+ 2

)
−
(
1− 1

n+ 1

)
=

= �1−
1

n+ 2
− �1 +

1

n+ 1
=
−�n − 1 +�n + 2

(n+ 1)n
=

1

(n+ 1)(n+ 2)
,

czyli an = 1
n(n+1)

oraz szereg jest postaci

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
oraz S = lim

n→∞
1−

�
�

�
�1

n+1

0
↗

= 1.
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b) Poniewa» Sn = 4 ·
(
4
3

)n − 4 oraz Sn+1 = 4 ·
(
4
3

)n+1 − 4, wi¦c
an+1 = Sn+1 − Sn =

=
(
4 ·
(
4
3

)n+1 − 4
)
−
(
4 ·
(
4
3

)n − 4
)
= 4 ·

(
4
3

)n+1 − �4− 4 ·
(
4
3

)n
+ �4 =

= 4 ·
(
4
3

)n (4
3
− 1
)
= 4 ·

(
4
3

)n (4
3
− 1
)
= 4 ·

(
4
3

)n · 1
3
=
(
4
3

)n+1
, czyli

an =
(
4
3

)n
.

Szereg jest postaci

∞∑
n=1

(
4

3

)n

i jest on rozbie»ny do niesko«czono±ci, poniewa»

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
4 ·

�
�

�
�(

4
3

)n ∞
↗ − 4

)
=∞− 4 =∞.

Przykªad 4.3. Sprawdzi¢ warunek konieczny zbie»no±ci szeregu

a)
∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
, b)

∞∑
n=1

(
3
4

)n
, c)

∞∑
n=1

n2+2n+2
n(n+2)

.

Warunek konieczny zbie»no±ci szeregu:

Je»eli szereg
∞∑

n→1

an jest zbie»ny, to lim
n→∞

an = 0.

Rozwi¡zanie.

a) Nale»y policzy¢ granic¦
lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
= lim

n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
·
√
n+1+

√
n√

n+1+
√
n
=

= lim
n→∞

�n+1−�n√
n+1+

√
n
= lim

n→∞
1√

n+1+
√
n
= 0, czyli warunek konieczny jest

speªniony. �eby stwierdzi¢, czy szereg jest zbie»ny, nale»y policzy¢ Sn

Sn =
n∑

k=1

(√
k + 1−

√
k
)
=

= (��
√
2−
√
1)+(��

√
3−�

�
√
2)+ · · ·+(�

�
√
n−����√

n− 1)+(
√
n+ 1−�

�
√
n) =

= −1 +
√
n+ 1, wi¦c lim

n→∞
(−1 +

√
n+ 1) = ∞, to znaczy, »e szereg

jest rozbie»ny.
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Uwaga.

• Je»eli warunek konieczny jest speªniony, to nie znaczy, »e
szereg jest zbie»ny. Zbie»no±¢ nale»y sprawdzi¢ innymi me-
todami.
• Je»eli warunek konieczny nie jest speªniony, to szereg jest
rozbie»ny.

b) Warunek konieczny rozwa»anego szeregu lim
n→∞

�
�

�
�(

3
4

)n 0
↗

= 0 jest speª-

niony i, jak byªo sprawdzone w przykªadzie 4.1, szereg jest zbie»ny.
c) Warunek konieczny rozwa»anego szeregu

lim
n→∞

n2+2n+2
n(n+2)

= lim
n→∞

(
1 + 1

n
− 1

n+2

)
= 1 ̸= 0 nie jest speªniony i szereg

jest rozbie»ny, co byªo sprawdzone w przykªadzie 4.1.

Przykªad 4.4. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu (korzystaj¡c z wybranego kry-
terium zbie»no±ci szeregu)

a)
∞∑
n=1

2 · 3n,

b)
∞∑
n=1

5 · 1
3n
,

c)
∞∑
n=1

1
n3 ,

d)
∞∑
n=1

1
4√n ,

e)
∞∑
n=1

sinn
n3 ,

f)
∞∑
n=1

n3

sinn
,

g)
∞∑
n=1

n
3n
,

h)
∞∑
n=1

3n

n
,

i)
∞∑
n=1

(
3n+1
n

)n
,

j)
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n
,

k)
∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1
n
,

l)
∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1
n3 .

1. Kryterium zbie»no±ci szeregu geometrycznego
Szereg geometryczny

∞∑
n=1

aqn−1

jest zbie»ny, gdy |q| < 1 i wtedy
∞∑
n=1

aqn−1 = a
1−q

oraz
jest rozbie»ny, gdy |q| ≥ 1.
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2. Kryterium zbie»no±ci szeregu harmonicznego rz¦du α
Szereg harmoniczny rz¦du α > 0

∞∑
n=1

1

nα

jest zbie»ny, gdy α > 1
oraz
jest rozbie»ny do ∞, gdy 0 < α ≤ 1.

3. Kryterium porównawcze
Niech 0 ≤ an ≤ bn dla ka»dego n ≥ n0 wtedy:

je»eli szereg
∞∑
n=1

bn jest zbie»ny, to szereg
∞∑
n=1

an te» jest zbie»ny,

oraz

je»eli szereg
∞∑
n=1

an jest rozbie»ny do ∞, to szereg
∞∑
n=1

bn te» jest

rozbie»ny.

Uwaga. Analogicznie dla szeregów o wyrazach niedodatnich.

4. Kryterium d'Alemberta Niech lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = q, wtedy szereg
∞∑
n=1

an

jest zbie»ny dla q < 1,
oraz
jest rozbie»ny 1 < q ≤ ∞.

Uwaga. W przypadku, gdy q = 1, kryterium nie rozstrzyga i
trzeba skorzysta¢ z innego kryterium.



4.1. Przykªady 73

5. Kryterium Cauchy'ego

Niech lim
n→∞

n
√
|an| = q, wtedy szereg

∞∑
n=1

an

jest zbie»ny dla q < 1,
oraz
jest rozbie»ny 1 < q ≤ ∞.

Uwaga. W przypadku, gdy q = 1, kryterium nie rozstrzyga i
trzeba skorzysta¢ z innego kryterium.

6. Kryterium Leibniza
Je»eli
· ci¡g (bn) jest nierosn¡cy od n0 ∈ N,
· lim

n→∞
bn = 0,

to szereg naprzemienny
∞∑
n=1

(−1)n+1bn jest zbie»ny.

Uwaga.

• Je»eli szereg
∞∑
n=1

|an| jest zbie»ny, to szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny.

• Je»eli szereg
∞∑
n=1

|an| jest zbie»ny, to mówi si¦, »e szereg
∞∑
n=1

an

jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.
• Szereg zbie»ny, który nie jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, jest zbie»ny
warunkowo.

Rozwi¡zanie.

a) Szereg
∞∑
n=1

2 · 3n =
∞∑
n=1

6 · 3n−1, czyli jest to szereg geometryczny,

w którym a = 6, a q = 3 > 1, wi¦c jest rozbie»ny z kryterium 4.1 (kr.
zb. szeregu geometrycznego).

b) Szereg
∞∑
n=1

5 · 1
3n

=
∞∑
n=1

5
3
·
(
1
3

)n−1
, czyli jest to szereg geometryczny,

w którym a = 5
3
, a q = 1

3
< 1, wi¦c jest zbie»ny z kryterium 4.1 (kr.

zb. szeregu geometrycznego) oraz
∞∑
n=1

5 · 1
3n

=
5
3

1− 1
3

= 5
2
.
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c) Szereg
∞∑
n=1

1
n3 jest szeregiem harmonicznym i α = 3 > 1, wi¦c z kry-

terium 2 (kr. zb. szeregu harmonicznego) szereg jest zbie»ny.

d) Szereg
∞∑
n=1

1
4√n jest szeregiem harmonicznym i α = 1

4
< 1, wi¦c z

kryterium 2 (kr. zb. szeregu harmonicznego) szereg jest rozbie»ny.
e) W rozwa»anym szeregu an = sinn

n3 , wi¦c korzystaj¡c z kryterium 3 (kr.
porównawczego), nale»y znale¹¢ ci¡g bn, którego wszystkie wyrazy
s¡ mniejsze lub wi¦ksze od an. Z tego, »e 0 ≤ sinn ≤ 1, zachodzi
nierówno±¢

sinn

n3
≤ 1

n3
.

Czyli wystarczy wzi¡¢ bn = 1
n3 i z tego, »e szereg

∞∑
n=1

1
n3 jest zbie»ny

(przykªad 4.1), rozwa»any szereg jest równie» zbie»ny.
f) W rozwa»anym szeregu an = n3

sinn
, wi¦c korzystaj¡c z kryterium 3

(kr. porównawczego), analogicznie nale»y znale¹¢ ci¡g bn. Z tego, »e
0 ≤ sinn ≤ 1, wynika, »e 1 ≤ 1

sinn
, wi¦c zachodzi nierówno±¢

n3 ≤ n3

sinn
.

Szereg o wyrazie ogólnym bn = n3 jest rozbie»ny, poniewa» nie jest
speªniony warunek konieczny zbie»no±ci, bo lim

n→∞
n3 =∞ ̸= 0. Z kry-

terium 3 (kr. porównawczego) wyj±ciowy szereg jest równie» rozbie»ny.
g) W rozwa»anym szeregu an = n

3n
, wi¦c z kryterium 4 (kr. d'Alemberta)

lim
n→∞

n+1
3n+1

n
3n

= lim
n→∞

(n+ 1) ·��3n

n ·HHHj33n+1
= lim

n→∞

n+ 1

3n
=

1

3
< 1.

Czyli z kryterium 4 (kr. d'Alemberta) szereg jest zbie»ny.
h) W rozwa»anym szeregu an = 3n

n
, wi¦c z kryterium 4 (kr. d'Alemberta)

lim
n→∞

3n+1

n+1
3n

n

= lim
n→∞

���*
3

3n+1 · n
(n+ 1) ·��3n

= lim
n→∞

3n

n+ 1
= 3 > 1.

Czyli z kryterium 4 (kr. d'Alemberta) szereg jest rozbie»ny.
i) W rozwa»anym szeregu an =

(
n+1
n

)n
, wi¦c najwygodniej skorzysta¢

z kryterium 5 (kr. Cauchy'ego)

lim
n→∞

�
�
�
�

n

√(
3n+ 1

n

)
�n

= lim
n→∞

3n+ 1

n
= 3 > 1,
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wi¦c na podstawie kryterium 5 (kr. Cauchy'ego) szereg jest rozbie»ny.
j) W rozwa»anym szeregu an =

(
n

2n+1

)n
, z kryterium 5 (kr. Cauchy'ego)

lim
n→∞

�
�
�
�

n

√(
n

2n+ 1

)
�n

= lim
n→∞

n

2n+ 1
=

1

2
< 1,

wi¦c na podstawie kryterium 5 (kr. Cauchy'ego) szereg jest zbie»ny.
k) Jest to tzw. szereg anharmoniczny. Korzystaj¡c z kryterium 6

(kr. Leibniza), bn = 1
n
jest ci¡giem nierosn¡cym oraz lim

n→∞
1
n

= 0,

otrzymuje si¦, »e szereg
∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1
n
jest zbie»ny. Poniewa» szereg

∞∑
n=1

1
n
jest rozbie»ny, to

∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1
n
jest zbie»ny warunkowo.

l) Jest to szereg naprzemienny, wi¦c z kryterium 6 (kr. Leibniza) bn = 1
n3

jest ci¡giem nierosn¡cym oraz lim
n→∞

1
n3 = 0, wi¦c szereg jest zbie»ny.

Poniewa» szereg
∞∑
n=1

1
n3 jest równie» zbie»ny, to mówi si¦, »e szereg

∞∑
n=1

(−1)n+1 · 1
n3 jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

Przykªad 4.5. Obliczy¢, jaki uªamek zwykªy reprezentuje uªamek okre-
sowy 0,(4) 0,(123).

Rozwi¡zanie. 0,(4) jest szeregiem geometrycznym, poniewa»

0,(4) = 0,4+0,04+0,004+· · · = 4

10
+

4

100
+

4

1000
+· · · =

∞∑
n=1

4

10
·
(

1

10

)n−1

,

gdzie a = 4
10

oraz q = 1
10

< 1. Z kryterium zbie»no±ci szeregu geome-
trycznego 4.1

∞∑
n=1

4

10
·
(

1

10

)n−1

=
4
10

1− 1
10

=
4
10
9
10

=
4

��10
· �

�10

9
=

4

9
.

Czyli 0,(4) = 4
9
.

Analogicznie dla 0,(123) pierwszy wyraz ci¡gu geometrycznego a = 123
1000
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oraz q = 1
1000

< 1, wi¦c

0,(123) = 0,123 + 0,000123 + 0,000000123 + · · · =

=
∞∑
n=1

123

1000n
=
∞∑
n=1

123

1000
·
(

1

1000

)n−1

=
123
1000

1− 1
1000

=

=
123

���1000
·
���1000

999
=

123

999
. Czyli 0,(123) =

123

999
.

4.2. Zadania

Zadanie 4.1. Wyznaczy¢ sum¦ cz¦±ciow¡ Sn i sum¦ S szeregu
∞∑
n=1

an

oraz okre±li¢ jego zbie»no±¢

a)
∞∑
n=1

(
4
7

)n
,

b)
∞∑
n=1

3
5n2+5n

,

c)
∞∑
n=1

(√
n+ 2−

√
n+ 1

)
,

d)
∞∑
n=1

7n+1

6n+2 .

Zadanie 4.2. Maj¡c dan¡ sum¦ cz¦±ciow¡ szeregu, znale¹¢ wyraz ogólny
szeregu i jego sum¦

a) Sn = n(2n+3)
2n2+2n+2

,

b) Sn = 3n+1

4n+4 ,

c) Sn = 1√
n+2−

√
n+1

,

d) Sn = 1√
n+2+

√
n+1

.

Zadanie 4.3. Sprawdzi¢ warunek konieczny zbie»no±ci szeregu

a)
∞∑
n=1

1+5n−n2

1+n2+n
,

b)
∞∑
n=1

3n

4n+4 ,

c)
∞∑
n=1

(√
n− 2

√
1 + n+

√
2 + n

)
,

d)
∞∑
n=1

1√
n+2+

√
n+1

,

e)
∞∑
n=1

7n−1
5n

,

f)
∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
,

g)
∞∑
n=1

(n+1
n
)13n,

h)
∞∑
n=1

2n

3n(n+1)
.
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Zadanie 4.4. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu (korzystaj¡c z wybranego kry-
terium zbie»no±ci szeregu)

a)
∞∑
n=1

6
5n
,

b)
∞∑
n=1

6n

5n+1 ,

c)
∞∑
n=1

n−3,

d)
∞∑
n=1

7
7√n ,

e)
∞∑
n=1

3n+2
n2+3

,

f)
∞∑
n=1

n4

5n+3 ,

g)
∞∑
n=1

(
4n3+5n2+6n+7

8n+5+n3

)n
,

h)
∞∑
n=1

1
(2n+3)n

,

i)
∞∑
n=1

3n

n5 ,

j)
∞∑
n=1

5n+4
3n

,

k)
∞∑
n=1

(−1)n+1
(
3
5

)n
,

l)
∞∑
n=1

(−1)n+1
(

n
n+1

)n
.

Zadanie 4.5. Obliczy¢, jaki uªamek zwykªy reprezentuje uªamek okre-
sowy
a) 0,(14); b) 0,6(123); c) 0,2(3); d) 0,(285714).

4.3. Odpowiedzi

Zad. 4.1

a) Sn = 4
3

(
1−

(
4
7

)n)
, zbie»ny, S = 4

3
,

b) Sn = 3n
5(n+1)

, zbie»ny, S = 3
5
,

c) Sn =
√
n+ 2−

√
2, rozbie»ny,

d) Sn = 49
36

(
−1 +

(
7
6

)n)
, rozbie»ny.

Zad. 4.2

a) an = 1+5n−n2

2(1+n2+n4)
, S = 1,

b) an = − 3n

4n+4 , S = 0,

c) an =
√
2 + n −

√
n, rozbie»ny (suma nie

istnieje),
d) an =

√
n− 2

√
1 + n+

√
2 + n, S = 0.

Zad. 4.3 Warunek konieczny nie jest speªniony tylko w a), e), g), poniewa»

a) lim
n→∞

1+5n−n2

1+n2+n
= −1 ̸= 0,

b) lim
n→∞

3n

4n+4 = 0,

c) lim
n→∞

(√
n−2

√
1 + n+

√
2 + n

)
= 0,

d) lim
n→∞

1√
n+2+

√
n+1

= 0,

e) lim
n→∞

7n−1
5n

=∞ ̸= 0,

f) lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
= 0,

g) lim
n→∞

(n+1
n

)13n = e13 ̸= 0,

h) lim
n→∞

2n

3n(n+1)
= 0.

Zad. 4.4 zbie»ny: a), c), f), h), j), k) rozbie»ny: b), d), e), g), i), l).

Zad. 4.5 a) 14
99

, b) 2041
3333

, c) 23
99

, d) 2
7
.





Rozdziaª 5

Funkcje zmiennej rzeczywistej,

granice funkcji

Zadania dotycz¡ce funkcji rzeczywistych jednej zmiennej: dziedziny,
zbioru warto±ci, skªadania funkcji, funkcji odwrotnej oraz granic funkcji.

5.1. Przykªady

Przykªad 5.1. Okre±li¢ dziedzin¦ naturaln¡ funkcji

a) f(x) = 2x−5
4x+9

,

b) f(x) = 2x−5
x2+6x+9

,

c) g(x) =
√
−12− x+ x2,

d) g(x) = 3
√
−12− x+ x2,

e) h(x) = ln(−x2 + x+ 12),

f) h(x) = 1√
−12−x+x2 ,

g) g(x) = 4

√
log(x+4)
2x+8

,

h) g(x) = 5

√
log(x+4)

x+4
.

Dziedzina naturalna funkcji jest to najwi¦kszy podzbiór zbioru liczb
rzeczywistych, dla którego istniej¡ warto±ci funkcji. Przykªadowe
warunki na wyznaczenie dziedziny naturalnej:

• wykluczy¢ dzielenie przez zero,
• wyra»enie pod pierwiastkiem parzystego stopnia musi by¢ nie-
ujemne,
• w przypadku, np. logarytmu, liczba logarytmowana musi by¢
dodatnia, a podstawa logarytmu dodatnia i ró»na od 1.

Rozwi¡zanie.

a) Dla f(x) = 2x−5
4x+9

nale»y wykluczy¢ zero w mianowniku 4x+9 ̸= 0, wi¦c
x ̸= −9

4
. Czyli dziedzin¡ naturaln¡ funkcji jest zbiór D = R \

{
9
4

}
.
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b) W przypadku funkcji f(x) = 2x−5
x2+6x+9

ponownie nale»y wykluczy¢ zero
w mianowniku x2 + 6x+ 9 ̸= 0, czyli (x+ 3)2 ̸=, wi¦c D = R \ {−3}.

c) Dla g(x) =
√
−12− x+ x2 wyra»enie pod pierwiastkiem musi speª-

nia¢ nierówno±¢ −12− x+ x2 ≥ 0, czyli (x+ 3)(x− 4) ≥ 0,

czyli D = (−∞,−3⟩ ∪ ⟨4,∞).

d) W funkcji g(x) = 3
√
−12− x+ x2 wyst¦puje pierwiastek nieparzy-

stego stopnia, brak jest uªamka, wi¦c D = R.

e) We wzorze funkcji h(x) = ln(−x2 + x + 12) jest logarytm naturalny,
czyli podstaw¡ jest e ≈ 2,718 > 1. Wystarczy zaj¡¢ si¦ nierówno±ci¡
−x2 + x+ 12 > 0

czyli D = ⟨−3, 4⟩.
f) W przypadku funkcji h(x) = 1√

−12−x+x2 nale»y rozwi¡za¢ nierów-
no±¢ −12 − x + x2 > 0. Korzystaj¡c z podpunktu c), otrzymuje si¦
D = (−∞,−3) ∪ (4,∞).

g) Wzór funkcji g(x) = 4

√
log(x+4)
2x+8

zawiera pierwiastek parzystego stop-
nia, logarytm dziesi¦tny i uªamek. W zwi¡zku z powy»szym warunki
na dziedzin¦ naturaln¡ funkcji s¡ nast¦puj¡ce

x+ 4 > 0
2x+ 8 ̸= 0
log(x+4)
2x+8

≥ 0
, czyli


x ∈ (−4,∞)
x ̸= −4
log(x+4)
2(x+4)

≥ 0.

Z pierwszego warunku wiadomo, »e mianownik ostatniej nierówno±ci
zawsze b¦dzie dodatni, wi¦c wystarczy zapewni¢, »eby log(x+4) ≥ 0,
czyli log(x + 4) ≥ log 1. Poniewa» podstawa logarytmu jest wi¦ksza
ni» 1, opuszczaj¡c logarytm, nie zmienia si¦ kierunku nierówno±ci

x+ 4 ≥ 1, co ostatecznie daje x ∈ ⟨−3,∞).
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Cz¦±¢ wspólna rozwi¡za« wszystkich warunków
x ∈ (−4,∞)
x ̸= −4
x ∈ ⟨−3,∞)

daje D = ⟨−3,∞).

h) Funkcja g(x) = 5

√
log(x+4)

x+4
okre±lona jest poprzez pierwiastek niepa-

rzystego stopnia, wi¦c warunki potrzebne do wyznaczenia naturalnej
dziedziny funkcji s¡ nast¦puj¡ce{

x+ 4 > 0
x+ 4 ̸= 0

, czyli

{
x ∈ (−4,∞)
x ̸= −4 , wi¦c D = (−4,∞).

Przykªad 5.2. Zbada¢ parzysto±¢/nieparzysto±¢ funkcji:

a) f(x)=3|x|, b) f(x)=x3 + x, c) f(x)=x3+2x2+1.

Funkcja f : X → R jest:

• parzysta, gdy

∀
x∈X
−x ∈ X i f(−x) = f(x),

• nieparzysta, gdy

∀
x∈X
−x ∈ X i f(−x) = −f(x).

Aby zbada¢ parzysto±¢/nieparzysto±¢ funkcji y = f(x), spraw-
dzamy, czy do dziedziny nale»y x i −x, oraz obliczamy f(−x) oraz
−f(x), nast¦pnie porównujemy z f(x).

Rozwi¡zanie.

a)
D = R, wi¦c x,−x ∈ D,

f(x) = 3|x| ,

f(−x) = 3|−x| = 3|x| = f(x),
−f(x) = −3|x| ̸= f(−x),

porównuj¡c, otrzymuje si¦ f(x) = f(−x), czyli funkcja jest parzysta.
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b) D = R wi¦c x,−x ∈ D,
f(x) = x3 + x,

f(−x) = (−x)3 + (−x) = −x3 − x ̸= f(x),

−f(x) = −x3 − x = f(−x),

czyli funkcja jest nieparzysta.
c)

D = R wi¦c x,−x ∈ D,
f(x) = x3 + 2x2 + 1,

f(−x) = (−x)3 + 2(−x)2 + 1 = −x3 + 2x2 + 1 ̸= f(x),
−f(x) = −x3 − 2x2 − 1 ̸= f(−x),

wi¦c funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.

Przykªad 5.3. Wyznaczy¢ zªo»enie funkcji f ◦ g, f ◦ f , g ◦ g oraz g ◦ f ,
je»eli:

a) f(x) = 5x+13, g(x) = 3x+7, b) f(x) = 4x−5
2x+1

, g(x) = 3x.

Zadanie wykona¢ w dziedzinie okre±lono±ci, tzn. przy zaªo»eniu, »e zbiór
warto±ci pierwszej funkcji jest równy dziedzinie drugiej ze skªadanych
funkcji, przy odpowiednich ograniczeniach.

Niech f : A → B, g : B → C. Zªo»eniem (superpozycj¡) funkcji g
z f nazywa si¦ funkcj¦ g ◦ f : A→ C, gdzie

(g ◦ f) (x) = g (f(x)) .

Rozwi¡zanie.

a) Dla funkcji f(x) = 5x+ 13, g(x) = 3x+ 7 zªo»enia s¡ postaci

(f ◦ g)(x)= f
(
g(x)

)
= f

(
3x+ 7

)
= 5

(
3x+ 7

)
+ 13 = 15x+ 48,

(f ◦ f)(x)= f
(
f(x)

)
= f

(
5x+ 13

)
= 5

(
5x+ 13

)
+ 13 = 25x+ 78,

(g ◦ g)(x)= g
(
g(x)

)
= g

(
3x+ 7

)
= 3

(
3x+ 7

)
+ 7 = 9x+ 28,

(g ◦ f(x))= g
(
f(x)

)
= g

(
5x+ 13

)
= 3

(
5x+ 13

)
+ 7 = 15x+ 46.
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b) Dla funkcji f(x) = 4x−5
2x+1

, g(x) = 3x zªo»enia s¡ postaci

(f ◦ g)(x)= f
(
g(x)

)
= f

(
3x
)
=

4 · 3x − 5

2 · 3x + 1
=

4 · 3x − 5

2 · 3x + 1
,

(f ◦ f)(x)= f
(
f(x)

)
= f

(
4x−5
2x+1

)
=

4 · 4x−5
2x+1

− 5

2 · 4x−5
2x+1

+ 1
=

25− 6x

9− 10x
,

(g ◦ g)(x)= g
(
g(x)

)
= g

(
3x
)
= 3 3x = 33

x

,

(g ◦ f)(x)= g
(
f(x)

)
= g

(
4x−5
2x+1

)
= 3

4x−5
2x+1

= 3
4x−5
2x+1 .

Przykªad 5.4. Obliczy¢ granice funkcji

a) lim
x→2

(x2 + 5x+ 1) ,

b) lim
x→∞

(x2 + 5x+ 1) ,

c) lim
x→−∞

(x2 + 5x+ 1) ,

d) lim
x→1

−6+4x+2x2

x−1 ,

e) lim
x→−3

x−1
−6+4x+2x2 ,

f) lim
x→0

49x−4x
7x−2x ,

g) lim
x→0

sin 4x
sin 5x

,

h) lim
x→0

tg 4x
sin 5x

,

i) lim
x→∞

(
1 + 1

5x

)10x
.

Rozwi¡zanie. Granice funkcji liczy si¦ podobnie do granic ci¡gu (iden-
tycznie w ±∞), wi¦c mo»na skorzysta¢ z uwagi 3.1 z rozdziaªu 3 oraz
z granic

lim
α→0

sinα

α
= 1, lim

α→0

tgα
α

= 1.

Jednak granice funkcji liczy si¦ w dowolnym punkcie, jednak interesuj¡ce
s¡ jedynie ko«ce przedziaªów okre±lono±ci dziedziny funkcji.

a) Dziedzin¡ funkcji y = x2 + 5x+ 1 jest zbiór liczb rzeczywistych, wi¦c
warto±¢ funkcji jest granic¡ funkcji w 2

lim
x→2

(
x2 + 5x+ 1

)
= 22 + 5 · 2 + 1 = 15.
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b) ∞ jest jednym z ko«ców dziedziny, wi¦c

lim
x→∞

(
x2 + 5x+ 1

)
= lim

x→∞
x2

(
��x
2

��x
2
+

5Zx

@@Rxx2
+

1

x2

)
=

= lim
x→∞

�� ��x2
∞
↗
(
1 +

�
�

�
�5

x2

0
↗

+
�
�

�
�1

x2

0
↗
)

=∞.

c) −∞ jest drugim ko«cem dziedziny, wi¦c

lim
x→−∞

(
x2 + 5x+ 1

)
= lim

x→−∞
x2

(
��x
2

��x
2
+

5Zx

@@Rxx2
+

1

x2

)
=

= lim
x→−∞

�� ��x2
∞
↗
(
1 +

�
�

�
�5

x2

0
↗

+
�
�

�
�1

x2

0
↗
)

=∞.

d) Dziedzin¡ funkcji y = −6+4x+2x2

x−1 jest R \ {1} , czyli 1 jest jednym
z ko«ców dziedziny, wi¦c

lim
x→1

−6+4x+2x2

x−1 =
[
0
0

]
= lim

x→1

2���(x−1)(x+3)
��x−1 = lim

x→1
2(x+ 3) = 2(1 + 3) = 8.

e) Dziedzin¡ funkcji y = x−1
−6+4x+2x2 jest R\{−3, 1} , czyli −3 jest jednym

z ko«ców dziedziny, wi¦c
lim
x→−3

x−1
−6+4x+2x2 = lim

x→−3
x−1

2(x−1)(x+3)
=
[ HH−4
HHj 2
−8 ·0±

]
=
[

1
2·0±
]
=
[

1
0±

]
= ±∞.

f) Dziedzin¡ funkcji y = 49x−4x
7x−2x jest zbiór R \ {0} , czyli 0 jest jednym

z ko«ców dziedziny, wi¦c

lim
x→0

49x − 4x

7x − 2x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

(7x)2 − (2x)2

7x − 2x
= lim

x→0

�����
(7x − 2x) (7x + 2x)

����7x − 2x
=

= lim
x→0

(�� ��7x
1

↗
+

�� ��2x
1

↗
)

= 2.

g) Dziedzin¡ funkcji y = sin 4x
sin 5x

jest R \ {kπ}, k ∈ Z. 0 jest jednym z ko«-
ców dziedziny, wi¦c

lim
x→0

sin 4x
sin 5x

=
[
0
0

]
= lim

x→0

sin 4x
sin 5x

· 5x
4x
· 4
5
= lim

x→0

�
�

�
�sin 4x

4x

1
↗ ·

�
�

�
�5x

sin 5x

1
↗ · 4

5
= 4

5
.

h) Dziedzin¡ funkcji y = sin 4x
sin 5x

jest R \ {kπ}, k ∈ Z. 0 jest jednym z ko«-
ców dziedziny, wi¦c

lim
x→0

tg 4x
sin 5x

=
[
0
0

]
= lim

x→0

tg 4x
sin 5x

· 5x
4x
· 4
5
= lim

x→0

�
�

�
�tg 4x

4x

1
↗ ·

�
�

�
�5x

sin 5x

1
↗ · 4

5
= 4

5
.



5.1. Przykªady 85

i) Dziedzin¡ funkcji y =
(
1 + 1

5x

)10x
jest zbiór liczb rzeczywistych, wi¦c

∞ jest jednym z ko«ców dziedziny, czyli

lim
x→∞

(
1 + 1

5x

)10x
= lim

x→∞

(�



�
	(

1 + 1
5x

)5x e
↗
)2

= e2.

Przykªad 5.5. Znale¹¢ asymptoty funkcji

a) f(x) = 8x2−4
x2 ,

b) f(x) = x2

4x−8 ,
c) f(x)=

{
1
4
x2 dla x ≥ 1

2x+ 5 dla x ≤ 0
.

Asymptoty funkcji y = f(x)

• Je»eli
lim
x→a−

f(x) = ±∞,

to prosta x = a jest asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ funk-
cji f.
• Je»eli

lim
x→a+

f(x) = ±∞,

to prosta x = a jest asymptot¡ pionow¡ prawostronn¡
funkcji f.
• Prosta y = a−x+ b− jest asymptot¡ uko±n¡ w −∞ funkcji f
wtedy i tylko wtedy, gdy

a− = lim
x→−∞

f(x)

x
oraz b− = lim

x→−∞
(f(x)− a−x) .

• Prosta y = a+x + b+ jest asymptot¡ uko±n¡ w ∞ funkcji f
wtedy i tylko wtedy, gdy

a+ = lim
x→∞

f(x)

x
oraz b+ = lim

x→∞
(f(x)− a+x) .

• Asymptota pionowa lewo-/prawostronna jest szczególnym
przypadkiem asymptoty uko±nej w przypadku, gdy a− = 0,
a+ = 0, odpowiednio.

Uwaga. Szukanie asymptot nale»y rozpocz¡¢ od wyznaczenia dzie-
dziny funkcji, a nast¦pnie obliczy¢ odpowiednie granice.
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Rozwi¡zanie.

a) D = R\{0} jest dziedzin¡ funkcji f(x) = 8x2−4
x2 . Je»eli istnieje asymp-

tota pionowa, to b¦dzie ona w x = 0, wi¦c nale»y obliczy¢ granice
jednostronne w 0

lim
x→0−

8x2 − 4

x2
=

[
−4
0+

]
= −∞,

lim
x→0+

8x2 − 4

x2
=

[
−4
0+

]
= −∞,

wi¦c x = 0 jest asymptot¡ pionow¡ obustronn¡.
Asymptot uko±nych szuka si¦ w ±∞

lim
x→−∞

8x2−4
x2

x
= lim

x→−∞

8x2 − 4

x3
= lim

x→−∞

@@x
2
(
8− 4

x2

)
@@Rxx3

= lim
x→−∞

8−
�
�

�
�4

x2

0
↗

�� ��x
−∞
↗

=

=
8

−∞
= 0 = a−,

lim
x→∞

8x2−4
x2

x
= lim

x→∞

8x2 − 4

x3
= lim

x→∞

@@x
2
(
8− 4

x2

)
@@Rxx3

= lim
x→∞

8−
�
�

�
�4

x2

0
↗

�� ��x
∞
↗

=

=
8

∞
= 0 = a+,

czyli mo»e istnie¢ jedynie asymptota pionowa.

b− = lim
x→−∞

8x2 − 4

x2
= lim

x→−∞

��x
2

(
8−

�
�

�
�4

x2

0
↗
)

��x
2

= 8,

b+ = lim
x→∞

8x2 − 4

x2
= lim

x→∞

��x
2

(
8−

�
�

�
�4

x2

0
↗
)

��x
2

= 8,

wi¦c asymptota pionowa obustronna dana jest równaniem y = 8.
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b) Dla f(x) = x2

4x−8 D = R \ {2}, wi¦c

lim
x→2−

x2

4x− 8
=

4

4 · 2− − 8
=

4

8− − 8
=

4

0−
= −∞,

lim
x→2+

x2

4x− 8
=

4

4 · 2+ − 8
=

4

8+ − 8
=

4

0+
=∞,

czyli asymptota pionowa obustronna ma równanie x = 2.
Nale»y sprawdzi¢ asymptot¦ uko±n¡, czyli

lim
x→−∞

x2

4x−8

x
= lim

x→−∞

x2

x(4x− 8)
= lim

x→−∞
��x
2

��x
2
(
4− 8

x2

)= lim
x→−∞

1

4−
�
�

�
�8

x

0
↗

=
1

4
=a−,

lim
x→∞

x2

4x−8

x
= lim

x→∞

x2

x(4x− 8)
= lim

x→∞
��x
2

��x
2
(
4− 8

x2

)= lim
x→−∞

1

4−
�
�

�
�8

x

0
↗

=
1

4
=a+

oraz

lim
x→−∞

(
x2

4x− 8
− 1

4
x

)
= lim

x→−∞

x

−4 + 2x
= lim

x→−∞

1

−
�
�

�
�4

x

0
↗ + 2

=
1

2
= b−,

lim
x→∞

(
x2

4x− 8
− 1

4
x

)
= lim

x→∞

x

−4 + 2x
= lim

x→∞

1

−
�
�

�
�4

x

0
↗ + 2

=
1

2
= b+,

wi¦c asymptota uko±na w ±∞ ma równanie y = 1
4
x+ 1

2
.

c) D = (−∞, 0)∪(1,∞) dziedzina funkcji f(x) =

{
1
4
x2 dla x ≥ 1

2x+ 5 dla x ≤ 0
,

wi¦c

lim
x→0−

2x+ 5 = 5, lim
x→1+

1
4
x2 = 1

4
,

czyli brak asymptot pionowych.
Nale»y sprawdzi¢, czy s¡ asymptoty uko±ne

lim
x→−∞

2x+5
x

= lim
x→−∞

�x(2+
5
x)

�x
= lim

x→−∞

(
2 +

�
�

�
�5

x

0
↗
)

= 2 = a−,
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lim
x→∞

1
4
x2

x
= lim

x→∞
1
4

�� ��x
∞
↗

=∞,

lim
x→−∞

(2x+ 5− 2x) = lim
x→−∞

5 = 5 = b−,

czyli asymptota uko±na w −∞ ma równanie y = 2x+5, a asymptoty
uko±nej w ∞ brak.

Przykªad 5.6. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji

a) f(x) =


3x+ 4 dla x < 2
5x− 4 dla 2 ≤ x < 4
x2 dla x ≥ 4

,

b) f(x) =

{
x2 + 3x+ 2 dla x < −2
0 dla x ≥ −2 .

• Funkcja f okre±lona przynajmniej na otoczeniu x0 jest ci¡gªa
w x0 ∈ D wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

• Funkcja f okre±lona przynajmniej na otoczeniu lewostronnym
x0 jest ci¡gªa lewostronnie w x0 ∈ D wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→x−0

f(x) = f(x0).

• Funkcja f okre±lona przynajmniej na otoczeniu prawostronnym
x0 jest ci¡gªa prawostronnie w x0 ∈ D wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→x+

0

f(x) = f(x0).

• Funkcja jest ci¡gªa w caªej dziedzinie, gdy jest ci¡gªa w ka»dym
punkcie x nale»¡cym do dziedziny.

Rozwi¡zanie.

a) D = R jest dziedzin¡ funkcji f . Ci¡gªo±¢ nale»y zbada¢ w 2 i 4,
poniewa» w pozostaªych miejscach dziedziny jest ci¡gªa, gdy» s¡ to
fragmenty funkcji elementarnych
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lim
x→2−

(3x+ 4) = 3 · 2 + 4 = 10, lim
x→2+

(5x− 4) = 5 · 2− 4 = 6 ,

f(2) = 5 · 2− 4 = 6 ,

lim
x→4−

(5x− 4) = 5 · 4− 4 = 16 , lim
x→4+

x2 = 42 = 16 ,

f(4) = 42 = 16 .

Czyli funkcja y = f(x) jest ci¡gªa prawostronnie w 2, poniewa»

lim
x→2+

f(x) = f(2)

i nie jest ci¡gªa lewostronnie w 2, bo

lim
x→2−

f(x) ̸= f(2)

oraz jest ci¡gªa w 4, bo jest ci¡gªa w 4 lewo- i prawostronnie

lim
x→4−

f(x) = lim
x→4+

f(x) = f(4).

Podsumowuj¡c, funkcja ta jest ci¡gªa na zbiorach (−∞, 2) oraz ⟨2,∞).
b) D = R jest dziedzin¡ funkcji f(x). Miejsce, w którym nale»y zbada¢

ci¡gªo±¢, to x0 = −2, gdy» poza tym miejscem s¡ to fragmenty funkcji
elementarnych, wi¦c

lim
x→−2−

(x2 + 3x+ 2) = 0 , lim
x→−2+

0 = 0 , f(−2) = 0 ,

czyli funkcja jest ci¡gªa równie» w −2. Podsumowuj¡c rozwa»ania,
funkcja jest ci¡gªa w zbiorze liczb rzeczywistych.

5.2. Zadania

Zadanie 5.1. Okre±li¢ dziedzin¦ naturaln¡ funkcji

a) f(x) = 2x−5
−15−7x+2x2 +3x3 + sinx,

b) f(x) = 2x−5
x(x2+6x+9)

,

c) g(x) =
√
−15− x+ 6x2,

d) g(x) = 3
√
−15− x+ 6x2,

e) h(x) = ln(5− 13x+ 6x2),

f) h(x) = 1√
5−15x+10x2 + x(x2 + 6),

g) g(x) = 4

√
log(5−15x+10x2)

x+8
,

h) g(x) = 5
√
logx+6(x+ 7).
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Zadanie 5.2. Zbada¢ parzysto±¢/nieparzysto±¢ funkcji:

a) f(x) = 3x−3−x

3x+3−x ,

b) f(x) = log 5−x
5+x

,

c) f(x) = x (x3 + x5 + x7) ,

d) f(x) = x2+2
ex

,

e) f(x) = (x2 + x4 + x6) cosx,

f) f(x) = x2 + x4 + x5.

Zadanie 5.3. Wyznaczy¢ zªo»enie funkcji f ◦ g, f ◦ f , g ◦ g oraz g ◦ f ,
je»eli:

a) f(x) = 2x+5, g(x) = 3x−7,
b) f(x) = 2x, g(x) = 1

x3 ,

c) f(x) = x6, g(x) = 3
√
x,

d) f(x) = (x+5)2, g(x) = x−7,
e) f(x) = ex, g(x) = ln x,

f) f(x) = 2x−3
x+1

, g(x) = ln x.

Zadanie wykona¢ w dziedzinie okre±lono±ci, tzn. przy zaªo»eniu, »e zbiór
warto±ci pierwszej funkcji jest równy dziedzinie drugiej ze skªadanych
funkcji, przy odpowiednich ograniczeniach.

Zadanie 5.4. Obliczy¢ granice funkcji

a) lim
x→3

9−x2

x−3 ,

b) lim
x→−3

18−2x2

4x+12
,

c) lim
x→−1

−2−x+x2

2x2−2 ,

d) lim
x→∞

−2−x+x2

2x2−2 ,

e) lim
x→−∞

−2−x+x2

2x2−2 ,

f) lim
x→1±

−2−x+x2

2x2−2 ,

g) lim
x→0

5x−2x
25x−4x ,

h) lim
x→∞

5x−2x
25x−4x ,

i) lim
x→∞

(√
36x2 + 25− 6x

)
,

j) lim
x→∞

1√
36x2+25−6x ,

k) lim
x→∞

5

x(−6x+
√
25+36x2)

,

l) lim
x→∞

(
1 + 3

x

)2x
,

m) lim
x→∞

(
1 + 3

x

)2
.

Zadanie 5.5. Znale¹¢ asymptoty funkcji

a) f(x) = 6x3−x+1
x+x3 ,

b) f(x) = 4x3−8
x2+1

,

c) f(x) = 4x3−8
x2−4 ,

d) f(x) = 8
x−4 .

Zadanie 5.6. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji

a) f(x) =


ex dla x ≤ 2
30 dla 2 < x ≤ 4
x2 + 3x+ 2 dla x ≥ 4

,
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b) f(x) =


5x− 1 dla x ≤ 1
4 dla 1 < x ≤ 4
5x− 16 dla x ≥ 4

.

5.3. Odpowiedzi

Zad. 5.1

a) D = R \
{
− 3

2
, 5
}
, b) D = R \ {−3, 0} ,

c) D =
(
−∞,− 3

2

〉
∪
〈
5
3
,∞
)
, d) D = R,

e) D =
(
−∞, 1

2

)
∪
(
5
3
,∞
)
, f) D =

(
−∞, 1

2

)
∪ (1,∞) ,

g) D =
(
−8, 1

2

)
∪
(
1, 15−

√
65

20

〉
∪
〈

15+
√
65

20
,∞
)
, h) D = (−6,−5) ∪ (−5,∞).

Zad. 5.2 parzysta: c), e), nieparzysta: a), b).

Zad. 5.3

a)
(f ◦ g)(x) = −9 + 6x,

(f ◦ f)(x) = 15 + 4x,

(g ◦ g)(x) = −28 + 9x,

(g ◦ f)(x) = 8 + 6x,
b)

(f ◦ g)(x) = 2
x3 ,

(f ◦ f)(x) = 4x,

(g ◦ g)(x) = x9,

(g ◦ f)(x) = 1
8x3 ,

c)
(f ◦ g)(x) = x2,

(f ◦ f)(x) = x36,

(g ◦ g)(x) = x1/9,

(g ◦ f)(x) = x2,

d)
(f ◦ g)(x) = 4− 4x+ x2,

(f◦f)(x) = 900+600x+160x2+20x3+x4,

(g ◦ g)(x) = −14 + x,

(g ◦ f)(x) = 18 + 10x+ x2,
e)

(f ◦ g)(x) = x,

(f ◦ f)(x) = ee
x
,

(g ◦ g)(x) = ln(lnx),

(g ◦ f)(x) = x,
f)

(f ◦ g)(x) = 2− 5
1+ln x

,

(f ◦ f)(x) = −9+x
−2+3x

,

(g ◦ g)(x) = ln(lnx),

(g ◦ f)(x) = ln
(
2− 5

1+x

)
.

Zad. 5.4

a) −6,
b) 3,

c) 3
4
,

d) 1
2
,

e) 1
2
,

f) ∓∞,
g) 1

2
,

h) 0,
i) 0,
j) ∞,

k) 12
5
,

l) e6,

m) 1.

Zad. 5.5

a) pozioma y = 6, pionowa x = 0,
b) uko±na y = 4x,

c) pionowe x = −2, x = 2, uko±na y = 4x,
d) pionowa x = 4, pozioma y = 0.

Zad. 5.6 a) ci¡gªa na odcinkach (−∞, 2⟩, (2,∞), b) ci¡gªa w R.





Rozdziaª 6

Pochodna funkcji

Zadania dotycz¡ce obliczania pochodnych funkcji jednej zmiennej, po-
chodnych wy»szych rz¦dów.

6.1. Przykªady

Przykªad 6.1. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x) = 5x− 4,

b) f(x) = 4x3 − 2x2 + 5x− 13,

c) f(x) = 5
√
x+ 7
√
x− 6

x
,

d) f(x) = 13x8 − 2
x3 − 3

x
,

e) f(x) = sin x+ ex − 2x,

f) f(x) = 3tgx− 2ctgx+ 4 log3 x,

g) f(x) = 2 arccos x− 4 arcctg x,

h) f(x)=5 arctg x+6 cos x−8 lnx,
i) f(x) = 4x7 − sin 2+

+ sinx− 2ex + e13.

Pochodne funkcji elementar-
nych
(c)′ = 0, c ∈ R,

(x)′ = 1,

(xα)′ = αxα−1, α ∈ R \ {0, 1},
(sin x)′ = cosx,

(cos x)′ = − sin x,

(tgx)′ = 1
cos2 x

,

(ctgx)′ = − 1
sin2 x

,

(ax)′ = ax ln a,

(ex)′ = ex,

(ln x)′ = 1
x
,

(loga x)
′ = 1

x ln a
,

(arcsin x)′ = 1√
1−x2 ,

(arccos x)′ = − 1√
1−x2 ,

(arctg x)′ = 1
1+x2 ,

(arcctg x)′ = − 1
1+x2 .

Uwaga. Do oznaczenia pochodnej funkcji y = f(x) u»ywa si¦ rów-
nowa»nie oznacze« y′ = f ′(x) = df(x)

dx
= d

dx
f(x).

Ponadto (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) lub symbolicznie
(f + g)′ = f ′ + g′.
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Rozwi¡zanie.

a) f ′(x) = (5x− 4)′ = 5(x)′ − (4)′ = 5 · 1− 0 = 5,

b) f ′(x) = (4x3 − 2x2 + 5x− 13)
′
= 4(x3)′ − 2(x2)′ + 5(x)′ − (13)′ =

= 4 · 3x3−1 − 2 · 2x2−1 + 5 · 1− 0 = 12x2 − 4x+ 5,

c) f ′(x) =
(
5
√
x+ 7
√
x− 6

x

)′
=
(
5x

1
2 + x

1
7 − 6x−1

)′
=

= 5(x
1
2 )′+(x

1
7 )′−6 · (x−1)′ = 5 · 1

2
x

1
2
−1+ 1

7
x

1
7
−1−6 · 1

−1−1x
−1−1 =

= 5 · 1
2
x−

1
2 + 1

7
x−

6
7 − 6 · 1

−2x
−2 = 5

2
√
x
+ 1

7
7√
x6

+ 6
x2 ,

d) f ′(x) =
(
13x8 − 2

x3 − 3
x

)′
= 13(x8)′ − 2(x−3)′ − 3(x−1)′ =

= 13 · 8x8−1 − 2 · (−3)x−3−1 − 3 · (−1)x−1−1 =
= 13 · 8x7 − 2 · (−3)x−4 − 3 · (−1)x−2 = 104x7 + 6

x4 +
3
x2 ,

e) f ′(x)=(sin x+ ex − 2x)′=(sin x)′+(ex)′− (2x)′ = cosx+ ex− 2x ln 2,

f) f ′(x) = (3tgx− 2ctgx+ 4 log3 x)
′ = 3(tgx)′ − 2(ctgx)′ + 4(log3 x)

′ =

= 3 · 1
cos2 x

− 2 ·
(
− 1

sin2 x

)
+ 4 · 1

x ln 3
= 3

cos2 x
+ 2

sin2 x
+ 4

x ln 3
,

g) f ′(x) = (2 arccos x− 4 arcctg x)′ = 2(arccosx)′ − 4(arcctg x)′ =

= 2 ·
(
− 1√

1−x2

)
− 4 ·

(
− 1

1+x2

)
= − 2√

1−x2 +
4

1+x2 ,

h) f ′(x) = (5 arctg x+6 cos x−8 ln x)′ = 5(arctg x)′+6(cos x)′−8(ln x)′ =

= 5 · 1
1+x2 + 6 · (− sin x)− 8 · 1

x
= 5

1+x2 − 6 sinx− 8
x
,

i) f ′(x) = (4x7 − sin 2 + sin x− 2ex + e13)′ =

= 4(x7)′ − (sin 2)′ + (sin x)′ − 2(ex)′ + (e13)′ =

= 4 · 7x7−1 − 0 + cosx− 2 · ex + 0 = 28x6 + cos x− 2ex.

Uwaga. Poniewa» sin 2 i e13 s¡ konkretnymi liczbami, do obliczenia
pochodnych stosujemy wzór na pochodn¡ z liczby

(sin 2)′=0, (e13)′=0.
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Przykªad 6.2. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x) = (2x3 + 7)ex,

b) f(x) = (4x3 + 2x2 + 5) sinx,

c) f(x) = 2x3+7
x2+1

,

d) f(x) = 3x+x4

sinx
,

e) f(x) = x2(x3 + 4x2 + x),

f) f(x) = x3+4x2+x
x2 .

Pochodna iloczynu i ilorazu funkcji

(u(x) · v(x))′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x),(
u(x)

v(x)

)′
=

u′(x) · v(x)− u(x) · v′(x)
(v(x))2

, v(x) ̸= 0,

co symbolicznie mo»na zapisa¢ w postaci

(u · v)′ = u′ · v + u · v′,(u
v

)′
=

u′ · v − u · v′

v2
.

Rozwi¡zanie.

a) Funkcja f(x) = (2x3 + 7)ex jest przypadkiem iloczynu dwóch funkcji
elementarnych, którego nie da si¦ przeksztaªci¢ do jednej funkcji ele-
mentarnej. W zwi¡zku z tym, obliczaj¡c pochodn¡, trzeba skorzysta¢
ze wzoru na pochodn¡ iloczynu funkcji

f ′(x) =
(
(2x3 + 7)ex

)′
= (2x3 + 7)′ · (ex) + (2x3 + 7) · (ex)′ =

= (6x2 + 0) · ex + (2x3 + 7) · ex = ex(2x3 + 6x2 + 7).

b) Analogicznie

f ′(x) =
(
(4x3 + 2x2 + 5)sin x

)′
=

= (4x3 + 2x2 + 5)′ · sin x+ (4x3 + 2x2 + 5) · (sinx)′ =
= (12x2 + 4x+ 0) · sin x+ (4x3 + 2x2 + 5) · cos x =

= (12x2 + 4x) sinx+ (4x3 + 2x2 + 5) cosx.

c) Funkcja f(x) = 2x3+7
x2+1

jest przypadkiem ilorazu dwóch funkcji elemen-
tarnych, który nie da si¦ przeksztaªci¢ do jednej funkcji elementarnej.
W zwi¡zku z tym, obliczaj¡c pochodn¡, trzeba skorzysta¢ ze wzoru
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na pochodn¡ ilorazu funkcji

f ′(x) =
(

2x3+7
x2+1

)′
= (2x3+7)′·(x2+1)−(2x3+7)·(x2+1)′

(x2+1)2
=

= (6x2+0)·(x2+1)−(2x3+7)·(2x+0)
(x2+1)2

=

= 6x2·(x2+1)−(2x3+7)·2x
(x2+1)2

= 2x(x3+3x−7)
(x2+1)2

.

d) Analogicznie

f ′(x) =
(

3x+x4

sinx

)′
= (3x+x4)′·sinx−(3x+x4)·(sinx)′

sin2 x
=

= (3x ln 3+4x3)·sinx−(3x+x4)·cosx
sin2 x

.

e) Funkcja f(x) = x2(x3 + 4x2 + x) po wymno»eniu da si¦ przedstawi¢
jako wielomian f(x) = x5 + 4x4 + x3, wi¦c mo»na, ale nie trzeba
korzysta¢ z pochodnej iloczynu funkcji

f ′(x) = (x5 + 4x4 + x3)′ = 5x4 + 16x3 + 3x2,

b¡d¹ alternatywnie z pochodnej iloczynu
f ′(x) = (x2(x3 + 4x2 + x))′ =

= (x2)′ · (x3 + 4x2 + x) + x2 · (x3 + 4x2 + x)′ =

= 2x · (x3 + 4x2 + x)+x2 · (3x2 + 8x+ 1) = 5x4+16x3+3x2.

f) Funkcja f(x) =
x3

+ 4x2
+ x

x2

po uproszczeniu da si¦ przedstawi¢

jako wielomian f(x) = x + 4 + x−1 , wi¦c mo»na, ale nie trzeba
korzysta¢ z pochodnej ilorazu funkcji

f ′(x) = (x+ 4 + x−1)′ = 1 + 0− 1 · x−2 = 1− x−2 = 1− 1
x2

b¡d¹ alternatywnie z pochodnej ilorazu

f ′(x) =
(

x3+4x2+x
x2

)′
= (x3+4x2+x)′·x2−(x3+4x2+x)·(x2)′

(x2)2
=

= (3x2+8x+1)·x2−(x3+4x2+x)·2x
x4 = x4−x2

x4 = 1− 1
x2 .

Przykªad 6.3. Obliczy¢ pochodne funkcji zªo»onych

a) f(x) = (2x3 + 7)13,

b) f(x) = sin14 x,

c) f(x) = ln(x2 + 1),

d) f(x) = 3
√
ex + x4,

e) f(x) = e4x
3−12x+8,

f) f(x) = sin(1 + ln x),

g) f(x) = xsinx,

h) f(x) = xx.
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Pochodna funkcji zªo»onej jest to pochodna funkcji zewn¦trznej f
razy pochodna funkcji wewn¦trznej g

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x),

co mo»na symbolicznie zapisa¢ w postaci

(f(♡))′ = f ′(♡) · ♡′, gdzie ♡ = g(x).

Uwaga. W pierwszym kroku nale»y ustali¢ posta¢ funkcji ze-
wn¦trznej i wewn¦trznej. Pomocne mog¡ by¢ zadania dotycz¡ce
skªadania funkcji z rozdziaªu 5. Funkcj¦ wewn¦trzn¡ oznaczamy ♡.

Rozwi¡zanie.

a) Dla f(x) = (2x3 + 7)13

wewn¦trzna ♡ = 2x3 + 7, ♡′ = 6x2,

zewn¦trzna ♡13, (♡13)′ = 13♡12,

wi¦c stosuj¡c wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej, otrzymuje si¦

f ′(x) = 13 · ( 2x3 + 7 )12 · 6x2 ′ = 78x2 · (2x3 + 7)12.

b) Dla f(x) = sin14 x = (sinx)14

wewn¦trzna ♡ = sin x, ♡′ = cosx,

zewn¦trzna ♡14, (♡14)′ = 14♡13,

wi¦c stosuj¡c wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej, otrzymuje si¦

f ′(x) = 14 · ( sinx )13 · cos x ′ = 14 cos x sin13 x.

c) Dla f(x) = ln(x2 + 1)

wewn¦trzna ♡ = x2 + 1, ♡′ = 2x,

zewn¦trzna ln♡, (ln♡)′ = 1

♡
,
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wi¦c stosuj¡c wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej, otrzymuje si¦

f ′(x) =
1

x2 + 1

· 2x ′ =
2x

x2 + 1
.

d) Dla f(x) = 3
√
ex + x4 = (ex + x4)

1
3

wewn¦trzna ♡ = ex + x4, ♡′ = ex + 4x3,

zewn¦trzna ♡
1
3 , (♡

1
3 )′ =

1

3
♡−

2
3 ,

wi¦c stosuj¡c wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej, otrzymuje si¦

f ′(x) =
1

3
( ex + x4 )−

2
3 · ( ex + 4x3 ) =

ex + 4x3

3 3
√

(ex + x4)2
.

e) Dla f(x) = e4x
3−12x+8

wewn¦trzna ♡ = 4x3 − 12x+ 8, ♡′ = 12x2 − 12,

zewn¦trzna e♡, (e♡)′ = e♡,

wi¦c stosuj¡c wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej otrzymuje si¦

f ′(x) = e
4x3−12x+8

· ( 12x2 − 12 ) = (12x2 − 12)e4x
3−12x+8.

f) Dla f(x) = sin(1 + lnx)

wewn¦trzna ♡ = 1 + lnx, ♡′ = 1

x
,

zewn¦trzna sin♡, (sin♡)′ = cos♡,

wi¦c stosuj¡c wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej, otrzymuje si¦

f ′(x) = cos ( 1 + ln x ) · 1

x
=

cos(1 + ln x)

x
.
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Uwaga. Nale»y przeksztaªci¢ funkcj¦, korzystaj¡c z f(x)g(x) =
eg(x) ln f(x),
albo symbolicznie

f g = eg ln f ,

a nast¦pnie skorzysta¢ ze wzoru na pochodn¡ funkcji zªo»onej.

g) f(x) = xsinx = esinx·lnx ,

wewn¦trzna ♡ = sin x · ln x, ♡′ = (sinx · lnx)′ =
= (sinx)′ ln x+ sin x(lnx)′ =
= cosx · lnx+ 1

x
· sin x,

zewn¦trzna e♡, (e♡)′ = e♡,

f ′(x) = e
sinx·lnx

· ( cos x · ln x+ 1
x
· sin x ) =

= (cosx · lnx+ 1
x
· sin x) esinx·lnx =

= (cosx · lnx+ 1
x
· sin x) xsinx .

h) f(x) = xx = ex lnx ,

wewn¦trzna ♡ = x ln x, ♡′ = (x ln x)′ =
= (x)′ ln x+ x(ln x)′ =
= 1 · ln x+ x · 1

x
= lnx+ 1,

zewn¦trzna e♡, (e♡)′ = e♡,

f ′(x) = e
x lnx · ( ln x+ 1 ) = (lnx+ 1) ex lnx = xx (ln x+ 1).

Przykªad 6.4. Obliczy¢ pochodne do 3 rz¦du wª¡cznie

a) f(x) = 7x6 − 6x7,

b) f(x) = ex + sin x,

c) f(x) = ex(2x3 − 3x2),

d) f(x) = (2x3 + 3x2) lnx.

Druga pochodna f ′′(x) to pochodna z pochodnej f ′(f ′(x)). Nato-
miast trzecia pochodna f ′′′(x) to pochodna z drugiej pochodnej
f ′(f ′′(x)).
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Rozwi¡zanie.

a)
f(x) = 7x6 − 6x7 ,

f ′(x) = ( 7x6 − 6x7 )′ = 7 · 6x5 − 6 · 7x6 = 42x5 − 42x6 ,

f ′′(x) = ( 42x5 − 42x6 )′ = 42 · 5x4 − 42 · 6x5 = 210x4 − 252x5 ,

f ′′′(x) = ( 210x4 − 252x5 )′ = 210 · 4x3 − 252 · 5x4 = 840x3 − 1260x4.

b)
f(x) = ex + sin x ,

f ′(x) = ( ex + sin x )′ = ex + cos x ,

f ′′(x) = ( ex + cos x )′ = ex − sin x ,

f ′′′(x) = ( ex − sin x )′ = ex − cos x.

c)
f(x) = ex(2x3 − 3x2) ,

f ′(x) = ( ex(2x3 − 3x2) )′ = (ex)′(2x3 − 3x2) + ex(2x3 − 3x2)′ =

= ex(2x3 − 3x2) + ex(6x2 − 6x) = ex(2x3 + 3x2 − 6x) ,

f ′′(x) = ( ex(2x3 + 3x2 − 6x) )′ =

= (ex)′(2x3 + 3x2 − 6x) + ex(2x3 + 3x2 − 6x)′ =

= ex(2x3 + 3x2 − 6x) + ex(6x2 + 6x− 6)= ex(2x3 + 9x2 − 6),

f ′′′(x) = ( ex(2x3 + 9x2 − 6) )′ =

= (ex)′(2x3 + 9x2 − 6) + ex(2x3 + 9x2 − 6)′ =

= ex(2x3 + 9x2 − 6) + ex(6x2 + 18x) =

= ex(2x3 + 15x2 + 18x− 6).

d)
f(x) = (2x3 + 3x2) lnx ,

f ′(x) = ( (2x3 + 3x2) lnx )′ = (2x3 + 3x2)′ ln x+ (2x3 + 3x2)(ln x)′ =

= (6x2 + 6x) lnx+ (2x3 + 3x2) · 1
x
= (6x2 + 6x) lnx+ 2x2 + 3x ,
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f ′′(x) = ( (6x2 + 6x) lnx+ 2x2 + 3x )′ =

= (6x2 + 6x)′ ln x+ (6x2 + 6x)(ln x)′ + (2x2 + 3x)′ =

= (12x+ 6) lnx+ (6x2 + 6x) · 1
x
+ 4x+ 3 =

= (12x+ 6) lnx+ 6x+ 6 + 4x+ 3 = (12x+ 6) ln x+ 10x+ 9 ,

f ′′′(x) = ( (12x+ 6) ln x+ 10x+ 9 )′ =

= (12x+ 6)′ ln x+ (12x+ 6)(ln x)′ + (10x+ 9)′ =

= 12 ln x+ (12x+ 6) · 1
x
+ 10 = 12 ln x+ 12 +

6

x
+ 10 =

= 12 ln x+
6

x
+ 22.

6.2. Zadania

Zadanie 6.1. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x) = 17x− 128,

b) f(x) = 6x5 − 2x4 + 5x2 − 1,

c) f(x) = 5
√
x3 +

4
√
x5,

d) f(x) = 5x7 − 5
x4 +

2
x
,

e) f(x) = 4 sinx− 5ex − 5x,

f) f(x) = 5tgx+6ctgx+7 log5 x,

g) f(x) = 7 arccos x+8arcctg x,

h) f(x)=5 arctg x+4 cos x−6 lnx,
i) f(x) = 6

5
√
x3− 2

x3 +x13−10x999,

j) f(x) = 14tg 7− 2ctgx,

k) f(x) = 13 ln 7− xe2,

l) f(x) = x7 + 7x,

m) f(x) = xe + ex + e4,

n) f(x) = cosx− 2 sin 3.

Zadanie 6.2. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(x) = (4x+ 2x6 + 8)ex,

b) f(x) = (4x3 + 2x2 + 5) cosx,

c) f(x) = 7x4+2
ex+2

,

d) f(x) = ex+2
sinx

,

e) f(x) =
3
√
x2(x3 + 4x2 + x),

f) f(x) = x3+4x2+x
3√
x2

,

g) f(x) = (3x2 + sin x) cos x,

h) f(x) = (lnx+4− 5tgx)ctgx,

i) f(x) = sinx+5 cosx
lnx

,

j) f(x) = (4x7 + 6x6 − 5x9)e−x,

k) f(x) = 7x4+6x6−9x5

e2x
,

l) f(x) = 3x3+2x2+4x
5x+7

,

m) f(x) = (ex + xe) lnx,

n) f(x) = ex+xe+sin 8
x2+5x

.
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Zadanie 6.3. Obliczy¢ pochodne funkcji zªo»onych

a) f(x) = (17x2 − 12x+ ex)999,

b) f(x) = cos22 x,

c) f(x) = log5(5x
6 − 12x2 − 13),

d) f(x) = e4x
3−12x+8,

e) f(x) = ln6(5 + ln x),

f) f(x) = sin 13x,

g) f(x) = sin(3x2 + 4x− 5),

h) f(x) = xcos 7+sinx,

i) f(x) = (5x− 2x3 + 3)7,

j) f(x) = 75x−2x
3+3,

k) f(x) = tg (4x− 5),

l) f(x) = ln(ctgx),

m) f(x) = log6(2x+ 3),

n) f(x) = (6x− 4)6x−4.

Zadanie 6.4. Obliczy¢ pochodne do 3 rz¦du wª¡cznie

a) f(x) = x4 + 4x3 + 2x,

b) f(x) = xe + ex,

c) f(x) = ln x,

d) f(x) = sin(5x− 4),

e) f(x) = ln(2x),

f) f(x) = 43x−5,

g) f(x) = (3x− 5)4,

h) f(x) = e2x+ex ,

i) f(x) = 7x8 − 8x7,

j) f(x)=12x4+6x3−5x2−9x−99,
k) f(x) = esin

2 x · ecos2 x,
l) f(x) = cos 2x.

6.3. Odpowiedzi

Zad. 6.1

a) 17, b) 30x4 − 8x3 + 10x, c) 5x1/4

4
+ 15

√
x

2
,

d) 35x6 + 20
x5 − 2

x2 , e) 4 cosx− 5ex − 5x ln 5, f) 5
cos2 x

− 6
sin2 x

+ 7
x ln 5

,

g) − 7√
1−x2

− 8
1+x2 , h) 5

1+x2 − 4 sinx− 6
x
, i) 6

x4 + 18
5x2/5 + 13x12 − 9990x998,

j) 2
sin2 x

, k) −e2, l) 7x6 + 7x ln 7,

m) ex + exe−1, n) − sinx.

Zad. 6.2

a) 2ex
(
6 + 2x+ 6x5 + x6

)
, b) 4x(1 + 3x) cosx−

(
5 + 2x2 + 4x3

)
sinx,

c)
56x3+ex(−2+28x3−7x4)

(2+ex)2
, d)

ex sin x−(ex+2) cos x

sin2 x
,

e) 5x2/3

3
+ 32x5/3

3
+ 11x8/3

3
, f) 1

3x2/3 + 16x1/3

3
+ 7x4/3

3
,

g) cosx(6x+ cosx)− sinx
(
3x2 + sinx

)
, h) ( 1

x
− 5

cos2 x
)ctgx− 1

sin2 x
(lnx+ 4− 5tgx),

i)
(cos x−5 sin x) ln x−(sin x+5 cos x)· 1

x
ln2 x

, j) e−xx5
(
36 + 22x− 4x2 − 45x3 + 5x4

)
,

k) −e−2xx3
(
−28 + 59x− 54x2 + 12x3

)
, l) 28+28x+73x2+30x3

(7+5x)2
,

m) ex+xe

x
+
(
ex + ex−1+e

)
lnx,

n) −5ex+3exx+exx2−5xe+5exe−2x1+e+ex1+e−5 sin 8−2x sin 8
x2(5+x)2

.
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Zad. 6.3
a) 999 (−12 + ex + 34x)

(
ex − 12x+ 17x2

)998
, b) −22 cos21 x sinx,

c) −24x+30x5

(−13−12x2+5x6) ln 5
, d) e8−12x+4x3 (−12 + 12x2

)
,

e)
6 ln5(5+ln x)
x(5+ln x)

, f) 13 cos 13x,

g) 2(2 + 3x) cos(3x2 + 4x− 5), h) xcos 7+sin x
(
cosx lnx+ cos 7+sin x

x

)
,

i) 7
(
5− 6x2

) (
3 + 5x− 2x3

)6
, j) 73+5x−2x3 (

5− 6x2
)
ln 7,

k) 4
cos2(5−4x)

, l) − 1
sin x cos x

,

m)
12 ln5(3+2x)

(3+2x) ln6 10
, n) (−4 + 6x)−4+6x(6 + 6 ln(−4 + 6x)).

Zad. 6.4
f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x)

a) 2 + 12x2 + 4x3 24x+ 12x2 24 + 24x

b) ex + ex−1+e ex + (−1 + e)ex−2+e ex + (−2 + e)(−1 + e)ex−3+e

c) 1
x

− 1
x2

2
x3

d) 5 cos(5x− 4) −25 sin(5x− 4) −125 cos(5x− 4)

e) 1
x

− 1
x2

2
x3

f) 3 · 4−5+3x ln 4 9 · 4−5+3x ln2 4 27 · 4−5+3x ln3 4

g) 12(−5 + 3x)3 108(−5 + 3x)2 648(−5 + 3x)

h) ee
x+2x (2 + ex) ee

x+2x
(
4 + 5ex + e2x

)
ee

x+2x
(
8 + 19ex + 9e2x + e3x

)
i) −56x6 + 56x7 −336x5 + 392x6 −1680x4 + 2352x5

j) −9− 10x+ 18x2 + 48x3 −10 + 36x+ 144x2 36 + 288x

k) 0 0 0

l) −2 sin 2x −4 cos 2x 8 sin 2x





Rozdziaª 7

Pochodna - zastosowanie

Zadania dotycz¡ce wykorzystania pochodnej do obliczania granic funk-
cji, badania monotoniczno±ci, ekstremów, wypukªo±ci/wkl¦sªo±ci, punk-
tów przegi¦cia, ró»niczki funkcji oraz rozwini¦cia funkcji w szereg.

7.1. Przykªady

Przykªad 7.1. Korzystaj¡c z reguªy de L'Hospitala, obliczy¢ granice
funkcji

a) lim
x→1

x3−x2+x−1
x2−1 ,

b) lim
x→π/2

cosx
x−π/2 ,

c) lim
x→0

ex−1
x

,

d) lim
x→−∞

(x4 − 4x2 + 2)ex.

Reguªa de L'Hospitala:
Je»eli:
• lim

x→x0

f(x)
g(x)

=
[
0
0

]
albo

[∞
∞

]
,

• istnieje lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

,

to lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Uwaga. W przypadku innych rodzajów symboli nieoznaczonych
wystarczy przeksztaªci¢ do nieoznaczono±ci

[
0
0

]
albo

[∞
∞

]
:

∞−∞ 0 · ∞

f − g =
1
g
− 1

f
1
fg

f · g = f
1
g

,

w przypadku nieoznaczono±ci typu:

1∞, 00,∞0 po przeksztaªceniu f g = eg ln f

pot¦ga jest jedn¡ z poprzednich typów nieoznaczono±ci.
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Rozwi¡zanie.

a) lim
x→1

x3−x2+x−1
x2−1 =

[
0
0

] H
= lim

x→1

(x3−x2+x−1)′
(x2−1)′ = lim

x→1

3x2−2x+1
2x

= 3−2+1
2

= 1,

b) lim
x→π/2

cosx
x−π/2 =

[
0
0

] H
= lim

x→π/2

(cosx)′

(x−π/2)′ = lim
x→π/2

− sinx
1

= − sin π/2 = −1,

c) lim
x→0

ex−1
x

=
[
0
0

] H
= lim

x→0

(ex−1)′
(x)′

= lim
x→0

ex

1
= e0 = 1,

d) lim
x→−∞

(x4 − 4x2 + 2)ex = [∞ · 0] = lim
x→−∞

x4−4x2+2
1
ex

=

= lim
x→−∞

�� ��x4
∞
↗

1−
�
�

�
�4

x2

0
↗

+

�
�

�
�2

x4

0
↗


1/e−∞=e∞�
�

�
�1

ex

∞
↗

=
[∞
∞

] H
= lim

x→−∞
(x4−4x2+2)′

(e−x)′
=

= lim
x→−∞

4x3−8x
−e−x =

[∞
∞

] H
= lim

x→−∞
(4x3−8x)′
(−e−x)′

= lim
x→−∞

12x2−8
e−x =

[∞
∞

] H
=

= lim
x→−∞

(12x2−8)′
(e−x)′

=
[∞
∞

] H
= lim

x→−∞
24x
−e−x =

[∞
∞

] H
= lim

x→−∞
24�� ��e−x

∞
↗

= 24
∞ = 0.

Przykªad 7.2. Zbada¢ monotoniczno±¢ funkcji

a) f(x) = x3 − 9x2,
b) f(x) = −2x3 + 6x2 + 18x− 4,

c) f(x) = x5

lnx
,

d) f(x) = ex

x2+x+1
.

Monotoniczno±¢ funkcji (czyli okre±lenie przedziaªów, w których
funkcja jest rosn¡ca, malej¡ca, nierosn¡ca, niemalej¡ca b¡d¹ staªa)
najªatwiej bada si¦, wykorzystuj¡c pierwsz¡ pochodn¡.
Je»eli dla ka»dego x ∈ A ⊂ D funkcja y = f(x) speªnia warunek

• f ′(x) > 0, to funkcja jest rosn¡ca (↗) na A,
• f ′(x) < 0, to funkcja jest malej¡ca (↘) na A,
• f ′(x) = 0, to funkcja jest staªa na A,
• f ′(x) ≥ 0, to funkcja jest niemalej¡ca na A (rosn¡ca b¡d¹ staªa),
• f ′(x) ≤ 0, to funkcja jest nierosn¡ca na A (malej¡ca b¡d¹ staªa),
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Uwaga. Badaj¡c monotoniczno±¢, skupi¢ si¦ nale»y na przedzia-
ªach, w których funkcja jest rosn¡ca lub malej¡ca. Miejsca, w któ-
rych f ′ = 0, b¦d¡ istotne dla ekstremów i punktów przegi¦cia (tzw.
punktów stacjonarnych funkcji).

Uwaga. Badanie ka»dej funkcji nale»y rozpocz¡¢ od wyznaczenia
dziedziny naturalnej funkcji (nie ma sensu badanie funkcji w prze-
dziaªach, w których nie jest ona okre±lona).
W przypadku badania monotoniczno±ci funkcji y = f(x) nale»y:

• wyznaczy¢ dziedzin¦ naturaln¡ D,
• obliczy¢ f ′(x) i jej dziedzin¦ Df ′ ,
• rozwi¡za¢ nierówno±ci f ′(x) > 0 oraz f ′(x) < 0 (mo»na roz-
wi¡za¢ jedn¡ z nierówno±ci i na tej podstawie wywnioskowa¢
odpowied¹ dla drugiej nierówno±ci),
• mo»na wykona¢ szkic wykresu pochodnej, »eby odczyta¢ roz-
wi¡zanie,
• poda¢ przedziaªy monotoniczno±ci.

Rozwi¡zanie.

a) Dla f(x) = x3 − 9x2

D = R

f ′(x) = 3x2 − 18x Df ′ = R

f ′(x) > 0 f ′(x) < 0

3x2 − 18x > 0 3x2 − 18x < 0

3x(x− 6) > 0 3x(x− 6) < 0.

Funkcja jest rosn¡ca (↗) na przedziaªach (−∞, 0), (6,∞),
funkcja jest malej¡ca (↘) na przedziale (0, 6).
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b) Dla f(x) = −2x3 + 6x2 + 18x− 4

D = R

f ′(x) = −6x2 + 12x+ 18 Df ′ = R

f ′(x) > 0 f ′(x) < 0

−6x2 + 12x+ 18 > 0 −6x2 + 12x+ 18 < 0

−6(x+ 1)(x− 3) > 0 −6(x+ 1)(x− 3) < 0.

Funkcja jest rosn¡ca (↗) na przedziale (−1, 3),
funkcja jest malej¡ca (↘) na przedziaªach (−∞,−1), (3,∞).

c) Dla f(x) = x5

lnx

D = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′(x) =
−x4 + 5x4 ln x

ln2 x
Df ′ = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′(x) > 0 f ′(x) < 0

−x4 + 5x4 ln x

ln2 x
> 0

−x4 + 5x4 ln x

ln2 x
< 0

x4(−1 + 5 ln x) ln2 x > 0 x4(1 + 5 ln x) ln2 x < 0,

+

x4
+

(−1 + 5 ln x)
+

ln2 x > 0
+

x4
−

(−1 + 5 ln x)
+

ln2 x < 0,

(−1 + 5 ln x) > 0 (−1 + 5 ln x) < 0

ln x >
1

5
ln x <

1

5

ln x > ln e
1
5 ln x < ln e

1
5

x > e
1
5 x < e

1
5

oraz x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) e
1
5 ≈ 1, 43

f ↗ na przedziale (e
1
5 ,∞) f ↘ na przedziaªach (0, 1), (1, e

1
5 ).
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d) Dla f(x) = ex

x2+x+1

D = R

f ′(x) =
ex(−1 + x)x

(1 + x+ x2)2
Df ′ = R

f ′(x) > 0 f ′(x) < 0

ex(−1 + x)x

(1 + x+ x2)2
> 0

ex(−1 + x)x

(1 + x+ x2)2
< 0

+

ex
+

(−1 + x)x
+

(1 + x+ x2)2 > 0
+

ex
−

(−1 + x)x
+

(1 + x+ x2)2 < 0

g(x) = (x− 1)x > 0 g(x) = (x− 1)x < 0

f ↗ na przedziaªach (−∞, 0), (1,∞) f ↘ na przedziale (0, 1).

Przykªad 7.3. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji

a) f(x) = x3 + 18x2,

b) f(x) = −2x3 − 6x2 + 18x− 4,

c) f(x) = x4

lnx
,

d) f(x) = (x5 + 3x4)ex.
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I warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum:
• Je»eli y = f(x) jest ró»niczkowalna w punkcie x0 i w s¡siedztwie
tego punktu oraz speªnia warunki:
1) f ′(x0) = 0,

2)


f ↗ (f ′ > 0) dla x nale»¡cego do lewostronnego

s¡siedztwa x0

f ↘ (f ′ < 0) dla x nale»¡cego do prawostronnego
s¡siedztwa x0,

to w x0 ma maksimum lokalne wªa±ciwe.

• Je»eli y = f(x) jest ró»niczkowalna w punkcie x0 i w s¡siedztwie
tego punktu oraz speªnia warunki:
1) f ′(x0) = 0,

2)


f ↘ (f ′ < 0) dla x nale»¡cego do lewostronnego

s¡siedztwa x0

f ↗ (f ′ > 0) dla x nale»¡cego do prawostronnego
s¡siedztwa x0,

to w x0 ma minimum lokalne wªa±ciwe.

Uwaga. Mo»e istnie¢ ekstremum tzw. ostrze (f ′(x0) wtedy nie ist-
nieje).

II warunek wystarczaj¡cy istnienia ekstremum:

• Je»eli y = f(x) speªnia warunki:
1. f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0,
2. f (n)(x0) < 0, gdzie n jest parzysta (n ≥ 2),
to w (x0, f(x0)) jest maksimum lokalne wªa±ciwe.
• Je»eli y = f(x) speªnia warunki:

1. f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0,
2. f (n)(x0) > 0, gdzie n jest parzysta (n ≥ 2),
to w (x0, f(x0)) jest minimum lokalne wªa±ciwe.
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Uwaga. W przypadku badania ekstremów funkcji y = f(x) nale»y:

• wyznaczy¢ dziedzin¦ naturaln¡ funkcji D,
• obliczy¢ f ′(x) i jej dziedzin¦ Df ′ ,
• rozwi¡za¢ równanie f ′(x) = 0 w celu znalezienia miejsc podej-
rzanych o ekstrema, skorzysta¢ z I warunku do okre±lenia eks-
tremów,

lub

• obliczy¢ f ′(x), f ′′(x), . . . , ich dziedziny i ich warto±ci w miej-
scach podejrzanych o ekstrema w celu potwierdzenia b¡d¹ wy-
kluczenia ekstremum z wykorzystaniem II warunku.

Rozwi¡zanie.

a) Dla f(x) = x3 + 18x2 D = R
f ′(x) = 3x2 + 36x Df ′ = R
f ′(x) = 0, tzn. 3x2+36x = 0, wi¦c 3x(x+12) = 0. Miejsca podejrzane
o ekstremum to x0,1 = −12 oraz x0,2 = 0.

Z I warunku
dla x0,1 = −12 funkcja osi¡ga maksimum lokalne wªa±ciwe
(−12, f(−12)) = (−12, 864) ,
dla x0,2 funkcja osi¡ga minimum lokalne wªa±ciwe (0, f(0)) = (0, 0).
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b) Dla f(x) = −2x3 − 6x2 + 18x− 4 D = R

f ′(x) = −6x2 − 12x+ 18 Df ′ = R

f ′(x) = 0

−6x2 − 12x+ 18 = 0

−6(x+ 3)(x− 1) = 0,

czyli miejsca podejrzane o ekstremum to x0,1 = −3 oraz x0,2 = 1.
Z I warunku

dla x0,1 = −3 funkcja osi¡ga minimum lokalne wªa±ciwe
(−3, f(−3)) = (−3,−58) ,
dla x0,2 funkcja osi¡ga maksimum lokalne wªa±ciwe (1, f(1)) = (1, 6).
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c) Dla f(x) = x4

lnx
dziedzina to D = (0, 1) ∪ (1,∞).

f ′(x) =
−x3(1− 4 ln x)

ln2 x
, Df ′ = (0, 1) ∪ (1,∞),

f ′(x) = 0

−x3(1− 4 ln x) = 0,

x = 0 /∈ D lub x = e
1
4 ,

czyli miejscem podejrzanym o ekstremum jest x0 = e1/4.
W tym przypadku wygodniej jest skorzysta¢ z II warunku
f ′′(x) = 2x2−7x2 lnx+12x2 ln2 x

ln3 x
, Df ′′ = (0, 1) ∪ (1,∞),

warto±¢ drugiej pochodnej w x0

f ′′(e1/4) = 2(e1/4)2−7(e1/4)2 ln(e1/4)+12(e1/4)2 ln2(e1/4)

ln3(e1/4)
= 64

√
e > 0,

wi¦c f(x) = x4

lnx
ma minimum lokalne wªa±ciwe w (e1/4, f(e1/4) =

= (e1/4, 4e).
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d) Dla f(x) = (x5 + 3x4)ex dziedzina to D = R.

f ′(x) = exx3
(
12 + 8x+ x2

)
, Df ′ = R,

f ′(x) = 0

exx3
(
12 + 8x+ x2

)
= 0,

x = −6 lub x = −2 lub x = 0,

czyli miejsca podejrzane o ekstremum to x0,1=−6, x0,2=−2, x0,3=0.
Wygodniej jest skorzysta¢ z II warunku, czyli
f ′′(x) = exx2 (36 + 44x+ 13x2 + x3) , Df ′′ = R.

Warto±¢ drugiej pochodnej w miejscach podejrzanych o ekstremum:

x0,1 x0,2 x0,3

f ′′(x0)
864
e6

−32
e2

0
+ − 0
min max *

wi¦c f(x) = (x5 + 3x4)ex ma minimum lokalne wªa±ciwe w punkcie
(−6, f(−6)) = (−6,−3888

e6
), maksimum lokalne wªa±ciwe w punkcie

(−2, f(−2)) = (−2, 16
e2
),

∗ nale»y policzy¢ kolejne pochodne i ich warto±ci w x0,3 = 0

f ′′′(x) = ex (72x+ 168x2 + 96x3 + 18x4 + x5) , f ′′′(0) = 0

f (4)(x) = ex (72 + 408x+ 456x2 + 168x3 + 23x4 + x5) = 0,

f (4)(0) = 72 > 0, wi¦c funkcja ma minimum w (0, f(0)) = (0, 0).
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Przykªad 7.4. Zbada¢ wypukªo±¢/wkl¦sªo±¢ funkcji

a) f(x) = x3 − 9x2,

b) f(x) = −2x3 +6x2 +18x− 4,

c) f(x) = x5

lnx
,

d) f(x) = ex(15 + 2x− x2).

Je»eli dla ka»dego A ∈⊂ D funkcja y = f(x) speªnia warunek

• f ′′(x) > 0, to funkcja jest wypukªa (wypukªa ku doªowi) na A,

• f ′′(x) < 0, to funkcja jest wkl¦sªa (wypukªa ku górze) na A.

Rozwi¡zanie.

a) Korzystaj¡c z przykªadu 7.2,

f(x) = x3 − 9x2 D = R

f ′(x) = 6x2 − 18x Df ′ = R

f ′′(x) = 12x− 18 Df ′′ = R

f ′′(x) > 0 f ′′(x) < 0

12x− 18 > 0 12x− 18 < 0

x >
3

2
x <

3

2
,

czyli f wypukªa dla x ∈ (3/2,∞) oraz f wkl¦sªa dla x ∈ (−∞, 3/2).
b) Analogicznie

f(x) = −2x3 + 6x2 + 18x− 4 D = R

f ′(x) = −6x2 + 12x+ 18 Df ′ = R

f ′′(x) = −12x+ 12 Df ′′ = R

f ′′(x) > 0 f ′′(x) < 0

−12x+ 12 > 0 −12x+ 12 < 0

x < 1 x > 1,

czyli f wypukªa dla x ∈ (−∞, 1) oraz f wkl¦sªa dla x ∈ (1,∞).
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c)

f(x) =
x5

ln x
D = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′(x) =
−x4(1− 5 ln x)

ln2 x
Df ′ = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′′(x) =
x3(2− 9 ln x+ 20 ln2 x)

ln3 x
Df ′′ = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′′(x) > 0 f ′′(x) < 0

x3
2−9t+20t2>0, bo ∆<0

(2− 9 ln x+ 20 ln2 x) ln3 x > 0, x3
2−9t+20t2, bo ∆<0

(2− 9 ln x+ 20 ln2 x) ln3 x < 0

oraz x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)

+

x3

+

ln3 x > 0
+

x3

−
ln3 x < 0

ln x > 0 ln x < 0

x > 1 0 < x < 1,

czyli f wypukªa dla x ∈ (1,∞) oraz f wkl¦sªa dla x ∈ (0, 1).
d)

f(x) = ex(15 + 2x− x2) D = R

f ′(x) = −ex
(
−17 + x2

)
Df ′ = R

f ′′(x) = −ex(−17 + 2x+ x2) Df ′′ = R

f ′′(x) > 0 f ′′(x) < 0

−ex
(
−17 + 2x+ x2

)
> 0 −ex

(
−17 + 2x+ x2

)
< 0

czyli f wypukªa dla x ∈ (−1−3
√
2,−1+3

√
2) oraz f wkl¦sªa dla

x ∈ (−∞,−1− 3
√
2), (−1 + 3

√
2,∞).
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Przykªad 7.5. Znale¹¢ punkty przegi¦cia funkcji

a) f(x) = x3 + 18x2,

b) f(x) = −2x3− 6x2 +18x− 4,

c) f(x) = x4

lnx
,

d) f(x) = (x− x2 + x3)ex.

I warunek wystarczaj¡cy istnienia punktu przegi¦cia:
Je»eli y = f(x) jest ró»niczkowalna w punkcie x0 i w s¡siedztwie
tego punktu oraz speªnia warunki:

1) w x0 i jego s¡siedztwie istnieje f ′,

2)


f wypukªa (f ′′ > 0) dla x nale»¡cego do lewostronnego

s¡siedztwa x0

f wkl¦sªa (f ′′ < 0) dla x nale»¡cego do prawostronnego
s¡siedztwa x0,

albo

1) w x0 i jego s¡siedztwie istnieje f ′,

2)


f wkl¦sªa (f ′′ < 0) dla x nale»¡cego do lewostronnego

s¡siedztwa x0

f wypukªa (f ′′ > 0) dla x nale»¡cego do prawostronnego
s¡siedztwa x0,

to (x0, f(x0)) jest punktem przegi¦cia wykresu funkcji f .

II warunek wystarczaj¡cy istnienia punktu przegi¦cia:
Je»eli y = f(x) speªnia warunki:
1) f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0,
2) f (n)(x0) ̸= 0, gdzie n jest nieparzyste (n ≥ 3),

to (x0, f(x0)) jest punktem przegi¦cia wykresu funkcji f .
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Uwaga. W przypadku szukania punktów przegi¦cia funkcji y =
f(x) nale»y:

• wyznaczy¢ dziedzin¦ naturaln¡ funkcji D,
• obliczy¢ f ′, f ′′ i ich dziedziny,
• rozwi¡za¢ równanie f ′′(x) = 0 w celu znalezienia miejsc
podejrzanych o to, »e tam s¡ punkty przegi¦cia, skorzysta¢
z I warunku do wery�kacji,
lub
• obliczy¢ f ′, f ′′, f ′′, . . . , ich dziedziny i ich warto±ci w miejscach
podejrzanych o punkty przegi¦cia zgodnie z II warunkiem.

Rozwi¡zanie.
a) f(x) = x3 + 18x2 D = R

f ′(x) = 3x2 + 36x Df ′ = R

f ′′(x) = 6x+ 36 Df ′ = R

f ′′(x) = 0→ 6x+ 36 = 0→ x = −6,

czyli miejsce podejrzane o punkt przegi¦cia to x0 = −6.
Korzystaj¡c z I warunku,

funkcja ma punkt przegi¦cia (−6, f(−6)) = (−6, 432) .
b) Dla f(x) = −2x3 − 6x2 + 18x− 4 dziedzina to D = R,

f ′(x) = −6x2 − 12x+ 18 Df ′ = R

f ′′(x) = −12x− 12 Df ′′ = R

f ′′(x) = 0→ −12x− 12 = 0→ x = −1,
czyli miejsca podejrzane o punkt przegi¦cia to x0 = −1.
Korzystaj¡c z I warunku,

funkcja ma punkt przegi¦cia (−1, f(−1)) = (−1,−26).
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c) Dla f(x) = x4

lnx
dziedzina to D = (0, 1) ∪ (1,∞).

f ′(x) =
−x3(1− 4 ln x)

ln2 x
Df ′ = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′′(x) =
x2(2− 7 ln x+ 12 ln2 x)

ln3 x
Df ′′ = (0, 1) ∪ (1,∞)

f ′′(x) = 0

x = 0 /∈ D
dla t=lnx zachodzi 2−7t+12t2>0, bo ∆<0

2− 7 ln x+ 12 ln2 x ̸= 0 ,

wi¦c brak punktów podejrzanych o punkt przegi¦cia.

d) Dla f(x) = (x− x2 + x3)ex dziedzina to D = R.

f ′(x) = ex
(
1− x+ 2x2 + x3

)
Df ′ = R

f ′′(x) = ex
(
3x+ 5x2 + x3

)
Df ′′ = R

f ′′(x) = 0

0 = ex
(
3x+ 5x2 + x3

)
, wi¦c 0 = x(x2 + 5x+ 3),

czyli miejsca podejrzane o punkty przegi¦cia to

x0,1 = 0, x0,2 =
1

2

(
−5−

√
13
)
, x0,3 =

1

2

(
−5 +

√
13
)
.

Korzystaj¡c z II warunku,
f ′′′(x0,1) = 3 ̸= 0

f ′′′(x0,2) =
1

2

(
13 + 5

√
13
)
e−

5
2
−
√
13
2 ̸= 0

f ′′′(x0,3) =
1

2

(
13− 5

√
13
)
e

1
2(−5+

√
13) ̸= 0,

wi¦c funkcja ma trzy punkty przegi¦cia w

(x0,1, f(x0,1)) = (0, 0)

(x0,2, f(x0,2)) =

(
1

2

(
−5−

√
13
)
,−2

(
26 + 7

√
13
)
e−

5
2
−
√
13
2

)
(x0,3, f(x0,3)) =

(
1

2

(
−5 +

√
13
)
, 2
(
−26 + 7

√
13
)
e

1
2(−5+

√
13)
)
.
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Przykªad 7.6. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji i naszkicowa¢ wykres

a) f(x) = x4 − 4x2 + 2, b) f(x) = (x2 − 4x+ 2)ex.

Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji:

1) wyznaczenie naturalnej dziedziny funkcji (np. przykªad 5.1),
2) sprawdzenie wªasno±ci funkcji, takich jak np. nieparzy-

sto±¢/parzysto±¢ funkcji, miejsca zerowe, ci¡gªo±¢ (np. przy-
kªady 5.2, 5.6),

3) obliczenie granic na ko«cach okre±lono±ci dziedziny, sprawdzenie
(wyznaczenie) asymptot (np. przykªady 5.4, 5.5),

4) badanie monotoniczno±ci (przykªad 7.2),
5) sprawdzanie (wyznaczanie)ekstremów (przykªad 7.3),
6) badanie wypukªo±ci/wkl¦sªo±ci (przykªad 7.4) oraz szukanie

punktów przegi¦cia (przykªad 7.5),
7) zestawienie w tabeli,
8) wykres.

Rozwi¡zanie.

a) f(x) = x4 − 4x2 + 2,
1) D = R,
2)

f(−x) = (−x)4 − 4(−x)2 + 2 = x4 − 4x2 + 2 = f(x) � funkcja
parzysta,
miejsca zerowe

x4 − 4x2 + 2 = 0 x2 = t ≥ 0

t2 − 4t+ 2 = 0, ∆ = 8

t1 = 2−
√
2 > 0 t2 = 2 +

√
2 > 0

x2
1 = 2−

√
2 x2

2 = 2 +
√
2

x1,1 =

√
2−
√
2 x2,1 =

√
2 +
√
2

x1,2 = −
√

2−
√
2 x2,2 = −

√
2 +
√
2,

jest to wielomian, wi¦c jest to funkcja ci¡gªa,
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3)

lim
x→∞

(x4 − 4x2 + 2) = lim
x→∞

�� ��x4
∞
↗
(
1−

�
�

�
�4

x2

0
↗

+
�
�

�
�2

x4

0
↗
)

=∞,

lim
x→−∞

(x4 − 4x2 + 2) = lim
x→∞

�� ��x4
∞
↗
(
1−

�
�

�
�4

x2

0
↗

+
�
�

�
�2

x4

0
↗
)

=∞,

brak asymptot pionowych,

lim
x→±∞

x4−4x2+2
x

= lim
x→∞

�� ��x3
∞
↗
(
1−

�
�

�
�4

x2

0
↗

+
�
�

�
�2

x4

0
↗
)

= ±∞

brak asymptot uko±nych,
4) f ′(x) = 4x3 − 8x = 4x(x2 − 2) = 4x(x−

√
2)(x+

√
2)

f ↗ na przedziaªach (−
√
2, 0), (

√
2,∞),

f ↘ na przedziaªach (−∞,−
√
2), (0,

√
2),

5)

f ma minimum lokalne wªa±ciwe w (−
√
2,−2) oraz (

√
2,−2),

f ma maksimum lokalne wªa±ciwe w (0, 2),
6)

f ′′(x) = 12x2 − 8 = 12
(
x2 − 2

3

)
= 12

(
x+

√
2
3

)(
x−

√
2
3

)
,

wi¦c punkty przegi¦cia
(
−
√

2
3
,−2

9

)
oraz

(√
2
3
,−2

9

)
funkcja jest wypukªa na przedziaªach

(
−∞,−

√
2
3

)
oraz

(√
2
3
,∞
)
,

funkcja jest wkl¦sªa na przedziale
(
−
√

2
3
,
√

2
3

)
,



122 Pochodna - zastosowanie

7)

x (−∞,−
√
2) −

√
2

(√
2,

√
2
3

)
−
√

2
3

(
−
√

2
3
, 0

)
0

(
0,

√
2
3

) √
2
3

(√
2
3
,
√
2

) √
2 (
√
2,∞)

f ′′ + + + 0 − − − 0 + + +

f ′ − 0 + + + 0 − − − 0 +

f
∞

−2
min

p.p.

−2/9
max
2

−2/9
p.p.

−2
min

∞

8)

b) f(x) = (x2 − 4x+ 2)ex.
1) D = R,
2) f(−x) = ((−x)2 − 4(−x) + 2) e−x = (x2 + 4x+ 2) · 1

ex
̸= f(x) �

funkcja nie jest parzysta,
−f(x) = − (x2 − 4x+ 2) ex ̸= f(x) � funkcja nie jest nieparzysta,
miejsca zerowe

(x2 − 4x+ 2)ex = 0, ex > 0, ∆ = 8,

x1 = 2−
√
2, x2 = 2 +

√
2.

funkcja jest ci¡gªa,
3)

lim
x→∞

(x2−4x+2)ex

x
= lim

x→∞

�� ��xex
∞
↗
(
1−

�
�

�
�4

x

0
↗

+
�
�

�
�2

x2

0
↗
)

=∞

brak asymptoty uko±nej w ∞,
lim

x→−∞
(x2−4x+2)ex

x
= lim

x→−∞
(x2−4x+2)

xe−x =
[∞
∞

] H
= lim

x→−∞
(x2−4x+2)′

(xe−x)′
=
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= lim
x→−∞

(2x−4)
e−x−xe−x =

[∞
∞

] H
= lim

x→−∞

�� ��2
∞
↗�� ��xe−x − 2e−x

∞
↗

= 2
−∞ = 0

mo»e by¢ asymptota pozioma w −∞

lim
x→∞

(x2 − 4x + 2)ex = lim
x→∞

�� ��x2
∞
↗
(
1−

�
�

�
�4

x

0
↗

+
�
�

�
�2

x2

0
↗
)�� ��ex

∞
↗

=∞,

wi¦c w ∞ brak asymptoty poziomej,

lim
x→−∞

(x2 − 4x+ 2)ex = lim
x→−∞

�� ��x2
∞
↗
(
1−

�
�

�
�4

x

0
↗

+
�
�

�
�2

x2

0
↗
)�� ��ex

0
↗

=

=∞·0 = lim
x→−∞

�� ��x2
∞
↗

1−
�
�

�
�4

x

0
↗

+

�
�

�
�2

x2

0
↗

�
�

�
�1

ex

∞
↗

H
=
[∞
∞

]
= lim

x→−∞
(x2−4x+2)′

( 1
ex )
′ =

= lim
x→−∞

2x−4
−e−x

H
=
[∞
∞

]
= lim

x→−∞
(2x−4)′
(−e−x)′

= lim
x→−∞

2�� ��e−x
∞
↗

= 0,

czyli istnieje asymptota pozioma y = 0 w −∞,

4) f ′(x) = ex (−2− 2x+ x2) = ex
(
x− (1 +

√
3)
) (

x− (1−
√
3)
)

f ↗ na przedziaªach (−∞, 1−
√
3), (1 +

√
3,∞),

f ↘ na przedziaªach (1−
√
3, 1 +

√
3),

5)

f ma minimum lokalne wªa±ciwe w
(
1 +
√
3,
(
2− 2

√
3
)
e1+
√
3
)
,

f ma maksimum lokalne wªa±ciwe w
(
1−
√
3,
(
2 + 2

√
3
)
e1−
√
3
)
,

6) f ′′(x) = ex
(
−4 + x2

)
= ex(x+ 2)(x− 2),

f ′′(x) = 0, x1 = −2 , x2 = 2

miejsca podejrzane o punkt przegi¦cia,

f ′′′(x) = ex
(
−4 + 2x+ x2

)
f ′′′(x1) = −

4

e2
̸= 0, f ′′′(x2) = 4e2 ̸= 0,
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wi¦c punkty przegi¦cia
(
−2, 14

e2

)
oraz (2,−2e2)

funkcja jest wypukªa na przedziaªach (−∞,−2) oraz (2,∞) ,
funkcja jest wkl¦sªa na przedziale (−2, 2) ,

7)

x (−∞,−2) −2
(
−2, 1−

√
3
)

1−
√
3

(
1−
√
3, 2

)
2

(
2, 1 +

√
3
)

1 +
√
3

(
1 +
√
3,∞

)
f ′′ + 0 − − − 0 + + +

f ′ + + + 0 − − − 0 +

f
0

p.p. max
p.p. min

∞

8)

Przykªad 7.7. Rozwin¡¢ funkcj¦ f(x) w szereg Taylora wokóª a

a) f(x) = 6x4 + 5x3 + 3x2 + 4x− 13, a = 1,

b) f(x) = ex, a = 0,

c) f(x) = sin x, a = π
2
,

d) f(x) = lnx, a = 1.
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Funkcja y = f(x) jest rozwijalna w szereg Taylora

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + ...+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +...

=
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

w przedziale (a− δ, a+ δ), gdy

1) f ma pochodne ka»dego rz¦du w a,
2) lim

n→∞
Rn = 0, gdzie Rn = f (n)(cn)

n!
(x − a)n � reszta szeregu we

wzorze Taylora, cn ∈ (a, x) dla x > a lub cn ∈ (x, a) dla x < a.

Uwaga.

• Gdy a = 0, szereg Taylora nazywa si¦ szeregiem Maclaurina.
• Warunek 2. jest speªniony, je»eli wszystkie pochodne f (n)(x) s¡
wspólnie ograniczone w przedziale (a − δ, a + δ), czyli istnieje
M taka, »e

∣∣f (n)(x)
∣∣ < M.

Rozwi¡zanie.

a) Nale»y obliczy¢ pochodne dowolnego rz¦du funkcji
f(x) = 6x4 + 5x3 + 3x2 + 4x− 13, i ich warto±ci dla a = 1

f(x) = 6x4 + 5x3 + 3x2 + 4x− 13 f(1) = 5
f ′(x) = 24x3 + 15x2 + 6x+ 4 f ′(1) = 49
f ′′(x) = 72x2 + 30x+ 6 f ′′(1) = 108
f ′′′(x) = 144x+ 30 f ′′′(1) = 174
f (4)(x) = 144 f (4)(1) = 144
f (5)(x) = 0 f (5)(1) = 0
...

...
f (n)(x) = 0 f (n)(1) = 0 dla n ≥ 5

oraz lim
n→∞

Rn = lim
n→∞

f (n)(cn)

n!
(x− 1)n = lim

n→∞
0
n!
(x− a)n = 0,

czyli
f(1) + f ′(1)

1!
(x− 1) + f ′′(1)

2!
(x− 1)2 + · · ·+ f (n)(1)

n!
(x− 1)n + · · · =
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= 5+ 49
1!
(x−1)+ 108

2!
(x−1)2+ 174

3!
(x−1)3+ 144

4!
(x−1)4+ 0

5!
(x−1)5+· · ·+

+ 0
n!
(x− 1)n + · · · ,

wi¦c szereg Taylora wokóª a = 1 ma posta¢

6x4+5x3+3x2+4x−13 = 5+49(x−1)+54(x−1)2+29(x−1)3+6(x−1)4.

b) Z tego, »e dla f(x) = ex pochodna dowolnego n ∈ N jest postaci

f (n)(x) = ex, oraz f (n)(0) = 1,

wi¦c rozwini¦cie w szereg Maclaurina jest postaci
ex = f(0) + f ′(0)

1!
(x− 0) + f ′′(0)

2!
(x− 0)2 + ·+ f (n)(0)

n!
(x− 0)n + · · ·

oraz w przedziale (−δ, δ) otrzymuje si¦, »e |ex| < eδ = M.
Ostatecznie

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + ·+ 1

n!
xn + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

c) Analogicznie

f(x) = sin x f(π/2) = 1
f ′(x) = cos x f ′(π/2) = 0
f ′′(x) = − sin x f ′′(π/2) = −1
f ′′′(x) = − cos x f ′′′(π/2) = 0
f (4)(x) = sinx f (4)(π/2) = 1
f (5)(x) = cos x f (5)(π/2) = 0
f (6)(x) = − sin x f (6)(π/2) = −1
f (7)(x) = − cos x f (7)(π/2) = 0
f (8)(x) = sinx f (8)(π/2) = 1
... dla k ∈ N
f (4k)(x) = sin x f (4k)(π/2) = 1
f (4k+1)(x) = cos x f (4k+1)(π/2) = 0
f (4k+2)(x) = − sin x f (4k+2)(π/2) = −1
f (4k+3)(x) = − cos x f (4k+3)(π/2) = 0

funkcja sinus jest ograniczona, wi¦c lim
n→∞

Rn = 0.

Rozwini¦cie f(x) = sinx wokóª a = π
2
jest postaci

sin x = 1− (x−π
2 )

2

2!
+

(x−π
2 )

4

4!
+ · · ·+ (−1)k · (x−

π
2 )

2k

(2k)!
+ · · · =

=
∞∑
k=0

(−1)k · (x−
π
2 )

2k

(2k)!
.
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d) Analogicznie

f(x) = ln x, f(1) = 0,
f ′(x) = 1

x
, f ′(1) = 1,

f ′′(x) = −1
x2 , f ′′(1) = −1,

f ′′′(x) = 2
x3 , f ′′′(1) = 2,

f (4)(x) = −6
x4 , f (4)(1) = −6,

...
...

f (n)(x) = (−1)n+1 (n−1)!
xn , f (n)(1) = (−1)n+1(n− 1)!

oraz lim
n→∞

Rn = lim
n→∞

f (n)(cn)

n!
(x− 1)n = lim

n→∞
(−1)n+1���(n−1)!

��>
n

n!
(x− 1)n =

= lim
n→∞

�



�
	(−1)n+1

n

0
↗ ·

�� ��(x− 1)n
0

↗ bo x jest z s¡siedztwa 1 = 0. Czyli rozwini¦cie

f(x) = ln x wokóª a = 1 jest postaci

ln x = (x− 1)− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
+ · · ·+ (−1)n+1 · (x− 1)n

n
+ · · · =

=
∞∑
n=1

(−1)n+1 · (x− 1)n

n
.

Przykªad 7.8. Wyznaczy¢ równanie stycznej do wykresu funkcji
y = f(x) w punkcie x0

a) f(x) = x3+4x2+5x+1, x0 = 2, b) f(x) = ex+2, x0 = −2.

Je»eli funkcja y = f(x) okre±lona jest na otoczeniu punktu x0 i ma
pochodn¡ w x0, to wzór na styczn¡ do wykresu y = f(x) w punkcie
x0 dany jest wzorem

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Rozwi¡zanie.

a) Pochodna i jej warto±¢ w x0 = 2 dla funkcji f(x) = x3+4x2+5x+1 :

f ′(x) = 3x2 + 8x+ 5, f ′(2) = 33

oraz f(2) = 35, wi¦c styczna w x0 = 2 jest postaci

y = 35 + 33(x− 2), czyli y = 33x− 31.
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b) Pochodna i jej warto±¢ w x0 = −2 dla funkcji f(x) = ex+2

f ′(x) = ex+2, f ′(−2) = 1

oraz f(−2) = 1, wi¦c

y = 1 + 1 · (x+ 2), czyli y = x+ 3.

Przykªad 7.9. Wykorzystuj¡c ró»niczk¦ funkcji, obliczy¢ warto±ci przy-
bli»one wyra»e« i oszacowa¢ bª¡d bezwzgl¦dny
a)
√
80, b) cos(0, 02).

Wzór na obliczanie przybli»onej warto±ci funkcji
Je»eli y = f(x) ma pochodn¡ wªa±ciw¡ w x0, to

f(x0 +∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x,

a bª¡d bezwzgl¦dny

∆y ≈ |f ′(x0)||∆x|.

Rozwi¡zanie.

a) Nale»y znale¹¢ funkcj¦, która pozwoli skorzysta¢ z powy»szych wzo-
rów. W rozpatrywanym przykªadzie mo»na przyj¡¢ f(x) =

√
x oraz

za x0 przyj¡¢ punkt, który jest w niewielkiej odlegªo±ci od x0 i warto±¢
funkcji ªatwo obliczy¢, wi¦c przyjmijmy za x0 = 81, wtedy f(81) =√
81 = 9 oraz ró»nica pomi¦dzy x0 i szukanym to ∆x = −1. Ponadto

f ′(x) = 1
2
√
x
, wtedy f ′(81) = 1

2
√
81

= 1
18
, wi¦c

f(81− 1) = f(80) =
√
80 ≈ f(81) + f ′(81)∆x =

= 9 + 1
18
· (−1) = 9− 1

18
= 817

18
= 8, 9(4),

∆y ≈ |f ′(81)||∆x| = 1
18
· |(−1)| = 1

18
= 0,0(5).

b) Dla cos(0,02) funkcja f(x) = cos x oraz dla x0 = 0 mamy f(0) = 1 i
∆x = 0,02, wtedy f ′(x) = − sin x i f ′(0) = 0, czyli

cos(0,02) = cos(0 + 0,02) ≈ 1 + 0 · 0,02 = 1 oraz ∆y ≈ 0 · 0,02 = 0.

Przykªad 7.10. [4] Z rogów arkusza blachy o boku a = 30 cm usuni¦to
cztery równe kwadraty, z pozostaªej cz¦±ci utworzono otwarte pudeªko.
Jak¡ wysoko±¢ powinno mie¢ to pudeªko, »eby jego obj¦to±¢ byªa mak-
symalna?
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Rozwi¡zanie.

Z rysunku wida¢, »e aby obliczy¢ x, nale»y znale¹¢ ekstremum globalne
funkcji

V (x) = x(a− 2x)2 = 4x3 − 120x2 + 900x,

gdzie 0 < x < 15 = a/2. Punktem podejrzanym o ekstremum jest roz-
wi¡zanie równania V ′(x) = 0, gdzie V ′(x) = 12x2 − 240x+ 900

12x2 − 240x+ 900 = 0

12(x− 5)(x− 15) = 0.

Miejscami podejrzanymi o ekstrema s¡ x1 = 5 i x2 = 15 /∈ (0, 15). Nale»y
sprawdzi¢, czy w x1 = 5 jest maksimum.

V ′′(x) = 24x− 240, V ′′(5) = −120 < 0,

wi¦c rzeczywi±cie jest to maksimum. Czyli wysoko±¢ otrzymanego pu-
deªka powinna wynosi¢ 5 cm.

Przykªad 7.11. [4] Kawaªek drutu o dªugo±ci 1 m wygi¦to, tworz¡c
�gur¦ wypukª¡ w ksztaªcie prostok¡ta z póªokr¦giem zamiast jednego
boku. Znale¹¢ wymiary, przy których �gura ta zamyka najwi¦ksz¡ z mo»-
liwych powierzchni.

Rozwi¡zanie.

Z rysunku wida¢, »e korzystaj¡c ze wzoru na obwód, otrzymuje si¦

Ob = 2y + 2x+ πx = 1, czyli y =
1

2
− x− πx

2
,

gdzie x, y > 0, czyli

1

2
− x− πx

2
> 0 daje x ∈

(
0,

1

2 + π

)
.
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Ze wzoru na pole otrzymuje si¦ funkcj¦

P (x) = 2xy +
1

2
πx2 = x+

(
−2− π

2

)
x2.

Nale»y znale¹¢ maksimum tej funkcji, czyli

P ′(x) = 1 + (−4− π)x,

P ′(x) = 0

miejsce podejrzane o ekstremum to

x =
1

4 + π
∈
(
0,

1

2 + π

)
,

P ′′(x) = −4− π, P ′′
(

1

4 + π

)
= −4− π < 0,

wi¦c dla x = 1
4+π

m pole jest maksymalne wtedy, gdy 2x = 2
4+π
≈ 0,28 m

y = 1
4+π
≈ 0,14 m.

7.2. Zadania

Zadanie 7.1. Korzystaj¡c z reguªy de L'Hospitala, obliczy¢ granice
funkcji

a) lim
x→2

−12+3x2

−4+x2 ,

b) lim
x→−2

12+12x+3x2

−4+x2 ,

c) lim
x→0

sinx
4x

,

d) lim
x→0

3ex−3
x2−4x ,

e) lim
x→−∞

(x3 + 3x+ 2)ex,

f) lim
x→2

ex−e2
(x−2)(x+3)

.

Zadanie 7.2. Zbada¢ monotoniczno±¢ funkcji

a) f(x) = −13 + 9x− 6x2 + x3,

b) f(x) = 26− 4x3 − 6x2 + 9x,

c) f(x) = x3−x6

lnx
,

d) f(x) = (x4 + x5)ex.

Zadanie 7.3. Zbada¢ ekstrema lokalne funkcji

a) f(x) = 3x3 − 6x2 + 3x+ 9,

b) f(x) = x3 + 3x2 − 6x+ 9,

c) f(x) = x3−2x2

ex+2 ,

d) f(x) = (x3 − 3x2)ex+2,

e) f(x) = ln(x2 + x+ 1),

f) f(x) = (x5 − 5x4)ex+2.
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Zadanie 7.4. Zbada¢ wypukªo±¢/wkl¦sªo±¢ funkcji

a) f(x) = 3x3 − 6x2 + 3x+ 9,

b) f(x) = x3 + 3x2 − 6x+ 9,

c) f(x) = x3−2x2

ex+2 ,

d) f(x) = (−x2 + 4x− 1)ex,

e) f(x) = (x3 + 2x2)ex+2,

f) f(x) = ln(x2 + 2x+ 5).

Zadanie 7.5. Znale¹¢ punkty przegi¦cia funkcji

a) f(x) = 3x3 − 6x2 + 3x+ 9,

b) f(x) = x3 + 3x2 − 6x+ 9,

c) f(x) = x3−2x2

ex+2 ,

d) f(x) = (−x2 + 4x− 1)ex,

e) f(x) = (x3 + 2x2)ex+2,

f) f(x) = ln(x2 + 2x+ 5).

Zadanie 7.6. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji i naszkicowa¢ wykres

a) f(x) = 9x− 6x2 + x3,

b) f(x) = ex

24
(x− 6),

c) f(x) = (x3 + 2x2)ex+2,

d) f(x) = x2+5x+3
x−1 .

Zadanie 7.7. Rozwin¡¢ funkcj¦ y = f(x) w szereg Taylora wokóª a

a) f(x) = cos(x), a = 0, b) f(x) = − ln x, a = 1.

Zadanie 7.8. Zapisa¢ wzór Taylora dla n = 2 i przyj¡¢, »e f ′(x0) = 0.
Od czego zale»y ró»nica f(x)− f(x0)? Zapisa¢ wzór Taylora dla

a) f(x) = ex, dla n = 5,

b) f(x) = sinx, dla n = 4,

c) f(x) = cos x dla n = 3.

Zadanie 7.9. Wyznaczy¢ równanie stycznej do wykresu funkcji
y = f(x) w punkcie x0

a) f(x) = 9x− 6x2 + x3, x0 = 2,
b) f(x) = ex

24
(x− 6), x0 = 3,

c) f(x) = (x3 + 2x2)ex+2, x0 = −2,
d) f(x) = x2+5x+3

x−1 , x0 = 0.

Zadanie 7.10. Wykorzystuj¡c ró»niczk¦ funkcji, obliczy¢ warto±ci przy-
bli»one wyra»e«
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a) ln 0,99, b) sin 44◦, c)
√
4,002.

Zadanie 7.11. [2] Do pomiaru wysoko±ci budynku zastosowano teodo-
lit, który mierzy k¡t z dokªadno±ci¡ 0,1◦. Teodolit ustawiono w odlegªo±ci
100 m od podstawy budynku i wycelowano w brzeg wierzchoªka. K¡t,
jaki tworzy o± teodolitu z poziomem, wynosi 35,7◦. Z jak¡ dokªadno±ci¡
mo»na obliczy¢ wysoko±¢ budynku?

Zadanie 7.12. Kawaªek drutu o dªugo±ci 1 m wygi¦to, tworz¡c �gur¦
wkl¦sª¡ w ksztaªcie prostok¡ta z póªokr¦giem zamiast jednego boku. Zna-
le¹¢ wymiary, przy których �gura ta zamyka najwi¦ksz¡ z mo»liwych
powierzchni.

Zadanie 7.13. Kawaªek drutu o dªugo±ci 1 m wygi¦to, tworz¡c �gur¦ jak
na rysunku. Znale¹¢ wymiary, przy których �gura ta zamyka najwi¦ksz¡
z mo»liwych powierzchni.

Zadanie 7.14. [4]
Materiaª potrzebny do wyªo»enia rowu nawadniaj¡cego jest dost¦pny
w szeroko±ciach 3 m lub 6 m. In»ynier, który projektuje rów, chce, aby
pole przekroju rowu byªo maksymalne oraz aby szerszy materiaª byª
u»yty na dnie rowu, a w¦»szy na ±cianki (przekrój w ksztaªcie trapezu).
Jaka powinna by¢ gª¦boko±¢ tego rowu?

Zadanie 7.15. [4]
Materiaª potrzebny do wyªo»enia rowu nawadniaj¡cego jest dost¦pny
w szeroko±ciach 3 m lub 6 m. In»ynier, który projektuje rów, chce, aby
pole przekroju rowu byªo maksymalne oraz aby w¦»szy materiaª byª u»yty
na dnie rowu, a szerszy na ±cianki (przekrój w ksztaªcie trapezu). Jaka
powinna by¢ gª¦boko±¢ tego rowu?
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Zadanie 7.16. [4]
Drewniane pudeªko bez pokrywki ma by¢ zrobione tak, »e boki jego pod-
staw s¡ w stosunku 3 : 5, a pojemno±¢ ma wynosi¢ 7500 cm3. Znale¹¢
wymiary pudeªka, które minimalizuj¡ powierzchni¦ u»ytego drewna.

Zadanie 7.17. [4]
Sztywno±¢ belki o przekroju prostok¡tnym o wymiarach wysoko±¢ � h cm,
szeroko±¢ � k cm dana jest wzorem Akh3, gdzie A � pewna staªa. Jakie
wymiary ma belka, któr¡ mo»na wyci¡¢ z cylindrycznej kªody o ±rednicy
30 cm?

Zadanie 7.18. [4]
Dwa korytarze, jeden o szeroko±ci 1,5 m, drugi o szeroko±ci 2 m, ª¡cz¡
si¦ pod k¡tem prostym. Jak¡ najwi¦ksz¡ dªugo±¢ mo»e mie¢ pr¦t, który
mo»na przenie±¢ poziomo przez naro»nik? (Wskazówka: wykorzysta¢ k¡t
jako zmienn¡) Je±li oba korytarze maj¡ wysoko±¢ 3 m, to jak¡ najwi¦k-
sz¡ dªugo±¢ mo»e mie¢ pr¦t, który mo»na przenie±¢ przez ten naro»nik
w dowolnej pozycji?

Zadanie 7.19. Zbada¢, który z trójk¡tów prostok¡tnych o danej przeciw-
prostok¡tnej ma najwi¦ksze pole.

Zadanie 7.20. Wyznaczy¢ stosunek wysoko±ci do ±rednicy najbardziej
ekonomicznej puszki do konserw (zbiornika na ciecz) w postaci walca, tzn.
takiej (takiego), która(y) przy danej z góry obj¦to±ci V ma najmniejsze
pole powierzchni caªkowitej.

Zadanie 7.21. Jaki stosunek dªugo±ci boków powinna mie¢ prostok¡tna
dziaªka o danym polu powierzchni, by na ogrodzenie zu»y¢ minimaln¡
ilo±¢ (w rozumieniu: dªugo±¢) siatki.

Zadanie 7.22. Odkryty basen pªywacki ma mie¢ ksztaªt prostopadªo-
±cianu o podstawie kwadratowej. Zaprojektowa¢ go tak, aby przy danej
ª¡cznej powierzchni dna i ±cian bocznych miaª on najwi¦ksz¡ obj¦to±¢
(inwestor ma 1000 m2 pªytek ceramicznych).

Zadanie 7.23. Jest koncepcja ogrodzenia fragmentu linii brzegowej i pla»y
w ksztaªcie prostok¡ta przy prostoliniowym fragmencie brzegu jeziora
siatk¡ o dªugo±ci 177 m. Planowana pla»a ma by¢ w ksztaªcie prostok¡ta,
schemat ogrodzenia w postaci ªamanej (ªa«cucha odcinków). Dªugo±¢
siatki: AB+BC +CD+DE +EF = 177 m. Zaprojektowa¢ ogrodzenie
tak, by obszar pla»y ogrodzonej byª najwi¦kszy, [10].
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Zadanie 7.24. Niech P (x) b¦dzie polem kwadratu o boku x i niech L(x)
b¦dzie obwodem kwadratu. Korzystaj¡c ze znanych wzorów na P (x) i
L(x), pokaza¢, »e P ′(x) = L(x)/2. Poda¢ interpretacj¦ geometryczn¡
wyja±niaj¡c¡, dlaczego ∆P ≈ L(x)

2
∆x dla maªego ∆x.

Zadanie 7.25. Niech P (r) b¦dzie obszarem zawartym w okr¦gu o pro-
mieniu r, a L(r) b¦dzie dªugo±ci¡ okr¦gu. Poka», »e P ′(r) = L(r) (u»y¢
znanych wzorów z geometrii na pole i obwód koªa).

Zadanie 7.26. Niech V (r) b¦dzie obj¦to±ci¡ kuli o promieniu r, a P (r)
b¦dzie jej polem powierzchni. Poka», »e V ′(r) = S(r) (u»y¢ wzorów na
obj¦to±¢ i pole powierzchni kuli).

Zadanie 7.27. Sªup o dªugo±ci 3 m ma jeden koniec na podªodze B,
a drugi oparty o ±cian¦ A. Je±li dolna cz¦±¢ sªupa znajduje si¦ 2,4 m od
±ciany i je±li odsuwa si¦ od ±ciany z pr¦dko±ci¡ 2 m/s, to z jak¡ pr¦dko±ci¡
wierzchoªek A opada? [10]

Zadanie 7.28. Sªup o dªugo±ci 3 m opiera si¦ o pionow¡ ±cian¦. Je±li
dolna cz¦±¢ sªupa odsuwa si¦ od ±ciany z pr¦dko±ci¡ 2 m/s, jak szybko
zmienia si¦ k¡t mi¦dzy wierzchoªkiem sªupa a ±cian¡, gdy k¡t wynosi
π/4 rad? [10]

Zadanie 7.29. Sªup o dªugo±ci 13 m ma jeden koniec na podªodze B,
a drugi oparty o ±cian¦ A. Je±li dolna cz¦±¢ sªupa znajduje si¦ 5 m od
±ciany i je±li odsuwa si¦ od ±ciany z pr¦dko±ci¡ 2 m/s, to z jak¡ pr¦dko±ci¡
wierzchoªek A opada? [10]
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Zadanie 7.30. Kanaª o szeroko±ci 1 m, którym spªawiane s¡ drewniane
kloce (dªu»yce), ª¡czy obszar le±ny z rzek¡ o szeroko±ci 8 m i wpada pod
k¡tem prostym. Jakiej maksymalnej dªugo±ci dªu»yce mo»na spªawia¢
tym systemem kanaª-rzeka?

Zadanie 7.31. Dom ma wymiary 10 × 8 m w rzucie prostok¡tnym.
Przy domu projektowany jest ogródek. Wªa±ciciel domu dysponuje siatk¡
o dªugo±ci 46 m. Cz¦±¢ ogrodzenia stanowi¡ ±ciany zewn¦trzne domu.
Jakie wymiary ogródka powinien przyj¡¢ projektant, by ogrodzona cz¦±¢
miaªa najwi¦ksz¡ powierzchni¦?

7.3. Odpowiedzi

Zad. 7.1 a) 3, b) 0, c) 1
4
, d) − 3

4
, e) 0, f) e2

5
.

Zad. 7.2

a) f ↗ dla x ∈ (−∞, 1), (3,∞),
f ↘ dla x ∈ (1, 3),

b) f ↗ dla x ∈ (− 3
2
, 1
2
),

f ↘ dla x ∈ (−∞,− 3
2
), ( 1

2
,∞),

c) f ↘ dla x ∈ (0, 1), (1,∞),
d) f ↗ dla x ∈ (−3−

√
5,−3 +

√
5), (0,∞),

f ↘ dla x ∈ (−∞,−3−
√
5), (−3+

√
5, 0).

Zad. 7.3

a) max =
(
1
3
, 85

9

)
,

min = (1, 9) ,

b) max =
(
−1−

√
3, 17 + 6

√
3
)
,

min =
(
−1 +

√
3, 17− 6

√
3
)
,

c) max = (0, 0), max =
(
4, 32

e6

)
,

min =
(
1,− 1

e3

)
,

d) max = (0, 0),

min =
(
−
√
6,−6(3 +

√
6)e2−

√
6
)
,

min =
(√

6, 6(−3 +
√
6)e2+

√
6
)
,

e) min =
(
− 1

2
,− ln 4

3

)
,

f) min =
(
−2
√
5,
(
−2000− 800

√
5
)
e−2
√
5
)
,

min =
(
2
√
5,
(
−2000 + 800

√
5
)
e2
√
5
)
,

max = (0, 0) .

Zad. 7.4

a) wypukªa:
(
2
3
,∞
)
, wkl¦sªa:

(
−∞, 2

3

)
,

b) wypukªa: (−1,∞), wkl¦sªa: (−∞,−1),
c) wypukªa: (3−

√
7, 2), (3 +

√
7,∞),

wkl¦sªa: (−∞, 3−
√
7), (2, 3 +

√
7),

d) wypukªa: (−
√
5,
√
5),

wkl¦sªa: (−∞,−
√
5), (
√
5,∞),

e) wypukªa: (−3−
√
7,−2), (−3 +

√
7,∞),

wkl¦sªa: (−∞,−3−
√
7), (−2,−3 +

√
7),

f) wypukªa: (−3, 1),
wkl¦sªa: (−∞,−3), (1,∞).
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Zad. 7.5

a) p.p.:
(
2
3
, 83

9

)
,

b) p.p.: (−1, 17) ,
c) p.p.: (2, 0) ,

(
3−
√
7,
(
58− 22

√
7
)
e−5+

√
7
)
,
(
3 +
√
7,
(
58 + 22

√
7
)
e−5−

√
7
)
,

d) p.p.:
(
−
√
5,
(
−6− 4

√
5
)
e−
√

5
)
,
(√

5,
(
−6 + 4

√
5
)
e
√
5
)
,

e) p.p.: (−2, 0) ,
(
−3−

√
7,−2

(
29 + 11

√
7
)
e−1−

√
7
)
,
(
−3 +

√
7,
(
−58 + 22

√
7
)
e−1+

√
7
)
,

f) p.p.: (−3, ln 8) , (1, ln 8) .

Zad. 7.6

a)

b)

c)

d)

Zad. 7.7 a)
∞∑

k=0
(−1)k x2k

(2k)!
, b)

∞∑
k=1

(−1)k (x−1)k

k
.

Zad. 7.8 f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1
2
f ′′(x0)(x− x0)2 +R3

a) ex ≈ ex0 +ex0 (x−x0)+
1
2
ex0 (x−x0)2+

1
6
ex0 (x−x0)3+

1
24

ex0 (x−x0)4+
1

120
ex0 (x−x0)5+R6,

b) sinx ≈ sinx0 +cosx0(x− x0)− 1
2
sinx0(x− x0)2− 1

6
cosx0(x− x0)3 +

1
24

sinx0(x− x0)4 +R5,

c) cosx ≈ cosx0 − sinx0(x− x0)− 1
2
cosx0(x− x0)2 + 1

6
sinx0(x− x0)3 +R4.

Zad. 7.9 a) y = −3x+ 8, b) y = − e3

12
x+ e3

8
, c) y = 4x+ 8, d) y = −8x− 3.

Zad. 7.10 a) f(x) = lnx, x0 = 1, ∆x = −0,01, f(1) = 0, f ′(x) = 1
x
, f ′(1) = 1, wi¦c ln 0,99 ≈ −0,01,

b) f(x) = sinx, x0 = 45◦ = π
4
≈ 0,785, ∆x = −1circ = − π

180
≈ −0,017, f(π

4
) =

√
2

2
≈ 0,707,

f ′(x) = cosx, f ′(π
4
) =

√
2

2
≈ 0,707, wi¦c sin 44◦ ≈ 0,695,

c) f(x) =
√
x, x0 = 4, ∆x = 0,002, f(4) = 2, f ′(x) = 1

2
√
x
, f ′(2) = 0,25, wi¦c

√
4,002 ≈ 2,0005.
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Zad. 7.11

Zad. 7.12

Zad. 7.13

Zad. 7.14 Zad. 7.15

Zad. 7.16 y = 500
x2 , P = 15x2 + 16xy, wymiary pudeªka: 3x = 2

3
√
302 ≈ 19,31 cm,

5x = 10
3√
102

3√3
≈ 32,18 cm, y = 5

3√
152

2 3√2
≈ 12,07 cm.
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Zad. 7.17

Zad. 7.18

Zad. 7.19
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Zad. 7.20

Zad. 7.21
P = xy → y = P

x
, x, y > 0 L = 2x+ 2y = 2x+ 2P 1

x
, L′(x) = 2− 2P 1

x2 ,

L′(x) = 0 dla x =
√
P , L′′(

√
P ) = 2 + 4√

P
> 0, wi¦c funkcja osi¡ga minimum dla x = y =

√
P .

Zad. 7.22
V = a2b, P = 1000 = a2 + 4ab→ b = 1000−a2

4a
, i V (a) = a

4

(
1000− a2

)
, a ∈ (0, 10

√
10), czyli

V ′(a) = 250− 3a2

4
,

V ′(a) = 0 dla a = 10
√

10
3
, V ′′(a) = − 3a

2
oraz V ′′

(
10
√

10
3

)
= −5

√
30 < 0, wi¦c funkcja osi¡ga

maksimum dla a = 10
√

10
3
≈ 18,26 m, b = 5

√
10
3
≈ 9,13 m.

Zad. 7.23
P = ab, Ob = 177 = 2a+b→ b = 177−2a, a ∈ ⟨0; 88,5⟩ , czyli P (a) = a(177−2a), P ′(a) = 177−4a,
P ′(a) = 0 dla a = 44,25; P ′′(a) = −4 oraz P ′′(44,25) = −4 < 0, wi¦c funkcja osi¡ga maksimum dla
a = 44,25 m oraz b = 88,5 m
Zad. 7.24
P (x) = x2, wi¦c P ′(x) = 2x oraz L(x) = 4x→ 2x =

L(x)
2

, czyli P ′(x) = L(x)
2

.
Zad. 7.25
P (r) = πr2, czyli P ′(r) = 2πr = L(r).
Zad. 7.26
V (r) = 4

3
πr3, wi¦c V ′(r) = 4

�3
· �3πr2 = 4πr2 = S(r).

Zad. 7.27
vB = 2 m/s = b

t
→ b = 2t,

(1, 8−x(t))2+(2, 4+2t)2 = 32 → x(t) = 1, 8−
√

9− (2, 4 + 2t)2, wi¦c vA(t) = x′(t) = 2(2,4+2t)√
9−(2,4+2t)2

,

t ∈ ⟨0, 3/10⟩.
Zad. 7.28
vb = 2 m/s = b

t
→ b = 2t oraz sinα = 3

3/
√
2+2t

→ 2t = 3
sinα

− 3√
2
,

z tw.Pitag.
(

3√
2−x(t)

)2
+
(

3√
2+2t

)2
= 32 otrzymuje si¦ x(α) = 3√

2
− 3
√

1− 1
sin2 α

, wi¦c

v(α) = x′(α) = 3 cosα√
1− 1

sin2 α
sin3 α

.
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Zad. 7.29
vB = 2 m/s = b

t
→ b = 2t,

(12− x(t))2 + (5 + 2t)2 = 132 → x(t) = 2
(
6−
√
36− 5t− t2

)
, wi¦c vA(t) = x′(t) = − −5−2t√

36−5t−t2
.

Zad. 7.30 Analogicznie do 7.18
Zad. 7.31
L = 46 = x+ (x− 8) + y + (y − 10) = 2x+ 2y − 18→ y = 32− x,
pole P = xy−80, wi¦c P (x) = −x2+32x−80 ; x ∈ (0, 32) oraz P ′(x) = 32−2x. Miejsce podejrzane
o ekstremum (P ′(x) = 0), to x = 16, P ′′(x) = −2, P ′′(16) = −2 < 0, czyli funkcja osi¡ga maksimum
dla x = y = 16.



Rozdziaª 8

Caªki nieoznaczone

Zadania dotycz¡ce caªek nieoznaczonych: caªkowania funkcji elemen-
tarnych, caªkowania przez cz¦±ci, podstawienie.

8.1. Przykªady

Przykªad 8.1. Obliczy¢ caªki nieoznaczone

a)
∫

x4dx,

∫
5
√
x4dx,

∫
2

x5
dx,

∫
2

x
dx,

b)
∫ (

4x4 − 3x2 + 2x− 5 +
7

x

)
dx,

c)
∫ (

5

x4
+

3√
x
+ 2

7
√
x4

)
dx,

d)
∫

(4ex + 5 sinx− 6 cos x− sin 2) dx,

e)
∫ (

3tgx− 2ctgx+ e2 + 5x
)
dx,

f)
∫ (

2

cos2 x
+

2

x2 + 9

)
dx,

g)
∫ (

3

sin2 x
− 2√

9− x2

)
dx,

h)
∫ (

5√
4− x2

+
2√

x2 − 1

)
dx,

i)
∫

x3 + 27

x+ 3
dx.
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Caªki pewnych funkcji elementarnych∫
0dx = c,∫
1dx =

∫
dx = x+ c,∫

adx = ax+ c,∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ c, α ̸= −1,∫

1

x
dx =

∫
dx

x
= ln |x|+ c∫

exdx = ex + c,∫
sinxdx = − cosx+ c,∫
cosxdx = sinx+ c,

∫
tgxdx = − ln | cosx|+ c,∫
ctgxdx = ln | sinx|+ c,∫
axdx =

ax

ln a
+ c, a > 0∫

dx

cos2 x
= tgx+ c,∫

dx

sin2 x
= −ctgx+ c,∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ c, a ̸= 0,∫

dx√
a2 − x2

=arcsin
x

a
+ c, a ̸=0,∫

dx√
x2 ± a2

=ln
∣∣∣x+√x2 ± a2

∣∣∣+c,

gdzie c ∈ R.

Uwaga.

•
∫ (

a · f(x)± b · g(x)
)
dx = a

∫
f(x)dx± b

∫
g(x)dx,

• Caªkuj¡c sum¦/ró»nic¦ funkcji, staª¡ c dopisuje si¦ tylko raz.

Rozwi¡zanie.

a)
∫

x4dx =
1

4 + 1
x4+1 + c = 1

5
x5 + c,∫

5
√
x4dx =

∫
x

4
5dx =

1
4
5
+ 1

x
4
5
+1 = 5

9
x

9
5 + c,∫

2

x5
dx = 2

∫
x−5dx = 2 · 1

−5 + 1
x−5+1 + c =

A2

−AAU2
4

x−4+c =
−1
2x4

+c,∫
2

x
dx = 2

∫
1

x
dx = 2ln |x|+ c = 2 ln |x|+ c,
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b)
∫ (

4x4 − 3x2 + 2x− 5 +
7

x

)
dx =

= 4

∫
x4dx− 3

∫
x2dx+ 2

∫
xdx−

∫
5dx+ 7

∫
1

x
dx =

= 4 · 1
4+1

x4+1 − 3 · 1
2+1

x2+1 + 2 · 1
1+1

x1+1 − 5x+ 7ln |x|+ c =

= 4 · 1
5
x5 − �3 · 1

�3
x3 + �2 · 1

�2
x2 − 5x+ 7ln |x|+ c =

= 4
5
x5 − x3 + x2 − 5x+ 7 ln |x|+ c,

c)
∫ (

5

x4
+

3√
x
+ 2

7
√
x4

)
dx = 5

∫
x−4dx+ 3

∫
x−

1
2dx+ 2

∫
x

4
7dx =

= 5 · 1
−4+1

x−4+1 + 3 · 1
− 1

2
+1

x−
1
2
+1 + 2 · 1

4
7
+1

x
4
7
+1 + c =

= −5
3
x−3 + 3

1
2

x
1
2 + 2

11
7

x
11
7 + c = − 5

3x3 + 6
√
x+ 14

11
x

7
√
x4 + c,

d)
∫

(4ex + 5 sinx− 6 cos x− sin 2) dx =

= 4

∫
exdx+ 5

∫
sin xdx− 6

∫
cos xdx− sin 2

∫
1dx =

= 4ex + 5(− cosx)− 6 · sin x− (sin 2) · x+ c =

= 4ex − 5 cos x− 6 sinx− x sin 2 + c,

e)
∫ (

3tgx− 2ctgx+ e2 + 5x
)
dx =

= 3

∫
tgxdx− 2

∫
ctgxdx+ e2

∫
dx+

∫
5xdx =

= 3 · (− ln | cos x|)− 2ln | sin x|+ e2 · x+ 5x

ln 5
+ c =

= −3 ln | cosx| − 2 ln | sinx|+ xe2 + 5x

ln 5
+ c,

f)
∫ (

2

cos2 x
+

2

x2 + 9

)
dx = 2

∫
dx

cos2 x
+ 2

∫
dx

x2 + 32
=

= 2tgx+ 21
3
arctg x

3
+ c = 2tgx+ 2

3
arctg x

3
+ c,

g)
∫ (

3

sin2 x
− 2√

9− x2

)
dx = 3

∫
dx

sin2 x
− 2

∫
dx√

32 − x2
=

= 3 · (−ctgx)− 2 · arcsin x
3
+ c = −3ctgx− 2 arcsin x

3
+ c,

h)
∫ (

5√
4− x2

+
2√

x2 − 1

)
dx = 5

∫
dx√

22 − x2
+ 2

∫
dx√

x2 − 12
=
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= 5·arcsin x
2
+2ln

∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣+c = 5arcsin x
2
+2 ln

∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣+c,

i)
∫

x3 + 27

x+ 3
dx =

∫
����(x+ 3)(x2 − 3x+ 9)

���x+ 3
dx =

∫
(x2 − 3x+ 9)dx =

=

∫
x2dx−3

∫
xdx+

∫
9dx = 1

3
x3−3· 1

2
x2+9x+c = 1

3
x3− 3

2
x2+9x+c.

Przykªad 8.2. Obliczy¢ caªki nieoznaczone, korzystaj¡c ze wzoru na
caªkowanie przez cz¦±ci

a)
∫

xexdx,

b)
∫

x3 ln |x|dx,

c)
∫

ln |x|dx,

d)
∫
(10x+ 5) sin xdx,

e)
∫
(5x+ 10)exdx,

f)
∫

ex cos xdx.

Uwaga.

• Wzór na caªkowanie przez cz¦±ci:∫
u(x) · v′(x)dx = u(x) · v(x)−

∫
u′(x) · v(x)dx,

co symbolicznie mo»na zapisa¢ w postaci

∫
u · v′ dx =

u v′

u′ v
= u · v −

∫
u′ · v dx,

v =
∫
v′dx.

• v =
∫
v′dx + c, we wzorze na caªkowanie przez cz¦±ci staª¡ c

dopisujemy dopiero po caªkowitym scaªkowaniu (po pozbyciu
si¦ caªki), wi¦c

• Ze wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci korzysta si¦ do caªkowania
iloczynu funkcji.
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Rozwi¡zanie.

a)
∫

u
x ·

v′

ex dx =
x ex

1 ex
= x · ex −

∫
1 · ex dx = xex− ex+ c,

v =
∫
exdx = ex

∫
exdx = ex + c

b)
∫

x3 ln |x|dx =

∫ v′

x3 ·
u

ln |x|dx =

ln |x| x3

1
x

x4

4

=

= x4

4
· ln |x| −

∫
1

�x
· ��>

x3

x4

4
dx = x4

4
ln |x| − x4

16
+ c,

v =
∫
x3dx = x4

4

1
4

∫
x3dx = x4

16
+ c

c)
∫

ln |x|dx =

∫
v′

1 ·
u

ln |x|dx =

ln |x| 1

1
x

x
=

= x · ln |x| −
∫

1

�x
· �x dx = x ln |x| − x+ c,

v =
∫
1dx = x

∫
xdx = x+ c

d)
∫ u

(10x+ 5) ·
v′

sin xdx =

=
10x+ 5 sin x

10 − cosx
=

= (10x+ 5) · (− cosx) −
∫

10 · (− cosx) dx =

= −(10x+ 5) cosx+ 10 sin x+ c,

v =
∫
sin xdx = − cosx

−10
∫
cos xdx = −10 sinx+ c
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e)
∫ u

(5x+ 10) ·
v′

ex dx =
5x+ 10 ex

5 ex
=

= (5x+ 10) · ex −
∫

5 · ex dx = (5x+ 5)ex + c,

v =
∫
exdx = ex

5
∫
exdx = 5ex + c

f)

Uwaga. Nale»y dwukrotnie scaªkowa¢ przez cz¦±ci.�� ��I =

∫
ex · cos x =

∫ u

cos x ·
v′

ex dx =
cos x ex

− sinx ex
=

= ex cos x−
∫

ex · (− sinx)dx = ex cos x+

∫ u

sin x ·
v′

ex dx =

=
sin x ex

cos x ex
= ex cos x+ ex sin x−

�
�

�



∫
ex cos xdx

I
↗

,

wi¦c

I = ex cos x+ ex sin x− I,

czyli

I =
1

2
(ex cos x+ ex sin x) + c.

Przykªad 8.3. Obliczy¢ caªki nieoznaczone, korzystaj¡c ze wzoru na
caªkowanie przez podstawienie

a)
∫

(3x+ 7)15dx,

b)
∫

sin(6x+ 5)dx,

c)
∫

x
√
2x− 4dx,

d)
∫

e3x+2dx,

e)
∫

xex
2

dx,

f)
∫

sin6 x cos5 xdx,

g)
∫

ex

5 + 4ex
dx,

h)
∫
(3x2 + 1)(x3 + x+ 11)20dx,

i)
∫ √

1− x2dx,

j)
∫

125dx

5
√
x+ 3
√
x
.
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• Wzór na caªkowanie przez podstawienie∫
f
(�� ��g(x)

t
↗
)
·
�� ��g′(x)dx

dt
↗

=
g(x) = t

g′(x)dx = dt
=

∫
f(t)dt.

• Wzór na caªkowanie przez podstawienie mo»na te» zapisa¢∫
f(x) · dx =

x = ϕ(t)
dx = ϕ′(t)dt

=

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,

gdzie ϕ(t) jest ró»niczkowalna i ró»nowarto±ciowa w ⟨t1, t2⟩
i przeksztaªca ten przedziaª w przedziaª ⟨a, b⟩ oraz f(x) jest
caªkowalna na tym przedziale.

• Ze wzoru na caªkowanie przez podstawienie korzysta si¦ przy
caªkowaniu funkcji zªo»onych.
• Po scaªkowaniu wzgl¦dem nowej zmiennej nale»y pami¦ta¢, aby
wróci¢ do zmiennej x. W my±l zasady zadanie w x-ach, wi¦c
odpowied¹ te» w x-ach.
• Za t podstawiamy funkcj¦ wewn¦trzn¡. Mo»na pomy±le¢: Gdyby
w tym miejscu byª x, to wiadomo by byªo, jak policzy¢ caªk¦,
albo za to, co �gorzej wygl¡da�, przyj¡¢ t.

Rozwi¡zanie.

a)
∫

(
�� ��3x+ 7

t
↗
)15

�� ��dx

1
3 dt

↗
=

3x+ 7 = t
3dx = dt
dx = 1

3
dt

=

∫
t15 · 1

3
dt =

= 1
3

∫
t15dt =

1

3
· 1

15 + 1
t15+1 + c =

1

48
t16 + c =

1

48
(3x+ 7)16 + c,

b)
∫

sin(
�� ��6x+ 5

t
↗
)
�� ��dx

1
6 dt

↗
=

6x+ 5 = t
6dx = dt
dx = 1

6
dt

=

∫
(sin t) · 1

6
dt =

= 1
6

∫
sin tdt = −1

6
cos t+ c = −1

6
cos(6x+ 5) + c,
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c)
∫ �� ��x

1
2 (t+4)

↗

√�� ��2x− 4
t

↗
�� ��dx

1
2 dt

↗
=

2x− 4 = t
x = 1

2
(t+ 4)

dx = 1
2
dt

=

=

∫
1

4
(t+ 4)

√
tdt =

1

4

∫
(t
√
t+ 4

√
t)dt =

1

4

∫
(t3/2 + 4t1/2)dt =

= 1

���
2

4

· �2
5
t5/2+ 1

�4
· �4 · 23t

3/2+c = t5/2

10
+ 2t3/2

3
+c = (2x−4)5/2

10
+ 2(2x−4)3/2

3
+c,

d)
∫

e3x+2dx =

∫
e

�� ��3x+ 2
t

↗ �� ��dx

1
3 dt

↗
=

3x+ 2 = t
3dx = dt
dx = 1

3
dt

=

=

∫
et · 1

3
dt =

1

3

∫
etdt =

1

3
et + c =

1

3
e3x+2 + c,

e)
∫

xex
2

dx =

∫
e

�� ��x2
t

↗ �� ��xdx

1
2 dt

↗
=

x2 = t
2xdx = dt
xdx = 1

2
dt

=

∫
et · 1

2
dt =

= 1
2

∫
etdt =

1

2
et + c =

1

2
ex

2

+ c,

f)
∫

sin6 x cos5 xdx =

∫
sin6 x cos4 x cosxdx =

=
cos2 x = 1− sin2 x
cos4 x = (1− sin2 x)2

=

∫
sin6 x(1− sin2 x)2 cos xdx =

=

∫
(
�� ��sin6 x

t6

↗− 2
�� ��sin8 x

t8

↗
+

�� ��sin10 x
t10

↗
)
�� ��cos xdx

dt
↗
=

sin x = t
cos xdx = dt

=

=

∫
(t6 − 2t8 + t10)dt =

t7

7
− 2 · t

9

9
+

t11

11
+ c =

= sin7 x
7
− 2 sin9 x

9
+ sin11 x

11
+ c,

g)
∫

ex

5 + 4ex
dx =

∫
1�� ��5 + 4ex

t
↗

�� ��exdx

1
4 dt

↗
=

5 + 4ex = t
exdx = 1

4
dt

=

= 1
4

∫
1

t
dt =

1

4
ln |t|+ c =

ln |5 + 4ex|
4

+ c,
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h)
∫

(3x2 + 1)(x3 + x+ 11)20dx =

∫
(
�� ��x3 + x+ 11

t
↗
)20

�� ��(3x2 + 1)dx
dt
↗
=

=
x3 + x+ 11 = t
(3x2 + 1)dx = dt

=

∫
t20dt =

t21

21
+ c =

(x3 + x+ 11)21

21
+ c,

i)
∫ √

1− x2dx =

x = sin t
dx = cos tdt
t ∈ ⟨−π

2
, π
2
⟩

x ∈ ⟨−1, 1⟩

=

∫ √
1− sin2 t cos tdt =

=

∫
cos2 tdt =

cos 2t = 2 cos2 t− 1
cos2t = 1

2
cos 2t+ 1

2

=

∫ (
1

2
cos 2t+

1

2

)
dt =

=
2t = y

2dt = dy
dt = 1

2
dy

=

∫
1

2
(cos y) · 1

2
dy +

∫
1

2
dt =

1

4
sin y +

1

2
t+ c =

= 1
4
sin 2t+ 1

2
t+ c =

x = sin t
t = arcsinx

sin 2t = 2 sin t cos t

cos t =
√

1− sin2 t

2 sin t cos t = 2x
√
1− x2

= 1
4
· 2x
√
1− x2 +

1
2
arcsin x+ c = 1

2
x
√
1− x2 + 1

2
arcsin x+ c,

j)
∫

125dx

5
√
x+ 3
√
x
=

∫
125dx

5x1/2 + x1/3
=

x = t6

dx = 6t5dt
x1/2 = t3

x1/3 = t2
6
√
x = t

=

∫
125 · 6t5

5t3 + t2
dt =

=6

∫
125t5

t2(5t+ 1)
dt=6

∫
125t3

5t+ 1
dt=6

∫ (
25t2−5t+1− 1

5t+ 1

)
dt=

= 6
(

25t3

3
− 5t2

2
+ t− 1

5
ln |5t+ 1|

)
+ c =

= 6
(

25
√
x

3
− 5 3√x

2
+ 6
√
x− 1

5
ln |5 6
√
x+ 1|

)
+ c.
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8.2. Zadania

Zadanie 8.1. Obliczy¢ caªki nieoznaczone

a)
∫

(6x5 − 5x4 + 4x3 − 3x2 + 2x+ 13)dx,

b)
∫

(3x4 + 5x7 − 200x8 − 300

x99
+ 300)dx,

c)
∫

(3x4 +
6

x7
− 7
√
x

x8
− 41

3
√
x2

x200
+ 500 +

6
√
x7)dx,

d)
∫ (

2x2 − 3x4 +
2

4
√
x3

+ 5 +
7

x

)
dx,

e)
∫

(6x2 + 8x− 1)dx,

f)
∫

(1− x)(x− 2)(x− 3)dx,

g)
∫

dx
3
√
5x

,

h)
∫

x2(
√
x− x 3

√
x)

3
√
x

dx,

i)
∫

x3 + 125

x+ 5
dx,

j)
∫ √

x

√
x3 3
√
xdx,

k)
∫ (

ex − 2

x

)
dx,

l)
∫

e2x − 1

ex + 1
dx,

m)
∫ (

3x5x +
5

x3

)
dx,

n)
∫

7x52xdx,

o)
∫

(x3 − 4x)dx

3x2 − 12
dx,

p)
∫

4x2 − x+ 5

x3
dx,

q)
∫
(1 + ex)2dx,

r)
∫

3
√
x+ 6
√
x√

x
dx,

s)
∫ (

e3 + x ln 2 + 5xe + 6ex
)
dx.

Zadanie 8.2. Obliczy¢ caªki nieoznaczone, korzystaj¡c ze wzoru na caª-
kowanie przez cz¦±ci

a)
∫

(2x− 3)exdx,

b)
∫

x4 ln |x|dx,

c)
∫

ln |x|
x3

dx,

d)
∫
(6x− 2) cos xdx,

e)
∫
(7x+ 4)exdx,

f)
∫

ex sin xdx.
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Zadanie 8.3. Obliczy¢ caªki nieoznaczone, korzystaj¡c ze wzoru na caª-
kowanie przez podstawienie

a)
∫

(8x− 4)15dx,

b)
∫

cos(5x− 3)dx,

c)
∫

x
√
4x− 8dx,

d)
∫

e−3x−2dx,

e)
∫

cos6 x sin5 xdx,

f)
∫

ex

4− 5ex
dx,

g)
∫

dx

8x− 5
,

h)
∫

e−3xdx,

i)
∫

e2x

4
√
1 + ex

dx,

j)
∫

tgxdx,

k)
∫

x
3
√
3x2 + 1dx,

l)
∫

dx

x ln5 |x|
,

m)
∫

ln |x|
x
√
2 + 5 ln |x|

dx,

n)
∫

sin xdx

1 + 2 cos x
,

o)
∫

cos(5x− 2)dx,

p)
∫

sin(3x+ 5)dx,

q)
∫

sin(2x− 5)dx,

r)
∫

12x2 + 32x− 7

4x3 + 16x2 − 7x
dx,

s)
∫

12x2 + 32x− 7

(4x3 + 16x2 − 7x)6
dx,

t)
∫

12x2 + 32x− 7
5
√
4x3 + 16x2 − 7x

dx,

u)
∫

(4x3 + 16x2 − 7x)19(12x2 + 32x− 7)dx,

v)
∫

(4x3 + 3x2 + 1)(x4 + x3 + x)20dx.

Zadanie 8.4. Obliczy¢ caªki nieoznaczone

a)
∫

4x3 ln |x|dx, b)
∫

ex cos xdx,

c)
∫

(7x6 + 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1)dx,

d)
∫ (

4e2x3 + (1 + e)xe + e3x+4x2

(3 + 8x)
)
dx,

e)
∫

(3x+ 1) sin(5x− 2)dx,

f)
∫ (

12

x
+ (10x− 1) cos(5x2 − x)

)
dx.
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8.3. Odpowiedzi

Zad. 8.1

a) x6 − x5 + x4 − x3 + x2 + 13x+ c,

b) 3x5

5
+ 5x8

8
− 200x9

9
+ 150

49x98 + 300x+ c,

c) 3x5

5
− 1

x6 + 14
13x13/2 + 123

595x595/3 + 500x+

+ 6x13/6

13
+ c,

d) 2x3

3
− 3x5

5
+ 8x1/4 + 5x+ 7 ln |x|+ c,

e) 2x3 + 4x2 − x+ c,

f) 6x− 11x2

2
+ 2x3 − x4

4
+ c,

g) 3
2

x2/3

3√5
+ c,

h) 6x19/6

19
− x4

4
+ c,

i) 25x− 5x2

2
+ x3

3
+ c,

j) 3
7
x7/3 + c,

k) ex − 2 ln |x|+ c,

l) ex − x+ c,

m) − 5
2x2 + 15x

ln 15
+ c,

n) 175x

ln 175
+ c,

o) x2

6
+ c,

p) − 5
2x2 + 1

x
+ 4 ln |x|+ c,

q) 2ex + e2x

2
+ x+ c,

r) 3x2/3

2
+ 6x5/6

5
,

s) e3x+ ln 2
2

x2 + 5xe+1

e+1
+ 6ex.

Zad. 8.2

a) (2x− 5)ex + c, b) −x5

25
+ 1

5
x5 ln |x|+ c, c) − 1

4x2 −
ln |x|
2x2 + c,

d) 6 cosx− 2 sinx+ 6x sinx+ c, e) (7x− 3)ex + c, f) 1
2
ex(− cosx+ sinx) + c.

Zad. 8.3

a) 1
128

(−4 + 8x)16 + c,

b) − 1
5
sin(3− 5x) + c,

c) 4
15

(−2 + x)3/2(4 + 3x) + c,

d) − 1
3
e−2−3x + c,

e) − cos7 x
7

+ 2 cos9 x
9

− cos11 x
11

+ c,

f) − ln |−4+5ex|
5

+ c,

g)
ln |−5+8x|

8
+ c,

h) − 1
3
e−3x + c,

i)
(
− 16

21
+ 4ex

7

)
(1 + ex)3/4 + c,

j) − ln | cosx|+ c,

k)
(1+3x2)4/3

8
+ c,

l) − 1
4 ln4 |x| + c,

m) 2
75

(−4 + 5 ln |x|)
√

2 + 5 ln |x|+ c,

n) − 1
2
ln |1 + 2 cosx|+ c,

o) 1
5
sin(5x− 2) + c,

p) − 1
3
cos(5 + 3x) + c,

q) − 1
2
cos(2x− 5) + c,

r) ln |4x3 + 16x2 − 7x|+ c,

s) − 1

5x5(−7+16x+4x2)5
+ c,

t) 5
4

(
x
(
−7 + 16x+ 4x2

))4/5
+ c,

u) 1
20

x20
(
−7 + 16x+ 4x2

)20
+ c,

v) 1
21

x21
(
1 + x2 + x3

)21
+ c.

Zad. 8.4

a) −x4

4
+ x4 ln |x|+ c, b) 1

2
ex cosx+ 1

2
ex sinx+ c,

c) x7 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ c, d) e3x+4x2
+ e2x4 + x1+e + c,

e) − 1
5
(1 + 3x) cos(5x− 2) + 3

25
sin(5x− 2) + c, f) 12 ln |x|+ sin(5x2 − x) + c.



Rozdziaª 9

Caªki oznaczone, niewªa±ciwe,

zastosowanie rachunku caªkowego

Zadania dotycz¡ce obliczania caªek oznaczonych i zastosowania caªek
do obliczania pól, obj¦to±ci itp. oraz caªek niewªa±ciwych.

9.1. Przykªady

Przykªad 9.1. Obliczy¢ caªki oznaczone

a)

1∫
0

(6x5−5x4−1)dx,

b)

2∫
1

3x2 + x

x3
dx,

c)

2∫
1

(1 + ex)dx

d)

π
2∫

0

x sinxdx,

e)

π
2∫

−π
2

cos 2xdx,

f)

1∫
0

(3x+ 5)5dx.

Caªka oznaczona funkcji f na przedziale ⟨a, b⟩ jest liczb¡ dan¡ wzo-
rem

b∫
a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a),

gdzie F (x) =

∫
f(x)dx oraz f jest ci¡gªa na przedziale ⟨a, b⟩.

Uwaga.

• Obliczanie caªki oznaczonej wykonuje si¦ analogicznie jak caªki
nieoznaczonej.
• Mo»na najpierw obliczy¢ caªk¦ nieoznaczon¡, a nast¦pnie wsta-
wi¢ granice caªkowania.
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Rozwi¡zanie.

a) I sposób
Polega na tym, »e najpierw oblicza si¦ caªk¦ nieoznaczona, a nast¦pnie
wstawia si¦ obliczon¡ funkcj¦ do caªki oznaczonej i liczy jej warto±ci
w granicach caªkowania.
Caªka nieoznaczona∫

(6x5 − 5x4 − 1)dx = �6 ·
x6

�6
− �5 ·

x5

�5
− x+ c = x6 − x5 − x︸ ︷︷ ︸

F (x)

+ c.

Caªka oznaczona

1∫
0

(6x5− 5x4− 1)dx = x6− x5− x︸ ︷︷ ︸
F (x)

∣∣∣1
0
= (16− 15− 1)︸ ︷︷ ︸

F (1)

− (06− 05− 0)︸ ︷︷ ︸
F (0)

= −1

alternatywny
zapis =

[
x6− x5− x

]1
0
= (16− 15− 1)− (06− 05− 0) = −1.

II sposób
Oblicza si¦ bezpo±rednio caªk¦ oznaczon¡

1∫
0

(6x5 − 5x4 − 1)dx =

[
�6 ·

x6

�6
− �5 ·

x5

�5
− x

]1
0

=
[
x6 − x5 − x︸ ︷︷ ︸

F (x)

]1
0
=

= (16− 15− 1)− (06− 05− 0) = −1.

b)

2∫
1

3x2 + x

x3
dx =

2∫
1

(3x−1 + x−2)dx =
[
3 lnx+

1

−2 + 1
x−2+1

]2
1
=

=
[
3 lnx− 1

x

]2
1
= (3 ln 2− 1

2
)− (3 ln 1︸︷︷︸

0

− 1
1
) = 3 ln 2 + 1

2
,

c)

2∫
1

(1 + ex)dx =
[
x+ ex

]2
1
= (2 + e2)− (1 + e1) = 1− e+ e2,
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d)
Uwaga. Nale»y zastosowa¢ wzór na caªkowanie przez cz¦±ci
(analogiczny jak dla caªki nieoznaczonej)

b∫
a

u(x) · v′(x)dx =
[
u(x) · v(x)

]b
a
−

b∫
a

u′(x) · v(x)dx.

π
2∫

0

x sinxdx =
u = x v′ = sinx
u′ = 1 v = − cos x

=
[
−x cosx

]π
2

0
−

π
2∫

0

1·(− cosx)dx =

=
[
− x cos x

]π
2

0
+

π
2∫

0

cos xdx =
[
− x cos x

]π
2

0
+
[
sin x

]π
2

0
=

=
(
− π

2
cos

π

2

)
︸ ︷︷ ︸
−π/2·0=0

− (−0 · cos 0)︸ ︷︷ ︸
−0·1=0

+ (sin
π

2
)︸ ︷︷ ︸

1

− (sin 0)︸ ︷︷ ︸
0

= 1,

e)
Uwaga. Ten przykªad wymaga skorzystania ze wzoru na caªko-
wanie przez podstawienie. Mo»na go rozwi¡za¢ na dwa sposoby:

• obliczy¢ najpierw caªk¦ nieoznaczon¡, a nast¦pnie wstawi¢
otrzyman¡ funkcj¦ w granicach caªkowania, czyli
F (b)− F (a),
• zastosowa¢ wzór na caªkowanie przez podstawienie, zmienia-
j¡c granice caªkowania

b∫
a

f
(
g(x)

)
· g′(x)dx =

g(x) = t
g′(x)dx = dt

a → g(a)
b → g(b)

=

g(b)∫
g(a)

f(t)dt,

gdzie g′(x) jest ci¡gªa, g(x) rosn¡ca dla x ∈ ⟨a, b⟩ oraz f(t)
ci¡gªa na ⟨g(a), g(b)⟩.

I sposób
Caªka nieoznaczona∫

cos 2xdx =
2x = t

2dx = dt
dx = 1

2
dt

=

∫
(cos t) · 1

2
dt =
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= 1
2

∫
cos tdt =

1

2
sin t+ c =

1

2
sin 2x︸ ︷︷ ︸
F (x)

+ c,

wi¦c caªka oznaczona
π
2∫

−π
2

cos 2xdx =

[
1

2
sin 2x

]π
2

−π
2

==
1

2
sin �2 ·

π

�2
− 1

2
sin �2 ·

(
− π

�2

)
=

= 1
2
sin π︸︷︷︸

0

− 1
2
sin(−π)︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

II sposób
Bezpo±rednio ze wzoru na caªkowanie przez podstawienie (ze zmian¡
granic caªkowania)

π
2∫

−π
2

cos 2xdx =

2x = t
2dx = dt
dx = 1

2
dt

−π
2
→ �2 ·

(
− π

�2

)
= −π

π
2
→ �2 · π

�2
= π

=

π∫
−π

(cos t) · 1
2
dt =

= 1
2

π∫
−π

cos tdt =

[
1

2
sin t

]π
−π

=
1

2
sin π︸︷︷︸

0

− 1

2
sin(−π)︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

f) analogicznie do poprzedniego przykªadu
I sposób∫

(3x+ 5)5dx =
3x+ 5 = t

3dx = dt
dx = 1

3
dt

=

∫
t5 · 1

3
dt =

1

3

∫
t5dt =

= 1
3
· t6

6
+ c = t6

18
+ c =

(3x+ 5)6

18︸ ︷︷ ︸
F (x)

+ c,

czyli
1∫

0

(3x+ 5)5dx =

[
(3x+ 5)6

18

]1
0

=

(
(3 · 1 + 5)6

18

)
−
(
(3 · 0 + 5)6

18

)
=

= 86

18
− 56

18
= 27391

2
= 13695,5.
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II sposób (ze zmian¡ granic caªkowania)

1∫
0

(3x+ 5)5dx =

3x+ 5 = t
3dx = dt
dx = 1

3
dt

0 → 5
1 → 8

=

8∫
5

t5 · 1
3
dt =

1

3

8∫
5

t5dt=

=
[
1
3
· t6

6

]8
5
=
[
t6

18

]8
5
= 86

18
− 56

18
= 27391

2
= 13695,5.

Przykªad 9.2. Obliczy¢ pole obszaru

a) ograniczonego przez dodatni¡ cz¦±¢ osi OX i wykresem funkcji
y = −2x2 + 4x,

b) ograniczonego dodatni¡ cz¦±ci¡ osi OY oraz wykresami funkcji y = ex,
y = ex,

c) ograniczonego wykresem funkcji y = 1
2
(x− 1)(x+2)(x− 3) i osi¡ Ox,

d) ograniczonego wykresami funkcji y = 1
2
x2 + 1

2
x+ 1 oraz

y = −1
2
x2 + 1

2
x+ 5,

e) ograniczonego dodatni¡ cz¦±ci¡ osi OX oraz wykresami funkcji
y = 2x2, y = −x+ 3.

Pole trapezu krzywoliniowego
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Uwaga. Aby obliczy¢ pole, nale»y:

• wykona¢ szkic wykresu funkcji,
• wyznaczy¢ granice caªkowania,
• obliczy¢ caªk¦ oznaczon¡.

Rozwi¡zanie.

a) Przeksztaªcaj¡c wyra»enie y = −2x2 + 4x do postaci iloczynowej
y = −2x(x − 2), b¡d¹ licz¡c ∆, x1 = 0, x2 = 2, mo»na wykona¢
szkic wykresu i ustali¢ granice caªkowania.

Nast¦pnie obliczy¢ pole, korzystaj¡c z odpowiedniego wzoru

P =

2∫
0

(−2x2 + 4x)dx =
[
− 2 · 1

3
x3 + ���

2
4 · 1

�2
x2
]2
0
=
[−2
3
x3 + 2x2

]2
0
=

=
(
−2
3
· 23 + 2 · 22

)
−
(
−2
3
· 03 + 2 · 02

)
= −16

3
+ 8 = 8

3
≈ 2,(6).

b) Nale»y wykona¢ wykresy funkcji i wyznaczy¢ granice caªkowania. Na-
st¦pnie obliczy¢ pole, korzystaj¡c z odpowiedniego wzoru

P =

1∫
0

(ex−ex)dx =
[
ex−e · 1

2
x2
]1
0
= (e1−e · 1

2
·12)−(e0−e · 1

2
·02) =

= e− 1
2
e− 1 = 1

2
e− 1 ≈ 0,36.
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c) Nale»y wykona¢ wykres funkcji i wyznaczy¢ granice caªkowania. Trzeba
zwróci¢ uwag¦, »e cz¦±¢ wykresu le»y pod osi¡ OX i pole nale»y po-
liczy¢ zgodnie z odpowiednim wzorem na pole

P =

1∫
−2

(x− 1)(x+ 2)(x− 3)

2
dx−

3∫
1

(x− 1)(x+ 2)(x− 3)

2
dx =

=

1∫
−2

(
3− 5

2
x− x2 +

1

2
x3

)
dx−

3∫
1

(
3− 5

2
x− x2 +

1

2
x3

)
dx =

=
[
3x− 5x2

4
− x3

3
+ x4

8

]1
−2
−
[
3x− 5x2

4
− x3

3
+ x4

8

]3
1
= 63

8
+ 8

3
= 253

24
≈ 1013

24
.

d) Nale»y wykona¢ wykresy funkcji i wyznaczy¢ granice caªkowania. Na-
st¦pnie obliczy¢ pole, korzystaj¡c z odpowiedniego wzoru

P =

2∫
−2

((
−1

2
x2 +

1

2
x+ 5

)
−
(
1

2
x2 +

1

2
x+ 1

))
dx =

2∫
−2

(4−x2)dx =

=
[
4x− x3

3

]2
−2

=
(
4 · 2− 23

3

)
−
(
4 · (−2)− (−2)3

3

)
= 32

3
≈ 10,(6).
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e) Po wykonaniu wykresów funkcji wida¢, »e nale»y zastosowa¢ odpo-
wiedni wzór na pole, obliczy¢ odci¦t¡ (wspóªrz¦dn¡ x-sow¡ punktu
przeci¦cia wykresów), czyli rozwi¡za¢ ukªad równa«{

y = 2x2

y = −x+ 3
,

wi¦c

2x2 = −x+ 3

2x2 + x− 3 = 0 ∆ = 25
√
∆ = 5

x1 = 1 > 0, x2 = −
3

2
< 0.

Z tre±ci przykªadu wynika, »e nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ dodatni¡ cz¦±¢
osi OX, wi¦c drugi pierwiastek automatycznie zostaje odrzucony
i z wykresu oraz wzoru na pole otrzymuje si¦

P =

1∫
0

2x2dx+

3∫
1

(−x+ 3)dx =

[
2x3

3

]1
0

+
[
− x2

2
+ 3x

]3
1
=

=
(
2
3
− 0
)
+
(
− 9

2
+ 9 + 1

2
− 3
)
= 8

3
≈ 2,(6)

Przykªad 9.3.

a) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osi¡ OX oraz krzyw¡
x(t) = t2 + 2t, y(t) = 6t− 6, 1 ≤ t ≤ 3.

b) Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osi¡ OX oraz krzyw¡
x(t) = −6t+ 6, y(t) = t2 + 2t, 1 ≤ t ≤ 3.
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Uwaga.

• Dla krzywej zadanej parametrycznie równaniami x = g(t),
y = h(t), gdzie g(t), h(t) s¡ ci¡gªe dla t1 ≤ t ≤ t2 oraz g(t)
jest rosn¡ca i ma ci¡gª¡ pochodn¡ na tym przedziale, pole ob-
szaru ograniczonego ªukiem tej krzywej oraz prostymi x = x1

i x = x2, gdzie x1 = g(t1), x2 = g(t2), dane jest wzorem

P =

x2∫
x1

|y|dx =

t2∫
t1

|h(t)|g′(t)dt,

• gdy g(t) jest malej¡ca na przedziale t1 ≤ t ≤ t2, wówczas

P =

x2∫
x1

|y|dx = −
t2∫

t1

|h(t)|g′(t)dt,

Rozwi¡zanie.

a) Poniewa» x = g(t) = t2 + 2t jest równaniem paraboli, wi¦c ªatwo
sprawdzi¢, »e jest to funkcja ci¡gªa i rosn¡ca dla t > −1, czyli dla
t ∈ ⟨1, 3⟩. Ponadto z tego, »e g′(t) = 2t+ 2 oraz |y| = |h(t)| = 6t− 6,
otrzymuje si¦

P =

3∫
1

(6t− 6)(2t+ 2)dt =

3∫
1

(12t2 − 12)dt =
[
4t3 − 12t

]3
1
= 80.

b) Analogicznie jak w poprzednim przykªadzie, x = g(t) = −6t + 6 jest
ci¡gªa na przedziale t ∈ ⟨1, 3⟩ i malej¡ca oraz g′(t) = −6 i |y| = t2+2t
na rozwa»anym odcinku, wi¦c

P = −
3∫

1

(t2 + 2t)(−6)dt =
3∫

1

(6t2 + 12t)dt =
[
2t3 + 6t2

]3
1
= 100.

W tym przypadku pole mo»na policzy¢ tak jak poprzednio, po uprzed-
nim przepisaniu funkcji z postaci parametrycznej do postaci jawnej.
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Z tego, »e x = −6t + 6, ªatwo otrzyma¢, »e t = −1
6
x + 1. Nast¦pnie

wystarczy wstawi¢ otrzymane t do równania na y

y =

(
−1

6
x+ 1

)2

+2

(
−1

6
x+ 1

)
=

1

36
(x−6)(x−18) = 1

36
x2−2

3
x+3

oraz policzy¢, »e x1 = g(1) = 0 i x2 = g(3) = −12. Z postaci ilo-
czynowej otrzymanej funkcji mo»na wywnioskowa¢, »e |y| = y dla
x ∈ ⟨−12, 0⟩, wi¦c

P = −
−12∫
0

(
1

36
x2 − 2

3
x+ 3

)
dx =

[
− 1

108
x3 +

1

3
x2 − 3x

]−12
0

= 100.

Przykªad 9.4. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku krzywej

a) f(x) = x2 − 6x+ 11, x ∈ ⟨1, 4⟩,
b) f(x) = coshx, x ∈ ⟨0, 1⟩,
c) x(t) = t2 + 2t, y(t) = 6t− 6, t ∈ ⟨0, 1⟩,
d) x(t) = sin t, y(t) = cos t, t ∈ ⟨0, π/4⟩.

Dªugo±¢ ªuku krzywej y = f(x) dla a ≤ x ≤ b :

Γ =

b∫
a

√
1 + (y′)2dx,

gdzie f jest funkcj¡ ci¡gª¡ na ⟨a, b⟩ oraz f ′ ci¡gª¡ na (a, b).
Gdy krzywa dana jest parametrycznie równaniami x = g(t),
y = h(t) i te funkcja maj¡ ci¡gªe pochodne na przedziale t ∈ ⟨t1, t2⟩
i ªuk tej krzywej nie ma cz¦±ci wielokrotnych, wtedy dªugo±¢ ªuku
dana jest wzorem:

Γ =

t2∫
t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt.
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Pomocne b¦d¡ wzory na caªki

•
∫ √

x2 + a2dx =
x

2

√
x2 + a2+

a2

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 + a2

∣∣∣+ c, dla x ∈ R,

•
∫ √

x2 − a2dx =
x

2

√
x2 − a2−a2

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣+c, dla |x| ≥ a.

Rozwi¡zanie.

a) Funkcja f(x) = x2 − 6x+ 11 jest ci¡gªa na odcinku ⟨1, 4⟩ oraz
f ′(x) = 2x− 6, wi¦c dªugo±¢ ªuku paraboli wynosi

Γ =

4∫
1

√
1 + (2x− 6)2dx =

2x− 6 = t
dx = dt

2

1 → −4
4 → 2

=
1

2

2∫
−4

√
12 + t2dt =

= 1
2

[
t
2

√
t2 + 1 + 1

2
ln
∣∣t+√t2 + 1

∣∣ ]2
−4

= 1
2

√
5 + 1

4
ln
∣∣2 +√5∣∣+

+
√
17 + 1

4
ln
∣∣−4 +√17∣∣ = √

5
2
+
√
17 + 1

4
ln
∣∣∣ 2+

√
5

−4+
√
17

∣∣∣ ≈ 6,13.

b)

Uwaga.
sinh x = ex−e−x

2
, (sinhx)′ = coshx,

cosh x = ex+e−x

2
, (cosh x)′ = sinhx,

cosh2 x− sinh2 x = 1,
∫

sinh xdx = cosh x+ c,

cosh2 x = e2x+2+e−2x

4
= cosh(2x)+1

2
,

∫
cosh xdx = sinh x+ c.

Funkcja f(x) = coshx jest tzw. krzyw¡ ªa«cuchow¡ i jest to funkcja
ci¡gªa na odcinku ⟨0, 1⟩ oraz f ′(x) = sinh x, wi¦c

Γ =

1∫
0

√
1 + sinh2 xdx =

1∫
0

cosh xdx = [sinh x]10 =

[
ex − e−x

2

]1
0

=

= e−e−1

2
− e0−e0

2
= e−e−1

2
≈ 1,18.

c) Krzywa dana jest parametrycznie i x′(t) = 2t+ 2, y′(t) = 6 s¡ ci¡gªe
dla t ∈ ⟨0, 1⟩ oraz (x′(t))2 + (y′(t))2 = 4t2 + 8t+ 40 = 4((t+ 1)2 + 9),
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wi¦c

Γ =

1∫
0

2
√

(t+ 1)2 + 9dt =

t+ 1 = z
dt = dz
0 → 1
1 → 2

=

2∫
1

2
√
z2 + 32dz =

=
[
z
√
z2 + 9 + 9 ln

∣∣z +√z2 + 9
∣∣]2

1
≈ 6,73.

d) Analogicznie x′(t) = cos t, y′(t) = − sin t s¡ ci¡gªe dla t ∈ ⟨0, π/4⟩,
ponadto (x′(t))2 + (y′(t))2 = 1, wi¦c

Γ =

π/4∫
0

dt = [t]
π/4
0 = π/4 ≈ 0,79.

Przykªad 9.5. Obliczy¢ obj¦to±¢ i pole powierzchni bryªy powstaªej
przez obrót funkcji

a) f(x) = 2x− 2 wokóª osi OX dla x ∈ ⟨1, 2⟩,
b) f(x) = 2− x2

2
wokóª osi OY dla x ∈ ⟨0, 2⟩.

• Obj¦to±¢ bryªy obrotowej powstaªej przez obrót wykresu funkcji
y = f(x) nieujemnej i ci¡gªej dla x ∈ ⟨a, b⟩ wokóª osi OX jest
dana wzorem:

V = π

b∫
a

y2dx

oraz
pole powierzchni bocznej tej bryªy (gdy funkcja f(x) ma ci¡gª¡
pochodn¡ na tym przedziale) dane wzorem:

S = 2π

b∫
a

y
√

1 + (y′)2dx.
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• Obj¦to±¢ bryªy obrotowej powstaªej przez obrót wykresu funkcji
y = f(x) nieujemnej i ci¡gªej dla x ∈ ⟨a, b⟩ wokóª osi OY jest
dana wzorem:

V = 2π

b∫
a

xydx

oraz
pole powierzchni bocznej tej bryªy (gdy funkcja f(x) ma ci¡gª¡
pochodn¡ na tym przedziale oraz a ≤ 0) dane wzorem:

S = 2π

b∫
a

x
√
1 + (y′)2dx.

Rozwi¡zanie.

a) Funkcja y = 2x − 2 jest ci¡gªa i nieujemna na odcinku ⟨1, 2⟩, wi¦c

V = π

2∫
1

(2x− 2)2dx = π

2∫
1

(4x2 − 8x+ 4)dx = π

[
4x3

3
− 4x2 + 4x

]2
1

=

= 4π
3
≈ 4,19,

S = 2π

2∫
1

(2x−2)
√
1 + 22dx = 2π

√
5

2∫
1

(2x−2)dx = 2
√
5π
[
x2 − 2x

]2
1
=

= 2
√
5π ≈ 14,05.

b) Funkcja jest ci¡gªa i nieujemna na odcinku ⟨0, 2⟩, wi¦c

V =2π

2∫
0

x

(
2− 1

2
x2

)
dx = 2π

2∫
0

(
2x− 1

2
x3

)
dx=2π

[
x2 − 1

8
x4

]2
0

=

= 2π ≈ 6,28,
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S = 2π

2∫
0

x
√
1 + x2dx =

1 + x2 = t
2xdx = dt
xdx = 1

2
dt

0 → 1
2 → 5

= π

5∫
1

√
tdt = π

[
2

3
t3/2
]5
1

=

= 2π
3

(
−1 + 5

√
5
)
≈ 21,32.

Przykªad 9.6. Obliczy¢ ±rodek ci¦»ko±ci

a) ªuku f(x) = cosh x dla x ∈ ⟨0,5; 1⟩,
b) pola trapezu krzywoliniowego ograniczonego funkcj¡ y = −x2 + 4 na

odcinku ⟨0, 1⟩.

• Wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci (ξ, η) ªuku krzywej y = f(x)
o pocz¡tku w punkcie A = (a, f(a)) i ko«cu B = (b, f(b)) o
staªej g¦sto±ci liniowej λ dane s¡ wzorami:

ξ =

b∫
a

x
√

1 + (y′)2dx

b∫
a

√
1 + (y′)2dx

, η =

b∫
a

y
√

1 + (y′)2dx

b∫
a

√
1 + (y′)2dx

,

przy zaªo»eniu, »e f ′ jest ci¡gªa na (a, b).
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• Wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci (ξ, η) trapezu krzywoliniowego
o staªej g¦sto±ci powierzchniowej ograniczonego ªukiem krzy-
wej y = f(x) o pocz¡tku w punkcie A = (a, f(a)) i ko«cu
B = (b, f(b)) o staªej g¦sto±ci liniowej λ dane s¡ wzorami:

ξ =

b∫
a

xydx

b∫
a

ydx

, η =

1
2

b∫
a

y2dx

b∫
a

ydx

,

przy zaªo»eniu, »e f jest ci¡gªa na ⟨a, b⟩.

Rozwi¡zanie.

a) Korzystaj¡c z uwagi zamieszczonej na stronie 163, otrzymuje si¦
√
1 + (y′)2 =

cosh x, czyli

ξ =

1∫
0,5

x coshxdx

1∫
0,5

cosh xdx

, η =

1∫
0,5

cosh2 xdx

1∫
0,5

cosh xdx

.

Trzeba obliczy¢ trzy caªki:
1∫

0,5

x coshxdx = [x sinhx− coshx]10,5 = −
1

e
+

3

4
√
e
+

√
e

4
,

1∫
0,5

cosh xdx = [sinh x]10,5 = −
1

2e
+

1

2
√
e
−
√
e

2
+

e

2
,

1∫
0,5

cosh2 xdx =

[
x

2
+

sinh(2x)

4

]1
0,5

=
1

4
− 1

8e2
+

1

8e
− e

8
+

e2

8
,

wi¦c

ξ =
− 1

e
+ 3

4
√
e
+
√
e

4

− 1
2e

+ 1
2
√
e
−
√
e

2
+ e

2

= 4+
√
e+e

2+2e3/2
≈ 0,76 η =

1
4
− 1

8e2
+ 1

8e
− e

8
+ e2

8

− 1
2e

+ 1
2
√
e
−
√
e

2
+ e

2

=≈ 1,32.
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b) Ze wzorów na ±rodek ci¦»ko±ci trapezu krzywoliniowego otrzymuje si¦

ξ =

1∫
0

x(−x2 + 4)dx

1∫
0

(−x2 + 4)dx

=

1∫
0

(−x3 + 4x)dx

1∫
0

(−x2 + 4)dx

= 21
44
≈ 0,48,

η =

1
2

1∫
0

(−x2 + 4)2dx

1∫
1

(−x2 + 4)dx

= 203
110
≈ 1,85

Przykªad 9.7. Korzystaj¡c z tabeli pomiarów pola przekroju baga»nika
pewnego samochodu

odlegªo±¢ x m 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
pole S(x) m2 0,90 0,88 0,82 0,72 0,58 0,40

i metody najmniejszych kwadratów (np. w programie Wolfram Alpha
z wykorzystaniem polecenia �t)
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otrzymuje si¦ wielomian pola przekroju poprzecznego w odlegªo±ci x m
od przedniej ±cianki S(x) = 0,9−0,5x2, gdy odlegªo±¢ pomi¦dzy ±cianami
(przedni¡ i tyln¡) wynosi 1 m. Obliczy¢ obj¦to±¢ tego baga»nika [4].

Gdy dla x ∈ ⟨a, b⟩ S(x) jest ci¡gª¡ funkcj¡ pola przekroju bryªy
pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do osi OX w punkcie x, to obj¦to±¢ tej
bryªy dana jest wzorem:

V =

b∫
a

S(x)dx.

Rozwi¡zanie. V =

1∫
0

(0,9− 0,5x2)dx =

[
9x

10
− x3

6

]1
0

=
11

15
≈ 0,73 m3.

Caªki niewªa±ciwe

Przykªad 9.8. Obliczy¢ caªk¦

a)

∞∫
0

exdx, b)

0∫
−∞

4

x2 + 1
dx, c)

0∫
−1

1
3
√
x
dx, d)

2∫
0

1

2x− 4
dx.
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∞∫
a

f(x)dx = lim
A→∞

A∫
a

f(x)dx, gdzie f(x) okre±lona na ⟨a,∞),

b∫
∞

f(x)dx = lim
B→−∞

b∫
B

f(x)dx, gdzie f(x) okre±lona na (−∞, b⟩,

b∫
a

f(x)dx = lim
h→0+

b∫
a+h

f(x)dx, gdzie f(x) okre±lona na (a, b⟩, h > 0,

b∫
a

f(x)dx = lim
h→0+

b−h∫
a

f(x)dx, gdzie f(x) okre±lona na ⟨a, b) h > 0.

Ponadto je»eli granica ta jest:

• wªa±ciwa (otrzymany wynik jest liczb¡), to caªka jest zbie»na,
• niewªa±ciwa (±∞), to caªka jest rozbie»na do ±∞,
• w pozostaªych przypadkach caªka jest rozbie»na.

Rozwi¡zanie.

a) Funkcja f(x) = ex jest okre±lona na R, wi¦c

∞∫
0

exdx = lim
A→∞

A∫
0

exdx = lim
A→∞

[ex]A0 = lim
A→∞

(eA − e0) =∞− 1 =∞.

b) Funkcja f(x) = 4
x2+1

jest okre±lona na R, wi¦c
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0∫
−∞

4

x2 + 1
dx = lim

B→−∞

0∫
B

4

x2 + 1
dx = 4 lim

B→−∞
[arctg x]0B =

= 4 lim
B→−∞

(arctg 0− arctgB) = 4 (arctg 0− arctg(−∞)) =

= 4
(
0−

(
−π

2

))
= 2π.

c) Funkcja f(x) = 1
3√x jest okre±lona na R \ {0}, wi¦c

0∫
−1

1
3
√
x
dx = lim

h→0+

0−h∫
−1

1
3
√
x
dx = lim

h→0+

[
3x2/3

2

]0−h
−1

=
3

2
lim
h→0+

[
x2/3

]0−h
−1 =

= 3
2
lim
h→0+

(
(−h)2/3 − 1

)
= 3

2

(
(−0+)2/3 − 1

)
= 3

2
(0− 1) = −3

2
.

d) Funkcja f(x) = 1
2x−4 jest okre±lona na R \ {2}, wi¦c

2∫
0

1

2x− 4
dx =

2∫
0

1

2x− 4
dx = lim

h→0+

2−h∫
0

1

2x− 4
dx =

= lim
h→0+

[
1
2
ln |2x− 4|

]2−h
0

= 1
2
lim
h→0+

(ln |2(2− h)− 4| − ln | − 4|) =

= 1
2
lim
h→0+

(ln 2h− ln 4) = −∞− ln 4 = −∞.
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Przykªad 9.9. Obliczy¢ pole obszaru, którego brzegiem jest krzywa

a) y = 4
x2+1

i o± OX,
b) y = e−x oraz dodatnia cz¦±¢ osi OX i OY ,
c) y = ln x i proste x = 0, x = e.

Rozwi¡zanie.

a) Korzystaj¡c ze wzorów na stronie 157 i wykresu funkcji

P =

∞∫
−∞

∣∣∣∣ 4

x2 + 1

∣∣∣∣ dx = 4

∞∫
−∞

1

x2 + 1
dx = 4 lim

A→∞

A∫
−A

1

x2 + 1
dx =

= lim
A→∞

[arctg x]A−A = 4 lim
A→∞

(arctgA− arctg(−A)) =

= 4 (arctg∞− arctg(−∞)) = 4
(
π
2
−
(
−π

2

))
= 4π ≈ 12,57.

b) Analogicznie dla funkcji f(x) = e−x

P =

∞∫
0

∣∣e−x∣∣ dx =

∞∫
0

e−xdx = lim
A→∞

A∫
0

e−xdx = lim
A→∞

[
−e−x

]A
0
=

= lim
A→∞

(
−e−A + e0

)
= −e−∞ + 1 = 0 + 1 = 1.
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c) Dla funkcji f(x) = ln x na odcinku (0, e⟩ otrzymuje si¦

P =

e∫
0

|ln x| dx = −
1∫

0

ln xdx+

e∫
1

ln xdx = − lim
h→0+

1∫
0+h

ln xdx+

+

e∫
1

ln xdx = − lim
h→0+

[x ln |x| − x]1h + [x ln |x| − x]e1 =

= − lim
h→0+

(1 ln 1− 1− h lnh+ h) + (e ln e− e− 1 ln 1 + 1) = 2.

Przykªad 9.10. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=2

1
n lnn

.

Caªkowe kryterium zbie»no±ci szeregu
Je»eli f(x) jest funkcj¡ ci¡gª¡, dodatni¡ i malej¡c¡ na przedziale
⟨n0,∞) i n0 ∈ N , to

caªka niewªa±ciwa

∞∫
n0

f(x)dx i szereg
∞∑

n=n0

f(n)

s¡ jednocze±nie zbie»ne albo rozbie»ne.

Rozwi¡zanie. W przypadku szeregu
∞∑
n=2

1
n lnn

wystarczy rozwa»y¢ funk-

cj¦ f(x) = 1
x lnx

na przedziale ⟨2,∞), a nast¦pnie caªk¦
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∞∫
2

1

x lnx
dx = lim

A→∞

A∫
2

1

x lnx
dx =

ln x = t
1
x
dx = dt

2 → ln 2
A → lnA

= lim
A→∞

lnA∫
ln 2

1

t
dt =

= lim
A→∞

[ln |t|]lnA
ln 2 = lim

A→∞
(ln(lnA)− ln(ln 2))= (ln(ln∞)− ln(ln 2)) = ∞.

Czyli caªka

∞∫
2

1

x lnx
dx =∞ jest rozbie»na do ∞, a wi¦c szereg

∞∑
n=2

1
n lnn

równie».

9.2. Zadania

Zadanie 9.1. Obliczy¢ caªki oznaczone

a)

1∫
0

(7x6− 6x5−2x)dx,

b)

1∫
−1

(x7 − x3 + e+ sin 2)dx,

c)

3∫
1

(
3
√
x2)dx,

d)

e∫
1

4x3 + 2x4 + x2

x3
dx,

e)

ln 2∫
ln 1

2

(2x+ 4ex)dx,

f)

1∫
0

x2

x3 + 5
dx,

g)

π
4∫

0

x cosxdx,

h)

e∫
1

(2x− 25x4 ln x)dx,

i)

π
6∫

−π
3

sin 4xdx,

j)

1∫
0

(4x+ 1)5dx,

k)

π
6∫

0

x cos 3xdx,

l)

1∫
−1

(2x3 +3x+1)6(6x2 +3)dx,

m)

2∫
1

(log2 x+ 2x)dx,

n)

1∫
−1

e6x−5dx.
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Zadanie 9.2. Obliczy¢ pole obszaru

a) ograniczonego dodatnimi cz¦±ciami osi oraz krzyw¡ y = −x2+2x+3,

b) ograniczonego wykresami funkcji y = x2

4
− 3

4
x− 2 oraz

y = −x2 + 3x+ 3,

c) ograniczonego wykresem funkcji y = 2 sinx, osi¡ OX oraz prostymi
x = 0 i x = π,

d) ograniczonego krzywymi y = cosx i y = 2
π
x− 1 oraz y = − 9

2π
x− 1,

e) ograniczonego wykresami funkcji y = 2x2 i y = 4x,

f) ograniczonego wykresem funkcji y = −3x2+27 i dodatnimi cz¦±ciami
osi.

Zadanie 9.3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami ukªadu wspóª-
rz¦dnych oraz krzyw¡ dan¡ parametrycznie

a) x(t) = sin t, y(t) = cos t dla t ∈ ⟨0, π
2
⟩,

b) x(t) = cos t, y(t) = t dla t ∈ ⟨0, π
2
⟩.

Zadanie 9.4. Obliczy¢ pola dziaªek o nast¦puj¡cych ksztaªtach

Zadanie 9.5. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku krzywych

a) y = −x2 + 4, dla x ∈ ⟨0, 1⟩,
b) y = 2

√
x dla x ∈ ⟨0, 1⟩,

c) cykloidy x(t) = 2(t− sin t), y(t) = 2(1− cos t) dla t ∈ ⟨0, 2π⟩,



176 Caªki oznaczone, niewªa±ciwe, zastosowanie rachunku caªkowego

d) x(t) = t2, y(t) = t3 dla t ∈ ⟨0, 1⟩.

Zadanie 9.6. Obliczy¢ obj¦to±¢ i pole powierzchni bryªy powstaªej

a) z obrotu wzgl¦dem osi OX, funkcji y = 2x− 4 na odcinku ⟨2, 4⟩,
b) obrotu wzgl¦dem osi OY , funkcji y = 3− coshx na odcinku ⟨0, 1⟩.

Zadanie 9.7. Obliczy¢

a) ±rodek ci¦»ko±ci ªuku y = 3x− 7 dla x ∈ ⟨2, 4⟩,
b) ±rodek ci¦»ko±ci obszaru ograniczonego funkcj¡ y = π + sin x

dla x ∈ ⟨0, π⟩.

Zadanie 9.8. Korzystaj¡c z tabeli pomiarów pola przekroju ªodzi
w odlegªo±ci x od jej dzioba (ªód¹ ma dªugo±¢ 10 m)

odlegªo±¢ x m 0 2 4 6 8 10
pole S(x) m2 0,1 1,1 1,8 2 1,7 1,2

i metody najmniejszych kwadratów (np. w programie Wolfram Alpha z
wykorzystaniem polecenia �t) otrzyma¢ wielomian pola przekroju po-
przecznego w odlegªo±ci x m od przedniej ±cianki i obliczy¢ obj¦to±¢
kadªuba ªodzi [4].

Zadanie 9.9. Oblicz caªk¦

a)

∞∫
0

ex+2dx, b)

0∫
−∞

1

x2 + 4
dx, c)

1∫
0

1
4
√
x
dx, d)

5∫
2

1

2x− 4
dx.

Zadanie 9.10. Obliczy¢ pole obszaru, którego brzegiem jest krzywa

a) f(x) = 3
4x2+1

dx i o± OX,

b) f(x) = ex i o± OX dla x ∈ (−∞, 1⟩,
c) f(x) = ln x i o± OX dla x ∈ (0, 2e⟩.

Zadanie 9.11. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu

a)
∞∑
n=1

1
n2+1

, b)
∞∑
n=3

2n
n2+4

, c)
∞∑
n=4

4n3

n4+9
, d)

∞∑
n=2

e−x.
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9.3. Odpowiedzi

Zad. 9.1

a) −1,
b) 2e+ 2 sin 2,

c) − 3
5
+ 3

5
e5/3,

d) −4 + 4e+ e2,

e) 6,

f) 1
3
ln 6

5
,

g) −1 +
√
2

2
π
√
2

8
,

h) −2+ e2 − 4e5,

i) 0,

j) 651,

k) − 1
9
+ π

18
,

l) 296320
7

,

m) 2 + 1
ln 2

,

n) −1+e12

6e11
.

Zad. 9.2

a)

b)

c)

d)

P =

0∫
−π

3

(
cosx−

(
−

9

2π
x− 1

))
+

+

π
2∫

0

(
cosx−

(
2

π
x− 1

))
dx = 1+

√
3

2
+

+π
3
,

e) P = 8/3, f) P = 54
Zad. 9.3 a) π

4
, b) 1.

Zad. 9.4 a) π2 + 2, b) π2 + 2, c) 5600/3, d) 2, e) π2 − 4, f) π2 − 6.



178 Caªki oznaczone, niewªa±ciwe, zastosowanie rachunku caªkowego

Zad. 9.5 a) 1
4

(
2
√
5 + ln(2 +

√
5)
)
, b)
√
2 + ln(1 +

√
2), c) 16, d) 1

27

(
−8 + 13

√
13
)
.

Zad. 9.6 a) V = 32π
3

, S = 8
√
5π, b) V = 2

(
1
2
+ 1

e

)
π, S =

2(−1+e)π
e

.

Zad. 9.7 a) (ξ, η) = (3, 2), b) (ξ, η) =

(
π
2
, 1
2

(
9π

2(2+π2)
+ π3

2+π2

))
.

Zad. 9.8 S(x) = −0,0513x2 + 0,6205x+ 0,0964,

V =

10∫
0

(
−0,0513x2 + 0,6205x+ 0,0964

)
dx ≈ 14,889 m3.

Zad. 9.9 a) ∞, b) π
4
, c) 4

3
, d) ∞.

Zad. 9.10 a) 3π
2
, b) e, c) 2 + e ln 4.

b) e, c) 2 + e ln 4.
Zad. 9.11

a)

∞∫
1

1

x2 + 1
dx = lim

A→∞
[arctg x]A1 =

π

4
, wi¦c szereg

∞∑
n=1

1
n2+1

jest zbie»ny,

b)

∞∫
3

2x

x2 + 4
dx = lim

A→∞

[
ln |x2 + 4|

]A
3

=∞, wi¦c szereg
∞∑

n=1

2n
n2+4

jest rozbie»ny do ∞.

c)

∞∫
4

4x3

x4 + 9
dx = lim

A→∞

[
ln |x4 + 9|

]A
4

=∞, wi¦c szereg
∞∑

n=1

4x3

x4+9
jest rozbie»ny do ∞.

d)

∞∫
2

e−xdx = lim
A→∞

[
−e−x

]A
2

=
1

e2
, wi¦c szereg

∞∑
n=1

e−x jest zbie»ny.



Rozdziaª 10

Liczby zespolone

Zadania dotycz¡ce dziaªa« na liczbach zespolonych, a tak»e rozkªa-
dania wyra»e« wymiernych na uªamki proste w celu obliczania caªek z
funkcji wymiernych.

10.1. Przykªady

Przykªad 10.1. Wykona¢ dziaªania na liczbach zespolonych (przedsta-
wi¢ w postaci algebraicznej):

a) i3, i4, i5, i6, i2000, i1001,

b) (2 + 3i) + (5− 2i),

c) 4(2 + 3i)− 3(5− 2i),

d) (2− 4i)(1− i),

e) 2−4i
1+i

,

f) (6− 3i) · (2 + 4i) + 3i13.

i2 = −1,

gdzie i � jednostka urojona.
Zbiór liczb zespolonych oznacza si¦ przez C.

Liczb¦
z = x+ y i,

tak¡ »e x, y ∈ R, nazywamy liczb¡ zespolon¡ w postaci
algebraicznej, natomiast
x � cz¦±ci¡ rzeczywist¡ liczby zespolonej z,
y � cz¦±ci¡ urojon¡ liczby zespolonej z.
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Niech z1 = x1 + y1i oraz z2 = x2 + y2i, gdzie x1, x2, y1, y2 ∈ R

• z1 ± z2 = (x1 + y1i)± (x2 + y2i) = (x1 + x2)± (y1 + y2)i,

• z1 · z2 = (x1 + y1i) · (x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + y1x2)i,

• z1 = x1 + y1i = x1 − y1i, liczb¦ z1 nazywa si¦ liczb¡ sprz¦»on¡
do z1,

• 1
z1

= 1
z1
· z1
z1
.

Rozwi¡zanie.

a) i3 =
�� ��i2

−1

= · i,= −1 · i = −i,

i4 =
�� ��i2

−1

= ·
�� ��i2

−1

= = (−1)2 = 1,

i5 =
�� ��i4

1

= · i = 1 · i = i,

i6 =

(�� ��i2
−1

=

)3

= (−1)3 = −1,

i2000 =

(�� ��i2
−1

=

)1000

= (−1)1000 = 1,

i1001 =

(�� ��i2
−1

=

)500

· i = (−1)500 · i = i,

b) (2 + 3i) + (5− 2i) = (2 + 5) + (3− 2)i = 7 + i,

c) 4(2 + 3i)− 3(5− 2i) = 8 + 12i− 15 + 6i = −7 + 18i,

d) mno»enie wykonuje si¦ tak jak w liczbach zespolonych, pami¦taj¡c,

»e
�� ��i2 = −1

(2−4i)(1−i) = 2 ·1+2 ·(−i)−4i ·1−4i ·(−i) = 2−2i−4i+4
�� ��i2

−1

= =
= 2− 2i− 4i− 4 = −2− 6i,

e) 2−4i
1+i

= 2−4i
1+i
· 1−i
1−i =

(2−4i)(1−i)
12−(i)2 = −2−6i

2
= −1− 3i,

f) (6−3i) · (2 + 4i)+3i13 = (6−3i) · (2−4i)+3i = 0−30i+3i = −27i.

Przykªad 10.2. Liczby zespolone przedstawi¢ w postaci trygonome-
trycznej i wykªadniczej

a) 1 + i, 2− 2i, −1 +
√
3i, −

√
3− i,
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b) (1 + i)5, (2− 2i)4(−1 +
√
3i)3 (−

√
3− i)24.

Liczb¦ zespolon¡ z mo»na zapisa¢ w postaci:

• algebraicznej
z = x+ yi, gdzie x, y ∈ R,

• trygonometrycznej
z = |z|(cosφ+ i sinφ),

gdzie |z| =
√

x2 + y2, cosφ = x
|z| , sinφ = y

|z|,

• wykªadniczej
z = |z|eiφ.

Warto±ci funkcji sinus i cosinus.

I ¢wiartka II ¢wiartka

φ
0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

cosφ 1
√
3
2

√
2
2

1
2

0 −1
2
−
√
2
2
−
√
3
2

−1

sinφ 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1
√
3
2

√
2
2

1
2

0

III ¢wiartka IV ¢wiartka

φ
180◦ 210◦ 225◦ 240◦ 270◦ 300◦ 315◦ 330◦ 360◦

π 7π
6

5π
4

4π
3

3π
2

5π
3

7π
4

11π
6

2π

cosφ −1 −
√
3
2
−
√
2
2

−1
2

0 1
2

√
2
2

√
3
2

1

sinφ 0 −1
2
−
√
2
2
−
√
3
2

−1 −
√
3
2
−
√
2
2

−1
2

0

Rozwi¡zanie.

a) Je»eli z1 = 1 + i, to x1 = 1, oraz y1 = 1, wi¦c |z1| =
√
12 + 12 =

√
2

oraz
cosφ1 =

1√
2
=
√
2
2

sinφ1 =
1√
2
=
√
2
2

}
czyli φ1 = π

4
. Maj¡c obliczone |z1| i argument



182 Liczby zespolone

gªówny φ1 (odczytany, np. z tabeli), liczb¦ zespolon¡ mo»na zapisa¢
w postaci:

z1 = 1 + i︸︷︷︸
p. algebraiczna

=
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
︸ ︷︷ ︸

p. trygonometryczna

=
√
2ei

π
4 .︸ ︷︷ ︸

p. wykªadnicza

Analogicznie
je»eli z2 = 2− 2i, to x2 = 2, y2 = −2, |z2| =

√
22 + (−2)2 = 2

√
2,

cosφ2 =
2

2
√
2
=
√
2
2

sinφ2 =
−2
2
√
2
= −

√
2
2

}
czyli φ2 =

7π
4
, wi¦c

z2 = 2− 2i = 2
√
2
(
cos 7π

4
+ i sin 7π

4

)
= 2
√
2ei

7π
4 .

Je»eli z3= −1+
√
3i, to x3= −1, y3 =

√
3, |z3| =

√
(−1)2 + (

√
3)2=2,

cosφ3 =
−1
2

sinφ3 =
√
3
2

}
czyli φ3 =

2π
3
, wi¦c

z3 = −1 +
√
3i = 2

(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)
= 2ei

2π
3 .

Je»eli z4 = −
√
3− i, to x4 = −

√
3, y4 = −1, |z4| = 2,

cosφ4 =
−
√
3

2

sinφ4 =
−1
2

}
czyli φ4 =

7π
6
, wi¦c

z4 = −
√
3− i = 2

(
cos 7π

6
+ i sin 7π

6

)
= 2ei

7π
6 .

Wzór de Moivre'a zn = |z|n (cosnφ+ i sinnφ) .

b) Korzystaj¡c z postaci trygonometrycznych otrzymanych w poprzed-
nim podpunkcie i wzoru de Moivre'a, mamy

(1 + i)5 =
(√

2
(
cos π

4
+ i sin π

4

))5
=
(√

2
)5 (

cos 5 · π
4
+ i sin 5 · π

4

)
=

= 4
√
2
(
cos 5π

4
+ i sin 5π

4

)
= 4
√
2ei

5π
4 = 4

√
2
(
−
√
2
2
−
√
2
2
i
)
= −4− 4i.

Najpro±ciej jest w tym przykªadzie skorzysta¢ z postaci wykªadniczej

(2−2i)4(−1+
√
3i)3(−

√
3+i)24 =

(
2
√
2ei

7π
4

)4
·
(
2ei

2π
3

)3
·
(
2ei

7π
6

)24
=

= 26 · 23 · 224ei 7π4 ·4+i 2π
3
·3+i 7π

6
·24 = 233ei(7π+2π+28π) = 233ei37π =

= 233(cos 37π+ i sin 37π), z okresowo±ci funkcji trygonometrycznych

cos 37π = cos π oraz sin 37π = sin π, wi¦c
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(2− 2i)4(−1 +
√
3i)3(−

√
3 + i)24 = 233(cos π + i sinπ) =

= 233eiπ = 233(−1 + i · 0) = −233.

Przykªad 10.3. Obliczy¢
√
−9, 6
√
1, 6
√√

3− i.

Ka»da liczba zespolona z = |z|(cosφ + i sinφ), gdzie φ ∈ ⟨0, 2π),
ma dokªadnie n pierwiastków stopnia n. Zbiór pierwiastków ma
posta¢:

n
√
z = {z0, z1, . . . , zn−1},

gdzie

zk =
n
√
|z|
(
cos

φ+ 2kπ

n
+ i sin

φ+ 2kπ

n

)
dla k = 0, 1, . . . , n− 1.

Je»eli z = −9, to x = −9, y = 0, |z| =
√
(−9)2 + 02 = 9,

cosφ = −9
9

= −1
sinφ = 0

9
= 0

}
czyli φ = π, wi¦c

z = −9 = 9(cos π + i sin π).

Szukane s¡ pierwiastki drugiego stopnia dla z = −9,
wi¦c zk =

√
|z|
(
cos π+2kπ

2
+ i sin π+2kπ

2

)
dla k = 0, 1, czyli

z0 =
√
9
(
cos π+2·0π

2
+ i sin π+2·0π

2

)
= 3

(
cos π

2
+ i sin π

2

)
= 3(0 + i) = 3i,

z1 =
√
9
(
cos π+2·1π

2
+ i sin π+2·1π

2

)
= 3

(
cos 3π

2
+ i sin 3π

2

)
= 3(0− i) = −3i.

Dla 6
√
1 jest 6 pierwiastków z liczby zespolonej z = 1 = 1(cos 0 + i sin 0),

poniewa» |z| = 1, cosφ = 1
1
= 1, sinφ = 0

1
= 0, czyli φ = 0,

st¡d zk =
6
√
1
(
cos 2kπ

6
+ i sin 2kπ

6

)
dla k = 0, 1, . . . , 5, czyli

z0 = 1, z3 = cosπ + i sin π = −1,

z1 = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i, z4 = cos

4π

3
+ i sin

4π

3
= −1

2
−
√
3

2
i,

z2 = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i, z5 = cos

5π

3
+ i sin

5π

3
=

1

2
−
√
3

2
i.
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W przypadku 5
√√

3− i jest 5 pierwiastków z liczby√
3− i = 2

(
cos 11π

6
+ i sin 11π

6

)
zk =

5
√
2
(
cos

11π
6

+2kπ

5
+ i sin

11π
6

+2kπ

5

)
dla k = 0, 1, . . . , 4, czyli

z0 =
5
√
2

(
cos

11π

30
+ i sin

11π

30

)
,

z1 =
5
√
2

(
cos

11π
6

+ 2π

5
+ i sin

11π
6

+ 2π

5

)
=

5
√
2

(
cos

23π

30
+ i sin

23π

30

)
,

z2 =
5
√
2

(
cos

11π
6

+ 4π

5
+ i sin

11π
6

+ 4π

5

)
=

5
√
2

(
cos

7π

6
+ i sin

7π

6

)
=

=
5
√
2

(
−
√
3

2
− 1

2
i

)
= −

5
√
2
√
3

2
−

5
√
2

2
i,

z3 =
5
√
2

(
cos

11π
6

+ 6π

5
+ i sin

11π
6

+ 6π

5

)
=

5
√
2

(
cos

47π

30
+ i sin

47π

30

)
,

z4 =
5
√
2

(
cos

11π
6

+ 8π

5
+ i sin

11π
6

+ 8π

5

)
=

5
√
2

(
cos

59π

30
+ i sin

59π

30

)
.

Przykªad 10.4. Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych na pªaszczy¹nie ze-
spolonej

a) rozwi¡zania z przykªadu 10.3,
b) |z− (2+2i)| = 2, 2+2i, 1+3i, 3+3i, 1+ i, 3+ i, 1,5+0,7i, 2,5+0,7i,

2 + 0,5i.

Rozwi¡zanie.

a)

b) Równanie |z − (2 + 2i)| = 2 mo»na zapisa¢ w postaci
|x+ yi− (2 + 2i)| = 2 lub inaczej

√
(x− 2)2 + (y − 2)2 = 2, a to jest

równanie okr¦gu (x − 2)2 + (y − 2)2 = 4 o ±rodku w punkcie (2, 2)
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i promieniu 2. Wystarczy nanie±¢ na ukªad wspóªrz¦dnych pozostaªe
liczby zespolone jako punkty

2 + 2i = (2, 2), 1 + 3i = (1, 3), 3 + 3i = (3, 3),

1 + i = (1, 1), 3 + i = (3, 1), 1,5 + 0,7i = (1,5; 0,7),

2,5 + 0,7i = (2,5; 0,7), 2 + 0,5i = (2; 0,5).

Przykªad 10.5. Rozwi¡za¢ równanie w liczbach zespolonych

a) z2 + 2z + 4 = 0,
b) z2 + 4 = 0,

c) z2 + 2z + 2 = 0,
d) z2 − 2z + 9 = 0.

W zbiorze liczb zespolonych C równanie

az2 + bz + c = 0, a, b, c ∈ R

• dla ∆ =≥ 0 rozwi¡zuje si¦ tak samo jak w liczbach rzeczywistych,

• gdy ∆ = −d < 0 (dla d ∈ R+), to za pierwiastek z wyró»-
nika trójmianu kwadratowego wystarczy wzi¡¢ jeden z pierwiastków√
∆ =

√
−d = ±i

√
d, a nast¦pnie zastosowa¢ znane wzory

z1 =
−b−i

√
d

2a
, z2 =

−b+i
√
d

2a
.

Rozwi¡zanie.

a) Dla równania z2 + 2z + 4 = 0 otrzymuje si¦ ∆ = −12,
√
∆ = 2

√
3i,

wi¦c

z1 =
−2−2

√
3i

2
= −1−

√
3i, z2 =

−2+2
√
3i

2
= −1 +

√
3i.

b) Analogicznie dla z2 + 4 = 0, ∆ = −16,
√
∆ = 4i, wi¦c

z1 =
0−4i
2

= −2i, z2 =
0+4i
2

= 2i,

c) z2 + 2z + 2 = 0, ∆ = −4,
√
∆ = 2i, wi¦c
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z1 =
−2−2i

2
= −1− i, z2 =

−2+2i
2

= −1 + i,

d) z2 − 2z + 9 = 0. ∆ = −32,
√
∆ = 4

√
2i, wi¦c

z1 =
2−4
√
2i

2
= 1− 2

√
2i, z2 =

2+4
√
2i

2
= 1 + 2

√
2i.

Przykªad 10.6. Obliczy¢ caªki nieoznaczone z funkcji wymiernych (naj-
pierw rozªo»y¢ funkcje na uªamki proste)

a) 2x2+2
(x−1)(x−2)(x+3)

, b) −14+16x+13x2

(x−1)(1+x+x2)
, c) 5x2−x+18

(x+2)(x2+4)
.

Niech P (x)
Q(x)

= P (x)

a(x−a1)k1 ...(x−am)km (x2+p1x+q1)l1 ...(x2+pnx+qn)ln
, gdzie wie-

lomian P (x) jest ni»szego stopnia ni» Q(x) oraz x2 + pix + qi nie
maj¡ pierwiastków rzeczywistych, tzn. ∆ < 0. Je»eli f(x) = P (x)

Q(x)

jest funkcj¡ wymiern¡, to istniej¡ staªe Ai,k, Bj,l, Cj,l , takie »e

f(x) =
m∑
i=1

ki∑
k=1

Ai,k

(x− ai)k
+

n∑
j=1

lj∑
l=1

Bj,lx+ Cj,l

(x2 + pjx+ qj)l

skªadniki sumy nazywa si¦ uªamkami prostymi [9].

Prostsza wersja:

f(x) = P (x)
(x−a)2(x−b)(x2+px+q)

=

= A1

x−a +
A2

(x−a)2 +
A3

x−b +
Bx+C

x2+px+q
,

gdzie stopie« wielomianu P (x) < 5 oraz p2 − 4q < 0, czyli brak
pierwiastków równania x2 + px+ q = 0.

W przypadku braku pierwiastków równania x2 + px + q = 0, czyli
gdy ∆ = p2 − 4q < 0, korzysta si¦ na przykªad z liczb zespolonych
przy wyznaczaniu wspóªczynników B,C.

Rozwi¡zanie.

a) Postulowany rozkªad na uªamki proste

f(x) =
2x2 + 2

(x− 1)(x− 2)(x+ 3)
=

A1

x− 1
+

A2

x− 2
+

A3

x+ 3
.
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Wystarczy obliczy¢ A1, A2, A3. W tym celu mno»ymy powy»sze rów-
nanie najpierw przez x− 1

f(x)(x− 1) =
2x2 + 2

(x− 2)(x+ 3)
= A1 +

A2(x− 1)

x− 2
+

A3(x− 1)

x+ 3
,

a nast¦pnie liczymy warto±¢ otrzymanego wyra»enia dla x = 1

f(x)(x− 1)|x=1 =
2x2+2

(x−2)(x+3)

∣∣∣
x=1

= A1 +
A2(x−1)

x−2 + A3(x−1)
x+3

∣∣∣
x=1

,

czyli A1 = 2·12+2
(1−2)(1+3)

= −1. Analogicznie, »eby wyznaczy¢ A2, na-

le»y pomno»y¢ przez x−2, a nast¦pnie obliczy¢ warto±¢ otrzymanego
wyra»enia dla x = 2

A2 = f(x)(x− 2)|x=2 =
2x2 + 2

(x− 1)(x+ 3)

∣∣∣∣
x=2

=
2 · 22 + 2

(2− 1)(2 + 3)
= 2

oraz po pomno»eniu przez x+ 3 i obliczeniu dla x = 3

A3 = f(x)(x+ 3)|x=−3 =
2x2 + 2

(x− 1)(x− 2)

∣∣∣∣
x=−3

=
2 · (−3)2 + 2

(−3− 1)(−3− 2)
= 1,

czyli

f(x) =
2x2 + 2

(x− 1)(x− 2)(x+ 3)
=
−1

x− 1
+

2

x− 2
+

1

x+ 3
.

Po rozkªadzie na uªamki proste mo»na przej±¢ do policzenia caªki∫
2x2 + 2

(x− 1)(x− 2)(x+ 3)
dx =

∫ (
−1

x− 1
+

2

x− 2
+

1

x+ 3

)
dx =

= − ln |x− 1|+ 2 ln |x− 2|+ ln |x+ 3|+ c = ln
∣∣∣ (x−2)2(x+3)

x−1

∣∣∣+ c.

b) Poniewa» x2 + x + 1 nie da si¦ rozªo»y¢ na czynniki w liczbach rze-
czywistych (∆ < 0), postulowana posta¢ rozkªadu na uªamki proste

f(x) =
−14 + 16x+ 13x2

(x− 1) (1 + x+ x2)
=

A

(x− 1)
+

Bx+ C

1 + x+ x2
.

Analogicznie jak w poprzednim przykªadzie

A = f(x)(x− 1)|x=1 =
−14 + 16x+ 13x2

1 + x+ x2

∣∣∣∣
x=1

= 5.
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Do policzenia B i C skorzysta¢ nale»y z jednego z rozwi¡za« równania
x2 + x+ 1 = 0 w liczbach zespolonych

∆ = −3,
√
∆ =

√
3i, x1 = −

1

2
+

√
3

2
i, x2 = −

1

2
−
√
3

2
i,

to znaczy Bx+ C|
x=− 1

2
+
√
3

2
i
= f(x)(x2 + x+ 1)|

x=− 1
2
+
√
3

2
i
=

= −14+16x+13x2

x−1

∣∣∣
x=− 1

2
+
√
3

2
i
, czyli

B
(
−1

2
+
√
3
2
i
)
+ C = −14+16x+13x2

x−1

∣∣∣
x=− 1

2
+
√
3
2
i
po uproszczeniu

C − B
2
+
√
3B
2

i = 15 + 4
√
3i. Dwie liczby zespolone s¡ sobie równe,

gdy maj¡ takie same cz¦±ci rzeczywiste i urojone{
C − B

2
= 15√

3B
2

= 4
√
3

⇒
{

B = 8
C = 19

. Po rozªo»eniu na uªamki proste

f(x) =
−14 + 16x+ 13x2

(x− 1) (1 + x+ x2)
=

5

(x− 1)
+

8x+ 19

1 + x+ x2

oraz skorzystaniu z tego, »e 8x+19
1+x+x2 = 4 2x+1

1+x+x2 + 15 1
1+x+x2 i z postaci

kanonicznej trójmianu kwadratowego x2+x+1 =
(
x+ 1

2

)2
+ 3

4
, mo»na

policzy¢ caªk¦ z tej funkcji, korzystaj¡c z metody podstawienia i wzo-
rów ze strony 142∫
−14 + 16x+ 13x2

(x− 1) (1 + x+ x2)
dx =

∫
5

(x− 1)
dx+

∫
8x+ 19

1 + x+ x2
dx =

=

∫
5

(x− 1)
dx+ 4

∫
2x+ 1

1 + x+ x2
dx+ 15

∫
1

(x+ 1/2)2 + 3/4
dx =

= 5 ln |x− 1|+ 4 ln |x2 + x+ 1|+ 10
√
3 arctg 2x+1√

3
+ c.

c) Analogicznie f(x) = 5x2−x+18
(x+2)(x2+4)

= A
x+2

+ Bx+C
x2+4

,

A = f(x)(x+ 2)|x=−2 =
5x2−x+18

x2+4

∣∣∣
x=−2

= 5,

x2 + 4 = 0,
√
∆ =

√
−16 = 4i, x1,2 = ±2i,

Bx+ C|x=2i = f(x)(x2 + 4)|x=2i =
5x2−x+18

x+2

∣∣∣
x=2i

,

C + 2Bi = −1⇒ B = 0, C = −1

f(x) = 5x2−x+18
(x+2)(x2+4)

= 5
x+2
− 1

x2+4
,
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wi¦c∫
5x2 − x+ 18

(x+ 2)(x2 + 4)
dx =

∫
5

x+ 2
dx−

∫
1

x2 + 4
dx =

= 5 ln |x+ 2| − 1
2
arctg x

2
+ c.

10.2. Zadania

Zadanie 10.1. Zapisa¢ w postaci algebraicznej

a) (1 + 3i)(3i− 2) + 5i
1+2i

,

b) (2−2i)3
1+i

+ i(2 + 7i),

c)
(
1+3i
1−i − 2i

)20
,

d)
(
2−3i
i13

+ (4− 3i)(5− 2i)− 23
)3
.

Zadanie 10.2. Liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej
i wykªadniczej

a) 2 + 2
√
3i, b) −3 + 3i, c) −4

√
3− 4i, d)

(1+2i)
(
1−
√
3i+(−

√
3+i)

)
(2−i)(1+i)

.

Zadanie 10.3. Obliczy¢ 3
√
−27, 4

√
−36, 3

√
16− 16i,

5
√
−
√
2 +
√
6i, 3
√
27i.

Zadanie 10.4. Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych na pªaszczy¹nie ze-
spolonej |z− i| = 2, |z−(1+2i)| = 0,5, |z−(−1+2i)| = 0,5, |z− i| = 0,5,

oraz liczby zespolone: ±1
2
, 1
2
i, 1 + 1

2
i, −

(
1 + 1

2
i
)
.

Zadanie 10.5. Rozwi¡za¢ równanie w zbiorze liczb zespolonych

a) z2 − 6z + 18 = 0,
b) z2 + 18 = 0,

c) z2 − z + 2 = 0,
d) z2 − 4z + 5 = 0.

Zadanie 10.6. Obliczy¢ caªki z funkcji wymiernych

a) 39+11x+5x2

(x+4)(x2+9)
, b) 1−3x+4x2

(x−1)(x2+1)
, c) 1−3x+x2+3x3

(x2−1)(x2+1)
.
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10.3. Odpowiedzi

Zad. 10.1 a) 9− 8i, b) −23 + 2i, c) 1, d) −125i.

Zad. 10.2

a) 2 + 2
√
3i = 4

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
= 4ei

π
3 ,

b) −3 + 3i = 3
√
2
(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)
=

= 3
√
2ei

3π
4 ,

c) −4
√
3−4i = 8

(
cos 7π

6
+ i sin 7π

6

)
=8ei

7π
6 ,

d) 1−
√
3i = 2

(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)
= 2ei

5π
3 .

Zad. 10.3

3
√
−27 : z0 = −3, z1 = 3

2
− i 3

√
3

2
, z2 = 3

2
+ i 3

√
3

2
,

4
√
−36 : z0 = −

√
3−
√
3i, z1 =

√
3 +
√
3i, z2 =

√
3−
√
3i, z3 = −

√
3 +
√
3i,

3
√
16− 16i : z0 = −2− 2i, z1 = 1 +

√
3 + i

(
1−
√
3
)
, z2 = 1−

√
3 + i

(
1 +
√
3
)
,

5
√
−
√
2 +
√
6i : z0 = 23/10

(
cos 2π

15
+ i sin 2π

15

)
, z1 = 23/10

(
cos 8π

15
+ i sin 8π

15

)
,

z2 = 23/10
(
cos 14π

15
+ i sin 14π

15

)
, z3 = 23/10

(
cos 20π

15
+ i sin 20π

15

)
, z4 = 23/10

(
cos 26π

15
+ i sin 26π

15

)
,

3
√
27i : z0 = −3i, z1 = − 3

√
3

2
+ 3

2
i, z2 = 3

√
3

2
+ 3

2
i.

Zad. 10.4
Zad. 10.5

a) z1 = 3− 3i, z2 = 3 + 3i,

b) z1 = −3
√
2i, z2 = 3

√
2i,

c) z1 = 1
2
−
√
7
2
i, z2 = 1

2
+
√
7

2
i,

d) z1 = 2− i, z2 = 2 + i.

Zad. 10.6

a)f(x) = 3
(x+4)

+ 2x+3
x2+9

,

∫
f(x)dx = 3 ln |4 + x|+ arctg

x

3
+ ln |9 + x2|+ c,

b)f(x) = 1
(x−1)

+ 3x
x2+1

,

∫
f(x)dx = ln |x− 1|+

3

2
ln |x2 + 1|+ c,

c) f(x) = 1
(x2−1)

+ 3x
x2+1

,

∫
f(x)dx =

1

2
ln |x− 1| −

1

2
ln |x+ 1|+

3

2
ln |x2 + 1|+ c.
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