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Oznaczenia

X; - wartos$¢ cechy w i-tej klasie

n; - liczebno$¢ w i-tej Klasie

fi - wskaZnik struktury (czestos¢, liczebnos¢ wzgledna, odsetek) cechy
w i-tej klasie

N - liczebno$¢ badanej zbiorowoSci

n;g - liczebno$¢ skumulowana w i-tej klasie

fis - czestos¢ skumulowana w i-tej klasie

Xoi - poczatek i-tego przedziatu

Xq; - koniec i-tego przedziatu

h; - rozpietos$¢ (dtugos¢) i-tego przedziatu

JDCL- - $rodek i-tego przedziatu

Xmax - Warto$¢ maksymalna cechy

Xmin - warto$¢ minimalna cechy

k - liczba klas/przedziatéw klasowych

x - $rednia arytmetyczna

Xy - $rednia harmoniczna

X¢ - $rednia geometryczna

D,Mo - dominanta (moda, modalna)

Q4 - kwartyl pierwszy

Q2, Me -kwartyl drugi (mediana, warto$¢ Srodkowa)

Q5 - kwartyl trzeci

s? - wariancja

s - odchylenie standardowe

Q - odchylenie ¢wiartkowe

R - rozstep

Vs - wspotczynnik zmiennosci klasyczny (oparty na odchyleniu standar-
dowym)

Vo - wspotczynnik zmiennosci pozycyjny (oparty na odchyleniu ¢wiartko-
wym)



m, - moment zwykty r-ego rzedu

Uy - moment centralny r-ego rzedu

Ay - wspéiczynnik asymetrii (sko$nosci) klasyczny

Ay - wspétczynnik asymetrii (sko$nosci) pozycyjny

Ag - wspotczynnik asymetrii (sko§nosci) mieszany

K - wspétczynnik skupienia (kurtoza)

K’ - wspotczynnik ekscesu (eksces)

Z; - procenty funduszu cechy

Zisk - Skumulowane procenty funduszu cechy

Py - pole miedzy krzywa Lorenza a przekatna (pole koncentracji)
K; - miara koncentracji Lorenza.
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Opis statystyczny w zarzqdzaniu. Zbidr zadan, bedacy uzupetnieniem podrecz-
nika Elementy statystyki. Opis statystyczny!, zostat przygotowany z mysl3 o stu-
dentach - zaréwno tych, ktérzy ksztatca sie na kierunkach inzynierskich,
jak ilicencjackich, gdzie statystyka opisowa jest jednym z przedmiotéw obo-
wigzkowych. To wtasnie z mys$l3 o tej szerokiej grupie odbiorcéw powstat ni-
niejszy materiat, ktorego gtdbwnym celem jest utatwienie opanowania podsta-
wowych narzedzi stuzacych do analizy i interpretacji danych liczbowych.

Zbior zadan zostat opracowany w oparciu o wieloletnie doswiadczenie Au-
torek w nauczaniu statystyki studentéw uczelni technicznych i uniwersytetu.
Z biegiem lat miatySmy okazje obserwowad, z jakimi trudnosciami najczeSciej
mierza sie osoby rozpoczynajace nauke tego przedmiotu - zwiaszcza, gdy ich
wczesniejszy kontakt z analizg danych byt niewielki. Wiemy, ze najwieksza
przeszkoda nie jest rachunkowa strona statystyki, ale sposéb, w jaki trzeba po-
laczy¢ obliczenia z rozumieniem danych, ich interpretacjg i wtasciwym dobo-
rem metod. Niniejszy zbidr zostat opracowany wtasnie po to, by wspiera¢ stu-
dentéw w tym procesie poprzez praktyke, konkretne przyktady i stopniowe
zwiekszanie poziomu trudnosci.

Kazdy rozdzial rozpoczyna sie krétkim wprowadzeniem zawierajagcym
podstawowe definicje oraz wzory potrzebne do rozwigzywania zadan. Gtéwna
cze$¢ stanowiag przyktady rachunkowe obejmujace zaré6wno zadania rozwia-
zane krok po kroku, jak i zadania do samodzielnego wykonania, opatrzone od-
powiedziami. Uzupelnieniem s3g pytania testowe, ktére pomagaja uporzadko-
wac i sprawdzi¢ wiedze z danego zakresu.

Materiat podzielony zostat tematycznie: od Klasyfikacji i prezentacji da-
nych, przez miary przecietne i miary zréznicowania, az po miary asymetrii
i koncentracji. Taki uktad pozwala stopniowo rozwijac¢ umiejetnosci niezbedne
do opisu zbiorowosci statystycznych i rozumienia ich struktury.

Mamy nadzieje, Ze zbiér ten okaze sie dla studentéw pomocny - nie tylko
w przygotowaniach do zaje¢, kolokwidéw czy egzaminéw, ale réwniez jako

! D. Tarka, A.M. Olszewska, Elementy statystyki. Opis statystyczny, Oficyna Wydawnicza Politechniki
Bialostockiej, Bialystok 2018.
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1. Prezentacja danych

W badaniach statystycznych konieczne jest precyzyjne okreslenie podstawo-
wych poje¢, ktore stanowia fundament dalszej analizy danych. Zrozumienie ta-
kich termin6w, jak populacja, préoba czy jednostka statystyczna pozwala wtasci-
wie uporzadkowac i interpretowa¢ wyniki badan.

Populacja (zbiorowos¢ catkowita, populacja generalna) - zbiér wszyst-
kich obiektéw podlegajacych badaniu statystycznemu. Jezeli badaniu poddaje
sie wszystkie elementy populacji, méwimy o badaniu catosciowym.

Praba (zbiorowos$¢ czesciowa, podpopulacja) - cze$¢ populacji poddana
badaniu, gdy z r6znych wzgledéw nie mozna (lub nie ma potrzeby) obejmowac¢
badaniem catej zbiorowosci. Préoby moga by¢ losowe lub nielosowe.

Jednostka statystyczna - pojedynczy element populacji, ktéry podlega ba-
daniu i posiada badang ceche.

Cecha statystyczna - wilasnos¢ jednostek statystycznych, ktoéra réznicuje
je miedzy soba.

Jednostka pomiaru - miara, w ktérej wyrazana jest badana cecha staty-
styczna.

W tabeli 1.1 podano przyktady badan, okreslono dla nich populacje, jed-
nostke statystyczna, ceche i jednostke pomiaru.

Tabela 1.1. Przyktady badan statystycznych ze zdefiniowang dla nich: populacjg, jednostka
statystyczng, cechg i jednostkg pomiaru

Jed-
Badanie statystyczne Populacja | Ealieiie e Cecha nostka
tystyczna q
pomiaru
Analizie poddano za- WSZYSCy pra- kazdy pojedyn- | miesieczne wy- zloty
robki uzyskane w grud- cownicy dzialu | czy pracownik nagrodzenie (PLN)
niu przez pracownikéw | logistyki w tym tego dziaty, brutto w grud-
dziatu logistyki w przed- | przedsiebior- ktory pobierat niu
siebiorstwie A. Zebrano stwie, ktérzy | wynagrodzenie
dane o miesiecznym wy- pobierali wy- w grudniu da-
nagrodzeniu brutto nagrodzenie nego roku
wszystkich os6b zatrud- | w grudniu da-
nionych w tym dziale nego roku




Jednostka sta-

Jed-

Badanie statystyczne Populacja tystycana Cecha nosta
pomiaru
Badanie statystyczne wszyscy stu- pojedynczy ocena uzy- skala
dotyczy ocen studentéw | denci WIZ PB, student WIZ skana z egza- ocen
z egzaminu ze statystyki | ktérzy zdawali | PB, ktdry pisat minu ze staty- (np. 2-5)
na Wydziale Inzynierii egzamin egzamin ze sta- styki
Zarzadzania Politechniki ze statystyki tystyki w da-
Biatostockiej w danym w danymroku | nym roku aka-
roku akademickim akademickim demickim
Badanie statystyczne WSZyscy pa- pojedynczy pa- | warto$é ciSnie- | milimetr
dotyczy ci$nienia tetni- cjenci przy- cjent przy- nia tetniczego stupka
czego pacjentdw przy- chodni X przy- | chodniX przy- | zarejestrowana rteci
chodni X, ktoérzy zgtosili jeci w maju jety w maju podczas wizyty | (mmHg)
sie na wizyte w maju biezacego roku
biezacego roku
Badanie statystyczne wszystkie go- pojedyncze go- | wysoko$¢ mie- zloty
dotyczy wydatkow go- spodarstwa do- | spodarstwo do- | siecznych wy- (PLN)
spodarstw domowych mowe w Bia- mowe w Bia- datkéw
na zywno$¢ w Biatym- tymstoku tymstoku na zywnos$¢
stoku w styczniu bieza- w styczniu bie-
cego roku zacego roku
Poddano analizie wyniki WSZyscy za- pojedynczy czas biegu minuta
(czas biegu) biegaczy wodnicy, kto- biegacz uczest-
uczestniczacych w pot- rzy ukonczyli niczacy w pot-
maratonie, ktéry odbyt potmaraton maratonie
sie w Warszawie w Warszawie
w kwietniu biezacego w kwietniu
roku biezacego roku
Badanie statystyczne wszystkie go- | pojedyncze go- | wielko$¢ plonu tona
dotyczy plonéw psze- spodarstwa spodarstwo pszenicy zebra-
nicy zebranych w gospo- | rolne w woje- rolne uprawia- nej w gospo-
darstwach rolnych woédztwie pod- jace pszenice darstwie
w wojewddztwie podla- laskim upra-
skim w sezonie zniw- wiajgce
nym w 2025 roku pszenice w se-
zonie 2025
Badanie statystyczne wszystkie re- pojedyncza re- liczba nocle- doba ho-
dotyczy liczby noclegéw | zerwacje nocle- | zerwacja noc- géw w danej telowa
zarezerwowanych przez | géw w hotelach | legu w hotelach rezerwacji

turystow w hotelach
w Krakowie w okresie
wakacyjnym

w 2025 roku

w Krakowie
w lipcu i sierp-
niu 2025 roku

w Krakowie

10




Jed-
Badanie statystyczne Populacja CLLDER e e Cecha nostka
tystyczna .
pomiaru
Analizie poddano wszyscy miesz- | pojedynczy wy- | udzial w wybo- odpo-
uczestnictwo mieszkan- | kancy miastaY | borcamiastaY | rach (tak/nie) wiedz
cOw miasta Y w wybo- uprawnieni do | uprawniony do dychoto-
rach samorzgdowych glosowania glosowania miczna
w kwietniu 2024 roku w wyborach w wyborach (np.
samorzado- samorzado- 0 - nie,
wych w 2024 wych w 2024 1 -tak)
roku roku
Analizie poddano $red- WSZYSCY ucz- pojedynczy $rednia liczba godzina
nig liczbe godzin w tygo- | niowie klas 4-6 | uczen klas 4-6 | godzin spedzo- | (godz., h)
dniu spedzanych na za- szkot podsta- szkoty podsta- nych na zaje-
jeciach pozalekcyjnych wowych w wowej w gmi- ciach pozalek-
przez uczniéw klas 4-6 gminie X w se- nie X cyjnych
szkoly podstawowej mestrze letnim w tygodniu
w gminie X w semestrze w 2025 roku
letnim w 2025 roku
Badanie statystyczne WSZyscy pra- pojedynczy czestotliwos$¢ kategoria
dotyczy czestoSci korzy- cownicy firm pracownik korzystania porzad-
stania z narzedzi opar- IT w Polsce w firmy IT z narzedzi Al kowa
tych na sztucznej inteli- roku 2025 (np. codzien- (czesto-
gencji przez nie, kilka razy tliwos¢
pracownikow firm IT w tygodniu, raz uzycia)
w Polsce w 2025 roku w miesiacu,
wecale)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Majac zdefiniowane pojecia populacji, proby, jednostki statystycznej, cechy
statystycznej oraz jednostki pomiaru, mozemy uporzadkowaé zebrane dane
w formie szeregu statystycznego, ktéry obrazuje, jak badana cecha roz-
ktada sie w zbiorowosci. W badaniach statystycznych najczesciej dysponujemy
duza liczba danych, dlatego aby mdc je analizowa¢, formutowa¢ wnioski i obli-
cza¢ odpowiednie miary, najwygodniej jest je zagregowac w postaci szeregow
rozdzielczych. Wyrdznia sie trzy typy szeregéw:

* proste,

* punktowe,

* przedziatowe.

Szeregi proste wykorzystuje sie, gdy liczba obserwacji jest niewielka

i mozna zaprezentowac wszystkie wartosci cechy w postaci nieskomplikowa-
nego zestawienia, bez potrzeby grupowania ich w przedziaty.

1
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Szeregi rozdzielcze punktowe budujemy, gdy:

dane sg niemierzalne (jakosciowe) albo mierzalne skokowe (dyskretne,
przyjmujace konkretne wartosci);

liczba mozliwych wartosci jest niewielka lub tatwo rozréznialna;
poszczegblne wartosci nie tworza ptynnego ciggu (np. liczba aut, liczba
dostaw dziennie, liczba konteneréw).

Przyktady zmiennych jako$ciowych, dla ktérych mozna tworzy¢ szeregi
rozdzielcze punktowe:

cel podroézy (np. wypoczynek, biznesowy, edukacyjny, pielgrzymkowy),
forma zatrudnienia (np. umowa o prace, dziatalno$¢ gospodarcza,
umowa zlecenie),

jezyk uzywany w domu,

kategoria opakowania (np. jednorazowe, wielokrotnego uzytku, pale-
towe),

najczesciej odwiedzany typ instytucji kultury (np. kino, teatr, muzeum,
galeria),

narodowo$¢ lub pochodzenie etniczne respondentow,

poziom wyksztatcenia (np. podstawowe, Srednie, wyzsze),
preferowany typ filmu (np. komedia, dramat, horror, science-fiction),
religia/wyznanie lub brak przynaleznosci (np. katolicyzm, islam, ate-
izm, protestantyzm),

rodzaj materialu uzywanego w produkcji (np. stal, aluminium, plastik,
drewno),

rodzaj stosowanej diety (np. wegetarianska, weganska, tradycyjna, bez-
glutenowa),

$rodek transportu towaréw (np. samochéd ciezarowy, kolej, statek, sa-
molot),

wykonywany zaw6d (np. nauczyciel, lekarz, kierowca, informatyk),
rodzaj zmiany produkcyjnej (np. poranna, popotudniowa, nocna),
sposdb motywowania pracownikéw (np. finansowy, pozafinansowy,
mieszany),

stan cywilny os6b (np. kawaler/panna, Zonaty/zamezna, rozwie-
dziony/rozwiedziona, wdowiec/wdowa),

styl zarzadzania (np. autokratyczny, demokratyczny, liberalny),
$rodek transportu uzywany przez turystow (np. samolot, samochdd,
pociag, autokar),

typ tadunku (np. sypki, ciekty, drobnicowy, kontenerowy),

typ maszyny produkcyjnej (np. tokarka, frezarka, prasa, robot przemy-
stowy),

typ miejsca zamieszkania (miasto, wie$, przedmiescia),



typ mieszkania (np. wiasnosciowe, wynajmowane, komunalne),

typ struktury organizacyjnej (np. liniowa, macierzowa, funkcjonalna),
typ szkoty (np. publiczna, prywatna, spoteczna),

typ zakwaterowania (np. hotel, pensjonat, hostel, agroturystyka),
ulubiony gatunek muzyczny (np. rock, pop, muzyka klasyczna, hip-hop),
Zrédto dochodu (np. praca, emerytura, zasitek, inwestycje).

Przyktady zmiennych mierzalnych, dla ktérych mozna tworzy¢ szeregi roz-
dzielcze punktowe:

liczba dzieci w rodzinie;

liczba dostaw zrealizowanych przez kierowcéw w tygodniu;

liczba goli strzelonych przez druzyne w sezonie w poszczegdlnych me-
czach;

liczba godzin spedzanych tygodniowo przez respondenta na wolonta-
riacie;

liczba ksigzek przeczytanych przez studenta w semestrze;

liczba klientéw obstuzonych przez kasjera w ciggu godziny;

liczba o0séb bioracych udzial w wydarzeniu kulturalnym;

liczba 0séb mieszkajacych w jednym gospodarstwie domowym,;

liczba pacjentéw obstuzonych przez lekarza w ciagu dnia;

liczba palet zatadowanych na jeden samochdd;

liczba poprawnie rozwigzanych zadan przez ucznia na tescie;

liczba produktéw kupionych przez jednego klienta w sklepie spozyw-
czym;

liczba punktéw zdobytych przez zawodnika w turnieju;

liczba reklamacji ztozonych w firmie w ciggu miesigca;

liczba stron przeczytanych przez uzytkownika e-booka w ciggu dnia;
liczba transakcji gotowkowych przeprowadzanych dziennie w matym
sklepie;

liczba turystéw odwiedzajacych dane miasto kazdego dnia w sezonie;
liczba tiréw przyjezdzajacych do magazynu dziennie;

liczba wizyt w muzeach, galeriach czy na spektaklach w ciggu roku;
liczba wyprodukowanych elementéw przez jednego pracownika
W ciggu zmiany;

liczba wypozyczen ksigzek z biblioteki w tygodniu;

liczba zaje¢ sportowych odbytych w miesigcu przez ucznia;

liczba pracownikéw zatrudnionych w dziale firmy;

liczba Zrédet dochodu w gospodarstwie domowym.

Szeregi rozdzielcze przedzialowe budujemy, gdy:

dane s3 mierzalne ciggte (moga przyjmowac¢ dowolne warto$ci w pew-
nym zakresie);

13



14

mozliwych wartoSci jest bardzo duzo (lub wrecz nieskoniczenie wiele);
chcemy pogrupowac dane w przedziaty klasowe, by je czytelnie anali-
zowac.

Przyktady zmiennych mierzalnych, dla ktérych mozna tworzy¢ szeregi roz-
dzielcze przedziatowe:

czas dojazdu do pracy (przyktadowe przedziaty: 0-15 min,
15-30 min,, ...);

czas dostawy (przyktadowe przedziaty: 0-12 godz., 12-24 godz,
24-36 godz,, ...);

czas oczekiwania klienta na ustuge (przyktadowe przedziaty: 0-5 min,,
5-10 min., 10-15 min,, ...);

czas realizacji zaméwienia (przyktadowe przedziaty: 0-1 dzien,
1-2 dni, 2-3 dnij, ...);

dtugo$¢ trasy przewozowej (przyktadowe przedziaty: 0-100 km,
100-200 km, ...);

dzienne zuzycie energii w kWh (przykladowe przedziaty: 0-50 kWh,
50-100 kWh, 100 -150 kWh, 150-200 kWh, ...);

liczba btedéw produkcyjnych na milion wytworzonych sztuk (przykta-
dowe przedziaty: 0-5 ppm, 6-10 ppm, 11-15 ppm, ...);

liczba godzin pracy kierowcy dziennie (przyktadowe przedziaty:
0-2 godz., 2-4 godz., 4-6 godz., ...);

liczba godzin spedzanych online dziennie (przyktadowe przedziaty:
0-2 godz., 2-4 godz., 4-6 godz., ...);

liczba klientéw obstugiwanych dziennie (przyktadowe przedziaty:
0-10 os., 10-20 os., 20-30 os., ...);

liczba krokéw wykonywanych dziennie (przyktadowe przedziaty:
0-3000 krokow, 3000-6000 krokéw, 6000-9000 krokdw, ...);

liczba potaczen telefonicznych wykonywanych dziennie (przyktadowe
przedziaty: 0-5 pot., 5-10 pot,, 10-15 pot, ...);

liczba stron czytanych przez ucznia tygodniowo (przyktadowe prze-
dzialy: 0-20s.,21-40 s, 41-60 s,, ...);

liczba wyprodukowanych jednostek w ciggu zmiany (przyktadowe
przedziaty: 0-100 szt., 100-200 szt,, ...);

liczba zgtoszen wptywajacych do dziatu obstugi klienta tygodniowo
(przyktadowe przedziaty: 0-50 zgt,, 50-100 zgt,, 100-150 zgt,, ...);
miesieczne wydatki na jedzenie (przykladowe przedziaty: 0-500 zt,
500-1000 z}, ...);

tygodniowy czas ogladania telewizji (przyktadowe przedziaty: 0-5 godz.,
5-10 godz., 10-15 godz,, ...);

waga tadunku przewozonego w tonach (przyktadowe przedziaty: 0-10t,
10-20t,..);



* warto$¢ zamdéwienia w ztotéwkach (przyktadowe przedziaty: 0-500 zt,
500-1000 zt, 1000-1500 z1, ...);

* miesieczna wysoko$¢ czynszu (przyktadowe przedziaty: 0-1000 zi,
1001-2000 zt, 2001-3000 z4, ...).

Agregacja danych w postaci szeregdéw rozdzielczych stanowi istotny etap
analizy statystycznej, jednak roéwnie czesto dane te przedstawia sie w sposob
graficzny - najczesciej przy uzyciu wykreséw, ktére utatwiajg ich interpretacje
i porownanie. W praktyce najczesciej stosuje sie wykresy:

*  kolumnowe (stupkowe),

* histogramy,

* kolowe,

* liniowe.

Graficzne prezentacje danych odgrywaja istotng role w analizie statystycz-
nej, poniewaz:
* umozliwiajg szybkie dostrzeZzenie ogélnych tendencji, zaleznos$ci oraz
zmian zachodzgcych w danych;
* pozwalaja na tatwiejsza identyfikacje wartos$ci odstajacych;
* wspieraja analize poréwnawczg poprzez czytelne zestawienie danych.

Wykresy kolumnowe, zwane takze stupkowymi, s3 stosowane w przy-
padku danych jakos$ciowych oraz skokowych (dyskretnych). Stuza przede
wszystkim do poréwnywania liczebnosci lub udziatow poszczegoélnych katego-
rii. Dzieki swojej przejrzystosci umozliwiaja szybka ocene réznic miedzy gru-
pami lub kategoriami.

Przyktady zastosowan wykres6w kolumnowych:

* liczba dostaw wedtug przewoznikdow,

* liczba reklamacji wedtug typow przesytek,

* liczba zamoéwien wedlug regionow,

* liczba klientéw wedtug przedziatu wiekowego,

* liczba zatrudnionych pracownikéw wedtug dziatow,

» liczba kurséw autobuséw wedtug linii.

Histogram jest wykresem stuzgcym do prezentowania danych mierzalnych
ciaglych, pogrupowanych w przedzialy klasowe. Umozliwia analize rozktadu
czestoSci oraz identyfikacje takich cech, jak koncentracja, symetria
czy obecno$¢ warto$ci odstajacych. Rézni sie od wykresu stupkowego tym,
ze shupki sg ze soba potaczone, co odzwierciedla ciagto$¢ zmiennej.

Przyktady zastosowan histogramdow:

* rozktad czaséw dostawy,

* rozktad masy tadunkéw,
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» rozktad dtugosci tras przewozowych,

» rozktad wysokosci faktur sprzedazowych,

* rozklad temperatur w magazynie chtodniczym,
» rozktad zuzycia paliwa w pojazdach.

Wykresy kotowe stosujemy w przypadku danych jakosciowych, gdy celem
jest zaprezentowanie udziatéw procentowych poszczegoélnych kategorii w ca-
tosci. Najlepiej sprawdzajg sie przy niewielkiej liczbie kategorii, poniewaz zbyt
duza liczba elementéw obniza czytelno$¢ wykresu.

Przyktady zastosowan wykresow kotowych:

* udziat poszczegélnych rodzajéw w catosci przewozonych towarow,

+ struktura przychodéw wedtug klientow,

* udziat form ptatnos$ci w catosci sprzedazy,

» struktura kosztéw wedtug kategorii (np. paliwo, serwis, kadry),

* udzial kanatéw sprzedazy (np. online, telefonicznie, stacjonarnie),

* podzial zaméwien wedtug typéw klientéw (indywidualni, firmy, insty-

tucje).

WyKkresy liniowe stuzg do prezentacji danych w czasie, czyli w przypadku
szeregdw czasowych. Pokazujg zmiany wartosci analizowanej zmiennej w ko-
lejnych okresach (np. dni, miesigce, lata). Pozwalajg dostrzec trendy, sezono-
wos$¢ i momenty przetomowe w obserwowanym zjawisku.

Przyktady zastosowan wykreséw liniowych:

* zmiany liczby zrealizowanych zlecen w kolejnych miesigcach,

* dynamika wzrostu przewozow w kolejnych latach,

* rozwoj sprzedazy w kanatach e-commerce w czasie,

* liczba awarii pojazd6éw w poszczegélnych kwartatach,

* liczba klientéw odwiedzajacych strone internetowa w kolejnych tygo-

dniach,

* zmiany kosztow logistycznych miesigc do miesigca.

Przyktad 1.1

Zapytano studentéw roéznych wydziatéw Politechniki Biatostockiej o liczbe
0s6b tworzacych zespoty projektowe, w ktérych brali udziat w ostatnim seme-
strze w ramach réznych przedmiotéw. Kazdy student wskazat liczbe os6b w ze-
spole, w ktéorym pracowat najczesSciej. Wyniki byty nastepujace: 3, 5, 6, 8, 4, 3,
7,52,4,6,9,3,5,4,5,2,6,7,2,5,6,5,5,4,6,3,5,8,4,5,6,7,4,4,5,6,5,5, 6.
Chcac dokona¢ analizy otrzymanych w ten spos6b danych, w pierwszym kroku
nalezy okresli¢ zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczna, ceche oraz
jednostke pomiaru i dokonac jej klasyfikaciji.

Badana populacja obejmuje studentéw Politechniki Biatostockiej, nato-
miast jednostka statystyczna jest pojedynczy student Politechniki Biatostockiej
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poddany badaniu statystycznemu. Cecha réznicujaca zbiorowos¢ jest liczba
0s6b w zespole projektowym, w ktérym student najcze$ciej pracowat. Cecha ta
jest wyrazona w osobach, ma charakter skokowy i przyjmuje wartosSci na skali
ilorazowej.

Nastepnie nalezy uporzadkowac¢ dane w kolejnosci rosnacej. W ten sposéb
uzyskujemy nastepujacy ciag: 2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5,5,
55,555,6,6,6,6,6,6,6,6,7,7,7,8,8,9.

Dzieki uporzadkowaniu danych mozna utworzy¢ szereg rozdzielczy cechy
skokowej. Szereg ten zostat przedstawiony w tabeli 1.2.

Tabela 1.2. Rozktad liczby oséb w zespotach projektowych, w ktérych pracowali studenci

Liczba 0s0b w zespole projektowym, | 5, studentow -
w ktorym studenci najczesciej pracowali ) Czestos¢, f; = v
Xi

2 3 0,050

3 4 0,125

4 7 0,200

5 12 0,300

6 8 0,175

7 3 0,075

8 2 0,050

9 1 0,025

Suma 40 1,000

Zrédto: dane umowne.

W analizowanym przypadku wyrdzniono osiem wariantow cechy: od 2
do 9 os6b w zespotach projektowych. Najwiecej studentéow (30%) zadeklaro-
wato udziat w zespotach piecioosobowych, natomiast tylko jeden stu-
dent (2,5%) wskazat zespét liczacy az 9 oséb.

Dla utworzonego w ten spos6b szeregu mozna przygotowac wykres pre-
zentujacy rozktad liczby 0oséb w zespotach projektowych, w ktorych najczesciej
pracowali studenci (wykres 1.1). Na osi poziomej umieszcza sie uzyskane liczby
0s6b w zespole, natomiast na osi pionowej - liczebno$¢ studentéow deklaruja-
cych udziat w zespotach o danej wielkosci. Taki wykres pozwala zidentyfikowac
najczesciej wystepujace warianty cechy oraz oceni¢ ksztatt rozktadu.

Na podstawie wykresu mozna zauwazy¢, ze najwiecej studentow wskazato
zespoty piecioosobowe, co 0znacza, ze byta to najczesciej wystepujgca wielkos¢
zespotu. Stosunkowo duzo studentéw pracowato réwniez w zespotach cztero-
i szeScioosobowych. Mniej popularne byty zespoty dwu-, trzy- i siedmiooso-
bowe, natomiast najrzadziej wskazywano zespoty o$mio- i dziewiecioosobowe.
Rozktad ma charakter asymetryczny, co sugeruje, ze najwieksze zespoty zda-
rzajg sie rzadko, jak tez najwiecej studentéw funkcjonuje w grupach sSredniej
wielko$ci.
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Wykres 1.1. Wykres prezentujacy rozktad liczby os6b w zespotach projektowych, w ktérych pra-
cowali studenci
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Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umownych.

Przyktad 1.2

Dane dotycza stawki godzinowej brutto (w ztotych) pracownika dziatu logistyki
w 100 przedsiebiorstwach: 12,4; 10,1; 14,7; 11,3; 13,5; 16,8; 15,2; 18,1; 17,4;
13,0; 14,2; 11,6; 13,3; 19,0; 16,3; 20,5; 14,6; 12,3; 18,4; 16,2; 15,9; 14,1; 13,7;
17,5; 19,2; 12,6; 15,4; 11,8; 16,1; 14,8; 13,6; 12,5; 15,1; 17,8; 16,9; 13,2; 18,9;
19,4; 20,7; 17,1; 15,3; 13,4; 14,5; 11,5; 16,6; 12,8; 17,0; 14,4; 14,2; 15,5; 11,7;
16,4; 13,9; 18,3; 13,1; 12,7; 15,7; 19,3; 17,2; 14,3; 15,6; 13,0; 11,4; 15,6; 11,9;
17,7; 13,8; 14,6; 19,6; 19,6; 19,9; 14,9; 13,5; 15,8; 16,5; 14,7; 13,3; 12,2; 17,6;
15,5; 10,2; 10,8; 11,6; 14,0; 12,9; 14,5; 20,9; 21,1; 15,9; 13,7; 19,1; 16,8; 18,4;
15,7; 11,5; 10,8; 17,7; 15,0; 11,9; 12,6. Przystepujac do analizy danych, nalezy
najpierw okres$li¢ zbiorowos$¢ statystyczna, jednostke statystyczna, ceche i jed-
nostke pomiaru. Zbiorowos$¢ statystyczng stanowig tu wszystkie badane przed-
siebiorstwa posiadajace dziatl logistyki. Jednostkami statystycznymi s3 poje-
dyncze firmy poddane badaniu statystycznemu, za$§ mierzona cechg
statystyczng - stawka godzinowa brutto pracownika dziatu logistycznego. Jest
to cecha mierzalna (iloSciowa) i ciggta. Jednostkg pomiaru sg ztotéwki.

Zanim przystapimy do budowy szeregu, nalezy najpierw uszeregowac war-
tosci w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej: 10,1; 10,2; 10,8; 10,8; 11,3;
11,4; 11,5; 11,5; 11,6; 11,6; 11,7; 11,8; 11,9; 11,9; 12,2; 12,3; 12,4; 12,5; 12,6;
12,6; 12,7; 12,8; 12,9; 13,0; 13,0; 13,1; 13,2; 13,3; 13,3; 13,4; 13,5; 13,5; 13,6;
13,7; 13,7; 13,8; 13,9; 14,0; 14,1; 14,2; 14,2; 14,3; 14,4; 14,5; 14,5; 14,6; 14,6;
14,7; 14,7; 14,8; 14,9; 15,0; 15,1; 15,2; 15,3; 15,4; 15,5; 15,5; 15,6; 15,6; 15,7;
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15,7; 15,8; 15,9; 15,9; 16,1; 16,2; 16,3; 16,4; 16,5; 16,6; 16,8; 16,8; 16,9; 17,0;
17,1;17,2; 17,4; 17,5; 17,6; 17,7; 17,7; 17,8; 18,1; 18,3; 18,4; 18,4; 18,9; 19,0;
19,1;19,2; 19,3; 19,4; 19,6; 19,6; 19,9; 20,5; 20,7; 20,9; 21,1.

W kolejnym etapie nalezy przystapi¢ do budowy szeregu rozdzielczego.
Proces ten rozpoczyna sie od okreslenia liczby klas (przedziatéw). Granice
przedziatdw mozna wyznaczy¢ na podstawie jednego z kilku wzoréw dostep-
nych w literaturze. W praktyce najczesciej stosuje sie dwa sposrod nich, przed-
stawione ponizej:

k =+N (1.1)
k=1+3,322-logN (1.2)

Wzér 1.2 nazywamy wzorem Sturgesa. Nalezy podkresli¢, Ze podane
wzory stanowia jedynie wskazéwke, od jakiej liczby klas mozna rozpocza¢ bu-
dowe szeregu rozdzielczego. W praktyce zaleca sie, aby liczba klas nie byta
mniejsza niz 5 i nie przekraczata 25, co pozwala zachowa¢ ré6wnowage miedzy
szczegOtowoscig a czytelnosciag prezentowanych danych.

W zwigzku z tym, Ze analizie poddano dane dotyczace stawki godzinowej
brutto pracownikéw dziatu logistyki w N = 100 przedsiebiorstwach, zalecana
liczba klas wynosi ok. 10, zgodnie ze wzorem (1.1):

k =+100 =10

W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ szerokos¢ (rozpieto$¢) przedziatéw,
korzystajac ze wzoru:

Xmax—Xmin
h = FmexTmin (1.3)
W analizowanym przyktadzie obliczenia majg postac:

21,1-10,1
10

h =

=11=1

Granice przedzialéw mozna wyznaczy¢, rozpoczynajac od najmniejszej
warto$ci w zbiorze danych lub od jej przyblizenia zaokraglonego w d6t. W tym
przypadku, poniewaz najmniejsza warto$¢ wynosi 10,1, jako poczatek prze-
dziatu przyjmujemy warto$c¢ 10.

Tak skonstruowany szereg rozdzielczy przedstawiono w tabeli 1.3.
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Tabela 1.3. Rozktad stawki godzinowej brutto pracownikéw dziatu logistyki (h = 1)

Stawka godzinowa brutto [w zl1] Liczba pracownikow
[x0: — %1:) n;
10-11 4
11-12 10
12-13 9
13-14 14
14-15 14
15-16 14
16-17 9
17-18 9
18-19 5
19-20 8
20-21 3
21-22 1
Suma 100

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.

Ze wzgledu na zastosowanie zaokraglenia w dé6t przy wyznaczaniu szero-
kosci przedziatow, w szeregu utworzono 12 klas. Histogram odpowiadajacy

temu podziatowi przedstawiono na wykresie 1.2.

n4

16

14

12

10

2

0H

0 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Wykres 1.2. Histogram prezentujacy rozktad stawki godzinowej brutto pracownikéw dziatu lo-

gistykiw zt (h = 1)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.
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Analiza wykresu wskazuje, Ze nie tworzy on zwartej, regularnej struktury -
ma charakter nieregularny i poszarpany. Moze to $wiadczy¢ o niepoprawnie
dobranych parametrach grupowania. W celu oceny poprawno$ci zastosowa-
nego podziatu na klasy przedzialowe warto przeprowadzi¢ dodatkowg weryfi-
kacje. Potrzeba takiego dziatania wynika z faktu, Ze zaréwno liczba klas, jak
i szerokos$¢ przedzialéw s3 zazwyczaj ustalane na podstawie intuicji oraz do-
$wiadczenia osoby analizujacej dane.

Grupowanie uznaje sie za prawidlowe, jezeli réznice miedzy Srodkami po-
szczeg6lnych przedzialéw a Srednimi arytmetycznymi wartos$ci cechy przypo-
rzadkowanymi do tych przedziatéw nie przekraczaja potowy szerokosci prze-
dziatu. Obliczenia dotyczace tej weryfikacji zostaty przedstawione w tabeli 1.4.

Tabela 1.4. Wyliczenia zwigzane ze sprawdzeniem poprawnosci grupowania danych dotycza-
cych stawki godzinowej brutto pracownikéw dziatu logistyki (h = 1)

Srednia
Przedzialy Pomiary nalezace Liczebnos$¢ z wartoscl IR °
[Xo0i — X1:) do przedziatow n; z danego prze-, | [Xi =X
el P L przedzialu | dziatux;
X;
10-11 10,1;10,2;10,8; 10,8 4 10,48 10,5 0,03
11,3;11,4;11,5; 11,5;
11-12 11,6;11,6;11,7;11,8; 10 11,62 11,5 0,12
11,9; 11,9
12,2;12,3;12,4;12,5;
12-13 12,6;12,6;12,7; 12,8; 9 12,56 12,5 0,06
12,9
13,0; 13,0; 13,1; 13,2;
13,3;13,3; 13,4;13,5;
13-14 135 13.6; 13.7; 13.7: 14 13,43 13,5 0,07
13,8; 13,9
14,0; 14,1; 14,2; 14,2;
14,3; 14,4; 14,5; 14,5;
14-15 14.6: 14.6; 14.7; 14,7: 14 14,46 14,5 0,04
14,8; 14,9
15,0; 15,1; 15,2; 15,3;
15,4; 15,5; 15,5; 15,6;
15-16 15.6: 15.7: 15.7: 15.8: 14 15,51 15,5 0,01
15,9; 15,9
16,1; 16,2; 16,3; 16,4;
16-17 16,5;16,6; 16,8; 16,8; 9 16,51 16,5 0,01
16,9
17,0;17,1;17,2; 17,4;
17-18 17,5;17,6;17,7; 17,7, 9 17,44 17,5 0,06
17,8
18-19 18,1; 18’?5,198'4' 18,4; 5 18,42 18,5 0,08
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Srednia
Przedzialy Pomiary nalezace Liczebnosé | ~ wartosci RO S °
[Xo0: — X1) do przedzialow n; z danego prze-, | [Xi =X
up el G przedziatu | dzialux;
Xi
19,0; 19,1; 19,2; 19,3;
19-20 19.4: 19,6; 19.6: 19,9 8 19,39 19,5 0,11
20-21 20,5; 20,7; 20,9 3 20,70 20,5 0,20
21-22 21,1 1 21,10 21,5 0,40
Suma 1,18

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umownych.

W zwigzku z tym, ze w tabeli 1.4 suma modutéw réznic miedzy Srednimi aryt-
metycznymi warto$ci cechy w poszczegélnych przedziatach a srodkami tych prze-

dzialéw przekracza potowe szerokosci przedziatu (% = % =05< 1,18), nalezy

uzna¢, ze zastosowane grupowanie jest nieadekwatne. W zwigzku z tym ko-
nieczna jest zmiana liczby klas oraz szerokosci przedziatow.

Na podstawie przeprowadzonej analizy przygotowano nowy szereg, w kt4-
rym szeroko$¢ przedziatéw ustalono na 2. Zestawienie danych przedstawiono
w tabeli 1.5, natomiast odpowiadajacy mu histogram zaprezentowano na wy-
kresie 1.3.

Tabela 1.5. Rozktad stawki godzinowej brutto pracownikdéw dziatu logistyki (h = 2)

Stawka godzinowa brutto [w zl1] Liczba pracownikow
[*0i — *1:) n;
10-12 14
12-14 23
14-16 28
16-18 18
18-20 13
20-22 4
Suma 100

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.

Wykres przedstawiony na rysunku 1.3 jest zwarty i regularny, co potwier-
dza prawidlowy dobér parametrow grupowania. Histogram ten ma charakter
jednomodalny, co oznacza, ze rozktad danych posiada jedno wyrazne maksi-
mum. Najwiecej obserwacji odnotowano w przedziale stawki godzinowej
brutto wynoszacej od 12 do 14 z1, natomiast najmniej - w przedziale od 20 do
22 zt. Rozktad cechuje sie asymetrig prawostronng, co wskazuje na mniejsze
zageszczenie wyzszych wartos$ci oraz ich rozciggniecie w prawa strone wy-
kresu.

22



30

25

20

15

10

0H

10 12 14 16 18 20 22 x

Wykres 1.3. Histogram prezentujacy rozktad stawki godzinowej brutto wsrod pracownikéw
dziatu logistyki w zt (h = 2)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.

Poprawno$¢ tego grupowania zostata dodatkowo zweryfikowana rachun-
kowo - stosowne wyliczenia zamieszczono w tabeli 1.6.

Tabela 1.6. Wyliczenia zwigzane ze sprawdzeniem poprawnos$ci grupowania danych dotycza-
cych stawki godzinowej brutto pracownikéw dziatu logistyki (h = 2)

Srednia
Przedzialy | Pomiary nalezace | Liczebno$¢ wartoscl Srod?k ®
- do przedzialéw n z danego przedziatlu | |x; — x;
g el P . przedzialu x;
X;
10,1; 10,2; 10,8;
10,8;11,3; 11,4;
10-12 11,5;11,5; 11,6; 14 11,29 11 0,29
11,6;11,7; 11,8;
11,9; 119
12,2;12,3; 12,4
12,5;12,6; 12,6;
12,7;12,8; 12,9;
13,0; 13,0; 13,1;
12-14 13.2: 13.3; 13.3; 23 13,09 13 0,09
13,4; 13,5; 13,5;
13,6; 13,7; 13,7;
13,8;13,9
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Przedzialy
[x0i — X1i)

Pomiary nalezace
do przedziatow

Liczebnos$¢
n;

Srednia
wartosci
z danego

przedziatu
X;

Srodek
przedziatu
Xi

o

14-16

14,0; 14,1; 14,2;
14,2; 14,3; 14,4;
14,5; 14,5; 14,6;
14,6; 14,7; 14,7;
14,8; 14,9; 15,0;
15,1; 15,2; 15,3;
15,4; 15,5; 15,5;
15,6; 15,6; 15,7;
15,7; 15,8; 15,9;
15,9

28

14,99

15

0,01

16-18

16,1; 16,2; 16,3;
16,4; 16,5; 16,6;
16,8; 16,8; 16,9;
17,0;17,1;17,2;
17,4;17,5; 17,6;
17,7,17,7; 17,8

18

16,98

17

0,02

18-20

18,1; 18,3; 18,4;

18,4; 18,9; 19,0;

19,1; 19,2; 19,3;

19,4; 19,6; 19,6;
19,9

13

19,02

19

0,02

20-22

20,5; 20,7; 20,9;
21,1

4

20,80

21

0,20

Suma

0,63

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umownych.

W nowym szeregu suma modutéw réznic miedzy Srednimi arytmetycznymi
wartos$ci cechy w przedziatach a sSrodkami tych przedziatléw wyniosta 0,63, co jest

warto$cig mniejsza od potowy szerokosci przedziatu (% = % =1> 0,63). Ozna-

cza to, ze zastosowane grupowanie nalezy uznac za poprawne.
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1.1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Zadania z zakresu prezentacji i klasyfikacji danych

Ze wzgledu na planowane zmiany w ofercie leasingowej zarzad firmy
AUTO-LEAS zdecydowat o przeprowadzeniu badania statystycznego
wsrod 50 przedsiebiorstw transportowych w celu oceny ich zapotrzebo-
wania na nowe pojazdy. Okresl: zbiorowos$¢ statystyczna, jednostke sta-
tystyczna, ceche badanej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj.

W zwigzku z rozwojem ustug zdrowotnych w regionie samorzad woje-
wodztwa postanowit przeprowadzi¢ badanie statystyczne majgce na celu
ocene poziomu satysfakcji pacjentow z opieki ambulatoryjnej. Okresl:
zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczna, ceche badanej zbioro-
woSci statystycznej i jej rodzaj.

W celu dostosowania programu lojalnosciowego sie¢ supermarketow
MAXI zlecita badanie statystyczne majace na celu poznanie preferencji
zakupowych swoich klientéw. Okresl: zbiorowo$¢ statystyczna, jed-
nostke statystyczng, ceche badanej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj.

W zwiazku z planowanym rozszerzeniem oferty kont oszczedno$ciowych
bank FINANSER postanowit przeprowadzi¢ badanie statystyczne wsréd
1000 obecnych klientow, aby okresli¢ ich sktonnos¢ do regularnego osz-
czedzania. Okres$l: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ce-
che badanej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj.

Zarzad banku KAPITAL+ zlecit wykonanie badania statystycznego wsrod
0s6b ubiegajacych sie o kredyt hipoteczny, aby okres$li¢ Sredni poziom
dochod6éw gospodarstw domowych starajacych sie o finansowanie za-
kupu nieruchomosci. Okresl: zbiorowos$¢ statystyczna, jednostke staty-
styczng, ceche badanej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj.

Departament ryzyka banku OMEGA postanowit przeprowadzi¢ badanie
statystyczne wsrod firm posiadajacych kredyty inwestycyjne w celu
okreslenia czestotliwosci wystepowania op6Znien w splacie rat (liczby
sp6Znionych sptat). Okresl: zbiorowos¢ statystyczng, jednostke staty-
styczng, ceche badanej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj.

W banku DOMFIN przeprowadzono badanie wsrdd 25 Kklientdw, pytajac
ich o liczbe posiadanych rachunkéw oszczednos$ciowych. Otrzymano na-
stepujace odpowiedzi:
1,2,1,3,2,2,1,3,2,1,2,3,2,1,3,2,2,1,3,2,1,3,2,2, 1.
Okresl: zbiorowos$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.
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1.8.

1.9.

1.10.

W dziale kredytéw hipotecznych banku zebrano dane o liczbie kredytéw
hipotecznych przypadajacych na jednego doradce (20 oséb):
56,7,56,7,56,7,56,7,5,6,7,5,6,7,5, 6.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowoSci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

W oddziale banku zbadano miesieczng liczbe transakcji gotéwkowych
obstugiwanych przez 15 kasjeréw:

20,18, 22,19, 21, 20, 18, 23, 21, 20, 19, 22, 21, 20, 19.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

W firmie transportowej EUROTRANS zebrano dane o liczbie przewiezio-
nych tadunkéw (w setkach ton) przez 12 kierowcéw w ostatnim mie-
sigcu:
8,798,7,98,7,9,8,7,9.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.11. W miejskim przedsiebiorstwie komunikacyjnym sprawdzono, ile kursow

w ciggu dnia wykonujg poszczegélne autobusy (badano 20 autobuséw):
10,12,11,10,12,11,10,12,11, 10,12,11,10,12,11, 10,12, 11, 10, 12.

Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.12. W porcie lotniczym policzono, ile samolotéw przyjeto kazdego dnia przez

ostatnie 15 dni:
40,42,43,40,41,42,40,41, 42,40, 41, 42, 43, 40, 41.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczna, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.13. W zaktadzie produkujacym elementy stalowe zbadano dzienng liczbe wy-
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produkowanych czesci na jednej linii produkcyjnej (dane z 20 dni):
100,102,101, 100, 102, 101, 100, 102, 101, 100, 102,101, 100, 102,
101,100,102, 101, 100, 102.
Okresl: zbiorowos$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.



1.14. W fabryce mebli przez 30 dni zapisywano liczbe wyprodukowanych
dziennie krzeset:
50,52,51,53,52,50,52,51,53,52,50,52,51, 53,52,
50,52,51,53,52,50,52,51,53,52,50,52,51, 53, 52.
Okresl: zbiorowos¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosSci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.15. W zaktadzie produkujgcym zaréwki sprawdzono liczbe wadliwych sztuk
w 25 losowych partiach produkcyjnych:
2,1,3,2,1,32,1,3,2,1,3,2,1,3,2,1,3,2,1,3,2,1,3, 2.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.16. W zaktadzie produkujacym napoje sprawdzono liczbe wyprodukowanych
dziennie skrzynek w ciaggu 15 dni:
120,130, 125,120, 130, 125,120, 130, 125, 120, 130, 125, 120, 130, 125.
Okresl: zbiorowos¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.17. W banku KAPITAL PLUS zmierzono czas oczekiwania (w sekundach) 30
klientéw na obstuge w okienku:
55,63,47,51, 49, 60, 58, 45, 50, 53, 61, 56, 49, 52, 54,
57,48, 50,59, 62,53,51, 56, 54, 48, 50, 52, 53, 49, 60.
Okresl: zbiorowos$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.18. W pewnym banku zmierzono kwoty wptat gotdwkowych (w tys. zt) dla
20 Kklientéw:
15,2; 13,5; 14,7; 15,0; 13,8; 14,9; 15,3; 14,0; 14,8; 15,1;
13,7; 14,5; 15,0; 13,9; 14,6; 15,2; 14,4; 13,6; 14,3; 15,0.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.19. W dziale obstugi kart kredytowych zmierzono $redni czas (w min.) wyda-
nia nowej karty dla 25 klientéw:
20,18, 22,21, 19, 23, 22, 20, 21, 19, 22, 21,
20,18, 23,22, 20, 21, 19, 22, 21, 20, 19, 22, 21.
OKkresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowoSci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.
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1.20. W firmie kurierskiej zbadano czas dostawy (w godzinach) 20 przesytek

na trasie miedzymiastowej:
3,5;3,2;3,8;3,7; 3,4; 3,6; 3,5; 3,3; 3,7; 3,8;
3,6; 3,4; 3,5; 3,3; 3,7; 3,8; 3,6; 3,4; 3,5; 3,3.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.21. W porcie morskim zmierzono czas roztadunku kontenerowca (w godzi-

nach) dla 15 statkow:
48,52,50,47,49,51, 53,48, 50, 52, 49, 51, 50, 52, 53.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.22. W przedsiebiorstwie kolejowym zmierzono dtugo$¢ przewiezionych skta-

doéw towarowych (w metrach) dla 20 pociagow:
750, 800, 780, 790, 770, 760, 800, 780, 790, 770, 750, 800, 780, 790,
770, 760, 800, 780, 790, 770.
Okresl: zbiorowos$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.23. W zaktadzie produkcji rur stalowych zmierzono $rednice rur (w mm) dla

25 losowo wybranych rur:

100,2; 100,5; 100,1; 100,3; 100,4; 100,2; 100,3; 100,5; 100,4;
100,2; 100,3; 100,4; 100,5; 100,2; 100,3; 100,5; 100,4; 100,3;
100,5; 100,2; 100,3; 100,5; 100,4; 100,3; 100,5.

Okresl: zbiorowo$¢ statystyczna, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowoSci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.24. W zaktadzie farmaceutycznym zbadano mase tabletek (w mg) w partii
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30 sztuk:
499,502, 501, 500, 498, 503, 501, 500, 499, 501, 502, 500,
499, 500, 501, 503, 498, 502, 501, 499, 500, 503, 498, 502,
501, 500,499, 501, 503, 500.
OKkresl: zbiorowo$¢ statystyczna, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.



1.25. W fabryce sprzetu AGD zmierzono czas montazu jednego urzadzenia
(w min.) dla 20 stanowisk:
32,34, 33,35, 32,34, 33,35, 32, 34,33, 35, 32, 34, 33, 35, 32, 34, 33, 35.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.26. W zaktadzie produkujacym kable zmierzono dtugo$¢ gotowych odcinkow
kabla (w metrach) dla 15 rolek:
100,5; 100,7; 100,6; 100,4; 100,8; 100,5; 100,7; 100,6;
100,4; 100,8; 100,5; 100,7; 100,6; 100,4; 100,8.
Okresl: zbiorowos$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj. Zbuduj szereg rozdzielczy i za-
prezentuj go graficznie.

1.27. W ramach analizy efektywnos$ci procesu pakowania zarejestrowano czasy
pakowania 50 jednostek towaru wyrazone w sekundach. Pomiary uzy-
skane dla poszczegdblnych jednostek przedstawiono ponizej:

38,72,59,45,83,91, 56,62, 78,55, 67,48, 81, 74, 69, 53, 85,
61,49,77,80,54, 70, 65,60, 66,75,58,64,52,47,76, 82, 68,
71,57,63,51,79,50,84, 73,46, 44, 43, 42, 40, 41, 39, 37.

Okresl: zbiorowos$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche badane;j
zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj oraz jednostke pomiaru. Na podstawie
otrzymanych wynikéw zbuduj szereg rozdzielczy, a nastepnie dokonaj gra-
ficznej prezentacji i interpretacji otrzymanych szeregéw, przyjmujac:

a) przedziat o dtugosci 5,

b) przedziat o dlugosci 10,

c) przedziat o dtugosci 20,

d) przedziat o dtugo$ci wyznaczonej na podstawie wzoru.

1.28. W celu oceny zgodnosci dostaw z wymaganiami jako$ciowymi dokonano
wazenia 70 jednostek pewnego towaru. Pomiary masy (w kg) przedsta-
wiono ponizej:

2,3;3,1;2,9;3,7;4,2; 3,5;2,7; 4,0; 3,3; 3,8; 4,1; 2,8; 3,6; 4,3; 3,0;
3,9;2,5;3,4;4,5;2,6;4,4; 2,4;3,2; 4,6;3,7; 2,9; 3,1; 4,0; 3,5; 2,8;
3,6;4,2;3,3;41;2,7;3,9;4,3; 2,5, 44; 3,0; 3,8; 2,6; 3,2; 4,5; 2,4;
3,4;4,6;29;3,7; 3,1; 3,5; 3,8; 4,0; 2,5; 2,6; 3,3; 4,1; 2,4; 3,0; 4,2;
2,7;3,9;4,3; 2,8; 3,6; 2,3; 3,2; 4,4; 2,9; 4,6.

Okresl: zbiorowos¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche badanej
zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj oraz jednostke pomiaru. Na podstawie
otrzymanych wynikéw zbuduj szereg rozdzielczy, a nastepnie dokonaj gra-
ficznej prezentacji i interpretacji otrzymanych szeregéw, przyjmujac:

a) przedziat o dlugosci 0,2;
b) przedziat o dlugosci 0,5;
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1.29.

¢) przedziat o dtugosci 1,0;
d) przedziat o dlugos$ci wyznaczonej na podstawie wzoru.

W ramach analizy tempa pracy uczniéw zmierzono czas (w min.) po-
trzebny 60 osobom na rozwigzanie testu matematycznego. Pomiary
przedstawiono ponize;j:
54;6,7;59;7,1;8,2;6,5;5,1; 7,3; 6,8; 7,0; 8,0; 5,3; 6,9; 7,2; 5,7;
6,4;8,1;5,5;7,4;6,2;7,6;5,2;7,7;,6,3;5,8; 7,5; 6,0; 8,3; 5,6; 7,8;
6,1;8,4;5,0;7,9; 6,6;5,4; 7,0; 8,5;6,7;5,9; 7,1, 6,8; 5,3; 7,2; 6,5;
8,0;5,7;7,4;6,3;8,2;5,6;7,3;6,9; 7,6, 5,8; 6,4; 8,1; 5,2; 7,5; 6,6.
Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-
nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj oraz jednostke pomiaru. Na pod-
stawie otrzymanych wynikéw zbuduj szereg rozdzielczy, a nastepnie do-
konaj graficznej prezentacji i interpretacji otrzymanych szeregéw,
przyjmujac:
a) przedziat o dtugosci 0,5;
b) przedziat o dtugosci 1,0;
¢) przedziat o dtugosci 2,0;
d) przedziatl o dlugos$ci wyznaczonej na podstawie wzoru.

1.30. Ponizsza tabela przedstawia zestawienie firm transportowych na Podla-
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siu wedtug rodzaju obstugiwanych tras.

Lp. Trasy

1. krajowe miedzynarodowe
2. -

3. - +
4, + +
5. - +
6. - +
7. + +
8. - -
9. + +
10. + +
11. + +
12. + +
13. - +
14. - +
15. + +
16. + -
17. - +
18. - +
19. + -
20. - -
21. +




Lp. Trasy

22.
23.
24.
25.

+

+ [+ [+ [

+

Okresl: zbiorowo$¢ statystyczng, jednostke statystyczng, ceche bada-

nej zbiorowosci statystycznej i jej rodzaj, a nastepnie:

a) pogrupuj firmy wedlug typu obstugiwanych tras,

b) zbuduj szereg rozdzielczy dla tras krajowych,

c) zbuduj szereg rozdzielczy dla tras miedzynarodowych,

d) zbuduj tablice przedstawiajaca firmy wedtug obu rodzajéw obstugi-
wanych tras,

e) dokonaj graficznej prezentacji otrzymanego szeregu.
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1.2. Pytania testowe z zakresu klasyfikacji danych

1.

32

Wielkos¢ transportu morskiego (w tonach) to cecha:
a) mierzalna typu ciagtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna.
d) Zadnaz powyzszych.
Liczba statkow w porcie w danym dniu to cecha:
a) mierzalna typu ciagtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna.
d) Zadna z powyzszych.
Kolor kadtuba statku to cecha:
a) mierzalna typu ciagtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna (jakoSciowa).
d) Zadnaz powyzszych.
Czas realizacji zamo6wienia (w dniach) to cecha:
a) mierzalna typu ciagtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna.
d) Zadna z powyzszych.

. Liczba palet w magazynie to cecha:

a) mierzalna typu ciggtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna (jako$ciowa).
d) Zadnaz powyzszych.
Stan jako$ciowy dostawy (zgodna/niezgodna) to cecha:
a) mierzalna typu ciagtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna (jako$ciowa).
d) Zadna z powyzszych.
Temperatura przechowywania produktéw (w stopniach Celsjusza) to cecha:
a) mierzalna typu ciagtego,
b) mierzalna typu skokowego,
¢) niemierzalna (jakosSciowa).
d) Zadnaz powyzszych.
Liczba reklamacji na 1000 dostaw to cecha:
a) mierzalna typu ciaglego,
b) mierzalna typu skokowego,



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

¢) niemierzalna (jako$ciowa).

d) Zadna z powyzszych.

Dane jako$ciowe to:

a) warto$ci wyrazone liczbowo;

b) dane mierzalne na skali interwatowej;

¢) dane opisowe, np. kolory, nazwy;

d) wyniki pomiaru w kilogramach.

Zmienna ilo$ciowa to:

a) kolor samochodu,

b) marka samochodu,

¢) liczba przejechanych kilometrow,

d) typ samochodu.

Szereg rozdzielczy przedziatowy jest:

a) wykresem liniowym zmian w czasie,

b) grupowaniem danych w przedziaty klasowe,
¢) analizg korelacji miedzy dwiema zmiennymi,
d) sposobem liczenia $redniej.

Liczebno$¢ w szeregu rozdzielczym oznacza:

a) liczbe przedziatow klasowych,

b) szerokos¢ klasy,

¢) liczbe obserwacji w danym przedziale,

d) Srednig warto$¢ zmiennej.

Wzér Sturgesa stuzy do:

a) wyznaczania $redniej,

b) wyznaczania mediany,

c) okre$lania liczby przedzialéw klasowych,

d) obliczania odchylenia standardowego.
Histogram przedstawia:

a) zmiany wartos$ci w czasie,

b) rozktad czestosci w przedziatach klasowych,
¢) powigzania miedzy dwiema zmiennymi,

d) strukture jakoSciowa proby.

Pojecie ,czesto$¢” oznacza:

a) liczbe przedziatow klasowych,

b) procentowy udziat obserwacji w og6lnej liczbie danych,
¢) roznice miedzy najwiekszg a najmniejszg wartoscia,
d) liczbe pomiaréw powyzej Sredniej.

Dane jako$ciowe najlepiej prezentowac w formie:
a) histogramu,

b) wykresu kotowego,
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17.

18.

19.

20.

21.
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¢) diagramu rozrzutu,

d) wykresu stupkowego dla szeregu czasowego.

Klasyfikacje wedtug cech ilosciowych stosujemy, gdy:

a) dane opisujg kategorie,

b) nie znamy jednostek miary,

¢) dane dotycza pici,

d) dane sg liczbowe i mierzalne.

Liczba klas obliczona wg wzoru Sturgesa dla liczebno$ci N = 50 wynosi

(zaokraglajac):

a) 5,

b) 7,

c) 10,

d) 12.

Do przedstawienia udziatu procentowego poszczegdlnych kategorii najle-

piej nadaje sie:

a) histogram,

b) wykres liniowy,

¢) wykres kotowy,

d) wykres rozrzutu.

W tabeli szeregu rozdzielczego liczebno$¢ skumulowana to:

a) suma wszystkich warto$ci w szeregu,

b) suma wartoSci czestos$ci wzglednych,

¢) roznica miedzy najwiekszg a najmniejszg liczebnoscia,

d) suma kolejnych liczebnosci od pierwszego przedziatu do biezacego.

Za pomoca szeregdw czasowych mozna przedstawic:

a) liczbe rozwodéw w Polsce w latach 2000-2022,

b) rozktad wieku pracownikéw korporacji w 2024 roku,

¢) preferencje zakupowe klientéw dwoch przedsiebiorstw - dane uzy-
skane z badania ankietowego w lipcu 2024 roku,

d) liczbe punktéw uzyskanych z kolokwium przez studentéw w semestrze
letnim.



1.3. Odpowiedzi do pytan testowych
z zakresu klasyfikacji danych

a)
b)
<)
a)
b)
c)
a)
b)
9. ¢
10. c)
11. b)
12. c)
13. ¢)
14. b)
15. b)
16. b)
17. d)
18. b)
19. c)
20. d)
21. a)
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2. Miary przecietne opisu zbiorowosci

2.1. Przecietne miary klasyczne

W analizie statystycznej jednym z podstawowych celéw jest okreslenie tenden-
cji centralnej, czyli warto$ci reprezentatywnej dla catego zbioru danych. W tym
celu stosuje sie rézne miary przecietne, sposréd ktorych najczesciej wykorzy-
stywane sg miary przecietne klasyczne. Do miar przecietnych klasycznych zali-
czamy:

* S$rednig arytmetyczna,

* $rednig harmoniczna,

* $rednig geometryczna.

Srednia arytmetyczna (%) jest jedna z najczesciej stosowanych miar ten-
dencji centralnej. Jej uzycie jest uzasadnione, gdy spetnione sg nastepujace wa-
runki:

1. Dane sg mierzalne (liczbowe).

2. Wszystkie warto$ci majg jednakowe znaczenie (wage).

3. Rozklad danych jest dos¢ symetryczny, czyli nie wystepuja skrajne war-

tosSci odstajace.

4. Celem analizy jest okreslenie przecietnego poziomu zjawiska.

Srednia arytmetyczna pozwala na syntetyczne ujecie zbioru danych i jest
punktem odniesienia w wielu analizach statystycznych. Wzory do obliczania
$redniej arytmetycznej to:

» dla szeregu prostego:

_ 1
£=13N % @1

» dla szeregu rozdzielczego punktowego:

1

;Zi‘zl Xipn; = Z?:l X+ fi (2.2)

x

» dla szeregu rozdzielczego przedziatowego:

1 o o
SZix e =3 % fi (2.3)

X
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Srednia harmoniczna (%) jest stosowana, gdy wartoéci zmiennej podane
sa w jednostkach wzglednych, np. km/h (predko$¢) czy kg/os. (np. spozycie
owocdéw), natomiast wagi w jednostkach licznikéw tychze jednostek wzgled-
nych, czyli odpowiednio: km i kg. Wzory do obliczania $redniej harmonicz-
nej to:

» dla szeregu prostego:

iy = # (2.4)
» dla szeregu punktowego:

Ty = é (2.5)
» dla szeregu przedziatowego:

Xy = z"L"— (2.6)

=17
X

Schemat interpretacyjny $redniej arytmetycznej lub harmonicznej moze
przyjac¢ nastepujaca postac:

Przecietna wartos¢ cechy [nazwa cechy]
w zbiorowosci [nazwa zbiorowos$ci] wynosi ... [warto$c¢ x|
[jednostek pomiaru].

Srednia geometryczna (%;) jest stosowana w analizie zjawisk dynamicz-
nych, w ktérych kluczowe znaczenie majg tempo zmian i wzgledne przyrosty
lub spadki. Jej stosowanie jest uzasadnione w sytuacjach, gdy:

* analizujemy procesy zmian w czasie (dynamika);

* interesuje nas tempo wzrostu lub spadku zjawiska;

* dane maja posta¢ wskaznikéw wzglednych, indekséw lub procento-

wych zmian.

Wzory do obliczania Sredniej geometrycznej to:

» dla szeregu prostego:
_ N
Xg = ’ Xix (2.7)
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» dlaszeregu rozdzielczego punktowego:

Xp = ”/ K al (2.8)

Schemat interpretacyjny sredniej geometrycznej moze przyjac nastepujaca
postac:

W analizowanym okresie [od ... do...] warto$¢ cechy
[nazwa cechy] z okresu na okres
(np. z roku na rok, Sredniorocznie lub sredniookresowo)
[rostadlax; > 0 /malatadlax; < 0]o..%
[wartos¢ [(k; — 1) - 100%]].

Miary przecietne klasyczne nie powinny by¢ stosowane:

* w przypadku danych silnie asymetrycznych, gdzie bardziej adekwatng
miarg tendencji centralnej jest np. mediana;

* gdy w zbiorze danych wystepuja wartosci odstajace (ekstremalne),
ktére mogg istotnie znieksztatci¢ wynik;

* w przypadku danych jako$ciowych, dla ktoérych nie stosuje sie miar
przecietnych liczbowych, poniewaz nie maja one sensu interpretacyj-
nego.

Ponadto w szeregach przedziatowych zawierajacych klasy otwarte (np. ,,po-
nizej 1000 zt”, ,powyzej 200 cm”) nie mozna wyznaczy¢ $rednich klasycznych,
poniewaz nie da sie obliczy¢ srodka takiego przedziatu. Wyjatkiem sa sytuacje,
gdy liczebnos$¢ danych w otwartej klasie jest niewielka (mniejsza niz 10% catej
populacji) lub gdy dysponujemy dodatkowymi informacjami pozwalajacymi
ustali¢ najmniejsza warto$¢ dla pierwszego otwartego przedziatu badZ naj-
wiekszg dla ostatniego. W sytuacji, gdy liczba obserwacji w otwartej klasie nie
przekracza 10% liczebno$ci catkowitej, dopuszcza sie sztuczne domkniecie ta-
kiego przedziatu zgodnie z logika szeregu rozdzielczego.

Przyktad 2.1 (kontynuacja przyktadu 1.1)

Wro6¢émy do szeregu rozdzielczego punktowego dotyczacego liczby oséb w ze-
spotach, w ktorych najcze$ciej pracowali analizowani studenci Politechniki Bia-
tostockiej i obliczmy $rednig liczbe 0oséb w zespotach projektowych. Wyliczenia
przedstawiono w tabeli 2.1.
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Tabela 2.1. Wyliczenia $redniej dla rozktadu liczby oséb w zespotach projektowych, w ktérych

pracowali studenci, z wykorzystaniem liczebnosci

Xi n; Xi N,
2 3 6
3 4 12
4 7 28
5 12 60
6 8 48
7 3 21
8 2 16
9 1 9
Suma 40 200

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Korzystajac ze wzoru na $redniag arytmetyczng dla szeregu rozdzielczego
cechy skokowej, otrzymujemy:

8
_ 12 X1 N+ Xy Ny+...+x; i+ +xg-ng 200
x=N X np = = = 5o0s.

N 40

i=1

Te same wyniki mozna uzyska¢, wykorzystujac czesto$¢ zamiast liczebno-
$ci. Wyliczenia podano w tabeli 2.2.

Tabela 2.2. Wyliczenia $redniej dla rozktadu liczby oséb w zespotach projektowych, w ktérych

pracowali studenci, z wykorzystaniem czestosci

Xi fi X fi
2 0,050 0,150
3 0,125 0,300
4 0,200 0,700
5 0,300 1,500
6 0,175 1,200
7 0,075 0,525
8 0,050 0,400
9 0,025 0,225
Suma 1,000 5,000

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Korzystajac ze wzoru na $rednig arytmetyczna dla szeregu rozdzielczego
cechy skokowej, otrzymujemy:

8
f=2xi-fi =x1f1+xy fot...+x; - fi+...+xg - fg =5 0s.
i=1
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Analizowani studenci Politechniki Biatostockiej pracowali w zespotach
sktadajacych sie $rednio z 5 osob.

Przyktad 2.2 (kontynuacja przyktadu 1.2)

Wré6émy do szeregu rozdzielczego przedziatowego dotyczacego stawki godzi-
nowej brutto pracownikdw dziatu logistyki i obliczmy $rednig liczbe os6b w ze-
spotach projektowych. Wyliczenia przedstawiono w tabeli 2.3.

Tabela 2.3. Wyliczenia sredniej dla rozktadu stawki godzinowej brutto pracownikéw dziatu lo-
gistyki z wykorzystaniem liczebnosci

Xoi — X1i n; Xi Xi-n;
10-12 14 11 154
12-14 23 13 299
14-16 28 15 420
16-18 18 17 306
18-20 13 19 247
20-22 4 21 84
Suma 100 1510

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Korzystajac ze wzoru na $rednig arytmetyczng dla szeregu rozdzielczego
cechy ciagtej, otrzymujemy:

Z 1510
N 7100

Te same wyniki mozna uzyska¢, wykorzystujac czesto$¢ zamiast liczebno-
$ci - wyliczenia przedstawiono w tabeli 2.4.

Tabela 2.4. Wyliczenia $redniej dla rozktadu stawki godzinowej brutto pracownikdw dziatu lo-
gistyki z wykorzystaniem czestosci

Xoi — X1i n; JoCi fi Jo‘fi “fi
10-12 14 11 0,14 1,54
12-14 23 13 0,23 2,99
14-16 28 15 0,28 4,20
16-18 18 17 0,18 3,06
18-20 13 19 0,13 2,47
20-22 4 21 0,04 0,84
Suma 100 15,10

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.
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Korzystajac ze wzoru na $rednia arytmetyczng dla szeregu rozdzielczego
przedziatowego cechy ciggtej, otrzymujemy:
6

f=z;i'fi=15,102}

i=1

Srednia stawka godzinowa brutto analizowanych pracownikéw dziatu logi-
styki wynosi 15,10 zt.

Przyktad 2.3

Firma transportowa analizuje $rednig predko$¢ swoich ciezaréwek na trasie
Warszawa-Gdansk w réznych warunkach drogowych:
1. Na pierwszym odcinku trasy (240 km) Srednia predko$¢ wynosita
60 km/h (korki i remonty).
2. Nadrugim odcinku (150 km) $rednia predkos$¢ wynosita 100 km/h (au-
tostrada).
Oblicz $rednig predkos$¢ ciezaréwek na catej trasie.

W tym zadaniu analizowana zmienna, czyli predko$¢, wyrazona jest w jed-
nostkach wzglednych: km/h. Wagi, czyli przejechane odcinki trasy, wyrazono
natomiast w jednostkach z licznikéw tychze jednostek wzglednych, czyli km.
W takiej sytuacji do obliczenia $redniej predkosci nalezy uzy¢ $redniej harmo-
nicznej. Wyliczenia przedstawiono w tabeli 2.5.

Tabela 2.5. Wyliczenia $redniej harmonicznej predkosci ciezaréwek

x; [w km/h] n; [wkm] :— [wh]
60 240 4
100 150 1,5
Suma 390 5,5

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac otrzymane wartos$ci do wzoru na $rednig harmoniczna, otrzy-
mujemy:
By = — —390—7091k h
W=y m g - 0otk
=1 xl

Srednia predko$¢ ciezaréwek na trasie Warszawa-Gdansk w opisanych wa-
runkach wynosi ok. 71 km/h.
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Przyktad 2.4

Firma transportowa analizuje $rednig predko$¢ swoich ciezaréwek na trasie
Warszawa-Gdansk w réznych warunkach drogowych:
1. Na pierwszym odcinku trasy kierowcy jechali z predkoscig 60 km/h
przez 4 godziny (korki i remonty).
2. Nadrugim odcinku predko$¢ wynosita 100 km/h przez 1,5 godziny (au-
tostrada).
Oblicz $rednig predkos¢ ciezaréwek na catej trasie.

W przedstawionej sytuacji nalezy obliczy¢ $rednig predkos¢ jako $rednig
arytmetyczng wazong, poniewaz znane sg czasy przejazdu na poszczeg6lnych
odcinkach oraz odpowiadajgce im $rednie predkosci. W takim przypadku wa-
gami w obliczeniach sg czasy trwania przejazdu. Wyliczenia przedstawiono
w tabeli 2.6

Tabela 2.6. Wyliczenia $redniej arytmetycznej predkosci ciezaréwek

x; [w km/h] n; [wh] n; - x; [wkm]
60 4 240
100 1,5 150
Suma 55 390

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajgc otrzymane wartosci do wzoru (2.2), otrzymujemy:
Yiixiong 390
N 55

X = = 70,91 km/h
Srednia predko$é ciezaréwek na trasie Warszawa-Gdansk w opisanych wa-
runkach wynosi ok. 71 km /h.

Przyktad 2.5

W ciagu kolejnych lat firma logistyczna zwiekszata liczbe obstuzonych zlecen
transportowych:

*  wpierwszym roku o 10%,

*  wdrugim roku o 20%,

* wtrzecim roku o 5%.

Oblicz Srednie roczne tempo zmian ($rednie tempo wzrostu) w analizowa-
nych latach.
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Do analizy $redniego tempa zmian badanego zjawiska w czasie wykorzy-
stujemy $rednig geometryczng. W celu okre$lenia jej warto$ci najpierw nalezy
obliczy¢ wskazniki zmian (tabela 2.7).

Tabela 2.7. Wyliczenia $redniej geometrycznej dla rozktadu liczby obstuzonych zlecen trans-
portowych

o Wzrost [w %] Wskaznik zmian Wskaznik zmian
[w %] X;

1 10 110 1,10

2 20 120 1,20

3 5 105 1,05

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Nastepnie liczymy Srednig geometryczng ze wzoru na taka $rednia:

3
l_[xi =31,1-1,2-1,05=3/1,254 = 1,078 = 107,8% ~ 108%
i=1

W analizowanym oKresie liczba obstuzonych zlecen transportowych rosta
z roku na rok Srednio o 7,8%.
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2.2. Przecietne miary pozycyjne

W analizie statystycznej oprdocz miar przecietnych klasycznych, takich jak sred-
nie, stosuje sie réwniez miary przecietne pozycyjne. Ich wartos¢ zalezy od po-
tozenia (pozycji) danej obserwacji w uporzadkowanym zbiorze, a nie od
wszystkich wartos$ci liczbowych. Sg one szczeg6lnie przydatne w przypadku da-
nych asymetrycznych lub zawierajacych wartosci odstajace. Do miar przeciet-
nych pozycyjnych zaliczamy:

* dominante (mode),

* kwartyle.

Miary przecietne pozycyjne stosujemy, gdy:

1. Dane sg asymetryczne lub zawierajg warto$ci odstajgce — miary pozycyjne,
w przeciwienstwie do Srednich klasycznych, sa odporne na wptyw ekstre-
malnych obserwaciji.

2. Dane maja charakter mierzalny lub porzadkowy - mediane i kwartyle
mozna oblicza¢ zaré6wno dla danych liczbowych, jak i dla danych porzadko-
wych, takich jak przyktadowo oceny jakoSci dostaw wyrazone w skali od 1
(bardzo niska) do 5 (bardzo wysoka).

3. Analiza dotyczy struktury lub rozktadu danych w zbiorowosci - interesuje
nas to, jaki odsetek obserwacji znajduje sie ponizej lub powyzej okreslo-
nego poziomu, przykladowo, jaki procent dostawcéw realizuje dostawy w
czasie krotszym niz 24 godziny.

Dominanta (moda, modalna) to warto$¢, ktéra wystepuje w zbiorze da-
nych z najwieksza czestoscig. W szeregu punktowym jest rowna tej wartosci
zmiennej, ktérej przypisana jest najwieksza liczba (czesto$¢) wystapien. Jezeli
kilka r6znych warto$ci wystepuje z jednakowa, najwyzszg liczebno$cig (czesto-
$cia), wowczas zbiér danych moze mieé wiecej niz jedng dominante - méwimy
wtedy o rozkladzie wielomodalnym.

W celu wyznaczenia dominanty (mody) z szeregu rozdzielczego przedzia-
towego nalezy w pierwszej kolejnosci zidentyfikowaé przedziat modalny, czyli
przedziat o najwiekszej liczebnoSci (czestos$ci). W tym wtasnie przedziale znaj-
duje sie dominanta. Jej warto$¢ oblicza sie nastepnie za pomocg odpowiedniego
WZoru:

» dla szeregu rozdzielczego przedziatowego z podanymi liczebno$ciami:

D = xop + D _Mb-1 hp (2.9)

(np—np-1)+(Mp—np+1)

+ dlaszeregu rozdzielczego przedziatlowego z czestoSciami:

_ fp—fp-1 .
D= xop + (fp—fp-1)+(fp—fp+1) ho (2.10)
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gdzie
Xop - poczatek przedziatu, w ktérym znajduje sie dominanta;

np - liczebnos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie dominanta;

np_, - liczebno$¢ przedziatu poprzedzajacego przedziat, w ktérym znajduje sie
dominanta;

np_1 - liczebnos$¢ przedziatu nastepnego po przedziale, w ktérym znajduje sie
dominanta;

hp  -rozpietos¢ przedziatu dominanty;

fo - czestos¢ przedziatu, w ktdrym znajduje sie dominanta;

fp—1 - czestos$¢ przedziatu poprzedzajgcego przedzial, w ktérym znajduje sie
dominanta;

fp—1 - czesto$¢ przedzialu nastepnego po przedziale, w ktérym znajduje sie
dominanta.

Schemat interpretacyjny dominanty moze przyja¢ nastepujaca postac:

Najczesciej wystepujgca wartoscia cechy [nazwa cechy]
w zbiorowo$ci [nazwa zbiorowosci] jest ... [wartos$¢ D]
[jednostek pomiaru].

Kwartyle to miary pozycyjne, ktére dzielg uporzadkowany zbiér danych na
cztery rdwne cze$ci, wyznaczajac wartosci graniczne odpowiadajace okreslo-
nym proporcjom obserwacji. W celu wyznaczenia ich w szeregu punktowym
nalezy najpierw uporzadkowac dane rosnaco, a nastepnie okresli¢ nastepujace
pozycje:

* kwartyl pierwszy (Q,), nazywany rowniez dolnym, czyli warto$¢, po-

nizej ktdérej znajduje sie 25% obserwacji;

* kwartyl drugi (Q), czyli mediana (warto$¢ srodkowa), ktora dzieli
zbiér na potowe - 50% danych znajduje sie ponizej tej wartoSci;

* kwartyl trzeci (Q3), zwany takze gérnym, czyli wartos¢, ponizej ktorej
znajduje sie¢ 75% obserwacji.

W sytuacji, gdy pozycja kwartylowa przypada pomiedzy dwiema obserwa-
cjami, warto$¢ kwartylu wyznacza sie za pomoca interpolacji liniowej, przy
uwzglednieniu odpowiednich wartos$ci sasiednich.

W przypadku zmiennych ciggtych, ktérych wartosci zostaty pogrupowane
w szereg rozdzielczy przedzialowy, kwartyle wyznacza sie szacunkowo, z wy-
korzystaniem metod interpolacyjnych. [ tak kwartyl pierwszy (Q4) znajduje
sie w przedziale, w ktérym liczebno$¢ skumulowana jest réwna lub po raz
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. . N . . .
pierwszy wieksza od " Nastepnie warto$¢ kwartyla wyznaczana jest ze wzo-

row:
+ dlaszeregu rozdzielczego przedzialowego z podanymi liczebno$ciami:
hg, (N ky-1
Q= X0Q, n—Qi' (Z - Ziil ni) (2.11)
+ dlaszeregu rozdzielczego przedziatowego z czestoSciami:
Q1 = xoq, + % (0,25 - 37 ) (2.12)
1
gdzie:
Xog, - poczatek przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl pierwszy;
hg, - rozpietos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl pierwszy;
ng, - liczebno$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl pierwszy;

Z';;Ilni - suma liczebnosci z przedziatéw poprzedzajacych przedzial, w kté-
rym znajduje sie kwartyl pierwszy (lub liczebno$¢ skumulowana
z przedziatu poprzedzajacego przedziat, w ktérym znajduje sie

kwartyl pierwszy);
fo, - czesto$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl pierwszy;
Zf;;l ; — suma czestosci z przedziatéw poprzedzajacych przedzial, w ktérym

znajduje sie kwartyl pierwszy (lub czestos¢ skumulowana z prze-
dziatu poprzedzajacego przedziat, w ktdrym znajduje sie kwartyl
pierwszy).

Kwartyl drugi (Q,) znajduje sie w przedziale, w ktérym liczebno$¢ skumu-
lowana jest rowna lub po raz pierwszy wieksza od g Wéwczas nalezy zastoso-

wac jeden z ponizszych wzorow:
* dla szeregu rozdzielczego przedzialowego z podanymi liczebno$ciami:
h N k=1
02 = Me = xoq, +32- (3~ 52" ) (213)

+ dlaszeregu rozdzielczego przedziatowego z czestoSciami:

h -
Q2 = Me = xgq, % (05-227"F) (2.14)
gdzie:
X0Q, - poczatek przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl drugi;
hg, - rozpietos¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl drugi;
ng, - liczebno$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl drugi;
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Zfﬁ;lni - suma liczebnosci z przedziatéw poprzedzajacych przedzial, w kté-
rym znajduje sie kwartyl drugi (lub liczebno$¢ skumulowana z prze-
dziatu poprzedzajacego przedziat, w ktérym znajduje sie kwartyl
drugi);

fo, - czestos$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl drugi;

Z{cle ; — suma czestosci z przedziatéw poprzedzajacych przedziat, w ktérym
znajduje sie kwartyl drugi (lub czesto$¢ skumulowana z przedziatu
poprzedzajacego przedzial, w ktérym znajduje sie kwartyl drugi).

Kwartyl trzeci (Q3) znajduje sie w przedziale, w ktérym liczebnos¢ skumu-
lowana jest rowna lub po raz pierwszy wieksza od %. Woéwczas stosujemy je-

den z ponizszych wzordéw:
» dla szeregu rozdzielczego przedziatowego z podanymi liczebno$ciami:

h 3N k3—
Qs =xog, +52 (5~ i my) (2.15)
3

n

» dla szeregu rozdzielczego przedzialowego z czestosciami:

h Ka—
Qs = Xoq, % (075-%27"f) (2.16)
gdzie:
X0Q, - poczatek przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl trzeci;
hg, - rozpietos$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl trzeci;
ng, - liczebno$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl trzeci;

ij;lni - suma liczebnosci z przedziatéw poprzedzajacych przedziat, w kté-
rym znajduje sie kwartyl trzeci (lub liczebnos¢ skumulowana
z przedzialu poprzedzajacego przedziat, w ktdrym znajduje sie
kwartyl trzeci);

fos - czesto$¢ przedziatu, w ktérym znajduje sie kwartyl trzeci;
Zfﬁ;l ; - suma czestosci z przedzialéw poprzedzajacych przedzial, w ktérym

znajduje sie kwartyl trzeci (lub czesto$¢ skumulowana z przedziatu
poprzedzajacego przedzial, w ktérym znajduje sie kwartyl trzeci).
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Schemat interpretacyjny kwartyli moze przyjac postac:

Przynajmniej [25% / 50% / 75%] zbiorowoSci [nazwa
zbiorowosci] ma wartos$¢ cechy [nazwa cechy] mniejsza
lub réwna ... [warto$¢ Q, / Me / Q3] [jednostek pomiaru]
oraz przynajmniej [75% / 50% / 25%] zbiorowosci
[nazwa zbiorowosci] ma warto$¢ cechy [nazwa cechy]
wieksza lub réwng ... [warto$¢ Q; / Me / Q5] [jednostek
pomiaru].

Przyktad 2.6 (kontynuacja przyktadu 1.1)

Wracajac do szeregu rozdzielczego dotyczacego liczby oséb w zespotach, w kto-
rych najczesciej pracowali analizowani studenci Politechniki Biatostockiej, wy-
zZnaczmy pozycyjne miary tendencji centralne;j.

Tabela 2.7. Wyliczenia liczebno$ci i czestosci skumulowanej dla rozktadu liczby os6b w zespo-
tach projektowych, w ktorych pracowali studenci

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

X n; ;g fi fisk

2 3 3 0,050 0,050

3 4 7 0,125 0,175

4 7 14 0,200 0,375 =0,
5 12 26 0,300 0,675 & D,Me
6 8 34 0,175 0,850 = Q5
7 3 37 0,075 0,925

8 2 39 0,050 0,975

9 1 40 0,025 1,000

Suma 40 1,000

Analizujgc dane zawarte w tabeli 2.8, mozna zauwazy¢, Ze najczesciej —
bo az 12 razy - studenci wskazywali, ze brali udziat w realizacji projektéw
w zespotach piecioosobowych. Jest to tatwo dostrzegalne réwniez na wykresie
przedstawiajacym rozktad liczby oséb w zespotach (wykres 2.1). Kategoria
ta stanowi dominante rozktadu, co oznacza, Ze wartoscig cechy najczesciej wy-
stepujacg wsrod badanych jest 5 (D = 5).

Analizowany rozktad charakteryzuje sie jednym wyraznym szczytem, dla-
tego nazywany jest rozktadem jednomodalnym. Wytacznie w przypadku takich
rozkltadéw mozna wyznaczy¢ dominante.

PrzejdZmy teraz do wyznaczenia kwartyli. f.aczna liczba studentéw wy-
nosi 40, co oznacza, ze do wyznaczenia mediany - czyli wartosci dzielacej
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uporzadkowany zbiér danych na potowy - nalezy okresli¢ srodkowe pozycje:
201 21 jednostke. Wartosci skumulowane pokazuja, ze do klasy o wartosci ce-
chy rownej 4 wiacznie przypada 14 studentéw, natomiast po dodaniu kolejnej
klasy (x = 5) skumulowana liczebno$¢ osigga 26. Oznacza to, ze zaréwno 20,

jak i 21 student znajduja sie w klasie odpowiadajacej wartosci 5. Zatem me-
X20+X21 5+5

% =3 =°
badanych studentéw pracowata najczesciej w zespotach nie wiekszych niz pie-

cioosobowe i przynajmniej potowa w zespotach nie mniejszych niz pieciooso-

bowe.
2 3 4 5 6 7 8 9 X

Wykres 2.1. Wykres prezentujacy rozktad liczby oséb w zespotach projektowych, w ktérych pra-
cowali studenci - wyznaczenie dominanty

diana wynosi 5 (M e= ), €0 0znacza, Ze przynajmniej potowa

12

10

(=)}

~

N

o

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umownych.

Podobnie wyznacza sie pozostate kwartyle — kwartyl pierwszy (dolny)
i trzeci (gérny). Pierwszy kwartyl (Q,) to warto$¢ odpowiadajaca 25 percenty-
lowi, czyli 10 studentowi w szeregu uporzadkowanym (% = % = 10). Poniewaz
do klasy x = 3 wiacznie przypada 7 oséb, a po dodaniu klasy x = 4 liczeb-
no$c¢ rosnie do 14, to 10 student nalezy do klasy o wartosci 4. Stad Q; = 4. Za-
tem przynajmniej 25% studentdéw pracowato, przygotowujac projekty na zaje-
ciach, najczesciej w grupach co najwyzej czteroosobowych i przynajmniej 75%
studentéw najcze$ciej w grupach przynajmniej czteroosobowych.

Trzeci kwartyl (Q3), odpowiadajacy 75 percentylowi, przypada na 30 osobe
(%n = # = 30). Do klasy x = 5 wlacznie mamy 26 0sdb, a po uwzglednieniu
klasy x = 6 juz 34, w zwigzku z czym 30 student znajduje sie w Kklasie
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o wartosci 6, a wiec Q3 = 6. Zatem przynajmniej 75% studentéw realizowato
na zajeciach projekty najczesciej w grupach co najwyzej sze$cioosobowych
i przynajmniej 25% studentéw w grupach nie mniejszych niz sze$cioosobowe.

Przyktad 2.7 (kontynuacja przyktadu 1.2)

Wracajac do szeregu rozdzielczego przedziatlowego dotyczacego stawek godzi-
nowych brutto pracownikéw dziatu logistyki, wyznaczymy teraz miary Srednie
pozycyjne. Rozpoczniemy od dominanty. W pierwszym kroku nalezy spraw-
dzi¢, czy szereg spetnia warunki umozliwiajgce jej wyznaczenie, tj.: rowna sze-
roko$¢ przedziatéw, jednomodalno$¢ rozktadu oraz brak dominanty w skraj-
nym przedziale.

W analizowanym przypadku wszystkie warunki sg spetnione: przedzialy
maja jednakowa szerokos$¢, rozktad jest jednomodalny, a przedzial dominanty
nie znajduje sie na skraju rozktadu. W oparciu o dane zawarte w tabeli 2.9 usta-
lono, ze dominanta wystepuje w trzecim przedziale, obejmujgcym stawki od 14
do 16 zt. Mozna zatem zastosowac wzoér interpolacyjny (2.9) do wyznaczania
dominanty:

D = xop + ">~ o1 “hp =
op (np —np_1) + (np —npyq) b
28 —23

4+(28—23)+(28—18)'

5
=14+E~2=14+0,67=14,67Zi

Podany wynik mozna réwniez uzyskac¢, korzystajac ze wzoru (2.10) wyko-
rzystujacego czestos¢:
fo — fp-1

(o — fo-1) + (fp — fp+1) o =
0,28 — 0,23

.2 =
(0,28 — 0,23) + (0,28 — 0,18)

D=x0D+

=14 +

—14+0’05 2=14+0,67 = 14,67 zt
= 015 °°~ O = ARbIZ

Uzyskany wynik oznacza, ze pracownicy dziatu logistyki najczes$ciej maja
godzinowg stawke wynoszaca ok. 14,67 zt.

Dominante mozna réwniez wyznaczy¢ graficznie, korzystajac z histogramu.
Graficzne wyznaczenie dominanty dla analizowanych danych dotyczacych go-
dzinowej stawki pracownikéw dziatu logistyki przedstawiono na wykresie 2.2.
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Wykres 2.2. Graficzne wyznaczenie dominanty dla rozktadu stawki godzinowej brutto pracow-
nikdw dziatu logistyki

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.
Przystgpmy teraz do wyznaczenia kwartyli. W celu ich obliczenia niezbedne

jest wykorzystanie liczebnosci (lub czestosci) skumulowanej. Odpowiednie wy-
liczenia przedstawiono w tabeli 2.9.

Tabela 2.8. Wyliczenia liczebnosci i czestosci skumulowanej dla rozktadu stawki godzinowe;j
brutto pracownikdw dziatu logistyki

Xoi — X1i n; Nk fi fisk
10-12 14 14 0,14 0,14
12-14 23 37 0,23 0,37 =01
14-16 28 65 0,28 0,65 & D,Me
16-18 18 83 0,18 0,83 <= Q3
18-20 13 96 0,13 0,96
20-22 4 100 0,04 1,00
Suma 100 1,00

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Przed wyznaczeniem warto$ci kwartyli nalezy okresli¢ ich potozenie w sze-
regu. W analizowanym przypadku liczebno$¢ zbiorowosci wynosi 100, a dane
dotycza cechy ciaggtej. Ze wzgledu na brak doktadnych warto$ci wewnatrz prze-
dzialéw nie stosuje sie usredniania dwdch srodkowych jednostek, jak ma to
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miejsce w przypadku cechy skokowej. Pozycje kwartyli wyznacza sie zatem we-
dtug zaleznoSci:

N 100 .

No,=g=-7 =25 i 0=Kus
N 100 .

No, :E:T: 50, czyli Q, = X5
3N 3:100 .

Ng, = T =1 - 75,czyli Q5 = X7

Na podstawie danych zawartych w tabeli 2.9 mozna stwierdzi¢, ze warto$¢
pierwszego kwartyla mieSci sie w drugim przedziale. W pierwszym przedziale
znajduje sie tacznie 14 jednostek, natomiast drugi przedziat obejmuje jednostki
od 15 do 37 wiacznie. Poniewaz 25. pozycja przypada wtasnie na ten przedziat,
kwartyl pierwszy zostanie wyznaczony w jego obrebie.

Po ustaleniu potozenia kwartyla kolejnym krokiem jest jego obliczenie i in-
terpretacja. W przypadku pierwszego kwartyla zastosowano wzér (2.11):

h N ki—-1 2
Q= %og, + - (3= Zi mi) =124 55+ (25— 14) -

2
=12+E-11=12+0,96=12,96zi

lub wzér (2.12):

h = 2
Q1
= +—-10,25— E | =12+ ——-(0,25—-10,14) =
Q1 X0Q, le - fi 0.23 ( )
i=

2
=12+ 0.23 0,11 =12+ 0,96 = 12,96 zt

Uzyskany wynik oznacza, ze co najmniej 25% badanych pracownikéw
dziatu logistyki otrzymuje stawke godzinowa nieprzekraczajacg 12,96 zi, a jed-
nocze$nie przynajmniej 75% - stawke wynoszaca co najmniej 12,96 zt.

Analogicznie wyznaczono kwartyl drugi, czyli mediane. Przy liczebnosci
zbiorowosci wynoszacej 100 jednostek, mediana przypada na 50 pozycje. Z da-
nych przedstawionych w tabeli 2.9 wynika, Ze znajduje sie ona w trzecim prze-
dziale, obejmujgcym jednostki od 38 do 65 wtgcznie. Wartos¢ mediany oblicza
sie na podstawie wzoru (2.13):

kz—l

he, (N
Q2=Me=x0Q +—" ——zni =
’ N, 2 i
=1
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2 2
= 14+52-(50-37) = 14+ 5213 = 14+ 0,93 = 1493

lub wzoru (2.14):

h 2
— — Q — —
Qz—Me—onz‘l‘EZz' O,S—Zfl —14+m(0,5—0,37)_
1=

2
=14+ 028 0,13 =14+0,93 = 14,93 zt

Uzyskany wynik oznacza, Ze co najmniej 50% badanych pracownikéw
dziatu logistyki otrzymuje stawke godzinowa nie wyzsza niz 14,93 zt, natomiast
przynajmniej 50% - nie nizsza niz 14,93 zt.

Pozycja trzeciego kwartyla odpowiada 75 jednostce, ktora - zgodnie z da-
nymi zawartymi w tabeli 2.9 - mies$ci sie w czwartym przedziale. Przedziat ten
obejmuje obserwacje od 66 do 83 jednostki wiacznie. W celu wyznaczenia war-
tosci trzeciego kwartyla zastosowano wzor (2.15):

ks—1

h 2
= — | — - i 1=16+—-(75—-65) =
Q3 = X, T+ o, § n; + T ( )

i=1

2
=16+—-10=16+1,05= 17,05z

19
lub wzor (2.16):
_ Q _ _
Qs = xoq, +E 0,75 — Z fi| =16+ 555 (075 -065) =
=

2
=16+ m 0,10 =16+1,05= 17,05zt

Uzyskana warto$¢ oznacza, Ze co najmniej 75% pracownikéw dziatu logi-
styki otrzymuje stawke godzinowa nieprzekraczajaca 17,05 zt, za$ przynajm-
niej 25% - wynoszaca co najmniej 17,05 zt.

Wartosci kwartyli mozna wyznacza¢ nie tylko metodami analitycznymi,
lecz réwniez graficznie - z wykorzystaniem wykresu liczebnosci lub czestos$ci
skumulowane;j.

W przypadku analizowanego przyktadu odpowiedni wykres przedsta-
wiono na rysunku 2.3.
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Wykres 2.3. Graficzne wyznaczenie kwartyli dla rozktadu stawki godzinowej brutto pracowni-
kéw dziatu logistyki

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.

Na rysunku 2.3 przedstawiono skumulowany histogram wag, na podstawie
ktérego wyznaczono krzywa skumulowang utworzong poprzez potaczenie
koncéw kolejnych przedziatéw klasowych. Na osi rzednych (0Y) zaznaczono
wartosci odpowiadajace N/4 (25%), N/2 (50%) oraz 3N/4 (75%). Z kazdego
z tych punktéw poprowadzono proste rownolegte do osi odcietych (0X), a na-
stepnie wyznaczono punkty przeciecia tych prostych z krzywa skumulowana.
Ostatecznie, rzutujac te punkty na o$ pozioma, odczytano warto$ci odpowiada-
jace kwartylom. Analiza wykresu wskazuje, Ze odczytane graficznie wartosci
kwartyli sg zgodne z wynikami uzyskanymi metoda analityczna.
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2.3. Zadania z zakresu miar przecietnych

2.1. W ramach badania przeprowadzonego wsrod matych i srednich przedsie-

2.2,

2.3.

biorstw z wojewddztwa podlaskiego zebrano informacje na temat liczby
kanatéw sprzedazy wykorzystywanych przez kazde z przedsiebiorstw
do dystrybucji swoich produktéw lub ustug. Pod uwage brano rézne ka-
naty, takie jak sprzedaz stacjonarna, platformy aukcyjne, e-commerce,
sprzedaz telefoniczna, B2B, sprzedaz mobilna itp. Zebrane dane (liczba ka-
natéw wykorzystywanych przez kazde przedsiebiorstwo) sg nastepujace:
54,53,2,35,55,6,1,2,4,4,1,1,2,5,3,3,4,3,1,2,6,4, 4,
3,4,3,3,3,4,1,5,3,2,2,2,3,1,4,1,6,4,5,4, 3, 3, 2.

Wyznacz $rednig, dominante i kwartyle. Otrzymane wyniki zinter-
pretuj.

W ramach badania przeprowadzonego wsrod wtascicieli mikroprzedsie-

biorstw zapytano, ilu stalych pracownikéw zatrudniaja w swojej firmie

(nie liczac wtasciciela). Ponizej przedstawiono dane z dwdch niezalez-

nych grup badanych:

1. W pierwszym badaniu udziat wzieto 30 przedsiebiorcéw. Liczba za-
trudnianych statych pracownikéw w poszczegélnych firmach wyno-
sita:

1,3,4,4,4,6,7,3,2,2,3,4,4,4,5,
8,1,2,2,4,4,4,5,3,2,3,1,2,5, 4.

2. W drugim badaniu udzial wzieto 29 przedsiebiorcow. Oto zebrane

dane:
1,3,4,4,4,6,7,3,2,2,3,4,4,4,5,
8,1,2,2,4,4,4,5,3,2,3,1,2,5.

Podaj kwartyle tego rozktadu. Wyznacz dominante i $rednia.

W ramach analizy operacyjnej firm logistycznych dziatajacych na terenie
Polski zebrano dane dotyczace liczby tras dostaw realizowanych codzien-
nie przez jedno z przedsiebiorstw. Pod uwage wzieto tylko trasy state,
wykonywane regularnie kazdego dnia roboczego. Dane zebrano w formie
szeregu rozdzielczego w ponizszej tabeli.

Liczba codziennych tras dostaw Liczba przedsiebiorstw
2 4
3 11
4 17
5 6
6 2
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Wyznacz Srednia, dominante i kwartyle liczby codziennych tras do-
staw. Otrzymane wyniKi zinterpretu;j.

2.4. Ponizsza tabela prezentuje liczbe punktéw sprzedazy przedsiebiorstwa

handlowego.
Liczba punktow sprzedazy Odsetek miast [w %]
1 40,5
2 32,6
3 17,3
4 9,6

Wyznacz warto$¢ Srednia, dominujaca oraz Srodkowa liczby punktéw
sprzedazy prowadzonych przez analizowane przedsiebiorstwo w po-
szczegblnych miastach. Otrzymane wyniki zinterpretu;.

2.5. W zakladzie produkcyjnym przeanalizowano wyniki kontroli jakosci
w kolejnych partiach produkcyjnych. Oceniano liczbe brakéw wykrytych
w kazdej partii. Wyniki zestawiono w ponizszej tabeli.

Liczba brakéow Liczba partii
0 10
1 15
2 8
3 7
4 4
5 3

Wyznacz dominujacg, $rodkowa i $rednig liczbe brakéw w partii.
Otrzymane wyniki zinterpretu;.

2.6. W ponizszejtabeli zebrano dane dotyczace wieku grupy pracownikéw za-

ktadu produkcyjnego.
Wiek [w latach] Liczba pracownikow
20-25 10
25-30 20
30-35 110
35-40 35
40-45 20
45-50 5

W jakim wieku jest najwiecej pracownikow? Jak ksztattuja sie $rednia
i Srodkowa warto$¢ wieku analizowanych os6b oraz jakie wartosci przyj-
mujg kwartyl pierwszy itrzeci? Wyznacz odpowiednie miary réwniez
graficznie, a wyniki zinterpretu;j.
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2.7.

2.8.

2.9.

W pewnym regionie przeprowadzono badanie dotyczace liczby pracow-
nikow zatrudnionych w przedsiebiorstwach dziatajacych w sektorze
przetworstwa spozywczego. Zebrane dane zestawiono w ponizszej tabeli.

Liczba pracownikéow Odsetek firm [w %]
50-150 0,01
150-250 0,12
250-350 0,19
350-450 0,33
450-550 0,25
550-650 0,10

Wyznacz $rednig oraz dominante i kwartyle liczby pracownikéw za-
trudnionych w przedsiebiorstwach dziatajacych w sektorze przetwér-
stwa spozywczego. Dominante i kwartyle wyznacz réwniez graficznie.
Otrzymane wyniki zinterpretuj.

Majac dane o liczbie szk6t w miastach pewnego regionu, wyznacz wszyst-
kie srednie klasyczne i pozycyjne (dominanta i kwartyle).

Liczba szkot Odsetek miast [w %]
0-5 0,11
5-10 0,32
10-15 0,46
15-20 0,09
20-25 0,02

Wyznacz podane miary pozycyjne takze graficznie. Otrzymane wy-
niki zinterpretu,j.

Ponizsze dane dotycza Sredniej wielko$ci produkcji w poszczegélnych za-
ktadach. Wyznacz $rednig oraz dominante i kwartyle (takze graficznie)
wielkosci produkcji analizowanych zaktadéw. Otrzymane wyniki zinter-
pretu;j.

Wielkos¢ produkcji [w tys. szt.] Liczba zakladéw
20-40 9
40-60 24
60-80 18
80-100 16
100-120 13
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

58

Dane zawarte w ponizszej tabeli przedstawiajg koszty projektow (w mln
ztotych) zrealizowanych przez rézne przedsiebiorstwa w danym roku ka-
lendarzowym. Wyznacz $rednig klasyczng i $rednie pozycyjne (takze gra-
ficznie). Otrzymane wyniki zinterpretu,;.

Koszt projektu [w min zi] Liczba przedsiebiorstw
0,05-0,15 2
0,15-0,25 10
0,25-0,35 24
0,35-0,45 26
0,45-0,55 18

Pobrano prébe losowa ztozona ze 100 studentéw Politechniki Biatostoc-
kiej. Zbadano, ile czasu (w min.) zajmuje im dojazd z miejsca zamieszka-
nia do uczelni. Otrzymane dane pogrupowano w klasy i przedstawiono
w formie tabeli ponize;.

Czas dojazdu [w min.] Liczba studentow
5-15 6
15-25 34
25-35 30
35-45 20
45-55 10

Wyznacz $rednig oraz kwartale i dominante (takze graficznie),
a otrzymane wyniki zinterpretuj.

Mediana liczby os6b zatrudnionych w przedsiebiorstwach pewnego re-
gionu wynosi 58 os6b. W regionie jest 35 firm zatrudniajacych od 50
do 60 o0so6b, za$ przedsiebiorstw zatrudniajagcych mniej niz 50 oséb
jest 184. Ile przedsiebiorstw jest umiejscowionych w analizowanym re-
gionie?

Dominanta zarobkéw osé6b zatrudnionych w pewnym przedsiebiorstwie
to 4540 zt. Wiadomo, Ze 24 osoby zarabiajg od 4500 do 4600 zi, za$
18 0séb zarabia od 4600 do 4700 zi. Ilu pracownikéw zarabia ponizej
4500 zt, ale nie mniej niz 4400 zt?

Na zawodach sportowych co czwarty zawodnik osiggnat co najwyzej
78 punktow. Byto 25 o0séb, ktore otrzymaty od 70 do 80 punktow. Ile os6b
osiggneto mniej niz 70 punktéw, jesli startowato 120 zawodnikow?

W pewnym przedsiebiorstwie przeanalizowano czasy realizacji zlecen
produkcyjnych (w godzinach). Ustalono, Ze potowa zlecen byta realizo-
wana w mniej niz 94 godziny, zas 20% zlecen byto realizowanych w cza-
sie od 80 do 100 godzin. Jaki procent zlecen byt realizowany dtuzej niz
100 godzin?



2.17. W grupie 10 studentéw piszacych prace kontrolng zbadano rozktad
otrzymanych ocen. Uzyskano nastepujace wyniki: 2, 3, 3, 3,4, 4,5, 3, 5, 4.
Oblicz $rednig ocen uzyskanych przez studentéw.

2.18. Informacje o liczbie pracownikéw zatrudnianych przez 30 mikroprzed-
siebiorstw ustugowych podane sg w postaci nastepujacego szeregu roz-

dzielczego:
Liczba pracownikow Liczba mikroprzedsiebiorstw
0 6
1 13
2 8
3 2
4 1
Ogotem 30

Oblicz $rednig liczbe pracownikéw zatrudnionych w tych firmach.

2.19. Liczbe punktow sprzedazy firmy Sukces w badanych miastach przedsta-
wia tabelka:

Liczba punktow sprzedazy Odsetek miast [w %]
1 37,5
2 35,0
3 17,5
4 10,0
Ogoétem 100,0

Jaka jest przecietna liczba punktéw sprzedazy firmy Sukces w bada-
nych miastach?

2.20. Dane dotycza ptacy pracownikéw zaktadu Y:

Placa [w zi] Odsetek pracownikéow [w %]
5000-6000 4
6000-7000 10
7000-8000 46
8000-9000 20
9000-10 000 15
10 000-11 000 5
Ogoétem 100

Jaki jest przecietna ptaca pracownikéw tego zaktadu?
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2.21. Rozktad przedsiebiorstw produkcyjnych pod wzgledem liczby pracowni-
kow przedstawia sie nastepujgco:

Liczba pracownikéw 0-100 | 100-200 | 200-300 [ 300-400 | 400-500 | 500-600

Odsetek przedsiebiorstw 0,02 0,08 0,10 0,40 0,30 0,10
[w %]
Wyznacz przecietng liczbe pracownikéw w badanych przedsiebior-
stwach.

2.22. Do uzytku oddano dwa nowe bloki mieszkalne. W bloku pierwszym 10%
mieszkancéw stanowia osoby samotne, 40% matzenstwa bezdzietne,
25% matzenstwa z jednym dzieckiem, 20% matzenistwa z dwojgiem
dziecii 5% matzenstwa z trojgiem dzieci. W bloku drugim mieszka razem
80 rodzin i ich struktura wedtug liczby os6b w rodzinie przedstawia sie

nastepujgco:
Liczba 0s6b w rodzinie 1 2 3 4 5 6
Liczba rodzin 14 20 30 10 4 2

Oblicz odpowiednie Srednie arytmetyczne i przy ich pomocy scharak-
teryzuj strukture badanych rodzin wedtug liczby os6b w rodzinie.

2.23. Mamy dwa szeregi rozdzielcze obrazujace rozktady miesiecznych wydat-
kow na transport (mezczyzn i kobiet). Ustal i poréwnaj przecietny po-
ziom wydatkéw na transport w obu zbiorowos$ciach osobno i tacznie.

Wydatki [w zl] Liczba kobiet Wydatki [w zl] Liczba mezZczyzn
190-230 8 190-230 5
230-270 18 230-270 20
270-310 12 270-310 30
310-350 8 310-350 25
350-390 4 350-390 15

Ogotem 50 390-430 5
Ogobtem 100

2.24. Srednia miesieczna ptaca pierwszej brygady stazystéw wynosita 5800 zi,
a srednia ptaca drugiej brygady 7000 zt. Jaka byta przecietna ptaca stazy-
stéw liczona dla dwoéch brygad tacznie, jezeli pierwsza brygada byta
1,5 raza liczniejsza?

2.25. Zbadano grupe studentéw studiéw zaocznych pod wzgledem wieku i ze-
stawiono zebrane informacje w nastepujacy szereg rozdzielczy:

Wiek [w latach] do 20 20-22 22-24 24 i wiecej Ogotem

Liczba studentow 2 3 5 10 20

Dodatkowo wiadomo, Ze sredni wiek 10 najstarszych studentéw wy-
nosi 26 lat. Zbadaj przecietny wiek w catej grupie za pomoca miar kla-
sycznych.
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2.26

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

W pewnym roku akademickim na poszczegélnych kierunkach Wydziatu
Inzynierii Zarzadzania Politechniki Biatostockiej do egzaminu ze staty-
styki przystapito tacznie 300 studentéw I roku. Srednia ocen 85 studen-
tow na kierunku zarzadzanie wyniosta 3,8; 30 studentéw na kierunku
ZiIP - 3,7; 70 studentéw na kierunku ZFiR - 4,0. Srednia ocena studentéw
na kierunku logistyka byta réwna 4,2. Jaka byta srednia ocena ze staty-
styki ogétu studentéw I roku na badanym wydziale?

W oparciu o ponizsze dane ustal przecietny czas eksploatacji maszyn.

Czas eksploatacji maszyn [w latach] Liczba maszyn
do 2 3
do 4 10
do 6 16
do 8 20

Wiadomo, Ze samochdd jechat:

a) 5 km z predkoscig 20 km/h i 10 km z predkoscig 30 km/h;
b) 0,5h zpredkoscia 20 km/h, 0,75 h z predkoscig 30 km/h.

Oblicz $rednig predko$¢ samochodu. Jakiej uzyjesz Sredniej i dla-
czego?

W pewnej hurtowni:

a) zakupiono dwa rodzaje towaru: 50 szt. towaru po 3 zt za sztuke
i 40 szt. towaru po 5 zt za sztuke;

b) wydano 150 zt na zakup towaru, ktérego cena za jedng sztuke wynosi
3 zti 200 zt na zakup towaru, ktérego jedna sztuka kosztuje 5 zt.
Oblicz srednig cene zakupionych towaréw w podpunktach a) i b).

Zalézmy, ze gestos¢ zaludnienia w dwéch 50-tysiecznych miastach wy-
nosi odpowiednio: 400 osé6b/km?2i 600 oséb/kmz2. Jaka jest przecietna ge-
sto$¢ zaludnienia obu tych miast?

Okreg sktada sie z trzech regionow:

a) Izamieszkuje 5000 osob z gestos$cia 20 os./km?;

b) Il zamieszkuje 4000 os6b z gestoscig 40 os./km?;
c) IIl zamieszkuje 3000 oso6b z gestoscia 10 os./km?.

Jaka jest Srednia gesto$¢ zaludnienia w catym okregu?

Oblicz srednig wydajno$¢ pracy czterech robotnikéw na podstawie naste-
pujacych danych:

Wydajnos¢ [w szt./h] 10 11 12 | 113
Liczba wyprodukowanych sztuk 110 | 220 | 330 | 144
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2.34.

2.35.

2.36.

Ceny za 1 kg truskawek w zaleznoSci od ich jakos$ci ksztaltowaty sie na-
stepujaco: 13 zt, 15 zt i 6 zl. Plantator uzyskat ze sprzedazy truskawek
odpowiednio: 2 tys. zt, 3 tys. zt i 6 tys. zl. lle wynosita Srednia cena 2 kg
truskawek?

Zbadaj Srednie tempo przyrostu produkcji pewnego przedsiebiorstwa
w latach 2021-2025.

Lata Produkcja przemystowa [w tys. szt.]

2021 20

2022 24

2023 30

2024 42

2025 63

Z danych o ludnosci pewnej miejscowosci wynika, Ze w kolejnych trzech
okresach liczba ludnosci wynosita odpowiednio 5 tys., 7 tys. i 8 tys. osob.
Oblicz $redni przyrost wzgledny ludnosci.

2.37. Nizej podana jest tablica przedstawiajaca liczbe strzelonych goli podczas
jednej kolejki jesiennej rundy rozgrywek ligi pitki nozne;.
Liczba goli 0 1 2 3 4 5 Ogoétem
Liczba meczéw 15 16 4 5 2 1 43

Wyznacz dominujaca i Srodkowa liczbe strzelonych goli.

2.38. Ponizszy szereg przedstawia strukture wedtug wieku w pewnym przed-
siebiorstwie:
Wiek [w latach] do25 | do30 | do35 | do40 | do45 | do50 do 55
Liczba pracownikéow 8 32 47 59 84 95 100

2.39.

2.40.

Wyznacz dominujacy wiek pracownikow.

W spoétdzielni mieszkaniowej Stoneczny Stok dominujg mieszkania o po-
wierzchni w przedziale 45-50 m? (30%). Na podstawie badan statystycz-
nych ustalono, Ze najwiecej mieszkan ma powierzchnie 48,125 m2, za$
20% mieszkan ma powierzchnie pomiedzy 40 a 45 mz2. Jaki odsetek
mieszkan ma powierzchnie w przedziale od 50 do 55 m2?

Szereg rozdzielczy jest nastepujacy:

Szacunkowa warto$¢ srodkow
obrotowych [w min z1]

do 20 | 20-30 | 30-40 | 40-50 | 50-60 | 60-70 [ Ogbétem

zakladéw rzemieslniczych

HigA 5 130 | 100 | 25 15 8 2 280
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Na podstawie powyzszych informacji:
1. Oblicz mediane i Qs3, a wyniki zinterpretu;.



2. Odpowiedz, czy za pomoca innych Srednich obliczenie przecietnej
wartosci bytoby poprawne i mozliwe.
3. Odpowiedz, czy dodanie informacji o tym, ze tgczna warto$¢ sSrodkow
obrotowych wynosi 7 mld z}, zmieni odpowiedz na poprzednie pyta-
nie. Jesli tak, to oblicz te $rednia.

2.41. Mediana wzrostu 150 dzieci w wieku 14 lat znajdowatla sie w przedziale
155-160 cm, do ktérego zaliczato sie 40 dzieci, i wynosita 158 cm.
Ile dzieci miato wzrost ponizej 155 cm?

2.42. Firma przewozowa MaxBus obstuguje trzy typy tras pasazerskich: T1 -
trasy lokalne, T2 - trasy regionalne oraz T3 - trasy miedzymiastowe.
W ciggu tygodnia wykonano nastepujacg liczbe kurséw i przewieziono
$rednio tylu pasazeréw podczas jednego kursu:

Typ trasy Srednia liczba pasazeréw na kurs Liczba kurséw w tygodniu
T1 25 70
T2 38 50
T3 60 30
W kolejnym tygodniu:
* liczba kurséw tras T1 spadta o 20% (np. z powodu mniejszego zapo-
trzebowania),

e liczba kurséw tras T2 wzrosta o 10%,
e liczba kurséw tras T3 wzrosta o 50%.

Srednia liczba pasazeréw poszczegdlnych kurséw na kazdej trasie
pozostata bez zmian.
Oblicz i zinterpretuj Srednig liczbe pasazeréw po wystapieniu opisa-

nych zmian.

2.43. Firma logistyczna EcoTrans obstuguje trzy typy pojazdéw dostawczych:
mate (typ S), Srednie (typ M) i duze (typ L). Kazdy typ pojazdu ma inng
tadownos¢ i odbywa rézng liczbe kurséw w ciggu tygodnia. Dane za mi-

niony tydzien przedstawiono w tabeli ponize;j.

Typy pojazdow Srednia masa tadunku na kurs [w t] | Liczba kurséw w tygodniu
S (mate) 1,2t 60
M ($rednie) 2,5t 45
L (duze) 4,0t 25

W kolejnym tygodniu firma planuje zwiekszy¢ liczbe kurséw pojaz-
dow typu M o 20%, a liczbe kurséw pojazdéw typu S zmniejszy¢ o 15%
(przy zachowaniu tych samych Srednich mas tadunku na kurs). Liczba
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2.44.

2.45.

2.46.

2.47.
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kurséw pojazdoéw typu L sie nie zmieni. Oblicz i zinterpretuj Srednig mase
tadunku po zmianach.

Kurier pokonat trase z miasta A do miasta B (o dtugos$ci 60 km) z predko-
$cig 70 km/h. W drodze powrotnej z miasta B do A jechat z predkoscia
90 km/h. Oblicz Srednig predkos¢ kuriera na catej trasie (tam i z powro-
tem).

Samochéd pokonat trase ztozong z trzech odcinkdw:
* odcinek 1: 120 km - zuzycie paliwa 7 1/100 km,
* odcinek 2: 80 km - zuzycie paliwa 101/100 km,
* odcinek 3: 100 km - zuzycie paliwa 81/100 km.

Oblicz $rednie zuzycie paliwa na 100 km na catej trasie.

W firmie A, w ktorej pracuje 25 os6b, wynagrodzenie kazdego pracow-
nika jest wyzsze od 4000 zt. Czworo z nich zarabia miesiecznie nie wiecej
niz 4400zt, osiem zarabia nie wiecej niz 4800 zt, pietnascie otrzymuje nie
wiecej niz 5200 zt, za$ dwadzieScia jeden nie wiecej niz 5600 zt. Sposréd
pozostatych os6b Zadna nie zarabia wiecej niz 6000 zt. Jaka jest prze-
cietna miesieczna ptaca w firmie A?

W pewnym banku zbadano miesieczne wydatki 100 klientéw korzystaja-
cych z kart kredytowych. Wyniki przedstawiono w ponizszej tabeli (wy-
datki w tys. z1).

Wydatki [w tys. z1] Liczba klientow
0-1 10
1-2 25
2-3 30
3-5 20
5-8 10
8-10 5

a) Oblicz Srednie miesieczne wydatki klienta.

b) Oszacuj dominante i mediane dla tego rozktadu.

¢) Oblicz przecietny wydatek przypadajacy na klienta w grupie wydaja-
cej powyzej 3 tys. zt.



2.4.

2.1,
2.2,

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

2.9

2.10.
2.11.
2.12,
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.
2.18.
2.19.
2.20.
2.21.
2,22,
2.23.
2.24.
2.25.
2.26.
2.27.

2.28.

2.29.
2.30.
2.31.
2.32.
2.33.
2.34.

2.35

Odpowiedzi do zadan z zakresu miar przecietnych

D =3;Q;: =2; Me =3; Q3 =4; Xx = 3,28 kanatu

a)D =4, Q; =2,Me =4, Q; = 4,x = 3,53 zatrudnionych;

b)D =4, Q; = 2,Me =4, Q; = 4,x = 3,52 zatrudnionych

D =4; Q; =3; Me=4; Q3 =4; x =3,775 trasy

D=1; Q; =1, Me =2; Q3 = 3; x = 1,96 punktéw sprzedazy
D=1, Q; =1, Me=1; Q3 =3; x = 1,766 brakéw

D =32,73; Q; =30,9; Me = 33,18; Q3 = 36,43; x = 33,75 roku

D = 413,64; Q; = 313,16; Me = 404,55; Q; = 490,00; X = 399 pra-
cownikow

D =11,373; Q, =7,188; Me = 10,761; Q3 = 13,478; x = 10,45
szkoty

D =54,29; Q; =49,17; Me = 67,78; Q3 = 91,25; X = 70 tys. szt.

D =0,370; Q, =0,283; Me = 0,365; Q; = 0,442; ¥ = 0,36 mln zt

D = 23,750; Q; = 20,588; Me = 28,333; Q3 = 37,500; x = 29,4 min.
424 przedsiebiorstwa

20 pracownikéw

10 zawodnikow

44% zlecen

Xx=36

X = 1,3 pracownika

X = 2 punkty sprzedazy

X =7970zt

X = 368 pracownikow

X = 2,7 osoby w obu blokach
Xx = 275,6; Xy = 306 zt

X = 6280 zt

X = 23,8 roku

X =399

x =4,11at

a) $rednia harmoniczna Xy = 25,7 km/h; b) $rednia arytmetyczna
X =26km/h

a) $rednia arytmetyczna ¥ = 3,89 zt/szt.,; b) Srednia harmoniczna
Xy = 3,89 zt/szt.

Xy = 480 os6b/km?

Xy = 18,5 osoby/km?

Xy = 13,45szt./h

Xy =81zt

wzrost §rednio o 33% z roku na rok

wzrost Srednio o 26% z okresu na okres

D =1;Me =1 gol
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2.36. D = 42,4 roku

2.37. 24%

2.38. a) Me = 21 mln zt, Q3 = 28 mln zt; b) Nie mozna domkna¢ pierwszego
przedziatu, gdyz jego liczebnos$¢ przekracza 10% zbiorowosci.
c) X = 25 mln zt

2.39. 51 oséb

2.40. x = 40 os6b

2.41. x = 2,38t

2.42. xy = 78,75 km/h

2.43. x = 8,131/100 km

2.44. x = 5032 zt

2.45. a) x = 3,075; b) Me = 2,5,D = 2,33; c) X = 5,43 tys. zt
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2.5. Pytania testowe z zakresu miar przecietnych

1.

Dlaczego nie nalezy wyznacza¢ Sredniej arytmetycznej dla danych silnie
asymetrycznych?

a) Poniewaz nie da sie jej obliczy¢.

b) Poniewaz zawsze jest rowna medianie.

¢) Poniewaz wymaga danych jakosciowych.

d) Poniewaz moze nie oddawac centralnego potozenia danych.
Dominanta w analizie statystycznej oznacza:

a) najczesSciej wystepujgca wartosc¢ cechy,

b) warto$¢ najbardziej skrajng,

¢) warto$¢ najmniejszg,

d) warto$¢ przecietna.

Czym rozni sie mediana od $redniej arytmetycznej?

a) Srednia jest warto$cig srodkowa.

b) Mediana nie uwzglednia wartosci skrajnych.

¢) Mediana nie moze by¢ stosowana do danych mierzalnych.

d) Mediana zawsze jest wieksza od Sredniej.

Co mozna wnioskowa¢, gdy rozktad liczby napraw komputeré6w ma dwa
wierzchotki w histogramie?

a) Zmienna jest losowa.

b) Dane s3g niedoktadne.

¢) Histogram nie jest skonstruowany.

d) Wystepuja dwie rézne grupy urzadzen.

Co mierzy Srednia geometryczna?

a) Zmienno$¢ wartosci cechy.

b) Srednie tempo zmian zjawiska.

¢) Srednig warto$é¢ cechy szeregu przekrojowego.

d) Srodkowa warto$¢ cechy szeregu przekrojowego.

Srednia tygodniowa ptaca pierwszej brygady stazystéw wynosita 900 zt,
a Srednia ptaca drugiej brygady 1000 zt. Jezeli pierwsza brygada byta trzy-
krotnie liczniejsza niz druga, to $rednia ptaca stazystow liczona dla dwéch
brygad wynosita tacznie:

a) 975zt

b) 9251z,

¢) 950 zt,

d) 900 zt.

Dominanta miesiecznej liczby sprzedanych produktéw wynosi 20. Co to
oznacza?

a) Sprzedaz wynosila Srednio 20 sztuk.

b) Nie sprzedawano mniej niz 20 sztuk.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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¢) Najczesciej sprzedawano 20 sztuk miesiecznie.

d) Kazdego miesigca sprzedawano 20 sztuk.

Dominanta liczby ksigzek przeczytanych w roku wynosi 0. Co to oznacza?
a) Kazdy przeczytat 0 ksigzek.

b) Najwiecej oséb nie przeczytato zadnej ksigzki.

c) Wiekszo$¢ przeczytala jedng ksigzke.

d) Nie wiadomo, ile ksigzek przeczytano.

Srednia dtugo$¢ snu wéréd badanych studentéw wynosi 6,2 godziny. Co to
oznacza?

a) Minimum snu to 6 godzin.

b) Kazdy student $pi doktadnie 6,2 godziny.

c) Przecietnie student $pi 6,2 godziny na dobe.

d) Wszyscy spali ponizej Srednie;j.

Mediana wynagrodzen w firmie wynosi 4800 zt. Co z tego wynika?

a) Jestto wysoko$¢ maksymalnej pensji.

b) Potowa pracownikdw zarabia 4800 zi lub mniej.

¢) Tylko jedna osoba zarabia 4800 zt.

d) Wszyscy pracownicy zarabiajg 4800 zt.

Pierwszy kwartyl poziomu hatasu w biurze to 45 dB. Co to znaczy?

a) Potowa wynikéw to 45 dB.

b) Jestto poziom maksymalny.

¢) 75% pomiaréw wykazato doktadnie 45 dB.

d) 25% pomiaréw hatasu dato wynik nizszy niz 45 dB.

Trzeci kwartyl miesiecznego zuzycia wody wynosi 9 m>. Jak to interpreto-
wac?

a) Wiekszo$¢ zuzywata ponad 9 m>.

b) Srednie zuzycie to 9 m>.

¢) Minimum to 9 m3.

d) 75% gospodarstw zuzywato nie wiecej niz 9 m?,

Mediana poziomu stresu w populacji wynosi 3 (w skali 1-5). Co to oznacza?
a) Wszyscy s zestresowani.

b) Potowa os6b ocenita stres na 3 lub mnie;j.

¢) Stres jest maksymalny.

d) Srednia ocena to 3.

Miarami przecietnymi s3:

a) Srednia arytmetyczna, odchylenie standardowe, dominanta;

b) $rednia harmoniczna, kwartyl drugi, dominanta;

¢) S$rednia arytmetyczna, mediana, kurtoza;

d) $rednia arytmetyczna, mediana, rozstep.

Analizujac czas zatadunku standardowej palety z towarem do ciezaréwki
w centrum dystrybucyjnym, wyznaczono Q; = 3,2 min., co oznacza, ze:



16.

17.

18.

19.

20.

a) 25% palet jest tadowanych w czasie powyzej 3,2 min.;

b) 75% palet jest tadowanych w czasie ponizej 3,2 min.;

c) 50% palet jest tadowanych w czasie ponizej 3,2 min.;

d) 25% palet jest tadowanych w czasie ponizej 3,2 min.

Dominanta rozktadu stypendiéw pobieranych na uczelni wynosi 1200 zt.

Oznacza to, ze:

a) 25% studentow otrzymuje co najwyzej 1200 zt stypendium;

b) 50% studentéw otrzymuje 1200 zt stypendium;

c) wokdt 1200 zt jest skupiona najwieksza liczba stypendiow;

d) gdyby fundusz stypendialny podzieli¢ po réwno miedzy studentéw po-
bierajacych stypendia, to kazdy otrzymatby po 1200 zt.

Jezeli warto$ci zmiennej podane sg w jednostkach wzglednych (np. km/h,

kg/o0s.), natomiast wagi w jednostkach licznikow tych jednostek wzgled-

nych (czyli odpowiednio: km, kg), to do obliczenia sredniego poziomu ba-
danej zmiennej nalezy uzy¢:

a) Sredniej harmonicznej,

b) S$redniej geometryczne;j,

¢) S$redniej arytmetycznej,

d) dominanty.

Badanie oszczednosci 300 gospodarstw domowych wykazato, ze 225 go-

spodarstw ma oszczedno$ci mniejsze niz 1000 zt. Mediana w tym rozkta-

dzie:

a) jestwiekszaniz 1000 zt,

b) jestwieksza niz 225 gospodarstw,

¢) jest mniejsza niz 1000 z,

d) jest mniejsza niz 225 gospodarstw.

Ktére ze stwierdzen jest fatszywe?

a) Srednia arytmetyczna jest miara pozycyjna.

b) Srednia arytmetyczna jest suma wartoéci zmiennej wszystkich jedno-
stek badanej zbiorowo$ci podzielong przez liczbe tych jednostek.

¢) Suma odchylen poszczeg6lnych wartosci zmiennej od Sredniej arytme-
tycznej jest rowna zero.

d) Srednia arytmetyczna jest nie mniejsza niz minimalna warto$¢ badanej
cechy i nie wieksza niz warto$¢ maksymalna.

Ktére ze stwierdzen jest prawdziwe w odniesieniu do kwartyla pierw-

szego?

a) Dzieli zbiorowo$¢ tak, ze przynajmniej 25% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 75% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.

b) Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 25% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 25% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
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<)

d)

Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 75% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 25% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 75% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 75% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.

Ktére ze stwierdzen jest prawdziwe w odniesieniu do kwartyla trzeciego?

a)

b)

<)

d)

Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 25% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 75% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 25% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 25% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 75% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 25% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowos$¢ tak, Ze przynajmniej 75% jednostek ma wartoSci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 75% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.

Ktére ze stwierdzen jest prawdziwe w odniesieniu do kwartyla drugiego?

a)

b)

c)

d)

Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 25% jednostek ma wartoSci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 75% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 25% jednostek ma wartoSci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 25% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowos$¢ tak, ze przynajmniej 75% jednostek ma wartoSci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 25% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.
Dzieli zbiorowo$¢ tak, ze przynajmniej 50% jednostek ma wartosci
nie mniejsze od kwartyla pierwszego, a przynajmniej 50% nie wieksze
od kwartyla pierwszego.

Ktére ze stwierdzen jest fatszywe?

a)
b)
c)
d)

Kwartyl dzieli zbiorowo$¢ na dwie czeSci o okreslonych proporcjach.
Kwartyl jest najczesciej wystepujaca wartoscia.

Kwartyl jest miara pozycyjna.

Kwartyl moze by¢ wartoscig sSrodkowa.

Ktére ze stwierdzen jest prawdziwe?

a)
b)
c)
d)

Dominanta dzieli zbiorowo$¢ na dwie cze$ci o okre$lonych proporcjach.
Dominanta jest najczesciej wystepujacg wartoscia.

Dominanta jest miarg klasyczna.

Dominanta jest warto$cig $srodkowa.
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W trzyosobowej rodzinie (ojciec, matka i syn) wyznaczono $redniag ptace
w maju. Ojciec miat ptace wyzsza od Sredniej o 250 zt, zas matka nizsza
0 200 zt. Ptaca syna byta:

a) wyzsza od Sredniej o 50 zi,

b) nizsza od $redniej o 50 zt,

¢) wyzsza od $redniej o 225 zt,

d) nizsza od $redniej o 225 zt.

Srednia arytmetyczna nie jest miara:

a) tendencji centralnej,

b) klasyczng,

¢) pozycyjna,

d) znajdujaca sie w przedziale od najmniejszej wartos$ci badanej cechy.
Srednia ptaca brutto w maju w przedsiebiorstwie spedycyjnym wynosita
6250 zt. W czerwcu wszyscy pracownicy otrzymali premie w wysokoSci
500 zt. Srednia ptaca w czerwcu wynosita:

a) 62501z,

b) 6500 zi,

c) 67501z,

d) 7000zt

Srednia ptaca brutto w maju w przedsiebiorstwie spedycyjnym wynosita
6250 zt. W czerwcu z powodu zawarcia nowego kontraktu wynagrodzenie
pracownikéw wzrosto dwukrotnie. Srednia ptaca w czerwcu wynosita:

a) 6250zt

b) 9375z,

c) 12500z,

d) 18750 zL

Odwrotnos¢ sredniej arytmetycznej z odwrotno$ci warto$ci zmiennych to:
a) S$rednia arytmetyczna,

b) $rednia harmoniczna,

¢) S$rednia geometryczna,

d) Srednia pozycyjna.

Badano liczbe studentéw mieszkajacych w akademiku i uzyskano nastepu-
jace wyniki: w 10 pokojach mieszka po 2 studentéw, w 20 pokojach
po 3 studentéw, a w 5 pokojach po 4 studentéw. Do obliczenia $redniej
liczby studentéw przypadajacych na pokéj nalezy uzy¢:

a) S$redniej harmonicznej,

b) S$redniej geometrycznej,

c) Sredniej arytmetycznej,

d) dominanty.

Badano liczbe studentéw mieszkajacych w akademiku i uzyskano nastepu-
jace wyniki: 20 studentéw mieszka w pokojach dwuosobowych, 60 studen-
tow w pokojach trzyosobowych, a 20 studentéw w pokojach
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czteroosobowych. Do obliczenia $redniej liczby studentéw przypadajacych
na pokoj nalezy uzy¢:

a) Sredniej harmonicznej,

b) S$redniej geometryczne;j,

¢) Sredniej arytmetycznej,

d) dominanty.

Badano liczbe studentéw mieszkajacych w akademiku i uzyskano nastepu-
jace wyniki: 20 studentéw mieszka w pokojach dwuosobowych, 60 studen-
tow w pokojach trzyosobowych, a 20 studentéw w pokojach czteroosobo-
wych. Do obliczenia liczby studentéw najczesciej przypadajacych na pokdj
nalezy uzy¢:

a) Sredniej harmonicznej,

b) S$redniej geometryczne;j,

¢) S$redniej arytmetycznej,

d) dominanty.

Badano liczbe studentéw przypadajgcych srednio na jeden pokdj w kolej-
nych semestrach i uzyskano nastepujace wyniki: w pierwszym semestrze
byty to 2 osoby, w drugim semestrze 2,5 osoby, a w trzecim semestrze
3 osoby. Do obliczenia $redniej zmiany liczby studentéw przypadajgcych
na pokéj w badanym okresie nalezy uzy¢:

a) Sredniej harmonicznej,

b) S$redniej geometrycznej,

¢) S$redniej arytmetycznej,

d) dominanty.



2.6. Odpowiedzi do pytan testowych

1.d)

2.a)

3.b)

4.d)

5.b)

6.b)

7.¢)

8.b)

9.¢)

10.b)
11.d)
12.d)
13.b)
14.b)
15.d)
16.¢)
17.a)
18.¢)
19.a)
20.¢)
21.b)
22.d)
23.b)
24.b)
25.b)
26.¢)
27.¢)
28.¢)
29.b)
30.¢)
31.a)
32.d)
33.b)

Z zakresu miar przecietnych

73



3. Miary dyspersji (zréznicowania, rozproszenia)

3.1. Klasyczne miary dyspersji

W analizie statystycznej oprécz miar tendencji centralnej istotne znaczenie
maja rowniez miary dyspersji (zr6znicowania), ktére informuja o tym, jak bar-
dzo dane rozpraszaja sie wokot wartos$ci przecietnej. Miary te pozwalajg oceni¢
stopien zmiennoSci cechy w badanej zbiorowosci. Do klasycznych miar dysper-
sji zaliczamy:

* wariancje,

* odchylenie standardowe,

*  wspdiczynnik zmiennos$ci oparty na odchyleniu standardowym,

* typowy obszar zmienno$ci oparty na odchyleniu standardowym.

Wariancja (s?) to jedna z podstawowych klasycznych miar dyspersji, ktora
informuje o tym, jak bardzo poszczego6lne wartosci cechy w analizowanej zbio-
rowosci r6znig sie od Sredniej arytmetycznej. Méwiac inaczej, wariancja mierzy
przecietng kwadratowg odlegto$¢ obserwacji od $redniej. Im wieksza jest wa-
riancja, tym wieksze jest zr6znicowanie danych. Obliczamy ja, wykorzystujac
nastepujgce wzory:

+ dlaszeregu prostego:

52 =230, (g — %) (3.1)

+ dlaszeregu rozdzielczego punktowego:

s? = %Z?:l(xi — %)% = X (- 0)? - f; (3.2)

» dla szeregu rozdzielczego przedziatowego:

o 2 o 2
2 _ 1y« - _ vk -
ST =y i= (xi - x) M= Nimg (xi - x) fi (3.3)
Alternatywnie wariancje mozna obliczy¢ w spos6b uproszczony, bez ko-
niecznosci wczesniejszego wyznaczania odchylen od Sredniej, stosujac tzw.
wz0r skrocony, ktory opiera sie na r6znicy miedzy Srednig arytmetyczng kwa-
dratéw wartosci a kwadratem Sredniej arytmetyczne;j:
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» dla szeregu prostego:
2=~ 2L ()% — ()7 (34)
» dla szeregu rozdzielczego punktowego:
2= 23K () = ()7 = 3K x? fi — (7)? (3.5)
» dla szeregu rozdzielczego przedziatlowego:
s2=239% (%) - @7 =3k, (%) fi- @7 (36)

Wariancje stosuje sie przede wszystkim w sytuacjach, gdy:

* potrzebna jest iloSciowa miara rozrzutu danych wzgledem S$redniej
arytmetycznej pozwalajgca oceni¢, jak bardzo poszczegélne obserwacje
sg oddalone od wartosci przecietnej;

* wynik ma stuzy¢ jako podstawa do dalszych analiz statystycznych, ta-
kich jak: testy istotnosci (np. test t-Studenta, analiza wariancji), estyma-
cja parametrow populacji czy obliczanie wspo6tczynnika korelacji linio-
wej, regresji oraz innych metod wnioskowania statystycznego.

Wada wariancji jest jej ograniczona interpretowalno$¢ w zastosowaniach
praktycznych - wynik wyrazany jest w jednostkach kwadratowych
(np. cm?, z4?), ktdre nie majg bezposredniego odniesienia do skali badanej cechy.

Odchylenie standardowe (s) to jedna z wazniejszych klasycznych miar
zmiennos$ci, ktoéra okresla, jak bardzo poszczegblne wartosci w zbiorze danych
odchylaja sie przecietnie od Sredniej arytmetycznej. Obliczamy ja jako pierwia-
stek kwadratowy z wariancji, a mianowicie:

s=s? (3.7)

Odchylenie standardowe posiada istotna zalete: jest wyrazone w tej samej
jednostce co badana cecha (np. min., kg, zt), co czyni je bardziej intuicyjnym i ta-
twiejszym do interpretacji miernikiem niz wariancja.

Stosu]emy je, gdy:

chcemy postuzy¢ sie miarg dyspersji, ktdra zachowuje jednostke bada-
nej cechy, co umozliwia bezposrednie poréwnanie z warto$ciami $red-
nimi;

* analizujemy, jak bardzo dane s3g zr6znicowane wokot Sredniej, czyli oce-

niamy stopien rozproszenia wynikow w zbiorze danych.
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Schemat interpretacyjny odchylenia standardowego moze przyjac¢ postac:

Wartosci cechy [nazwa cechy] w zbiorowosci [nazwa
zbiorowosci] przecietnie odchylajg sie (réznig sie)
od $redniej o ok. ... [wartos¢ s] [jednostek pomiaru].

Wspotczynnik zmienno$ci (V) to wzgledna miara dyspersji, ktéra infor-
muje, jaki procent Sredniej arytmetycznej stanowi odchylenie standardowe.
Dzieki temu pozwala poréwnywac zréznicowanie réznych cech - nawet wtedy,
gdy s one wyrazone w réznych jednostkach lub majg rézne poziomy prze-
cietne.

Wz6r na wspotczynnik zmiennos$ci wyraza sie nastepujgco:

S
== (38)

Dla uproszczenia interpretacji mozna przyja¢ nastepujaca umowna klasyfi-
kacje zmiennoSci:

* do 5% - nieistotna (bardzo staba) statystycznie zmienno$¢ (niektérzy

autorzy podaja do 10%),

* o0od 5% do 25% - niewielka (staba) zmiennos¢,

 0d25% do 50% - umiarkowana zmiennos¢,

*  0d 50% do 100% - duza (silna) zmiennos¢,

*  powyzej 100% - bardzo duza (bardzo silna) zmienno$¢.

Wspotczynnik zmienno$ci stosujemy, gdy:

* chcemy poréwnac¢ zmienno$¢ réznych cech, ktore réznia sie jednostka
miary i poziomem Srednim;

* zalezy nam na ocenie stabilnosci proceséw lub zjawisk - im mniejsza
wartos$¢ wspétczynnika zmiennosci, tym mniejsze wzgledne zréznico-
wanie, a wiec wieksza stabilno$¢ analizowanego procesu;

* analizujemy dane w ujeciu poré6wnawczym - przyktadowo chcemy po-
réwnac¢ zmienno$¢ sprzedazy w réznych krajach, branzach lub okre-
sach.

Schemat interpretacyjny klasycznego wspétczynnika zmiennoSci moze
przyjac postac:

Rozktad zbiorowosci [nazwa zbiorowosci] ze wzgledu
na ceche [nazwa cechy] cechuje
[bardzo stabe/stabe/umiarkowane/silne/bardzo silne]
zréznicowanie.
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Typowy obszar zmiennosci klasyczny (obszar typowy, klasyczny ob-
szar typowy) to przedzial, ktéry obejmuje wartosci znajdujace sie w okreslo-
nej odlegtosci od Sredniej arytmetycznej mierzonej w jednostkach odchylenia
standardowego. Okre$la on, w jakim zakresie mozna oczekiwa¢ wystgpienia
wiekszosci (ponad 50%) zbiorowosci, jesli dane sg stosunkowo regularnie roz-
tozone wokot Sredniej. Typowy obszar zmienno$ci wyrazany jest wzorem:

Xtyp € (X —5;% +5) (3.9

Stosujemy go, gdy:

* chcemy sprawdzi¢, czy wartosci sg rozproszone wokot Sredniej w ocze-
kiwanym zakresie;

» interesuje nas, jaki zakres obejmuje wiekszo$¢ danych - bez konieczno-
$ci analizowania catego rozktadu.

Schemat interpretacyjny klasycznego obszaru typowego moze przyjac¢ po-
stac:

Wiekszo$¢ (ponad 50%) zbiorowosci [nazwa
zbiorowos$ci] ma wartosci cechy [nazwa cechy]
w przedziale od ... [warto$¢ X — s] [jednostek pomiaru]
do ... [wartos$¢ x + s] [jednostek pomiaru].

Jezeli rozkiad jest zgodny z rozktadem normalnym, to:

* ok. 68% obserwacji miesci sie w przedziale: (X — s; X + s),

*  0k.95% obserwacji miesci sie w przedziale: (X — 2s; X + 25),

* 0k . 99,7% obserwacji miesci sie w przedziale: (k — 3s; x + 3s).

Przyktad 3.1 (kontynuacja przyktadu 1.1)

Wracajac do szeregu rozdzielczego dotyczacego liczby os6b w zespotach, w ktd-
rych najczes$ciej pracowali analizowani studenci Politechniki Biatostockiej,
przejdZmy do wyznaczenia klasycznych miar zmienno$ci. W poprzednim roz-
dziale przedstawiono obliczenia dotyczace Sredniej liczby cztonkéw zespotuy,
ktéra wyniosta 5 oséb.

Obliczenia zwigzane z wyznaczeniem wariancji przedstawiono w tabeli 3.1.
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Tabela 3.1. Wyliczenia wariancji (wzér podstawowy) dla rozktadu liczby oséb w zespotach pro-
jektowych, w ktorych pracowali studenci, z wykorzystaniem liczebnosci

X n; X —X (x; = %)%y

2 3 -3 27

3 4 -2 16

4 7 -1 7

5 12 0 0

6 8 1 8

7 3 2 12

8 2 3 18

9 1 4 16
Suma 40 104

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac sume z tabeli 3.1 do wzoru (3.2), obliczamy wariancje liczby
0s6b w zespotach:

1 _ 104
SZ — ﬁzf:l(xl —_ x)z . nl = E = 2,6 05-2

Wyliczenia mozna réwniez przeprowadzié, korzystajac z przeksztatconego
wzoru wariancyjnego, ktéry pozwala unikng¢ obliczania odchylen poszczegdl-
nych wartosci od $redniej. Pomocnicze wyliczenia przedstawiono w tabeli 3.2.

Tabela 3.2. Wyliczenia wariancji (wzor przeksztatcony) dla rozktadu liczby oséb w zespotach
projektowych, w ktérych pracowali studenci, z wykorzystaniem liczebno$ci

Xi n; (x;)? (x)* - m;
2 3 4 12
3 9 36
4 7 16 112
5 12 25 300
6 8 36 288
7 3 49 147
8 2 64 128
9 1 81 81
Suma 40 1104

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac wyliczenia z tabeli 3.2 do wzoru (3.5), obliczamy:

s? =

1 ok -
S Zim % — ()2 =

1104

40

52 =27,6 — 25 = 2,6 0s.2

W obu przypadkach uzyskano ten sam wynik.
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Inng metoda wyznaczania wariancji jest wykorzystanie czesto$ci. W tym
podejsciu kazda warto$¢ zmiennej jest wazona przez swojg czestosé, analogicz-
nie jak w przypadku liczebnos$ci. Wyliczenia pomocnicze dla podstawowego
wzoru przedstawiono w tabeli 3.3.

Tabela 3.3. Wyliczenia wariancji (wzor podstawowy) dla rozktadu liczby oséb w zespotach pro-
jektowych, w ktérych pracowali studenci, z wykorzystaniem czestosci

X fi xXi—X (x; =22 f;

2 0,075 -3 0,675

3 0,100 -2 0,400

4 0,175 -1 0,175

5 0,300 0 0,000

6 0,200 1 0,200

7 0,075 2 0,300

8 0,050 3 0,450

9 0,025 4 0,400
Suma 1,000 2,600

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajgc sume uzyskang w tabeli 4.3 do wzoru (4.2), otrzymujemy:
k
s? = E(xi - %)% f; =2,60s.2
i=1

Analogicznie mozna przeprowadzi¢ obliczenia wariancji przy uzyciu prze-
ksztatconego wzoru, uwzgledniajgc czestosci poszczegdlnych wartos$ci zmien-
nej. Szczegélowe wyliczenia przedstawiono w tabeli 3.4.

Tabela 3.4. Wyliczenia wariancji (wzor przeksztatcony) dla rozktadu liczby oséb w zespotach
projektowych, w ktdrych pracowali studenci, z wykorzystaniem czestosci

X fi (x;)? (x)* - fi
2 0,075 4 0,300
3 0,100 9 0,900
4 0,175 16 2,800
5 0,300 25 7,500
6 0,200 36 7,200
7 0,075 49 3,675
8 0,050 64 3,200
9 0,025 81 2,025
Suma 40 27,600

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.
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Podstawiajac wyliczenia z tabeli 3.4 do wzoru (3.5), obliczamy:
K
5% = Z x;2 fi—(x)?=27,6—-5%=27,6—25=2,60s.2

i=1

Niezaleznie od zastosowanej metody obliczen - klasycznej czy przeksztat-
conej — uzyskano ten sam wynik wariancji, co potwierdza poprawnos¢ przepro-
wadzonych wyliczen oraz rownowazno$¢ obu podejs$¢ rachunkowych.

Otrzymany wynik wyrazony jest w jednostkach kwadratowych, czyli w oso-
bach? W celu uzyskania warto$¢ mozliwej do bezpos$redniej interpretacji na-
lezy obliczy¢ odchylenie standardowe, czyli pierwiastek z wariancji. Wéwczas
wynik wyrazony jest juz w jednostkach pomiaru, czyli w tym przypadku w oso-
bach:

s=\/s—=\/ﬁ=1,6105.

Na tej podstawie mozemy stwierdzi¢, ze liczba os6b w zespotach, w ktérych
pracowali analizowani studenci, rézni sie $rednio od przecietnej liczby 5 os6b
o 1,61 osoby.

Kontynuujac analize liczby oséb w zespotach projektowych, w ktérych pra-
cowali studenci, przejdZmy do wyznaczenia typowego obszaru zmienno$ci oraz
wspotczynnika zmienno$ci tej cechy.

Korzystajac ze wzoru na typowy obszar zmiennosci (3.9), otrzymujemy
przedziat:

Xtyp € (5—1,61;5+1,61)
Xtyp € (3,39;6,61) os.

Mozemy zatem przyjacé, ze wiekszos¢ zespotoéw liczy od 4 do 6 0séb, co ozna-
cza, ze typowe rozmiary grup projektowych mieszcza sie w podanym zakresie.
Jesli spojrzymy na dane empiryczne, mozemy zauwazy¢, ze znaczna czeS¢ war-
tosci (67,5%) rzeczywiscie znajduje sie w wyznaczonym przedziale, co po-
twierdza jego reprezentatywnosc¢.

Obliczmy teraz wspotczynnik zmiennosci, korzystajac ze wzoru (3.8):

s 161

V.=== = 0,322 = 32,29
S x 5 %

Otrzymany wynik oznacza, ze zréznicowanie liczby os6b w zespotach jest
umiarkowane.

Dla poréwnania, gdyby inna grupa studentéw tworzyta zespoty, w ktérych
$rednia liczba oséb réwniez wynositaby 5, ale odchylenie standardowe bytoby
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mniejsze (przyktadowo wynositoby 1 osobe), to wspétczynnik zmiennosci wy-
niostby tylko 20%. W takim przypadku mozna bytoby stwierdzié, ze hipote-
tyczna druga grupa pracuje w bardziej jednorodnych zespotach, gdyz liczba ich
cztonkdw jest mniej zrdznicowana. Z kolei, gdyby inna grupa miata wspétczyn-
nik zmiennos$ci réwny przykltadowo 60%, oznaczatoby to znacznie wieksze
zrdznicowanie liczebnosci zespotéw, co mogtoby wskazywaé na duza swobode
w ich tworzeniu ze wzgledu na liczebnos¢.

Przyktad 3.2 (kontynuacja przyktadu 1.2)

Wracajac do szeregu rozdzielczego przedziatowego dotyczacego stawek godzi-
nowych brutto pracownikéw dziatu logistyki, wyznaczmy Kklasyczne miary
zmiennoSci. Zacznijmy od wyliczenia wariancji na podstawie klasycznego
wzoru, w ktérym obliczane sg odchylenia kwadratowe poszczegélnych warian-
tow cechy od $redniej arytmetycznej. Wyliczenia pomocnicze przedstawiono
w tabeli 3.5.

Tabela 3.5. Wyliczenia wariancji (wzér podstawowy) dla rozktadu stawki godzinowej brutto
pracownikéw dziatu logistyki z wykorzystaniem liczebnosci

: z 3 P

Xoi = X1i n; X; X —X (xi - 7) n;
10-12 14 11 -4,1 235,34
12-14 23 13 -2,1 101,43
14-16 28 15 -0,1 0,28
16-18 18 17 1,9 64,98
18-20 13 19 3,9 197,73
20-22 4 21 5,9 139,24
Suma 100 739,00

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac sume z tabeli 3.5 do wzoru (3.3), obliczamy wariancje stawek
godzinowych brutto pracownikéw dziatu logistyki:

k
1 o \2 739
=5 (=) me= g5 = 73948
i=

Alternatywnie obliczenia mozna przeprowadzi¢ z wyKkorzystaniem prze-
ksztatconego wzoru wariancyjnego, ktéry pozwala unikngé uprzedniego obli-
czania odchylen. Wyliczenia pomocnicze wykonane ta metoda przedstawiono
w tabeli 3.6.
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Tabela 3.6. Wyliczenia wariancji (wzor przeksztatcony) dla rozktadu stawki godzinowej brutto
pracownikéw dziatu logistyki z wykorzystaniem liczebnosci

o o N2 N2

Xoi — X1i n; Xi (xi) (xi) n;
10-12 14 11 121 1694
12-14 23 13 169 3887
14-16 28 15 225 6300
16-18 18 17 289 5202
18-20 13 19 361 4693
20-22 4 21 441 1764
Suma 100 23540

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac sume z tabeli 3.6 do wzoru (3.6), obliczamy wariancje stawek
godzinowych brutto pracownikéw dziatu logistyki:

2= 12](:(0)2' (')2—23540 (15,1)% = 235,40 — 228,01 = 7,39 z}?
S —N ’ Xi n; X = 100 , — , , =7, 7z
=

Kolejna tabela (3.7) prezentuje wyliczenia zwigzane z wariancjg dla szeregu
rozdzielczego przedziatowego z czestoscia.

Tabela 3.7. Wyliczenia wariancji (wzér podstawowy) dla rozktadu stawki godzinowej brutto
pracownikéw dziatu logistyki z wykorzystaniem czestosci

g N s 2

Xoi — X1; fi X X —X (xi—f) fi
10-12 0,14 11 -4,1 2,3534
12-14 0,23 13 -2,1 1,0143
14-16 0,28 15 -0,1 0,0028
16-18 0,18 17 1,9 0,6498
18-20 0,13 19 3,9 1,9773
20-22 0,04 21 5,9 1.3924
Suma 1,00 7,3900

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac sume z tabeli 3.7 do wzoru (3.3), obliczamy wariancje stawek
godzinowych brutto pracownikéw dziatu logistyki:

k

s?= z (xl —32)2 - f; = 7,39 zt?

i=1
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Tabela 3.8 prezentuje wyliczenia wariancji ze wzoru przeksztatconego dla sze-
regu rozdzielczego przedziatowego, w ktérym przedzialty wazone s3 czestoscia.

Tabela 3.8. Wyliczenia wariancji (wzor przeksztatcony) dla rozktadu stawki godzinowej brutto
pracownikéw dziatu logistyki z wykorzystaniem czestosci

Xoi — X1i fi JoCi (-;Ci)z (-;Ci)z “fi
10-12 0,14 11 121 16,94
12-14 0,23 13 169 38,87
14-16 0,28 15 225 63,00
16-18 0,18 17 289 52,02
18-20 0,13 19 361 46,93
20-22 0,04 21 441 17,64
Suma 1,00 235,40

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac sume z tabeli 3.8 do wzoru (3.6), obliczamy wariancje stawek
godzinowych brutto pracownikéw dziatu logistyki:

k
o \2
% = Z (%)) - fi = (@)% = 235,40 — (15,1)? = 235,40 — 228,01 = 7,39 2%

i=1

Uzyskany wynik wyrazony jest w jednostkach kwadratowych, czyli w zto-
tych?, dlatego nie nadaje sie do bezposredniej interpretacji. W zwigzku z tym
ponizej przedstawiono obliczenia odchylenia standardowego stawek godzino-
wych, ktére - jako pierwiastek z wariancji - pozwala przedstawi¢ zréznicowa-
nie w tej samej jednostce co analizowana cecha, czyli w ztotych:

s=+/s2 =739 =272z

Na tej podstawie mozna wnioskowa¢, ze stawki godzinowe pracownikow
dziatu logistyki przecietnie réznia sie od $redniej wartosci 15,10 zt o ok. 2,72 zt.

W dalszej czesci analizy stawek godzinowych brutto przystapmy do wyzna-
czenia typowego obszaru zmiennos$ci oraz wspdiczynnika zmiennosci tej cechy.

Stosujac wzor na typowy obszar zmiennosci (3.9), otrzymujemy nastepu-
jacy przedziat:

Xtyp € (15,10 — 2,72;15,10 + 2,72)

Xeyp € (12,38;17,82) zt
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Mozna zatem przyja¢, ze stawki godzinowe wiekszosci pracownikéw miesz-
cza sie w zakresie od ok. 12,38 zt do 17,82 zt. Analiza danych empirycznych
wskazuje, ze 66% obserwacji znajduje sie w tym przedziale.

Nastepnie wyznaczmy wspo6tczynnik zmienno$ci, Korzystajac ze
wzoru (3.8):

s 2,72

R — 0,
V=g =1515=0180=18%

Uzyskany wynik oznacza, Ze zréznicowanie stawek godzinowych w anali-
zowanym dziale mozna okresli¢ jako niewielkie.
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3.2. Pozycyjne miary dyspers;ji

W przypadku rozktadéw niesymetrycznych lub zawierajacych wartosci odsta-
jace szczegdlnie przydatne sg pozycyjne miary dyspersji, ktoére opierajg sie
na rozktadzie obserwacji, a nie na Srednich odchyleniach. S3 one bardziej od-
porne na wplyw warto$ci skrajnych i dobrze sprawdzaja sie w analizie danych
porzadkowych lub rozktadéw asymetrycznych. Do pozycyjnych miar dyspers;ji
zaliczamy:

* rozstep,

* odchylenie ¢wiartkowe,

*  wspbiczynnik zmienno$ci oparty na odchyleniu éwiartkowym,

* typowy obszar zmiennos$ci oparty na odchyleniu ¢wiartkowym.

Rozstep (R) to réznica miedzy najwiekszg a najmniejszg wartoscig w zbio-
rze danych:

R = Xmax = Xmin (3.10)

Stosu]emy go, gdy:
chcemy szybko oceni¢ zakres zmienno$ci w danych,

* analizujemy dane porzadkowe lub iloSciowe (najlepiej przy niewielkich
zbiorach),

* dane nie zawierajg wartoSci odstajacych (rozstep jest na nie bardzo
wrazliwy).

Odchylenie ¢wiartkowe (Q) to miara dyspersji oparta na kwartylach,
ktéra informuje o rozproszeniu $rodkowych 50% danych, czyli obserwac;ji
znajdujgcych sie pomiedzy pierwszym (Q4) a trzecim (Q3) kwartylem. Jest
szczegOlnie przydatne, gdy chcemy wyeliminowa¢ wptyw wartosci skrajnych.
Wzér na odchylenie ¢wiartkowe:

Q= Q32Q1 (3.11)

Nalezy zaznaczy¢, ze podana w powyzszym wzorze réznica pomiedzy kwar-
tylem trzecim i pierwszym (Q; — Q) nazywana jest rozstepem miedzykwar-
tylowym.

Odchylenie ¢wiartkowe jako miare zmiennosci stosujemy, gdy:

* chcemy oceni¢ rozproszenie danych z pominieciem wartosci skrajnych;

» rozktady s skosne lub zawierajg obserwacje odstajace - w takich przy-

padkach odchylenie ¢wiartkowe lepiej odzwierciedla zréZnicowanie niz
klasyczne odchylenie standardowe;

85



* pracujemy z danymi o rozktadzie nieznanym lub odmiennym od roz-
ktadu normalnego, gdzie zastosowanie miar klasycznych mogtoby pro-
wadzi¢ do btednych wnioskow.

Schemat interpretacyjny odchylenia ¢wiartkowego moze przyjaé postac:

Wartosci cechy [nazwa cechy] w zbiorowosci [nazwa
zbiorowosci] zawezonej do sSrodkowej potowy
(zakresu pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem)
przecietnie odchylaja sie od mediany o ok. ... [wartos¢ Q]
[jednostek pomiaru].

Wspotczynnik zmiennosci pozycyjny (V) to wzgledna miara zréznico-
wania, ktéra opisuje rozproszenie $rodkowych 50% danych wzgledem me-
diany. Jest przydatny przy analizie danych, ktore sg asymetryczne lub zawieraja
wartosci odstajace, dla ktorych klasyczny wspoétczynnik zmiennoSci (oparty na
$redniej) moze dawac¢ mylace wyniki. Wyznacza sie go nastepujaco:

Vo=-L (3.12)

Stosujemy go, gdy bardziej adekwatne jest obliczanie zmienno$ci wzgledem
mediany, a nie Sredniej, przyktadowo w przypadku rozktadéw skos$nych lub za-
wierajacych obserwacje odstajace. Zakresy interpretacyjne dla pozycyjnego
wspotczynnika zmienno$ci mozna przyja¢ analogicznie jak w przypadku kla-
sycznego.

Schemat interpretacyjny pozycyjnego wspotczynnika zmienno$ci moze
przyjac postac:

Rozktad zbiorowosci [nazwa zbiorowosci] zawezonej
do zakresu pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem
ze wzgledu na ceche [nazwa cechy] cechuje
[bardzo stabe/stabe/umiarkowane/silne/bardzo silne]
zréznicowanie.

Typowy obszar zmienno$ci pozycyjny to obszar, w ktéorym znajduje sie
typowe 50% obserwaciji:

x'typ € (Me — Q; Me + Q) (3.13)
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Stosu]emy go, gdy:

chcemy wskazaé ,typowy” zakres, w ktéorym znajduje sie wiekszo$¢
z Srodkowych 50% danych;

potrzebujemy ,odpornej” na wartosci odstajace miary rozrzutu;
prezentujemy dane graficznie, np. na wykresie pudetkowym, gdzie prze-
dzial miedzy kwartylami stanowi podstawe wizualizacji zmiennoSci.

Schemat interpretacyjny typowego obszaru zmiennosci pozycyjnego moze
przyjac postac:

Wiekszo$¢ zbiorowosci [nazwa zbiorowosci] zawezonej
do srodkowej potowy (zakresu pomiedzy pierwszym
a trzecim kwartylem) przyjmuje wartosci cechy [nazwa
cechy] w przedziale od ... [warto$¢ Me — Q] [jednostek
pomiaru] do ... [warto$¢ Me + Q] [jednostek pomiaru].

Miary zréznicowania mozna roéwniez podzieli¢ na absolutne - wyrazone
w jednostkach takich jak badana cecha statystyczna - oraz wzgledne - najcze-
$ciej interpretowane w procentach.

Do miar zréznicowania absolutnych naleza:

odchylenie standardowe,
wspotczynnik zmiennosci,
rozstep,

odchylenie ¢wiartkowe,

obszar typowy (pozycyjny i klasyczny).

Do miar zréznicowania wzglednych nalezg wspotczynniki zmiennosci, za-
réwno klasyczny, jak i pozycyjny. Miary wzgledne mozna stosowac¢ do porow-
nywania zréznicowania cech statystycznych oraz dyspersji cechy w réznych
zbiorowosciach.

Przyktad 3.3 (kontynuacja przyktadu 1.1)

Wracajac ponownie do rozktadu liczebnos$ci zespotéw, w ktérych najczesciej
pracowali analizowani studenci Politechniki Biatostockiej, obliczmy miary
zmiennoSci oparte na pozycjach. Z wcze$niejszych analiz wynika, Ze mediana
(Me) liczby os6b w zespole wyniosta 5, pierwszy kwartyl (Q;) - 4 osoby, a trzeci
kwartyl (Q3) - 6 os6b. Podstawiajac te dane do wzoru (3.11), otrzymujemy:

Q;—0Q, 6—4 2
Q 2 2 2 %
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Uzyskany wynik oznacza, Ze typowe odchylenie liczby oséb w zespotach,
ograniczone do srodkowych 50% obserwacji, wynosito §rednio 1 osobe wzgle-
dem mediany.

Wykorzystujgc te warto$¢ do wyznaczenia typowego zakresu zmiennosci,
czyli tzw. obszaru typowego, otrzymujemy:

xltyp € (5 - 1; 5 + 1)
x'typ € (4; 6) os.

Oznacza to, ze zdecydowana wiekszo$¢ zespotdw — mieszczaca sie pomie-
dzy pierwszym a trzecim kwartylem, a wiec obejmujaca ponad 50% badanych
- sktadata sie z 5 osdb, przy czym typowy rozrzut zawierat sie w przedziale
od 4 do 6 oséb.

W koficowym etapie obliczamy pozycyjny wspotczynnik zmiennosci (Vy,),
okreslajacy wzgledne zréznicowanie w obrebie srodkowych 50% danych,
co przebiega nastepujgco:

Q

1
Vy=——===0,2 =209
Q" Me ™ 5 ’ %

Otrzymany wynik wskazuje na niewielkie zréZnicowanie liczebnosci zespo-
16w projektowych w obrebie zakresu miedzy pierwszym a trzecim kwartylem.

Przyktad 3.4 (kontynuacja przyktadu 1.2)

Biorac pod uwage stawki godzinowe brutto pracownikéw dziatu logistyki oraz

wykorzystujac wczes$niej obliczone wartosci kwartylowe (Q; = 12,96 zi;

Me = 14,93 z}; Q; = 17,05 zt), mozna wyznaczy¢ pozycyjne miary zmiennosci.
Odchylenie ¢wiartkowe wynosi:

Q;:—0Q; 17,05-1296 4,09
2 2 S22

Q= = 2,045 = 2,05 zt

Otrzymany wynik oznacza, Ze przecietnie stawka godzinowa pracownikéw

w zakresie miedzy pierwszym a trzecim kwartylem réznita sie od mediany
0 2,05 zl. Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ pozycyjny obszar typowy:

X'typ € (14,93 — 2,05; 14,93 + 2,05)
X'typ € (12,88; 16,98) zt

Oznacza to, ze wiekszos$¢ pracownikéw, ktorych stawki godzinowe miescity
sie w §rodkowych 50% rozktadu, zarabiata od 12,88 zt do 16,98 zt brutto
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za godzine. Obszar ten jest réwniez wyrazZnie wezszy niz typowy obszar wyzna-
czony na podstawie klasycznych miar zmienno$ci, Kktéry wynidst
(12,38;17,82).
Pozycyjny wspétczynnik zmiennosci obliczamy w nastepujacy sposab:
- Q 205
©7 Me 14,93

=0,137 = 13,7%

Wynik ten wskazuje na niewielkie zréznicowanie stawek godzinowych
wsrod pracownikéw dziatu logistyki po odrzuceniu skrajnych 25% najnizszych
i najwyzszych wartosci. Zmienno$¢ w srodkowej czesci rozktadu jest zatem niz-
sza niz ta, ktéra obserwujemy przy uwzglednieniu catej populacji (18%).
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3.3. Zadania z zakresu miar dyspersji

3.1.

3.2.

3.3.

90

W pewnym zaktadzie odsetek brakéw w kolejnych dniach ksztattowat sie

na poziomie: 0,08; 0,035; 0,22; 0,07; 0,01; 0,15; 0,24; 0,16; 0,30; 0,02. Ko-

rzystajac z otrzymanych danych, wyznacz:

a) rozstep odsetka brakow w badanym okresie,

b) odchylenie standardowe odsetka brakéw w badanym przedsiebior-
stwie,

¢) typowy obszar zmiennoSci klasyczny,

d) Klasyczny wspotczynnik zmiennosci.

W Biurze Podrézy ,Kosmita” wprowadzono nowg oferte wycieczkowag

na Marsa. Chcac okresli¢, jakim zainteresowaniem cieszy sie nowa oferta,

od poniedziatku do niedzieli, czyli przez siedem dni, pracownicy skrzet-

nie notowali liczbe klientéw pytajacych o jej szczeg6éty. Zebrane dane

przedstawialy sie nastepujaco: 4, 8,9, 7, 10, 3, 1. Oblicz:

a) przecietng dzienng liczbe Kklientow zainteresowanych wycieczka
na Marsa;

b) wariancje, odchylenie standardowe i wspotczynnik zmiennosci
dziennej liczby klientéw pytajagcych o nowa oferte wycieczkows;

c) rozstep.

W ponizszej tabeli przedstawiono dane dotyczace liczby projektow reali-
zowanych przez mate firmy zlokalizowane w jednej ze stref przemysto-

wych.

Liczba projektow Liczba przedsiebiorstw
0 20
1 30
2 26
3 15
4 8
5 1

W celu okreSlenia, jaki jest poziom zréznicowania przedsiebiorstw
ze wzgledu na liczbe zrealizowanych projektéw, wyznacz: odchylenie
standardowe, odchylenie ¢wiartkowe, typowy obszar zmiennosci (kla-
syczny i pozycyjny) oraz wspotczynnik zmiennosci (klasyczny i pozy-
cyjny). Otrzymane wyniki zinterpretu,;.



3.5. Przedsiebiorstwo posiada 100 maszyn, ktérych czas dotychczasowej eks-
ploatacji przedstawiono w ponizszej tabeli.

Czas eksploatacji maszyn [w latach] Liczba maszyn
0-2 20
2-4 15
4-6 10
6-8 25
8-10 20
10-12 10

a) Zbadajzréznicowanie rozktadu czasu poprzez wyznaczenie: odchyle-
nia standardowego, klasycznego wspotczynnika zmiennosci i typo-
wego obszaru zmiennosci.

b) Korzystajac z otrzymanych w poprzednim podpunkcie danych oraz
wiedzac, ze w przedsiebiorstwie Srednia arytmetyczna wartosci bada-
nych maszyn wyniosta 200 mln z}, a wariancja charakteryzujaca zréz-
nicowanie maszyn pod wzgledem wartosci byta réwna 400 (mln zt)?,
ocen, czy zbiorowo$¢ badanych maszyn jest bardziej zréznicowana
pod wzgledem czasu eksploatacji czy tez pod wzgledem wartoSci.

3.6. Majac dane dotyczace wieku grupy pracownikéw pewnego zaktadu pro-
dukcyjnego przedstawione w ponizszej tabeli, wyznacz zréznicowanie
rozktadu wieku pracownikéw badanego zaktadu za pomocg miar kla-
sycznych i pozycyjnych. Otrzymane wyniki zinterpretu;.

Wiek [w latach] Liczba pracownikow
20-25 10
25-30 20
30-35 110
35-40 35
40-45 20
45-50 5

3.7. Rozktad liczby pracownikéw zatrudnionych w przedsiebiorstwach dzia-
tajacych w sektorze przetwoérstwa spozywczego zaprezentowano w po-
nizszej tabeli.

Liczba pracownikéow Odsetek firm [w %]
50-150 0,01
150-250 0,12
250-350 0,19
350-450 0,33
450-550 0,25
550-650 0,10
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3.8.

3.9.

3.10.
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Wyznacz zrdéznicowanie rozktadu liczby pracownikéw w przedsie-
biorstwach z sektora przetwérstwa spozywczego za pomoca miar kla-
sycznych i pozycyjnych. Otrzymane wyniki zinterpretuj.

Ponizej przedstawione dane dotycza $redniej wielkosci produkcji w po-
szczegblnych zaktadach.

Wielkos¢ produkcji [w tys. szt.] Liczba zakladéw
20-40 9
40-60 24
60-80 18
80-100 16
100-120 13

Wyznacz zréznicowanie wielko$ci produkcji za pomocg miar klasycz-
nych i pozycyjnych. Otrzymane wyniki zinterpretu;.

Dane zawarte w ponizszej tabeli przedstawiaja koszty projektéw (w min

ztotych) zrealizowanych przez rézne przedsiebiorstwa w danym roku ka-
lendarzowym.

Koszt projektu [w mln z}] Liczba firm
0,05-0,15 2
0,15-0,25 10
0,25-0,35 24
0,35-0,45 26
0,45-0,55 18

Wyznacz zréznicowanie rozktadu kosztéw projektéw za pomoca
miar klasycznych i pozycyjnych. Otrzymane wyniki zinterpretuj.

Pobrano losowg probe ztozong ze 100 studentéw Politechniki Biatostoc-
kiej. Zbadano, ile czasu (w min.) zajmuje im dojazd z miejsca zamieszka-
nia do uczelni. Otrzymane dane przedstawiono w ponizszej tabeli.

Czas dojazdu [w min.] Liczba studentow
5-15 6
15-25 34
25-35 30
35-45 20
45-55 10

Wyznacz zréznicowanie rozktadu czasu dojazdu za pomocg miar kla-
sycznych i pozycyjnych. Otrzymane wyniki zinterpretuj.



3.11. Zbadano mieszkancéw Biategostoku pod katem procentowego udziatu
ich wydatkéw na zywno$¢ w odniesieniu do miesiecznych dochoddéw.

Procentowy udzial wydatkow Odsetek mieszkancéow
na zywnos¢ w dochodzie [w %] [w %]
do 50 2
50-60 15
60-70 18
70-80 22
80-90 33
90-100 10

Wyznacz $redni i Srodkowy udziat wydatkéw na zywnos¢ w docho-
dzie w analizowanej grupie mieszkanicéw oraz poziom ich zréznicowania

(klasyczny i pozycyjny).

3.12. Wsrdéd grupy sktadajacej sie z 20 studentéw i 10 studentek przeprowa-
dzono test ze statystyki opisowej. Z testu mozna byto uzyska¢ maksymal-
nie 50 punktéw. Wyniki w obu podgrupach przedstawiaty sie nastepu-

jaco:
Studenci Studentki
X =33 X, =32
Me, = 31 Me, = 35
D; =30 D, =38
s =7 S, =5

Wykorzystujac powyzsze informacje:
a) Okresl, ktéra podgrupa wypadta lepiej i uzasadnij swoja opinie.
b) Wyznacz $rednig uzyskanych punktéw dla catej grupy.
¢) Wyznacz wariancje liczby punktéw w catej grupie.
d) Ocen stopien zréznicowania wynikdw w catej grupie.

3.13. W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki badania dotyczacego dtugosci
stazu pracy wykonanego dla trzech grup pracownikdéw.

¢ . . Odchylenie standar-
Srednia stazu . . 25
Grupa racy|[wiatach] dowe stazu pracy Liczebnos¢
pracy [w latach]
I 5 1,5 12
11 7 2,0 28
111 6 1,2 10

Wyznacz odchylenie standardowe, obszar typowy i wspo6tczynnik
zmienno$ci stazu pracy ogétu pracownikdw.
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3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.
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W pewnej przychodni stomatologicznej zapisywano przez miesigc czas
oczekiwania w poczekalni zgtaszajgcych sie tam pacjentow. Wyniki ze-
brano w postaci ponizszej tabeli.

Czas oczekiwania [w min.] Liczba pacjentéw przychodni
do 6 24
6-12 80
12-18 32
18-24 24
24 i wiecej 10

Zbadaj zr6znicowanie rozkladu czasu oczekiwania na leczenie w ba-
danej przychodni stomatologicznej za pomoca miar klasycznych i pozy-
cyjnych.

Przeanalizowano klientéw pewnego banku ze wzgledu na dwie cechy:
czas ich obstugi podczas zawierania umowy kredytowej i kwote branego
kredytu. Wiadomo, Ze w przypadku wylosowanych 20 klientéw banku
taczny czas ich obstugi wynosit 54 godziny, za§ suma kwadratéw po-
szczegblnych czaséw obstugi wyniosta 154 (godz.)2. Wiedzac dodatkowo,
ze zroznicowanie tychze klientéw ze wzgledu na kwote zacigganego kre-
dytu wynosi Vs = 29%, okresl, ktéra z cech bardziej réznicuje badang
grupe.

Pewna firma handlowa posiada dwa oddziaty. W pierwszym tygodniowa
wielko$¢ sprzedazy (liczona w tys. szt.) ksztattowata sie nastepujaco: 4,7;
5,1; 4,8; 3,6; 4,9; 3,6; 2,3. W drugim $rednia ilo$¢ sprzedanych sztuk wy-
niosta 4 tys., za$ Srednia z kwadratow wielkosci sprzedazy - 18,21.
Wyniki sprzedazy ktorego z oddziatow utrzymywaty sie na bardziej sta-
bilnym poziomie w badanym okresie?

W badaniach strat czasu pracy spowodowanych brakiem surowcéw
w pewnym zaktadzie produkcyjnym 15% pracownikéw ocenito te straty
na 10%, 40% pracownikéw na 20%, za$ dwie Kkolejne grupy stanowigce
po 16% zatogi stwierdzity, ze traca: jedna 25%, a druga 30% czasu. Pozo-
stata cze$¢ zatogi ocenita straty czasu pracy az na 40%. Oblicz przecietny
odsetek strat czasu pracy w badanym zaktadzie. Wiedzac, ze wspotczyn-
nik zmiennosci ptac wynosi Vs = 12%, poréwnaj zréznicowanie ptac
ze zrdéZnicowaniem strat czasu pracy.

W pewnym zaktadzie produkcyjnym czas (w godz.) przestoju tokarek
na skutek awarii ksztattowat sie na poziomie: 4,0; 2,5; 12,0; 7,0; 0,5; 13,5;
24,0; 18,0; 30,0; 76,0. Oblicz rozstep czasu postoju spowodowanego awa-
riami. Co mozna stwierdzi¢ na podstawie otrzymanego wyniku?



3.19.

3.20.

ZnajdZ rozstep miedzykwartylowy i odchylenie ¢wiartkowe dla poniz-
szego zbioru danych: 8,9, 7, 10, 5, 4, 6.

Instytut Meteorologii i Gospodarki Wodnej notowat (o godz. 12:00 kaz-
dego dnia) temperature w ciggu kolejnych dni kwietnia 2025 r. w War-
szawie (liczby umowne):

Temperatura [w °C] 0 2 6 8 [ 13 |15 |17 |20 |23 |25 |27

Liczba dni 2 3 3 4 5 6 2 2 1 1 1

3.21.

3.22,

3.23.

3.24.

a) Oblicz odchylenie standardowe temperatury w kolejnych dniach
w kwietniu.

b) Oblicz odchylenie ¢wiartkowe temperatury w kolejnych dniach
w kwietniu.

c) Wyznacz pozycyjny typowy obszar zmiennos$ci temperatury dzienne;j.

d) Jaki procent dni w kwietniu charakteryzowat sie nietypowymi tem-
peraturami?

W fabryce sznuréw przy produkcji sznura typu Z obowiazuje 3% wspot-
czynnik zmiennoSci jego wagi. Ustal, czy pracownik X wypetnit normatyw
produkcji, jezeli po zwazeniu 17 wykonanych sztuk okazato sie, Ze waza
one: 110,122,120, 128,117,120, 121, 124, 126, 122,128,121, 118, 130,
129,128,128 g.

Maszyna A produkuje detale o $Sredniej wadze 10 g i odchyleniu standar-
dowym 2,4 g. Detale wyprodukowane przez maszyne B maja natomiast
$rednig wage 6 g i odchylenie standardowe 1,8 g. Ktéra maszyna pracuje
bardziej precyzyjnie?

PoniZsza tabela przedstawia czas trwania budowy budynkéw o kubatu-
rze 2000-3000m? przedstawia tabela.

Czas trwania budowy [w miesigcach] Liczba budéw
do7 12
7-13 78
13-19 30
19-25 7
251 wiecej 3
Razem 130

Zbadaj zréznicowanie danego rozktadu za pomocg miar klasycznych
i pozycyjnych.

Po dokonaniu analizy wynikéw z egzaminu dla 50 kandydatéw na makle-
réw ustalono, Ze taczna liczba punktéw uzyskanych przez nich na egza-
minie wyniosta 6508, a suma kwadratéw liczby punktéw uzyskanych
przez poszczegbélnych kandydatéw byta rowna 871460. Wiedzac
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dodatkowo, Ze wspdiczynnik zmienno$ci czasu przygotowania kandyda-
tow do egzaminu wynosi 30,7%, ustal, ktora z badanych cech (czas przy-
gotowania czy wynik) wykazywata wieksze zréznicowanie.

3.25. Zaktad obuwniczy sktada sie z trzech wydziatéw produkujacych rézny

asortyment obuwia. Element wadliwie wykonczony jest kwalifikowany
przez brakarzy jako brak. Przecietne odsetki brakéw na poszczego6lnych
wydziatach ksztattuja sie odpowiednio: 4, 2 i 4%, za$ ich wariancje wy-
nosza: 0,64; 0,49; 0,81. Dzienna produkcja wydziatu I wynosi 500 par,
a wydziatu Il - 400 par obuwia. Nie posiadamy informacji o dziennej pro-
dukcji wydziatu 111, wiadomo jednak, Ze $redni odsetek brakéw w catym
zakladzie uksztattowat sie na poziomie 3,5%.

3.26. Uzupetnij informacje o wielkosci produkcji wydziatu III.

a) Oblicz wariancje odsetka brakéw w catym zaktadzie obuwniczym.

b) Ocen stopien zréznicowania odsetka produkcji wybrakowanej w ca-
tym zaktadzie.

3.27. Na podstawie badan budzetéw gospodarstw domowych w 2024 roku

ustalono, Ze przecietne miesieczne wydatki na odziez i obuwie w rodzi-
nach czteroosobowych wyniosty x = 1300ztis = 200 zt miesiecznie na
osobe. Przeprowadzono badanie w$réd 20 rodzin czteroosobowych
i otrzymano nastepujace dane (w zi): 800; 920; 950; 950; 1000; 1000;
1150; 1200; 1200; 1200; 1350; 1400; 1500; 1600; 1600; 1700; 1700;
1800; 2500; 3000. Okresl, ile rodzin mozna nazwac ,typowymi”
ze wzgledu na badang ceche. Dla ilu rodzin wydatki te przekraczaja sta-
tystycznie dopuszczalny obszar zmiennosci?

3.28. Lekkoatleta A uzyskatl w skoku w dal nastepujace wyniki na zawodach

w catym sezonie (w m): 6,82; 6,96; 7,23; 7,05; 7,80; 7,75. Lekkoatleta B,
startujgcy w tych samych zawodach, uzyskat takie wyniki, ze ich Srednia
arytmetyczna wyniosta 7,5 m, a suma ich kwadratéow 450,2592 m2. Ktory
z tych lekkoatletéw osiggat wyniki na bardziej zbliZonym poziomie?

3.29. Mamy nastepujace dane dotyczace jednodniowych zarobkéw 10 pracow-

nikéw w czterech réznych zaktadach pracy:

Zarobek jednodniowy Pracownicy w zakladzie
[w zl] A B C D
100 2 5 1 0
150 2 0 2 4
200 2 0 4 2
250 2 0 2 4
400 2 5 1 0
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3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

Rozktad otrzymanych punktéw z egzaminu z matematyki 34 studentow
scharakteryzowano w sposéb nastepujgcy: $rednia arytmetyczna
dla kwadratow warto$ci poszczeg6lnych ocen wyniosta 25 punktdw,
a Srednia arytmetyczna wazona 4,5 punktu. Maksymalna liczba punktow,
jaka mozna byto otrzymac z egzaminu wynosita 10. Oceni zréznicowanie
studentéw ze wzgledu na otrzymana liczbe punktow.

W pewnej firmie w czerwcu 2017 r. zbadano dwie grupy pracownicze
pod wzgledem dtugosci stazu pracy. Okazato sie, Ze dane charakteryzu-

jace obie grupy byly nastepujace:
Grupa | Sredni staz pracy [w latach] Odchylenie standardowe

I 10 2
11 12 3

Omoéw, jak mozna zbada¢ $redni staz pracy i zréznicowanie ogoétu
pracownikéw tacznie, jesli obie grupy sa jednakowo liczne.

W przedsiebiorstwie A przecietna wydajno$¢ jednego robotnika wynosi
20 szt./h, za$ odchylenie standardowe to 40% S$redniej arytmetyczne;.
Dla przedsiebiorstwa B uzyskano natomiast nastepujacy szereg skumu-
lowany:

Wydajnos¢ pracy [w szt./h] Liczba pracownikow
do 10 25
do 20 80
do 30 95
do 40 100

Poréwnaj zréznicowanie wydajnos$ci pracy w obu przedsiebior-
stwach.

Bank przeanalizowat czas obstugi klientéw w pieciu oddziatach (w min.):
12,15, 10, 18, 20. Oblicz odchylenie standardowe i wspo6tczynnik zmien-
nosci czasu obstugi. Ocen stabilnos¢ pracy oddziatéw.

W ciggu miesigca bank udzielit 8 kredytéw hipotecznych na nastepujace
kwoty (w mln z1): 0,9; 1,2; 1,0; 0,8; 1,5; 1,3; 0,7; 1,8. Oblicz wariancje, od-
chylenie standardowe i rozstep kwot kredytéw.

Bank porownat wyniki sprzedazy produktéw inwestycyjnych w dwdéch
zespotach doradcow (kwoty w tys. z1):

* zespo6tA: 100,105,110, 115, 120;

* zesp6tB: 90,100, 110, 120, 130.

Poréwnaj zréznicowanie wynikéw obu zespotéw, obliczajac odchylenie
standardowe i wspo6tczynnik zmiennosci.

97



3.37

3.38.

3.39.

3.40.

3.41.

3.42.

3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

98

Bank przeanalizowal miesieczne wptywy na poszczegélne konta klien-
tow VIP (w tys. zt), ktére wynosity: 500, 520, 490, 510, 480, 530. Oblicz
odchylenie standardowe i wskaz, czy wptywy byty stabilne.

W celu oceny stabilnosci portfela kredytowego bank przeanalizowat wy-
sokos$¢ rat kredytow gotowkowych (w zt), ktére wynosity: 900, 920, 950,
910, 930, 940, 915, 935. Oblicz odchylenie standardowe wysokosci rat
i skomentuj wynik.

Czas dostawy poszczego6lnych przesytek kurierskich (w godz.) wynosit: 4,
56,8,7,5,6,7,5,9. Oblicz odchylenie standardowe i kwartylowy rozstep
czasu dostaw.

Koszt transportu 10 kolejnych dostaw (w tys. zt) wynosit: 2,1; 2,3; 2,5;
2,0;2,2;2,6;2,4; 2,7; 2,0; 2,3. Oblicz wariancje i wspo6tczynnik zmienno$ci
kosztow dostaw.

Magazyn przeanalizowatl wahania zapaséw surowca A (w t), przy czym
waga poszczegoOlnych tadunkoéw wynosita: 50, 52, 47, 53, 48, 51, 54, 46.
Oblicz rozstep, odchylenie standardowe oraz wspoétczynnik zmiennosci.
Skomentuj stabilno$¢ zapaséw.

Firma logistyczna zbadata czas zatadunku poszczegélnych pojazdow
(w min.), ktéry wynosit: 45, 50, 55, 60, 65, 55, 60, 50, 55, 60. Oblicz kwar-
tylowy rozstep i odchylenie standardowe.

Czas przejazdu na trasie A-B w réznych warunkach drogowych (w min.)
wynosit: 90, 95, 100, 85, 110, 105, 95, 100. Oblicz wspétczynnik zmien-
nosci i ocen stabilno$¢ czasu przejazdu.

Linia produkcyjna wytwarza detale o wadze (w g): 100, 102, 99, 101, 98,
103,97, 100, 102, 101. Oblicz wariancje i odchylenie standardowe masy
detali.

Firma produkuje komponenty o dtugo$ci nominalnej 50 mm. Prébki po-
miaréw (w mm) miaty mase: 50,1; 49,9; 50,2; 50,0; 49,8; 50,1; 50,3; 49,7.
Oblicz odchylenie standardowe i okres$], czy proces produkcji jest stabilny
(za stabilny uznaj taki z odchyleniem standardowym < 0,25 mm).

W ciagu 10 dni fabryka wyprodukowata (w tys. szt.) nastepujgca ilo$¢ to-
wardw: 120, 118, 121,117, 123, 119, 122, 118, 120, 121. Oblicz rozstep
kwartylowy i wspétczynnik zmienno$ci dziennej produkcji.

Koszty produkcji partii wyrobéw (w tys. zt) wyniosty: 300, 310, 320,
340, 330, 350, 360, 340. Oblicz odchylenie standardowe i wskaz,
czy koszty sg stabilne (przyjmij stabilno$¢ przy wspotczynniku zmienno-
$ci ponizej 5%).



3.48. Czas realizacji zamowien produkcyjnych (w dniach) wynosit: 10, 11, 12,
9, 13, 14, 10, 12, 11, 10. Oblicz rozstep kwartylowy i pozycyjny wspot-
czynnik zmiennosci. Ocen stabilnos¢ procesu.
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3.4. Odpowiedzi do zadan z zakresu miar zmiennosci

3.1. a)R = 0,29;b) s = 0,096; c) Xy, € (0,033; 0,224); d) V; = 75%
3.2. a)x = 6 Kklientéw; b) s? = 9,714 klienta?,s = 3,117 klienta, V, = 51,9%;
c) R = 9 klientéw
3.3. s? = 1,530 projektu?; s = 1,237 projektu; V; = 75,4% ;
Xtyp € (0,403; 2,877) projektu; Q = 0,5 projektu; Vo = 50%;
x'typ € (0,5;1,5) projektu
3.4. a)s?=10,96roku? s = 3,311 roku, V, = 57,1%,
Xtyp € (2,489;9,111) roku; b) Zbiorowos¢ jest bardziej zréznicowana
pod wzgledem czasu ( V; = 10%).
3.5. s2 =2594roku?; s = 5,09 roku; V, = 15,1%;
Xtyp € (28,66; 38,84) roku; Q = 2,76 roku; V, = 8,3%);
x'typ € (30,42; 35,94) roku
3.6. s? = 14099 pracownikéw?; s = 118,74 pracownika;
Vs = 29,8%; x¢yp € (280,26;517,74) pracownika;
Q = 88,42 pracownika; V, = 21,9%;
x'typ € (316,12;492,97) pracownika
3.7. s? =640 (tys.szt.)?; s = 25,30 tys.szt; V, = 36,1%;
Xtyp € (44,70;95,30) tys.szt.; Q = 21,04 tys.szt.; Vy = 31%;
x'typ € (46,74; 88,82) tys. szt.
3.8. s2=10,0109 (mlnzb)?; s = 0,104 min zt; V, = 29%;
Xtyp € (0,256;0,464) mlnzh; Q = 0,079 minzt; V, = 21,8%;
x'typ € (0,286;0,445) min zt
3.9. s?2=117,64min.?; s = 10,846 min.; V; = 36,9%);
Xtyp € (18,554; 47,954) min.; Q = 8,465 min.; V, = 29,8%;
x'typ € (19,877; 36,789) min.
3.10. ¥ = 74,9 pkt.proc.; s? = 168,99 (pkt. proc.)?;
s = 13,00 pkt.proc.; V; = 17,4%; x:y,, € (61,9; 87,9) pkt. proc,;
Me = 76,818 pkt.proc.; @ = 10,505 pkt.proc.; Vy = 13,7%;
x'x"¢yy € (66,313; 87,323) pkt. proc.
3.11. b) x = 32,67 pkt.; ¢) s? = 41,22 (pkt.)?
3.12. s = 1,941 roku; V; =30,7%; xty, € (4,379;8,261) roku
3.13. 5?2 = 42,034 min.?; s = 6,483 min.; V; = 53,9%;
Xtyp € (5,552; 18,519) min.; Q = 4,509 min.; V, = 42,6%;
X'ty € (6,066; 15,084) min.
3.14. ¥ = 2,7 godz.; s? = 0,41 (godz.)?; V, = 23,7%; Bardziej réznicuje
kwota zaciggnietego kredytu.
3.15. Pierwszy, bo: I) ¥ = 4,14 tys.szt., s = 0,94 tys.szt., V; = 22,7%;
1) x = 4 tys.szt.,s = 1,5 tys.szt., V; = 37,2%.
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3.16.

3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.

3.23.
3.24,

3.25.
3.26.
3.27.
3.28.
3.29.
3.30.

3.31.
3.32.
3.33.
3.34.
3.35.
3.36.
3.37.
3.38.
3.39.
3.40.
3.41.
3.42.
3.43.
3.44.
3.45.

Wieksze zrdznicowanie strat czasu pracy, bo X = 23,5%; s = 8,65%;
Vs = 36,8%.

R = 75,5 godz.
Q3—-0Q1=40=2
a)s =7,1°Cb)Q = 45°Cc) Xeyp € (4,9;19,1) °C;d) 67%

Nie, V; = 4,2%.

maszyna A

s = 4,8 miesigca; V; = 40,6%; xyp, € (7,1;16,7) miesigca;
Q = 3 miesiace; Vy = 26,7%; x'typ € (8,1; 14,0) miesiaca
czas przygotowania, Viyynix = 17%

a) n;; = 700 par obuwia; b) s? = 0,75;

c) zréznicowanie stabe, V;, = 25%

6 rodzin; 14 rodzin

lekkoatleta A

Vy = 47%; Vg = 60%; Ve = 37%; Vp = 22%

Ve = 48,4%, zréznicowanie umiarkowane

Vi =20%; V= 25%

Zréznicowanie wydajnosci pracy w obu przedsiebiorstwach jest
takie samo, I; = 40%.

s =3,7min,; V; = 24,6%

s? =0,123 (mlnzh)% s =0,35mInzk R = 1,1 mln zt

Sqg =7,07 tys.zh; Vy = 6,4%; s = 14,14 tys.z;, V, = 12,9%
s =17,08 tys. zt; V; = 3,4%; Wptywy byty stabilne.

s =15,6z1

s =1,47h; Q; — Q, = 2 godz.

s? =0,053 (tys. zH% V, = 10%j;

R =8ts =2,71t;V; = 5,41%; Zapasy byly stabilne.

Q3 — Q@ = 10 min,; s = 5,68 min.

Vs = 7,7%; Czas przejazdu byt stabilny.

s?2 =32g5s =1,79g

s = 0,19 mm; Proces produkcji jest stabilny.

Q3 — Q, =3tys. szt; V, = 1,5%

s = 19 tys. zt; Koszty nie sg stabilne.

Q3 — Q1 = 2dni; V, = 9,1%); Czas realizacji zamowien byt stabilny.
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3.5. Pytania testowe z zakresu miar dyspersji

1.

102

Kiedy warto stosowac odchylenie ¢wiartkowe?

a) Gdy chcemy unikna¢ wplywu wartosci ekstremalnych.

b) Zawsze, gdy dane sg skokowe.

¢) Gdy interesuje nas dominanta.

d) Gdy chcemy uwzgledni¢ wptyw wartos$ci ekstremalnych.

W jakim celu wyznacza sie klasyczny wspotczynnik zmiennosci?

a) Pozwala on poréwnac rozrzut réoznych cech.

b) Wyznacza on poziom asymetrii.

¢) Okre$la on zakres zmiennosci danych.

d) Stanowi on miare potozenia.

Srednia masa ciata w grupie oséb wynosi 70 kg, za$ odchylenie standar-

dowe 0. Jak to interpretujemy?

a) Obserwujemy duza zmienno$¢.

b) Kazda osoba w grupie wazy doktadnie 70 kg.

¢) Oznacza to silng asymetrie.

d) Srednia nie ma w tym przypadku znaczenia.

Wspétczynnik zmienno$ci wynosi 5%. Co to oznacza dla zmiennej?

a) Zmienna jest skrajnie losowa.

b) Wariancja wynosi 5%.

¢) Zmienna jest bardzo stabilna.

d) Jestto warto$¢ Srednia.

Wspotczynnik zmienno$ci dochodéw wynosi 90%. Co mozna powiedzie¢?

a) Srednia dochodéw to 90 zt.

b) Dochody s3g bardzo zr6znicowane.

¢) Jestto dominanta.

d) Dochody sg rowne.

Wskaz zdanie fatszywe:

a) Im mniejsza wariancja, tym mniejsze zréznicowanie zmiennej.

b) Jezeli wszystkie warto$ci zmiennej sg jednakowe, to jej wariancja jest
réwna 0.

c) Jezeli wszystkie warto$ci zmiennej pomnozymy przez 3, to wariancja
zwiekszy sie 9 razy.

d) Jezeli do kazdej warto$ci zmiennej dodamy 3, to wariancja zwiekszy sie o 3.

Jesli $redni czas roztadunku w magazynie to 45 min., a wspétczynnik zmien-

nosci wynosi 10%, oznacza to, ze:

a) Proces jest bardzo niestabilny.

b) Czas roztadunku jest réwny 10 min.

¢) Odchylenie standardowe to ok. 4,5 min.

d) Wariancja wynosi 100.



10.

11.

12.

13.

14.

Odchylenie standardowe ptac pracownikéw przedsiebiorstwa Z wynosi
500 zh Jesli wszyscy badani pracownicy otrzymaja premie w wysokosci
100 zt kazdy, to wowczas odchylenie standardowe ptac bedzie rowne:

a) 400 zt,

b) 100 zt,

c) 600 zt,

d) 500zt

Analizujac wyniki egzaminu studentéw w dwéch grupach, otrzymano:
Grupal: x; = 25pkt, s; =5pkt. Grupa 2: i, =40pkt, s, = 8pkt.
W ktorej grupie zmiennos¢ wynikéw studentéw byta wieksza?

a) W grupie pierwszej.

b) W grupie drugie;j.

c) Bylyjednakowe.

d) Zadne z powyzszych.

Miarg zréznicowania jest:

a) Srednia arytmetyczna,

b) mediana,

¢) wariangja,

d) suma.

Wspotczynnik zmiennoS$ci wyraza:

a) bezwzgledny poziom rozproszenia,

b) zmienno$¢ w odniesieniu do Sredniej,

¢) roznice miedzy maksymalng i minimalng wartoscia,

d) sume kwadratéw odchylen.

Jezeli wariancja wynosi 16, to odchylenie standardowe wynosi:

a) 2,

b) 4,

c) 8,

d) 256.

W dwdch oddziatach banku odchylenie standardowe czasu obstugi wynosi
odpowiednio 2 i 5 min. W ktérym oddziale obstuga jest bardziej stabilna
(zaktadajac podobng $rednig)?

a) W pierwszym.

b) W drugim.

¢) Jesttaka sama.

d) Brak danych.

Wspotczynnik zmienno$ci wyrazamy zazwyczaj:

a) bezjednostek,

a) w jednostkach takich jak dane,

b) w procentach,

¢) wutamkach.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Rozstep jest rowny 12. Co to oznacza?

a) Mediana wynosi 12.

b) Roéznica miedzy minimum a maksimum wynosi 12.

¢) Srednia wynosi 12.

d) Odchylenie standardowe wynosi 12.

Ktéra miara jest najbardziej wrazliwa na wartosci skrajne?

a) Odchylenie standardowe.

b) Mediana.

¢) Rozstep kwartylowy.

d) Srednie odchylenie bezwzgledne.

Odchylenie standardowe wynosi 0. W zwigzku z tym dane sa:

a) bardzo zréznicowane,

b) idealnie zgodne,

c) losowe,

d) Zle policzone.

Stabilno$¢ kosztow produkeji przy réznych wielkosciach partii najlepiej
mierzy:

a) wariancja,

b) $rednia,

c) rozstep,

d) wspoétczynnik zmiennosci

W firmie kurierskiej czas dostawy waha sie od 2 do 6 godzin. Rozstep wy-
nosi:

a) 4,

b) 8§,

<) 3,

d) 2.

Odchylenie standardowe kwoty kredytu hipotecznego wynosi 100 tys. zt,
a $rednia 500 tys. zt. Wspétczynnik zmiennosci wynosi zatem:

a) 5%,

b) 20%,

c) 25%,

d) 50%.

W magazynie surowcow rozstep kwartylowy wynosi 4 tony. Co oznacza ta
wartos$¢?

a) 50% warto$ci miesci sie w przedziale 4 ton.

b) 50% warto$ci miesci sie w przedziale +4 tony od mediany.

¢) Skrajnaréznica wynosi 4 tony.

d) Srednie odchylenie wynosi 4 tony.

W logistyce stabilno$¢ czaséw dostaw najlepiej oceni¢ za pomoca:
a) rozstepu,

b) mediany,



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

¢) odchylenia standardowego,

d) S$redniej.

Jezeli wspdtczynnik zmiennos$ci wynosi 90%, to:

a) dane sg mato zréznicowane,

b) dane s3 umiarkowanie stabilne,

¢) dane sg bardzo zréznicowane,

d) brakuje innych potrzebnych danych.

Jesli w fabryce réznice w dtugosci elementdw sg bardzo niewielkie, to od-

chylenie standardowe bedzie:

a) duze,

b) malte,

Cc) zerowe,

d) niemozliwe do obliczenia.

Bank poréwnat zréznicowanie wptywow klientow w zt i euro. Rzetelne po-

réwnanie umozliwia:

a) wariancja,

b) odchylenie standardowe,

¢) wspo6tczynnik zmiennosci,

d) rozstep.

Dla ktorego zestawu danych odchylenie standardowe bedzie najwieksze?

a) 100,100,100, 100;

b) 90,100,110, 100;

¢) 80,100,120, 100;

d) 95,100, 105, 100.

Ktdéra z miar zréznicowania najlepiej nadaje sie dla rozktadu silnie skoSnego?

a) Wariancja.

b) Rozstep.

¢) Odchylenie kwartylowe.

d) Odchylenie standardowe.

Ktore ze stwierdzen jest prawdziwe?

a) Wariancja jest miarg pozycyjna.

b) Wariancja jest suma warto$ci zmiennej wszystkich jednostek badanej
zbiorowosci podzielona przez liczbe tych jednostek.

¢) Suma odchylen poszczegoélnych wartosci zmiennej od $redniej arytme-
tycznej jest rowna wariancji.

d) Jesli wszystkie wartosci cechy powiekszymy (pomniejszymy) o pewng
stalg, to wariancja nie ulegnie zmianie.

Odchylenie ¢wiartkowe jest miarg zréznicowania (zmiennosci, dyspersji):

a) mieszang,

b) klasyczna,

¢) pozycyjna,

d) Zadna odp. nie jest poprawna.
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30. Typowy obszar zmiennos$ci jest miara:

31

32.
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a) zrOznicowania,

b) koncentracji,

¢) asymetrii,

d) przecietna.

Analizujgc oceny z matematyki w dwoch grupach uczniéw w pewnej szkole

podstawowej otrzymano nastepujgce wyniki: Grupa 1: Srednia = 5, odchyle-

nie standardowe = 0,25; Grupa 2: Srednia = 4, odchylenie standardowe = 0,2.

W ktérej grupie oceny sa bardziej zr6znicowane?

a) W grupie pierwszej.

b) W grupie drugie;j.

c) Sajednakowe w obu grupach.

d) Podano za mato informacji.

Odchylenie ¢wiartkowe czasu oczekiwania w przychodni wynosi 5 min.

Co to sugeruje?

a) Nie byto rozrzutu.

b) Czas oczekiwania w $rodkowej potowie danych rézni sie przecietnie
0 5 min.

c) Wszyscy czekajg 5 min.

d) Czas oczekiwania wynosi doktadnie 5 min.
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4.

Miary asymetrii i koncentracji

4.1. Miary asymetrii (skosnosci)

Miary asymetrii stuzg do oceny stopnia i kierunku odchylenia rozktadu zmien-
nej od rozktadu symetrycznego. Wyréznia sie trzy podstawowe grupy miar asy-
metrii:

1.

108

Miara klasyczna - najczesciej stosowang klasyczng miarg asymetrii jest
wspo6tczynnik asymetrii, ktérego wzdr ogdlny przedstawia sie nastepujaco:

A, =5 (4.1)

s3

gdzie p3 jest momentem centralnym rzedu trzeciego, ktéry wyznaczany jest
nastepujgco w zalezno$ci od szeregu statystycznego:
+ dlaszeregu prostego:

1 ,
MUz = ;Z’Ll(xi — %) (4.2)
» dla szeregu rozdzielczego punktowego:

My =X G — 03y = Bh, (g — )% f; (43)

» dla szeregu rozdzielczego przedziatowego:

o

1 \3 o \3
=Ny (xi - x) =3 (xi - x) fi (4.4)
Miara pozycyjna - opiera sie na warto$ciach kwartyli i jest wyznaczana

zgodnie z nastepujagcym wzorem:

_ Q3—2Me+Q
Ay === (4.5)

Miara mieszana - 1aczy elementy klasyczne i pozycyjne, wyznacza sie ja
zgodnie z poniZszym wzorem:

A, =22 (4.6)



Miary asymetrii sg miarami wzglednymi (niemianowanymi). Okreslajg za-
réwno kierunek, jak i site asymetrii, dzieki czemu moga by¢ wykorzystywane
do poréwnywania asymetrii roznych rozktadéw. Znak wspotczynnika wskazuje
kierunek asymetrii, natomiast jego warto$¢ bezwzgledna informuje o jej inten-
Sywnosci.

Interpretacja kierunku miar asymetrii:

1. Jesli Ay, Ay, As > 0, to rozktad cechy jest prawostronnie (dodatnio) asyme-
tryczny, czyli ogon rozktadu ciggnie sie w prawo, a wiekszo$¢ warto$ci znaj-
duje sie po lewej stronie $rednie;.

2. Jesli Ay, Ay, As <0, to rozkiad jest lewostronnie (ujemnie) asymetryczny,
czyli ogon ciagnie sie w lewo, a wiekszo$¢ danych lezy po prawej stronie
$redniej.

3. JesliAy,A,, As = 0,torozktad jest symetryczny, w zwigzku z czym dane roz-
mieszczone sg rownomiernie wzgledem $rednie;.

Dla uproszczenia interpretacji mozna przyja¢ nastepujaca umowna klasyfi-
kacje sity asymetrii na podstawie wartosci bezwzglednej wspo6tczynnika asy-
metrii |A|:

* (0,0;0,3] asymetria staba,

* (0,3;0,7] asymetria umiarkowana,

* (0,7;1,0] asymetria silna.

Uwaga: Przy skrajnej asymetrii rozktadu moze wystapic |A| > 1.

Szablon interpretacyjny dla klasycznej lub mieszanej miary asymetrii moze
przyjac postac:

Rozktad cechy [nazwa cechy] w zbiorowosci
[nazwa zbiorowosci] charakteryzuje [staba /
umiarkowana /silna] asymetria [prawostronna (dodatnia)
dla A;, > 0 / lewostronna (ujemna) dla 4, < 0].

Oznacza to, ze [niewiele / znacznie] ponad
potowa jednostek ma wartosci cechy [mniejsze
dla A, > 0 / wieksze dla A, < 0] od $rednie;.
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Szablon interpretacyjny dla pozycyjnej miary asymetrii moze przyjac postac:

Rozktad cechy [nazwa cechy] w $rodkowej potowie
zbiorowosci [nazwa zbiorowosci] charakteryzuje
[staba /umiarkowana/silna] asymetria [prawostronna
(dodatnia) dla A,, > 0/lewostronna (ujemna) dla 4,, < 0].

Oznacza to, Ze odlegto$¢ miedzy mediang a
trzecim kwartylem jest [nieco / wyraZnie] [wieksza
dla A, > 0 / mniejsza dla A, < 0] niz miedzy mediang
a pierwszym kwartylem, co $wiadczy o przesunieciu
srodkowej czesci rozktadu w strone
[wyzszych dla A, > 0 / nizszych dla A,, < 0] wartoSci.

Przyktad 4.1 (kontynuacja przyktadu 1.1)

Wracajac do szeregu rozdzielczego przedstawiajacego liczbe oséb w zespotach,
w ktoérych najczesciej pracowali studenci Politechniki Biatostockiej, przejdzmy
teraz do wyznaczenia miar asymetrii tego rozktadu. W poprzednich rozdziatach
uzyskano juz cze$¢ niezbednych parametréw: srednia liczba os6b w zespole ()
wyniosta 5, natomiast odchylenie standardowe (s) - 1,61 osoby. Dominanta (D)
wyniosta 5 0séb, mediana (Me) - 5 0séb, pierwszy kwartyl (Q,) - 4 osoby, trzeci
kwartyl (Q3) - 6 0s6b, a odchylenie ¢wiartkowe (Q) - 1 osobe.

Obliczenia dotyczgce momentu centralnego trzeciego rzedu dla szeregu z li-
czebno$ciami przedstawiono w tabeli 4.1, natomiast dla szeregu z czesto$ciami
wzglednymi - w tabeli 4.2.

Tabela 4.1. Wyliczenia momentu centralnego rzedu trzeciego dla rozktadu liczby os6b w ze-
spotach projektowych, w ktdrych pracowali studenci, z wykorzystaniem liczebnosci

X n; X —X (x; = %)%y

2 3 -3 -81

3 4 -2 -32

4 7 -1 -7

5 12 0 0

6 8 1 8

7 3 2 24

8 2 3 54

9 1 4 64
Suma 40 30

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.
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Tabela 4.2. Wyliczenia momentu centralnego rzedu trzeciego dla rozktadu liczby oséb w ze-
spotach projektowych, w ktérych pracowali studenci, z wykorzystaniem czestosci

X; fi X —X (x; =33 f;

2 0,075 -3 -2,025

3 0,100 -2 -0,800

4 0,175 -1 -0,175

5 0,300 0 0,000

6 0,200 1 0,200

7 0,075 2 0,600

8 0,050 3 1,350

9 0,025 4 1,600
Suma 1,000 0,750

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

W zwigzku z tym, ze otrzymana w ostatniej kolumnie tabeli 4.2 suma jest
dodatnia, rozktad liczby os6b w zespotach projektowych, w ktérych najczesciej
pracowali studenci Politechniki Biatostockiej, charakteryzuje sie asymetrig do-
datnig, czyli prawostronng. Potwierdza to dodatni znak momentu centralnego
trzeciego rzedu - wzor (4.3):

k
12 3 30 3
”3 — N / (xi — x) . ni = E = 0,750 OS.

=1

Analogiczny jest takze wynik momentu centralnego rzedu trzeciego z ta-
beli 4.2, w ktorej wyliczono go przy wykorzystaniu wzoru z czestos$cig (4.3):

K
Uz = Z(xl- - %)% f; =0,750 0s.3
i=1

W celu okreslenia sity tej asymetrii nalezy warto$¢ momentu centralnego
rzedu trzeciego podzieli¢ przez szeScian odchylenia standardowego, co po-
zwala wyznaczy¢ klasyczny wspoétczynnik asymetrii (4.1):

ps 0,750

A =53= Wens

= 0,180

Otrzymana warto$¢ wspotczynnika asymetrii Swiadczy o stabej asymetrii
rozktadu liczby os6b w zespotach. Oznacza to, ze wiekszo$¢ studentéw praco-
wala w zespotach mniejszych niz przecietna (Srednia), jednak réznice te nie
byty znaczne, poniewaz sita asymetrii jest niewielka.
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Korzystajac z wcze$niej wyznaczonej dominanty liczby oséb w zespole, wy-
noszacej 5 oséb, mozna réwniez obliczy¢ mieszany wspotczynnik asyme-
trii (4.6):

x—D 5-5

W tym przypadku otrzymany wynik jest zerowy, co wskazuje na rozktad
symetryczny.

Pozostaje jeszcze sprawdzi¢ asymetrie w Srodkowej czesSci rozktadu, czyli
pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem - wzor (4.5):

4 Qs —2Me+Q; 6—-2-5+4
P 20 2.1

Otrzymana zerowa warto$¢ wspotczynnika pokazuje, ze w Srodkowej czesci
rozktadu liczba os6b w zespotach projektowych cechuje sie symetria.

Przyktad 4.2 (kontynuacja przyktadu 1.2)

Biorac pod uwage stawki godzinowe brutto pracownikéw dziatu logistyki
oraz wykorzystujac wczes$niej obliczone miary (X = 15,1 zt, s =2,72 zi,
D = 14,67 zt, Q; = 12,96 zt, Me = 14,93 zt, Q; = 17,05 zt, Q = 2,05 z}), wy-
znaczmy miary asymetrii. Wyliczenia momentu centralnego rzedu trzeciego
dla liczebnosci przedstawiono w tabeli 4.3, a dla czestosci 4.4.

Tabela 4.3. Wyliczenia momentu centralnego rzedu trzeciego dla rozktadu stawki godzinowej
brutto pracownikow dziatu logistyki z wykorzystaniem liczebnosci

: z E 3

Xoi = X1i n; X; X=X (xi - 7) n;
10-12 14 11 -4,1 -964,89
12-14 23 13 -2,1 -213,00
14-16 28 15 -0,1 -0,03
16-18 18 17 1,9 123,46
18-20 13 19 3,9 771,15
20-22 4 21 59 821,52
Suma 100 538,21

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.
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Tabela 4.4. Wyliczenia momentu centralnego rzedu trzeciego dla rozktadu stawki godzinowe;j
brutto pracownikéw dziatu logistyki z wykorzystaniem czestosci

Xoi — X1 fi xi X - % (;Ci—f) fi
10-12 0,14 11 -4,1 -9,6489
12-14 0,23 13 -2,1 -2,1300
14-16 0,28 15 -0,1 -0,0003
16-18 0,18 17 1,9 1,2346
18-20 0,13 19 3,9 7,7115
20-22 0,04 21 5,9 8,2152
Suma 1,00 5,3821

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

W zwigzku z tym, Ze suma wartosci w ostatniej kolumnie tabeli 4.3 jest
wieksza od zera, mozemy wnioskowaé, ze rozktad stawek godzinowych brutto
pracownikéw dziatu logistyki wykazuje asymetrie dodatnig, czyli prawo-
stronng. Potwierdza to dodatnia wartos¢ trzeciego momentu centralnego, obli-
czonego zgodnie ze wzorem (4.4):

k

1 N 538,21 5

s :NE 1(xi_x) = = 5,3821 zt
=

100

Ten sam wynik uzyskano przy zastosowaniu wzoru z czesto$ciami:
k

Uy = Z (x - 92)3  f; = 5,3821 283

i=1

W celu oceny natezenia tej asymetrii dzielimy warto$¢ trzeciego momentu
centralnego przez sze$cian odchylenia standardowego. W ten sposéb obli-
czamy klasyczny wspotczynnik asymetrii, zgodnie ze wzorem (4.1):

_us 53821

Ae=3= (2,72)3

= 0,267

Tak uzyskany wynik $wiadczy o stabej prawostronnej asymetrii rozktadu -
oznacza to, Zze ponad potowa pracownikéw otrzymuje stawki nizsze niz $rednia,
jednak roznice te nie sg znaczne, poniewaz sita asymetrii pozostaje niewielka.

Na podstawie wcze$niej wyznaczonej dominanty stawek godzinowych mo-
zemy obliczy¢ réwniez mieszany wspotczynnik asymetrii, zgodnie ze wzo-
rem (4.6):

x—D 151 - 14,67

A, = = = 0,158
s s 2,72
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Powyzszy wynik sugeruje, ze rozktad cechuje staba asymetria prawo-
stronna, czyli niewiele ponad potowa pracownikéw otrzymuje stawki nizsze niz
$rednia wynoszgaca 15,10 zt.

Dodatkowo, w celu zbadania asymetrii rozktadu w jego srodkowej czesci
(czyli pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem), wykorzystano wzor (4.5):

Otrzymana warto$¢ potwierdza symetrie w sSrodkowym zakresie rozktadu
stawek - oznacza to, Ze potowa pracownikéw otrzymuje wynagrodzenie sku-
pione rownomiernie wokoét mediany:

e Qs —2Me +Q; 17,05—2-14,93 + 12,96
P 20 B 22,05

= 0,037

Wartos$¢ wspoétczynnika pozycyjnego asymetrii jest dodatnia, lecz bardzo
niska, co wskazuje na minimalng przewage wyzszych wartosci w srodkowym
zakresie rozktadu. Oznacza to, ze mediana znajduje sie nieco ponizej $rodka
rozstepu kwartylowego. W praktyce jednak rozktad mozna uznac¢ za bliski sy-
metrii w jego srodkowej potowie.
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4.2. Miary koncentracji

Miary koncentracji stuza do oceny stopnia skupienia wartosci cechy w obre-
bie zbiorowosci, najczesciej woko6t wartosci przecietnej, lub do okreslania
udziatu poszczeg6lnych jednostek w ogélnej wartosci cechy. W praktyce staty-
stycznej znajdujg zastosowanie m.in. w analizie nieréwnos$ci dochod6éw, kon-
centracji majatku, monopolizacji rynku, a takze w badaniach rozktadéw pro-
dukgcji czy konsumpcji.

Najpierw przyjrzyjmy sie ocenie stopnia skupienia wartosci wokot $redniej
arytmetycznej. Tak rozumiang koncentracje poréwnuje sie zazwyczaj z rozkta-
dem normalnym, ktéry stanowi punkt odniesienia w analizie ksztattu rozktadu.

Miary wykorzystywane do opisu tego rodzaju koncentracji to:

1. Kurtoza - opisuje stopien skupienia warto$ci wokét Sredniej, wyznaczana
jest nastepujgco:
K="E (4.7)

s4

gdzie: p, to moment centralny czwartego rzedu, ktéry wyznaczany jest na-
stepujaco w zaleznosci od szeregu statystycznego:
» dlaszeregu prostego:

1 i,
pa =7 Xil1 (o — D (4.8)
» dla szeregu rozdzielczego punktowego:
1 i, .
e =X (g — D)y = T (6 = D) f; (4.9)
» dla szeregu rozdzielczego przedziatlowego:
1 o \4 o \4
mo==3 (%) n =3k, (x-%) - f (4.10)

2. Eksces - warto$¢ kurtozy pomniejszona o kurtoze rozktadu normalnego
K = 3. Wskazuje, czy rozktad jest bardziej, czy mniej skupiony wokot Sred-
niej niz rozktad normalny. Wyznaczany jest nastepujaco:

K'=K-3 (4.11)

Jesli:

« K’ > 0 - rozklad, nazywany leptokurtycznym (wysmuktym), jest wez-
szy i wyzszy w poréwnaniu z rozktadem normalnym w srodkowej cze-
$ci i jednoczesnie wydtuzony na brzegach wykresu;

« K'<0 - rozklad, nazywany platokurtycznym (sptaszczonym), jest
sptaszczony w poréwnaniu z rozktadem normalnym w $rodkowej cze-
$ci (nizsza i szersza Srodkowa czes¢), ale zawezony (krétszy) w ,o0go-
nach” wykresu;

« K’ =0 - skupienie warto$ci wokoét $redniej jest takie jak w rozktadzie
normalnym.

115



Miary takie jak kurtoza i eksces pozwalaja oceni¢, na ile wartosci cechy sku-
piaja sie wokdt Sredniej w rozktadzie, odnoszac sie do rozktadu normalnego
jako punktu odniesienia. W wielu zastosowaniach praktycznych istotniejsze
jest jednak zbadanie, jak warto$ci danej cechy sg rozdzielone miedzy jednostki
zbiorowosci, niezaleznie od ksztattu rozktadu. Tego rodzaju koncentracje, czyli
nieréwnomierno$¢ podziatu catkowitej sumy wartosci cechy, mozna mierzy¢ za
pomoca krzywej Lorenza i wspéiczynnika Lorenza.

Krzywa Lorenza stuzy do graficznej oceny stopnia koncentracji funduszu
cechy w zbiorowosci, czyli pokazuje, jak dana suma (np. fundusz stypendialny,
dochéd, produkcja) jest rozdzielona pomiedzy jednostki populacji. Aby ja spo-
rzadzié, tworzy sie dwa szeregi skumulowane:

* skumulowang czesto$¢ jednostek statystycznych (oznaczony jako f; s ),

odktadana na osi 0X;

* skumulowane procenty funduszu cechy przypadajgce tym jednostkom

(oznaczony jako z; ), odktadane na osi 0Y.

Jesli kazda jednostka otrzymuje taka samg warto$¢ cechy, krzywa Lorenza
pokrywa sie z przekatng kwadratu (czyli ilustruje brak koncentracji). Jesli za$
caly fundusz przypada jednej jednostce, otrzymujemy koncentracje absolutna.
W wiekszosci przypadkéw krzywa Lorenza przebiega pomiedzy tymi dwiema
skrajnymi sytuacjami - wtedy méwimy o koncentracji posrednie;j.

V4

iskA

100 Linia rownomiernego

podziatu warto$ci cechy
pomiedzy poszczegdlne
wartosci lub przedziaty

—— Krzywa Lorenza

Skumulowany fundusz cechy
[%]

0 100 fy
Skumulowana czesto$¢ wystepowania j dnostek
[%]

Wykres 4.1. Krzywa Lorenza

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Miara koncentracji Lorenza K; opiera sie na polu powierzchni miedzy
krzywa Lorenza a przekatng kwadratu. Oblicza sie j3 wedtug wzoru:
- Pr
L = 500 (4.12)

gdzie P, to pole miedzy krzywg Lorenza a przekatng (pole koncentracji), za$
5000 to potowa pola kwadratu koncentracji.

W zwigzku z tym, ze w praktyce dysponujemy najczesciej krzywa tamana,
anie funkcja analityczng, pole pod krzywa Lorenza obliczamy przyblizonym
sposobem, np. metoda trapezdéw, Korzystajac ze wzoru:

_ 5000-P
L™ 5000

(4.13)
gdzie P to suma pdl trapezow pod krzywg Lorenza.

Interpretacja wspétczynnika Lorenza:

* Jesli K; = 0, oznacza to brak koncentracji - kazda jednostka otrzymuje
doktadnie tyle samo.

* Jesli K; = 1, oznacza to koncentracje petng (absolutng) - caty fundusz
znajduje sie w rekach jednej jednostki.

* Imbardziej krzywa Lorenza odchyla sie od przekatnej, tym wieksza nie-
réwnos$¢ w podziale wartos$ci cechy miedzy jednostki.

Krzywa Lorenza i wspotczynnik koncentracji sg czesto uzywane do badania
tego, czy wartosci takie jak dochdd, majatek, produkcja czy sprzedaz sg réwno
rozdysponowane, czy tez skupiaja sie w rekach nielicznych (np. kilku oséb, firm
lub regionow).

Przyktad 4.3 (kontynuacja przyktadu 1.1)

Wracajac do szeregu rozdzielczego przedstawiajgcego liczbe oséb w zespotach,
w ktoérych najczesciej pracowali studenci Politechniki Biatostockiej, przejdZmy
teraz do wyznaczenia miar koncentracji tego rozktadu. W poprzednich rozdzia-
tach uzyskano juz cze$¢ niezbednych parametréw, a mianowicie: X = 5 oséb,
s = 1,61 osoby.

Wyliczenia momentu centralnego rzedu czwartego dla liczebnosci przed-
stawiono w tabeli 4.5, a dla czestosci 4.6.
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Tabela 4.5. Wyliczenia momentu centralnego rzedu czwartego dla rozktadu liczby oséb w ze-
spotach projektowych, w ktdrych pracowali studenci, z wykorzystaniem liczebnosci

X n; Xi—X (x; —%)* n;

2 3 -3 243

3 4 -2 64

4 7 -1 7

5 12 0 0

6 8 1 8

7 3 2 48

8 2 3 162

9 1 4 256
Suma 40 788

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Tabela 4.6. Wyliczenia momentu centralnego rzedu czwartego dla rozktadu liczby oséb w ze-
spotach projektowych, w ktdrych pracowali studenci, z wykorzystaniem czestosci

X; fi X —X (x; —0* f;

2 0,075 -3 6,075

3 0,100 -2 1,600

4 0,175 -1 0,175

5 0,300 0 0,000

6 0,200 1 0,200

7 0,075 2 1,200

8 0,050 3 4,050

9 0,025 4 6,400
Suma 1,000 19,700

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Podstawiajac sume z ostatniej kolumny tabeli 4.5 do wzoru (4.9), otrzymujemy:
k

1 4 788 4
#4=Nz(xl_x) -ni=E=19,7OS-

i=1

Ten sam wynik uzyskano przy zastosowaniu wzoru z czestoSciami:
k
Mg = Z(xi —x)* fi =19,7 0s.t
i=1

W celu obliczenia kurtozy nalezy otrzymany wynik zestandaryzowac, czyli
podzieli¢c przez odchylenie standardowe w czwartej potedze, korzystajac
ze wzoru (4.7):

Ua 19,7

s ey
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Otrzymany wynik moze by¢ jeszcze ponadto przeksztalcony na eksces
za pomoca wzoru (4.11):

K'=K—-3=2932-3=-0,068

Wartos$c¢ ekscesu wynosi —0,068 i oznacza, ze rozktad liczby os6b w zespo-
tach projektowych, w ktorych pracowali studenci, jest nieznacznie bardziej
sptaszczony niz rozktad normalny. Oznacza to, Ze wartos$ci tej cechy sa nieco
mniej skoncentrowane wokét Sredniej w poréwnaniu z rozktadem normalnym.

Obliczmy teraz poziom koncentracji tej cechy w rozumieniu miary Lorenza.
Dane dotyczace liczby os6b w zespotach oraz odpowiadajace im liczebnosci
przedstawiono w postaci szeregu punktowego, co oznacza, Ze taczny fundusz
cechy jest sumg iloczynéw liczby os6b i odpowiadajacych im liczebnosci. Majac
te iloczyny, mozna wyznaczy¢ procentowe udziaty jednostek oraz procentowe
udziaty funduszu cechy w catej zbiorowosci, a takze ich wartosci skumulowane.
Wyliczenia te zostaty przedstawione w tabeli 4.7.

Tabela 4.7. Wyliczenia pomocnicze do miary Lorenza dla rozktadu liczby oséb w zespotach
projektowych, w ktérych pracowali studenci

X n; X'y fi [w %] zi [w%] | fisk [W%] | Zisi [w %]
2 3 6 7,5 3,0 7,5 3,0

3 4 12 10,0 6,0 17,5 9,0

4 7 28 17,5 14,0 35,0 23,0

5 12 60 30,0 30,0 65,0 53,0

6 8 48 20,0 24,0 85,0 77,0

7 3 21 7,5 10,5 92,5 87,5

8 16 5,0 8,0 97,5 95,5

9 1 9 2,5 4,5 100,0 100,0

Suma 40 200 100,0 100,0

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Dwie ostatnie kolumny tabeli (4.7) to wspo6trzedne punktéw, ktére po po-

taczeniu tworza krzywa Lorenza.

Analizujac wykres 4.2, mozna zauwazy¢, ze krzywa Lorenza odchyla sie
w tym przypadku zauwazalnie od przekatnej, co oznacza, Zze fundusz cechy
(faczna liczba oséb w zespotach) jest czesciowo skoncentrowany w okreslo-
nych wartos$ciach liczebnoSci.
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Wykres 4.2. Krzywa Lorenza dla rozktadu liczby oséb w zespotach projektowych, w ktérych pra-
cowali studenci

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.
Obliczmy teraz pole pod ta krzywa (przybliZong metoda trapezéw):
P, =%- 3-7,5=11,250
P, =%-(3+9)-10 = 60,000

1
Py = (9+23)-17,5 = 280,000

1
P, =5 (23 +53) 30 = 1140,000

1

Ps = (53 +77) 20 = 1300,000
1

P =5 (77 +875) 7,5 = 616,875
1

Py =5 (87,5+955) -5 = 457,500
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1
P8_

T2

- (95,5+100,0) - 2,5 = 244,375

W zwigzku z powyzszym pole utworzonej figury pod krzywa Lorenza wynosi:

8
P= ZPi = 4110
i=1

Miara Lorenza wyznaczona ze wzoru (4.13) wynosi natomiast:

‘- 5000 — 4110
L= 5000

=0,178

Otrzymany wynik wskazuje na niewielki poziom koncentracji. Oznacza to,
ze liczba os6b w zespotach projektowych, w ktérych pracowali studenci Poli-
techniki Biatostockiej, nie jest roztozona catkowicie réwnomiernie - cze$¢ ze-
spotow jest liczniejsza niz pozostate.

Przyktad 4.4 (kontynuacja przyktadu 1.2)

Biorac pod uwage stawki godzinowe brutto pracownikdéw dziatu logistyki i ob-
liczone juz miary (X = 15,1 zl, s = 2,72 z1), wyznaczmy kurtoze i eksces. Wyli-
czenia momentu centralnego rzedu czwartego dla liczebnos$ci przedstawiono
w tabeli 4.8, a dla czestosci 4.9.

Tabela 4.8. Wyliczenia momentu centralnego rzedu czwartego dla rozktadu stawki godzinowej
brutto pracownikéw dziatu logistyki z wykorzystaniem liczebnosci

: z E 7

Xoi — X1 n; X; xXi—X (xi - 7) n;
10-12 14 11 -4,1 3956,07
12-14 23 13 -2,1 447,31
14-16 28 15 -0,1 0,00
16-18 18 17 1,9 234,58
18-20 13 19 3,9 3007,47
20-22 4 21 5,9 4846,94
Suma 100 12 492,38

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.
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Tabela 4.9. Wyliczenia momentu centralnego rzedu czwartego dla rozktadu stawki godzinowej
brutto pracownikow dziatu logistyki z wykorzystaniem czestosci

o o o 4
Xoi — X1i fi X xX;—X% (xi—f) fi
10-12 0,14 11 -4,1 3956,07
12-14 0,23 13 -2,1 4,4731
14-16 0,28 15 -0,1 0,0000
16-18 0,18 17 1,9 2,3458
18-20 0,13 19 3,9 30,0747
20-22 0,04 21 5,9 48,4694
Suma 1,00 124,9238

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Po podstawieniu sumy z ostatniej kolumny tabeli 4.8 do wzoru (4.10) otrzy-
mujemy warto$¢ czwartego momentu centralnego:

k
1<, 4 12 492,38 .
M= E (xl- —x) ny = = = 1249238 2

=1

Taka sama wartos¢ uzyskano rowniez przy obliczeniach opartych na cze-

sto$ciach:
k

° 4
Uy = 2 (xi—%) - fi = 1249238 21*

=1

W celu wyznaczenia kurtozy nalezy podzieli¢ otrzymany moment czwar-
tego rzedu przez odchylenie standardowe podniesione do czwartej potegi,

zgodnie ze wzorem (4.7):
_ hg  124,9238

TstT (2,72)4

Kurtoza ta moze zosta¢ przeksztatcona na eksces, czyli odchylenie wzgle-
dem rozkltadu normalnego, przy wykorzystaniu wzoru (4.11):

K'=K-3=2282-3=-0,718

= 2,282

Rozktad stawek godzinowych brutto wsrdéd pracownikéw dziatu logistyki
jest wyraznie bardziej sptaszczony niz rozktad normalny. Oznacza to, Ze dane
s3 znacznie mniej skoncentrowane wokaét Sredniej niz w rozktadzie normal-
nym. W praktyce moze to $wiadczy¢ o wiekszym zréznicowaniu stawek i braku
wyraznego skupienia wokdt jednej typowej wartosci.

Obliczmy teraz poziom koncentracji stawek godzinowych brutto pracowni-
koéw dziatu logistyki, postugujac sie miarg Lorenza.

Wyznaczenie miary Lorenza wymaga wyznaczenia funduszu cechy dla kaz-
dego przedziatu, czyli tacznej kwoty stawek godzinowych przypadajacych
na pracownikéw z kazdego przedziatu. W analizowanym przyktadzie byt on
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obliczany jako element badania poprawnosci grupowania (tabela 1.5). Nastepnie
obliczono procentowe udziaty liczebnosci i funduszu cechy w catej zbiorowosci.
Wyniki przedstawiono w tabeli 4.10.

Tabela 4.10. Wyliczenia pomocnicze do miary Lorenza dla rozktadu stawki godzinowej brutto
pracownikéw dziatu logistyki

Xoi — X1i n; gL fi [w %] zi [w%] | fisk [W%] | Zisk [Ww %]
10-12 14 158,06 14 10,4 14 10,4
12-14 23 301,07 23 19,9 37 30,3
14-16 28 419,72 28 27,7 65 58,0
16-18 18 305,64 18 20,2 83 78,2
18-20 13 247,26 13 16,3 96 94,5
20-22 4 83,20 4 5,5 100 100,0
Suma 100 1514,95 100 100,0

Zrédto: wyliczenia na podstawie danych umownych.

Na podstawie skumulowanych udziatéw liczebnosci i funduszu cechy wy-
znaczono krzywa Lorenza (wykres 4.3).

lek\
100

80

[%]

40

20

I
P1 : Pz iy Pa g
0 20 40 60 80 100 ¢
[%]
Wykres 4.3. Krzywa Lorenza dla rozktadu stawki godzinowej brutto pracownikéw dziatu logi-
styki

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych umownych.

123



Na podstawie skumulowanych udziatéw liczebnosci i funduszu cechy wy-
znaczono Krzywa Lorenza, a nastepnie obliczono metoda trapezéw pole pod ta

krzywa:

1
P, = 5 10,4-14 =72,80

1
P, =5 (104 +30,3) - 23 = 468,05

1

P; = 5 (30,3 +58,0) - 28 = 1236,20

1
Py =7 (580 +78.2) 18 = 122580

—_

Ps =5+ (782+945) - 13 = 1122,55

1
Ps = (945 +100) - 4 = 389,00

W zwigzku z powyzszym pole utworzonej figury pod krzywa Lorenza wy-
nosi:

8
p= Z P, = 4514,40
i=1
Miara Lorenza wyznaczona ze wzoru (4.13) wynosi natomiast:

K - 5000 — 4514,40
L= 5000

= 0,097

Wynik ten wskazuje, ze stawki godzinowe brutto wsréd pracownikéw
dziatu logistyki sg roztozone stosunkowo réwnomiernie i nie wystepuje sku-
pienie funduszu cechy w jednym lub kilku przedziatach. Inaczej méwiac, wiek-
szo$¢ pracownikéw otrzymuje podobne stawki, a zréznicowanie poziomu wy-
nagrodzen jest niewielkie.
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4.3. Zadania z zakresu miar asymetrii i koncentracji

4.1. W ponizszej tabeli przedstawiono dane dotyczace liczby projektéw reali-
zowanych przez mate firmy zlokalizowane w jednej ze stref przemysto-
wych.

Liczba projektow Liczba przedsiebiorstw
0 20
30
26
15
8
1

G W (N

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.

4.2. Majac dane dotyczace wieku grupy pracownikéw pewnego zaktadu pro-
dukcyjnego przedstawione w poniZszej tabeli, wyznacz miary asymetrii
i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.

Wiek [w latach] Liczba pracownikow
20-25 10
25-30 20
30-35 110
35-40 35
40-45 20
45-50 5

4.3. W tabeli ponizej zaprezentowano rozktad liczby pracownikéw zatrudnio-
nych w przedsiebiorstwach dziatajacych w sektorze przetwoérstwa spo-

ZyWCZego.
Liczba pracownikéw Odsetek firm [w %]
50-150 0,01
150-250 0,12
250-350 0,19
350-450 0,33
450-550 0,25
550-650 0,10

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.

125



4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

126

Ponizsze dane dotycza Sredniej wielkosci produkcji w poszczegélnych za-
ktadach.

Wielkos¢ produkcji [w tys. szt.] Liczba zakladéw
20-40 9
40-60 24
60-80 18
80-100 16
100-120 13

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu,;.
Dane zawarte w ponizszej tabeli przedstawiaja koszty projektow

(w mln z1) zrealizowanych przez rézne przedsiebiorstwa w danym roku
kalendarzowym.

Koszt projektu [w mln z1] Liczba firm
0,05-0,15 2
0,15-0,25 10
0,25-0,35 24
0,35-0,45 26
0,45-0,55 18

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu,;.
Pobrano prébe losowa ztoZzong ze 100 studentéw studiéw dziennych
na pewnym uniwersytecie. W tabeli ponizej przedstawiono ich rozktad
wedtug czasu dojazdu od miejsca zamieszkania do uczelni.

Czas dojazdu [w min.] Liczba studentow
5-15 6
15-25 34
25-35 30
35-45 20
45-55 10

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.
Jaka jest asymetria rozktadu czasu poswiecanego na nauke uczniow klasy

czwartej, jezeli dominanta wyniosta 3,5 godz., odchylenie standardowe
1,7 godz., za$ $rednia 3,8 godz.?

Analizie poddano zarobki pracownikéw jednej z firm. Moment centralny
rzedu drugiego wyniost g, = 441, rzedu trzeciego w3 = —1868,
za$ czwartego p4 = 689 345. Wyznacz i zinterpretuj asymetrie i koncen-
tracje zarobkéw pracownikéw analizowanej firmy.

Przeanalizowano wiek klientdw pewnego biura turystycznego. Wyzna-
czono momenty centralne rzedu drugiego (u: = 144), trzeciego



4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

(43 = 1421) i czwartego (¢« = 82 901). Wyznacz i zinterpretuj miare
asymetrii i koncentracji wieku klientéw tego biura turystycznego.

Jaka jest asymetria rozktadu wydatkéw na komoérke uczniow jednej
ze szkél, jezeli dominanta wyniosta 64 zi, odchylenie standardowe 17 zt,
za$ Srednia 57 z1?

Zbadano dwie druzyny koszykéwki pod wzgledem wzrostu ich cztonkéw.
Srednie wzrostu obu druzyn byly identyczne W pierwszej wspétczynnik
skos$nosci wynidst 0,52, zas w drugiej 0,45. Ktérg druzyne koszykowki
(biorac pod uwage jedynie wzrost) powinien wybrac¢ trener? Odpowiedz
uzasadnij.

Zbadano zawarto$¢ oleju palmowego w kremie czekoladowym pewne;j
marki, wytwarzanym przez dwie rézne fabryki. Otrzymany rozktad za-
wartosci tego sktadnika dla pierwszego wytwoércy cechuje umiarkowana
asymetria lewostronna, za$ dla drugiego - prawostronna. Majgc do wy-
boru produkty z obu fabryk, wskaz ktéry nalezy wybrac i dlaczego.

W pewnym zaktadzie przemystowym zbadano dzienng produkcje pra-
cownikdw:

Liczba sztuk Liczba pracownikow
80-100 10
100-120 30
120-140 40
140-160 15
160-180 5

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.
Czas dostawy przesytek kurierskich (w godzinach) ksztattowat sie naste-
pujaco:

Czas [w h] Liczba przesylek
0-2 10
2-4 40
4-6 60
6-8 25
8-10 15

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.
W firmie X ptaca srodkowa wynosi 6400 zt, przy czym 25% pracownikéw
zarabia ponizej 5900 zt, a 25% pracownikoéw powyzej 7200 zt. Ocen asy-
metrie ptac.
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4.18. W ponizszej tabeli przedstawiono wiek mieszkancow pewnego osiedla.

4.19. W tabeli ponizej przedstawiono wydajno$¢ pracy pracownikéw w szt./h.

Wiek [w latach] Liczba mieszkancow
0-20 15
21-40 30
41-60 35
61-80 20

Wyznacz miary asymetrii i koncentracji. Wyniki zinterpretu;.

Wydajnos¢ [w szt./h] Odsetek pracownikow [w %]
10-15 15
15-20 25
20-25 35
25-30 20
30-35 5

Oblicz wspotczynnik sko$nosci. Jaki to rozktad? Zbadaj koncentracje
rozktadu.

4.20. Ponizsza tabela przedstawia liczbe ksigzek przeczytanych w miesigcu
przez pewna grupe czytelnikow.

Liczba ksigzek Liczba czytelnikéw
40
30
20
7
2

1

N |UT [ | WIN =

Oblicz wspéiczynnik asymetrii pozycyjny i zinterpretuj asymetrie rozktadu.
Zbadaj koncentracje rozktadu.

4.21. Wiadomo, Ze:
* grupaA: Me = 40,Q; = 35,Q; = 55;
* grupaB: Me = 35,Q; = 30,05 = 42.

Oblicz wspotczynnik sko$nosci dla obu grup i poréwnaj kierunek

i site asymetrii.
4.22. Analizowano czas oczekiwania kierowcéw na zatadunek (w min.) i otrzy-
mano wyniki: $rednia: 55, mediana: 50, dominanta: 45, wariancja: 100.

Oblicz wspotczynnik sko$nosci. Zinterpretuj wynik.

4.23. W grupie studentéw badano wzrost i otrzymano wyniki: $rednia wzro-
stu: 175 c¢m, dominanta: 170 cm, odchylenie standardowe: 7 cm. Oblicz
wspoétczynnik asymetrii i odpowiedz, czy wiekszo$¢ studentéw

ma wzrost nizszy czy wyzszy od Sredniego.
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4.24. Dana jest masa tadunkdw przewozonych przez ciezarowki:

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29,

Masa [w t] Liczba kursow
1-3 20
3-5 30
5-7 40
7-9 10

Oblicz i zinterpretuj wspotczynniki asymetrii. Zbadaj koncentracje

rozkladu.

Zbiory ziemniakéw z 1 ha (w t):

Plon [w t/ha] Liczba gospodarstw
10-15 15
15-20 40
20-25 30
25-30 10
30-35 5

Oblicz i zinterpretuj wspoétczynnik asymetrii. Zbadaj koncentracje
rozktadu.

Wiadomo, Ze 25% najnizszych wynagrodzen w pewnym banku nie prze-
kracza 5700 zt, natomiast 25% najwyzszych przekracza 9600 zt, przy czym
Me = 7200 zt. Oblicz i zinterpretuj pozycyjny wspétczynnik asymetrii.

W pewnej firmie réznica miedzy Srednia ptaca a dominantg wynosi 300 zt
na korzys$¢ sredniej, za§ wariancja = 90 000. Oblicz i zinterpretuj wspét-
czynnik asymetrii.

Badajac zuzycie energii w GWh przez 50 zakladéw przemystowych,
otrzymano nastepujace wyniki:

X = 4,5GWh
Me = 4,2 GWh
D = 3,8GWh
s?2 = 1(GWh)?2

Oblicz i zinterpretuj wspdtczynnik skosnosci.
W ponizszej tabeli przedstawiono miesieczng produkcje mleka (w tys. 1).

Wielkos¢ produkcji [w tys. 1] Liczba mleczarni
10-20 5
20-30 15
30-40 25
40-50 35
50-60 20

Zidentyfikuj typ rozktadu i mozliwy kierunek asymetrii. Zbadaj kon-

centracje rozktadu.




4.30. W pewnej szkole uczniowie pisali sprawdzian z matematyki i uzyskali na-
stepujace wyniki:

$rednia: 3,5

mediana: 3,2

dominanta: 2,8

odchylenie standardowe: 0,9

Oblicz wspotczynnik sko$nosci i zinterpretuj otrzymany wynik.

4.31. Ponizsza tabela przedstawia czas trwania pobytu turystéw w pewnym
hotelu (w dniach).

Czas pobytu [w dniach] Liczba os6b
1-3 20
4-6 30
7-9 40
10-12 10

Ocen symetrie rozktadu. Zbadaj koncentracje rozktadu.

4.32. W pewnej spéidzielni rybackiej przeanalizowano potowy ryb (w kg),

a wyniki przedstawiono w ponizszej tabeli.

Ilos¢ ryb [w kg] Liczba jednostek
0-100 5
100-200 10
200-300 20
300-400 10
400-500 5

Oblicz i zinterpretuj wspétczynnik asymetrii. Zbadaj koncentracje

rozkladu.

4.33. Ponizsza tabela przedstawia dane liczbowe obrazujace strukture hoteli

ze wzgledu na liczbe pokoi.

Liczba pokoi Odsetek hoteli [w %] | Lacznaliczba pokoi
5-20 30 4500
20-40 35 14 000
40-80 20 18 000
80-120 10 10000
120-200 5 10 500

Zbadaj stopien koncentracji liczby pokoi w badanych hotelach. W tym

celu nalezy wykorzystac:

kurtoze,
miare Lorenza.
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4.34. Ponizsza tabela przedstawia wydatki losowo wybranej grupy mieszkan-
cow Biategostoku na konsumpcije.

Kwota wydatkow | Odsetek miesz- Laczna kwota wydatkéw
[w tys. zi] kancéw [w %] | na konsumpcje [w mln z1]
0-0,5 21 3,8
0,5-1,0 35 11,2
1,0-1,5 24 16,4
1,5-2,0 12 10,9
2,0-2,5 8 7,7

Zaprezentuj graficznie oraz wyznacz stopien koncentracji (stopien
réwnomiernego rozmieszczenia, czyli miare Lorenza) wydatkéw na kon-
sumpcje w analizowanej zbiorowosci.

4.35. Ponizsza tabela przedstawia taczna liczbe otrzymanych przez studentéw
punktéw na kolokwium ze statystyki.

Liczb,a Liczba studentéw Laczna liczba ot,rzymanych
punktéw punktéw
0-10 18 122
10-20 36 513
20-30 30 772
30-40 24 672
40-50 12 421

Zaprezentuj graficznie i wyznacz stopienn koncentracji (miare Lo-
renza) liczby punktéw w zbiorowosci analizowanych studentéow.

4.36. Wiedzac, ze 20% wszystkich mieszkancéw miasta wydato 70% ogdtu wy-
danej kwoty, graficznie i algebraicznie wyznacz koncentracje wydatkéw
wsrod mieszkancow, a wynik zinterpretu;j.

4.37. Wiedzac, ze 40% wszystkich mieszkancéw miasta wydato 80% ogdtu wy-
danej kwoty, graficznie i algebraicznie wyznacz koncentracje wydatkéw
wsrod mieszkancow, a wynik zinterpretu;.

131



4.4. Odpowiedzi do zadan z zakresu miar asymetrii
i koncentracji

4.1. A;=0,517; Ay =0,454; A, = 1; K = 2,464; K' = —0,536

4.2. A; =0,201; A, = 0,337; A, =0,176; K = 3,670; K' = 0,670

4.3. A; =-0,123; Ay = —0,196; A, = —0,034; K = 2,393; K' = —0,607

4.4. A; =0,621; Ax =0,148; A, = 0,116; K =1,914; K' = —1,086

4.5. A; =-0,096; A, = —0,332; A, = —0,032; K = 2,418; K' = —0,582

4.6. A; =0,521; A, = 0,307; A, = 0,084; K = 2,290; K' = —0,710

4.7. A, =0,176

4.8. A, =-0,202; K = 3,545; K' = 0,545

49. A, =0,822; K =3998; K'= 0,998

4.10. A, = —0,412

4.11. Druzyne druga, gdyZ w niej wiekszo$¢ koszykarzy ma wzrost powyzej
$redniej.

4.12. 7 fabryki drugiej, gdyz wiekszos$¢ jej produktow ma mniejsza od Sredniej
zawarto$¢ oleju palmowego.

4.13. A; = —0,036; A, = 0,21; A, = —0,091; K = 2,75; K’ = —0,25

4.14. A; = 0,098; 4, = 0,24; A, = —0,032; K = 2,59; K' = —0,41

4.15. A, = 0,23

4.16. A; = —0,155; A, = —0,119; A, = —0,063; K = 2,04; K’ = —0,96

4.17. A; = —0,138; A, = 0,043; A, = —0,107; K = 2,31; K' = —0,69

4.18. A, = 0,00; K = 3,82; K' = 0,82

4.19. Ay, = 0,50; App = 0,167

4.20. A, =1

4.21. A; = 0,714; Wiekszo$¢ studentéw ma wzrost nizszy od $redniego.

N

4.22. Ay = —0,382; A, = —0,094; A, = —0,143; K = 2,1;K' = —0,9
4.23. Ay = 0,279; A, = 0,558; 4, = 0,118; K = 2,96; K' = —0,04
4.24. A, = 0,23

425. A =1

4.26. A; = 0,7

4.27. Ay = —0,358; 4, = —0,429; A, = —0,138; K = 2,41; K’ = —0,59
4.28. Ay = 0,778

4.29. A; = —0,094; 4, = —0,2; A, = —0,143; K = 2,102; K’ = —0,898
4.30. A, = 0,0; 4, = 0,0; A, = —0,0;K = 2,5;K' = —0,5

431. K =521; K, = 0,406

4.32. K, = 0,305

4.33. K, = 0,236

434.K, =0,5

4.35.K, = 0,2
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4.5. Pytania testowe z zakresu miar asymetrii
i koncentraciji

1. Ktéra miara pozwala na ocene stopnia asymetrii rozktadu?
a) Kurtoza.
b) Wariancja.
¢) Wspodtczynnik skosnosci.
d) Mediana.
2. Cooznacza, Ze szereg ma asymetrie lewostronng?
a) Wiekszos$¢ obserwacji ma wartosci wieksze od Srednie;j.
b) Dane s3 skupione woko6t mediany.
¢) Srednia, dominanta i mediana maja zblizone wartosci.
d) Wiekszos¢ obserwacji ma warto$ci mniejsze od $redniej.
3. Ktoéra z miar wskazuje na poziom koncentracji wokét sredniej?
a) Asymetria.
b) Mediana.
¢) Kurtoza.
d) Kwartyle.
4. Czym jest eksces réwny 0?
a) Oznacza rozktad o asymetrii lewostronne;j.
b) Oznacza brak rozrzutu.
¢) Oznacza ekstremalng warto$¢ dyspersji.
d) Oznacza taka samg koncentracje jak w rozktadzie normalnym.
5. Srednia predko$¢ rowerzystéw wynosi 20 km/h, a mediana 25 km/h. Co to
sugeruje?
a) Predkosc¢ jest stata.
b) Rozktad jest prawostronnie asymetryczny.
¢) Rozktad jest symetryczny.
d) Rozktad jest lewostronnie asymetryczny.
6. Eksces dla rozktadu czasu reakcji na bodziec wyniést 1,2. Co to oznacza?
a) Oznacza to silng asymetrie.
b) Srednia wynosi 1,2.
¢) Rozktad ma bardziej smukty szczyt niz rozktad normalny.
d) Rozktad jest catkowicie ptaski.
7. Wspotczynnik asymetrii rozktadu wieku pacjentéw wynosi —0,7. Co to zna-
czy?
a) Oznacza to dominujgcy mtody wiek wsréd pacjentéw.
b) Dane s3 catkowicie symetryczne.
¢) Wiekszos$c¢ pacjentéw to osoby starsze.
d) Rozktad jest asymetryczny z ogonem z lewej strony.
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8.

10.

11.

12.

13.
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Wspéiczynnik Lorenza dochodéw w kraju wynosi 0,15. Co mozna

w zwigzku z tym stwierdzi¢?

a) Dochody sg stosunkowo réwno roziozone.

b) Dochéd rosnie liniowo.

¢) Sredni dochéd wynosi 1500 z.

d) Dochody s3 catkowicie nieréwne.

Rozktad ilosci godzin spedzonych online jest symetryczny. Co mozna

w zwigzku z tym stwierdzi¢?

a) Wystepuje silna asymetria.

b) Dominanta wynosi 0.

¢) Srednia, mediana i dominanta sg sobie rowne.

d) Nie mozna nic stwierdzic.

Kurtoza czasu dostawy paczek wynosi 2. Jak zinterpretowac ten wynik?

a) Wystepuje silna asymetria.

b) Rozktad jest bardziej wysmukty niZ normalny.

¢) Dostawy sg natychmiastowe.

d) Rozklad jest bardziej sptaszczony niz normalny.

W rozktadzie asymetrycznym lewostronnym (ujemnym):

a) wiekszo$¢ obserwacji przyjmuje warto$ci wieksze od $redniej arytme-
tycznej,

b) wiekszo$¢ obserwacji przyjmuje warto$ci mniejsze od Sredniej arytme-
tycznej,

¢) obserwacji wiekszych od $redniej arytmetycznej jest tyle samo co ob-
serwacji mniejszych od $redniej,

d) wiekszo$¢ zbiorowosci jest bardziej skupiona wokot Sredniej arytme-
tycznej niz w rozktadzie normalnym.

Firma logistyczna analizuje czasy dostawy przesytek. Jesli mediana wynosi

24 godziny, a Srednia 36 godzin, to rozktad czaséw dostawy jest prawdopo-

dobnie:

a) symetryczny,

b) dwumodalny,

¢) prawostronnie (dodatnie) asymetryczny,

d) lewostronnie (ujemnie) asymetryczny.

W rozktadzie asymetrycznym prawostronnym (dodatnim):

a) wiekszo$¢ obserwacji przyjmuje wartosci wieksze od $redniej arytme-
tycznej,

b) wiekszos¢ obserwacji przyjmuje warto$ci mniejsze od $redniej arytme-
tycznej,

c) obserwacji wiekszych od $redniej arytmetycznej jest tyle samo co ob-
serwacji mniejszych od Sredniej,

d) wiekszo$¢ zbiorowosci jest bardziej skupiona wokét Sredniej arytme-
tycznej niz w rozktadzie normalnym.



14. Na podstawie danych dotyczacych wydajnosci pracy (w szt./h) 50 robotni-
kéw otrzymano nastepujacy histogram:

257
20
157

104

0 05 15 25 35 45 55 65 15
Rozktad wydajnosci pracy charakteryzuje sie zatem:
a) asymetrig ujemng (lewostronng),
b) asymetrig dodatnig (prawostronng),
c) symetria.
d) Zadna odpowiedz nie jest poprawna.
15. W banku analizowano rozktad miesiecznych wptywoéw na rachunki klien-
tow. Jesli wspéiczynnik asymetrii > 0, oznacza to, Ze:
a) wiekszo$¢ klientéw ma wptywy powyzej Sredniej,
b) rozktad jest symetryczny,
¢) wiekszo$¢ klientéw ma wptywy ponizej Sredniej,
d) wszystkie wptywy sg réwne.
16. Wspo6tczynnik Lorenza dla rozktadu dochodéw klientéw banku wynosi 0,9.
Oznacza to:
a) bardzo wysoka nieréwno$¢ dochodow,
b) peing réwnos$¢ dochodéw,
¢) S$rednig koncentracje dochodoéw,
d) Brak danych do oceny.
17. Miarg koncentracji NIE jest:
a) wspoétczynnik Lorenza,
b) Kkurtoza,
¢) odchylenie standardowe,
d) eksces.
18. W badaniu czasu dojazdu pasazer6éw do pracy uzyskano wspotczynnik asy-
metrii rowny 2. Oznacza to, ze:
a) wiekszo$¢ dojezdza bardzo szybko;
b) wiekszos¢ dojezdza w przecietnym tempie;
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.
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¢) wiekszo$¢ dojezdza dtugo, ale sa nieliczne bardzo diugie dojazdy;

d) rozktad jest symetryczny.

Stopien koncentracji przewozéw pasazerskich w kilku najwiekszych fir-
mach transportowych najlepiej opisze:

a) mediana liczby pasazerow,

b) wspoétczynnik Lorenza,

¢) S$rednia liczba kurséw,

d) rozstep kwartylowy.

Jezeli wspotczynnik asymetrii liczby opdznien lotoéw jest bliski 0, oznacza
to, ze:

a) opoOznienia sg bardzo czeste,

b) opdznienia sg bardzo rzadkie,

¢) rozktad opdZnien jest symetryczny,

d) wszystkie loty sg punktualne.

Wspotczynnik Lorenza dla rynku przewozéw kontenerowych wynosi 0,15.
Oznacza to:

a) wysoki stopien koncentracji,

b) bardzo niski stopien koncentracji,

c) catkowity monopol.

d) Nie mozna oceni¢ koncentracji.

W badaniu czasu dostawy towaréw w transporcie drogowym wykazano
asymetrie dodatnia. Oznacza to, Ze:

a) wiekszo$¢ dostaw realizowana jest szybciej niz Srednia,

b) wiekszo$¢ dostaw jest realizowana wolniej niz $rednia,

c) wszystkie dostawy realizowane sg punktualnie,

d) odchylenie standardowe jest zerowe.

W fabryce zmierzono wymiary produkowanych elementéw. Wspo6tczynnik
asymetrii okazat sie ujemny, co oznacza, ze:

a) wiekszo$¢ elementéw ma wymiar powyzej $redniej,

b) wiekszo$¢ elementéw ma wymiar ponizej Sredniej,

¢) wszystkie elementy sg identyczne,

d) rozktad jest rownomierny.

Wspotczynnik Lorenza bliski 0 dla liczby wyprodukowanych jednostek
przez poszczegoélne linie produkcyjne oznacza:

a) réwnomierne obcigzenie linii,

b) skrajng nieréwno$¢ produkcji,

¢) koncentracje produkcji w jednej linii,

d) losowy rozktad produkgji.

W firmie produkcyjnej wspo6tczynnik Lorenza wzrést z 0,2 do 0,5. Oznacza to:
a) wieksze zr6znicowanie udziatéw produkcyjnych,

b) mniejsza koncentracje produkcji,

¢) wzrost koncentracji na korzys$¢ kilku dziatow,



26.

27.

28.

29,

30.

d) pelng réwnowage produkcji.

Gdy wartosci odchylaja sie w prawo od $redniej, mamy do czynienia z:
a) asymetrig dodatnia,

b) asymetrig ujemna,

¢) brakiem asymetrii,

d) koncentracjg 100%.

Wspotczynnik asymetrii mieszany opiera sie na:

a) medianie i Sredniej,

b) tylko na medianie,

¢) odchyleniu standardowym,

d) kwartylach.

Catkowita koncentracje oznacza nastepujaca warto$s¢ wspotczynnika Lo-
renza:

a) 1;

b) 0;

c) 0,5.

d) Nie ma takiej wartoSci.

Jesli rozktad cechy jest symetryczny, to:

a) Srednia > mediana,

b) $rednia = mediana = dominanta,

¢) dominanta > Srednia,

d) mediana > Srednia.

Dlaczego nie nalezy wyznaczaé $redniej arytmetycznej dla danych silnie
asymetrycznych?

a) Poniewaz nie da sie jej obliczy¢.

b) Poniewaz zawsze jest réwna medianie.

¢) Poniewaz wymaga danych jako$ciowych.

d) Poniewaz moze nie oddawaé centralnego potozenia danych.
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4.6. Odpowiedzi do pytan testowych
z zakresu miar asymetrii i koncentraciji

c)
a)
c)
d)
d)
c)
d)
a)
c)
10. d)
11. a)
12. ¢)
13. b)
14. b)
15. ¢)
16. a)
17. ¢)
18. a)
19. b)
20. ¢
21. b)
22. a)
23. a)
24. a)
25. b)
26. b)
27. c)
28. a)
29. b)
30. d)

OB WNE
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Spis wykresow

Wykres 1.1. Wykres prezentujacy rozktad liczby oséb w zespotach

projektowych, w ktérych pracowali studenci.........ccoccoveereeneeureennes

Wykres 1.2. Histogram prezentujacy rozklad stawki godzinowej brutto
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