MATEMATYKA

W PRZYKLADACH
Z BUDOWNICTWA
| ARCHITEKTURY

Edwin Kozniewski
Agnieszka Tereszkiewicz

Politechnika
Biatostocka




Edwin KoZniewski * Agnieszka Tereszkiewicz

MATEMATYKA W PRZYKLADACH
Z BUDOWNICTWA | ARCHITEKTURY

Politechnika
Biatostocka

OFICYNA WYDAWNICZA POLITECHNIKI BIALOSTOCKIEJ
BIALYSTOK 2023



Recenzent:
dr hab. Krystyna Romaniak, prof. PK

Redaktor naukowy dyscypliny inzynieria lagdowa, geodezja i transport:
prof. dr hab. inz. Katarzyna Zabielska-Adamska

Korekta jezykowa:
Edyta Chrzanowska

Oktadka:
Marcin Dominéw

Zdjecia na oktadce:
F. Sadowski, D. Gawryluk
© Copyright by Politechnika Biatostocka, Biatystok 2023
ISBN 978-83-67185-96-7

ISBN 978-83-67185-97-4 (e-Book)
DOI: 10.24427/978-83-67185-97-4

[@0sle

Publikacja jest udostepniona na licenc;ji
Creative Commons Uznanie autorstwa-Uzycie niekomercyjne-Bez utworéw zaleznych 4.0
(CC BY-NC-ND 4.0).
Petng tresc¢ licencji udostepniono na stronie
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode.pl.
Publikacja jest dostepna w Internecie na stronie Oficyny Wydawniczej PB.

Druk: PPH Remigraf sp. z 0.0.

Oficyna Wydawnicza Politechniki Biatostockiej
ul. Wiejska 45C, 15-351 Biatystok
e-mail: oficyna.wydawnicza@pb.edu.pl
www.pb.edu.pl



Spis tresci

Wstep| . . . . . . . . e 7
|IRozdziat 1. Zwartosé geometryczna budynku| . . . . . . . . . .. 11
|1.1.  Problemy optymalizacyjne prowadzace do pojecia zwartosci |

| figury 1 bryty geometrycznej . . . . .. ... L 11
[1.2.  Efektywnos$¢ geometryczna i zwarto§¢ budynku| . . . . . . . .. 14
(L.2.1. Wskazniki zwartosci 3Dl . . . . .. ... o L 16

(.22, Wskazniki zwartosci 2D . . . . .. ..o oo L 18

[1.3.  Wielokaty prostokatne| . . . . . . .. ... ... . 21
(1.3.1.  Detekt obwoduipolal. . . . . . ... ... ... ... .. 23

[1.3.2.  Rozpietos¢ wielokata prostokatnego| . . . . . . ... .. 25

(1.4, Podsumowaniel. . . . . . .. . ... oo 27
L5 Zadanial . . . . . . . oo 27
|[Rozdziat 2. Izometrie w projektowaniu| . . . ... ... ... ... 29
2.1. Izometriew F2 . . . . . . . ... ... 29
22, Parkietazel . . . . .. ... 31
2.2.1. Parkietaze w F? — kilka przyktadow| . .. .. ... ... 32

222, lzometriew E°| . . . ... ... 36

[2.3.  Miedzy parkietazem a wieloscianami foremnymi 1 pétforemnymi| 39
A Zadanial . . . ... 44
|[Rozdziat 3. Powierzchnie prostokreslne w budownictwie| . . . . 47
|3.1. Powierzchnie powstate w wyniku obrotu proste)l . . . . . .. .. 47
[3.2. Opis powierzchni hiperboloidalnych — kubatura chtodni kominowej| 51
[3.3. O krzywych 1 powierzchniach obrotowych|. . . . . .. .. .. .. 56
[3.3.1.  Roéwnanie powierzchni obrotowey| . . . . . . . . ... .. o7

BA Zadanial . . . . . ... 62
[Rozdziat 4. Kubatural . . . ... ... ... ... ... ... ... .. 65
4.1, Kubatura dworca. Warszawa Ochotal . . . . . . .. ... ... .. 65

4.2, Konstrukcja ptata powierzchni siodtowe] jako powierzchni
| prostokreslnej| . . . . . .. .o o 66




4 Spis tresci

i4.3. Twierdzenie Cavalieriego| . . . . . . . . .. . .. ... ... ... 69
4.4.  Przeksztatcenia oparte na przekrojach|. . . . . . . ... .. ... 69
H5Zadanial . . . .« oo 74
[Rozdziat 5. Krzywe 1 powierzchnie offsetowe w budownictwie| . 77
p.1.  Krzywe oftsetowe| . . . . . . . . ..o 78
[5.1.1. Definicja krzywej oftsetowey| . . . . . . ... ... 78
|p.1.2.  Analityczna postac¢ krzywej ofisetowej] . . . . . . . ... 83
p.1.3. O grubosci chtodni kominowe] w aspekcie krzywych |
| oftsetowych| . . . . . . ..o o 85
0.2.  Powierzchnie offsetowe] . . . . . . . .. ... 0oL 86
[p.2.1.  Opis analityczny| . . . ... ... ... ... ... ... 86
[5.2.2. Grubos¢ powierzchni siodtowej] . . . . .. ... 88
B3 Zadanial . . . . . . ... 88
[Rozdziat 6. Krzywa tancuchowa w budownictwie 1 architekturze| 91
6.1. Krzywa tancuchowa| . . . .. ... .. ... ... ... ... 91
6.2. Zadanial . . . ... . ... ... 97
[Rozdzial 7. Powierzchnie o szybkim rozbiegu — brachistochrona |
[ w skateparku, akwaparku 1 na skoczni narciarskiej . . . . . .. 101
[7.1. Zagadnienie brachistochrony — przykitad ekstremum funkcjonatu| 101
[[2 " Zadanial . . . ... ... ... 106
[Rozdziat 8. Drgania w mechanice budowl| . . . . .. ... .. .. 109
[8.1. Wartosci 1 wektory wtasne operatoral . . . . . . ... ... ... 109
[8.2.  Zwyczajne roéwnania rozniczkowe liniowe rzedu drugiego|. . . . . 113
[8.3.  Rownania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o wspotczynnikach |
| statych| . . . . . .. o 114
[8.4. Problem drgan w zagadnieniach mechaniki budowl| . . . . . .. 117
[8.5.  Triangularyzycja Banachiewicza — Choleskiego| . . . . . . . .. 119
B6 Zadanial . . . ... ... . ... 122
[Rozdziat 9. Opis pola wilgotnosci 1 ksztattu membrany — |
[ zagadnienia brzegowe rozwiazywane metoda Ritzal . . . . . . . 125
[9.1. O przyblizonych metodach rozwiazywania réwnan rézniczko- |
wych czastkowyeh| . . . ..o oo 0oL oo
| h k h 125
9.1.1. Metoda Ritzal . . . . . .. .. ..o 125
9.2. Metoda réznicowal . . . . . ... 133
9.3. Zadanial . . . ... ... 138
[Rozdziat 10. Zapotrzebowanie na beton towarowy — préba |

[ opisu w postaci modelu liniowego|. . . . . . . ... ... ... .. 139




Spis tresci 5)

[10.1. Model ekonometryczny| . . . . . . . .. ... 139
(10.1.1. Dobor zmiennych objagniajacych| . . . . . . . . ... .. 140

[10.2. Szacowanie parametrow modeli liniowych metoda najmniejszych |

[ kwadratowl . . . . . . . .. 146
(10.2.1. Szacowanie parametréw modelu z jedna zmienng |

| objasniajacal. . . . . . ..o 147
[10.2.2. Szacowanie parametréw modelu z wieloma zmiennymi |

| objagniajacymi| . . . . .. ... 149
[10.2.3. Weryfikacja modeli liniowych| . . . . . .. ... ... .. 150

D03 Zadanial . . . . . . . 156
|[Rozdziat 11. Optymalizacja transportu mas ziemnych przy |
| budowie drogi — programowanie liniowe| . . . . . ... ... .. 157
[11.1. Programowanie linlowe| . . . . . . . . ... ... ... ...... 157
[11.2. Ogblny problem programowania liniowego| . . . .. . . . .. .. 161
[11.3. Zasadnicze twierdzenie programowania liniowego|. . . . . . . . . 162
[11.4. Zagadnienie transportowe|. . . . . . . . . . . . ... ... 162
[11.5. Optymalizacja transportu mas ziemnych z uzyciem réznych |

| srodkéw transportul . . . . . ... ..o L 168
ML6 Zadanial . . . . . . . o 171

|[Rozdziat 12. Metody matematyczne wielokryterialnej analizy |
| poréwnawcze] na przyktadzie rozwiazan projektowych |

| wybranych pokryé dachowych| . . . . . . ... ... ... 173
[12.1. Metody matematyczne| . . . . . . . . . ... 173
[12.2. Zatozenia metody| . . . . . . . . ... ... oo 173
[12.3. Rodzaje kodowan| . . . . . . ... .. ... ... ... ... .. 174

[12.3.1. Standaryzacjal . . . . . . . . ... .. 174
(12.3.2. Normowanie|. . . . . . . .. ... . ... ... . ..... 175
[12.3.3. Kodowanie wg Neumanna — Morgensternal . . . . . . . . 175
[12.3.4. Kodowanie metoda Pattern| . . . . . ... ... ... .. 176
[12.4. Algorytm stosowania metod matematycznych| . .. . . ... .. 176
[12.5. Formuty ocen syntetycznych| . . . . . ... ... ... ... 177
[12.6. Diagramy Hassego|. . . . . . . . . . . ... ... . ... ... 177
[12.7. Reguty porzadkowania zbioréow|. . . . . . . . ... ... ... .. 179
[12.8. Kryteria oceny cech wybranych pokry¢ dachowych|. . . . . . .. 180
[12.8.1. Koszty catkowite] . . . . . . . .. ... ... ... ... 180
[12.8.2. Ciezar pokrycial . . . . . . . . . . . ... 180
[12.8.3. Trwatos¢ pokrycial . . . . .. ... ... ... .. .. .. 181
[12.8.4. Estetyka pokryciaf. . . . . . ... ... .00 181
[12.8.5. Latwosc¢ eksploatacjy| . . . . . ... ... ... 185

[12.9. Propozycje wag do oceny syntetycznejl . . . . . ... . ... .. 187




6 Spis tresci

[12.10.Analiza wielokryterialna wybranych wariantéw|. . . . . . . . .. 188
[12.11.Podsumowanie| . . . . . . . . .. ..o 192
M2127Zadanial . . . . . . . ... 192
Bibliografia| . . . . . .. .. ... 193
Skorowidzl . . . . . . ... 199
Spis tablic| . . . . . ..o 201




Wstep

Opracowanie obejmuje tematyke zaje¢ z matematyki stosowanej,
ktore prowadzone sa przez autoréw na studiach magisterskich na kie-
runku budownictwo na Wydziale Budownictwa i Nauk o Srodowisku Po-
litechniki Biatostockiej. Z racji rozlegto$ci tematycznej dyscypliny, jaka
jest matematyka, okreslenie tresci nauczania w zakresie matematyki sto-
sowanej nie byto sprawg prosta. Zaprezentowane tematy wyktadow i é¢wi-
czeni pochodzg z réznych dziatdw matematyki ukazuja techniki rozwia-
zania sformutowanych wczesniej problemoéow zwigzanych z problematyka
budownictwa i architektury.

Sa zagadnienia, ktore rozwigzuje sie w spos6b niewymagajacy za-
awansowanych technik. O ile stwierdzenie, ze dlugos¢ obwodu obszaru
kotowego jest mniejsza od dtugosci obwodu obszaru kwadratowego o tym
samym polu powierzchni wydaje sie intuicyjnie oczywiste, o tyle juz
ocena, o ile dtugos¢ obwodu kwadratu jest wieksza od obwodu kota,
wymaga rozwigzania odpowiedniej proporcji. Jednak dowod, ze sposrod
figur o tym samym polu koto ma najmniejszy obwod, prowadzi do trud-
niejszego zagadnienia tzw. izoperymetrycznego z zakresu rachunku wa-
riacyjnego. Przy okazji pewnym zaskoczeniem jest fakt, ze zagadnienie
izoperymetryczne pojawia sie w opowiesci Wojskiego zawartej w Panu
Tadeuszu Adama Mickiewicza.

Nieoczekiwany jest fakt, ze ksztalt krzywej, jaki przyjmuje swobodnie
zwisajacy, zaczepiony na dwoch palach tanicuch, moze by¢ inspiracja do
budowy tukow i sklepieni. Sam ksztalt otrzymuje sie, rozwiazujac rowna-
nie rozniczkowe zwyczajne rzedu drugiego. Ale dla inzyniera wazna jest
(a moze wazniejsza niz samo rozwiazanie) matematyzacja problemu. Do-
Swiadczenie przy formutowaniu problemu pokazuje, jak uprosci¢ ztozone
zadanie i ktore wielkosci mozna i warto pominaé.

Zadania wariacyjne pojawiaja sie w opracowaniu kilka razy. Zagad-
nienie brachistochrony to znéw zadanie wariacyjne, ktorego wynik otrzy-
muje sie poprzez rozwigzanie rownania rézniczkowego zwyczajnego dru-
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giego rzedu. Warto przy tym zauwazy¢, ze typy rownan rézniczkowych
prowadzacych do wzoru na krzywa tancuchowsa i wzor6w na brachisto-
chrone omawiane sg w podrecznikach akademickich jako dwa szczegolne
przypadki ogolnej postaci rownania rzedu drugiego. Dalej pokazuje sie,
ze metody wariacyjne moga pracowa¢ w strone odwrotna. Mianowicie,
aby rozwiaza¢ zagadnienie brzegowe réwnania roézniczkowego czastko-
wego, formutuje sie odpowiedni funkcjonal, dla ktoérego réwnanie jest
warunkiem koniecznym Eulera. Tak postepujemy w metodzie Ritza opi-
sania i rozwigzania zagadnien postaci funkcji wilgotnosci oraz postaci
funkcji opisujacej ksztalt membrany.

Rownania rézniczkowe ruchu drgajacego sa uogoélnione w aspekcie
opisu drgan budowli i w tym kontekScie pojawiaja sie nawigzania do
wektorow i wartosci wlasnych macierzy oraz wybranych metod rozwia-
zywania ukladow réwnan (triangularyzacja macierzy).

Z metod optymalizacyjnych autorzy omawiajg programowanie li-
niowe, w tym zagadnienie transportowe z zastosowaniem do transportu
mas ziemnych przy budowie drogi.

Z zakresu analizy danych statystycznych w publikacji zaprezentowano
liniowy model ekonometryczny w kontekscie analizy zapotrzebowania na
beton towarowy przy wznoszeniu obiektéw budowlanych.

W projektowaniu i wykonawstwie — z uwagi na wiele kryteriow — poja-
wia sie¢ problem wyboru rozwiazania projektowego, materialow, technolo-
gii. Stad jeden z rozdzialow zostal posSwiecony matematycznym metodom
wielokryterialnej analizy poréwnawczej.

Z racji wprowadzania koncepcji BIM w opracowaniu znajdziemy wiele
odniesienn do modeli geometrycznych obiektow architektonicznych lub ele-
mentéw budowlanych z zastosowaniem narzedzi CAD. Wszak w podej-
$ciu BIM juz we wstepnej fazie projektowej obiekt budowlany jest od-
wzorowany w przestrzeni trojwymiarowej. Nastepnie otrzymany model
jest wiazany z calym procesem projektowym (m.in. model obliczeniowy)
i wykonawczym (m.in. materialy, technologia). Dlatego AutoCAD, jako
znane studentom $rodowisko programistyczne, jest czesto przywotywany
poprzez wykorzystanie jego funkcji. Liczne sa odwotania do tatwo dostep-
nych w przestrzeni wirtualnej aplikacji takich jak GeoGebra lub Wolfra-
mAlpha. Ta ostatnia jest wykorzystywana do przeksztatcen symbolicz-
nych (wyznaczanie rozwigzania metoda Ritza). Propozycja korzystania
z wymienionych aplikacji ma by¢ inspiracja do stosowanie innych progra-
mow, wedle mozliwosci i zainteresowan studentow.

Odniesienia do niestandardowych obiektéw geometrycznych (po-
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wierzchni i krzywych) wyrazaja sie poprzez analizy geometryczne mo-
deli chtodni kominowych, przekryé¢ siodtowych i innych utworéw (stupy
krecone), ktore omawiane byly w ramach geometrii odwzorowarn inzynier-
skich (geometrii i grafiki inzynierskiej, geometrii wykreslnej). Istotne sg
tu zarowno klasyczne przeksztalcenia izometryczne, podobienstwa, afi-
niczne i rzutowe, jak i przeksztalcenia oparte na przekrojach czy tez
przeksztalcenia offsetowe krzywych i powierzchni.

Opracowanie nie stanowi kompletnego wyktadu wybranych metod
matematycznych, a raczej jest wedréwka po mniej lub bardziej pozna-
nych przez studentow faktach z matematyki dla inzynier6w w ramach
podstawowego wyktadu. Stad duza liczba odniesienn do literatury, gdzie
mozna znalezé wyczerpujace opracowanie tematu.

Czytelnikom korzystajacym z niniejszego opracowania autorzy beda
wdzieczni za wszystkie zauwazone usterki, a takze za sugestie dotyczace
zaréwno tresci, jak i formy.






Rozdzial 1

Zwartos¢ geometryczna budynku

1.1. Problemy optymalizacyjne prowadzace do
pojecia zwartosSci figury i bryly geometrycznej

Problem 1.1. Produkowane sg rury o réznych ksztaltach przekroju:
kotowym, kwadratowym, szesciokatnym (szesciokat foremny), ale o takim
samym polu przekroju (rys. . Do produkcji ktorej z rur uzyjemy wiecej
materialu? Zaktadamy, ze jego ilo$¢ uzyta do wyprodukowania rury o
przekroju kolowym stanowi 100%.

Rysunek 1.1: Profile stalowe w Semexie w Czestochowie 13|

Rozwigzanie. By rozwigza¢ ten problem, przyjmijmy nastepujacy mo-
del: jezeli F jest figura przekroju, to ilos¢ materialu (przy pominieciu
grubosci) bedzie wyrazona przez obwod P figury F, sam przekro] zas
bedzie wyrazony przez pole A figury F.

Poréwnajmy przekroje kotowy i kwadratowy. Mamy wowczas

dla przekroju kotowego (c): P, = 27r, A. = 7r?;

dla przekroju kwadratowego (s): Py, = 4a, A, = a?,

gdzie r oznacza promien kota, a zas jest dtugoscig boku kwadratu.

7 ralozenia A, = A,. Stad 7r? = a?, czyli a = ry/m. Obwody wyrazamy,



12 Zwartosé geometryczna budynku

uzywajac tego samego parametru, a wiec r lub a. Zwazywszy, ze P, = 2nr,
P, = 4r+/m, mozemy utworzy¢ diagram (proporcje)

2mr 100%

(1.1)

dr\/T z%

Rozwiazujac proporcje, otrzymujemy
¢ = ATI00% ( 200% — 119 84%

2mr NZ3
Do produkeji rur w ksztalcie kwadratowym zuzyjemy o 12,84% wiecej

materialu niz do produkeji rur w ksztalcie kotowym. W tej sytuacji
ksztalt rury o przekroju kolowym mozemy nazwac ksztattem referencyj-
nym i do niego odnosi¢ zuzycie materialu w przypadku innych ksztattow.
Mozemy skonstatowaé, ze koto jest bardziej zwarta figura niz kwadrat,
a wlasciwie najbardziej zwarta figura na plaszczyznie. Jest to tzw. za-
gadnienie izoperymetryczne (polega na wyznaczeniu figury, ktora przy
danym obwodzie ma najwieksze pole). Dodajmy, ze dowod twierdzenia
nie jest tatwy. Warto zajrze¢ choc¢by do pozycji |61], [8]. Rowniez intere-
sujacym doswiadczeniem bedzie przeczytanie zakoniczenia IV ksiegi Pana
Tadeusza 7 uwzglednieniem przypisow [47].

(a) (b)

Rysunek 1.2: Przyktadowe zbiorniki: (a) zbiorniki kuliste w Zaktadach Azotowych
LLLULAWY” S A. [14] (b) zbiornik szescienny [15]

Problem 1.2. Wykonano dwa zbiorniki — kulisty i szeScienny (za-
mkniety) o tej samej objetosci V. Ile wiecej % materialu zuzyto do
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zrobienia zbiornika sze$ciennego (rys. 1.2b)? Zakladajac, ze ilosé
materialu uzyta do wyprodukowania zbiornika kulistego stanowi 100%.
Wtedy kula jest brylg referencyjng.

Rozwiazanie. Po przyjeciu odpowiedniego modelu i oznaczen (r — pro-
mien kuli, @ — dtugos¢ krawedzi szescianu) formultujemy diagram

100%

4mr?

612 ( 3 Z—L7T>2
3

%

Tablica 1.1: Miary zwartosci 4t bryt platoriskich i sfery obliczone przy zatozeniu,
7ze V=1 (opr. A. Tereszkiewicz)

Rysunek Wzory
Nazwa bryty Y 3 | powierzch. | objeto$¢ | zwartosé %dla
bryty bryty A; \%4 % V=1
3
o g 2 V2d3 12v/3
Czworoscian | V3a e NG 7,21
T
Szescian 3 6a? a? S 6
3
i aées e 2 V2a? 6v3
Os$mioscian F 2v/3a e o 5,72
b .
Dwunastogcian % |3v/25+10v/5a? (15+7V5)a® | 12/25+10V5 5,31
g 4 (15+7v5)a
S
D e 2 5(3+v5)a® | _12v3
Dwudziestoscian | 5v/3a % (+va)a 5,15
Kula Ara? dma® 3 4,84
2 3 a

Po obliczeniu otrzymujemy x = 124,07%. Mozemy skonstatowac, ze kula
jest bryla bardziej zwarta niz sze$cian. Jak mierzy¢ owg zwartosé? W
szczegbdlnosdci zwarto$¢ bryl platoriskich moze by¢ okreslona stosunkiem
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é przy V = 1, tak jak zilustrowano to w tablicy Im mniejsza jest
wartos$¢ stosunku é, tym bryta jest bardziej zwarta.

Rozwiazania optymalizacyjne powyzszych probleméw dotycza jedynie
zuzycia materialow, natomiast nie dotycza takich wlasnosci konstruowa-
nych obiektow jak: wytrzymaltosé, statyka, funkcjonalnosé, estetyka.

W ten sposob dochodzimy do efektywnosci geometrycznej i zwartosci

bryly budynku.

1.2. Efektywno$¢ geometryczna i zwarto$s¢ budynku

Efektyunosé geometryczna budynku, ktory spetnia zalozone parame-
try wielkosci (powierzchnia uzytkowa, kubatura), to zespol cech geome-
trycznych, ktore sprawiaja, ze budynek jest funkcjonalny, ekonomiczny
(o niskim zapotrzebowaniu na energie) w budowie i utrzymaniu, bez-
pieczny w uzytkowaniu i estetyczny.

(a) (b)

Rysunek 1.3: (a) fragment plakatu — ,tablicy informacyjnej” nowego osiedla wzno-
szonego w Druskiennikach na Litwie; (b) budynek (w ksztalcie walca o podstawie
owalnej) wybudowany na wspomnianym osiedlu, fot. ¥.. Kolendo

Wazna cecha geometryczng budynku jest jego zwartosé. Przez zwar-
tosé budynku rozumiemy zwarto$¢ bryly, ktora jest izometrycznym mo-
delem geometrycznym przegrod budynku lub jego cze$ci. Geometryczna
zwartosé brylty sztywnej (S) to stosunek miedzy polem powierzchni bryty
a objetosciq. Klasyczng miare zwarto$ci okresla bezwymiarowy stosunek

é—z (A; — pole powierzchni catkowitej bryty S, V' — objetos¢ bryty S) [5].
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Wtedy klasyczne miary zwartosci kuli, oSmioscianu i szescianu sa odpo-
wiednio réwne 367 (=~ 113,09734), 108v/3(~ 187,06149), 216. Podobna
klasyczna definicje miary zwarto$ci mozemy przyja¢ w odniesieniu do fi-
gury (F); bedzie to stosunek P% (A — pole figury F, P — obwod figury F).
Wowezas klasyczne zwartosci kola, szesciokata foremnego, kwadratu sg
odpowiednio réwne 47 (~ 12,56637), %g(% 13,85641), 16. Jednak liczby
takie nie sg zbyt czytelne w zastosowaniach do analiz ksztattu budynku.

(a) (b)

Rysunek 1.4: (a) Ratusz w Bialymstoku — przyktad budynku na planie wielokata
prostokatnego, fot. E. Kozniewski; (b) Ratusz w Bialymstoku — budynek o podstawie
dwudziestokata prostokatnego — studium rozwiagzania ksztalttu dachu, opr. E. Koz-
niewski

Najprostsza i najczescie] uzywana miarg, ale zalezna od jednostek,
jest wskaznik %. Jest on zupelnie wystarczajacy, by scharakteryzowac
zwarto$¢ domu parterowego. Sposobu charakteryzacji zwarto$ci geome-
trycznej, zaproponowanego dla bryl platoriskich, nie da si¢ przenies¢ na
dowolng bryte. Na przyktad dla prostopadtoscianu o krawedziach: a, b, c
tak rozumiana zwartos¢ (tj. przy zalozeniu, ze V = 1) wyraza sie wzorem

A 2(a** +a+1D) 11
V = ab (— 2ab+ 2 (a —f‘ E)) . (13)

Zalezy ona bowiem od jednostek (j) i przy tym nie wyraza sie jedna
jednostka; mianowicie mozna ja podzieli¢ na dwa sktadniki, gdzie jeden
skladnik ma jednostke [j%], drugi [1/4]. Zatem trzeba tak sformulowaé
miary zwartosci figur (F) i bryt (S), by byly one uniwersalne; przynaj-
mniej dla odpowiednio szerokiej klasy obiektéw dajacych sie zaimplemen-
towa¢ jako modele budynkéw lub ich czesci.
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1.2.1. Wskazniki zwartosci 3D

Wskaznik zwartosci danej bryty S (figury F) sensownie odnosi¢ do
ustalonej bryly wzorcowej (referencyjnej) Spar (figury Foa) 31,135,137,
40,141]. Wtedy, uzywajac ilorazu %, mozemy okresli¢ wzgledny wskaznik
zwartosci w sposOb nastepujacy

A(8)

Ai(S)
RCs,. () = VO (: ) . (1.4)
%;;;)) At(spat)

Tablica 1.2: Tlustracja ideowa wskaznika RCs,,, (S), opr. E. Kozniewski na podstawie
[41]

S S pat

At(S) At(Spat)

V(S) V(Spat)

Jesli S, jest szeScianem (ang. cube) o krawedzi a, to V(Spu) = a?,

czyli @ = {/V(Spat). Wtedy dla bryly S przy zatozeniu V(Syu) = V(S)
2
jest a = Y/V(S). Zatem A;(Spat) = 6a?, czyli Ay(Spar) = 6 ( Y V(S)) ,

Ay A . .
a stad RCeube = 4 (S(:a)t) == (3 té’Z)f) . Mamy wiec wzgledny wskaznik

zwartosci bryty wzgledem szeScianu
Ai(S)

RCupe = ——120
6 ( g V(S))
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W dalszym ciagu uproscimy zapis i zamiast A,(S) bedziemy pisa¢ A,
oraz zamiast V' (S) bedziemy pisa¢ V, rozumiejac, ze A; i V' oznaczaja
pole powierzchni catkowitej oraz objetosé¢ bryty S

Ay

RCLp = —21
S YTive

(1.5)

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla sfery, otrzymujemy
wzgledny wskaznik zwartosci bryty wzgledem sfery

Ay
ROS ere — p . 1.6
T Y 84/ V2 (16)

Zwr6oémy uwage na liczby 4,84 oraz 6, ktére widnieja w ostatniej kolumnie

tablicy [1.1]
Przy omawianiu wskaznikow (1.5) i (1.6) warto zwroci¢ uwage na

istniejace w literaturze wskazniki-odwrotnosci wyrazen ((1.5)), (1.6) [45],
ktore podajemy tu w postaci ,z gwiazdka’

i 6v/ V2

= 1.7
cube At ) ( )
i 4,84V/'V2
sphere = A . (1 8)
t

Jednakze ani szeScian, ani tym bardziej kula nie stanowia dobrego modelu
bryty referencyjnej dla budynku, ktéry z zasady musi mieé¢ okreslong
wysokos$¢ podyktowanag m.in. wzgledami funkcjonalnosci. Natomiast w
szedcianie wysoko$é jest réowna pozostalym wymiarom i przy porow-
nywaniu powstaje pewnego rodzaju niepotrzebne ,przesztywnienie”.

Dla mniejszej klasy bryl, mianowicie graniastostupéw i ogoélnie ro-
zumianych walcow, wprowadzimy nowy typ wskaznika. Dla takiej klasy
bryt naturalnym modelem bryty referencyjnej S, bedzie prostopadio-
Scian prawidlowy o zadanej krawedzi a 1 wysokosci h lub walec kotowy
o zadanym promieniu 7 i wysokosci h. Oznaczmy przez A pole podstawy
graniastostupa S (walca S), przez P obwod podstawy graniastostupa S
(podstawy walca S), a przez V objetos¢ graniastostupa S (walca S).
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Tablica 1.3: Okreslenie wskaznikéw RC.q i RCyy, opr. E. KoZniewski

Dla graniastostupa Dla walca
V (Spat) = a*h \ V(S) = A(S)h V (Spat) = 7r2h \ V(S) = A(S)h
a*h = A(S)h nr?h = A(S)h
a = +/A(S) r= @
Ai(Spat) = Ai(S) = A(Spat) = A(S) =
= 2a” + 4ah = A(S) + P(S)h = 27mr? + 27rh =2A(S) + P(S)h
£ (5) A (S)
s Ar(S Vs Ay(S
RCea = At‘(éiln = At(s(pa)t) = RCey = At‘fsfian = At(S(pa)t) =
VSpat) V(Spat)
_24)+PB)n _24(8)+P(S)h
T 2A(S)+44/A(S)h T 2A(S)+2y/TA(S)h
Po pominieciu oznaczenia bryty S
— _2AXPh _ _ZATDPh
RCea = 33 v I RCeyt = 5a%o /on

Rozumowanie zawarte w tablicy [I.3|prowadzi nas do definicji wskaznikow

24 + Ph
RCy = ————, 1.9
! 9A + 4/ Ah (19)
RC,, — —ATPh (1.10)
2A + 2v/mAhR

1.2.2. Wskazniki zwartosci 2D

Odpowiednikami RC.; i RC,y, na plaszczyznie sa wskazniki RCj,
1 RC.irae (tablica [1.4).

Tablica 1.4: Okreglenie wskaznikéw RC.q i RCyy, opr. E. KoZniewski

Dla wielokata wzgledem Dla obszaru o brzegu w postaci
prostopadloscianu prawidtowego krzywej zamknietej wzgledem kota
A(Fpat) = a2 ‘ A(F) A(Fpat) = 7T’f'2 ‘ A(F)
a’? = A(F) 7r? = A(F)
a = /(A(F) r= /A0
A(F) = A(Fpar)
RO, — A©® __ PE) _ P®) | po._ An P _ _P®)
S — P(F t - - circte — PFpat - + -
I ‘AEFZ;; PWFrar) = 4y/A(F) AEFpat; PlFrad) — 2¢/mA(F)
Po pominieciu oznaczenia figury F
P — _ _ P
Rcsq - m ‘ Rccwcle ~ oV/zA




1.2. Efektywnos$é geometryczna i zwarto$é budynku 19

Tablica [I.4] przedstawia definicje wskaznikow

P
RC,, = ——, 1.11
g i (1.11)

P
2/mA

Wskaznik RCY, jest $cisle zwiazany z podanym przez J. Cooke [29] wskaz-
nikiem ¥ (Wall/Floor ratio), ktory okreslony jest przez iloraz

Rccyl

(1.12)

P—P,

JC = P

(1.13)

gdzie P jest obwodem figury F o polu A, P, jest obwodem kwadratu
o tym samym polu A, czyli JC = %ﬁ. Zatem JC' = ﬁ — 1, czyli
JC = RC,,— 1. Wskaznik RCy, jest opisany zalezno$cia wielkosci pola A
i obwodu P danej figury. Innym wskaZnikiem zwartosci opisanym za
pomoca wielkosci pola A i obwodu P danej figury jest opisany przez

D. Banks indeks LBI (Length/Breadth Indez) okreslony wzorem [29]

2
LBI - ]IZ+ vE - 164 (1.14)

— v P?2—16A

Jaka jest geneza wzoru (1.14)? Zal6zmy, ze dana figura ma pole A i obwod
P. Zbudujmy prostokat o polu A i obwodzie P. Zatem niech a,b beda
dtugosciami bokow prostokata (a > 0,b > 0). Wowcezas otrzymujemy
dwa rownania P = 2a + 2b oraz A = a - b. Z drugiego ré6wnania wyzna-
czamy a = 4 i po podstawieniu do pierwszego réwnaniu otrzymujemy
P = 2A + 21) Po przeksztalceniu otrzymujemy rownanie kwadratowe
2% — Pb+ 2A = 0 o rozwiazaniach by = ZHVE=164 1, — PovPEo164,

Prostokat o polu A i obwodzie P ma boki o dlugosaach bl, bg Llczby b1, 62

okreslajad wiec ksztalt takiego prostokata, ktory mozna wyrazi¢ wtasnie

b _ P+VP2-164

By opisac¢ budynek wielopietrowy o zréznicowanych obwodach poszcze-
gblnych pieter, wskaznik L BI uogolnia sie do postaci

N/
PSI = g+ G~ 16 (Plan/Shape Index), (1.15)

—vVG?2 —16R
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gdzie G oznacza sume obwodoéw poszczegolnych pieter podzielong przez
liczbe pieter (Sredni obwdd), R oznacza sume powierzchni poszczegol-
nych pieter podzielona przez liczbe pieter ($rednia powierzchnia) [29].
Dla budynku o tej samej powierzchni kazdego pietra wskazniki LBI

: . . ST _ 244+Ph  _

i PSI sg identyczne. Zauwazmy tez, ze hh_)ngo RC.y = h_)nolO AT AJAT =
. 24, p .

= }Lll_{glom = ﬁz = RC,,. Oznacza to, ze w budynku wysokim

dobra miara zwartosci jest wskaznik RCj,.
W literaturze funkcjonuje takze wskaznik

EWA/FA = %h

wyrazajacy stosunek pola powierzchni $cian zewnetrznych budynku do
powierzchni zabudowy [37], [11]. Mamy nastepujace zaleznosci miedzy
wskaznikiem EWA/F A a wskaznikami RC.; 1 RCj,

P Z EWA/FA

(Ezternal Wall Area/Floor Area) (1.16)

RCy= ——= = i (1.17)
WA 7 Vi
2A+Ph 24 EWA/FA
RO,y = —27 + EWA/ (1.18)

2A+4\/_h 2+f

Przy zalozeniu, ze A (pole rzutu budynku) i h (wysokos$é) sa wielko-
Sciami stalymi, to zaleznosci (prosta i odwrotna) miedzy Wskainikami

RC.; 1 EWA/FA sa liniowe. Wszak wielkosci j—% oraz 2 + \F sg state.
Zauwazmy ponadto, ze popularny Wskazmk , przy przyjetych oznacze-

niach opisany przez iloraz At wyrazajacy sie W postaci

A 2A+Ph 1 Ph 2 2

— === "— 4+ 2 ) =Z(EWA/FA) + =. 1.1
% ( Ak A+h) h(W/ e

zalezy liniowo od wskaznika EWA/FA. W Wyniku superpozycji od-

wrotnej funkcji liniowej otrzymujemy RCeq = 3 er 4h(A/V) Osta-
tecznie przy stalych wartosciach A, h zaleznosci (RC.y <> EWA/FA),
(A)V <> EWAJ/FA), (RCy <> A/V) sa liniowe. Jak wykazano w pra-
cach [37] i [40], wskazniki A/V, EWA/FA, RC.y sa w $cistej korelacji
z kosztami budowy oraz zapotrzebowaniem na energie w czasie eksploata-
¢ji domu jednorodzinnego. Wskaznik RC.; reprezentuje najlepsza miare:
RC.; = 1 to ksztalt idealny, odchylenie wartosci RC.y od wartosci 1
wskazuje na odchylenie od idealnej zwartosci budynku referencyjnego.
Po pomnozeniu przez 100% odchylenie mozna wyrazi¢ w punktach pro-
centowych.
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1.3. Wielokaty prostokatne

o
p] o]

(a) (b)

Rysunek 1.5: (a) wielokaty prostokatne; (b) wielokaty prostokatne: sze$ciokat,
os$miokat, dziesieciokat, dwunastokat, czternastokat, opr. E. Kozniewski

Wiekszos¢ budynkow, zwlaszeza domow jednorodzinnych, zbudowana
jest na planie wielokqta prostokqtnego (rys. . Jest to wielokat, ktory
ma tylko katy proste: wypukte (90°) lub wkleste (270°) [31], [35]. Wielo-
katy prostokatne maja m.in. takg wtasnos¢, ze liczba bokéw musi by¢ pa-
rzysta, a roznica miedzy liczbg katow wypuktych i wklestych jest réwna 4.
Istotnie, oznaczajac przez m liczbe katow prostych wypuktych, a przez
k liczbe katow prostych wklestych dowolnego n-kata otrzymujemy naste-
pujacy uktad réwnan

m-90° + k- 270° = (n — 2) - 180°,
{ m+k =n, (1.20)

gdzie m, k i n sa liczbami catkowitymi. Rozwiazaniem uktadu (1.20)) jest
para liczb

—2. (1.21)

Zeby rozwiazanie uktadu ([1.21) istnialo liczba n musi by¢
parzysta. Jak widaé, roznica miedzy m i k jest rowna 4. Czworokat
prostokatny (prostokat) nie ma katow wklestych, szesciokat prostokatny
ma jeden kat wklesty, o$miokat prostokatny ma dwa katy wkleste,

dziesieciokat — trzy itd. (rys. 1.5D)).
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(a)

Rysunek 1.6: (a) patio ; (b) budynki atrialne w Bialymstoku przy ul. Warszaw-
skiej [31], fot. W. Wotkow

Bywa, ze budynek ma wewnetrzne podworko (tj. dziedziniec, inaczej patio
(rys. [L.6a)), [11]) lub atrium (rys. [L.6b). Zaklada¢ bedziemy, ze opisy-
wane tu wielokaty prostokatne sa obszarami spéjnymi oraz moga mieé¢
dziury” (rys. [L.7d). Spojnosé wielokata (okreslana ogélnie dla zbioru
plaskiego) oznacza, ze dowolne dwa punkty wielokata mozna potaczy¢
lamana zawarta we wnetrzu wielokata. Jezeli rozwazymy wielokat prosto-
katny [-spojny (tj. z [ — 1 dziurami) RP' o n wierzchotkach, to kazda i-ta
dziura jest wielokatem prostokatnym jednospojnym o h; wierzchotkach
(1t = 1,2,...,1 — 1). Boki wielokata prostokatnego l-spojnego sa wza-
-1

jemnie prostopadle lub réwnolegte. Mamy wtedy n = ng + >_ h;, gdzie
ng jest liczba wierzchotkéw wielokata zawierajacego dziury, trgkltowanego
jako wielokat jednospojny. Wowcezas kazdy kat wypuktly i-tego wielokata
h;-katnego jest wklestym i odwrotnie. Korzystajac z rozwiazania , w
przypadku wielokata prostokatnego [-spéjnego o [—1 h;-katnych dziurach
(1=1,2,...,1 — 1), liczba katow wklestych jest rowna

-1
o ]’Ll
k=——2 — 42 1.22
5 +;(2+>, (1.22)

liczba katow wypuklych wyraza sie¢ zas wzorem

-1
Un hz
=—42 ——=2]. 1.2
m= + 24+ ;1 (2 ) (1.23)

Widoczne jest, ze m + k = n [35].
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1.3.1. Defekt obwodu i pola

Wprowadzimy teraz dwa parametry charakteryzujace ksztalt wie-
lokata prostokatnego w odniesieniu do opisanego na nim prostokata
(rys. [L.8), ktora to figure uwazac¢ bedziemy za wzorcowa zaréwno z
uwagi na pole A, jak i obwod P. Boki wielokata prostokatnego [-sp6jnego
RP' sy wzajemnie prostopadte lub réwnolegte. Mozna obrazowo scharak-
teryzowa¢ to w sposob nastepujacy: chodzac po brzegu wielokata prosto-
katnego, idziemy w czterech kierunkach: do przodu (fd), w lewo (It),
w prawo (rt) i do tytu (bk). Mozna wiec wielokat RP' skojarzy¢ jedno-
znacznie z prostokatem R na nim opisanym. Mowi¢ bedziemy, ze wie-
lokat prostokatny RP' jest wpisany w prostokgt R wtedy i tylko wtedy,
gdy RP' C R i kazdy bok prostokata R zawiera przynajmniej jeden bok
wielokata RP'. Prostokat R mozna uwazaé za opisany na wielokacie RP'.
Mozemy umoéwié sie, ze boki prostokata R sa réwnolegle do osi pewnego
prostokatnego uktadu wspotrzednych OXY, przy czym o$ OX jest po-
zioma, 0§ OY pionowa. Wowczas kazdy punkt brzegu prostokata R jest
rzutem co najmniej dwoch punktéw brzegowych wielokata RP'. Mozna
wiec bokami wielokata RP' (po przesunieciu réwnoleglym odpowiednio
do osi OX,OY na brzeg prostokata R) ,wytapetowa¢” brzeg prostokata
R. Oznaczajac przez P(F) obwo6d obszaru F' w odniesieniu do wielokata
RP'! wpisanego w prostokat R, mozemy zapisa¢ nastepujacy wzor

P(RP") = P(R) + AP(RP"). (1.24)

(a) (b) ()

Rysunek 1.7: Wielokaty prostokatne wpisane w prostokat: (a) wielokat jednospojny,
monotoniczny (kazda prosta rownolegla do osi, ale niezawierajaca boku, przecina
brzeg w dwoch punktach) wzgledem obu osi, czyli normalny; (b) wielokat jednospéjuny
monotoniczny wzgledem osi OY, ale niemonotoniczny wzgledem osi OX; (c) wielokat
3-sp6jny niemonotoniczny wzgledem obu osi |35
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Wielko$¢ AP(RP'), okredlona wzorem ([.24)), nazywa¢ bedziemy defek-
tem obwodu wielokata RP'. Defekt obwodu wielokata prostokatnego za-
wsze jest dodatni.

(a) (b) (c)
Rysunek 1.8: Wielokaty prostokatne wpisane w prostokat o wymiarach z x y,
x = 9u, y = 12u: (a) z duzym defektem pola (AA = 88u?), RDA = 0,81(81%)
i zerowym defektem obwodu, RDP = 0(0%); (b) z defektem obwodu dodatnim
(AP = 24u, RDP = 0,57(57%)), z defektem pola (AA = 38u?, RDA = 0,35(35%));
(c) z defektem obwodu dodatnim (AP = 40u, RDP = 0,95(95%)), z defektem pola
(AA = 4442, RDA = 0,41(41%)) [35)

Drugim parametrem charakteryzujacym geometrie wielokata prostokat-
nego RP' jest jego pole A(RP') (ogolnie pole A(F) obszaru F). Pole
wielokata prostokatnego A(RP') wyraza sie

A(RP") = A(R) — AA(RPY), (1.25)

gdzie AA(RP') nazwaé bedziemy defektem pola wielokgta prostokgtnego.
Okreslone w sposob bezwzgledny defekt obwodu i defekt pola wielokata
prostokatnego nie oddaja wielkosci miar odchylen od odwodu i pola pro-
stokata. Poza tym w praktycznych zastosowaniach zaleze¢ beda od przy-
jetych jednostek miary dtugosci i pola. Stad wskazane jest opisanie owych
miar odchylen (od figury idealnej — prostokata) w sposob wzgledny. Wpro-
wadzimy zatem jeszcze dwa pojecia: wzgledny defekt obwodu wielokgta

prostokagtnego
AP

RDP(RP") = PR

(1.26)
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i wzgledny defekt pola wielokqta prostokgtnego

AA

RDA(RP" = AR

(1.27)
Wzgledny defekt pola, przy defekcie obwodu rownym zeru, pokazuje sto-
pien ,niedoskonatosci” przebiegu linii brzegowej. Ta sama dtugoscia ob-
wodu ,opasane” jest o %-100% mniejsze pole; a wiec strata na polu przy
tym samym obwodzie. Poniewaz im wiekszy defekt obwodu, tym wiek-
szy obwod, defekt pola przy zwieckszonym obwodzie daje jeszcze wicksze
straty pola. Oznaczajac przez A pole, a przez P obwod wielokata pro-
stokatnego oraz przez Ag pole, przez Pr obwo6d prostokgta opisanego na

wielokacie prostokatnym, wzory ([1.26]) i (1.27) mozna zapisa¢ w bardziej
czytelnej postaci

P-P
RDP = i3 (1.28)
Pr
Ap— A
RDA="E_— (1.29)
Ar

1.3.2. Rozpietosé wielokata prostokatnego

Waznym parametrem konstrukeji budynku jest jego rozpietosé.

(a) (b) (c)

Rysunek 1.9: Wyznaczanie rozpietosci wielokata prostokatnego: (a) z pierwszego
ogladu wielokata wartos¢ rozpietosci nie jest bezposrednio widoczna: s czy s3, a moze
s47; (b) po skonstruowaniu prostego szkieletu algorytm wyznaczania rozpietosci jest
juz tatwy do sformulowania; (c) figura zblizona do wielokata prostokatnego 35|

Okazuje sie, ze w przypadku budynku dobrze jest poshizy¢ sie
potaciami dachu, ale wczesniej dach ten trzeba rozwiaza¢. W przypadku
wielokata prostokatnego postapimy podobnie konstruujac prosty szkielet
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(jednoznacznie okreslony dla tego wielokata) [31,35]. Traktujac brzeg
wielokata prostokatnego jako linie okapow, konstruujemy szkielet dachu
(rys. . Przez rozpictosé s(RP') wielokata prostokatnego rozumieé
bedziemy najwicksza z wysokosci rzutéw wszystkich polaci mierzona
wzgledem okapu (rys. . Dla danego rzutu prostokatnego szkieletu
dachu rozpietego nad brzegiem wielokata prostokatnego znajdujemy

zgodnie z ponizszgy procedury (rys. [1.9).

(a) (b)

Rysunek 1.10: Wyznaczanie rozpietoéci wielokata prostokatnego 3-spojnego RP3:
(a) wielokat prostokatny 3-spOjny z zaznaczeniem wielokata Cy i podwielokatow —
dziur Cs, C5 z wyznaczonym na rysunku (b) odcinkiem definiujacym rozpietosc;
(b) proces wyznaczania rozpigtosci s(RP3) poprzez rozwiazanie dachu: s(RP3) =
= 2518, sS(RP3) = 2 833, a takze jako suma s(RP3) = s15 + s33 wysokosci potaci do
siebie przylegajacych wzdtuz kalenicy [35]

1. Z punktow wierzchotkowych szkieletu dachu konstruujemy odcinki
s;; o dlugosciach s;; opuszczone do okapu (i, ) (podstawy wielokata
odpowiedniej (i, 7)-tej potaci) [47]. Przy czym dwuindeksowe ozna-
czenia polaci pochodza z pracy [30], gdzie dla wielokatéw uogdlnio-
nych [-spojnych: i oznacza numer wielokata (i = 1) lub podwielo-
kata—dziury (i = 2,3,...,1), j-numer okapu (potaci) w danym wielo-
kacie (podwielokacie) (i =1,2,3,...,1) (rys. [L.3a).

2. Dtugos¢ najwiekszej wysokosci potaci pomnozona przez 2 stanowi roz-
pietos¢ wielokata, tj.

s(RP") = 2 - max{s;;}.
ij

Jest to kolejne interesujace zastosowanie geometrii dachow (prostych
szkieletow), tym razem ulatwiajace sformulowanie i wyznaczanie roz-
pietosci wielokata prostokatnego, w efekcie do$¢ prostego procesu geo-
metrycznego przegladania wysokosci potaci, idac po okapach. Rozpietos¢
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wielokata to rodzaj jego ,smuktosci”. Zauwazmy, ze rozpietosé¢ prostokata
jest rowna dlugosci krotszego jego boku. Warto doda¢, ze pojecie rozpie-
tosci mozna uogdlni¢ na dowolny wielokat, niekoniecznie prostokatny, i ze
wowcezas np. rozpietosé trojkata jest rowna podwojonej odlegtosci punktu
przeciecia sie dwusiecznych kata od dowolnego boku. Pojecie rozpietosci
mozna uogolni¢ na dowolny obszar ptaski, w ktory da sie wpisaé wielokat.

1.4. Podsumowanie

Przedstawione wtasnosci wielokatow prostokatnych i ich parametry
moga by¢ wykorzystane do opisu i analizy ksztaltu budynkow (zwlaszcza
domoéw jednorodzinnych) i ich optymalizacji. Wlasnosci te, w praktyce
na przyklad w zastosowaniu do optymalizacji ksztaltu budynku, mozna
wykorzysta¢ takze w odniesieniu do wielu figur zblizonych do wieloka-
tow prostokatnych (rys. . Wymaga to naturalnie dodatkowych analiz
i dyskusji sprawdzajacych mozliwo$é¢ pominiecia braku pelnego ksztattu
(stopienn doktadnosci) wielokata prostokatnego.

1.5. Zadania

1. Na ktora rure zuzyjemy najmniej materiatu, jesli przekroje rozwaza-
nych rur to: okrag, kwadrat, szesciokat foremny, osmiokat foremny?

Wskazoéwka. Nie koncentrujac sie na grubosci rury, obliczy¢ pola
powierzchni przekrojow poprzecznych i dhugosci obwodow tych prze-
krojow.

2. Rozwazmy nastepujace pojemniki: kulisty, szeScienny, cylindryczny o
stosunku wysokoéci do érednicy 1 : 1. Na ktory z nich zuzyjemy mniej
materiatu?

Wskazoéwka. Nie koncentrujac sie na grubosci $cianek, czyli przyj-
mujac grubos$¢ rowna zero.

3. Obliczy¢: klasyczng, geometryczna miare zwartosci bryl oraz
RCupe, RCeq, RCoy dla: szeScianu, walca i bryty z rysunku [L.11]



28

10.

Zwartosé geometryczna budynku

Rysunek 1.11: Bryta i rzut podstawy bryty, opr. A. Tereszkiewicz

Zaprojektowaé prostopadtoscienny zbiornik o pojemnosci 144 metrow
szesSciennych tak, aby zuzy¢ jak najmniej materiatu.

Do prostego odcinka drogi przylega las, ktory ze wzgledu na zwierzeta
wzdtuz drogi jest ogrodzony. Jeden ze wspotwlascicieli lasu zamierza
na czesci obszaru le$nego zatozy¢ uprawe lesng w ksztalcie prostokata
przylegajacego (z jednej strony) do drogi. Na jej ogrodzenie zarezer-
wowano 1000 m siatki lesnej. Jakie wymiary powinna mie¢ uprawa
lesna, aby ogrodzony teren byt jak najwiekszy?

Cylindryczny zbiornik otwarty o pojemnosci 10 metrow szesciennych
ma by¢ wykonany z blachy stalowej. Znalez¢é wymiary zbiornika, ktore
beda wymagaty zuzycia jak najmniejszej ilosci materiatu do jego wy-
konania.

Material na dno kosztuje o 60% wiecej niz szklo wytrzymatosciowe
na cztery $ciany otwartego akwarium. Znalez¢ ksztalt najtanszego
akwarium o okreslonej objetosci V =1 m3.

Wyprowadzi¢ wszystkie wzajemne zalezno$ci liniowe miedzy wskazni-
kami A/V, EWA/FA, RC,.

Dla wybranych dziesieciu doméw jednorodzinnych zbadaé¢ zaleznosé
miedzy wskaznikami LBI i RC.

Wyprowadzi¢ wzory na wzgledny wskaznik zwartosci, jezeli figura re-
ferencyjna jest prostokat, w ktorym stosunek dlugosci bokéw jest
rowny k. Dla jakich wartosci k figura referencyjng jest ,ztoty”,
srebrny” prostokat (por. [41])?



Rozdzial 2

Izometrie w projektowaniu

Waznymi przeksztalceniami zaimplementowanymi w systemach CAD
sa izometrie. Sy to przeksztalcenia przestrzeni euklidesowej (E™), ktore
zachowujg odlegtos¢ punktow. Izometrie tworza grupe przeksztatcen, tzn.
zbior wszystkich izometrii ma wlasnosci: (sup) zlozenie dwu izometrii jest
izometria, (inv) przeksztalcenie odwrotne do izometrii jest izometria, (id)
przeksztalcenie tozsamosciowe jest izometria. Podstawowa izometrig jest
symetria wzgledem prostej w E?, plaszczyzny w E3 i ogdlnie hiperptasz-
czyzny w E™. Mowimy, ze symetria jest generatorem grupy izometrii. Do-
wolne z przeksztalcenn danej grupy mozemy uwazaé za generator pewnej
podgrupy tej grupy.

2.1. Izometrie w £?
Na plaszczyznie kazda izometria jest:

1) symetrig osiowa S, o osi p

lub
2) ztozeniem dwu symetrii osiowych Sy, S, przy czym jest:
A) przesunieciem (translacjq) Toap = SpS,, gdy osie a,b sa

rownolegle (alb, rys. [2.1a]) lub
B) obrotem Ro 2, = SpSa, gdy osie a,b przecinaja sie (a Nb = {O},

Iys.

lub
3) zlozeniem trzech symetrii osiowych S,, Sy, S, (rys. 2.2b). Zlozenie
trzech symetrii jest symetrig osiowq lub symetrig z poslizgiem.

Jezeli a L b, to ztozenie 5,5, jest obrotem Rpa2.90c 0 kat 180°, czyli
symetrig Srodkowq (potobrotem) So (rys. [2.2a)).
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(a) (b)

Rysunek 2.1: (a) ztozenie S,S, symetrii osiowych S,, S, o osiach réwnoleglych alb
jest przesunieciem Toap (AB — wektor okreslony przez punkty A, B lezace odpo-
wiednio na prostych a i b, przy czym AB 1 ai AB L b); (b) zlozenie S,S, symetrii
osiowych S,, S, o osiach a,b przecinajacych sie¢ a Nb = {O} jest obrotem Ro 2,
o kat 2¢p, opr. E. Kozniewski

(a) (b)

Rysunek 2.2: (a) ztozenie S,S, dwu symetrii S,, S, wzgledem osi prostopadtych a, b
(a L b) jest symetrig srodkowa So o srodku O; (b) zlozenie S.SpS, trzech symetrii
Sa, Sp, Sc wzgledem prostych a, b, ¢ przeksztalca trojkat na z géry zadany tréjkat do
niego przystajacy, opr. E. Kozniewski

Dwa trojkaty sa przystajace, jezeli maja odpowiednio rowne boki. Wow-
czas istnieje izometria przeksztalcajaca pierwszy z trojkatéw na drugi
(rys. [2.2D)). Aby zrealizowaé te izometrie, wystarczy zlozy¢ co najwyzej
trzy symetrie osiowe (rys.[2.2b). Kazda figura (obiekt geometryczny) ma
swoja grupe izometrii wtasnych, tzn. takich, ktore przeksztatcaja te figure
na siebie. Na przyklad litera A (jako figura — zbior punktoéw) ma grupe
izometrii wlasnych Id, S,, gdzie Id jest przeksztalceniem tozsamoscio-
wym, .S, jest symetrig osiowq.
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2.2. Parkietaze

[zometrie postuza nam do zaprojektowania parkietazy. Parkietaz
na plaszczyznie to pokrycie jej figurami przylegajacymi do siebie, ale
niezachodzacymi na siebie (suma figur tworzy ptaszczyzne, kazde dwie
figury maja wspolne tylko punkty brzegowe). Z parkietazami mamy
do czynienia m.in. przy projektowaniu i uktadaniu podtog, chodnikow itp.

(a) (b) (¢)

Rysunek 2.3: (a) parkietaze foremne (z wielokatéw foremnych jednego rodzaju),
popularna dawniej trylinka, fot. E. Kozniewski; (b) parkietaze poHoremne (z wielo-
katow foremnych réznych rodzajow), opr. E. Kozniewski; (¢) parkietaz jednorodny
dowolnego ksztattu, fot. E. KoZniewski

Stosunkowo prosta do ksztaltowania klase parkietazy stanowia parkie-
taze wielokatowe foremne i potforemne (rys. - 23d). W tworze-
niu takich parkietazy istotne jest, ile i jakich figur foremnych moze
spotka¢ sie w jednym punkcie. Nie trudno zauwazy¢, ze suma katow
powinna by¢ réwna 360°. Parkietaz na rysunku ma charaktery-
styke 6 — 6 — 6, to znaczy w punkcie spotykaja sie wielokaty: szescio-
kat—szesciokat—szesciokat (120° 4+ 120° 4+ 120° = 360°); parkietaz na ry-
sunku ma charakterystyke 8 — 8 — 4, to znaczy w punkcie spotykaja
sie wielokaty: oSmiokat-osmiokat-czworokat (135° + 135° 4+ 90° = 360°).
Program do ich tworzenia znajdziemy na stronie internetowej [12]|. Par-
kietaz na rysunku nie jest ani foremny, ani poétHoremny. O tworzeniu
takich parkietazy piszemy ponizej.
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2.2.1. Parkietaze w E? — kilka przykladow

Przyklad 2.1. Przeksztalcenia na rownolegloboku (golebie). Rozwa-
zamy dwie rozne krzywe (2.4R) i przesuwamy je w dwoch kierunkach

(rys. 2.4h1). Otrzymujemy obiekt elementarny ,golab” (rys. [2.4h2).

Rysunek 2.4: Przeksztalcenia na réwnolegtoboku: (a) dwie dowolne krzywe o kon-
cach w wierzchotkach wielokata; (al) przesuwamy krzywe o wektory indukowane przez
rownoleglobok; (a2) otrzymany ksztalt (,,gotab”), opr. E. Kozniewski na podstawie [51]

Przesuniecia otrzymanego obiektu o wektory okreslone przez rownoleg-
lobok okreslaja parkietaz (rys. [2.5).

Rysunek 2.5: Parkietaze o dwu krzywych rozpiete na réwnolegloboku (,,gotebie”),
opr. E. Kozniewski na podstawie [51]
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Przyktad 2.2. Przeksztalcenia na trojkacie réwnobocznym (wariacje
na temat trzech motyli Eschera). Wezmy dowolna krzywa taczaca wierz-
chotek trojkata réwnobocznego ze $rodkiem boku o tym wierzchotku
(rys.[2.6p). Nastepnie przeksztalcamy te krzywa przez symetrie srodkowa
(rys. [2.6h1), dalej przez dwa obroty (rys. 2.6p2) i przez pie¢ obrotow
(rys. [2.603).

Rysunek 2.6: Transformacje na tréjkacie réwnobocznym — wariacje na temat trzech
motyli Eschera: (a) krzywa dowolna; (al) jej centralny obraz symetrii; (a2) dwa ob-
roty; (a3) szes¢ (piec¢) obrotow, opr. E. Kozniewski na podstawie [51]

(a) (b)

Rysunek 2.7: (a) dwa obroty ksztattu z rysunku [36]; (b) kilka odpowiednich
przesunie¢ ksztaltu z rysunku w kierunkach réwnoleglych do bokéw tréjkatow
(szesciokatow), opr. E. Kozniewski na podstawie [51]
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Przyklad 2.3. Przeksztalcenia na kwadracie (,jaszczurki”): dwie
dowolne (ale odpowiednio dobrane) krzywe z poczatkiem w wierzchotku
i punktem koncowym w drugim wierzchotku boku danego kwadratu
(rys. [2.8a). Nastepnie takie krzywe obracamy wokol odpowiednich
wierzchotkow o kat obrotu 90° (rys. 2.8h1) 1 uzyskujemy ksztalt

jaszezurki (rys. 2.8h2).

Rysunek 2.8: Przeksztalcenia na kwadracie: (a) dwie krzywe; (al) dwa obroty do-
kota wierzchotkow o kat 90°; (a2) otrzymany ksztalt elementarny, opr. E. Kozniewski

na podstawie [51]

Rysunek 2.9: Transformacje na kwadracie: (a3) trzy wyréznione wierzchotki;
(ad) konfiguracja uzyskana przez trzy obroty wokot wierzchotkow o odpowiednich
katach obrotu 90°, 180°, 90°; (a5) uzyskany zlozony ksztalt (opr. E. KoZzniewski na
podstawie [51])
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Rysunek 2.10:

(a) (b)

35

(a) przeksztalcenia na kwadracie — otrzymane parkietaze,
opr. E. Kozniewski na podstawie [51]; (b) kostka betonowa zaprojektowana na pod-
stawie trojkata rownobocznego, fot. E. Kozniewski

Tablica 2.1: Siedemnagcie krystalograficznych grup przestrzennych dwuwymiaro-
wych wg Coxetera 7] (*potobrot = obrét o 180° lub symetria srodkowa, **odbicie

z poslizgiem =

%k 4

Symbol | Generatory

pl dwie niezalezne translacje

p2 trzy potobroty *

pm dwa odbicia i jedna translacja

pg dwa réwnolegte odbicia z poslizgiem **

cm jedno odbicie i jedno réwnolegte odbicie z poslizgiem
pmm odbicia wzgledem czterech bokéw prostokata

pmg jedno odbicie i dwa poétobroty

Pgg dwa prostopadtle odbicia z poslizgiem

cmm dwa prostopadtle odbicia i jeden po6tobrét

pd jeden poétobroét i jeden éwieréobrot ***

pdm odbicia wzgledem trzech bokéw trojkata (45°,45°,90°)
pdg jedno odbicie i jeden ¢wiercobrot

p3 dwa obroty o 120°

p3ml jedno odbicie i jeden obrét o 120°

p3lm odbicia wzgledem trzech bokéw tréjkata réwnobocznego
p6 jeden poélobrét i jeden obrét o 120°

pbm odbicia wzgledem trzech bokow trojkata (30°,60°,90°)

zlozenie symetrii osiowej i translacji wzgledem tej samej prostej,
¢wier¢obrot = obrot o 90°)
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Interesujace informacje o parkietazach mozna znalezé w wielu pu-
blikacjach, m.in. 7], [51], w ktorych opisano siedemnascie dyskretnych
grup izometrii obejmujacych dwa niezalezne parkietaze. Warto zauwa-
7y¢, ze szesé z tych grup powstaje jako grupy symetrii znanych wzordéw
prostokatow, ktore mozemy uwazaé za cegly lub plytki [7]. Grupy te
wyszczegolniono w tablicy [2.1]

2.2.2. Izometrie w E?

Jak wspomniano odbicie, przesuniecie i obrot w (dwuwymiarowej)
plaszczyznie mozna uogélni¢ do trzech wymiaréw. Jednym z uogoélnieri
dwuwymiarowego odbicia jest trojwymiarowe odbicie S, wzgledem linii
prostej p, zwane symetria osiowg. Mozemy réwniez rozwazy¢ inne odbicie
Sw wzgledem plaszezyzny w, zwane symetria ptaszczyznowa. Izometrie na
plaszczyznie E2 majg jako zbior generatoréw zbior symetrii ptaszezyzno-
wych. Kazda izometria to:

1) symetria wzgledem ptaszczyzny S,
albo
2) zlozenie dwu symetrii plaszczyznowych S, Sg, przy czym jest to:

A) translacja Toap = SpS,, jesli plaszczyzny «, [ sa rownolegle (o 5)
lub

B) 0brot R, = SpSa, jesli plaszezyzny o, ( przecinaja sie aNpf = ¢
dla ¢ = 90° mamy symetrie osiowa S. wzgledem prostej ¢

albo

3) zlozenie trzech symetrii plaszczyznowych Sy, Ss, S5, ktore jest:

A) symetrig z poslizgiem (symetria z poslizgiem jest ztozeniem syme-
trii plaszczyznowej i przesuniecia o wektor rownolegly wzgledem
tej plaszezyzny)
lub

B) obrdt z prostopadtym odbiciem wzgledem ptaszczyzny

albo

4) zlozenie czterech symetrii osiowych S, Sg, S5, Ss, ktore jest ruchem
srubowym |[7].

Izometrie 2 1 4 sa parzyste (nie zmieniaja orientacji), izometrie 11 3 sa
nieparzyste (zmieniaja orientacje na przeciwna). Izometrie sa waznym
narzedziem do modelowania obiektéw trojwymiarowych.

Przyklad 2.4. Wykonaé¢ modele wirtualne dwoch wielo$cianow platoni-
skich: dwunastoscianu i dwudziestoScianu.
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Rozwigzanie. Dwunastoscian konstruujemy metoda $ciankowa (kazda
Scianka w ujeciu CAD jest tu bryta). Najpierw wykonujemy (pozioma)
Sciane dwunastoscianu, nastepnie metoda Monge’a wyznaczamy kat
nachylenia pieciu $cian [32] i obracamy $ciane pozioma tak, aby
uzyska¢ pierwsza pochylona $ciane (rys. ), nastepnie obracamy
nachylona $ciane czterokrotnie (rys. 1), odbijamy symetrycznie
wzgledem plaszezyzny (rys. 2.11h2), obracamy i przesuwamy do pozycji
z rysunku 2.1Th3.

Rysunek 2.11: Modelowanie dwunasto$cianu: (a) znalezienie (metoda Monge’a) od-
powiedniego kata; (al) pie¢ obrotoéw (cztery obroty) jednej $ciany; (a2) symetria plasz-
czyznowa; (a3) jeden obrét i jedna translacja, opr. E. Kozniewski na podstawie [32]

Rysunek 2.12: Tworzenie modelu dwudziestogcianu foremnego: (a) wyznaczenie
(metoda Monge’a) odpowiedniego ostrostupa trojkatnego z krawedzia w pozycji pio-
nowej; (al) jedno odbicie wzgledem $ciany piramidy; (a2) trzy odbicia wokol od-
powiednich plaszczyzn lub trzy obroty; (a3) trzy odbicia o odpowiednich $cianach;
(ad4) dwa kolejne odbicia i jedno odbicie wzgledem plaszczyzny wyznaczonej przez
pie¢ wierzchotkéw gornych bryly dolnej oraz jeden odpowiedni obrét wokot linii pio-
nowej; (ab) jedno przesuniecie, opr. E. KoZniewski na podstawie [32]
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Przyktlad 2.5. Wykonaé¢ model wirtualny dwunastoscianu rombowego.

Rozwigzanie. Dwunasto$cian rombowy mozna wygenerowaé¢, dodajac
przystajaca piramide do szesciu Scian szescianu (rys. [2.13). Najpierw
konstruujemy czworokatna piramide o wysokosci réwnej potowie krawe-
dzi szescianu. Kolejna konstrukeja jest przedstawiona na rysunku [2.13]
Dwunastoscian rombowy ma ciekawa wtasnos$é, catkowicie bowiem wy-
pelnia przestrzen (rys. [2.14). Ta operacja wypelniania przestrzennego
przypomina parkietaz na ptaszczyznie. Uzywajac translacji w dwoch kie-
runkach, mozemy dwunastoscianem rombowym wypelnié¢ caly trojwy-
miarowg przestrzen euklidesows. Dwunasto$cian rombowy mozna trak-
towac jako wyrafinowany ksztalt cegiet do wykonania muru.

Rysunek 2.13: Tworzenie modelu dwunasto$cianu rombowego: (a) zbudowanie
ostrostupa czworokatnego o wysokosci rownej polowie krawedzi sze§cianu; (al) jeden
obrét; (a2) jedno odbicie, trzy obroty i jedno przesuniecie; (a3) cala bryla z wizualnym
rozktadem; (ad) bryla otrzymana w wyniku sumy (Boole’a), opr. E. KoZniewski na
podstawie 36|

Rysunek 2.14: Dwunastoécian rombowy mozna potraktowaé¢ jako wyrafinowany
ceglany ksztalt: (a) cegla; (b) mur wykonany z dwunasto$cianéw rombowych,
opr. E. Kozniewski
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Przyktad 2.6. Wykona¢ wirtualny model wiezy Art Tower autorstwa
Araty Isozakiego [51].

Rozwigzanie. Model uzyskuje sie poprzez umiejetne powielenie
zbudowanego wczesniej czworo$cianu foremnego za pomoca symetrii
plaszczyznowej.

Rysunek 2.15: Tworzenie modelu Art Tower: (a) Art Tower w Mito, proj. Arata
Isozaki [51], [16]; (al)—(a3) sekwencja odbitych czworoscianéw w roznych stylach wi-
zualizacji [36], opr. E. Kozniewski

2.3. Miedzy parkietazem a wielo$cianami foremnymi
i pétforemnymi

Dwunastoscian i dwudziestoscian (rys. naleza do grupy pieciu
wielo$ciandw foremnych czesto nazywanych brylami platonskimi (tab.
. W wieloscianie foremnym wszystkie Sciany sa przystajacymi wie-
lokatami foremnymi oraz wszystkie katy wieloScienne (naroza) sa przy-
stajace (izometryczne). Wielosciany foremne sa szczegdlnym przypad-
kiem wieloscianow pdtforemnych (archimedesowskich), w ktorych (fo-
remne) Sciany nie musza by¢ przystajace. Wieloscian foremny jest scha-
rakteryzowany przez pare liczb (p, q) (symbol Schlifliego), ktora ozna-
cza, ze wieloScian ma po ¢ Scian w kazdym wierzchotku, a kazda
Sciana jest p-katem. Jesli liczbe wierzchotkéw, krawedzi i Scian ozna-
czymy odpowiednio przez V, E, F, to zachodzi rownos$¢ (wzor Eulera)
V — E + F = 2. Zauwazmy, ze pary (czworoscian, czworoscian), (sze-
$cian, osSmioscian), (dwunastoscian, dwudziestoscian) odpowiednio rowne
((3,3),(3,3)),((4,3),(3,4)),((5,3),(3,5)), maja wzajemnie przestawione
pary w symbolach Schlafliego. Méwimy, ze czworoScian jest samodualny,
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sze$cian i oSmioScian za$ oraz dwunasto$cian i dwudziesto$cian sg wza-
jemnie dualne. Geometrycznie wyraza sie to w ten sposob, ze laczac
srodki Scian dowolnego wieloscianu foremnego odcinkami, otrzymujemy
inny wieloscian foremny do niego dualny.

Wieloscianem potforemnym (archimedesowym) nazywamy wielo-
Scian, w ktorym wszystkie Sciany sa wielokatami foremnymi i wszystkie
katy wieloscienne (naroza) sa przystajace. Istnieje 13 wieloscianow potfo-
remnych (15, jesli liczy¢ odbicia lustrzane dwdch sposrod nich) oraz dwie
nieskoriczone serie (graniastostupy prawidlowe, tj. o podstawie n-kata
foremnego i $cianach bocznych kwadratowych, np. trylinka, oraz tzw. an-
tygraniastostupy, w ktorych podstawy sa obrocone wzgledem siebie o kat
7, a $ciany boczne sg trojkatami rownobocznymi). Wielosciany archime-
desowe mozna otrzymac, odpowiednio ,,odcinajac” ostrostupy prawidtowe

w wierzcholtkach wieloscianu foremnego (rys. [2.17b} 2.17¢).

(a) (b)

Rysunek 2.16: (a) konstrukcja czternasto$cianu archimedesowego na bazie o§mio-
$cianu; (b) czternasto$cian archimedesowy zbudowany na bazie o$mioscianu forem-
nego, opr. E.Kozniewski

(a) (b) ()

Rysunek 2.17: (a) dwudziesto$cian foremny, wyk. E. Kozniewski; (b) konstrukcja
dwudziestoscianu $cietego, wyk. E. Kozniewski; (c¢) sposob zszycia pitki noznej wedtug
struktury dwudziestoscianu $cietego, fot. E. Kozniewski
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Klasycznym przyktadem wykorzystania ksztaltu dwudziestoscianu
Scietego jest sposob, w jaki zszywa sie pitke nozna (rys. 2.17¢)).

Rysunek 2.18: Cerkiew pw. Zmartwychwstania Panskiego w Bialymstoku, proj.
Jerzy Uscinowicz, 1991 — 1994. Ksztalt fragmentu kopuly przypominajacy ptaski par-
kietaz potoremny 8 — 4 — 8 (kopula od lewej), ksztalt pozostatych koput przypomi-
najacy fragment czternastoscianu archimedesowego (rys. — kwadrat graniczacy
z czterema szesciokatami foremnymi (cztery kopuly od prawej), fot. M. Kozniewski

(a) (b)

Rysunek 2.19: (a) fragment parkietazu 8 — 8 — 4 rozmieszczony nad o$miokatem
feremnym (osiem o$miokatéw), kwadraty ,staja si¢” rombami o niewielkiej deformacji
wzgledem kwadratu i nieoczekiwanie pojawia sie mozliwo$¢ uzupetnienia szesciokatem
foremnym (AutoCAD); (b) przestrzenna struktura parkietazu 8 — 8 — 4 na o$mioboku
(AutoCAD), opr. E. KoZniewski
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Wielosciany foremne mozna uwazaé za analogon parkietazu, tj. struk-
tury, w ktorej (w przestrzeni trojwymiarowej) uktadamy jednakowe (czyli
przystajace do siebie) wielokaty foremne (bryty platoriskie), tak by ,za-
mkna¢” pewien obszar. Jesli dopuscimy rozne wielokaty foremne, to
otrzymamy wielosciany potoremne, inaczej archimedesowe. W obydwu
przypadkach obszary te beda miaty do$¢ bogata grupe izometrii wta-
snych. Ale przestrzen mozna takze ,zamyka¢” w mieszany sposoéb. Znako-
mitym przyktadem takiego podejscia jest struktura geometryczna koput
cerkwi pw. Zmartwychwstania Panskiego w Biatymstoku, zaprojektowa-
nej przez prof. Jerzego Uscinowicza.

Przeanalizujmy strukture geometryczng rozwigzan w koputach rze-
czonej cerkwi. Analogon modelu koputy rozpoczynamy od skonstruowa-
nia o$miokata foremnego — podstawy osmiokatnej ,trylinki”, ktorej $ciany
boczne sa kwadratami (rys. 2.19). W kwadraty te wpisujemy oSmio-
katy foremne. Sasiednie boki wspoélnych krawedzi wpisanych o$mioka-
tow generuja romby (rys. . Okazuje sie, ze boki dwéch rombow i
bok o$miokata sa kolejnymi bokami szesciokata foremnego (rys. [2.19b).
Rzeczywiscie, w rzucie prostokatnym rzutami romboéw sa romby — wy-
nika to stad, ze jedna z przekatnych kazdego rombu jest rownolegta do
poziomu (rzutni poziomej). Wowczas na podstawie niezmiennika charak-
terystycznego rzutu prostokatnego rzutem prostopadtych przekatnych sa
przekatne prostopadie. Rownoczesnie z konstrukcji modelu wynika, ze
boki rombu sa rownolegle do bokéow wyjsciowego osmiokata (rys. [2.19a)

2.19Db)), czyli katy rzutu kazdego rombu maja miary 45° i 135° (rys. [2.20al,
2.20b). Mamy wiec konfiguracje trapezu réwnoramiennego, z czego wy-

nika, ze przekatna szeSciokata réwnolegta do rzutni jest dwukrotnie dtuz-
sza od boku. Dowodzi to, ze szesciokat jest foremny.
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(a) (b)

Rysunek 2.20: (a) modelowanie kopuly na bazie parkietazu 8 — 8 — 4, konstruk-
cja szesciokata foremnego jako uzupelnienie parkietazu przestrzennego(AutoCAD);
(b) rzut prostokatny dwoch rombow, ktorych boki wraz z bokiem o$miokata forem-
nego generuja szesciokat foremny (AutoCAD), opr. E. Kozniewski

7 racji ze kopuly cerkwi maja wydtuzony ksztalt podobny do ptomienia
palacej sie swiecy (chociaz nie jest to regula i zwykle zalezy od obszaru
kulturowego), szesciokaty zostaty wydtuzone i zamkniete jako pieciokaty
(oczywiscie nieforemne).

(a) (b) (c)

Rysunek 2.21: (a) modelowanie geometrycznej struktury koputy — uzupetnienie sze-
sciokata do pieciokata stanowiacego gorna pota¢ kopuly, opr. E. Kozniewski; (b) prze-
strzenna struktura parkietazu 8 — 8 — 4 (bez dolnej czesci) topologicznie rownowazna
bryle koputy cerkwi, opr. E. Kozniewski; (c) koputa nad kaplica cerkwi pw. Zmar-
twychwstania Panskiego w Bialtymstoku, proj. Jerzy Uscinowicz, fot. M. Kozniewski
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Struktura geometryczna koput drugiego typu przypomina fragment czter-
nastoscianu archimedesowego (rys. 2.16) — obejmujacy kwadrat grani-
czgcy z czterema szesciokatami foremnymi.

Rysunek 2.22: Z lewej: gléwna koputa cerkwi pw. Zmartwychwstania Panskiego
w Bialymstoku, proj. Jerzy Uscinowicz, fot. M. Kozniewski; z prawej: model geome-
tryczny topologicznie réwnowazny strukturze kopuly gtéwnej cerkwi, opr. E. Koz-

niewski

2.4. Zadania

1. Wypisaé izometrie wlasne (wskaza¢ grupe izometrii whasnych):

kwadratu;
trojkata rownobocznego;

a

b

d

e

potkola;
kota;

)
)
¢) trojkata rownoramiennego;
)
)

f) litery E;
g) litery H;
h) litery G;
i) litery Z;
j) litery N

Ktore pary liter majg te same grupy izometrii wtasnych?

2. Narysowac parkietaze potforemne:
c)3—4—-6-—4
d) 3—12—12.

a) 6—3—3—3;
b)4d—4—3—3—3;

3. Ktore z parkietazy potforemnych istnieja:

a)8—6—...; b)8—4—..

c)8—3—...7

4. Zbudowaé¢ mur z dwunastoscianéw rombowych.



2.4. Zadania 45

10.

11.

Zaprojektowa¢ parkietaze, wzorujac si¢ na przyktadach -R3
Opisa¢ i narysowaé parkietaz poéHoremny — pierwowzér posadzki

(rys. 2.23h).

Opisaé¢ i narysowa¢ parkietaz poHoremny — pierwowzor nawierzchni

parkingu (rys. ).

. Zaprojektowaé (np. w srodowisku AutoCAD) kostke (rys. 2.23f) na

podstawie schematow z przykladow

. W odniesieniu do parkietazy foremnych sformutowa¢ zasade dualnosci

i wskaza¢ parkietaze foremne dualne i samodualne.

Opisa¢ grupy izometrii bryt platonskich:

a) czworoscianu; b) szescianu; ¢) o$miocianu.

W odpowiednio przyjaznie przyjetym uktadzie wspotrzednych wyzna-
czyé wspolrzedne czternastoscianu foremnego (rys. [2.17D).

Wsk. Krawedzie o$mioscianu dzielimy na trzy roéwne czesci i porow-
nujemy wspotrzedne trzech wektorow.

(a) (b) (c)

Rysunek 2.23: Przyklady praktycznych rozwigzan w projektowaniu posadzki i na-
wierzchni, fot. E. Kozniewski: (a) posadzka — stylizacja parkietazu pétormnego
x —y — z; (b) nawierzchnia parkingu — kostka ,mlotek” zaprojektowana na kanwie
parkietazu poétforemnego p — ¢ — r; (c) nawierzchnia chodnika — kostka zaprojek-
towana wg parkietazu na bazie przeksztalcen na kwadracie (polaczenie schematow
7z przykladow [2.3]1 sklejenie dwoch wzorow)






Rozdzial 3

Powierzchnie prostokreslne
w budownictwie

3.1. Powierzchnie powstale w wyniku obrotu prostej

W wyniku obrotu prostej dokota innej prostej otrzymujemy trzy po-
wierzchnie: prostokresing powierzchnie stozkowq (stozek), powierzchnie
walcowq (walec) 1 hiperboloide obrotowq jednopowtokowq (rys. [3.1]-[3.2).

Rysunek 3.1: Trzy powierzchnie powstale w wyniku obrotu prostej dokota innej
prostej (osi) (trzy warianty: prosta przecina o$, jest do niej rownolegta, jest do niej
skosna), opr. E. Kozniewski

Rysunek 3.2: Trzy powierzchnie powstale w wyniku obrotu prostej dokota innej
prostej (widok z gory), opr. E. Kozniewski
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Dwie pierwsze powierzchnie z rys. sa wykorzystywane w reali-
zacji silosow (rys. , natomiast trzecia czesto spotykana jest jako struk-
tura nosna wiezowych zbiornikéw wyréwnawczych, czyli tzw. wiez cisnien
(rys. [3.6a)), struktura stezajaca budowli wiezowych (rys. i zwy-
kle jako struktura ksztattu chtodni kominowych w hutach i elektrowniach
(rys. . Pierwsza na $wiecie budowla hiperboloidalna, jako wieza ci-
$nien, zostala zbudowana w roku 1896 w Niznym Nowogrodzie (Rosja)
wg projektu Whodzimierza Szuchowa [50|. Na uwage zastluguja rowniez
zbudowana w roku 1963 wieza Portowa w Kobe (Japonia), wzniesiona w
roku 1970 katedra w Brazylii projektu Oscara Niemeyera czy tez rekor-
dowa pod wzgledem wysokosci (318 m) wieza Aspire, zbudowana w latach
2005 — 2007 w Dosze (Katar) wg projektu Hadi Simana [50].

W Polsce wyjatkowa budowla jest wieza ciSnien w Ciechanowie
(rys. B.4a]), ktora w 1972 roku zostala zaprojektowana jako wiezowy
zbiornik wyréwnawczy. Autorem projektu byl warszawski architekt Jerzy
Michat Bogustawski, z ktérym wspolpracowali konstruktory: dr Jerzy
Wiblik, Stanistaw Gajowniczek i Bohdan Szczeszek. Technologie
budowy opracowal inz. Stanistaw Majkowski. Projekt wykonano
w Biurze Projektowo-Badawczym Budownictwa Miastoprojekt Mazowsze
w Warszawie przy wspolpracy Politechniki Warszawskiej. W 1977
roku budowla otrzymata nagrode Ministra Budownictwa i Przemystu
Materiatow Budowlanych, a tworcy — gratulacje od wojewody ciecha-
nowskiego za wybitne osiagniecie tworcze w dziedzinie architektury
i budownictwa. Zbiornik ma ksztalt torusa osadzonego na hiperboloidzie
jednopowlokowej reprezentowanej przez dwa pasma tworzacych. Zbiornik
o kubaturze 1560 m® znajduje sie na 22-metrowej wiezy o ksztalcie
hiperboloidy obrotowej — jej srednica podstawy dolnej wynosi 11,25
m, goérnej —17,70 m, a $rednica zwezenia ok. 7 m. Pozostale dane sa
nastepujace: Srednica rury nosnej jest rowna 20 cm, Srednica torusa
wynosi 17,70 m (taka sama jak podstawy gornej), Srednica tuby
torusa ma 6 m, a $rednica pierscienia (osiowa) 6,20 m; z kolei stupki
balustrady maja wysoko$¢ 1,20 m i $rednice 0,04 m (rys. 3.7 [3.14]
. Budowla ta jest wiezowym zbiornikiem wyréwnawczym, nie
za$§ wiezg ci$nien, jednak mieszkancy Ciechanowa tak ja nazywaja i
pod taka obiegows nazwa tam funkcjonuje. Od lat osiemdziesigtych
wieza stala opuszczona. Nie powiodty sie plany urzadzenia tu tarasu
widokowego (wieza stoi na jednym z najwyzej polozonych miejsc w
miescie, 143 m n.p.m.) i restauracji wysokosciowej. W ostatnich latach
jednakze dokonano jej rewitalizacji, a w jej sasiedztwie zbudowano
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Eksploratorium Matematyki i Techniki. Wieza funkcjonuje pod nazwa
Park Nauki Torus w Ciechanowie (rys. [3.5).

Rysunek 3.3: Projekt zadaszenia zbiornika na paliwo (struktura powierzchni wal-
cowej i stozkowej). Wspolpraca proj. B. Kozniewski

(a) (b)

Rysunek 3.4: Budowle w ksztalcie hiperboloidy: (a) wieza ci$nieri w Ciechanowie —
struktura no$na w ksztalcie hiperboloidy jednopowlokowej i zbiornik w ksztalcie to-
rusa — stan przed renowacja; (b) wieza cisnien w Ciechanowie po renowacji jako gtowny
element parku nauki, fot. B. Kozniewski
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Rysunek 3.5: Park Nauki Torus w Ciechanowie, fot. B. Kozniewski

(a) (b)

Rysunek 3.6: (a) Kaszubskie Oko w Gniewinie — geometria rozwigzan konstrukcyj-
nych (walec, powierzchnia §rubowa, hiperboloida jednopowlokowa); (b) Kaszubskie
Oko w Gniewinie pelni funkcje spoteczno-kulturalne i turystyczne, fot. W. Regliriska
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Rysunek 3.7: Model 3D wiezy ciénien w Ciechanowie zrealizowany w $rodowisku
AutoCAD-a; w drugim wierszu z lewej strony podano ilustracje konstrukeji 2D
tworzacej hiperboloidy w aksonometrii z zastosowaniem powinowactwa osiowego,
wyk. E. Kozniewski

3.2. Opis powierzchni hiperboloidalnych — kubatura
chlodni kominowej

Analize geometryczna budowli hiperboloidalnej rozpoczniemy od roz-
wiazania problemu dotyczacego chtodni kominowej, ktorej dane geome-
tryczne mamy na podstawie [50].

Problem 3.1. Obliczy¢:

A) objetosé¢ (kubature) chtodni kominowej (wymiary na rys. [3.8)),
B) objetos¢ materiatu zuzytego do budowy,
C) pole powierzchni chtodni kominowe;j.
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Rysunek 3.8: Schemat chtodni kominowej |504(54]

Rozwigzanie. Opis procedury obliczenia kubatury chtodni komino-
wej, objetosci materiatu zuzytego do budowy (objetosci $§ciany tu-
piny), pola zewnetrznej powierzchni tupiny przedstawimy na przyktadzie
chtodni typu Jaworzno III, Rybnik II, wykorzystujac informacje z litera-
tury [50%54].

A)

,Chtodnie kominowe stanowia konstrukcje zlozona z bardzo cien-
kiej powtoki, wiotkich stupéw podtrzymujacych powtoke oraz funda-
mentu najczesciej pierscieniowego posadowionego na zroéznicowanym,
ze wzgledu na swe gabaryty podlozu gruntowym. Powloke chtodni
konstruuje sie zazwyczaj jako jednopowlokowa hiperboloide obro-
towa o wysokosci, ktora osigga juz ponad 160 m, minimalnej gru-
bos$ci wynoszacej 16 cm i stosunku jej do najmniejszego promienia
rzedu 1/200. Problem pracy statycznej tych powtok bedacych pro-
stokredlnymi powierzchniami o ujemnej krzywiznie Gaussa nie jest
jeszcze caltkowicie zbadany, a intensywny rozwoj ich zastosowan w
budownictwie energetycznym nie obyl sie bez katastrof”. ,Chlodnia
w Elektrowni Kozienice osiagneta docelowa wysoko$¢ 185,1 m i jest
tym samym najwieksza chlodnia w Europie. Budowa obiektu rozpo-
czeta sie w marcu zesztego roku. Chlodnia jest czescig powstajacego,
nowego bloku w El. Kozienice” [26].
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Ze wzoru hiperboli

ZL’2 y2

wyliczamy drugg poétos hiperboli

b:|y\-<1/z—z—1> . (3.2)

Przyjmujac odpowiednio uktad wspolrzednych, mozemy odczytaé
z rysunku (3.8), ze @ = 26, x = 50,y = —100, i wstawiajac do
(3-2), otrzymaé¢ b = 60,88. W konsekwencji rownanie hiperboli
przyjmuje postac

72 y?

262 60,882
w ukladzie OXY. Aby obliczy¢ kubature, dokonujemy obrotu otrzy-
manej hiperboli wokot punktu (0,0) o kat =% (rys. [3.9).

—1 (3.3)

Rysunek 3.9: Obrét hiperboli wokol punktu (0,0) o kat —5, wyk. A. Tereszkiewicz

Do matematycznego opisu obrotu punktu o wspotrzednych (x,y) wo-
kot poczatku uktadu wspotrzednych OXY o kat § wykorzystujemy
tzw. macierz obrotu )

cosf —sin B}

|sin3  cosf3
czyli

2| JeosB —sinf] [ x . . ' =xcosf —ysinf
[y’l_[sinﬁ COSB}_?J]’ Haczel {y’:xsinﬁ+ycosﬁ'
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Dla 8 = —7 otrzymujemy

/

x' = x cos (—E) — ysin (—E) . =y
{ J/ = zsin (_%2) +ycos (_g) , PO uproszczeniu =

Po wstawieniu do rownania (3.3) i pominieciu ” otrzymujemy hiper-
bole ¢
2 2
Y x
_— — =1. 3.4
262 60,882 (34)

Mozemy teraz obliczy¢ kubature chtodni, wykorzystujac wzor na obje-
tos¢ bryty powstalej z obrotu wokot osi OX w uktadzie wspotrzednych
oXY

T2 T2
V= W/fQ(.I)dZC lub réwnowaznie V = ﬂ/dea:.
Z1

X1
7 (B4) otrzymujemy 12 = 267 (1 n ﬁ) dla —100 < z < 20, wiec

20

:132
V. = w/ 26° (1 + 60’882) dx = (3.5)

—100

1 2377
= 1262 {:H—-—} ~ 447371 m®
60,882 3 | 40

W celu obliczenia objetosci $ciany (konstrukeji tupinowej) o grubosci
0,16 m mozemy wykorzysta¢ dwie krzywe otrzymane z ((3.4))

x2 yQ x2
=261+ —— 0,16 : - —1
ay T 508 260,162 60,882

I tu interesujaca uwaga. Obie krzywe c¢; i ¢5 sa hiperbolami, ale w wy-
niku obrotu tych hiperbol dokota osi OX otrzymujemy hiperboloide
tylko w przypadku hiperboli ¢;. Druga powierzchnia nie jest bowiem
powierzchnia prostokreslng. Konsekwencja tego faktu jest m.in. bar-
dziej ztozony sposob obliczania catki w przypadku krzywej c;.




3.2. Opis powierzchni hiperboloidalnych — kubatura chtodni kominowej 5%}

Uwzgledniajac krzywa c; jako krzywa generujaca wewnetrzng po-
wierzchnie tupiny, objetos¢ V' bedzie réznica dwu catek V. -V, , czyli

20 ) x?
V. = 262 ( 1 dr,

7T/ < +6O,882) v

—100

20 2
V. = / 26,1+ -5 _016) d
a = 7 60,882 o

—100

Calke V, obliczylismy (patrz (3.5))), natomiast do obliczenia calki V.,
skorzystamy ze wzoru

k
/\/x2+kdx:§ln‘x+\/x2+k‘+§\/:v2+k.

Otrzymujemy V., ~ 443324, czyli V.., = V. — V., =4047,11.
Rozpatrujac krzywa cy; jako krzywa generujaca wewnetrzna po-
wierzchnie tupiny, objetos¢ V* bedzie r6znica dwu catek V., —V,,

20

2 ?
V. = 262 ( 1 dz,
7T/ ( +6O,882) v
—100
20
(1 Vg
V. = 26 — 0,16
2 7T/ ( ) * G082 )
—100

otrzymamy V* &~ 5489,16 Roéznica, jaka otrzymamy pomiedzy V i V*,
wynosi |V — V*| = 1442,05. Jaka bedzie réznica w technologii wyko-
nania tupinowej $ciany chtodni po przyjeciu krzywej c? Ktora z tech-
nologii ksztaltowania $ciany jest prostsza? (patrz rys. 3.10))

Rysunek 3.10: Krzywe c1,c2 po przesunieciu galezi hiperboli o 0,16, wyk. A. Te-
reszkiewicz
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C) W celu obliczenia pola powierzchni chtodni skorzystamy ze wzoru

= 27r/y\/ 1+ (y')2dz. (3.6)

1

Ze wzoru (3.4) wyznaczamy y = 26@/1%—60882 i nastepnie

2
Yy = QGM Po obliczeniu, przeksztalceniu i podstawieniu do

2 1+oox582
(3.6) otrzymamy
20 5 5
T 26
A, = 2126 1 1 da. 3.7
8 / \/ +60,882( +60,882> v (3.7)

—100

Korzystajac ze wzoru
[V1+a?a?de = jav/1 + az? + ﬁaarsinh(\/&x),
mamy A, ~ 26200,4 m?.

3.3. O krzywych i powierzchniach obrotowych

Lukiem nazywamy ciagly i wzajemnie jednoznaczny obraz odcinka.
Na przyktad potokrag jest obrazem odcinka [—r, r] we wzajemnie jedno-
znacznym i ciggltym przeksztalceniu y = —+/r? — x2. P6lokrag ten mozna
zapisaé inaczej, w postaci parametrycznej

T =1rcost

{y:rsint , teo,2m). (3.8)
Okregu juz nie da sie przedstawi¢ za pomocag jednej funkcji
y = f(x), ale dalej jest on lukiem. Rownania parametryczne
okregu 2? + y*> = r? mozemy zapisa¢ w postaci (3.8). Jak za-
pisa¢ rownania parametryczne elipsy sz + g—; = 1 1 hiperboli
2
2 Y 9
a? b2

Krzywg natomiast nazywa sie taki obiekt geometryczny, ktory mozna
przedstawi¢ jako sume tukow. Zatem tuk jest krzywa. Krzywa w prze-
strzeni trojwymiarowej przedstawiamy za pomoca ukltadu trzech réwnarn

xr = x(t)

y=y(t) , te]o,2n), (3.9)
z = 2(t)
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gdzie funkcje z(t), y(t), z(t) sa odpowiednio regularne (ciagle, roznicz-
kowalne). Na przyktad za pomoca uktadu

T =1rcost
y=rsint , te][0,2m), (3.10)
z=ht

przedstawiamy krzywa srubowa o skoku 27h (rys. [3.11)).

Rysunek 3.11: Krzywa érubowa, wyk. A. Tereszkiewicz

3.3.1. Roéwnanie powierzchni obrotowej

Rozwazmy krzywa dana rownaniem (3.10). Ustalmy jej dowolny
punkt Py = (x(to),y(to), 2(to)), przyjmujac t = to, ustalamy punkt
x = x(to)
y = y(to) nakrzywej. Obroémy ten punkt dokota osi OZ (rys.|3.12)).
z = z(ty)
Rownania parametryczne takiego okregu zapiszemy w postaci

x = +/2%(to) + y*(to) cosu
y = /22(to) + y2(to) sinu
z = z(to)

Zmieniajac parametr ¢, otrzymamy rownania powierzchni obrotowe;j

r = y/22(t) + y?(t) cosu
Y= (().:1:2(25) +1y2(t)sinu  t € a,B], uel0,2m). (3.11)
z=2z(t

Zauwazmy, ze powierzchnie te mozna zapisa¢ tez w postaci dwu rownan

22 4y? = :BQ(t)—I—yQ(t), z = z(t) i jednego parametru t € [a, 5]. (3.12)
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Wyrugowanie (czyli wyznaczenie t = t7(z) z z = z(t)) parametru
t € [a,f] w (3.12) pozwala otrzymaé rownanie powierzchni obrotowej
w postaci jednego rownania

2? +yt = a%((2) (=) (3.13)

opisanego za pomoca trzech zmiennych x, y, 2.

Rysunek 3.12: Tworzenie powierzchni obrotowej: o obrotu OZ i krzywa obracana;
otrzymana powierzchnia obrotowa; okregi obrotu wybranych punktéw, wyk. E. Koz-
niewski

Hiperboloida obrotowa (jako powierzchnia) moze by¢ otrzymana w wy-
niku obrotu prostej dokola innej prostej (osi), przy czym prosta i o8
obrotu sa skosne.

Rysunek 3.13: Prosta skosna do osi z, opr. A. Tereszkiewicz
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Rozwazmy prosta [ jako krawedz dwu plaszczyzn z = pr iy = a
(rys. [3.13). Przyjmujac x = t,t € R, prosta [ zapisujemy w postaci

=1
y=a ,t€R. (3.14)
z=npt

Otrzymujemy zatem kolejno hiperboloide

{ 4y =1+ d?

2
c2 2 [ ~* 2
2=t , teR, czyli 2"+vy _<p> +a”. (3.15)

Ostatnie rownanie da sie zapisa¢ w postaci

2 2 2 2 2 2
(E) + <g> _ (i) =1, czyli % -+ y—2 N =1. (316)

a a ap

Jesli za$ prostag [* przyjmiemy jako krawedz dwu plaszczyzn z=pr+2
1y = a, wowczas otrzymamy roéwnanie
z? 92 (Z - 20)2

_ =Ty, (3.17)

a> a2 (pa)?

Przejscie z postaci (3.17) do (3.15) moze by¢ zrealizowane przez przesu-
niecie uktadu wspoétrzednych

~

(3.18)

R
Il
SRS

a z postaci (3.15) do (3.17) moze byé zrealizowane poprzez przeksztalce-
nie (przesuniecie)

/

8
I

x
"=y (3.19)
"=2+4 2z

SIS
I

uktadu wspoétrzednych.

Problem 3.2. Wyznaczy¢ polozenie (wysokos¢) okregu zwezenia hi-
perboloidy (model wiezy ci$niei w Ciechanowie); znalez¢ réwnania po-
wierzchni obrotowej opisujacej model powierzchni nosnej i wyznaczy¢
kubature obiektu.
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Rysunek 3.14: Zatozenia przyjete w celu utworzenia modelu wiezy cisniett w §rodo-
wisku programu AutoCAD, opr. E. Kozniewski

Rozwigzanie.

Rysunek 3.15: Konstrukcje obiektéw potrzebnych do wyznaczenia réwnan prostej
obracanej {(AB) w srodowisku programu AutoCAD, opr. E. KoZzniewski
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Aby wyznaczy¢ rownanie powierzchni obrotowej opisujacej model wiezy
cisnien w Ciechanowie, znajdziemy najpierw réwnania prostej obracanej
(krzywej obracanej) (rys. [3.12). Rownania prostej przechodzacej przez
punkty A = (0, Yo, 20), B = (21,41, 21), czyli

T = Xo + (ZEl — l’o)t
Y=o+ (y1 — yo)t t € R, (3.20)
zZ =2 + (2’1 — Zo)t

liczby 1 — xo, v1 — Yo, 21 — 2o sa wspolrzednymi wektora

AB = [961 — Z0,Y1 — Yo, 21 —ZO]-

Command: DIST

Specify first point:

Specify second point or [Multiple points]:

Distance = 7.7383, Angle in XY Plane = 278, Angle from XY Plane = @
Delta X = ©.8088, Delta ¥ = -7.73@3, Delta Z = @.@2000

(a) DIST O” A"

(b) DIST O'B' — B = (7,7977;4,1855;22,0000 — 7,7303) — B =
= (7,7977;4,1855; 14,2697)

(¢c) DIST O’A’ — A = (—5,6250; 0,0000; —7,7303)

Rysunek 3.16: Mierzenie odlegtoéci skutkujace wyznaczeniem wspotrzednych punk-
tow A, B, P, Q, opr. E. KoZniewski

Na rysunku przedstawiamy rzuty prostokatne trzech okregoéw okres-
lajacych hiperboloide. Przyjmujac $rodek ukladu wspoélrzednych OXY
w punkcie O (rys. [3.15)), 0§ OY réwnolegle do osi rzutow (rys. [3.15)),
0§ OX pionowo w dol rzutu poziomego, 0§ OZ pionowo (réwnolegle do
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rzutni pionowej), wyznaczamy wspolrzedne punktu A, B. Wspolrzedne
odczytujemy, korzystajac z polecenia DIST (rys. [3.16)).

Zatem AB ma wspotrzedne:

z@ [7,7977 — 5,6250; 4,1855 — 0,0000; 14,2697 — (—7,7303)],

czyli E [13,4227; 4,1855;22,0000]. Zatem rownanie parametryczne
prostej [(AB) jest nastepujace

r = —5,6250 + 13,4227t
y = 0,0000 + 4,1855¢ teR. (3:21)
2 = —7,7303 + 22,0000t

Dalszy ciag wedlug schematu (3.11)— (3.12) — (3.13).

Uktad wspoétrzednych OXY Z przyjmujemy tak, by okrag zwezenia
hiperboloidy lezal w ptaszczyznie OXY. Traktujac rzut pionowy jako
plaszczyzne, w ktorej okreslamy uktad wspotrzednych OXY, przyjmu-
jemy P/ = PiQ" =Q: P=(350), Q = (828500; 14,2697). Wowczas

mozemy napisa¢ réwnanie hiperboli

1.2 y2

gdzie a = 3,5, b za§ wyznaczamy ze wzoru ({3.2). Zatem po podstawieniu
w (3.2) wspotrzednych punktu @ otrzymujemy

1
b = |14,2697] - ( 8.85002 _ 1) .

3,52

3.4. Zadania

1. Wyznaczy¢ roéwnanie powierzchni powstatej z obrotu prostej

2 =45 = Z% wokot osi OZ. Jaka powierzchnie otrzymamy?
(wsk. Sprawdzi¢, czy prosta jest rownolegta, skosna, czy przecina
0s OZ.)

2. Wyznaczy¢ réwnanie powierzchni powstatej z obrotu prostej & wokot
osi OZ. Jaka powierzchnie otrzymamy?
a) k: [x,y,2z] =[1,2,3] +0,0,2], t€ R;
b) k: [z,y,2] =[1,2,3] +0,1,2], te€R;
c) k: [x,y,2] =[1,2,3] +t[—4,0,2], te€R,
d) k:[z,y,2] =[-1,2,3] +t0,0,-2], t€R;
e) k:lx,y,z] =1[1,2,3] +t[-2,1,3], te€R.
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3.

10.

11.

12.

13.

14.

22

Wykazaé, ze przeciecie hiperboloidy “Z—z + Z—; — % =1 plaszczyznami
x = k oraz y = k daje w przekroju hiperbole lub dwie proste.
Napisa¢ réwnania prostych dla wybranych p i ¢ dla hiperboloidy —
modelu chltodni.

Opisa¢  przekroje  hiperboloidy  parabolicznej plaszczyznami
OXZ 0YZ,0XY.

. Traktujac kule o promieniu a jako bryle powstata z obrotu okregu

(lub lepiej: potokregu, a raczej potkola) o promieniu a, wyprowadzic
(postugujac sie odpowiednia catka) wzor na objetos$¢ i powierzchnie
kuli.

Rozumujac podobnie jak w poprzednim zadaniu, sprawdzi¢ wzor na
objetos¢ stozka o wymiarach a, h.

Zbiornik w ksztalcie parabo-
loidy obrotowej (powierzchni
otrzymanej w wyniku obrotu
paraboli) o wysokosci 8 m i pro-
mieniu 4 m (rys. [3.17) napel-
niony jest cieczag do wysoko-
Sci 3,5 m. Jaka jest objetos¢ cie-
czy, ktora znajduje sie w zbior-
niku? Rysunek  3.17:  Zadanie

opr. A. Tereszkiewicz

Napisa¢ rownanie hiperboloidy obrotowej powstalej w wyniku obrotu
prostej {y = a,z = c;z} dokola osi OZ. W otrzymanym réwnaniu
przyjac c := acy.

Napisa¢ rownanie torusa powstatego przez obrot okregu

(x — R)?>+ 22 =1r? (r < R) dokota osi OZ.

Obliczy¢ objetosé elipsoidy powstalej z obrotu elipsy dookota osi
OX,0Y [43].

Obliczy¢ objetosé zbiornika otwartego/zamknietego powstalego z ob-
rotu funkeji f(z) = e” dla = € [0, 2] wokot osi OY'.

Obliczy¢ objetosé zbiornika otwartego/zamknietego powstaltego z ob-
rotu funkcji f(z) =1— e dla z € [0, 2] wokot osi OY i OX.
Obliczy¢ objetosé prozni w dwuplaszezyznowym zbiorniku na paliwo
o wysokos$ci 2 m. Przekrdj ptaszcza zewnetrznego i wewnetrznego opi-

suja nastepujace funkcje: f(z) = 222 oraz f(z) =2 + 1.






Rozdzial 4
Kubatura

4.1. Kubatura dworca Warszawa Ochota

Problem 4.1.

1. Obliczyé¢ kubature obiektu z przekryciem w postaci powierzchni sio-
dlowej. Budynek dworca zbudowany jest na planie kwadratu o boku:
a = 17,25 m; ma w dwoch wierzchotkach wysokos¢ hy 3 = 8,34 m;
pozostale wierzchotki znajduja sie¢ na wysokosci hg 4 = 0,00 m.

2. Obliczy¢ ilos¢ materiatu termoizolacyjnego do ocieplenia dachu, jesli
wysoko$¢ warstwy jest rowna ¢ = 35 cm.

Rysunek 4.1: Dworzec Warszawa Ochota w Warszawie, projekt: Arseniusz Roma-
nowicz, Piotr Szymaniak, realizacja 1960 — 1962, [17] fot. Marcin Czechowicz

Wskazéwka. Rownanie kanoniczne powierzchni siodtowej ma postaé
2z = kxy + p, gdzie k i p sa parametrami do wyznaczenia na podstawie

danych. Przyjmijmy, ze punkty (5, 5, ), (=%, 5, 0) naleza do powierzchni.



66 Kubatura

4.2. Konstrukcja plata powierzchni siodtowej jako
powierzchni prostokreslnej

Rysunek 4.2: (a) wybieramy prostopadlocian o podstawie kwadratu o boku a
i wysokosci h; (al) konstruujemy przekatne przeciwlegltych $cian bocznych wzajemnie
skosne (kolor zielony), ktére stanowia baze do kreowania prostoliniowych tworzacych
powierzchni (AutoCAD), opr. E. Kozniewski

Rysunek 4.3: (a2) taczymy punkty tych przekatnych odcinkami réwnolegtymi do
pozostaltych $cian bocznych (w praktycznej realizacji dzielimy przekatne na te sama
liczbe réwnych odcinkéw i otrzymane w ten sposéb punkty laczymy odpowiednio
ze soba — odcinki w kolorze niebieskim). Otrzymujemy tworzace, wszystkie ze soba
skosne (kolor niebieski), dwie z nich sa przekatnymi pozostalych $cian bocznych. Te
dwie przekatne moga stanowi¢ baze do skonstruowania drugiej rodziny tworzacych
(kolor zielony); (a3) w celu przej$cia od charakteryzacji geometrycznej do analitycz-
nej wprowadzamy uktad wspétrzednych OXY Z najbardziej przyjazny dla postaci
rownania kanonicznego powierzchni siodtowej (AutoCAD), opr. E. KoZniewski
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Korzystajac z rysunku [£.3p3, mozemy zapisa¢ rownanie powierzchni
siodlowej z = kxy + p. Po podstawieniu wspotrzednych punktow (£, 2,0),

2020
(—5.%,h) otrzymujemy k = —2—2, p = % Mamy wiec réwnanie po-
wierzchni
2h h
z= ——xy 5 (4.1)

Rysunek 4.4: (a4) w celu otrzymania modelu pokrycia dachowego nadajemy grubosé
poprzez przesuniecie wykreowanej powierzchni o wektor [0, 0, g]; (a5) pierwotna postaé
szkieletowa modelu pokrycia dachowego (AutoCAD), opr. E. KoZzniewski

Nadajemy grubo$¢ powierzchni (4.1)), przesuwajac te powierzchnie
o wektor (0,0, ¢|, i otrzymujemy warstwe

2h h 2h h
(z:—gxy+—,z=——3?y+—+Q) (4.2)
jako zbior
<z<
h h 2h h
—gxy+§§z§—§xy+—+q}- (4.3)

<y<

N2
[\DI@

a
2a

wwl@

2 a? 2
{@,y,z) .
2

Obliczymy teraz kubature obiektu. Wykorzystamy do tego poje-
cie calki podw()jnej funkcji f(z,y) = —Zazy + % w kwadracie
K:{(m,y) s<r<§,—-5<y< } Zatem

/ / (——xy + ) dudy. (4.4
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Obliczmy te catke

V= j (j (—Z—Zmy+%)dy> der = j (—22};%233+}—2‘y ia) de =
2

Zauévaimy, ze kubatura obiektu jest réwna potowie objetosci prostopa-
dloscianu, na bazie ktorego powstata bryta. Zreszta wnikliwa analiza ry-
sunku wskazuje na ten wynik; wykreowana bowiem powierzchnia
,dzieli” prostopadto$cian na dwie przystajace czesci.

Obliczmy teraz kubature przekrycia dachowego w ksztalcie po-
wierzchni siodtowej o wysokosci h. Zauwazmy, ze wystarczy od kubatury
bryty obiektu zawierajacego przekrycie odjaé¢ czes¢ bryty bez przekrycia,

tzn.
V=V = [[(-Zay+L+q)dedy — [[ (—Zay + L) dedy =
K K
= 1f<f (—Zaoy+2+q— (—Zay+2))dedy = {{f qdxdy =
= q [[ dedy = qa®.
K

Ostatnia rownos¢ (bez obliczania catki) bezposrednio wynika z interpre-
tacji geometrycznej catki podwojnej, wiadomo bowiem, ze [[dxdy =
D

|D|, |D| — pole powierzchni obszaru D.

Rysunek 4.5: Tlustracja przekrojéw, modelu przekrycia dachowego o grubosci g,
rownoleglych do plaszczyzn $cian (plaszczyzn prostopadloscianu bazowego) obiektu;
sa to rownolegtoboki o jednakowym polu aq — mozna przyjaé, ze sa to przekroje
prostopadloscianu o podstawie kwadratu a x a i wysokosci ¢, ktéry mozna uznaé za
model dachu plaskiego (AutoCAD), opr. E. Kozniewski
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4.3. Twierdzenie Cavalieriego

Zauwazmy, ze kubatura warstwy ociepleniowej przekrycia jest rowna
kubaturze dachu ptaskiego o takiej samej grubosci warstwy. Ten wynik
jest nieoczekiwany, ale z matematycznego punktu widzenia nie jest to
zaskoczenie. Znane jest bowiem twierdzenie Cavalieriego:

Twierdzenie 4.1. Jezeli dwie bryly maja te wtasnoséé, ze ich przekroje
wszystkimi ptaszczyznami réwnolegltymi do jednej, z gory ustalonej ptasz-
czyzny, maja te same pola, to te bryly maja réwne objetosci.

4.4. Przeksztalcenia oparte na przekrojach

Spostrzezenie to pozwala zauwazy¢ inng wtasnosé obiektow architek-
tonicznych, bedaca konsekwencja wlasnosci rodziny przeksztatcen opar-
tych na przekrojach. Do takiej klasy przeksztalcen naleza skrecenie (ang.
twist) i Sciecie (ang. shear).

(a) (b) (c)

Rysunek 4.6: Tlustracja przeksztatcen opartych na przekrojach: (a) wyjsciowy pro-
stopadltoscian, (b) skrecenie, (c) Sciecie (AutoCAD), opr. E. Kozniewski na podsta-
wie [51]



70 Kubatura

(a) (b) ()

Rysunek 4.7: Tlustracja przeksztalceri opartych na przekrojach: kat maksymalny
Omax, Sciecie (AutoCAD), opr. E. Kozniewski na podstawie [51]

Aby okresli¢ przeksztalcenie skrecenie, wybieramy dowolng plaszczy-
zne podstawy [, ptaszczyzne wierzchotkowa 7 rownolegta do [ 1 odlegty
o h (obiekt skrecany ma wysokos$¢ h i znajduje sie miedzy ptaszczyznami
[ 1) oraz prosta [ (zwana osia skrecenia, ang. twist azis) prostopadta do
plaszczyzny 3 (rys. [.7b). Warstwy obiektu lezace w plaszczyznach
prostopadtych do osi obrotu (tj. rownolegtych do ) obracaja sie o kat

a(z) dokola I w sposob (4.5)

alz) = %amax. (4.5)

Plaszczyzna podstawy [ pozostaje stala, a plaszczyzna 7 obraca sie
0 kat amax wezesniej okreslony. Punkty lezace poza osia przeksztalcaja
sie w sposob spiralny. Kazda prosta rownolegta do osi [ przeksztalca sie
na linie §rubowa (rys. . Wazna wlasnoscia tego przeksztalcenia jest
zachowanie objetosci obiektu.
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(a) (b)

Rysunek 4.8: (a) skrecenie prostopadto$cianu, krawedzie pionowe jako linie §ru-
bowe (modele zrealizowane w AutoCAD-zie), opr. E. Kozniewski na podstawie |51];
(b) synagoga w Dreznie (2001, architekci Rena Wandel-Hoefer oraz Wolfgang Lorch) —
przyklad zastosowania w architekturze przeksztalcenia skrecenie [18|

Rysunek 4.9: Turning Torso w szwedzkim Malm& (2005, architekt Santiago Cala-
trava) — inny przyklad zastosowania przeksztalcenia skrecenie we wspolczesnej archi-
tekturze [19]
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Innym przyktadem przeksztatcenia opartego na przekrojach jest Scie-
cie . To przeksztalcenie afiniczne, ktore zapisuje sie w postaci

r+a-z
y+b-z (4.6)
z

ml
/

Y

Z/

gdzie a,b oznaczaja stale parametry.

Jak wida¢, jest to przesuniecie o wektor zalezny od wysokosci (2)
obiektu. Przeksztalcenie to rowniez zachowuje objetosé¢ obiektu (rys. [4.6¢
i [4.7¢). Znane sa realizacje architektoniczne przeksztalcenia Sciecie

(rys. [4.10)).

Rysunek 4.10: ,Drzwi do Europy” w Madrycie — przyktad wykorzystania przeksztal-
cenia Sciecie we wspolczesnej architekturze, fot. D. Gawryluk

I wreszcie, fenomenalne przyklady zastosowania przeksztalcenia przez
przekroje obecne zwtaszcza w architekturze barokowej — stup skrecony.
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(a) (b) (c)

Rysunek 4.11: (a) rzuty szkicu tworzenia stupa kreconego; (b) objetosé stupa kreco-
nego jest taka sama jak walca — twierdzenie Cavalieriego (model zrealizowany w §ro-
dowisku AutoCAD-a); (c) model z rys. srodkowego po renderingu, wyk. E. Kozniewski

(a) (b)

Rysunek 4.12: (a) kolumny w ottarzu koéciota pw. Zmartwychwstania Panskiego
w Bialymstoku, fot. M. Kozniewski; (b) skrecone kolumny hali na gietdzie jedwabiu
w Walencji (Hiszpania), fot. D. Gawryluk
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Kubatura

Rysunek 4.13: Wspoétczesne pomysty w budownictwie jednorodzinnym, z lewej [20],
z prawej [21]

4.5. Zadania

1. a)

c)

Wykazaé¢ analitycznie, ze na powierzchni siodtowej (paraboloidzie
hiperbolicznej) z = —i—@xy (dla @ = 1725 m, h = 8,34 m);
z = —ffgé xy, czyli z = —0,0561zy leza dwie rodziny prostych,
tak jak widoczne jest to na rysunkach a2) — a3).

Wykazaé, ze proste jednej rodziny (nazwijmy ja ROXZ) sg row-
nolegle do ptaszczyzny OX Z i sa wzajemnie skosne, proste drugiej
rodziny (nazwijmy ja ROY Z) sa rownoleglte do OY Z i sa wzajem-
nie skosne.

Wykazaé, ze proste rodzin ROXZ i ROY Z wzajemnie sie przeci-
naja. Ustali¢ wspolrzedne przeciecia tego punktu.

Do ktorej ptaszezyzny uktadu OXY Z jest rownolegta ptaszczyzna
y=a?

Inna postaé¢ powierzchni siodlowej moze byé¢ zapisana w postaci:

2

z=0 = Z—j Analogicznie, jak wyzej opisa¢ prostymi.

Obliczy¢ kubature obiektu z przekryciem w postaci powierzchni
siodtowej. Budynek dworca zbudowany jest na planie kwadratu
o boku a = 17,25 m; ma w dwobdch wierzchotkach wysokosé
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his = 8,34 m; pozostale wierzchotki znajduja si¢ na wysokosci
h2,4 = 0,00 m.

g) Obliczy¢ ilos¢ materialu termoizolacyjnego do ocieplenia dachu,
jesli wysokos¢ warstwy jest réwna g = 35 cm.

Wskazéwka. Powierzchnie siodlowa mozna zapisaé w najprostszej
postaci z = kxy (k # 0). Rownanie to mozna zapisa¢ w sposob row-
nowazny

r=krysz=aria=y.

Mnozac stronami ostatnie dwa réwnania, a sa to réwnania prostych,
otrzymujemy rownanie pierwsze. Ale uklad z = azr i a = y przed-
stawia rodzine prostych. Jaka posta¢ ma druga rodzina? Do kto-
rej plaszczyzny uktadu OXY Z jest réwnolegla plaszczyzna y = a?
Bardziej ztozona, ale tez prosta posta¢ powierzchni siodtowej jest
:v__ﬁ_z@(z_g) (24+4) =2

BT b b) =~

a

2. Rozwazy¢ stup krecony o wysokosci 2,96 m o podstawie kwadratu
o boku ok. 370 mm, wykonany z cegly klinkierowej o wymiarach
250%x 120 x 65 mm (przyjmijmy grubos¢ fugi/spoiny 15 mm). Ile cegiet
zuzyto? Jaki powinien byé¢ a(z), tak aby efekt byl jak na zdjeciu [£.13]?

3. Przy kacie a(z) = 2° obliczy¢ kat skrecenia stupa z poprzedniego
zadania.

4. Jaki powinien byé¢ a(z), tak aby amax wynosito 90°7 (parametry cegly
klinkierowej 250 x 120 x 65 mm (przyjmujac grubosé¢ fugi 15 mm,
wysokos¢ stupa 2,88 m).

5. Jakiej wysokosci stup otrzymamy, gdy zbudujemy go z cegiet klin-
kierowych o wymiarach 250 x 120 x 65 mm i grubosé fugi 15 mm o
podstawie jak na rysunku dla anax = 45° (90°, 180°) i ar(2) = 3°
(1°,2°)7 Tle cegiel klinkierowych zostanie zuzytych?

Rysunek 4.14: Podstawy stupa do zad. |5, wyk. A. Tereszkiewicz
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Opisa¢ parametry shupa kreconego z wybranej realizacji w architek-
turze.

Opisa¢ przeksztalcenie dla Puerta de Europa (rys. [4.10).
Opisaé przeksztalcenie dla Turning Torso (rys. [4.9).

Wskaza¢ inne obiekty architektoniczne, w ktorych zastosowano po-
dobne rozwigzania geometryczne.

Korzystajac z zapisu rownania powierzchni siodlowej w zadaniu [T¢]
opisa¢ rownania modelu przekrycia budynku o rzucie prostokatnym
a x b iwysokosci h. Wykona¢ obliczenia z zadan [L] [Ig przy zatozeniu,
zea=16m,b=12m, h =8 m, ¢ = 0,35 m.



Rozdzial 5

Krzywe 1 powierzchnie offsetowe
w budownictwie

Problem 5.1. Dokona¢ studium rozktadu szerokosci jezdni w rondzie
drogowym zaprojektowanym z wykorzystaniem ksztaltu elipsoidalnego

(rys. p.1).

(a) (b)

Rysunek 5.1: Szkic ronda turbinowego uksztaltowanego za pomoca: (a) dwoch pot-
okregow, wyk. E. Kozniewski na podstawie [9]; (b) elipsy, wyk. E. Kozniewski na
podstawie [9]

Przy projektowaniu np. pasa drogowego, gdzie krawedz jest lukiem
okregu lub odcinkiem prostoliniowym, wyznaczenie szeroko$ci jezdni jest
do$¢ proste. Trudniej jest wyznaczy¢ szeroko$¢ drogi, gdy wystepuje do-
wolna krzywa. Mamy wtedy do czynienia z bardziej zlozonym procesem
konstruowania dwu odleglych od siebie krawedzi. Tak bedzie w przy-
padku wyznaczenia krawedzi ronda turbinowego uksztaltowanego za po-
moca elipsy [9]. Potrzeba wyznaczenia drugiej krawedzi jezdni prowadzi
do wprowadzenia pojecia krzywej offsetowej.
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5.1. Krzywe offsetowe

5.1.1. Definicja krzywej offsetowe]

Dla dowolnej krzywej gladkiej ¢ okreslamy offset (kopie réwnolegtq)
krzywej c¢q = ¢, Ucl; w odleglosci d (krocej mowimy offset) w nastepujacy
sposOb: na kazdej normalnej do krzywej ¢ wybieramy dwa punkty w od-
legtosci d od krzywej ¢ (|51], str. 335). Otrzymujemy dwie rodziny , ¢/
punktow (rys. [5.2h), ktore utworza offset ¢4, poszczegolne zas krzywe ¢,
¢l bedziemy nazywac¢ poloffsetami.

Rysunek 5.2: Offsety: (a) krzywej sklejanej; (b) polilinii; (c) poéloffset wielokata
(otrzymany za pomoca programu AutoCAD ze staly Offsetgaptype = 1); (d) dyskretne
poloffsety wielokata (otrzymany za pomoca programu AutoCAD ze stala Offsetgap-
type = 0), opr. E. Kozniewski

Program AutoCAD dopuszcza wiele mozliwosci tworzenia offsetow
wielokata ptaskiego. Odpowiada za to zmienna systemowa Offsetgaptype.
Dla wielokata P, przy wartoéci 0 tej zmiennej, segmenty linii sg prze-
dluzane i pozostaje wielokat Py (rys. p.2d), przy wartosci 1 nastepuje
zaokraglenie kopii (rys. p.2¢), w przypadku wartosci 2 kopia pozostaje
wielokatem, ale ma Sciete naroza. W pierwszym przypadku Py jest znoéw
wielokatem i nazywamy go offsetem dyskretnym wielokata P. Na rysunku
5.2d mamy dyskretne poétoffsety P, Pj, Pj,. Zauwazmy, ze krzywa off-
setowa prostej jest prosta (dokladniej: para prostych), okregu zas okrag
(doktadniej: para okregow). Natomiast krzywa offsetowa elipsy juz nie
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jest elipsa (rys. . W przypadku wykorzystania elipsy do projektowa-
nia rond turbinowych, chcac precyzyjnie zachowaé stata szerokosé¢ drogi
(jezdni), krawedzie ronda nie moga by¢ rownoczesnie elipsami (por. [3,9]).

(a) (b)

Rysunek 5.3: Offset e/, elipsy e(a,b) o poélosiach a,b i elipsa o potosiach a + d,
b+d: (a) a =100, b = 60, d = 30; (b) a = 100, b = 20, d = 30. Roéznica miedzy
offsetem e/, elipsy e(a,d) i elipsa e(a+d, b+ d) jest tym wieksza, im mniejszy jest sto-
sunek b/a; w przypadku (a) b/a = 3/5 wizualnie krzywe pokrywaja sie, w przypadku
(b) b/a = 1/5 jest wyrazna rdéznica miedzy krzywymi (offset e/, elipsy o potosiach a, b
[kolor czerwony] i elipsa o potosiach a + d, b+ d [kolor niebieski], opr. E. KoZniewski

Rysunek 5.4: Uogdlnione offsety dyskretne: (a) kata z parametrami dy, do; (b) dane
odleglosci dy, do, ds, d4, ds, dg dla offsetu dyskretnego wielokata; (b1) ciag poloffsetow
dyskretnych wielokata (1,ds; 2, dz; 3,ds; 4,d4; 5, ds; 6,ds) (|349,34], wyk. E. Kozniew-
ski)

Podobnie jak dla wielokata, offset dyskretny mozemy skonstruowacé
dla kata i tu dochodzimy do tzw. (dy,ds)-siecznej (rys. [5.4h). Dla
danego n-katnego wielokata P, i ciggu dodatnich liczb rzeczywistych
dy,ds, ..., d, mozemy skonstruowac szkielet dachu [31}34] rozpietego nad
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wielokatem P,. Taka konstrukcja pozwala projektowa¢ dachy o zmiennym
nachyleniu (rys. [5.2] —[p.6). Zachodzi wtedy rownosé d;tgp; = d;tge; dla
dowolnych 7,7 =1,2,...,n.

Rysunek 5.5: Konstrukcja szkieletu dachu generowanego przez szesciokat
(1,d1;2,d2;3,ds;4,dy; 5,ds; 6,ds), (por. [33]), wyk. E. Kozniewski

Rysunek 5.6: Typy topologiczne dachéw o zmiennym nachyleniu nad tym samym
szeSciokatem (1,dy;2,da; 3,d3;4,ds; 5,ds;6,dg) (por. [33]), wyk. E. KoZniewski

Okazuje sie, ze nad dowolnym wielokatem mozna otrzymac wszystkie
typy topologiczne szkieletéw dachow w zaleznosci od ciagu liczb dodat-
nich di,ds, ..., d, (rys.[5.6). Ksztalt zblizony do dachu nad wielokatem

przyjmuje nasyp powstajacy w wyniku naturalnego ukladu (sypania)
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gruntu. Jak wiadomo, w wyniku swobodnego sypania gruntu powstaje
stozek o kacie naturalnego zsypu [38|. Stad przy opisie robot ziemnych
ksztalt warstwic, czyli krzywych offsetowych, bedzie zaokraglony. Sto-
sujac zasade zaokraglenia linii (zmienna Offsetgaptype przyjmuje war-
to$¢ 1), mozemy opisaé¢ geometrycznie, a nastepnie obliczy¢ wielkosé
mas gruntu w robotach ziemnych (por. [33]). Na rysunkach -
przedstawiono budowe platformy na zboczu. Linia przeciecia pomiedzy
poziomym placem budowy na rzednej 120 m a poziomicg 120 bedzie
linig graniczng miedzy obszarami wykopu i nasypu (rys. |5.7)). Przeciecia
120-metrowego konturu z krawedziami placu budowy wyznaczaja gra-
niczne punkty zmiany wykopu w nasyp. Wyznaczone punkty dzielg wielo-
kat placu budowy na dwie czesci (rys. . Po lewej stronie obszaru (rys.
, wdolna” czes¢ wielokata) warstwice sa utozone w odleglosci 1 m, aby
uzyska¢ nachylenie skarpy rowne 1. Po prawej stronie obszaru (rys.
»gorna” czesé wielokata) warstwice sg utozone w odlegtosci 1% m, aby
uzyska¢ stosunek 13 do 1, czyli nachylenie 13.

\\ \\ N

“\_

Poziom placu budowy )
120
b . \\__,_,_,—o—"'
2

é\ \
Rysunek 5.7: Przeciecia konturu 120 m z krawedziami placu budowy wyznacza
punkty zmiany od wykopu do nasypu (por. [33])
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Rysunek 5.8: Po lewej stronie i na dole obszaru proponowane kontury warstwic
(dla wykopu) w odlegtosci d = 1 m, aby uzyska¢ nachylenie réwne 1 (por. [33])

Rysunek 5.9: Po prawej stronie i u géry obszaru proponowane kontury warstwic
(dla nasypu) w odstepach d = 11 m, aby uzyska¢ nachylenie w stosunku 1% do 1

(por. [33])
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Rysunek 5.10: Brzeg linii nasypu i wykopu (por. [33])

5.1.2. Analityczna postaé¢ krzywej offsetowej

Rozwazmy krzywg c : { ;fi((f)) klasy C', t € [a, 3]. W dowol-
nym punkcie znajdzmy wektor styczny [2'(t),y'(t)], nastepnie normalny
+[y/(t), —2'(t)]. Wersor normalny (wektor normalny o dlugosci 1) ma

[ (t),—2' ()]
2 (t)+y2(t)
cyr7(d) krzywej ¢ maja postac

postac . Wowezas rownania krzywych offsetowych ;,(d),

— y'(t)d _ —y'(t)d
&y r(d) )Y(:;f;) : SOUTD 1 (d) j:;((:)) ++ SOl
2’2 (t)+y"2 (t) a2 (t)+y"2 (t)
gdzie t € [a, f].
Przyktad 5.1. Zapisa¢ rownania krzywych offsetowych dla hiperboli
2 2

z parametryzacja funkcjami hiperbolicznymi (kosinus hiperboliczny:
cosh(r) = €¢"  sinus hiperboliczny: sinh(z) = ©=¢", w szczegdlnosci
prawdziwa jest ,jedynka hiperboliczna” cosh?(x) — sinh?(z) = 1). Para-

2
metryzacja moze by¢ nastepujaca: x = acosh(t),y = bsinh(t). Wowczas
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rownania parametryczne krzywych offsetowych ¢, .(d), c);;(d) hiperboli

2

= - z—j = 1 maja postac

_ bcosh(t)d
X = CLCOSh(t) + \/az sinh?(t)4-b2 cosh?(t)

_ ) asinh(t)d

Y = bSlnh(t) N \/a2 sinh?(£)-+b? cosh?(t)
B B bcosh(t)d

X =a COSh(t) \/a2 sinh?(t)4b2 cosh?(t)

Y = bsinh(t) +

, gdziet € R,

C/o/ff(d) : asinh(t)d , gdzie t € R.

\/a2 sinh?(t)4-b2 cosh?(t)

Przyklad 5.2. Rozwazmy hiperbole % — % = 1 opisujaca chtodnie
kominowa z rozdziatu 3| Jej posta¢ parametryczna jest nastepujaca

x = 60,83 sinh(t)
y = 26,00 cosh(t) ’

60,83 60,83
zacje wizualng krzywych offsetowych mozna otrzymacé¢ po implementacji
w odpowiednim programie (np. Geogebra rys. Matlab).

odzie t € [arsinh <——93) ;arsinh( 20 )] — [~1,21066; 0,323132]. Reali-

Rysunek 5.11: Tlustracja przyktadu (ze wzgledu na skale zamiast d = 0,16 przyjeto
d = 1,6), opr. A. Tereszkiewicz
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5.1.3. O gruboséci chltodni kominowej w aspekcie krzywych
offsetowych

Problem 5.2. Wyznaczy¢ funkcje (rozklad) grubosci w rozumieniu krzy-
wej offsetowej powtoki chtodni kominowej przy zalozeniu, ze Sciane
powloki ograniczaja powierzchnie powstatle z obrotu krzywych

2 2
ey =20\/1+ (55) s 2 € 293,20 e sy = 264/1+ () — 016,
z € [—93,20]. Krzywa offsetowa ¢ (0,16) tworzymy dla krzywej ¢ w kie-
runku krzywej ¢; i porownujemy ¢, (0,16) z krzywa c;.

Rozwiazanie. (szkic)
Pierwszy sposob: Krzywa ¢ parametrycznie dana jest wzorem

x = 60,83 sinh(?)
y = 26,00 cosh(t) ’

gdzie t € [arsinh ((;0—98;> - arsinh (%)} — [~1,21066;0,323132].
Dla dowolnego, ale ustalonego punktu krzywej ¢, czyli dla ustalonego pa-
rametru t, znajdujemy rownania prostej prostopadlej (normalnej). Wek-
tor normalny ma wspohrzedne [26 sinh(t), —60,83 cosh(t)], rownania pro-

stej normalnej maja zas postac:

x = 60,83 sinh(t) + 26,00 sinh(t)u
y = 26,00 cosh(t) — 60,83 cosh(t)u

gdzie u € R.

Po podstawieniu do rownania krzywej c; otrzymujemy:

. . 2
26 cosh(t) — 60,83 cosh (t)u = 26\/ 1+ (60’8351“*‘532;;651““)“) ~0,16. Stad,

rozwigzujac rownanie kwadratowe, wyznaczamy dwie wartosci uy. Z wa-
runkéw zadania wynika, ze nalezy wzia¢ warto$é¢ u; dodatnia. Otrzymu-

jemy (Tu,, Yu, ), gdzie

Ty, = 60,83 sinh(t) + 26 sinh(¢)u,
Yu, = 26 cosh(t) — 60,83 cosh(t)uy

Odlegtos¢ punktow d(t):
(60,83 sinh(t), 26 cosh(t))
t

(60,83 sinh(t) + 26 sinh(t)uy, 26 cosh(t) — 60,83 cosh(t)u;)
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jest gruboscia powtoki dla wartoséci parametru t. Odlegtos$é ta wyraza sie
wzorem

dt) = \/(26simh(t)u)’ + (60,83 cosh(t)ur)® =

— Jur]y/(265inh(£))? + (~60,83 cosh(t))>.

Wartosé roz(t) = 0,16 — d(t)| jest roznica odleglosci miedzy punktami
na krzywej c; oraz c;,;¢(0,16).

2
Drugi sposob: Niech ¢ : y = f(z), czyli f(xz) = 264/1+ (60 85) oraz,

oty = file), gdrie fi(x) = 26¢/1+ (2
wtedy punkt krzywej ma wspotrzedne (u, f(u
ma réwnanie: t. 1 y — f(u) = f'(u)(z — u),

ﬁ(z — u). Rozwigzujac uklad réwnan

2
S ) — 0,16. Niech x = u,
)
0

3
)), styczna w tym punkcie
normalna n. : y — f(u) =

{y flu) = s (w = w)
y = fi(r)

ze wrzgledu na z i y znajdujemy punkt (z,, fi(z,)), zalezny od pa-

2
rametru u, tzn. z, = z(u). Pamigtajac, ze f(x) = 264 /1 + (6083)

2
i fi(z) = 264/1+ (60 83> — 0,16. Odlegtos¢ d(u) punktow (u, f(u)),

(2, f1(x,)) jest gruboscia powtoki dla wartosci = u. Analizujac funk-
cje d(u) (lub funkcje Ad(u) = d(u) — 0,16), otrzymamy w szczegolnosci
opis zmiennosci grubosci chtodni kominowej w kontekscie krzywych ¢, ¢;.

5.2. Powierzchnie offsetowe

5.2.1. Opis analityczny

WeZmy pod uwage powierzchnie
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gdzie D jest obszarem ptaskim, a funkcje x(u,v), y(u,v), z(u,v) sa klasy
C' (w przypadku prostokata D = {(u,v):u € [uy,us),v € [v1,v2]}).
Powierzchnie te mozna tez zapisa¢ w postaci funkcji wektorowej
r(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)]. Dla wybranego punktu (ug,vg) po-
wierzchni P pochodne czastkowe funkcji wektorowej maja postac

0 0 0
ru(umvo) = |:a_z<u0? UO)? a—z(UOWO)a a_z(uoa UU>:|
oraz 5 5 5
ry(ug, vo) = [a—i(uo,ﬂo), %(Uo,vo), 8—5)(“0,@0)} :
Jezeli Py = (xo0,%0,%0) jest ustalonym punktem powierzchni P,
a P = (z,y,2) — dowolnym punktem plaszczyzny 7 stycznej do po-

wierzchni P w punkcie Py, PyP jest wektorem [z — xo,y — Yo, 2 — 20),
to rownanie tej ptaszczyzny stycznej 7 do powierzchni P ma postaé

T : 1, (Ug, Vo) X ry(ug,vg) - PoP =0,

gdzie symbol x oznacza iloczyn wektorowy wektoréw, - oznacza iloczyn
skalarny wektorow. Wektor n(ug, vg) = r,(ug, vg) X ry(uo, vo) jest wekto-
rem normalnym do powierzchni P. We wspoétrzednych iloczyn wektorowy
r. (U, vg) X ry(ug, vg) Wyraza sie wzorem

I‘u(uoﬂfo) X I‘U(UO,UU) =

a a

Q
<

— 99 (ug, vg) 22 (ug, vo) gﬁi(uowo) gﬁfﬁ(uoﬂvo) 92 (ug, vo) g(uoﬂvo)
Fu(uo,v0)  §Z(uo,v0) | 7 | 3% (w0, v0) Gy (w0, v0) | | GE(uo,v0)  Gh(uo,vo) ||
Dtugos¢ wektora wowczas jest rowna
v (1o, vo) X Ty (ug, vo)| =
9y 9z 9z oz oz 9y
_ Fa (uo,v0) 5= (uo,v0) 42 (up,v0)  Fu (u0,v0) G (uo,v0) o (uo,v0)
- \/ g%(uo,vo) 82 (ug; vo) + %(uo,vo) %(U‘OVUD) + 92 (ug, vg) %(uo,vo) :

. . X
Wersor normalny wyraza sie wzorem e, (ug, vg) = ;“EZEZE;X:UEZEZ?);' Za-

tem réwnanie powierzchni offsetowej zapiszemy w postaci
Pos(d) s x(u,v) = [w(u,v), y(u,v), 2(u, v)] + d Dyer (u, v).

Poshugujac sie prezentowanymi tu wzorami, analize grubosci powierzchni
siodlowej przeprowadzono w pracy [42]. Analiza jest uogdlnieniem rozu-
mowania zastosowanego w rozwigzaniu problemu pierwszego w rozdziale
H.1.3
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5.2.2. Grubo$é powierzchni siodlowej

Problem 5.3. Dokona¢ analizy grubosci przekrycia budynku dworca
Warszawa Ochota (wymiary a = 17,35 m, h = 8,34 m, wysokos¢ prze-
krycia q = 0,35 m).

Wskazéwka. W przypadku powierzchni siodtowej analize grubosci mo-
zemy przeprowadzi¢ geometrycznie znacznie prosciej. Wystarczy dokonaé
analizy rysunku [4.5]z rozdziatu [4} Jest maksymalna (i minimalna) wyso-
kos¢ przekroju, ktory jest rownolegtobokiem.

5.3. Zadania

1. Dokona¢ analizy grubosci przekrycia w ksztatcie powierzchni siodto-
wej rozpietego nad budynkiem o rzucie prostokatnym o wymiarach
a=16m, b=12m, h = 8 m, ¢ = 0,4 m. Narysowa¢ odpowiednie
wykresy.

2. Fragmenty krawedzi jezdni wewnetrznej i zewnetrznej projektowa-
nego ronda sa elipsami e;, e; wpisanymi w prostokaty odpowiednio
o wymiarach 53 x 43 m, 59 x 49 m. Poréwnac elipse ey z krzywa
offsetowa tej elipsy e; odsunieta o 6 m (por. rys. . Obliczy¢ war-
tos¢ maksymalnego odchylenia szerokosci jezdni od zatozonej wartosci
6 m. Zagadnienie analizowa¢ w odniesieniu do caltych elips [9).

3. Zmalezé¢ krzywe offsetowe paraboli y = az?.

4. Wyznaczy¢ krzywizne prostej, okregu lub elipsy.

Wskazowka. Krzywizna k(t) dla ¢ € [a, §] krzywej ¢ : i ;((:)) ’

2 - _ @y —2" )y ()
t € o, B] w R* jest dana wzorem k(t) = 20 1520

5. Wyznaczy¢ krzywizne i skrecenie linii $rubowe;j.

Wskazéwka. Rownanie parametryczne linii Srubowej jest okreslone
wzorem r(t) = [acost, asint, kt] gdzie a-promien walca, k-iloraz pred-
kosci ruchu punktu po tworzacej oraz predkosci katowej obrotu walca.
Jesli & > 0, linia jest prawoskretna; jesli £ < 0 linia jest lewoskretna.
Krzywizna k(t) krzywej r(t) = [x = z(t),y = y(t), z = z(1)],
t€la,8] w R?dana jest wzorem k(t) = %

Skrecenie 7(t) krzywej r(t) (krzywa nalezy do C®) w R® dane jest
(r'(to).r" (to).x"" (to))

I’ (to) xr" (to)|*

rownaniem 7(t) =
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7.

8.

. Wyznaczy¢ krzywizne i skrecenie ¢ krzywych: a) r(t) = [t,5¢3,t* + 5],

b) r(t) = [t, 5%, t3].

Prostopadte odcinki drogi polaczono sinusoida y = 25sin 5z (rys.
b.12)). Wykaza¢, ze zmiana krzywizny jest lagodna (od zera do zera).
Gdzie (poda¢ wspoélrzedne punktu) krzywizna jest maksymalna i ile
wynosi? Jaki jest promien krzywizny w tym punkcie? Wyznaczyé
krzywe offsetowe.

Prostopadle odcinki drogi potaczono parabola y = —0.012% + z (rys.
b.12). Wykazac¢, ze zmiana krzywizny jest lagodna (od zera do zera).
Gdzie (poda¢ wspoéltrzedne punktu) krzywizna jest maksymalna i ile
wynosi? Jaki jest promien krzywizny w tym punkcie? Wyznaczyé
krzywe offsetowe.

Rysunek 5.12: Zad. opr. A. Tereszkiewicz






Rozdzial 6

Krzywa lancuchowa w budownictwie
1 architekturze

6.1. Krzywa laiicuchowa

Problem 6.1. Opisaé ksztalt nierozciagliwej jednorodnej liny zawieszo-
nej w dwoch punktach.

Rozwigzanie. W punktach A i B zawieszono line — zaktadamy, ze jest
nierozciggliwa i gietka (rys. . Lina zwisa jedynie pod wplywem wta-
snego ciezaru. Przez q oznaczmy stala wartosé przedstawiajaca ciezar
liny przypadajacy na jej jednostke dtugosci [kG/m]. Nalezy wyznaczy¢
ksztalt krzywej zwisu jako wykresu pewnej funkcji y(z). Za 0§ OX obie-
ramy pewna prostg pozioma ponizej poziomego odcinka AB, a za 0§ OY
prosta pionowg przechodzaca przez najnizszy punkt P krzywej zwisu.
Oznaczmy przez T' dlugosé wektora napiecia T w punkcie M (z,y) krzy-
wej zwisu, a przez Ty dtugosé wektora napiecia Ty w punkcie P. Wektory
te sa styczne do krzywej, a ze wzgledu na symetrie krzywej wektor T’y
jest réwnoleglty do osi OX. Wezmy pod uwage tuk PM krzywej. Za-
uwazmy, ze ze wzgledu na stan réwnowagi liny suma utworzona z sit
Ty, T i z sumy ciezkosci poszczegdlnych elementarnych odcinkéw tuku
PM réwna sie zeru. To samo dotyczy sumy ich sktadowych odpowiednio
wrzgledem osi OX osi OY. A wiec biorac jeszcze pod uwage wzor na

dlugosé [ /1 + (v)%dx tuku y = y(x) w przedziale [0, z] otrzymamy
0

—To+ T cosa =0, Tsina—/q\/l—i—(y’)de:O, (6.1)

0

gdzie a jest katem, jaki tworzy wektor T' z osig OX.
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Rysunek 6.1: Krzywa taicuchowa, opr. A. Tereszkiewicz

Stad

Tcosa =Ty = const, oraz Totga — /q\/l + (v')?dz = 0. (6.2)

0

Roézniczkujac wzgledem x obie strony ostatniego wzoru i zauwazajac, ze
tga = y'(x), otrzymamy

1
V=T () (63
jako réwnanie krzywej zwisu. OznaczyliSmy przy tym % = a. Jest to
rownanie typu F(x,y',y"”) = 0. Podstawiajac ¥’ = u w réwnaniu (6.3,
mamy

du dx
Sire a (6-4)

Calkujac obustronnie, otrzymujemy
In <u+\/1+u2> :§+Cl. (6.5)
a

Roéwnanie (6.5) mozemy przeksztalcié¢, korzystajac z pojecia funkeji sinus
hiperboliczny. Mamy bowiem In (w +V1+ w2) =vewt+vVvi+w?=
—et e —w=VItuwle (e —w)’=1+u?e e — 2w+ w? =
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e2v—1

= 14+uw? & e?—1=2e"w & w = S5
Przeksztalcajac wiec (6.9)), otrzymujemy

& w = “=—, czyliw = sinh(v).

u = sinh (g + C’1> , czyli 7y =sinh (g + C’l) : (6.6)

Po ponownym scatkowaniu (cosh(r) = £££) otrzymamy catke ogélng

2
réwnania ((6.3)):

y = acosh <§ + Cl) + Cs. (6.7)

Dla ustalenia warunkow poczatkowych tak obieramy o OX, by rzedna
punktu P réwnala sie a (6.1). Nalezy zatem przyjac y'(0) = 0,y(0) = a.
Stad C; = 0, Cy = 0 i réwnanie otrzymanej krzywej zwanej krzywq
tancuchowq ma postac

y = acosh g. (6.8)

Po uwzglednieniu oznaczeri na rysunku [6.1] otrzymujemy

Ty (qx)
= —cosh|=—]). 6.9
y= T (6.9)

Problem 6.2. Wyznaczy¢ parametr a tuku krzywej tancuchowej
y = acosh (f) tuku Gateway Arch, obiektu architektonicznego, ktory
znajduje sie w Saint Louis w USA. Rozpietosé¢ tuku przy podstawie wy-
nosi 192 m (tyle samo co jego wysokosé¢) i jest ksztaltu krzywej tan-
cuchowej. Kazda czeé¢, z ktorej jest zbudowany tuk, to trojkat réwno-
boczny o boku 16,5 m przy podtozu, do 5,2 m w najwyzej polozonym
punkcie. Konstrukcja wykonana jest z dwuplaszczowych moduléw sta-
lowych o przekroju trojkatnym. Wewnetrzny plaszcz ze stali weglowej
grubosci 0,01 m tworzy konstrukcje, natomiast zewnetrzny plaszcz ze
stali nierdzewnej jest wykonczeniem tuku. Nowatorska konstrukcja nie
ma wewnetrznego szkieletu nosnego; moduty sg samono$ne.
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(a)
(b) (c)
(d) (e)
(f) (8)

Rysunek 6.2: Realizacje architektoniczne na bazie krzywej tancuchowej: (a) ogro-
dzenia tancuchowe przy ul. Legionowej w Bialymstoku, fot. E. Kozniewski; (b) most
Grunwaldzki we Wroctawiu, fot. F. Sadowski; (c) wiadukt nad ul. Piastowska w Bia-
tymstoku, fot. E. KoZniewski; (d) przekrycie dworca Keleti w Budapeszcie, fot. E. Koz~
niewski; (e) Gateway Arch w Saint Luis w USA, [22]; (f) most taricuchowy w Buda-
peszcie, fot. E. Omieljanczuk; (g) wiadukt nad Trasa Generalska w Bialymstoku,
fot. M. Kozniewski
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Rozwigzanie. W celu wyznaczenia parametru a dla krzywej tancucho-
wej opisujacej Gateway Arch (i kazdej krzywej opisujacej jakikolwiek tari-
cuch tego typu) najpierw sporzadzamy szkic (rys.[6.3] po prawej stronie).
Po pierwotnym wyznaczeniu warto$ci parametru a rysunek ten mozna
wykona¢ w $rodowisku AutoCAD, positkujac sie arkuszem Excel. Dla
danej rozpietosci i wysokosci tuku krzywej tworzymy dwie kolumny da-
nych. Pierwsza kolumna to warto$ci zmiennej niezaleznej z przedziatu
[0,96], czyli 0 i polowa rozpigtosci tuku (na [6.3] jest rowna 96 m), druga
kolumna to a plus wysoko$¢ tuku (na[6.3) jest rowna 192 m). Zatem do
krzywej y = acosh (f) nalezy punkt o wspolrzednych (96,192). Pod-
stawiajac w zax = 96 1zay = a+ 192, otrzymujemy roéwnanie
a+ 192 = acosh (%) . Réwnowaznie zapisujemy to w postaci

a cosh (%> —a—192 = 0. (6.10)

a

Rysunek 6.3: Generowanie profilu krzywej laiicuchowej w programie AutoCAD:
punkty wyznaczono dla krzywej tancuchowej (6.8) dla a = 38,9216, dla wartosci
10,20, ...,80,90,96 (pierwsza kolumna liczb), obliczajac w Excelu wartosci funkcji
(6.8) (druga kolumna) i odmierzajac je na prostych pionowych wystawionych w punk-
tach o odcietych 10, 20, ..., opr. E. Kozniewski
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Aby znalezé a, rozwigzujemy réwnanie np. metoda bisekcji lub jaka-
kolwiek metoda badz najprosciej w programie Wolfram Alpha (solve).
W naszym przypadku a = 38,9216. Wr6¢my do sporzadzania rysunku
krzywej tancuchowej o danym parametrze a. Ot6z pierwsza sprawg jest
rozwigzanie rownania (6.10)), a w ogolnym przypadku réwnania

b
h{—)—-—a—h= A1
a cos (2@) a 0, (6.11)

gdzie b jest rozpietoscia tuku, a h jest wysokoscia (w Gateway Arch b =
192 m, h = 192 m).

Problem 6.3. Stumetrowy drut wazacy 20kG zwisa 5 m
od poziomej poprowadzonej przez punkty zawieszenia A, B
(rys. . Znalez¢ mnapiecie T w punktach zawieszenia. Wcze-
$niej znajdziemy (poniekad prosty) wzoér obliczania napiecia T.

7 pierwszej zaleznosci z  (6.1) otrzymujemy T 0= - =
cosa = 12
- reta | = Ty /T4 ()R eyl T = To/T+ ()2
Yy =tga

Z (6.8) mamy T = Tm/lJrsinth. A dalej z faktu, ze
cosh®u — sinh?>u = 1, mamy T = T, cosh 2. Poniewaz % = a,
wobec otrzymujemy

T = qy. (6.12)

PrzejdZzmy teraz do rozwigzania zadania: y = h+a jest rzedna punktu B

(rys. [6.1). Aby wykorzysta¢ wzor (6.12), wyznaczmy a. Znamy h =5 m,
q = 0,2 kG/m. Dtugoé¢ tuku krzywej tancuchowej réwna, sie
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Zatem s> = h? + 2ah, a stad a = 522’;2. Zatem a = 502’552 = 247.5 m.

Wracajac do okreslenia napiecia drutu wobec (6.12)), mafny
T=qh+a)=02-(54247,5) kG = 0,2 - 252,5 kG = 52,5 kG.

Majac narysowane odcinki pionowe, rysujemy krzywa spline, taczac ko-
lejno gorne konce odcinkow.

6.2. Zadania

1. Znalez¢ warto$¢ parametru a ksztaltu krzywej tancuchowej Golden
Gate Bridge (rys. . Budowla ma dtugo$¢ 2700 m. Odlegtos¢ mie-
dzy dwoma pylonami wynosi 1280 m. Wysokos¢ pylonéw jest rowna
230 m, w tym wysoko$¢ pylonow, mierzona od jezdni (nawierzchni),
wynosi 152 m.

Rysunek 6.4: Podstawowe wymiary mostu wiszacego Golden Gate Bridge taczacego
San Francisco z Marin County w Kaliforni (USA), wyk. E. Kozniewski na podstawie
[23]

2. Tle metrow sznura/laicucha nalezy zakupié¢, aby moc ogrodzi¢ chod-
nik (z obydwu stron) o dtugosci 10,4 m, a sznur/laicuch ma zwisa¢
swobodnie okolo 55 cm nad ziemia? Ile stupkéw wysokosci 70 cm na-
lezy kupi¢ i jaki rozstaw beda mialy?

3. Rozwazmy ciezki sznur o dlugosci [[m], jego metr wazy klkg|. Jeden
koniec jest umocowany w punkcie M, drugi zas styka A z pozioma
powierzchnig gruntu. Wysoko$¢ punktu M nad poziomem wynosi h.
Wyznaczy¢ naprezenie sznura w punktach M, A [57].

4. Ciezki tancuch, ktorego ciezar na jednostke dlugosci wynosi ¢, zawie-
szono na dwoch kotkach A i B. Réznica wysokos$ci pomiedzy punk-
tem B a najnizszym punktem tancucha W wynosi b, pomiedzy A i W
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wynosi a, dtugo$¢ tancucha od B do W jest réwna [, z kolei od A

do W wynosi a. Oblicz naprezenie (reakcje) tanicucha na kotki oraz
katy, jakie te naprezenia tworza z poziomem (rys. [60].

Rysunek 6.5: Tlustracja do zad. |4, opr. A. Tereszkiewicz

5. Styczne w punktach zawieszenia ciezkiego tancucha o dtugosci s two-
rza z pionem katy «a, 5. Oblicz wysokosé jednego z punktéw zawiesze-
nia nad drugim (rys. [60].

Rysunek 6.6: Tlustracja do zad. |5, opr. A. Tereszkiewicz
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6. Na nieruchomy drazek poziomy, zupeklie gtadki, nawleczono dwa
pierécienie M i N, do ktérych przymocowano korce ciezkiego tan-
cucha o dtugosci 2. Gdyby uktad pozostawiony byl samemu sobie, to
pierécienie M i N zeszltyby sie i tancuch przybralby potozenie pio-
nowe. Aby temu zapobiec, przyktadamy do pierécieni dwie réwne
i skierowane na zewnatrz silty — kazda z tych sit jest rowna cieza-
rowi potowy tancucha. Wyznacz odlegtosci pierscieni w stanie réwno-
wagi [57].

Rysunek 6.7: Tlustracja do zad. @, opr. A. Tereszkiewicz

7. Dwa gtadkie kotki M i N lezg na jednym poziomie. Odleglo$¢ po-
miedzy nimi jest rowna 2c. Zawieszamy na tych kotkach ciezki sznur
(rys. . Jaka powinna by¢ co najmniej dtugosé¢ sznura, aby row-
nowaga bylta mozliwa? (Jezeli sznur bedzie zbyt krotki, to zsunie sie
z kotkow do $rodka) [57].

Rysunek 6.8: Tlustracja do zad. [7} opr. A. Tereszkiewicz

8. Znalez¢ wymiary wybranych dwu budowli opartych na ksztalcie krzy-
wych tancuchowych: mosty, sklepienia, tuki; wyznaczyé parametr
krzywej tanicuchowej i narysowac te krzywa w obydwu przypadkach.






Rozdzial 7

Powierzchnie o szybkim rozbiegu —
brachistochrona w skateparku,
akwaparku 1 na skoczni narciarskiej

7.1. Zagadnienie brachistochrony — przyklad
ekstremum funkcjonalu

Problem 7.1. Niech punkt materialny zsuwa sie¢ bez tarcia pod wpty-
wem sily ciezko$ci po krzywej laczacej punkty A i B (rys. [7.1a). Tak
zwane zagadnienie brachistochrony (gr. brachys — krotki, chronos — czas)
polega na wyznaczeniu spoérod wszystkich krzywych laczacych punkty
A'i B takiej, po ktorej punkt materialny zsunie sie w najkrétszym czasie.

(c) (d)

Rysunek 7.1: Tlustracja zagadnienia brachistochrony: (a) zalozenia do zagadnienia
brachistochrony, opr. E. Kozniewski; (b) punkt materialny zsuwajacy sie bez tar-
cia, opr. E. Kozniewski; (c) rozbieg Wielkiej Krokwi w Zakopanem, fot. S. Kudzma;
(d) skatepark w Sobolewie. Czy tu szybkie zjazdy sa pozadane? Fot. E. Kozniewski
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Jest to pierwsze historycznie zagadnienie rachunku wariacyjnego (1696,
Johann Bernoulli).

Rozwiazanie. Niech y = y( ) bedzie rownaniem krzywej, po ktorej
zsuwa sie punkt materialny (rys. - W uktadzie OXY zgodnie z pra-
wem cigzenia mozemy zapisaé y = 2 , gdzie g oznacza przyspieszenie

242
ziemskie, t czas. Pomnozmy obustronnie przez g i otrzymujemy gy = £ 2t .

Po uwzglednieniu v = gt, otrzymujemy v = +/2gy. Réwnoczesnie po
oznaczeniu przez [ drogi przebytej przez punkt, prqdkoéé chwilowa v wy-

N2dx
raza si¢ v = gﬁ = W wszak dl = /14 (y')%dx). Dostajemy

1+ (y')?
V29y

Czas zsuwania sie punktu jest rowny calce

_ 1 / L+ ()2,
T_\/z_go/,/ T (7.2)

Otrzymujemy czas T jako funkcjonal Jly] = [F(z,y,vy) =
0

dt = dx. (7.1)

= [X d:c Zgodnie z twierdzeniem Eulera punkt ekstremalny prze-
0

strzeni funkcyjnej Clo,q (czyli funkcja) powinien spetnia¢ warunek

OF d OF
— = ———=0. (7.3)
dy  dx oy
Obliczamy pochodng funkcji F(z,y,y") = ~ i/;%/)z wzgledem y (v i ¢
sa stalymi, funkcje F(x,y,y) = \1;;%)2 mozna zapisa¢ w postaci

1+( /)2
F(xvyvy/) = \/% ' \/Lg)

P JITGE (1Y VTP [y
w7,
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1+(y')?

Obliczamy pochodng funkcji F(z,y,y) = o wzgledem ' (y i g
sa stalymi, funkcje F(z,y,vy') = i/;%l)z mozna zapisa¢ w postaci
Fla.y.y) = =T+ )P )
OF 1 <\/7 !
- = 1 + (y/)2> —
9 2y v
1 1 o 1 Y
— . y = .
V29:Y 24/1 + (y')? V299 /14 (y)?

4+ aF / .

h 28 — — &= —Y i podsta-
9y 2yV2gy 7 Oy v 29y(1+(y)?) P
wieniu do ([7.3) otrzymujemy rownanie

Po obliczeniu pochodnyc

L+ (y)? d y

N TN T T B (7.4)

ktore mozemy pomnozy¢ obustronnie przez 1/2¢g i otrzymamy (wczesniej
\/LTQ wylaczamy przed pochodna)

1+ () d Y _
TN TN T )

d y

dx\ [y(1+(y')?)
y iy sy funkcjami zmiennej x. Zatem korzystajac ze wzoru na pochodng
ilorazu (uwzgledniajac pochodna iloczynu funkcji wewnetrznej)

(y(l + (y/)2>)/ _ y/ (1 + (y/)Q) + y - 23// . y//’

Pozostaje do obliczenia pochodna . Tu trzeba pamietac, ze

otrzymujemy
" 1 N2y _ YA+ +y-2y"y")
d yl Y y( + (y ) ) 2\/y(1+(y/)2)
— = ~ ) (7.6)
dz \/y(1 + ()2 y(1+(¥)?)
Licznik sprowadzamy do wspolnego mianownika
p / 2y" (y(1+()*) —y' (' O+ ()*) +2yy'y")
2
“ y o 2\/y(1+(y) ) (77)

dr \Jy(L+ (y)? y(1+(y')?)
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Porzadkujemy licznik licznika utamka i zapisujemy z uzyciem jednej kre-
ski ulamkowe;]

d vy ) - ) - ) - 2(y)Y
dr\/y(1+ (y')? 2v/y(1+ (y)*)y(1+ (v/)?)

Po zredukowaniu dwoch iloczynow 2y(y')2y” w liczniku otrzymany wynik

d y 20"y — (v')* — (v)*

(7.8)

@ — (7.9)
dr \/y(1+ (y)?  2/y(1+ (v¥))y(1 + (¥)?)
wstawiamy do ((7.5)
1+ (y)? 20"y — W) - ) (7.10)

vy 2L+ (y)?)y(L+ (v)?)
Po pomnozeniu obu stron réwnania przez 24/y(1 + (3/)?)y otrzymamy
2y//y _ (y/)2 _ (y/)4
L+ (y)?
Po zapisaniu na wspoélnej kresce utamkowej otrzymujemy
_(1 _'_ (y/)2)<1 _|_ (y/>2) _ 2y//y + <y/)2 + <y/)4
L+ (y)?

Utamek jest rowny zeru wtedy i tylko wtedy, gdy licznik jest rowny zeru.
Zatem, po zredukowaniu wyrazen (y')* mamy

—(1+(y)?) - = 0. (7.11)

~0. (7.12)

—1—(y)* =24y =0. (7.13)

Po przeksztalceniu, ostatecznie otrzymujemy réwnanie rézniczkowe rzedu
drugiego w postaci

v ! 7.14)
1+ ()2 2y (7

W celu rozwiazania rownania (7.14) wprowadzamy nowa zmienna
y" = u(y). Po obliczeniu pochodnej mamy y” = vy’ = wu'. Po pod-
stawieniu otrzymujemy

uu 1 u du 1 2u

=—— <& — =&
1+ u? 2y 1+ u?dy 2y 14+ u?

C

& In(l+u?) = -1 C*eny=mC-In(l+v?) ©y= :
n(1l+ u®) ny+ ny =In n(l+u’) <y T
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7.1. Zagadnienie brachistochrony

W ostatnim réwnaniu podstawiamy wu = ctg¥, gdzie @(x) jest
day
funkcja niewiadoma. Mamy y = £ (1 —cosy). Poniewaz y = 4£
de
iy = ctg?, czyli g—; = %(l—coscp). Po scatkowaniu otrzymamy

= % ¢ —sing) + C}. Z réownosci y(0) = 0 otrzymujemy C; = 0, z kolei
z y(a) = b wynika, ze istnieje stala C, przy ktorej cykloida (rys. [7.2)

x:%(cp—singp)

v =% (1—cosy)

jest rozwiazaniem zagadnienia brachistochrony ( [10] rys. [7.3).

Rysunek 7.2: Cykloida, opr. A. Tereszkiewicz

Rysunek 7.3: Brachistochrona, opr. A. Tereszkiewicz

Brachistochrona jest rownoczesnie tautochrong, |27 tj. krzywa, po
ktorej punkt materialny pod wplywem sity ciezkosci stacza sie do naj-
nizszego punktu krzywej w takim samym czasie, niezaleznie od punktu

startowego na tej krzywej.
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7.2. Zadania

1. Obliczy¢ pole i obwod otworu okiennego, ktorego krawedz jest cyklo-
ida majaca w najwyzszym punkcie wysoko$¢ 4 m. Jak dlugi parapet
nalezatoby zamontowadc?

Rysunek 7.4: Tlustracja do zad. |1, opr. A. Tereszkiewicz

2. Do przekrycia waskich prostokatow uzywamy najczesciej powtok wal-
cowych. Ich przekrdj poprzeczny moze byé¢ kolem, elipsa, parabola,
cykloida, krzywa taricuchowa. O$wietlenie mozna otrzyma¢ przez wy-
konanie swietlikow wzdtuz dtugosci tupiny badz tez dzieki zastosowa-
niu $wietlikow gasienicowych. Obliczyé¢ powierzchnie dachu budynku
o wymiarach 4 x 10 m, ktorego przekrojem poprzecznym jest:

a) krzywa lancuchowa dla a = —6,
b) cykloida dla a = 2.

(b)
Rysunek 7.5: Tlustracja do zad. |2, opr. A. Tereszkiewicz
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3. Obliczy¢ kubature budynku o wysokosci 5 m z zadania

4. Luk cykloidy obraca sie dokota wtasnej osi symetrii. Znalezé pole po-
wstalej przy tym powierzchni. (Taka odwrocona cykloida moze stano-
wi¢ punkt wyjéciowy przy planowaniu skateparkow, a zwlaszcza jump
boxoéw, z profilem wybicia bedacym wycinkiem cykloidy, czyli krzywej
stawiajacej najmniejszy opor toczacemu sie kotu, przez co taki jump
box wybija rewelacyjnie mimo niezbyt duzej wysokosci).

5. Wykorzystujac réownanie brachistochrony i paraboli, opisa¢ model
skoczni narciarskiej.

6. Wyznaczy¢ parametry ¢ i C' dla cykloidalnych krzywych rozbiegu
(rozwiazanie zagadnienia brachistochrony) wybranych dwéch skoczni
narciarskich.

Rysunek 7.6: Schemat skoczni narciarskiej, wyk. E. Kozniewski na podstawie [24]

7. Dane jest okno o wymiarach podanych na rysunku w czterech
wariantach nadproza

| x=r(t—-sint) '
a) cykloidy: { y = r(1— cost ,t €10, 27];
. T =acost
b) tuku elipsy: { y = bsint .t e [0,7);

¢) tancuchowki (krzywej tancuchowej): y = a cosh (f),

d) kablaka, rys.[7.7pb.

Parametr b w podpunktach b)-d) wyznaczy¢ z podpunktu a). Zbadac,
zastosowanie ktorej z krzywych zapewni najwiecej $wiatta dziennego
(tj. w przypadku ktorej krzywej, pole powierzchni zaznaczone na ry-
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sunku jest najwieksze)? Poda¢ roznice w punktach procentowych (%)
w poszczegblnych wariantach w odniesieniu do najmniejszego pola.
Przyjmujemy dane:

a = 0,70 4+ 0,01 - (nr studenta na liscie obecnosci),

h = 2,60+ 0,01 - (nr studenta na liScie obecnosci).

Rysunek 7.7: Projektowane okno: (a) wymiary okna; (b) konstrukcja kablaka o pot-
osiach a = AC, b = BC'. Kolejno konstrukcje 1: trojkat rownoboczny AFC'; 2: okrag
o(C, BC); 3: punkt D jako przeciecie prostej C'F i okregu o(C, BC); 4: punkt G jako
przeciecie prostych BD i AF; 5: punkt I jako przeciecie prostej przechodzacej przez
punkt G i réwnolegtej do prostej C'F' z prostg AC oraz punkt H jako przeciecie prostej
przechodzacej przez punkt G i réwnoleglej do prostej C'F z prosta BC; 6: sklejenie
tukow okregow o(H, HB) i o(1,IQ), ilustracja do zad. [7] opr. E. KoZniewski

Wskazowka. Pole kabtaka (tzn. obszaru ograniczonego kablakiem i
dtuzszy osia) o polosiach a, b wyraza sie

b—a2=v3)\ 1 [av3-0\"\ (a—b2V3

T
Pp=2| 2| 2222V N Ve
b 6 V3 -1 2\ V3-1 2(v/3 — 1)2



Rozdzial 8

Drgania w mechanice budowli

8.1. Wartosci 1 wektory wlasne operatora oraz
diagonalizacja macierzy

Dla operatora liniowego (endomorfizmu) A : X — X okre§lamy war-
tos¢ wlasnag i wektor wlasny operatora. Jezeli I jest operatorem tozsa-
mosciowym (jednostkowym = = Ix) i istnieje taka liczba A i niezerowy
wektor z € X, ze dla operatora A zachodzi

Az = Az, (8.1)

to liczbe A nazywamy wartosciqg wtasng operatora A, natomiast x nazy-
wamy wektorem wtasnym operatora A. W przestrzeni n—wymiarowej nad
cialem liczb rzeczywistych (zespolonych) operator liniowy ma reprezenta-
cje macierzowa. Wtedy zapis Az oznacza iloczyn macierzy A i wektora x.

Twierdzenie 8.1. Dla macierzy A nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1) X jest wartoScia wlasna A,
2) uklad rownan (A — Al)z = 0 ma niezerowe rozwiazanie, (8.2)
3) det(A—A\I)=0.

Wielomian ¢4(A) = det(A — AI) nazywamy wielomianem charakte-
rystycznym macierzy A. W ciele liczb zespolonych wielomian ma n pier-
wiastkow (liczonych z krotnosciami). Dla macierzy

1 2 0
0 2 0 (8.3)
—2 -2 —1

a(A) =det(A—=AI)=—(1=X)(2 =N (1+N).
Operator liniowy jest diagonalizowalny, jezeli istnieje baza w prze-
strzeni, w ktorej jego macierz jest diagonalna.
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Mowimy, ze macierz A jest podobna do macierzy B (A ~ B), jezeli
istnieje macierz nieosobliwa P, taka ze A = PBP~!. Podobiefistwo ~ ma-
cierzy jest relacja rownowaznosciowa, tj. zwrotng (A ~ A), symetryczng
(A~ B — B~ A)iprzechodnia (A~ BAB~C— A~C).

Macierze podobne maja ten sam wielomian charakterystyczny. Rze-
czywiscie, niech A = PBP™! wowczas p(\) = det(A — X) =
= det(PBP™' — XI) = det(PBP™' — APIP™') = det P(B — \[)P~! =
= det Pdet(B — M) det P~! = det(B — M) = ¢g(\).

aii A1in
Moéwimy, ze macierz A = oo, jest diagonalizowalna,
Unl Gy
by -+ 0
jezeli jest podobna do macierzy diagonalnej B = | : . =
0 - bun

= diag(bi1, b2z, - - -, bun)-
7 identycznosci wielomianow charakterystycznych dwu macierzy nie wy-
nika diagonalizowalno$¢ obu z nich. Jako przyktad mozna wzia¢ macierze

100 111
I=1010],A=10 1 1.
00 1 00 1

Prawdziwe jest

Twierdzenie 8.2. Macierz An x n (A € R™ ™) jest diagonalizowalna
wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) jej wielomian charakterystyczny ma n pierwiastkow (liczonych z krot-
nosciami);

(b) dla kazdej wartosci wlasnej macierzy A mozna wybraé tyle wektorow
wtasnych, ile wynosi krotnos¢ tej warto$ci wtasnej jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego.

Ponadto, jezeli vy, vs, . .., v, s liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi
macierzy diagonalizowalnej A odpowiadajacymi jej wartosciom wtasnym
A1, A2, ..., An, (niekoniecznie réznym), to macierz P = [vivy...0,]
jest macierzg ustalajgca podobienstwo pomiedzy macierzami A oraz
diag()\l, Aoy, /\n), tj. P 1AP = diag()\l, Ao, ... 7/\n) (lub A =
= Pdlag()\l, )\2, c. 7)\n)P_1)-
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N Ot =~
N DN DN

)
Przyktad 8.1. Dokonaé¢ diagonalizacji macierzy A = |4
2

Rozwigzanie. Najpierw znajdujemy wartosci wlasne macierzy, tj. po-
szukujemy niezerowych rozwigzan réwnania (A — Al)x = 0. Ma by¢
det(A — \I) =
5—A 4 2
Obliczamy wyznacznik macierzy 4  5—-A 2
2 2 2—A

5—-\ 4 2
4 5-X 2 [=—-(A-1>%*AN-10)=0.
2 2 2-)

Otrzymujemy wartosci wtasne i ich krotnosci algebraiczne \; = 1, k; = 2;
)\2 - ].0, ]{32 - 1
Niech \y = 1. Za A w r()wnaniu — M)z =0 po
5—1 4 0
wigzujemy uktad 4 5-—-1 0
2 2 2 -1
Przeksztalcamy macierz rozszerzona ukladu (operujac na wierszach)

odstawiamy 1 i roz-

4 4 210 44207 , 11 Lo
4420 +———1]oo0oo0jo| < 0oo00]0
22 1|0 o u, L0000 000|0
Otrzymujemy r(’)wnanie 1+ 29+ 1333 = 0. Podstawiajac z3 := a, x9 := 3
mamy r, = —f — a To = [, x3 := a, czyli
B — 3a o —1
I5; =p| 1|+5 | 0].Mamydwa wektory liniowo niezalezne
o 0 2
-1 -1
vy = 1], v = 0| . Rozpinaja wiec przestrzen dwuwymiarowa,
0 2

zatem krotnosé geometryczna jest rowna n; = 2.
Niech Ay = 10. Za A w réwnaniu (A — A\)z = 0 podstawiamy 10
5—10 4 2 T 0
i rozwiazujemy uktad 4 5—10 2 zo| = |0].
2 2 2—-10]| |3 0
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Przeksztalcamy macierz rozszerzona uktadu (operujac na wierszach)

[ —5 4 2 O _1 _1 4 O w3+2w1 —ws
4 —5 2|0 | e 4 —5 210 | etwiowz,
2 2 -81]0 810
[ -1 -1 4]0 ] I —1 410
3 -6 60 S 1 —2 210 Jrztunrwa,
| 0 000 ] 0 0 00
[ -1 -1 4]0, —1 ~1 4|10 ] cwnswn [ 11 —4]0
0 —3 6|0 [ —1 200 |22l 01 —2]0
| 0 000 ] 0 0 0|0 00 00

Otrzymujemy uktad réwnan

Po podstawieniu za x3 := « i rozwigzaniu otrzymujemy z; := 2aq,
2
To = 2a 1 x3 = «. Mamy jeden wektor liniowo niezalezny « |2|.
1
2
Mamy wiec v3 = |2|. Stad krotnosé geometryczna n, = 1. Macierz
1
-1 -1 2
P = [vjvgus] = 1 0 2 | diagonalizuje macierz A. Aby to
0 21

sprawdzi¢, wyznaczymy najpierw macierz odwrotnag do macierzy
[ -1 —1 2

1 0 2

0 21
Zastosujemy metode eliminacji Gaussa:

1 —1 21 0 0] —wiow [1 1 —2|-1 0 0
1 0 2|0 1 o™=l —1 4| 1 1 0] &afwe—w,
0 21|00 1 0 2 1| 00 1
1 0 2]/0 10 1 02010
0 —1 4|1 1 0| &ef2wezws |\ g 1 4011 1 0
0 210 0 1 0 092 21
-wl_%ziB_)wl
—wo+sw3z—wsa 4 5 2
N PRI
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NelloNel i al] V)

Otrzymujemy macierz P~t = | —

ONXO O |

5
1

s 7 '§
Sprawdzamy poprawnos¢ wyznaczenia
pomnozenie:

odwrotno$ci macierzy przez

Rel el Nl [N

ONO O [~

-1
1
0

N O =

2 1 00
21=1(010
1 0 01

OO = Ut

Na koniec sprawdzamy, czy rzeczywisdcie macierz P diagonalizuje A. Re-
alizujemy to przez pomnozenie

4 5 2

I I 1 A | R
2%2222 0 21

9 9 9

-5 2 =207 -1 -1 2 10 0 A 000
= - -1 2 1 02]=(01 0l=|0 X O
%%%8 0 21 0 0 10 0 0 X

8.2. Zwyczajne réwnania rézniczkowe liniowe rzedu
drugiego

a) Drgania mechaniczne swobodne. Niech na punkt materialny
o masie m (m > 0) dziala sila sprezysta proporcjonalna do odchy-
lenia = (z(t) jest funkcja czasu t) i skierowana zawsze ku punktowi
rownowagi O. Oznaczajac wspoOtczynnik proporcjonalnosci przez k,
na podstawie praw mechaniki zapisujemy

dx
Rownowaznie mozemy zapisac
2x
m— + kx = 0. (8.5)

dt?

W innych notacjach przedstawiania pochodnych mamy réwnowazne
zapisy rébwnania

mi+kr=0 lub mz"+kz=0. (8.6)
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Mozemy jeszcze réwnanie przedstawi¢ w postaci
k
2+ —x=0. (8.7)
m

Jest to rownanie rozniczkowe lintowe rzedu drugiego jednorodne o sta-
tych wspoétczynnikach.

b) Drgania mechaniczne ttumione. Zalozmy teraz, ze na punkt ma-
terialny o masie m oprocz sily sprezystej dziata sita oporu osrodka
proporcjonalna do predkosci —/\‘(‘Z, gdzie A\ jest wspotczynnikiem
oporu. Otrzymujemy wowczas

d’x dx
AL P .
m x o (8.8)
czyli
A k
' —i— z' + e 0. (8.9)

¢) Drgania mechaniczne wymuszone. Mozemy rozwazy¢ takze sy-
tuacje, w ktorej dziata dodatkowa sitla f(t) wymuszajaca drgania.
Otrzymujemy wtedy rownanie niejednorodne

"+ )\x +%x = f(t). (8.10)

8.3. Rownania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego
o wspoélczynnikach stalych

Aby rozwiazaé¢ zagadnienia ruchu drgajacego, przypomnimy sposob
rozwigzania roéwnania roézniczkowego liniowego rzedu drugiego o wspo6l-
czynnikach stalych i niewiadomej funkcji y(z), ktore zapisujemy w po-
staci

y' +py +aqy = f(z), (8.11)
gdzie p,q sa danymi liczbami (stalymi) rzeczywistymi, f(x) jest dana
funkcja ciagta. Rownanie jednorodne réwnania (8.11)) ma wowczas postaé

v+ py +qy = 0. (8.12)

Najpierw wyznaczymy tzw. uktad podstawowy calek réwnania (8.12)),
ktory jest baza przestrzeni liniowej stanowigcej rozwigzanie roéwnania
(8.12). Catek tych bedziemy poszukiwa¢ w postaci funkcji wykladniczej

y=-e". (8.13)
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Obliczmy 3 = re’™®, 3" = r2e™. Po podstawieniu mamy
r? +pr+q=0. (8.14)

Roéwnanie kwadratowe (8.14) nazywamy réwnaniem charakterystycznym
dla rownania (8.12). Wowezas A = p? — 4q. Mamy trzy przypadki:

— Przypadek A > 0. Rownanie ma wéwczas dwa rozne pierwiastki
rzeczywiste ri i ro. Latwo sprawdzi¢, ze funkcje yi(x) = €™ oraz
y2(x) = €™ stanowia uklad podstawowy calek (obliczamy wroniskian

DICHIETICHN N - _— .
Wi(x) = , ktory powinien by¢ rézny od zera). Istotnie,
= @) ale) )
eT’lx 67"2$ 1 1
‘1/ — J— 11X ,T2T — T ,T2T _
(fL‘) rie"t  pye2® ee T T e-e (Tl TQ) 7é 0,

wszak 1 # 1.

Calki szczegodlne rownania (8.11) mozemy znajdowac¢ metoda przewi-
dywan lub metoda uzmienniania statych.

Przyklad 8.2. Znalez¢ rozwigzanie ogolne rownania y” + 3y’ + 2y = 0.

— Przypadek A = 0. Roéwnanie ma wowczas jeden pierwiastek rzeczy-
wisty podwojny ry. Latwo sprawdzié, ze funkcje yi(z) = €% oraz
y2(x) = we'™® stanowia uktad podstawowy calek (sprawdzamy, ze
yo(x) = xe™* jest calka szczegolng i obliczamy wronskian).

Przyklad 8.3. Znalez¢ rozwigzanie ogolne rownania y” + 2y’ +y = 0.

— Przypadek A < 0. Rownanie ma wowczas dwa rézne pierwiastki ze-
spolone sprzezone r1 = o + 511 ry = a — fi. Wowcezas okazuje sie,
ze funkcje postaci y;(z) = e**sin Sz oraz ys(x) = e** cos fx stano-
wia uklad podstawowy catek (sprawdzamy, ze sa to calki szczegdlne
i obliczamy wronskian).

Przyklad 8.4. Znalez¢ rozwigzanie ogolne rownania y” + 4y = 0.

Przyktad 8.5. (sformutowanie zadania: prof. C. Miedzialowski na pod-
stawie [52]) Rozpatrywany jest budynek obciazony poziomo. Uklad sta-
tyczny ztozony jest z dwoch pasm umownie rozcietych wzdtuz przekroju
pionowego (rys. [8.1)). Niech T'(z) oznacza sume sil tnacych (sile tnaca)
dzialajaca wzdluz przekroju poprzecznego (rys. [8.1)). Sita T'(z) spelnia
nastepujace rownanie rozniczkowe [52]

T"(2) — T (2) = —B(2), (8.15)
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: 2 p2 P _ P2 p1 _ _ _p2
gdzie o” = <E2F2 ElFl)7 6(2) o <E2F2 E1F1> 2T P5P T BR

—%, przy czym FE; — modut Younga, F; — przekroj, p; — obciazenie,

i = 1,2. Warunki poczatkowe maja posta¢ 7(0) =0, T"(H) = 0.

Rysunek 8.1: Uktad statyczny zlozony z dwoch pasm (opr. E. Kozniewski na pod-
stawie [52])

Rozwiazanie rozpoczyna si¢ od zapisania réwnania zgodnie z (8.12))
T"(2) — a®T(z) = 0. (8.16)

Rozwiazanie ogolne rownania (8.16) ma postac

T*(2) = 1™ + coe™ . (8.17)
Znajdzmy rozwigzanie szczegélne (8.11), przyjmujac Ti(z) = az.
Stad T.(z) = a, T/(z) = 0. Po podstawieniu do (8.15) otrzymujemy
—a?az = —pz & —a2a = —p <> a = 17, Zatem rozwigzanie ogolne

rOwnania niejednorodnego ma postac

T(z) = c1e™ + coe” ¥ = prd (8.18)

Po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych otrzymujemy c; + co = 0,
crae — cyae™H L7 = 0. Rozwigzujac uktad rownai, otrzymujemy:

— — — —_p — p
C2 = —C1, C1 = PBleaHyje—amy 7 C1 = ool ooty €2 = F(call fo—aly-
. . xz -z o . . . .
Zwazywszy, ze cosh(x) = ¢E— (definicja kosinusa hiperbolicznego),
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wartosci ¢; 1 co mozemy zapisaé ¢, = W’M, Cy = WM Zatem

T(z) = WM% (e — e %)+ L5z, czyli (jako rozwigzanie ostateczne)
—p . p

T(z) = ——————sinh(az) + =2z = 8.19

(2) a3 cosh(aH) (a2) a? (8.19)

p 1 .
== (z— —————sinh .
a? (z acosh(aH) o (az))

8.4. Problem drgan w zagadnieniach mechaniki
budowli

Drgania konstrukcji o n stopniach swobody opisane sa réwnaniem
ruchu postaci [53]

Mq"(t) + Cq'(t) + Kq(t) = F(¢t), (8.20)

z warunkami poczatkowymi ¢(0) = qo, ¢'(0) = ¢, gdzie:

M, C, K — odpowiednio macierze mas, ttumienia i sztywnosci,
q"(t),q(t),q(t) — odpowiednio wektory przyspieszenia, predkosci i prze-
mieszczen uogoélnionych,

F(t) — obciazen zewnetrznych.

Przyjmujac z prawej strony wektor zerowy, otrzymamy ttumione drgania
swobodne uktadu (konstrukeji):

Mq"(t) + Cq'(t) + Kq(t) = 0. (8.21)
Rozwiazania przewidujemy w postaci
q(t) = ue™, (8.22)

gdzie u i A sa stalymi (ogdlnie zespolonymi). Zgodnie z (8.21]) otrzymu-
jemy rOwnanie postaci

MMN+CON+ K =0. (8.23)

Po wyzerowaniu macierzy ttumienia C' otrzymujemy niettumione drgania
swobodne uktadu
Mq"(t) + Kq(t) = 0. (8.24)

Jest to uktad jednorodnych réwnan rozniczkowych o statych wspoélezyn-
nikach. Rozwigzanie przewiduje sie w postaci

q(t) = qq sin(wt), (8.25)
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gdzie:

q. — wektor amplitud zwany tez wektorem postaci drgari,
w — czestosé kotowa [rad],

[ = 5= — czestotliwose [Hz],

T = 4 — okes [s].

Po dwukrotnym zrézniczkowaniu

q"(t) = —w?q, sin(wt), (8.26)
i podstawieniu do (8.24)) otrzymujemy

(K —w’M)q, = 0. (8.27)

Podstawiajac A = w?

standardowy)

, mamy liniowy uog6lniony problem wtasny (nie-

(K — AM)g, = 0. (8.28)

Rozwiazuje sie go przez wyznaczenie wielomianu charakterystycznego,
obliczenie wyznacznika det |K' — AM| = 0 i rozwiazanie réwnania. Jed-
nakze jest to niewygodne i warte zastosowania jedynie w przypadku ma-
tych uktadow. Uogolniony problem wtasny rozwiagzuje sie, sprowadzajac
go najpierw do standardowego problemu wtasnego postaci

(H — AD)Y =0, (8.29)

gdzie:

H — macierz symetryczna,

I — macierz jednostkowa,

Y — wektor wlasny,

A — wartosci wlasne macierzy H.

Mnozac réwnanie przez M~ otrzymamy

(MK — \I) g, = 0. (8.30)
Po podstawieniu ¢, = (L7)™'Y w réwnaniu (8.30)) otrzymujemy
(M7'K = XI) (L") 'Y =0. (8.31)

Przyjmujac M = LLT i uwzgledniajac rownos¢ M1 = (LLT)™! =
= (LT)7'L7, mamy

(") LK (L) = A (L)) Y =0, (8.32)
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Jeszcze raz mnozymy przez LT od prawej strony i otrzymujemy
(L7 (@) L ()T = AT (2 ) Y = (8.33)
Po przeksztatceniach upraszczajacych mamy LT (LT)_1 =[] '=L7"
(LK (L7) " = A1) Y =0, (8.34)

a po podstawieniu H = L™1K (LT)_1 otrzymujemy (8.29)), gdzie H jest
macierza symetryczng, wszak H? = H.

8.5. Triangularyzycja Banachiewicza — Choleskiego

Poniewaz macierz M 'K omawiana w rozdziale nie jest syme-
tryczna, chociaz M jest symetryczna, symetryzacji macierzy dokonuje
sie przez triangularyzycje Banachiewicza — Choleskiego. Jezeli macierz
A jest symetryczna oraz dodatnio okreélona (XTAX) > 0 dla kazdego
X takiego, ze X # 0, to istnieje macierz dolna trojkatna L taka, ze
A=LL".

Metoda Choleskiego polega na zastapieniu jednego uktadu réwnan
o n niewiadomych opisanego macierza pelna

AX=B& (LLI"X=B& LL'X)=B& L'X=YiLY =8B
(8.35)
dwoma ukladami réwnan rowniez o n niewiadomych, ale za to opisanymi
macierzami tréjkatnymi
L'X =Y, (8.36)
LY = B. (8.37)

Macierz L wyznaczamy wedlug wzoréw

i—1

Li = y|au— > 12, i=1,2,...,n,

=i (8.38)
l]z = (aji Z l]klzk) ll , J=12 i—1

k=1 !

A=12 5 3|,B=|3]. (8.39)
2 3 6 2
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Rozwigzanie. Przedstawiamy A = LLT. Korzystajac ze wzorow (8.38))

i=2: lp=v5—-12=2, Iy = 254 =1, (8.40)
i=3: lyy=v6—-1-1-1-1=2

4 2 2 2 0 0f (2 11
otrzymujemy ostatecznie rozktad |2 5 3 = (1 2 0] |0 2 1
2 36 11 2110 0 2

Dla matego uktadu rownan mozna dokonac¢ rozktadu, nie postugujac sie
wzorami (oczywiscie nie mozemy wtedy mowi¢ o wykorzystaniu
tego schematu w algorytmach komputerowych). Mnozymy macierze

i liz s

0l los

lihu 0 0 4 2 2
l31 I3 33 2 3 6
l%1:4—>l11:2;
liy -l =2—=1l=1;
hi-liz=2—=1li3=1;
loy 1y =2 = Iy = 1;
l21'112+l%2:5—>1'1+l§2:5%l22:2;
lgl'l13+l22'l23:3—>1'1+2'l23:3—>l23:1;
l31 -l =2 =131 =1;
l31‘112+132'122:3—>1'1—|—l32'2:3—>132:1;
Isg - lis 4130 log+ 135 =3,1-14+1-1+13,=6—l33=2,

czyli mamy

ot
w

4 2 2] [ 4 2 0 0][2 11 T 4

2 5 3| || = |3] & 1 20]0 21 | = [3] &
2 3 6] |3 2 11 2{(0 0 2 T3 2

[2 0 0] 2 1 1] [ 4 2 1 1] [= n
1 20 0 2 1 ) = (3] & [0 2 1 To| = (Y21,
11 2 00 2| |3 2 00 2| |z3 Y3
(2 0 0] [w 4]

1 2 0] [y2] =3

_112__y3] 2
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Otrzymaliémy wiec dwa uktady réwnan

2 1 1 s} U1
02 1| |z2] = |u2], (8.41)
00 2 XT3 Ys
12 0| |p] =13]. (8.42)
11 2| |y 2

Najpierw rozwigzemy drugi z uktadéw, znajdujemy y; = 2 z pierwszego
réwnania, 4o = % z drugiego réwnania, podstawiajac za y; = 2, y3 = }L

z trzeciego rOwnania, podstawiajac za y, = 2, ys = %, ostatecznie mamy:

2y =4 () 2
y1+2y2 =3 < |y2| = : (8.43)
Y1+ Y2+ 2y =2 Y3 _—}l
Y1 2]
Potem, po podstawieniu za Y = |y | = % , TOZWigzujemy pierw-
Y3 —}l |
2 1 1| |x 2 To+ X3 =2
szy uktad, tzn. {0 2 1| |zo| = % ,czyli ¢ To + 13 = %
0 0 2| |x3 —}L 2r3 = —%
Teraz zaczynamy od ostatniego roéwnania 2z3 = % — x3 = —%, pod-
stawiajac za r3 = —% w drugim rownaniu otrzymujemy 2z, — % =
= % —xy = 1%, podstawiajac za r3 = —% oraz za Tp = 1% otrzymujemy
2x1 + 1% — % =2 = g—g. Zatem rozwigzanie uktadu (8.39) ma postac
_ 29 _ 5 _ i
371—@,3?2—1—6,333——@

Gdy macierze M i K sa symetryczne, mozemy postuzy¢ sie wla-
énie metoda Banachiewicza. Po dokonaniu rozktadu M = LL” jest to
mozliwe, poniewaz zwykle w zastosowaniach, zwlaszcza w metodzie ele-
mentéw skoniczonych, macierz M jest symetryczna i dodatnio okreslona.
Zapisujemy najpierw

Mt =(LL")y ' = (L") 'L (8.44)
Znajdujemy H macierz podobng do M 'K

LTMflK(LT)fl — LT(LT)flLflK(LT)fl —

— LflK(LT)fl — LflK(Lfl)T = H. (845)
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Macierz H ma wiec takie samo widmo (zbior wartosci whasnych) jak
MK.

Warto zauwazy¢, ze dla dowolnej macierzy B macierz BBT jest sy-
metryczna i je§li B jest nieosobliwa, to BB’ jest dodatnio okreslona.
Sprawdzmy to:

1. Czy (BB")T = BB*? Poniewaz (UV)" = VTU”, mamy (BBT)T =
= (BT)TBT = BBT. Zatem macierz BB” jest symetryczna.

2. XT(BTB)X = (BX)"BX = |BX|> > 0 dla X > 0. Macierz BT B
jest wiec dodatnio okreslona.

Uwaga ta pozwala uzyska¢ przyklady macierzy rozktadalnych metoda
Banachiewicza — Choleskiego.

8.6. Zadania

1. Dokonaé¢ diagonalizacji macierzy lub wykazaé¢, ze macierz nie jest

diagonalizowalna: i
3 o 21 0 1 0 4
a) 411; )| -6 1 —61|; j) [0 3 0];
. | -3 1 -1 1 01
3 2 (3 4 11
0|4 5] 905 1) 904
(2 10 1 00 -1 0 -1
) |0 3 1 hy [0 2 1 |; 1) 32 3/|;
|0 0 2 00 2 -3 0 1
2 —1 1 s 1 2 0
d) 3 -2 -3 ;1){03], m) 0 2 0
-1 1 2 -2 -2 -1
1 -1 —1
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111
2. Sprawdzi¢, ze , 10 1 1| nie sa podobne, mimo ze maja
001 0 01

te same wartosci wlasne.

;o o
3. Niech A i B beda macierzami obrotu { v rcosamysna

Yy = rsina + ycos «
wiednio dla o = 7 1 a = 7. Czy sa to macierze podobne?
4. Dokona¢ triangularyzacji metoda Banachiewicza — Choleskiego ma-

odpo-

cierzy:
4 =2 2 2 1 31
a) | —2 2 2 |; b)[l 2]’ C){l 21
2 2 14
i rozwigzaé¢ odpowiednie uktady réwnan:
4 =2 2 X —6
a)y | -2 2 2 Ty | = 4 |,
2 2 14 X3 0
, 2 1 T . 3 .
o (T (n )=
s 3 1 T . 4
o152 n]-)
5. Znale7¢ rozwigzania réwnan:
a) o+ Lz =0; b) x”+%x’+%x=0.
6. Rozwiaza¢ rownania rézniczkowe:
a) y"' =3y + 2y =0; d) ¥’ — 4y = 0;
b) ¥ + 3y =0; e) v + 4y + 4y =0;
c) y' —2y +2y=0; f) " — 6y + 9y = 0.
7. Rozwi@za(’: roOwnania rézniczkowe z warunkiem poczatkowym:
a) v =3y +2y=0, y(0)=1,4(0)=3;
b) y" =3y +2y =3z, y(0)=1y (0) 3
c) y”+3y =0, y(1 )=1,y’( )=—
d) y”+3y—62$ y(1)=1,y(1) =
e) ¥ —2 +2y =0, y(r/d)= 17y’(7r/4) = =2
) " =2y +2y=1, y(n/4) =1y (7/4) = -2
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g) v —4y=0, y(r/4) =1y (r/4) =-2;

h) o' —dy =8z +4, y(r/4) =1,y (1/4) = -2
i) v +4y +4y =0, y(0)=1,9(0)=2;

)Y +4y +4y =7, y(0)=1,4(0) =2

k) " =6y +9y =0, y(0)=1,9(0) =2

) v/ — 6y +9y =cosz, y(0)=1,9(0)=

8. Rozwiaza¢ rownania rozniczkowe z warunkiem brzegowym:
y' =3y +2y=0, y(0)=1y(1) =23

=
~—

b) ¥ =3y +2y =3z, y(0)=1y(1)=3;

c) ¥ +3y =0, y0)=1y(1)=-3;

d) y"+3y =e*, y(0)=Ly(l) =-3;

e) v =2y +2y=0, y(0)=1y(r/4) =-2;

—
/N

y' =2y +2y=1, y(0)=1y(r/4) =—2;
y'—4y =0, y(0)=1y(r/4)=-2
y'—4dy=8x+4, y(0)=1y(r/4) =-2;
y'+4y +4y =0, y(0)=1y(1) =2

y' Ay + Ay =€, y(0) =1,y(1) = 2
y' =6y +9y =0, y(0)=1y(1)=2;

y' — 6y +9y =cosz, y(0)=1y(l)=2.

— e = BT 0R
S N N N N N N N N e e

Wskazéwka. O rownaniach ruchu drgajacego mozna przeczytaé np. pod
adresem: http://www.ftj.agh.edu.pl/ wierzbanowski/R_Harm(7).p
df| [59).


http://www.ftj.agh.edu.pl/~wierzbanowski/R_Harm(7).pdf
http://www.ftj.agh.edu.pl/~wierzbanowski/R_Harm(7).pdf

Rozdzial 9

Opis pola wilgotno$ci 1 ksztaltu
membrany — zagadnienia brzegowe
rozwigzywane metoda Ritza

9.1. O przyblizonych metodach rozwigzywania
réwnan rozniczkowych czastkowych [29]

Rownania rézniczkowe czastkowe mozna rozwiazywaé nastepujacymi
metodami: charakterystyk, rozdzielania zmiennych, przeksztatcen catko-
wych, konforemnych, potencjatéw, funkcji Greena, réznicowymi, a takze
metodami: Ritza, Kantorowicza, Galerkina [29).

9.1.1. Metoda Ritza

Niech ¢1, @9, @3, . . . bedzie ciagiem liniowo niezaleznych funkcji, ® zas
przestrzenia m-wymiarowa, okreslong jako zbiér wszystkich kombinacji
liniowych

Um = > Mo, (9.1)
k=1

gdzie A\ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Zauwazmy,
ze ciag w1, P2, ..., Pm jest baza przestrzeni O.

Wyznaczanie przyblizonego rozwigzania zagadnienia brzegowego o
jednorodnych warunkach dla réwnania rézniczkowego metoda Ritza po-
lega na poszukiwaniu minimum funkcjonatu J{u|, dla ktorego dane row-
nanie rézniczkowe (warunek Eulera) jest warunkiem koniecznym opty-
malnosci. Warunek Eulera dla funkcjonatu

Ju] = /// F(x,y, z,u, uy, uy, u,)dedydz
0

. OF 0 OF 0 OF 9 OF
ma postac Em 9z Ous dy Ouy 0z Ou

Ju] = // F(x,y,u, ug, uy)dzdy,
D

= 0, a dla funkcjonatu
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. OF d OF 9 OF __
ma postac¢ G- — - Dus ~ Dyouy — 0.

Owego minimum poszukujemy w m-wymiarowej przestrzeni P, tj.
min J [y, ].
(Ak)

W zaleznosci od rzedu réwnania rézniczkowego oraz od warunkow

brzegowych funkcje beda spetniaé:

a) dla zagadnienia Dirichleta
Vpes Vi rlp =0, (9.2)

b) dla zagadnienia von Neumanna

Iy,
Vpes Vi —| =0, (9.3)
< on |p

gdzie S jest powierzchnig ograniczajaca obszar w, w ktérym poszu-
kujemy rozwiazania, P jest punktem powierzchni S.

W przypadku niejednorodnych zagadnienn Dirichleta i Neumanna przy-
blizone rozwigzanie przedstawiamy w nastepujacy sposob:

w; = 900+wm7

gdzie 1, jest funkcja postaci zlozona z elementow ¢y, przy czym
i spetniaja odpowiednie warunki brzegowe jednorodne, natomiast ¢
spetnia warunek niejednorodny.

Przy rozwiazywaniu zagadnien brzegowych wygodnie jest wprowa-
dza¢ wielowskaznikowa notacje elementow bazy przestrzeni @ (dla dwu
zmiennych — dwuwskaznikowa, dla trzech zmiennych — trojwskazni-
kowa itp.).

Przyklad 9.1. (Zagadnienie wymiany masy i ciepla)

Wyznaczymy stacjonarne pole wilgotnosci w(x,y) w ciele porowatym

o ksztalcie nieskoriczenie dtugiego graniastostupa o przekroju kwadra-

towym, gdy dana jest stata w czasie wilgotnos¢ scian bocznych.
Funkcja w(zx,y) spetia rownanie Laplace’a w obszarze

Q= (O,CL) X (O,CL)

Pw  Pw

—+—=—=0 9.4
0x? * Oy? (94)
oraz warunki brzegowe
W
w(0,y) =0,  wla,y)=—y, daye(0,a), (9:5)
a
Wo

w(z,0) =0, w(x,a) = — dla z € (0,a), (9.6)
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gdzie Wy > 0. Dla funkcjonatu o nastepujacej postaci

o= [ (%)« (%) |wwr 0n

rownanie (9.4) jest warunkiem koniecznym optymalnosci. Rozwiazujac
sformutowane zagadnienie brzegowe metoda Ritza, dokonujemy aproksy-
macji funkecji wyrazeniem postaci

wyN(T,y) = po(T,y) + Z Z Amn@mn (T, Y). (9'8)

m=1 n=1

Funkcja ¢o(z, y) musi spetnia¢ warunki brzegowe (9.5) i (9.6), a pmn(z,y)

spelnia zerowe warunki brzegowe. Przyjmujemy

wo(z,y) = %xy, (9.9)
Cmn(x,y) = 2™y (2 — a)(y — a), (9.10)

wspotezynniki A, dobieramy za$ tak, aby funkcjonal

ot = [ [(292) (22 |ty o

osiggal minimum.
W dalszych obliczeniach ograniczamy sie do rozwiazania postaci (M = 1,
N=1).

W,
wr(z,y) = a—zoazy + Anzy(x —a)(y — a), (9.12)

a wiec do wyznaczenia wspotczynnika A;;. W obliczeniach mozna
wykorzystaé¢ program Wolfram Alpha, obliczamy pochodne czgstkowe
(rys. 9.1]).
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Rysunek 9.1: Obliczenie pochodnych czastkowych, wyk. E. Kozniewski

Podnosimy do kwadratu obliczone pochodne czastkowe, sumujemy i roz-

wijamy (rys.[9.2).

Rysunek 9.2: Rozwiniecie kwadratéw pochodnych czastkowych, opr. E. Kozniewski
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W wyniku obliczenia catki (9.7) dla wq; otrzymamy funkcje F' zmiennej
Aqq postaci

Funkcja ta osigga ekstremum dla Ay = 0. Zatem wy(z,y) = %xy
— Yo

jest rozwiazaniem zagadnienia brzegowego. Stad funkcja w(w,y) = “fry
opisuje stacjonarne pole wilgotnosci.

Przyklad 9.2. (Zagadnienie z mechaniki — ZM)

Membrana w ksztalcie trojkata foremnego o wysokosci a > 0 jest réwno-
miernie obcigzona. Znajduje si¢ ona w stanie statycznym, przy czym jej
brzeg potozony jest w ptaszczyznie z = 0.

Rysunek 9.3: ZM, wyk. E. Kozniewski

Odksztalcenie membrany z(x,y) spelnia w obszarze

D= {(x,y) cz€(0,a),y € (—%%)} (9.14)

rownanie Poissona o o
z z
gz gz__ P (9.15)
ox?  Oy? T
gdzie p > 0 oznacza ci$nienie wywierane przez obcigzenie membrany,
T — napiecie membrany, przy czym na brzegu obszaru D funkcja z(x,y)

przyjmuje wartos¢ zero.
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Dla funkcjonatu

dy p dx (9.16)

02\ > 02\ > P
[(%) *(@) —rF

rownanie (9.15) jest warunkiem koniecznym optymalno$ci. Rozwiazujac
sformulowane zagadnienie brzegowe metoda Ritza, dokonujemy aproksy-
macji funkcji wyrazeniem postaci

M N

m=1 n=1

Funkcja @, (2, y) musi spelnia¢ warunki brzegowe (9.14). Przyjmujemy
wiec nastepujaca posta¢ wielomianowa funkcji

Crn(T,y) = (2% = 3y%) (& — a)™y*" > (9.18)

Wspoétezynniki A,,,,, dobieramy tak, aby funkcjonat

xT

a V3
J[ZMN]:/ / 2w 2—|— Dzyn 2—2£zMN dy p dx
ox Ay T
0
(9.19)

osiggal minimum w danej klasie funkcji. W dalszych obliczeniach ogra-
niczamy sie do rozwiazania przyblizonego postaci (dla M = 1, N = 1)

2 (z,y) = A (2 — 3y?) (2 — a), (9.20)

a wiec znalezienia tylko jednego wspoétczynnika A;;, w ktérym mozemy
opuéci¢ indeksy i zapisa¢ go jako A. Pochodne funkeji wyzna-
czymy w §rodowisku Wolfram Alpha. Dla uproszczenia pomijamy chwi-
lowo wspotczynnik A, ktory jest stala.



9.1. O przyblizonych metodach rozwigzywania réwnan. .. 131

Rysunek 9.4: Obliczenie pochodnych czastkowych w $rodowisku Wolfram Alpha,
wyk. E. Kozniewski

Podnoszac do kwadratu pochodne czastkowe funkcji, otrzymamy
(rys. 9.5

Rysunek 9.5: Rozwiniecie sumy kwadratéw pochodnych czastkowych w §rodowisku
Wolfram Alpha, wyk. E. KoZniewski
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Uwzgledniajac dodatkowo réznice
(odjemng 2 A (z* — 3zy? — az’® + 3y?a)), wyrazenie pod calka przyjmie
postac

A? (4@2:1:2 + 36ay? — 12a2® — 60axy® + 92* + 182%y*+
+ 9y4) — Z%A (ZL‘3 — 3xy? — az? + 3y2a) .

Woéwcezas catke liczymy nastepujaco
r Ozmn ? Ozun ? p
J = — 2=
[znn] / [ ( D7 ) + ay TAMN
0

[Az (4a2x2 + 36a%y* — 12a2® — 60axy® + 9zt + 1822%y* + 9y4) —

dy p dr =

&\H\a\s
S

— Q%A (:)33 — 3xy? —azx® + 3y2a)] dy}dx.

Po obliczeniu catki (9.19) otrzymamy

8a 4a’p

J[z11] = F(A;) = —=A ——— Ay, 9.21
ul = FlAw) = oAb+ 2 hAn. (021
Wspotezynnik Aqp jest pierwiastkiem réwnania
16a° 4a’p
F'(Ay) = n — 0, 9.22
) =5 m M T var (9-22)
stad
4aT
Wobec (9.20) mamy ostateczne rozwiazanie
2ule,y) = — o (@” = 39°)(x — a). (9.24)

4aT

Otrzymana funkcja spelnia zaréwno rownanie (9.15), jak i zerowe wa-
runki na brzegu, jest zatem rozwiazaniem sformulowanego zagadnienia
brzegowego dla membrany w ksztalcie trojkata.
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9.2. Metoda réznicowa [53]

Jest to najczeSciej stosowana metoda numeryczna. W metodzie tej
pochodne zastepujemy ilorazami réznicowymi i otrzymane réwnania na-
zywamy rOwnaniami réznicowymi. ROwnania te wiaza ze soba wartosci
funkcji w odosobnionych punktach, ktore wybiera sie tak, aby tworzyty
siatke regularna (prostokatna lub prostopadloscienna).

Rysunek 9.6: Metoda réznicowa. Model preta zginanego, wyk. E. Kozniewski na
podstawie [53]

Przyktad 9.3.

Na rysunku przedstawiony jest model fizyczny preta zginanego
w plaszezyznie OX Z (rys.[0.6p,b). Poszukiwanym polem sa ugiecia w(z)
(2(z) w ukladzie OX Z, rys.[0.6k). Opis matematyczny wyraza sie wzorem

% (E(x)J(:p)%) =q(x). (9.25)

Dyskretyzacja, ktorej dokonamy, polega¢ bedzie na zastapieniu ope-
ratorow rozniczkowych (pochodnych) operatorami roznicowymi (czyli
ilorazami réznicowymi). W przedziale (0,1) ustalamy skoriczona liczbe
punktow, weztow w odstepach Ax oraz przypisujemy kazdemu z nich
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parametry (w-ugiecia, F-modul Younga, J-moment bezwtadnosci,
gi-obciazenie), i = 1,2,...,n (rys. [0.6{d). Nastepnie dokonujemy rozwi-
niecia funkcji w szereg Taylora w otoczeniu punktu ¢ i rozwazamy trzy
Jego wWyrazy.
_ 2? d*w
w(x)—wi—f—a:% + ETrE)
Oznacza to, ze w przedziale (0,) przyjmujemy funkcje interpolacyjna
w postaci wielomianu drugiego stopnia. Trzy parametry w; i, w; , w;i1
okreslaja jednoznacznie ten wielomian. W uktadzie o poczatku w punk-
cie ¢ mozemy napisac

dw (9.26)

% 7

dla r = — Az, W;_1 :wi—Axfli—’ﬁAr AT””Z‘ZIQT’; ,
’ i (9.27)
dla x = Ax, Wit :wi—kAx‘é—;”i—i—%i,
gdzie w(—Az) = w;—1, w(0) = w;, W(AT) = w;41.
Dodajac stronami (9.27), otrzymujemy
d2
w;_1 + Wit1 = 211)Z -+ sz —w y
dx? |,
czyli
d2w ~ Wi—1 — 211)1 + Wit1 . AQU)
da? |, - Az? C Ax?’ (9.28)

odejmujac za$ stronami ((9.27)); pierwsze od drugiego), otrzymujemy

dw
Wiyl — Wi—1 = 2Ax % i, (929)
czyli
dw —W;—1 + Wi1 Aw
—| = = . 9.30
dx |, 2Ax Ax (9:30)

Operator trzeciej pochodnej wyznaczamy, korzystajac z (9.30]) i (9.28))
d3w d Pw| 1 (dw d*w _
da3 dx dz? iN 20x \ dx? |, dr?|,_, N
b fw = 2wip dwipe wi — 2w Fwy |
2Ax B

i

Ax? Ax?
A3w
Ax3’

= (—wi—g + 2w; 1 — 2wt + Wiy2) = (9.31)

2Ax3
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natomiast operator czwartej pochodnej wyznaczamy, korzystajac dwu-

krotnie z ((9.28))
1 d*w B
; T Az \ da? i1 B

d*w
dxt

B d? d*w

Cda? dx?

d?w

dx?

d?w

dx?

% i—1 7

1 (wie —2wi + wy o Wi-1 —2w; +w;qq +wi —2wip1 FWit2\

— A:C2 A:C2 A.CC2 Ax2 —
1 Adw

= AJ]4 (wi72 - 4wi—1 + 6wl — 4wi+1 -+ ’LUZ‘+2) = —AIA . (932)

Zapiszemy teraz réownanie (9.25) dla  i-tego punktu, czyli
% <E($)J(x)‘f71§> = q(x) za pomocy operatoréw rozniczkowych

1 d?>w d*w d*w
Ax? ( Pl g i1 da? |, + Bl dx? z‘+1)
1 Wi—g — 2w;_1 + w; Wi—1 — 2w; + Wi
- (B 2B,
Ax? ( toet Ax? Ax? i
Wi — 2Wit1 + Wito

Przeksztalcajac, otrzymujemy

Ei 1Ji (wi—Q —2w;—1 + wi) —2E;J; (wi—l —2w; — wi+l) +

+Ei1Ji1 (WimoWig1 + wigo) = @Az
Po uporzadkowaniu otrzymamy

Ei 1 Jiwwi—o —2(Ei1Jioy + EjJi)wi— + (Eimy Jio1 + 4B Ji+
+Eip1Jiq)w; — 2(EiJ; + B Jig)wist + B Jipiwigo = gAz?. (9.33)

Rownania (9.33)) uktadamy dla kazdego wezta z przedziatu (0,1).

Dla n = 5, biorac kolejno za i = 1,2,3,4,5, uwzgledniajac
tylko wezly znajdujace sie w przedziale (bierzemy tylko te sktad-
niki zawierajace FEy, Jy,ws, ktorych indeksy spelniaja warunek
1<k,0,8<n=5Ar=-) mamy

n—1

dla 1:
(4E1J1 + EyJy)wy — 2(EyJy + EyJo)ws + EaJows = q (%)47
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dla i =2:

—2<E1J1 -+ E2J2>w1 + (E1J1 + 4E2J2 + E3J3)w2 - 2(E2J2 -+ E3J3)w3+
4

+E3J3ws = ¢ (ﬁ) ;

dla=3:

E2J2w1 — 2(E2J2 + E3J3)IU2 + (E2J2 + 4E3J3 + E4J4)w3 — 2 (E3J3+
4

+ EyJy) wy + ExJyws = g3 (1),

dlai=14:
E3J3U}2 - 2(E3J3 + E4J4)U)3+

4
+(Es3J3 + 4E4Jy + EsJs)ws — (EsJs + EsJs)ws = q4 (%),

dla 7 =5:
E4J4w3 — 2(E4J4 + E5J5)w4 + (E4J4 + 4E5J5)w5 = (5 (£)4 .
Otrzymujemy uktad réwnan o macierzy (symetrycznej — (9.32)):

4Eq J1+E2 J2 —2(E1 J1+E2J2) EgJa 0 0
—2(B1J1+E2J2) E1J1+H4E2Ja+E3J3 By Jo+E3J3 EgJ3 0
EaJo By Jot+E3J3 EaJot4E3J3+EsJa —2(E3J3+E4J4) EyJy (934)
0 E3J3 —2(E3J3+E4J4) E3J3t4E4Ja+Es5Js  —2(E4J4+E5J5)
0 0 EqJdy Z2(EgJ4+Es5Js) E4J4+4Es Js

o wektorze niewiadomych [wy, wq, w3, wy, ws]? i wektorze wyrazéw wol-
nych.

Po rozwigzaniu uktadu otrzymujemy jako dyskretny przyblizony opis
funkcji ugiecia w(x) w weztach wartosci wektora [wy, wy, w3, wy, ws) T .

Przyklad 9.4. [29]
Zilustrujemy to na przyktadzie réwnania Laplace’a. Poszukujemy
funkcji u(z, y) spelniajacej rownanie

Pu  Pu

@ + 8_3/2 =0 (9.35)

w plaskim obszarze D ograniczonym linig L i czyniacej zado$¢ warunkowi
brzegowemu

u(P)=f(P)dla P e L, (9.36)

gdzie f jest dana funkcja (zagadnienie Dirichleta).

Przyjmujemy Az = Ay = h > 0 i wyznaczamy wspotrzedne z;, y;
punktow, dla ktorych bedziemy obliczali przyblizone wartosci funkceji u.
Sa to liczby

x; = xo +ih, y; = Yo + jh, (9.37)
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gdzie xg, yo sa wspotrzednymi obranego punktu. Przyjmujemy oznaczenie
ui; = u(w, ;) (9.38)

Aby sprowadzi¢ réwnanie (9.35) do postaci roznicowej, zastepujemy
pochodne przez odpowiednie ilorazy réznicowe

Ay Uir1,j — 2U; 5 + Ui—1

= : : : 9.39
Ax? h?2 ’ (9.39)
Ay Ui j1 — 2U 5 + Ui 1

= : : . 9.40
A 72 (9.40)

Po podstawieniu do (9.35)) i przeksztalceniu ilorazéw otrzymujemy

Uil + Ui—1 + Ui 41 + U=
uy = — it (9.41)

Wartos¢ funkeji u w dowolnym wezle rowna jest sredniej arytmetycz-
nej wartosci funkcji u w weztach sasiednich. Weztom lezacym na kontu-
rze L obszaru D przypisujemy liczby okreslone przez warunek brzegowy
(9.36). Mozemy zatem napisaé tyle rownan z ta samgy liczbg niewia-
domych u,,,, ile jest weztow lezacych wewnatrz obszaru D. Otrzymany
uktad jest uktadem roéwnan liniowych. Moga pojawi¢ sie tu problemy:

— punkty wezlowe nie leza na brzegu obszaru, wowczas dokonujemy
interpolacji lub ekstrapolacji;
— w zapisie mamy duza liczbe niewiadomych.

Do rozwigzania stosujemy woéwczas tzw. metode relaksacyjna, wedtug
ktorej:

1) sporzadzamy siatke kwadratowa o odleglosciach miedzy sasiednimi
weztami rownych h > 0, rozpostarta na caly rozwazany obszar, i na
podstawie zadanego warunku przypisujemy wartosci funkcji u weztom
brzegowym, weztom wewnetrznym natomiast przypisujemy dowolne
liczby;

2) sporzadzamy ponownie analogiczna siatke i przypisujemy jej weztom
wartosci funkcji obliczone wedlug wzoru (9.41)), tzn. $rednie arytme-
tyczne wartosci funkcji odpowiadajace weztom sasiednim na poprzed-
niej siatce. Wykazuje sie, ze ciagi wartosci funkcji v otrzymane metoda
relaksacyjng dla weztow siatki sa zbiezne do pierwiastkow wymienio-
nego uktadu réwnan.
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9.3. Zadania
M N
1. Zapisaé¢ funkcje wyn(x,y) = wo(z,y) + D > Amn@mn dla M = 2,

m=1n=1
N = 3.

2. Zapisa¢ uktad rownan dla n = 6.

3. Membrana w ksztalcie trojkata rownoramiennego o wysokosci
a = 3 m, i dlugosci podstawy 2a\/g m (nr — numer studenta na
liscie, tablica jest rownomiernie obcigzona. Membrana znajduje
sie w stanie statycznym, przy czym jej brzeg polozony jest w ptasz-
czyznie z = 0, wierzchotek trojkata membrany znajduje sie w po-
czatku ukladu wspotrzednych, o§ OX jest osig symetrii membrany.
Znalez¢ rozwiazanie tak postawionego zagadnienia brzegowego, tj.
opisa¢ obszar D, sprawdzi¢ spelnienie warunkéw brzegowych, spraw-
dzi¢ poprawno$¢ opisu funkcjonatu dla przyjetej postaci wielomianu
Cmn(T,y), przyjmujac M = 11 N = 1. Wartosci p i T pozostawié¢
ogo6lne. W rozwiazaniu zagadnienia przyjac:

Prmn (T, y) = (qz* —1y*)(x — a)"y*" 2.

Tablica 9.1: Dane do zad. |3} opr. E. Kozniewski

nr | q r|nr | q r|nr | q r | nr q r
112 3|23 |4 7145 |5 7| 67 8 | 15
2|2 4124 |4 81 46 | 5 8 | 68 8 | 17
3|2 5|25 |4 91|47 | 5 91 69 9 4
4|2 6|26 |4|10| 48 | 6 5| 70 9 5
5| 2 7127|1411 |49 6 7171 9 7
6| 2 8128 412|506 9| 72 9 8
712 9129|413 |51 |6 |11 |73 9| 11
81411130 |4]|14|52]|7 2| 74 9113
914|113 |31 |4 2|53 |7 31| 7 9| 14

10514 32| 4 3|54 |7 4| 76 91| 15

11 | 6| 15| 33 | 4 5|55 |7 5| 77 91| 16

12 | 7115 | 34 | 4 7196 |7 6| 78 | 10 7
13 |3 2|3 |4 9| 57 |7 81 79|10 9
14 |3 4136|411 ] 58 |7 9| 8 | 10 | 11
15| 3 5137 |4 5159 | 7|10] 81 |10 | 13
16 | 3 6| 38 |4 7160 7|11 | 82|10 | 17
17 | 3 71394 9|61 |8 718 |10 |19
18 | 3 8|40 |4 |11 ] 62| 8 3| 84 |11 6
19 | 3 2|41 |5 21638 5| 8 | 11 7

20 | 3 414215 3|64 |8 91| 8 | 11 8

2113 5143 |5 4165 |8 |11 | 8 | 11 9

22 13 6| 44 | 5 6|66 | 8|13 | 8 | 11 | 10




Rozdzial 10

Zapotrzebowanie na beton
towarowy — proba opisu w postaci
modelu liniowego

10.1. Model ekonometryczny [48]

Ekonometria jest nauka o metodach badania ilo$ciowych zaleznosci
wystepujacych miedzy zjawiskami ekonomicznymi. Podstawowym narze-
dziem analizy ekonometrycznej jest model ekonometryczny. Opisowy mo-
del ekonometryczny to opis stochastycznej zaleznosci badanego zjawiska
(zmiennej objasnianej) od czynnikow (zjawisk) ksztaltujacych go (zmien-
nych objasniajgcych), wyrazony w postaci rownania lub uktadu réwnarn.
Zmienng objasniang oznaczamy przez Y, zmienne objasniajace przez
X1, Xo, ..., X,,. Na ksztaltowanie sie zmiennej objasnianej ma wplyw
wiele czynnikéw, uwzglednienie wszystkich jest jednak niemozliwe. Do
zmiennych objasniajacych zalicza sie¢ czynniki najwazniejsze. Ich wybor
tez nie jest rzecza tatwa. Opisowy model ekonometryczny przedstawia-
jacy zalezno$¢ zmiennej Y od zmiennych Xy, X5, ..., X,, mozna zapisac
w postaci analitycznej za pomoca funkcji

Y:f(Xl,XQ,...7Xm,€), (101)
gdzie € oznacza tzw. odchylenia losowe.
Jesli zalezno$¢ zmiennej objasnianej Y od zmiennych objasniajacych
X1, Xs, ..., X,, ma charakter liniowy, to mamy do czynienia z opisowym
modelem ekonometrycznym o postaci
Y:Oég+Ck1X1+C¥2X2+...+Oéme—|—€. (102)
Po odrzuceniu odchyleri losowych ¢ otrzymamy réwnanie

}/} =g+ (1/1X1 + O./QXQ + ...+ Oéme, (103)

gdzie Y oznacza warto$¢ oczekiwang zmiennej objasnianej Y. W mo-
delu ekonometrycznym wystepuja pewne nieznane wielkosci, ktore musza
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by¢ oszacowane, sa to parametry modelu. Mamy dwa rodzaje: parametry
strukturalne oraz parametry struktury stochastycznej modelu. W modelu
do tych pierwszych naleza ag,aq, s, ..., on,, z kolei parametry
struktury stochastycznej modelu to parametry rozktadu odchylen loso-
wych, takie jak warto$é¢ oczekiwana i wariancja odchylen losowych oraz
wspotczynniki autokorelacji odchylen.

Badanie modelu ekonometrycznego jest procesem wieloetapowym.
Etap wstepny. Okresla sie, jakie zjawisko bedzie badane, a wiec co jest
zmienna objasniang.

Etap pierwszy. Wybor zmiennych objasniajacych sposrod wielu czyn-
nikow.

Etap drugi. Wybor postaci analitycznej modelu (funkeji (10.1)).

Etap trzeci. Szacowanie parametrow (estymacja parametrow) modelu.
Etap czwarty. Weryfikacja modelu.

Etap piaty. Wnioskowanie na podstawie modelu, czyli jego praktyczne
wykorzystanie w postaci analizy ekonomicznej lub prognozowania.

10.1.1. Dobér zmiennych objasniajacych

Eliminowanie zmiennych prawie stalych. Zmienne objasniajace
w liniowym modelu ekonometrycznym z formalnego punktu widzenia po-
winny odznaczaé sie nastepujacymi wilasnos$ciami: wysoka zmiennoscia,
silng korelacjg ze zmienng objasniang, stabg korelacja wzajemng, silng
korelacja ze zmiennymi, ktore nie weszty w sktad zmiennych obja$niaja-
cych. Doboru zmiennych dokonujemy metodami statystycznymi.

Przyktad 10.1.

Tablica 10.1: Wartoéci zmiennych w modelu w latach 1991-2000 [48]

Lata Y X1 X2 Xg X4
1991 | 10 6 8| 14| 12
1992 | 10 6 8| 14 | 12
1993 | 16 | 10 | 12 | 18 | 12
1994 (16 | 10 | 12 | 18 | 14
1995 | 12 8 81 18| 10
1996 | 14 | 10 8| 18 | 12
1997 (20 | 12| 14 | 24 | 14
1998 | 20 | 12 | 16 | 24 | 12
1999 [ 20 | 12| 16 | 26 | 12
2000 | 22 | 14 | 18 | 26 | 10
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Do opisu produkcji przedsiebiorstwa (Y') wyrazonej w mln zt przyjeto

wstepnie cztery wielkosci: X; — zatrudnienie [tys. 0sob|, X5 — wartos¢ ma-
szyn i urzadzen |mln z1|, X3 — czas przestoju maszyn |dni|, X4 — naklady
inwestycyjne [mln zt|. Wartosci zmiennych w latach 1991 — 2000 podane
sa w tablicy [I0.1]

Budowa modelu:

1.

Na podstawie rozpoznania merytorycznego sporzadzamy zestaw po-
tencjalnych (pierwotnych) zmiennych X, Xs, ..., X,,, ktore naszym
zdaniem (przy pierwszym ogladzie) oddzialuja na zmienna objasniana
(Y).

Zbiera si¢ dane statystyczne bedace realizacjami zmiennej objasniane;j
i potencjalnych zmiennych objasniajacych, tj. wektor y obserwacji

zmiennej Y oraz macierz obserwacji X zmiennych X, Xo, ..., X,,
W postaci
Y1 11 T2 ... Tim
2 T21 T2 ... T2
y= "], x= m (10.4)
Un Tnl Tp2 --- Tnm

Eliminuje sie potencjalne zmienne objasniajace odznaczajace sie zbyt
niskim poziomem zmiennosci.

Oblicza sie wspotczynniki korelacji miedzy wszystkimi rozpatrywa-
nymi zmiennymi.

Przeprowadza sie redukcje zbioru potencjalnych zmiennych objasnia-
jacych za pomocg wybranej procedury statystycznej.

Warunkiem wstepnym uznania wielko$ci za zmienna objasniajacg jest

wysoka zmienno$¢, ktorej miara poziomu jest wspotczynnik zmiennosci

VvV, = — i:1,2,...,m, (105)
T

gdzie T; jest Srednig arytmetyczna zmiennej X;

T; = — a7 1= 1,2,...,77’1,, (106)
n
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natomiast S; jest odchyleniem standardowym zmiennej X;

1 ¢ : .
S, = (E Z(xll - fl)2> i=1,2,...,m. (10.7)

=1

Obiera sie warto$¢ krytyczng wspotezynnika zmiennosci v*, np. v* = 0,01.
Zmienne spetniajace nier6wnoscé

v; < vU* (10.8)

uznaje sie za prawie stale i wyklucza sie ze zbioru zmiennych objaéniaja-
cych. Przyjmuje sie, ze zmienne te nie wnoszg istotnych informacji w pro-
wadzonej analizie.

Sprawdzamy, jaka zmienno$cig odznaczajg sie zmienne w przyktadzie
(10.1)), przy zalozeniu, ze warto$cia krytyczna wspélezynnika zmienno-
Sci jest v* = 0,15. Srednie arytmetyczne zmiennych X, Xs, X5, X, s3
nastepujace

T, = 10,75 = 12,73 = 20,74 = 12.

Tablica 10.2: Obliczenia $redniej i odchylenia standardowego dla danych z tablicy
10.1} opr. E. KoZniewski

1 [z11—%1 [212— T2 [213—Z3 | 214—Z4 | (x11—%1)% | (12—722)2 | (213 —%3)? | (z14—74)?
1 —4 —4 —6 0 16 16 36 0
2 —4 —4 —6 0 16 16 36 0
3 0 0 -2 0 0 0 4 0
4 0 0 -2 2 0 0 4 4
5 -2 —4 -2 -2 4 16 4 4
6 0 —4 -2 0 0 16 4 0
7 2 2 4 2 4 4 16 4
8 2 4 4 0 4 16 16 0
9 2 4 6 0 4 16 36 0
10 4 6 6 -2 16 36 36 4
> 0 0 0 0 64 136 192 16

7 pomoca tablicy wyznaczamy odchylenia standardowe

/1 /1
SIZ E64:275307 S2: E136:376887
Sy = L 192 = 4,382 Sy = L 16 = 1,265
TV T VT
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i nastepnie wspolczynniki zmiennosci

2,530 3,688
2 10 0,253, Vo B 0,307,
4.382 1,265
=-—_—=0,219 =~ =0,105.
V3 20 ) ) vy 12 )

Wspotezynnik zmiennosei vy jest mniejszy od zalozonej wartosci krytycz-
nej v* = 0,15, wiec zmienng oznaczong przez X, uznajemy za nieprzy-
datna.

Wektor i macierz wspoélczynnikéw korelacji. Do oceny sity li-

niowej zaleznosci zmiennej objasnianej Y i potencjalnych zmiennych ob-
jasniajacych X1, Xs, ..., X,, oblicza si¢ wspotczynniki korelacji r;

n

> (v —79) (v — )
I——— . i=1,2,...,m. (10.9)

\/zé (g — g)z lzzn:l (w1 — Tz‘)2

Wspotczynniki te sa przedstawiane w postaci wektora korelacji
Ry =[r1,r9,....rm]" . (10.10)
Wspoélezynniki korelacji miedzy potencjalnymi zmiennymi objasnia-
jacymi obliczane sa wedlug wzoru

n

> (v — ) (w15 — T5)

rij = ——e— , i,j=1,2,...,m. (10.11)

\/l:i1 (21 — T3)° lé (xy; — ;)

Wspotczynniki te tworza macierz korelacji

1 T2 ... Tin

r 1 ... ry
rR=|" o (10.12)

'm1 Tm2 .. 1

Macierz R jest symetryczna, tj. r;; = rj;.
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Metoda analizy macierzy wspo6lczynnikéw korelacji.
Sens tej metody jest taki, ze wybieramy te zmienne objasniajace, ktore
sg silnie skorelowane ze zmienng objasniang i jednoczesnie stabo skore-
lowane miedzy soba. Analizie poddajemy wektor R, i macierz R. Dla
zadanego poziomu istotnosci v oraz dla n — 2 stopni swobody wyznacza
sie tzw. krytyczna warto$¢ wspotczynnika korelacji

r* = ((l)z(iﬁ) : (10.13)

gdzie: [* jest wartodcia statystyki odczytanej z tablic testu ¢ Studenta
dla danego v oraz dla n — 2 stopni swobody. Krytyczna wartos¢ wspot-
czynnika korelacji v* moze byé¢ takze zadawana z gory przez badacza.
Procedura jest nastepujaca:

N

1. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych eliminuje sie te
zmienne, dla ktoérych zachodzi nieréwnosé

il <1 (10.14)

te zmienne sa nieistotnie skorelowane ze zmienng objasniana.
2. Sposrod pozostatych zmiennych obja$niajacych wybiera sie zmienng
Xy, taky ze
lrn| = m?x{]ri]}; (10.15)

zmienna ta jest nos$nikiem najwiekszego zasobu informacji o zmiennej
objasnianej.

3. Ze zbioru potencjalnych zmiennych obja$niajacych eliminuje sie te
zmienne, dla ktorych zachodzi nieréwnoéé

78| > 1% (10.16)
sa to zmienne zbyt silnie skorelowane ze zmienng objasniajaca X,
a wiec powielajace dostarczane przez nig informacje.

Postepowanie opisane w punktach 1,2, 3 kontynuuje sie az do momentu
wyczerpania zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych.

Przyklad 10.2. Przedsiebiorstwo handlu materiatami budowlanymi za-
interesowane wielko$cig sprzedazy cementu (Y) analizowato zestawienie
sprzedazy takze innych materialow, by zbadaé ich zwiazek ze sprzedaza
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cementu. Zaproponowalo wstepnie 8 potencjalnych zmiennych objasnia-
jacych okreslajacych wielko$¢ sprzedazy w ciggu ostatnich 24 miesiecy:
styropianu ekstrudowanego na fundamenty (X;), dachéwki ceramicznej
(X5), blachodachowki (X3), wapna (Xy), pustakow ceramicznych poro-
therm (X5), glazury (Xg), cegly klinkierowej (X7), stali zbrojeniowej
(Xs).

Na podstawie danych dotyczacych sprzedazy materialow bu-
dowlanych wyznaczono wektor wspoélczynnikow korelacji zmien-
nej objasnianej z potencjalnymi zmiennymi objasniajacymi
Ry, = [-0,59; —0,06;0,08;0,013;0,54; —0,15; —0,10; 0,72]7 oraz macierz
korelacji miedzy potencjalnymi zmiennymi objasniajacymi

1 —0,09 035 —0,17 —0,62 —0,40 —0,16 —0,55]

—0,09 1 —0,06 —0238 0,00 015 022 0,111
0,35 —0,06 1 033 —011 —0,20 —045 —0,02

R | 7017 —038 033 1 020 —0,07 —044 0,07
~0,62 0,00 —0,11 0,20 1022 0,17 —0,11]
—0,40 0,15 —020 —0,07 0,22 1 —0,19 047
—0,16 0,22 —045 —044 0,17 —0,19 1 005
0,55 0,11 —0,02 0,07 —0,11 047 0,05 1]

Doboér zmiennych objasniajacych przeprowadzimy dla poziomu istotnosci
v = 0,10 oraz dla n — 2 = 22 stopni swobody. Z tablic ¢t Studenta odczy-
tujemy wartos¢ statystyki teoretycznej [* = 1,717, a nastepnie obliczamy
warto$¢ krytyczng wspoteczynnika korelacji

(1,717)? :
- — 0,344,
" ((1,717)2+24—2 ’

Najpierw eliminujemy wszystkie zmienne, ktore sa stabiej skorelowane ze
zmienna objasniana niz na poziomie 0,344 (wartosci r; mniejsze od 0,344).
Sa to zmienne X, X3, X4, X4, X7, dla ktorych ro = —0,06; r3 = 0,08;
ry = 0,13; r¢ = —0,15; r; = —0,10.

Z pozostatych zmiennych pierwotnych wybieramy zmienng najsilniej sko-
relowang ze zmienna objasniana. Jest nig Xg (= 0,72) — pierwsza zmienna
objasniajaca. Nastepnie eliminujemy pozostale zmienne objasniajace, dla
ktorych |rg;| > 0,344. Jest jedna taka zmienna: X, wszak |rg;| = 0,55
(ostatni wiersz lub ostatnia kolumna macierzy R), cho¢ jest jeszcze inna
(X6, |rss] = 0,47), ale te wyeliminowaliSmy wezesniej. Z tak zredukowa-
nego zbioru wybieramy kolejna (gorsza od najlepszej) zmienng objasnia-
jaca, jest nig zmienna X5. Ale poniewaz jest to jedyna juz zmienna, wiec
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ja zostawiamy. Ostatecznie zostaja dwie zmienne objasniajace X5, Xy
(pustaki ceramiczne porotherm i stal zbrojeniowa). Mamy wiec model

Y:Oé0+OélX5+042X8+E.

Wspoblczynnik korelacji wielorakiej jest miarg sily zwiazku
liniowego zmiennej objasnianej Y ze zmiennymi objasniajacymi
X1, Xo, ..., X,, 1 okredla sie go nastepujaco:

det(W)

R=|1— ——=
det(R)’

(10.17)

gdzie det(R) oznacza wyznacznik macierzy R wspolczynnikow korelacji
zmiennych objasniajacych, taczonych parami, det(W') oznacza wyznacz-
nik macierzy

_ |1 Rg
W = [Ro R} : (10.18)
W rozwinietej postaci macierz W zapisujemy
[ 1 T Tre ... Tm 1
T1 1 M2 ... Tim
W= |72 7T20 1 ... Tom|. (10.19)
Tm Tmi Tm2 -.. 1

Wspdtezynnik korelacji wielorakiej R przyjmuje wartosci 0 < R < 1.
Przyjmuje tym wicksze wartosci, im silniejszy jest zwigzek zmiennej ob-
jasnianej ze zmiennymi obja$niajacymi.

10.2. Szacowanie parametré6w modeli liniowych
metoda najmniejszych kwadratéw

Szacowanie parametréw modelu ekonometrycznego sprowadza sie do
przypisania nieokreslonym liczbowo parametrom konkretnych wartosci
liczbowych. Czesto wykorzystywana metoda szacowania parametréow li-
niowych modeli ekonometrycznych

Y=ap+a X1 +aXo+ ... +a, X, +¢ (10.20)
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jest metoda najmniejszych kwadratow. Polega na wyznaczeniu takich
wartosci ocen ag, ay, Gs, . . . , Gy, parametrow ag, aq, s, . . . , Quy,, aby suma
kwadratow odchylen zaobserwowanych wartosci zmiennej objasnianej od
jej wartoéci teoretycznych obliczonych z modelu bylta najmniejsza, tj.

n

> e} — min, (10.21)

=1

gdzie e; (i = 1,2,...,n) jest odchyleniem empirycznych wartosci zmien-
nej objasniajacej od jej wartosci teoretycznych, zwanym réwniez reszta
modelu. Przez e; rozumiemy réznice

ei=yi—u (1=1,2,...,n), (10.22)
przy czym
Ui = o + 1T + oo + ...+ Qi i=1,2,...,n.  (10.23)

Zastosowanie metody najmniejszych kwadratéw wymaga przyjecia pew-
nych zalozen. Szacowany model jest: (1) modelem liniowym, (2) zmienne
objasniajace sa wielkoSciami nielosowymi o elementach ustalonych,
(3) zmienne objasniajace nie sa wspolliniowe, (4) sktadnik losowy ma
warto$¢ oczekiwang réwna zeru i stata skonczona wariancje, (5) nie wy-
stepuje autokorelacja skladnika losowego (sktadnika losowego w czasie).

10.2.1. Szacowanie parametréw modelu z jedng zmienng
objasniajaca
Liniowy model ekonometryczny z jedna zmienna objasniajaca ma po-
stac¢
Y=08+aX +e¢. (10.24)

Wartosci ocen a i b parametrow strukturalnych o i g otrzymujemy z wa-

runku
n

S(a,b) = Z(yl —b—ax;)* — min. (10.25)

i=1
Funkcja S(a,b) osiaga minimum, w punkcie (a,b), w ktorym zeruja sie
pochodne czagstkowe tej funkeji. Warunek konieczny istnienia ekstremum
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jest, z uwagi na nier6wnos¢ S(a,b) > 0, rownocze$nie warunkiem dosta-
tecznym. Po przyréwnaniu do zera pochodnych czastkowych otrzymu-
jemy uktad réwnan o niewiadomych a i b

b-n+ad z,=>y,

n ot L (10.26)
by wi+ay af =3y
i=1 i=1 i=1
Rozwiazujac uktad ((10.26]), otrzymujemy wzory na oceny a i b
i Yi®i—nTY
a= SF—-, (10.27)
; mffn(i)Q
b= y—az, (10.28)

gdzie y oraz T oznaczaja Srednie arytmetyczne zmiennych Y i X.
Wzér (|10.27)) rownowaznie mozemy zapisa¢ w postaci

.” (vi =) (z: — @)
a="=1 : (10.29)

2 (2; — 7)°

Wartoé¢ oceny a parametru « informuje, o ile jednostek zmieni sie
zmienna objasniana Y, je$li zmienna obja$niajaca X zmieni sie o jed-
nostke.

W przypadku, gdy ¢ jest zmienng czasowa, otrzymujemy liniowy mo-
del tendencji rozwojowej

Y =B+at+e. (10.30)
n n(nQ—l)

Jesli zmienna ¢ przyjmuje wartosci ¢t = 1,2,...,n, to Y (t — 5)2: o
i=1

1 . .
nntl) oeene a mozemy wyznaczyé ze wzoru

2

123 (5 —7) (1 - 252
t=1
= ) 10.31
¢ n(n? —1) ( )
Wtedy ocena b = 7 — at. Ocene wariancji odchylen losowych modelu
liniowego z jedna zmienng objasniajgca otrzymujemy ze wzoru

n
> e
SQ — =1

C n—-2

i wowczas, z uwagi na t =

(10.32)
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Wielkosé S, jest odchyleniem standardowym reszt modelu, ktoére infor-
muje, o ile zaobserwowane wartosci zmiennej objasnianej przecietnie roz-
nig sie od teoretycznych wartosci tej zmiennej wyznaczonych z modelu.
Btedy standardowe S(a) i S(b) szacunku parametréow strukturalnych o
i f wyznacza sie ze wzordéw

S(a) = (10.33)

lub
S(a) = —= S , (10.34)
;1 (z; — T)°
I
S(b) = S, — (10.35)
lub
L
S(h)y=8, | —=L——. (10.36)
n ;1 (x; — T)Q

10.2.2. Szacowanie parametréw modelu z wieloma zmiennymi
objasniajacymi
Aby przedstawi¢ metode najmniejszych kwadratow zastosowana do
modelu ekonometrycznego liniowego z wieloma (m) zmiennymi objasnia-
jacymi

Y =00+ X1+ Xo+ ...+ Xm+e, (10.37)
wprowadzimy notacje macierzowa
y" = [y1, 99, ..., yn] — wektor obserwacji zmiennej objasnianej,
1 r11 12 ... Tim
x - 1 291 T ... Zam| — macierz obserwacji zmiennych
objasniajacych,

1 21 Zpo ... ZTpm
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a’ = [ag,a1,as,...,a,] — wektor ocen parametrow strukturalnych,
el =ley,e,...,e,] — wektor reszt modelu.
Funkcje — kryterium metody najmniejszych kwadratow — zapisuje sie
nastepujaco
S(ag,ay,as,...,a,) =e’e— min, (10.38)
gdzie
e=y— Xa. (10.39)

Wzor na wektor a ocen parametréw strukturalnych modelu jest naste-
pujacy X

e=(X"X) X"y (10.40)

Wariancje odchylen losowych szacuje sie na podstawie wzoru

N o
T > €

L S (10.41)
n—m-—1 n—m-—1

Macierz wariancji i kowariancji ocen ag, ay, as, . . . , @, parametrow struk-

turalnych ag, oy, as, ..., ay, szacuje sie na podstawie wzoru
D?*(a) = S2(XTX) L. (10.42)
W macierzy (10.42)) elementy na gléwnej przekatnej sa wariancjami V' (a;)
(1t = 0,1,2,...,m) ocen parametrow strukturalnych ag, i, as, ..., ay,.

Wielkosci

S(a;) = V() (1=0,1,2,...,m) (10.43)

sg standardowymi bledami szacunku parametréw strukturalnych.

10.2.3. Weryfikacja modeli liniowych

Po oszacowaniu parametrow modelu nalezy zbadaé, czy dobrze opi-
suje on badane zaleznosci. W przypadku duzej rozbieznosci miedzy mo-
delem a danymi empirycznymi nalezy go skorygowaé¢. Weryfikacja spro-
wadza sie¢ do zbadania trzech wtasnosci:

1) stopnia zgodnos$ci modelu z danymi empirycznymi,
2) jakosci ocen parametrow strukturalnych,
3) rozkladu odchylen losowych.

Zajmiemy sie tylko dwoma pierwszymi.
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Ocena dopasowania modelu do danych empirycznych

Podstawowymi miarami tego dopasowania sg: odchylenie standardowe
reszt S, (omowione wezesniej), wspolezynnik zmiennosci losowej, wspol-
czynnik zbieznosci i wspotczynnik determinacji.

Wspoélezynnik zmiennosci losowej W, jest okreslony nastepujaco

W, = % -100% (10.44)
Y
i informuje, jaki procent $redniej arytmetycznej zmiennej objasnianej mo-
delu stanowi odchylenie standardowe reszt. Mniejsza wartos¢ wskazuje
na lepsze dopasowanie modelu do danych empirycznych. Mozna przyjac
warto$¢ krytyczna W* (np. W* = 10%) i wtedy nierownosé

W, < W~ (10.45)

wskazuje na dobre dopasowanie modelu do danych empirycznych.
Wspolezynnik zbieznosci ¢? wyraza sie wzorem

n

> €
== (10.46)

i informuje, jaka czesé¢ catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej nie jest
wyjasniana przez model. Zauwazmy, ze 0 < ¢ < 1. Dopasowanie modelu
do danych jest tym lepsze, im wspotczynnik zbieznosci jest blizszy zeru.

Wspotezynnik determinacji R? wyraza sie wzorem

> (@ —9)
RRP=C2L (10.47)
; (yi —7)°

i informuje, jaka czesé¢ catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej sta-
nowi zmienno$¢ wartosci teoretycznych tej zmiennej. Zauwazmy, ze 0 <
R? < 1. Dopasowanie modelu do danych jest tym lepsze, im wspotczynnik
zbieznosci jest blizszy jednosci.
Zachodzi réwnoscé

O+ R =1. (10.48)
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Pierwiastek kwadratowy ze wspotczynnika determinacji R?, czyli R, jest
omawianym wcze$niej wspotczynnikiem korelacji wielorakiej.

Aby stwierdzi¢, czy dopasowanie modelu jest dostatecznie duze,
mozna zweryfikowa¢ hipoteze zerows postaci Hy : [R = 0] wobec hipotezy
alternatywnej H; : [R # 0]. Sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka

R? n—m—1
T 1-R? m ’
ktora ma rozklad F' Fishera — Snedecora o v; = m, v, = n—m — 1
stopniach swobody. Z tablic testu F' dla zadanego poziomu istotnosci y
oraz dla v, 15 stopni swobody odczytuje sie wartosé¢ krytyczna £, Jesli
F < F*, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, czyli wspolczyn-
nik korelacji jest nieistotnie r6zny od zera, a wigc dopasowanie jest zbyt
stabe. Natomiast jesli /' > F™*, to hipoteze Hy nalezy odrzuci¢ na rzecz
hipotezy H,. Wspoélczynnik korelacji wielorakiej jest istotny, a stopien
dopasowania modelu do danych jest dostatecznie wysoki.

F (10.49)

Badanie istotnosci parametrow strukturalnych

Badanie istotnosci parametréow ag, o, ao, ..., q,, ma na celu spraw-
dzenie, czy zmienne objasniajgce istotnie oddziatluja na zmienng ob-
jasniana. Dla kazdego ¢ = 1,2,...,m weryfikuje sie hipoteze zerowsa
Ho[a; = 0] wobec hipotezy alternatywnej Hi[a; # 0]. Sprawdzianem
tej hipotezy jest statystyka

N |ai|

1 S(ai)’

(10.50)

gdzie a; jest wartosécia oceny parametru strukturalnego «;, S(a;) standar-
dowym bledem szacunku tego parametru dla ¢ = 1,2, ... m. Statystyka
I; ma rozktad ¢ Studenta o n — m — 1 stopniach swobody. Z tablic te-
stu ¢ Studenta dla zadanego poziomu istotnosci v oraz dla n —m — 1
stopni swobody odczytuje sie warto$¢ krytycznag I*. Jesli I; < I*, to nie
podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, czyli parametr strukturalny o jest
nieistotnie rézny od zera, a wiec zmienna objasniajaca X; nie wplywa
w istotny sposéb na zmienng objasniang Y. Natomiast jesli I; > I*, to
hipoteze Hy nalezy odrzuci¢ na rzecz hipotezy H;. Wspotczynnik korela-
cji wielorakiej jest istotny, a stopien dopasowania modelu do danych jest
dostatecznie wysoki. Parametr strukturalny «; jest istotnie rézny od zera,
a wiec zmienna objasniajaca X; oddziatuje w istotny sposéb na zmienng
objasniana Y. Teraz mozemy w pelni rozwiaza¢ nastepujace zagadnienie.
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Przyklad 10.3. Zbadaé zaleznosé¢ wielkosci sprzedazy betonu [m?] wy-
branej betonowni od wielkosci wydanych zezwoleri na budowe (w rejonie
jej oddziatywania), wyrazonych w metrach kwadratowych powierzchni

uzytkowej [m?]. Poszczegolne dane sa zapisane w tablicach i

Tablica 10.3: Sprzedaz betonu ([m?®]) w latach 2000-2006 przez wybrana betonow-
nie, opr. E. KoZniewski

Lata | 2000 | 2001 2002 2003 2004 | 2005 2006
[(m?®] | 15573 | 9900 | 12233 | 10470 | 15 616 | 24 135 | 37 590

Otrzymane klasy rodzajow budynkéw ponumerujemy nastepujaco:
1= (a)+(),2—= (o)+(d)+(h),3—= (f)+(g), 4 — (e)+ (i) i wstawimy
do tablicy

Tablica 10.4: Zezwolenia na budowe wydane w latach 2000-2006 w powierzchni
uzytkowej [m?] [2]

Budynki/lata 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Mieszkalne (razem) 193 652 165 108 120 100 105366 162 736 188 075 221 861
o fednorodzinne 100 870 [105 004 | 78 696 | 78 325 [114 789 [160 566 [128 367
p P21 wiecej 92782 | 60104 | 41404 | 27 096 | 47 947 | 81 141 | 93 494
mieszkaniach
Niemieszkalne 192 355 207 763 141270 157 724 184707 120263 92 638
(razem)
¢ [rotele i budynki 1814 | 4707 | 4180 327 492 | 1469 | 4883
zakwaterowania
a [iurowe 29613 | 36 641 | 4205 143 783 | 9347 | 2039
¢ [randlowo-ustugowe 36724 | 28039 | 27336 | 32772 | 52102 | 22155 | 11 505
# [transportu i tacznosci 3083 | 2508 | 1287 | 1968 | 3815 | 5593 | 3150
g prremystowe i magazynowe | oo 76| o0 756 | 33458 | 36802 | 35949 | 25323 | 25 204
p, Pgolnodostepne obiekty 47328 | 41708 | 19620 | 20819 | 14588 | 24177 | 5874
; [pozostale niemieszkalne 44616 | 73404 | 51185 | 64893 | 76 978 | 32199 | 39 893

Mamy wiec nowg tablice [10.5]
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Tablica 10.5: Zezwolenia na budowe wydane w latach 2000-2006 (agregacja),
opr. E. KoZniewski

Lata/Klasy [@ + () [0+ @+ ® D+ @) [0+ @0
2000 | 193 652 78 755 32 260 81 340
2001 | 165 108 83 056 23 265 |101 442
2002 | 120 100 28 005 34 745 78 521
2003 | 105 366 21 289 38 770 97 665
2004 | 162 736 15 863 39 764 |129 080
2005 | 188 075 34 993 30 916 54 354
2006 | 221 861 12 796 28 444 51 398

Tworzymy wyjsciowa tablice danych: zmiennej objasnianej (V') i zmien-
nych objasniajacych (X, Xo, X3, X4) — tablica[10.6]

Tablica 10.6: Wyjsciowa tablica danych dla tablicy

Y X1 X2 X3 X4
Lata OEIONCEICEIONEION OE0)
2000 |15 573 | 193 652 78 755 32 260 81 340
2001 | 9900 | 165 108 83 056 23 265 | 101 442
2002 |12 233 | 120 100 28 005 34 745 78 521
2003 |10 470 | 105 366 21 289 38 770 97 665
2004 |15 616 | 162 736 15 863 39 764 | 129 080
2005 [24 135 | 188 075 34 993 30 916 54 354
2006 [37 590 | 221 861 12 796 28 444 51 398

Tworzymy tablice [L0.7] liczac §rednie 7, Ty, To, T3, T4.

Tablica 10.7: Srednie dla tablicy opr. E. Kozniewski

Y X1 Xo X3 X4

Taia OEION CEXCEIONIGEIONICEI0)
2000 15573 193 652 78 755 32 260 81 340
2001 9 900 165 108 83 056 23 265 101 442
2002 12 233 120 100 28 005 34 745 78 521
2003 10 470 105 366 21 289 38 770 97 665
2004 15 616 162 736 15 863 39 764 129 080
2005 24 135 188 075 34 993 30 916 54 354
2006 37 590 221 861 12796 28 444 51 398
Srednie [17 931,00 |165 271,14 39 251,00 (32 594,86 (84 828,57

Dalsze obliczenia prowadzone sa w Excelu.
Najpierw obliczamy wspoétczynniki zmiennosci ze wzoru ((10.5)
i otrzymujemy odpowiednio 11 = 0,230554568; 1, = 0,693956505;
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vy = 0,063225748; vy = 0,777632324. Po przyjeciu wartosci krytycznej
v* = 0,05 dla wszystkich zmiennych mamy spetniong nieréwnosé v* < v;,
dla 7 = 1,2,3,4. Nie ma wiec zmiennych quasi-stalych. Test ten nie
eliminuje zadnej zmiennej objasniajace;j.

Przechodzimy do analizy macierzy Ry i R. Obliczamy wektor wspot-
czynnikoéw korelacji Ry miedzy zmienna objasniang i potencjalnymi
zmiennymi objasniajgcymi oraz macierz R wspotczynnikow korelacji

0,77629646

R, _ |042281913

0,06376574 | °

0,69689022
1 0,16009455 —0,53572460 —0,48585437
R _ | 016009455 1 —0,59428665  0,08473649
—0,53572469 —0,59428665 1 0,44035481

—0,48585437  0,08473649  0,44035481 1

Dla analizy macierzy wspoétczynnikow korelacji postuzymy si¢ wzorem
(10.13). Przyjmijmy poziom istotnosci v = 0,10. Dla n — 2 = 5 stopni
swobody odczytajmy najpierw z tablic ¢t Studenta wartos¢ [* = 2,015,
a nastepnie wyznaczmy (w programie Excel) tzw. krytyczna wartosc
wspotezynnika korelacji

1
. (2,015 \*
rt = <(2’015)2 75 = (,66943059.

Nastepnie ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych elimi-
nujemy te zmienne, ktére sy stabiej skorelowane ze zmiennag obja-
$niana niz na poziomie 0,70974357, tj. takie zmienne X;, dla kto-
rych r; < r*. Sg to zmienne X5, X3, dla ktorych ro = 0,42281913,
r3 = 0,06376574. Po tej eliminacji zbiér zmiennych objasniajacych redu-
kuje sie do dwu zmiennych X, X,. Zalezno$¢ miedzy wielkoscia zezwolen
na budowe w budownictwie mieszkaniowym (jedno- i wielorodzinnym)
oraz ushigowo-handlowym i innym a wielkoscig produkcji betonu po-
zostaje dalej w mocy. W dalszym postepowaniu oszacujemy i zbadamy
istotno$¢ parametrow zaleznosci metoda najmniejszych kwadratow.

Przyktad 10.4. Wyznaczy¢ trend liniowy sprzedazy betonu towarowego
w latach 2001-2006 dla danych z przyktadu [10.3] Dla utatwienia przyj-
miemy t =1,2,3,4,5,6.
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10.3. Zadania

1. Dane sg nastepujace obserwacje zmiennych X, Xo, Xj:

Tablica 10.8: Obserwacje zmiennych X7, X5, X3, opr. E. Kozniewski

I 1 (2 [3 [4 [5 [6
zn | 18 |22 [ 25 |27 |30 | 34
T | 40 |41 (40 [ 414,140
318 |3 |7 |4 |9 |11

Przy krytycznej wartosci wspotczynnika zmiennosci v* = 0,10 ocenié¢
przydatnosé¢ poszczegolnych zmiennych do opisu zmiennej objasnianej
ze wzgledu na poziom zréznicowania ich wartosci.

2. Zbada¢ zalezno$¢ wielkosci sprzedazy betonu [m?®] wybranej beto-
nowni od wielkosci wydanych zezwoleni na budowe (w rejonie jej
oddzialywania), wyrazonych w metrach kwadratowych powierzchni
uzytkowej [m?| wg ponizszej agregacji.

Klasy rodzajow budynkéw ponumerujemy nastepujaco:

1:1—(a), 2 — (b), 3 = (c) + (d) + (h),4 — (9), 5= (f), 6 — (e) + (4),
2: 1= (a), 2 — (b), 3 = () + (), 4 = (9) + (h),5 = (f), 6 — (e) + (4),
3: 1= (a)+(b),2— (c), 3 — (d), 4 = (g9) + (h),5 = () + (@), 6 — (e),
4: 1= (a) +(b),2 = (o), 3 = (d) + (h), 4= (f) +(9),5 = (e) + (i),
5: 1= (a)+(b),2 = (c) + (d),3 = (h), 4= (f), 5= (9) + (e) + (4),
6:1— (a), 2 — (b), 3 = (c) + (d), 4 — (h), 5= (f), 6 — (9),

7 — (e) + (i),
7: 1= (a), 2 — (b), 3 = (c), 4 — (d)+ (h),5 = (f) + (9), Gage)),

7= (i),
8: 1— (a)+ (b),2 — (c), 3 — (d), 4 — (h), 5= (f) + (e), 6 — (g9) + (3),
9: 1= (a)+ ()2 = (c) +(d),3 = (h), 4= (f), 5— (9), gﬁg_e)),

— (i),

10 :1 — (a), 2= (0) +(e),3 = (d) + (h) + ()4 = (&) +(9),5 = ()

Poszczegolne dane sa zapisane w tablicach [10.3)i [[0.4]



Rozdzial 11

Optymalizacja transportu mas
ziemnych przy budowie drogi —
programowanie liniowe

11.1. Programowanie liniowe

Rozpatrzmy nastepujaca pare probleméw decyzyjnych:

Problem. (P) Nalezy zaplanowa¢ wykonanie roboty budowlanej tak, aby
przy istniejacych ograniczeniach zasobow realizacji budowy (materialy,
robocizna, sprzet) osiagnaé¢ maksymalny efekt, np. liczbe m® kubatury
budynkow, liczbe m? powierzchni uzytkowej mieszkan, zysk wykonawcy.

Problem. (D) Tak jednak zminimalizowa¢ zuzycie materiatow i pracy
maszyn, aby efekt wykonanej roboty byl nie mniejszy od zatozonej war-
tosci.

Przyktad 11.1. Zaktad produkcji prefabrykatéw budowlanych wytwa-
rza dwa rodzaje plyt o réznej wielkosci. Przyjmijmy tu, ze czynnikami
limitujacymi produkcje sa jedynie wydajnosci betoniarki i wibratora (ta-

blica [49]).

Tablica 11.1: Czas potrzebny na zabetonowanie i wibracje jednej plyty, miesieczny
limit czasu pracy i zyski jednostkowe dla dwoch rodzajow ptyt, opr. E. KoZniewski

Plyta 1 | Plyta 2 | Czas [h]
Betoniarka [h/1 pi] 0,50 0,25 300
Wibrator  [h/1 p 0,40 0,50 300
Zysk jedn. [z1/1 py 60,00 45,00

Rozwigzanie. Model matematyczny P:
Niech zmienne decyzyjne: x1, xo — liczby ptyt odpowiednio typu 1 i 2,
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wyznaczy¢ max f(xy,z2) = 60x; + 4529 — calkowity zysk, przy ograni-
czeniach

0,521 + 0,25z < 300,
0,41’1 + 0,51’2 < 300,
zl >0,
2 > 0.

(11.1)

Problem ten rozwigzujemy w Excelu w sposéb nastepujacy:

1.

2.

10.
11.

12.
13.

W komorki Al : D4 (lub w dowolne inne — ta uwaga dotyczy calego
rozwiazania) wpisujemy tablice [11.1]

W komorki F'1: G2 odpowiednio tekst ,,x,”, ,x5” i liczby 0,0. W ko-
morke F'4 wpisujemy napis ,funk. celu”, w komorke G4 — formute
= B4 x F2+ C4 % G2 (czyli 6021 + 4525 z (11.1))).

W komorke B7 wpisujemy formute = B2 % F2 + C2 x G2 (0,5z1+
+0,2525), w komorke B8 wpisujemy formute = B3 x F2 + C3 x G2
(0,421 + 0,529 z (11.1)). W celu wizualnego podkreslenia opisu pro-
blemu dopisujemy w komoérkach A7 : A8 oznaczenia warunkéw ograni-
czajacych oraz w komorkach C'7 : C'8 wartosci lewych stron warunkow
ograniczajacych (to ostatnie uzupetnienie nie jest niezbedne). Na tym
koticzy sie przygotowanie problemu do zastosowania procedury Solver
(nalezy upewnié¢ sie, ze dodatek Solver zostal zainstalowany, jezeli
nie, nalezy go dodaé¢). Wywolujemy wiec Formula/Solver i ukazuje
sie okno dialogowe ,Solver Parameters/Solver-Parametry”.

. Wpolu ,Set Target Cell/Komorka celu” wpisujemy nasza funkcje celu,

czyli adres komorki G4.

. W polu ,By Changing Cells/Komorki zmienne” wpisujemy adresy ko-

moérek zawierajacych wartosci zmiennych, czyli F2 : G2.

Naciskamy przycisk ,Add/Dodaj” i wpisujemy kolejno ograniczenia.

W Cell Reference/Adres komorki” adres komorki B7 (czyli
0,521 + 0,25x9 — lewa strone nieréwnosci ((11.1))).

Zostawiamy zaproponowany przez system znak <,

w ,Constraint/Warunek ograniczajacy” wpisujemy adres komorki C'7
lub D2,

naciskamy przycisk ,Add/Dodaj” i nastepnie podobnie wpisujemy

w ,Cell Reference/Adres komorki” adres komorki B8 (czyli
0,4z1 + 0,5x9-lewa strone nieréwnosci (11.1))).

zostawiamy zaproponowany przez system znak <,

W . Constraint /Warunek ograniczajacy” wpisujemy adres komoérki C8
lub D3.
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14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Naciskamy ,, Add/Dodaj”.
Nastepnie wpisujemy w ,Cell Reference/Adres komorki” adres ko-
morki F2.
Zamieniamy znak < na znak >.
Whpisujemy w ,Constraint/ Warunek ograniczajacy” 0 (zero).
Naciskamy ,, Add/Dodaj”.
Whpisujemy w ,Cell Reference/Adres komorki” adres komorki G2.
Zamieniamy znak < na znak >.
Whpisujemy w ,Constraint /Warunek ograniczajacy” 0 (zero).
Naciskamy ,,OK”.
Sprawdzamy poprawnosé Wpisanych ograniczer’l.
Naciskamy prz msk Solve /Rozwiaz”

p »Solve/ !

Wtedy w tablicy

Tablica 11.2: Wartosci potrzebne do obliczenn programowania liniowego,
opr. E. KoZniewski

O~ O UL i W N -

A B C D E F G
Pityta 1 | Plyta 2 | Czas 1 9
Betoniarka 0,50 0,25 300 0 0
Wibrator 0,40 0,50 | 300
Zysk jednostkowy 60,00 45,00 ] funk. celu \ 0 ‘
nl 0 300
n2 0 300

po zadziataniu programu otrzymujemy tablice [11.3]

Tablica 11.3: Widok arkusza Excel po wykonaniu dzialai dla modelu P, opr. E. Koz-
niewski

A B C D E F G
1 Piyta 1 | Plyta 2 | Czas T To
2 | Betoniarka 0,50 0,25 300 500 200
3 [Wibrator 0,40 0,50 | 300
4 | Zysk jednostkowy 60,00 45,00 | funk. celu | 39 000 |
5
6
7 | nl 300 300
8 | n2 300 300
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Rozwiagzanie otrzymalismy w komoérkach F'2 : G2, komoérki B7 : B8 wska-
zuja, ze czas zostal wykorzystany maksymalnie. Na rysunku podano
interpretacje geometryczng powyzszego rozwigzania.

Rysunek 11.1: Rozwigzanie geometryczne problemu z przyktadu , opr. E. Koz-
niewski na podstawie [49]

Sformutujemy teraz zadanie dualne.

Przyklad 11.2. Ustali¢, w odniesieniu do zadania z przykladu [11.1]
optacalny plan produkcji minimalizujacy koszty wytwarzania. Mamy za-
tem model D. Oznaczmy zmienne decyzyjne przez wy, ws — sa to wartosci
1 godziny pracy odpowiednio betoniarki i wibratora [zt /h]. Nalezy wyzna-
czy¢ minimum funkeji g(wy, we) = 300w, + 300wy — kosztu wytwarzania,
przy ograniczeniach
0,571)1 + 0,471)2 > 60,
0,25w; + 0,5wy > 45,
wy > 0,
W2 Z 0.

Przyktad jest inspiracja do ogoélnego postawienia problemu opisa-
nego w rozdziale
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11.2. Ogdlny problem programowania liniowego

Dana jest macierz oraz dwa wektory (kolumnowy i wierszowy)

ap; Q2 ... Qip by
Q21 Q22 ... Q2p by
A= , b= .1, c:[01 Ccy ... cn}.
aAmi1 A1im --- Qmn bm
(11.2)

Na podstawie tych danych mozna sformulowaé¢ dwa zagadnienia.

e Zagadnienie maksimum: znalez¢ wektor kolumnowy

x

T
c= | <m02na zapisa¢ T = [v1 T2 ... xn]T> (11.3)

T,
taki, ze funkcja liniowa
CT = c1T] + CoTo + ...+ Ty, (11.4)
osiaga maksimum przy spelnieniu warunkow
x>0,Az <b. (11.5)
e Zagadnienie minimum: znale7¢ wektor wierszowy
w = [wl Wy ... wm] (11.6)
taki, ze funkcja liniowa
wb = byw; + byws + ... + bw,y, (11.7)
osigga minimum przy spetnieniu warunkow
w>0,wA > c (11.8)

Problemy te nazywamy dualnymi wzgledem siebie.
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11.3. Zasadnicze twierdzenie programowania
liniowego

Niech dane beda macierz i wektory (L1.2) o elementach nieujem-
nych. Niech wektory (11.3) i (11.6)) spetniaja odpowiednio warunki ((11.5])
i (11.8). Jezeli wektory

e = [29 x5 ... meT, w = [w) w§ ... w] (11.9)
spetniaja warunki (L1.5), (11.8)) i zachodzi réwnos¢
cx’ = uw’b, (11.10)

to &’ jest wektorem, dla ktorego funkcja liniowa cx = cyxy +cowo+ ... +
+c,x, osiaga maksimum na zbiorze wypukiym okreslonym nieréwno-
ciami (11.5), a w® jest wektorem, dla ktorego funkcja liniowa wb =
= bywy + bowy + . . . + b, w,, osiagga minimum na zbiorze wypuklym okre-
$lonym nieréwnosciami [46].

Dowdd. Aby udowodnié, ze a° jest wartoscig optymalng dla zagadnie-
nia maksimum, wystarczy pokaza¢, ze dla kazdego wektora z spelnia-
jacego warunki zachodzi ex < ex°. Niech wiec z spelnia wa-
runki (11.5). Poniewaz ¢ < w’A (drugi z warunkow (11.8)), otrzymu-
jemy cz < (w’A)zx (iloczyn dwu macierzy nieujemnych, tj. o nieujem-
nych warto$ciach). Stosujac tacznosé mnozenia macierzy, otrzymujemy
cx < w’(Ax). Poniewaz x spelnia pierwszy z warunkow Az < b, wiec
cx < w’b. Z zalozenia w’b = ca’, zatem cx < ca’, skad wynika, ze jest
najwiekszg wartoscia w zbiorze wypuktym okres§lonym nieréwnosciami
. Podobnie niech w bedzie dowolnym wektorem spetniajacym wa-
runki (11.8). Rozumujac podobnie i wykorzystujac warunki Az® < b i
cx’ = w°b, dostajemy wb > w(Az’) = (wA)z® > ca® = w’b. Tak wiec
wb > w’b. Stad w’b jest najmniejsza wartos$cia funkeji wb na zbiorze
wypuklym okreslonym nieréwnosciami (11.8)). O

11.4. Zagadnienie transportowe [28,55]

Sposrod rozlicznych zastosowarni programowania liniowego na szcze-
gblng uwage zastuguje zagadnienie transportowe. Problem dotyczy za-
planowania przewozu jednorodnego materiatu od m dostawcow do n od-
biorcow, tak aby zminimalizowa¢ naktady ponoszone na transport, przy
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zatozeniu, ze sa one proporcjonalne do liczby przewozonych jednostek.
Uproszczenie to jest mozliwe do przyjecia przy planowaniu masowych
przewozéw. Czesto przyjmowanym kryterium jest minimalizacja kosztow
badz nakladéw wyrazonych iloczynem ton i kilometrow. Oznaczmy dla
1=1,....m,7=1,...,n:

a; — liczba jednostek materialu u i-tego dostawcy,

b; — liczba jednostek materialu potrzebna j-temu odbiorcy,

¢;; — odleglos¢ polaczenia miedzy i-tym dostawca a j-tym odbiorcg [km]
lub koszt przewozu jednostki materialu na tej trasie |z1],

x;; — liczba jednostek materiatu przewozonego od -tego dostawcy do
j-tego odbiorcy (zmienne decyzyjne).

Dane mozna zapisa¢ w postaci macierzowej w tablicy:

Tablica 11.4: Dane do zagadnienia transportowego, opr. E. Kozniewski

C11 C12 ... | Cin aq o

Co1 Co2 oo | Cop as AN
=
<
N

Cm1l | Cm2 oo | Con | Qm

by | Do oo | by

ZAPOTRZEBOWANIA

Model matematyczny w ujeciu programowania liniowego jest naste-
pujacy:
m n
Wyznaczy¢ minimum funkeji celu z = ) > ¢;;24; przy ograniczeniach

i=1j=1
d wy<a dla i=12...m, (11.11)
j=1
> ay=b dla j=12..n (11.12)
=1
i przy warunkach brzegowych
2, >0i=1,...,m, j=1,...,n. (11.13)

Zadanie transportowe nazywamy zbilansowanym, jezeli spelniony jest wa-

runek . .
Y ai=> b (11.14)
i=1 j=1
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Zadanie niezbilansowane, tzn. takie, w ktorym popyt (zapotrzebowania)
nie rowna sie podazy (zapasy, zasoby), mozna sprowadzi¢ do zadania
zbilansowanego, co pozwoli rozwigzanie je typowym programem kompu-
terowym. Aby sprowadzié¢ je do postaci zbilansowane]

— w przypadku przewagi zapaséw nad zapotrzebowaniami przyjmujemy
fikcyjnego odbiorce o zapotrzebowaniu b, = > a; — > bj,
i=1 j=1
— w przypadku przeciwnym przyjmujemy fikcyjnego dostawce o zapa-

sach api1 = > b; — Y a; 1 okreslamy koszty transportu jako zerowe
=1

7=1 =
lub nadajemy im wartosci wynikajace odpowiednio z niedoboru badz

nadwyzek materiatu.

Jezeli zadanie transportowe jest zbilansowane, to model jest naste-
pujacy:

m n
Wyznaczy¢ minimum z = ) Y ¢4, przy ograniczeniach
i=1j=1

> wi=a; (11.15)
j=1

(od kazdego dostawcy wywozi sie caly zapas, i = 1,...,m),
> ay=1b; (11.16)
i=1

(zapotrzebowanie kazdego odbiorcy zostanie zaspokojone, j = 1,...,n)
i warunkach brzegowych

x5 >0,0=1,...,m, j=1,...,n. (11.17)

Zadanie transportowe jest szczeg6lnym przypadkiem programowania li-
niowego w postaci standardowej o mn zmiennych i m+n ograniczeniach.
Stad do rozwigzywania probleméw transportowych mozna stosowac algo-
rytm simpleks, ktory jednak w tym przypadku nie jest metoda efektywna
(chocby dlatego, ze pojawia sie duza liczba zmiennych). Istota algorytmu
simpleks jest badanie kolejno rozwigzan bazowych pod katem optymal-
noéci. Jesli rozwigzanie nie jest optymalne, to poszukujemy nowego roz-
wigzania bazowego lepszego od poprzedniego. Problemy transportowe
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z uwagi na pewng symetri¢ mozna rozwiazywaé bardziej zwiezlymi meto-
dami niz algorytm simpleks. Kazde zbilansowane zadanie transportowe
ma skoriczone rozwigzanie optymalne, w ktoérym jest co najwyzej m—+n—1
zmiennych niezerowych.

Warto zwréci¢ uwage, ze rozwigzania zadania transportowego maja
nastepujace wtlasnosci.

Twierdzenie 11.1. Kazde zbilansowane zadanie transportowe ma skon-
czone rozwigzanie optymalne i jest ono catkowitoliczbowe, jesli wszystkie
elementy a;, b; sa catkowite.

Rozwiazanie zadania transportowego ma interesujacy zwiazek z teo-
rig grafow. Zanim sformutujemy odpowiednie twierdzenia, wprowadzimy
trzy terminy zwigzane z programowaniem liniowym: rozwigzanie dopusz-
czalne i rozwigzanie bazowe oraz cykl.

e Rozwiagzaniem dopuszczalnym zadania programowania liniowego na-
zywamy kazde rozwigzanie réwnan i nieréwnos$ci ograniczajacych
spetniajacych warunek nieujemnosci, tj. kazdy punkt wielocianu wy-
puklego stowarzyszonego z problemem liniowym.

e Rozwigzaniem bazowym zadania programowania liniowego nazywamy
kazde rozwiazanie rownan ograniczen przy przyjeciu, ze zmienne de-
cyzyjne w liczbie n — m (gdy n > m) sa réwne zeru.

e Cyklem nazywamy kazdy prostokat w tablicy grafow (rys. [11.2).

Twierdzenie 11.2. Rozwigzanie dopuszczalne zadania transportowego
jest rozwigzaniem bazowym wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajacy mu
graf jest grafem spojnym i bez cykli.

Twierdzenie 11.3. Na to, aby graf rozwiazania zadania transportowego
byt grafem spojnym i bez cykli, potrzeba i wystarcza, zeby zawierat do-
ktadnie m + n — 1 wierzchotkow.

Przy czym graf spdjny to taki, w ktorym dwa dowolne wierzchotki
(kotka na rys. [11.2)) mozna polaczy¢ ciagiem przemiennym wierzchotkow
i galezi (galezie sa tylko poziome i pionowe).
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Rysunek 11.2: Grafy w macierzy zadania transportowego: (a) z cyklami — nie jest
rozwigzaniem (8 > 3+ 5 — 1); (b) bez cykli — jest rozwigzaniem (3 +5—1 = 7),
opr. E. Kozniewski

Na rysunku przedstawiono grafy w macierzy rozwigzan zadania
transportowego. Graf bez cykli jest rozwiagzaniem bazowym (3+5—1=7).

Przyklad 11.3. Minimalizacja kosztow transportu podczas przerzuto-
wej metody wykonywania drogi [56].

Przy budowie drogi przerzuca sie ogromne ilo$ci ziemi, co zobrazo-
wano na rysunku profilu drogi (rys. [L1.3). Na planie zaznaczono lokali-
zacje urobiska oraz koszty transportu ziemi dla 1 m3/stacje. Te ostatnie
sa funkcjg profilu (od niego zalezy sita holowania) i dlatego zaleza od
miejsca i kierunku przewozenia. Zaklada sie, ze niewykorzystana ziemia
moze by¢ usunieta bez zadnych kosztow. W celu sformutowania problemu
przyjmiemy za punkty poczatkowe (transportu) urobiska i stacje, gdzie
znajduje sie do dyspozycji ziemia, a za punkty docelowe te odcinki, ktore
wymagaja zasypania. Koszty jednostkowe otrzymuje sie po obliczeniu
jednostkowego kosztu transportu z kazdego punktu poczatkowego do kaz-
dego punktu docelowego. Przyblizone koszty transportu dla ziemi lezacej
pomiedzy dwiema stacjami oblicza sie tak, jak gdyby transportowana
ziemia znajdowata sie w nizszej stacji. Na przyktad koszt transportu ze
stacji 2 do stacji 5 jest rowny 2,0 + 1,7 + 1,5 = 5,2(0,052dol/m?); ze
stacji 5 do stacji 3 wynosi 2,5 + 2,3 = 4,8(0,048dol/m?); z urobiska B
do stacji 3 wynosi 12 + 2,3 = 14,3; z urobiska B do stacji jest réwny
12+1,5+2,8 = 16,3. Niech z;; bedzie liczbg metréw szesciennych ziemi,
ktora ma by¢ przewieziona ze stacji ¢ do stacji j, oraz c¢;; niech oznacza
koszt jednostkowy. Rozpatrzymy jedynie czesé¢ drogi, od stacji 3 do stacji
7. Odcinek ten zawiera jedno urobisko oznaczone literg B, zatem np. xg;
oznacza ilo$¢ ziemi pobrang w urobisku B, ktéra bedzie przewieziona do
stacji 7.
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Funkcja celu ma posta¢

Z = 1,7ZL‘34 + 3,21’35 + 6,01’36 + 14,31’33+
+12,0xp4 + 13,5255 + 16,3256 + 6,8763+
+ 4,53364 + 2705565 + 8,33373 + 6,05574 + 3,5%75 + 1,51’76.

Rysunek 11.3: Prace ziemne przy budowie autostrady |56], opr. E. Kozniewski

Przy ograniczeniach

T33 + w34 + w35 + 136 < 30,
Tp3 + Tps + Tps + e < 200,
Te3 + Tea + Te5 + o6 < 10,

x73 + Trg + 275 + 276 < 100,

T33 + T3 + xez + 173 < 30,
T34 + Tpa + Tea + x74 < 120,

T35 + Tps + Tes + w75 < 140,
T36 + Tpe + Tes + T76 < 50,

x;; > 0 dla wszystkich ¢, j.

(dysponowana ilo$¢ ziemi)

(potrzebna ilo$¢ ziemi)
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Model jest bardziej jasny w zapisie, gdy przenumerujemy indeksy
zmiennych: pierwszy indeks wedlug schematu (3, B,6,7) — (1,2,3,4);
drugi indeks: (3,4,5,6) — (1,2,3,4) Zagadnienie to mozna rozwigzac
metoda standardows, wtedy trzeba rozpisa¢ macierz o duzych rozmia-
rach. O wiele prosciej rozwiazuje sie zagadnienie za pomoca specjalnej
metody.

11.5. Optymalizacja transportu mas ziemnych
z uzyciem réznych $rodkéw transportu

Zadanie sformutujemy nastepujaco [1]. Majac dane
a; — objetos¢ i-tej rezerwy ziemnej, 1 = 1,...,m,
b; — objetos¢ j-tego odcinka nasypu, j =1,...,n,
k — rodzaj srodka transportu, k =1,...,1,
k- jednostkowy koszt przewozu jednostki towaru z i-tej rezerwy na

7-ty odcinek nasypu k-tym Srodkiem transportu,

nalezy znalezé iloSci gruntu xf] transportowanego z i-te] rezerwy

na j-ty odcinek nasypu k-tym $rodkiem transportu, ktére minimalizuja
funkcje m - n - k zmiennych

m n l
2= ) diak, (11.18)

przy warunkach

n l
SN aki=a, i=12,...,m, (11.19)

>0, i=1,2...,m, j=1,2...,n k=121 (11.21)

Przyklad 11.4. Projekt techniczno-roboczy obwalowania przewiduje
wykonanie nasypu liniowego (walu) z pobraniem gruntu z punktowych
rezerw ziemnych. Przedsiebiorstwo wykonujace przed przystapieniem do

budowy ma nastepujace dane (tablica [L1.5)) [1]:
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Tablica 11.5: Dane potrzebne do wykonania nasypu liniowego, opr. E. Kozniewski

3
b1 =47 000 m3 | by =70 500 m3 | b3 =58 750 m3 | Y b; = 476 250 m>
j=1

odleglosci transportowe w m

a1 = 67 500 m3 1820 2490 2746
a2 = 96 400 m3 2750 2430 2895
a3 = 62 300 m3 2540 2150 1240
3 3 3
> a; = 476 250 m3 Srai> > bj
i=1 i=1 Jj=1

Do transportu gruntu znajduja sie w dyspozycji nastepujace srodki
transportowe:

ciagniki z przyczepami 3 t (srodek transportu k = 1),

zgarniarki przyczepne 6 m3 (Srodek transportu k = 2),

samochody wywrotki 3,5 t ($rodek transportu k = 3).

Koszt przetransportowania 1 m?® gruntu poszczegolnymi $rodkami
przy odleglo$ciach z tablicy stanowi macierz zapisana w tablicy
1.6l

Tablica 11.6: Jednostkowe koszty transportu na poszczegdlne odlegtosci odcinkéw
nasypu, opr. E. Kozniewski

by by b3
T =1232 | ,=1634 | o, =19,05
a; | 2, =887 cly =36,19 | 23 =061,56
B =1360 | ¢, =13,60 | o, = 16,20
A =1232 | o, = 19,05 | ¢, = 10,05
s | 2 =1667 | 2, —=4986 | = 5091
B =1360 | &, =1620 | o, = 16,20
L =2176 | o, = 16,67 | cly = 12,32
ag | S =7132 | &, =1667 | = 20,58
G =18,80 | &y =13,60 | ¢, = 13,60

Rezerwy ziemi

3 3

Z uwagi na nieréwnos¢ . a; > > b; wprowadzamy dodatkowe zmienne
i=1 j=1

fikcyjne: y1, y2, ys (objetosci gruntu transportowanego odpowiednio z re-

Zerw ap,as, ag) i zapisujemy warunki (11.19) — (11.21)).
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Warunki ([11.19) maja postac

3 3
>N a2t 4y = ai(= 67 500),

j=1 k=1

3 3
D) aki + o = as(= 96 400),
j=1 k=1

3 3
DO ah 4 ys = as(= 62 300).
j=1 k=1

Warunki ((11.20) maja postaé

3 3

> af, = by(= 47 000),

i=1 k=1

w
w

3
Z = Z Z Z cfjxfj = 12,3255%1 + 167341’%2 + 19,051’%3 +....

Do obliczen trzeba przemianowaé¢ zmienne i sformutowaé¢ warunki do
zagadnienia planowania liniowego.

Rozwiazujac zadanie, otrzymujemy wyniki (tablica |11.7]).
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Tablica 11.7: Rozw. zagadnienia transportu mas ziemnych, opr. E. Kozniewski

Odcinki nasypu Niewykorzystana

by =47 000 bs = 70 500 bs = 58 750 | objetos¢ rezerwy
1, =0 71y =0 713 =0

~ 11 12 13

‘g |a; =67500| 23, =47000 | 22, =0 22, =0 y1 = 12 300

& 3, =0 3, =8200 | 23, =0

5 lax =96400| 23, =0 235, =0 233 =0 yo = 37 650

gqu) x5, =0 T35 =0 35 =0
x5, =0 x5, =62300 | 235 =0

az =62300| 23, = 73, = 13, = y3 =0

x3 =0 23, =0 233 =0

11.6. Zadania

1. Zapisa¢ zagadnienie transportowe w postaci standardowego progra-
mowania liniowego o mn zmiennych i m + n ograniczeniach (odpo-
wiednie macierze, wektory i warunki).

2. Zilustrowa¢ na rysunku rozwigzanie problemu dualnego z przy-
ktadu 1111

3. Zaprojektowac i rozwiagza¢ zadanie minimalizacji kosztow przy prze-
rzutowej metodzie wykonania drogi:

a) od 3do 17, b) od 4 do 20,
c) od 6 do 21, d) od stacji 8 do stacji 22.
Narysowaé¢ odpowiednie grafy.

4. Zapisa¢ zagadnienie transportowe dla réznych Srodkéw transportu
w postaci standardowego programowania liniowego.

5. Sformutowaé¢ zadanie transportowe w ujeciu klasycznym dla réznych
srodkéw transportu. Czy jest to mozliwe?

6. Narysowa¢ kilka wariantow graféw rozwigzan zagadnienia transpor-
towego dla warto$ci m = 7, n = 6. Ile potencjalnych rozwigzan teo-
retycznie istnieje?






Rozdzial 12

Metody matematyczne
wielokryterialnej analizy
porownawcze] na przykladzie
rozwigzan projektowych wybranych
pokryé dachowych

12.1. Metody matematyczne

Metody matematyczne wielokryterialnej analizy porownawczej ozna-
czaja tu zasade, wedlug ktorej algorytm poréwnywania opiera sie¢ na bu-
dowie skalaru, ktorego wartos¢ liczbowa stanowi syntetyczny wskaznik
oceny. Budowa skalaru wymaga nadania wartosciom kryteriow (miano-
wanym lub niemianowanych) liczbowych wartosci niemianowanych. W al-
gorytmie metod matematycznych stosuje sie wiec tzw. kodowanie, ktore
polega na sprowadzeniu wartosci mianowanych cech do niemianowanych.
Cechy moga by¢ ,rosnace” (stymulanty) lub ,malejace” (destymulanty);
zaleznie od tego, czy dang wielko$¢ chcemy maksymalizowaé (zysk, efek-
tywnos¢, jakosc), czy minimalizowac (koszty, czas, ciezar).

12.2. Zalozenia metody

Rozpatrujemy zbiér W okreslonych i dopuszczalnych wariantow roz-
wigzan

W={W;:i=1,2,...,n}. (12.1)

Przyjmujemy zbior krytericw K,
K={K;:j7=1,2,...,m}, (12.2)
dla ktorych wyznaczamy zbiér miar

X={zy;:i=12...,n j=12._.. m} (12.3)
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Otrzymujemy wiec macierz danych

r11 T12 ... Tim
To1 T22 ... X2

X = m| (12.4)
Tnl Tp2 -+ Tpm

Wiersze macierzy przedstawiaja miary czgstkowe poszczegolnych warian-
tow, kolumny za$ — miary czastkowe wszystkich wariantow wg okreslo-
nego kryterium czastkowego. Celem analizy wielokryterialnej jest zna-
lezienie takiego wariantu (ew. wariantow), ktory wedle przyjetych kry-
teriow ma najkorzystniejszy uktad miar czastkowych. Miary te w prak-
tyce sa zazwyczaj wielko§ciami mianowanymi (jesli K; oznacza koszt, to
miary beda wyrazone w |z], jesli K; oznacza czas, to miary beda wy-
razone w |dniach]). Dlatego, by prowadzi¢ dalsze rozwazania polegajace
na poréwnywaniu liczb, sensowne jest zastgpienie wyjsciowych danych
ich kodami. Przez kod bedziemy rozumieé¢ zastapienie wartosci miary
czastkowej wartoscia liczbowa niemianowang z okreslonego przedziatu,
najczesciej z przedziatu [0, 1].

12.3. Rodzaje kodowan

12.3.1. Standaryzacja [58]

Istota tego kodowania jest zastapienie wartoSci miary czastkowej x;;
przez z;; na podstawie wartosci Sredniej i odchylenia standardowego dla
kryterium K. Dla stymulant mamy

Zig = T (125)

i dla destymulant
2= (—1). 2L (12.6)

gdzie

- = (12.7)
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jest wartoscia $rednig miar analizowanych wariantow wg kryterium 7,

n

> (i — ;)
5; = :1# (12.8)

jest odchyleniem standardowym miar analizowanych wariantéw wg kry-
terium j,dlat=1,2,...,n; j=1,2,....,m.

12.3.2. Normowanie

Istota tego kodowania jest zastapienie wartosci miary czastkowej x;;
przez z;; na podstawie wartosci maksymalnej dla kryterium K. Dla sty-
mulant mamy

= —2—, (12.9)

i dla destymulant

—1
2y = (—;j ) 7 (12.10)
jmain

gdzie &,y jest minimalng warto$cia, a jmq, jest maksymalng wartoscia
miary wedtug j-tego kryterium, dlat=1,2,...,n; j=1,2,... ,m.

12.3.3. Kodowanie wg Neumanna — Morgensterna [58|

Istota tego kodowania jest zastgpienie wartosci miary czgstkowej x;;
przez z;; wyrazonej przez stosunek roéznicy tej miary i miary najgorszej
z wszystkich miar wariantow wg kryterium K; do roznicy miary najlep-
szej i najgorszej wg tego kryterium. Dla stymulant mamy

2y = — 22— (12.11)
xjmax - mjmin
i dla destymulant
Zij = M, (12.12)
-ijaa: - xjmin

dla:=1,2,...,n;5=1,2,...,m.
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12.3.4. Kodowanie metoda Pattern

Istota tego kodowania jest zastapienie wartoSci miary czastkowej x;;
przez z;; wyrazonej jako iloraz danej miary i sumy miar wszystkich wa-
riantéw wg kryterium K. Dla stymulant mamy

= (12.13)
> T
i=1
i dla destymulant
Lo (12.14)
G = .
gdzie zj; = 74—, dlai=1,2,...,n; 5 =1,2,...,m.

Wzor (12.14:_ przedstawia przeksztatcenie liniowe dopetnien do jednosci,

ktore zachowuje rownoczesnie unormowanie do jednosci, tzn. ) z; = 1.
i=1
Rzeczywidcie, ostatniej rownosci dowodzi nastepujacy rachunek

n z > Tij
. ;—
>l -2 n— =
n n / =
Lo 1_352] =1 i;$z] 1§IU n— 1 .
VooLa p—1 n—1 n—1 n—1
=1 =1

Warto zauwazyé, ze w literaturze dla dystymulant czesto zamiast

. . . « . xX; .
wzoru ([12.14) proponowane jest przeksztalcenie nieliniowe z;; = -,
Z x;]

=1

gdzie z}; = Zi Poniewaz odwrotnosci matych liczb sg wielkimi liczbami,
ij
rozwigzanie takie moze by¢ obarczone duza niestabilno$cig.

12.4. Algorytm stosowania metod
matematycznych [58]

Krok 1: dokonuje sie wyboru cech — kryteriow, ktore beda decydowaty
o wyborze rozwiazania.
Krok 2: ustala si¢, przy udziale ekspertow, wagi v; poszczegolnych kry-

teriow (j = 1,2,...,m), przy czym Y v; = L.
j=1
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Krok 3: okresla sie miary liczbowe wariantéw rozwiagzan, czyli tworzy sie
macierz danych; w przypadku cech niemierzalnych wprowadza sie skale
ocen i z pomocy ekspertow (sedzi6w) ocenia sie warianty. Statystycznie
ocenia sie wiarygodnos¢ (zgodnosé) sedziow.

Krok 4: liczbowe miary wariantow wg poszczegdlnych kryteriow czastko-
wych poddaje sie kodowaniu jedna z opisanych wczesniej metod.

Krok 5: dokonuje sie oceny wariantowych rozwigzan poprzez obliczenie
syntetycznych wskaznikoéw. Najkorzystniejsze rozwiazanie charakteryzuje
sie najnizsza oceny, jesli do kodowania wartosci miar zastosowano mini-
malizacje, lub najwyzsza, gdy kodowanie polegalo na maksymalizacji.

12.5. Formuly ocen syntetycznych [5§]

W przypadku, gdy zawiedzie formuta bezposredniego poréwnania
analizowanych wariantéow, jako parametr poréwnan przyjmuje si¢ inny
wskazniki, np. wskaznik sumacyjny skorygowany

Ji = ZVJ'ZU, (1215)
j=1

gdzie v; jest wagg kryterium, 1 =1,2,...,n; 7 =1,2,...,m.

12.6. Diagramy Hassego

Sa to rysunki zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Rozwazmy naj-
pierw jako przyktad zbiér wszystkich podzbioréw zbioru skonczonego

{a,b,c} : {{a,b,c},{a,b},{a,c},{b,c}, {a}, {b},{c}, 0} z relacja zawie-

rania C.
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Rysunek 12.1: Tlustracja porzadku czesciowego podyktowanego inkluzja,
opr. E. Kozniewski

Bedziemy mowi¢, ze element {b, c} ,nakrywa” {c} i ,nakrywa” {b}. Dalej
{a,b,c} ,nakrywa” {a,b}, {a,c} i {b,c}, nie ;nakrywa” zas {a}, {b} ani
{c}. Czesciowy porzadek w zbiorze S to relacja C:

— (zw) zwrotna, czyli s C s dla kazdego s ze zbioru S,

— (as) antysymetryczna, tzn. s Ctit C s = s =t,

— (prz) przechodnia, tzn. s Ctit Cu= s C u.

Zbior S, w ktorym taka relacje C, okreslono nazywamy czesciowo upo-
rzqgdkowanym.

Wprowadzamy nastepnie relacje C w ten sposob, ze x C y wtedy i tylko
wtedy, gdy x Cyix #y.

Méwimy, ze element ¢ ,nakrywa” element s, gdy s C ¢ i nie ma w .S
elementu u takiego, ze s C u C t.

Diagramem Hassego zbioru czesciowo uporzadkowanego (S, C) jest ry-
sunek grafu skierowanego, ktérego wierzchotkami sg elementy zbioru S
i w ktorym od wierzchotka ¢t do wierzcholka s biegnie krawedz wtedy
i tylko wtedy, gdy t ,,nakrywa” s.

Relacje C — ogdlniej oznaczang takze przez s < t, ktora wskazuje kierunek
— interpretujemy:

s <t<<t,jest lepszy od” s.
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Elementy odpowiadajace punktom znajdujacym sie na diagramie Has-
sego w poblizu samej géry uwazamy za najlepsze.

Diagramy Hassego, podobnie jak drzewa z wyr6znionym korzeniem, sg
zazwyczaj rysowane z krawedziami skierowanymi w dot i (najczesciej)
bez strzalek.

12.7. Reguly porzadkowania zbioréw

Pierwsza regula porzadkowania zbioréw. Porzadkowanie ma cha-
rakter bezposredni. Termin ,lepsze” rozumiany jest zgodnie z definicja:
jezeli zbior X = {z;} (i € {1,...,n}) oceniany jest z punktu widzenia m
kryteriow K (s € {1,...,m}), dla ktorych wartosciami najlepszymi sa
ich wartosci maksymalne, to z; jest ,lepszy od” x; wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje takie r (r € {1,...,m})

Ky (i) > Ky ()
i dla pozostalych K, p # r,
Kp(wi) = Kp(;).

Druga regula porzadkowania zbioréw. Wybodr elementéw przepro-
wadza si¢ z uwzglednieniem sumy (Sredniej) kryteriow, na podstawie za-
leznosci

m

z; jest lepszy od” x; <> Z K, (x;) > ZKr(l’j).
r=1

r=1

Trzecia regula porzadkowania zbioréw. Wedlug tej reguty wybor
elementow lepszych przeprowadza sie z uwzglednieniem sumy wazonej
(Sredniej wazonej) przyjetych kryteriow. Poszczegolnym kryteriom K,
(r = 1,2,...,m) nalezy przypisa¢ rozne wagi liczbowe v, (r=
=1,2,...,m). Wybor wariantow (elementow) ,lepszych” przeprowadza
sie na podstawie zaleznosci

z; jest lepszy od” z; <> Z v K (z;) > ZMrKr(%‘)-
r=1

r=1

Czwarta regula porzadkowania zbiorow (porzadkowanie we-
dlug pozadanych parametréow). Dla pary elementow i, j ustalamy,
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dla ilu kryteriow jest K,(x;) > K,.(x;) i liczbe te oznaczamy przez
[(3,7) (x; .jest lepsze od” z;), z tym ze w przynajmniej jednym 7’
zadamy K, (x;) > K, (z;), wowczas dla pozostatych g¢(i,j) kryteriow
mamy K,(z;) < Ks(x;) (x; ,jest gorszy od” z;). Mamy oczywiscie
1(i,7) + g(i,7) = m. Ostatecznie element x; uznajemy za lepszy od”
x; wtedy i tylko wtedy, gdy 1(,5) > ¢(i,7). W szczegolnodci regule te
mozemy stosowac, gdy chcemy pomina¢ w analizie (w danej chwili) pewne
kryteria.

12.8. Kryteria oceny cech wybranych
pokryé dachowych

Koszty catkowite (materialy, robocizna, sprzet) [zt] — kryterium K7,
Cigzar pokrycia [kN/m?| — kryterium Ko,

Trwalo$¢ pokrycia [lata] — kryterium K,

Estetyka pokrycia (ocena 1-6) — kryterium Ky,

Latwosé eksploatacji (ocena 1-6) — kryterium K.

12.8.1. Koszty catkowite (materialy, robocizna i sprzet)

Koszty materialéw, robocizny i sprzetu oraz koszty catkowite zostaty
opracowane za pomocg programu Norma Pro na podstawie kosztorysow.

Tablica 12.1: Zestawienie kosztéw wykonania wybranych pokryé dachowych [z1],
opr. E. Kozniewski

Wariant 1 |Wariant 2 | Wariant 3 | Wariant 4 |Wariant 5 |Wariant 6

Dachéwka | Dachéwka |Blachodach. [Blachodach. Gont Gont
ceram. cem. Finnea Monterrey |bitumiczny | drewniany
Granat 13V| Verona Standard
MRS 52 428,26 | 63 620,02 41 711,10 33 788,91 | 64 511,38 74 029,33

Materialy | 35 592,22 | 36 314,19 | 24 605,99 | 14 454,80 | 25 510,02 46 971,78
Robocizna| 15 615,45 | 25 050,82 | 16 684,79 | 18 753,06 | 36 480,39 25 321,10
Sprzet 1220,59 | 2 255,01 420,32 581,05 | 2 520,47 1 736,45

12.8.2. Ciezar pokrycia

Przez ciezar pokrycia dachu rozumiemy tylko ciezar wykorzystanego
do tego materialu. Nie wliczono ciezarow deskowania, tacenia itp.
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Tablica 12.2: Zestawienie ciezaru pokrycia dachu [kN/m?], opr. E. Kozniewski

Wariant 1| Wariant 2 | Wariant 3| Wariant 4 | Wariant 5 | Wariant 6
0,474 0,479 0,053 0,048 0,095 0,459

Ciezar pokrycia
[kN/m?]

Najmniejszy ciezar pokrycia ma wariant 4 — blachodachéwka Monter-
rey Standard, natomiast najciezszym pokryciem jest dachoéwka cemen-
towa Verona — wariant 2.

12.8.3. Trwalo$¢ pokrycia

Trwalosé to stowo trudne do okreslenia. W budownictwie chcemy,
aby uzyte materialy byly mocne, pewne, trwale i odporne na dzialta-
nie czynnikéw zewnetrznych. Okresleniem, ktorym czesto zastepujemy
stowo trwalosé, jest m. in. gwarancja wyrobu (materialu). Wartosci tego
kryterium okresla si¢ na podstawie gwarancji pochodzacych z katalogéow
producentéw wybranych pokryé dachowych.

Tablica 12.3: Zestawienie gwarancji pokry¢ dachowych [lata], opr. E. KoZniewski

Wariant 1 | Wariant 2 | Wariant 3 | Wariant 4 | Wariant 5 | Wariant 6
Trwalos¢ [lata] 20 30 40 30 15 40

Dwa pokrycia — blachodachéwka modutowa Finnera (wariant 3) i gont
drewniany (wariant 6) — sg objete najwyzszg gwarancja, natomiast naj-
nizsza gwarancje ma gont bitumiczny (wariant 5).

12.8.4. Estetyka pokrycia

Estetyka zwigzana jest z poczuciem piekna i zalezy od indywidual-
nej oceny cztowieka. Dlatego jej wartosé¢ przygotowali eksperci poprzez
ankiete. Autorzy publikacji, aby zweryfikowaé¢ wiarygodnosé ekspertow
(sedziow), poddali analizie statystycznej konkretny aspekt, mianowicie:
jaki jest stopien korelacji miedzy k zbiorami ocen (oceny ekspertow) doty-
czacych n obiektow (kryteria oceny dachow: K, Ky, K3, K4, K5). Miara
tej wspolzaleznosci jest wspotczynnik zgodnosci W-Kendalla, ktory przyj-
muje przyjmuje wartos¢ od ,,0” (brak zgodnosci) do ,,1” (catkowita zgod-
nos¢). Nalezy podkresli¢, ze wysoki wynik W interpretujemy jako fakt
zgodnosci sedziow co do kryteriow, ktorymi postugiwali sie przy ocenia-
niu danych obiektéw. Réwnoczesnie trzeba zauwazy¢, ze wysoka wartosé
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wspotczynnika W wcale nie oznacza, ze ocena okreslonych obiektow jest
poprawna. Moze by¢ tak, ze sedziowie, postugujac sie falszywym kryte-
rium (z punktu widzenia kryterium zewnetrznego), doszli do zgodnych
opinii.

Testowanie wspotczynnika W Kendalla dla ocen kryterium K (estetyka
pokrycia) odbywa sie wedtug nastepujacej procedury. Wyniki ankiet dzie-
sieciu ekspertow (sedziow) dla szesciu wariantow zestawiamy w tablicy
(tab. [12.4). W celu wyznaczenia rang w kazdym wierszu tablicy
ustawiamy wyniki malejaco od lewa do prawa, tworzac w ten sposob
tablice [12.5] obliczamy rangi i wstawiamy do tablicy

Tablica 12.4: Zestawienie wynikéw ankiety dla kryterium K, — estetyka pokrycia,
opr. E. KoZniewski

ESTETYKA |E1| E2| E3| E4| E5| E6| E7| E8| E9| E10| Srednia
Wariant 1 514|455 |3 |4]|3]|5 4 4,2
Wariant 2 6145|646 |5 |5 |4 4 49
Wariant 3 415|144 |6 |4 4|56 5 4.7
Wariant 4 415|544 |54 |5]|5 5 4,6
Wariant 5 21313 (3|1 ]4]4|1]4 4 2,9
Wariant 6 1121222 2]|6]|1]2 3 2,3

Tablica 12.5: Zestawienie wynikow ankiety dla kryterium K, — estetyka pokrycia,
uporzadkowane malejaco, opr. E. Kozniewski

ESTETYKA

Wariant 1 515155144144
Wariant 2 6|6|6|5]|5]|5H|4|4414
Wariant 3 6|6|5|5|5H4(|4]|441]4
Wariant 4 5015155554444
Wariant 5 414144

Wariant 6 6

Omoéwimy szczegdélowo wyznaczanie rang na podstawie pierwszego
wiersza tablicy [12.4F ocena 5 jest na czterech pozycjach 1,2,3,4; obli-
czamy ich $rednig Hﬁi = 2.5 1 wstawiamy ja do tablicy w miejsce ocen
5. Ocena 4 jest na pozycjach 5,6,7,8; obliczamy Srednia % = 6,5
i te liczbe wstawiamy zamiast ocen 4. Ocena 3 jest na pozycjach 9, 10;
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obliczamy $rednia gzﬁ = i te liczbe wstawiamy w tablicy zamiast
ocen 3. Otrzymujemy w ten sposéb pierwszy wiersz tablicy Po-
wtorzymy wyznaczanie rang na podstawie drugiego wiersza tablicy
ocena 6 jest na trzech pozycjach 1,2, 3; obliczamy ich $rednia % =2
i wstawiamy ja do tablicy w miejsce ocen 6; ocena 5 jest na trzech
pozycjach 4,5, 6; obliczamy srednia tych pozycji 45% = 5 i wstawiamy
ja do tablicy W miejsce ocen 5; ocena 4 jest na pozycjach 7,8,9, 10;
obliczamy $rednia W = 8,5 i wstawiamy ja do tablicy W miej-
sce ocen 4.

Tablica 12.6: Zestawienie wynikéow ankiety dla kryterium K4 — estetyka pokrycia,
opr. E. KoZniewski

ESTETYKA | E1| E2 | E3 | B4 | E5 | E6 | E7 | ES | B9 | E10
Wariant 1 | 2,5 | 6,5 | 6,5 | 2,5 | 2,5 | 95 | 6,5 | 9,5 | 2.5 | 6,5

Wariant 2 2(85| 5| 2!85] 2| 5| 5|85 85
Wariant 3 8| 4| 8| 8|15] 8| 8| 4|15 4
Wariant 4 |85 | 35 | 36 | 85 | 85 | 35 | 85 | 35 | 3,5 | 3,5
Wariant 5 8] 6| 6] 6195]25]25]95]25]| 25

Wariant 6 95| 9551]55]55]55]|5,5 1195155 2

Tablica 12.7: Tablica rang dla kryterium K4 — estetyka pokrycia (R; = k - EX),
opr. E. KoZniewski

>
> 5 o
B @ ~
= E |
o o -
n — [a\] o <t 10 © r~ 0 =] — gj S &9
€3} KRR RRARRIRRRIRIR]y»n|~ -’
Wariant 1]2,5(6,5/6,5/2,512,5/9,5/6,5[9,5/2,5/6,5| 5,5| 55|492,84
Wariant 2| 28,5 5| 2[85| 2| 5| 5(8,5/8,5] 5,5| 55|492,84
Wariant 3| 8| 4| 8| 8|1,5| 8| 8| 4|1,5| 4| 5,5| 55|492,84
Wariant 4|8,5(3,5/3,5/8,5[8,5/3,5/8,5[3,5/3,5/3,5| 5,5| 55|492,84
Wariant 5| 8| 6| 6| 6[95(2,5/2,5/9,5/2,5/2,5(| 5,5| 55|492,84
Wariant 69,5(5,5|5,5/5,5[5,5|5,5| 1[9,5/55| 2| 5,5| 55|492,84
=
™
I X
59 Q
B4 &
Il g [
K| x»n ©n
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Gdy wyniki oceny powtarzaja sie, to otrzymujemy tzw. rangi wiazane.
Dla tych rang wyliczamy tzw. poprawki. Najpierw w kolumnach tablicy
znajdujemy powtarzajace sie rangi — w F1 sa dwie: 8, 8; w E2, E'3
i F4 nie ma; w /5 sa dwie 8,51 8,5; w £6 1 E7 nie ma; w E8 trzykrotnie
wystepuje ranga 9.5; 9.5; 9.5; w E10 nie ma. Oznaczajac przez t liczbe
powtorzen rang, w kolumnach E1, E5, F9 mamy ¢ = 2, w kolumnie E'8
t = 3, w pozostalych kolumnach E2, F3, F4, E6, E7, E10 t = 0. Obli-
czajac poprawki 2 — ¢, otrzymujemy odpowiednio wartosci 6 (23 —2 = 6)
oraz 24 (3> — 3 = 24) oraz 0 (0® — 0 = 0), ktére wpisujemy w drugiej
kolumnie tablicy , sumujemy (tu tylko przepisujemy) i zapisujemy
w trzeciej kolumnie tablicy a po podzieleniu przez 12 wpisujemy
w kolumnie czwartej tablicy

Tablica 12.8: Wyliczenie poprawek dla kryterium K, — estetyka pokrycia,
opr. E. Kozniewski

35—t SUMA Tpy = =0

T 6 6 0,5
T 0 0 0
Trs 0 0 0
Tra 0 0 0
Tis 6 6 0,5
Tre 0 0 0
Tar 0 0 0
Tps 24 24 2
Tro 6 6 0,5
Tro 0 0 0
Z TEX - 3,50

Wspdtezynnik W Kendalla dla k£ = 10; n = 6 obliczamy ze wzoru

W= S (12.16)

k
Lon2 (k3 —k)—n-> T,
i=1

12

na podstawie wynikoéw zawartych w tablicach i Otrzymujemy
W = 0,98. Po uwzglednieniu zaleznosci x* = k(n — 1)W jest to ogdlna
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metoda sprawdzania wiarygodnosci sedziow.

W przypadku, gdy 3 < k£ < 2013 < n < 7, istotno§¢ wspotezyn-
nika W sprawdzamy w specjalnej tablicy. Korzystanie z niej polega na
poréwnaniu liczby Sy, (S krytyczne) z tablicy dla k sedziow i n obiektow
ocenianych z obliczong wartoécia S z tablicy rang.

Sir = 376,7 — warto$¢ z tablicy [12.9]

7 uwagi na spelniong nieréwnosé¢ Sy, = 376,7 < S = 2872,24 nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy zgodnosci sedziow.

Tablica 12.9: Wartosci krytyczne dla 3 < k <201 3 < n < 7 (Siegiel S., Nonpara-
metric Statistics for the Behavioral Sciences, McGraw-Hill, NY 1956, 286p).

a = 0,05 n
k 3 1 5 6 7
3 64,4 | 103,9 | 1573
4 195 | 844 | 1433 | 217,0
5 62,6 | 112,3 | 182,4 | 2762
6 75,7 | 136,1 | 2214 | 3352
8 48,1 | 101,7 | 183,7 [ 299,0 | 453,1
9 54,0 - - - -
10 60,0 | 127.8 | 231,2 | 376,7 | 5710
12 71,9 - - - -
14 83,8 - - - -
15 89,8 | 192,9 | 349,8 | 570,5 | 864,9
16 95,8 - - - -
18 107,7 - - - -
20 119,7 | 258,0 | 468,5 | 764,4 | 1158,7

12.8.5. Latwos$é eksploatacji

Uzytkowanie dachu wiaze sie z konserwacja i r6znymi naprawami
uszkodzonych jego fragmentéw. Kazdy ma indywidualne zdanie na temat
eksploatacji danego pokrycia dachowego, dlatego tak jak w przypadku
kryterium 4 (K, — estetyka pokrycia) jej wartosé¢ okreslili eksperci.
Testowanie wspotczynnika W Kendalla dla ocen kryterium Kj — tatwosé
eksploatacji.
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Tablica 12.10: Zestawienie wynikéw ankiety dla kryterium K5 — tatwosé eksploata-
cji, opr. E. Kozniewski

EKSPLOATACJA|FE1 |E2 |E3 |E4 |E5 |E6 |E7 |E8 |E9 | E10 | Srednia
Wariant 1 6 5 5 4 5 41 6 3 5 6 4,9
Wariant 2 6 5 5 5 4 5 6 3 3 5 4.7
Wariant 3 5| 4| 4 5 5 5 4| 4 5 4 4,5
Wariant 4 5 4| 4 5 5 5 4| 4 5 4 4.5
Wariant 5 3 3 3 3 3| 4] 3 3| 4 5 3,4
Wariant 6 1 2 3 2 3 3 5 3 2 4 2.8

Tablica 12.11: Tablica rang dla kryterium K5 — latwosé eksploatacji, opr. E. Koz-
niewski

=
-
g
E
g <
s z
& =)
v o =
h — N [ae) <t 0 © I~ o0 =) — s
= R R KRR R R R R|R|Q||E|R |(R-R)?
Wariant 1 2 55 [55 [85 (55 (85| 210 [55 | 2 [[55 | 55 484
Wariant 2 (15 | 5| 5| 5| 8| 5 ]1,5 95195 | 5 |55 | 55 484
Wariant 3 | 3| 8| 8| 3| 3| 3| 8| 8| 3| 855 |55 484
Wariant 4 | 3| 8| 8| 3| 3| 3| 8| 8| 3| 855 |55 484
Wardant 5| 7| 7| 7| 7] 7125 | 7| 7125 1 |[55 |55 484
Wariant 6 | 10 | 8 |45 | 8 |45 |45 1145 8] 2055 |55 484
2
[ap)
I
< 2
3| g ]
[ g [
K| 7 9)

Wyznaczenie wspotczynnika W: dla k& = 10; n = 6 (na podstawie obli-
czen, analiz i oraz tablicy znajdujemy warto$¢ W = 0,99.
W przypadku, gdy 3 < k < i3 < n <7, istotno$¢ wspotezynnika W
sprawdzamy w specjalnej tablicy Korzystanie z niej polega na po-
rownaniu liczby Sk, (S krytyczne) z tablicy dla k sedziow i n obiektow
ocenianych z obliczona wartoscia S z tablicy rang.

Sir = 376,70 — wartosé¢ z tablicy.

Poniewaz Sy, = 376,70 < S = 2904, nie ma wiec podstaw do odrzucenia
hipotezy zgodnosci sedziow.
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Gdy wyniki oceny powtarzaja sie, to otrzymujemy tzw. rangi wiazane,

dla ktoérych wyliczamy tzw. poprawki:

Tablica 12.12: Wyliczenie poprawek dla kryterium K5 — tatwosé eksploatacji,

opr. E. KoZniewski

Tg
Tro
Tgs
Ty
Tgs
Tre
Tgr
TEs
Trg

TElO

12.9. Propozycje wag do oceny syntetycznej

2 —t SUMA
6 6
24 24
6 6
6 6
6 6
6 6
6 6
6 6
6 6
6 12

Tgx
0,5
2
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5

_ Xt

12

1
ST =T

Wagi, podobnie jak oceny kryteridéw, mozna przyja¢ korzystajac z
ocen sedzidw i przeprowadzajac analize zgodnosci, ale mozna przyjac
arbitralnie. Ale tez waznosé poszczegéolnych kryteriow moze przyjacé in-
westor, ale tez wykonawca lub inny decydent. W niniejszym przyktadzie
przyjmujemy wagi poszczegolnych kryteriow na mocy decyzji inwestora.

Tablica 12.13: Kryteria wag zaproponowanych przez inwestora, opr. E. Kozniewski

Wagi
K1 - Koszty catkowite 0,30
K2 — Ciezar pokrycia 0,10
K3 — Trwatos¢ pokrycia 0,25
K4 — Estetyka pokrycia 0,15
K5 — Latwosé eksploatacji | 0,20
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Tablica 12.14: Dane wejsciowe dla ocen syntetycznych, opr. E. Kozniewski

K1 K2 K3 K4 K5
Koszty Ciezar Trwalos¢ Estetyka Latwos¢
catkowite | [kN/m?] [lata] (punkty 1-6) | eksploatacji
[z1] (punkty 1-6)
Wi: Ceram. Granat 13 V| 52 428,26 0,474 20 4,2 4,9
Wy: Cementowa Verona 63 620,02 0,479 30 4,9 4,7
Ws: Blach. Finnera 41 711,10 | 0,053 10 4,7 15
W4: Blach. Montenerey 33 788,91 0,048 30 4,6 4.5
Ws: Gont bitumiczny 64 511,38 0,095 15 2,9 3,4
We: Gont drewniany 74 029,33 0,459 40 2,3 2,8
Suma 330 089,00 1,61 175,00 23,60 24,80

12.10. Analiza wielokryterialna wybranych
wariantéw

Wracamy do analizy podstawowej tablicy [12.141 Zastosujemy kodo-
wanie Pattern ((12.13]) zarowno do stymulant (K3, K4, K5), jak i desty-
mulant (K1, K2). W wyniku tej operacji otrzymujemy tablice [12.15]

Tablica 12.15:

Zastosowane kodowanie

Pattern dla wszystkich kryteriow,

opr. E. Kozniewski
K1 K2 K3 K4 K5

Koszty Cigzar | Trwalos¢ Estetyka Yatwosc

catkowite | [kN/m?] [lata] (punkty 1-6) | eksploatacji

[21] (punkty 1-6)
Wi: Ceram. Granat 13 V | 0,158831 | 0,294776 | 0,114286 0,177966 0,197581
Wa: Cementowa Verona 0,192736 | 0,297886 | 0,171429 0,207627 0,189516
W3: Blach. Finnera 0,126363 | 0,032960 | 0,228571 0,199153 0,181452
Wa: Blach. Montenerey 0,102363 | 0,029851 | 0,171429 0,194915 0,181452
Ws: Gont bitumiczny 0,195436 | 0,059080 | 0,085714 0,122881 0,137097
We: Gont drewniany 0,224271 | 0,285448 | 0,228571 | 0,007458 0,112903

Po zastosowaniu rekodowania Pattern ((12.14)) dla n = 6) do destymulant
(K1, K2) otrzymujemy ostatecznie zakodowana tablice [12.16]
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Tablica 12.16: Zastosowane rekodowanie Pattern dla destymulant (K1, K2),
opr. E. KozZniewski

K1 K2 K3 K4 K5
Koszty Ciezar | Trwalos¢ Estetyka Latwosé
catkowite | [kN/m?] [lata] | (punkty 1-6) | eksploatacji

[z1] (punkty 1-6)

Wy: Ceram. Granat 13 V | 0,168234 | 0,141045 | 0,114286 0,177966 0,197581
Wa: Cementowa Verona 0,161453 | 0,140423 | 0,171429 0,207627 0,189516

Ws: Blach. Finnera 0,174727 | 0,193408 | 0,228571 | 0,199153 0,181452
Wa: Blach. Montenerey 0,179527 | 0,194030 | 0,171429 | 0,194915 0,181452
Ws: Gont bitumiczny 0,160913 | 0,188184 | 0,085714 | 0,122881 0,137097
We: Gont drewniany 0,155146 | 0,142910 | 0,228571 | 0,097458 0,112903

Wartosci kodow przedstawione w tablicy nie pozwalaja na kon-
struktywne wskazanie diagramu z wykorzystaniem pierwszej zasady (po-
rownywanie odpowiednich wartosci dwoch wierszy, kazdego z kazdym).
Takie wyniki analizy stanowiag zachete do skorzystania z trzeciej reguly
poréwnywania (tej z wagami) lub inaczej ze wskaznika sumacyjnego sko-
rygowanego.

Tablica 12.17: Wyniki trzeciej reguty poréwnywania (z wagami), opr. E. Kozniewski

> v K ()
r=1

Wi: Ceram. Granat 13V | 0,159357110
Ws: Cementowa Verona | 0,174382567
Wis: Blach. Finnera 0,195065066
Wy: Blach. Montenerey 0,181645957
Ws: Gont bitumiczny 0,134372358
We: Gont drewniany 0,155176942

Wyniki poréwnania wedlug trzeciej reguly poréwnywania prowadza
do uporzadkowania W5 < W < W; < Wy < W, < Wj3. Stad najlepszy
jest wariant 3. Mozemy zastosowa¢ druga regute poroéwnywania, gdzie
nie korzysta sie z wag lub rownowaznie zaklada, ze wszystkie wagi v,
sa jednakowe, czyli v, = % dla r = 1,2,...,m. Wowczas otrzymujemy

tablice [12.18|1 uporzadkowanie W5 < Wy < W < Wy < Wy < Wi,
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Tablica 12.18: Wyniki drugiej reguty poréownywania (bez wag), opr. E. Kozniewski

il K, (z,)

Wli

Ceram. Granat 13 V

0,799111101

ng

Cementowa Verona

0,870447513

ng

Blach. Finnera

0,977310905

W4Z

Blach. Montenerey

0,921352683

W5:

Gont bitumiczny

0,694789231

Wﬁi

Gont drewniany

0,736988566

Jak widaé¢, wynik poréwnania bez wag nie rézni sie i jest taki sam jak
wynik poréwnania z wagami.

Inng kwestia sa otrzymane wartosci w tablicach i Jaka jest
roznica miedzy nimi? Mozemy ja ocenia¢, np. zaokraglajac (przyblizenia
z doktadnoscia) do dwoch miejsc lub jednego miejsca po przecinku.

Tablica 12.19: Wyniki drugiej reguly poréwnywania z zatozona doktadnoscia (z wa-
gami), opr. E. KoZniewski

m m m
Zl vr K (25) Zl v K (245) Zl v Ko (45)

r= r= r=
doktadnosé do | doktadnosé do | doktadnosé do
1 miejsca po 2 miejsc po 3 miejsc po
przecinku przecinku przecinku
Wi: Ceram. Granat 13 V 0,2 0,16 0,159
Wa: Cementowa Verona, 0,2 0,17 0,174
Wis: Blach. Finnera 0,2 0,20 0,195
Wy: Blach. Montenerey 0,2 0,18 0,182
Ws5: Gont bitumiczny 0,1 0,13 0,134
Ws: Gont drewniany 0,2 0,16 0,155

Wynik poréwnania wedlug trzeciej reguty poréwnywania zilustrowano na
rysunku [12.2}
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doktadnos¢ do jednego dokltadno$é do dwoch  doktadnosé do trzech
miejsca miejsc miejsc

po przecinku po przecinku po przecinku
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Rysunek 12.2: Diagramy Hassego skonstruowane dla réznych doktadnosci wedtug
trzeciej reguty poréwnywania, opr. E. KoZniewski

Tablica 12.20: Wyniki drugiej reguly poréwnywania z zatozona doktadnoscia (bez
wag), opr. E. KoZniewski

Z Ky (x45) Z Ky (i5) Z K (i5)

dokiadnosc do dokladnosc do dokladnosc do

1 miejsca 2 miejsc 3 miejsc

po przecinku po przecinku po przecinku

Wi: Ceram. Granat 13 'V 0,8 0,80 0,799
Wa: Cementowa Verona 0,9 0,87 0,870
W3: Blach. Finnera 1,0 0,98 0,977
W4: Blach. Montenerey 0,9 0,92 0,921
Ws: Gont bitumiczny 0,7 0,69 0,695
We: Gont drewniany 0,7 0,74 0,737

Wynik poréwnania wedtug drugiej regulty poréwnywania zaprezentowano

na rysunku

doktadnosé do jednego
miejsca
po przecinku

doktadnosé do dwoch  doktadnosé do trzech
miejsc miejsc
po przecinku po przecinku

G)
(3) N /9
A @
& O :
/ 'y
\> < 2)
1 2
Al ®
\_/ i
5 o
& (6)

Rysunek 12.3: Diagramy Hassego skonstruowane dla réznych doktadnosci wedtug
drugiej reguty poréwnywania, opr. E. Kozniewski
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Zamieszczony na wykresach (rys. diagram wartosci kodowa-
nych wskazuje na dobra reprezentacje otrzymana z doktadnoscia obliczen
do trzeciego miejsca po przecinku. Ale wyniki z dokladnoscia do drugiego
miejsca wskazuja na ostrozne postugiwanie sie¢ rankingiem. Warto spraw-
dzi¢, jaka jest réznica miedzy poszczegdlnymi wartosciami ocen synte-
tycznych (12.19)). Rozstrzygniecie ostateczne powinno odbywadé sie juz w
kontekscie analizy danych rzeczywistych (tab. [12.14)).

12.11. Podsumowanie

W wyniku analizy ustalono, ze najlepszym pokryciem dachu z punktu
widzenia omawianych kryteriow jest blachodachoéwka Finnea (wariant 3),
natomiast najgorszym pokryciem w tej ocenie jest gont drewniany $wier-
kowy (wariant 6) lub gont bitumiczny (wariant 5). Catkowity koszt po-
krycia blachodach6wka Finnea oszacowany zostal na kwote 41 711,10zt
Nie jest to najnizszy koszt wsrod analizowanych pokryé, ale do$é¢ niski.
Trwalos¢ wybranego pokrycia jest najdtuzsza. Ze wzgledu na estetyke
pokrycie to zostalo sklasyfikowane najwyzej.

12.12. Zadania

1. Dokona¢ analizy poréwnawczej prezentowanych w rozdziale 12 pokry¢
dachowych z zastosowaniem kodowania:
a) Neumanna — Morgensterna,
b) normowanie.
Przyja¢ wartosci i wagi okreslone w rozdziale 12.

2. W zadaniu 1 dokonaé¢ analizy poréwnawczej 12 pokry¢ dachowych,
przyja¢ wlasne oceny ekspertéw oraz wartosci wag.

3. Dokona¢ analizy poréwnawczej domow jednorodzinnych wykonanych
w roznych technologiach i z r6znych materialow z uwagi na koszty.
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4.3

(a2) taczymy punkty tych przekatnych odcinkami réwnolegtymi

do pozostalych Scian bocznych (w praktycznej realizacji dzielimy

przekatne na te sama liczbe rownych odcinkow 1 otrzymane w

ten sposob punkty taczymy odpowiednio ze soba — odcinki w

kolorze niebieskim). Otrzymujemy tworzace, wszystkie ze soba

skosne (kolor niebieski), dwie z nich sa przekatnymi pozostatych §cian

bocznych. Te dwie przekatne moga stanowi¢ baze do skonstruowania

drugiej rodziny tworzacych (kolor zielony); (a3) w celu przejscia od

charakteryzacji geometrycznej do analityczne] wprowadzamy uktad

wspotrzednych OXY Z najbardzie) przyjazny dla postaci rownania

kanonicznego powierzchni siodtowej (AutoCAD), opr. E. KoZzniewski| . .

66
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(AutoCAD), opr. E. Kozniewski| . . . . . ... ... ... ... ....

Tlustracja przekrojow, modelu przekrycia dachowego o grubosci ¢
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bazowego) obiektu; sa to rownolegtoboki o jednakowym polu ag — mozna

przyjac, ze sa to przekroje prostopadtoscianu o podstawie kwadratu

a X a 1 wysokosci g, ktory mozna uznac¢ za model dachu ptaskiego

(AutoCAD), opr. E. KoZniewski| . . . . . . . . . . ... . ... ....

Tlustracja przeksztatcen opartych na przekrojach: (a) wyjsciowy prosto-
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podstawie [51f . . . . . . ..o
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Omax, Sciecie (AutoCAD), opr. E. Kozniewski na podstawie [51f]. . . . .

(a) skrecenie prostopadtoscianu, krawedzie pionowe jako linie

srubowe (modele zrealizowane w AutoCAD-zie), opr. E. Koz-

niewski na podstawie [51[; (b) synagoga w Dreznie (2001,

architekci Rena Wandel-Hoefer oraz Wolfgang Lorch) —

przyktad zastosowania w architekturze przeksztalcenia skrecenie [18]|. .

Turning Torso w szwedzkim Malmo (2005, architekt Santiago Calatrava)

— inny przykiad zastosowania przeksztatcenia skrecenie we wspoiczesne]

architekturze J19]] . . . . . ... ... ... . oL
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wyk. BE. Kozniewski| . . . . . . . . ..o
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Roznica miedzy offsetem e/, elipsy e(a,b) i elipsa e(a + d,b + d)
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O
(2

Konstrukcja szkieletu dachu generowanego przez szesciokat

(1,d1;2,do;3,ds;4,d4;5,ds; 6,ds), (por. [33]), wyk. E. Kozniewski|. . . .

[Sx
)

Typy topologiczne dachéw o zmiennym nachyleniu nad tym

samym szesciokatem (1, d1;2,ds; 3, ds3;4,dy;5,ds;6,dg) (por. [33]),

wyk. E. Kozniewski| . . . . .. .. ... 00000000
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punkty zmiany od wykopu do nasypu (por. [33])] . . . . .. . ... ..

O
0e

Po lewej stronie i na dole obszaru proponowane kontury warstwic

(dla wykopu) w odleglosci d = 1 m, aby uzyska¢ nachylenie rowne 1

ot B3N] - - - o e e e

Po prawej stronie 1 u gory obszaru proponowane kontury warstwic

(dla nasypu) w odstepach d = 1% m, aby uzyska¢ nachylenie w stosunku

15dol (por. [33D. . . . . . ...

[5.10

Brzeg linii nasypu i wykopu (por. [33])] . . . . . . ... Lo
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