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Wstep

Skrypt Geometria odwzorowan inzynierskich obejmuje tematyke zajeé
z geometrii wykreslnej, ktore prowadzone sa (lub byly) przez autora na
wydziatach budownictwa i nauk o srodowisku oraz architektury Politech-
niki Bialostockiej od ponad trzydziestu lat. Dlatego w publikacji zamiesz-
czono rysunki z catego okresu nauczania od 1992 roku, realizowane w roz-
nych wersjach srodowiska AutoCAD. Z uwagi na obecny charakter przed-
miotu i oczekiwania programoéw nauczania inzynierow autor swiadomie
nie eksponuje nazwy geometria wykresina, ktora przy swojej szacownej
historii byta wazna dla inzyniera dziedzing wiedzy zaréwno teoretycznej,
jak i praktycznej [ Warto zwrécié uwage, ze nazwa ta nie korespon-
duje z nazwa geometria opisowa, ktoéra figuruje w wielu jezykach eu-
ropejskich: francuskim (Géométrie descriptive), angielskim (Descriptive
Geometry), niemieckim (darstellende Geometrie), hiszpanskim (geome-
tria descriptiva), wtoskim (geometria descrittiva), wegierskim (dbrdzold
geometria), bulgarskim (deskriptivna geometriya). Jedynie po rosyjsku
(nachertatel’naya geometriya) mamy podobienstwo z okresleniem w je-
zyku polskim.

Mozna umownie przyjac¢, ze do roku 1982, tj. do ukazania si¢ pierw-
szej wersji programu AutoCAD (1.0), rysunkowe czesci projektu wyko-
nywane byly za pomoca rysowania (kreslenia) otéwkiem lub tuszem. Do
tego czasu (i oczywiscie dltugo pdzniej az do upowszechnienia sie kom-

1 Geometria wykreslna w Polsce moze poszczyci¢ sie dokonaniami zaréwno
w nauce jak i w nauczaniu tego przedmiotu. Swiadcza o tym znamienite posta-
cie (wymieniamy alfabetycznie i tylko osoby z tytulem profesora): Kazimierz Wta-
dystaw Bartel (1882-1941), Stanistaw Garlicki (1875-1935), Bogustaw Grochowski
(1923-2011), Wiktor Jankowski (1913-1996), Roman Matla (1929-1990), Edward
Otto (1908-1986), Franciszek Otto (1904-2000), Marian Palej (1923-2001), Zbi-
gniew Palasiriski (1921-1991), Antoni Karol Plamitzer (1889-1954), Stanistaw Po-
laniski (1919-1997), Stefan Przewlocki (ur. 1933), Franciszek Sapalski (1791-1838),
Stanistaw Szerszen (1889-1975), Bronistaw Slusarczyk (1917-1982), Teofil Zebrawski
(1800-1887).
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puteréw osobistych) rysunki byly wykonywane wykreslnie. Stad nazwa
przedmiotu geometria wykresina, ktora jako jeden z prerekwizytoéw pod-
staw projektowania, w tym rysunku technicznego, byta jak najbardziej
uprawniona. Wowczas , kreslenie” za pomoca cyrkla (okrag) i linijki (pro-
sta) odpowiadato wykonywanej czynnosci kreslarskiej. Kazdy szczegot
rysunku mogt by¢, czy raczej musial by¢ zrobiony przez kreslarza. Obec-
nie rysunek jest sporzadzany wirtualnie za pomoca programu kompu-
terowego i mamy do czynienia bardziej z przetwarzaniem istniejgcych
elementéow rysunku niz ich tworzeniem. Zatem student powinien byé
przygotowany nie tyle do kreglenia, ile do korzystania ze zintegrowanych
programéw komputerowych, w ktérych tworzenie rysunku jest czynnoscia
towarzyszaca procesowi projektowania. Potrzebna jest wiec tu bardziej
umiejetnosé tworzenia obiektu geometrycznego (figury, bryly) z danych
elementow (obiektow elementarnych — entycji). Wymaga ona wyobrazni
przestrzennej, znajomosci wlasnosci rzutéw: srodkowego, réownolegtego
(prostokatnego) oraz zasad tworzenia tych rzutow. Wszystko to stanowi
gltowny cel niniejszego opracowania. Stad propozycja nazwy skryptu: geo-
metria odwzorowan inzynierskich wydaje sie najbardziej odpowiednia.

Autor stara sie realizowa¢ powyzszg koncepcje nauczania geometrii
na bazie konkretnych przykladow obiektow przypominajacych elementy
budynkéw i budowli. Stosuje przy tym nazewnictwo figur i bryt geome-
trycznych: dom, dach (pola¢, okap, kalenica), wieza. Wykorzystujac je,
wprowadza potrzebne pojecia i prodcedury rysowania (kreslenia) obiek-
tow geometrycznych. Stara sie unikaé¢ przesadnych formalizmow, a wiec
nadmiernego cytowania oczywistych definicji i twierdzen geometrycz-
nych. Dane pojecie, algorytm geometryczny czy procedura pojawiaja sie
wtedy, gdy sa naprawde niezbedne.

Szczegdlnie rozbudowana jest tzw. geometria dachow, wszak na
przykladzie rozwigzania dachu mozna poda¢ najwazniejsze konstrukcje
w rzutach Monge’a [} prostopadloéé prostej do plaszczyzny, konstrukcja
ktadu ptaszczyzny na jedna z rzutni, zastosowanie zasady przynaleznosci
punktu do prostej i do ptaszczyzny. Mozna powiedzie¢, ze na geometrii
dach6éw mozna omoéwié cata teorie rzutow Monge’a. Wiecej, w ujeciu tra-
dycyjnym tylko dzieki zastosowaniu tej metody mozna w petni rozwiagzac
dach z wyznaczeniem rzeczywistych wielkosci potaci. Zaprojektowanie

2 Gaspard Monge (1746-1818) — matematyk i inzynier francuski. W swoim dziele
Géométrie descriptive wprowadzil metode rzutéow obiektu geometrycznego na dwie
wzajemnie prostopadle plaszczyzny — rzutnie. Uwazany jest za tworce geometrii wy-
kreslnej, a metoda ta jest nazywana metodqg Monge’a.
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szkieletu dachu to tez jego wizualizacja, czyli rysunek pogladowy. I tu
dochodzimy do koniecznosci narysowania obiektu w aksonometrii, ktora
jako odwzorowanie pozwala osobie postronnej ,zobaczy¢” obiekt bez ko-
niecznosci studiowania geometrii. Omoéwiono ja w rozdziale pierwszym
niniejszego opracowania. Zaznaczy¢ jednak nalezy, ze w technologii kom-
puterowej aksonometria, czyli rysunek aksonometryczny, a wiec wizuali-
zacja komputerowa, jest jedng z emanacji zaprojektowanego obiektu, nie
za$ celem samym w sobie. Mowiac wprost, aksonometria obiektu nie jest
konstruktem, a tylko jego prezentacja.

W technologii komputerowej, np. w srodowisku programu AutoCAD,
zupelnie inaczej przebiega konstrukcja dachu. Po wyborze wielokata pod-
stawy dachu obiekt modelujemy w 3D, uzywajac w zasadzie dwu poleceni:
EXTRUDE oraz TAPER FACES.

W ostatnim rozdziale oméwiono podstawowe informacje z zakresu
geometrii analitycznej, czy dokladniej grafiki komuterowej. Znajdziemy
w nim analityczny opis rzutoéw rownolegtego i srodkowego oraz wykorzy-
stanie wspotrzednych jednorodnych do opisu izometrycznych i afinicz-
nych przeksztalcen przestrzeni.

Dodajmy jeszcze, ze w technologii komputerowej modelowanie 3D
obiektow budowlanych moze odbywaé¢ sie na podstawie tzw. chmury
punktow, uzyskanej ze skaningu laserowego, zawierajacej istotne dane
o obiekcie, takie jak: wspotrzedne punktow w przestrzeni, barwy poszcze-
golnych elementéw, znaczniki czasu oraz dokumentacje fotograficzng.

Powierzchnie, gltéwnie stopnia drugiego, oraz krzywe, jako ich prze-
kroje, sa referowane w aspekcie zastosowan w architekturze i w budow-
nictwie (przekrycia) oraz w inzynierii $rodowiska (geometria potaczen
rur). Krzywe, zwlaszcza stozkowe, jako przekroje powierzchni obroto-
wych: stozka (okrag, elipsa, parabola, hiperbola) i walca (okrag, elipsa)
zaprezentowano w aspekcie réznych definicji.

Rzut srodkowy zostal omoéwiony z punktu widzenia programu dla
kierunku budownictwo, ale tak, by mozna byto kontynuowaé wyktad
w drugiej czesci skryptu z mysla o kierunkach architektury, architektury
wnetrz, gospodarki przestrzennej czy tez architektury krajobrazu.

Na zakoriczenie warto jeszcze zauwazyé, ze podstawag narracji wy-
ktadu jest sekwencyjna historia obrazéw (film rysunkowy) prowadzona ze
szczupltym uzupelnieniem tekstowym, przypominajaca komiks. Uzasad-
nieniem przyjecia takiej formy wyktadu jest z jednej strony przedmiot
pracy inzyniera budownictwa — tworzenie modeli geometrycznych real-
nych obiektéw, z drugiej zas — tatwos¢ percepcji wizualnej Czytelnika.
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Czytelnikom korzystajacym z niniejszego opracowania autor bedzie
wdzieczny za wszystkie zauwazone usterki, a takze za sugestie dotyczace
zaréwno tresci, jak i formy.



Rozdzial 1

Rzut aksonometryczny

1.1. O rzutach i elementach niewlasciwych
w geometrii

Przy rzutowaniu przestrzeni euklidesowej E? mamy do czynienia
z plaszczyzng m zwana rzutnig oraz Srodkiem rzutowania S lub
kierunkiem rzutowania S nielezacym na plaszczyznie w. Rzutem
punktu X, réznego od S, z punktu S na plaszczyzne m nazywamy
punkt X' przebicia tej ptaszczyzny prosta SX. Prosta SX nazywamy
prostqg rzutujgcg lub promieniem rzutujgecym punktu X. Rzut jest wiec
przeksztalceniem postaci: f : E® — {S} ~— . Dokladniej jest to
przeksztalcenie f : B3 — e — m, gdzie € jest plaszczyzng przechodzaca
przez punkt S i rownolegla do plaszczyzny w. Rzutem punktu A jest
punkt A’, punktu B punkt B’, punkt C' za$§ nie ma rzutu, poniewaz
C € e (rys. . Promienn SC' nie przecina plaszczyzny m. Wygodniej
bytoby jednak, gdyby wszystkie punkty, oprocz punktu S miaty swoje
rzuty. Mozemy wiec umoéwié sie, ze prosta SC' || 7 ma z rzutnig
punkt wspolny. Taki ,punkt”, a w rzeczywistosci kierunek, nazywaé
bedziemy punktem w nieskonczono$ci lub punktem niewtasciwym
w odréznieniu od dotychczasowych punktow, ktére nazywaé bedziemy
punktami wtasciwyms lub krotko punktami. Punkty niewtasciwe oznaczaé
bedziemy przez A>, B>, .. .. Dlaczego takie punkty nazywamy punktami
w nieskoniczonosci, o tym przekonuja nas fotografie i rysunki (rys. ,
. Rownolegte krawedzie korony drogi, krawedzie scian budynku lub
innego obiektu budowlanego ,przecinaja sie” gdzie§ bardzo daleko.
Jest to zreszta jedna z wlasnosci rzutu srodkowego na ktorego zasadzie
oparte jest nasze widzenie. Punkty niewtasciwe maja te same wlasnosci
geometryczne co punkty euklidesowe i w zwiazku z tym nic nie stoi
na przeszkodzie, by uznaé¢ je za ,normalne” punkty. Na dowolnej
prostej lezy zatem dokladnie jeden punkt niewlasciwy (kierunek tej
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prostej). Prosta uzupetiona punktem niewtasciwym nazywaé bedziemy
prostq rzutowq. Zbior wszystkich punktow niewtasciwych (kierunkow
w przestrzeni euklidesowej E®) nazywaé bedziemy plaszczyzng nie-
wtasciwg 1 oznaczaé¢ przez w™. Przestrzen euklidesowa uzupeliong
wszystkimi punktami niewlasciwymi nazywaé¢ bedziemy przestrzenig
rzutowq z wyroznionymi elementamsi niewtasciwymi i oznaczaé¢ bedziemy
przez P3 (t.j. P3 = B3 Uw™). Wéwczas rzut g przestrzeni rzutowej P3
na plaszczyzne wlasciwg m zapiszemy w postaci g : P3 — {S} — 7.

Rysunek 1.1: W przestrzeni euklidesowej E3: i) punkt C nie ma rzutu, ii) ptaszczy-
zna € jest zbiorem wszystkich punktow, ktore nie maja rzutéw; w przestrzeni rzutowej
P3: iii) dwie plaszczyzny rownolegle maja nieskoriczenie wiele wspolnych punktow
niewlasciwych, maja wiec wspolna prosta niewlasciwa (zbior wszystkich kierunkow
rownolegtych do plaszczyzny), iv), v) rzutem punktu C jest punkt niewtasciwy C'

Po przyjeciu powyzszej umowy na plaszczyznie, i w przestrzeni geo-
metrycznej, spetnione sa np. takie wtasnosci: kazde dwie proste na ptasz-
czyinie przecinajq sie lub kazda prosta w przestrzeni ma punkt wspolny
z dowolng ptaszczyzng. Pozostaja prawdziwe takie zdania jak: przez kazde
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dwa rozne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta. Co wiecej, jezeli
zdanie, ktore mowi o punktach i prostych na ptaszezyznie (punktach
i ptaszezyznach w przestrzeni), jest prawdziwe, to rowniez prawdziwe jest
zdanie, gdy zamienimy punkty na proste, proste na punkty (punkty na
plaszczyzny, ptaszczyzny na punkty w przestrzeni), a relacje ,,przechodzi”
na ,lezy na” iodwrotnie. Zasade te nazywamy dualnoscig, a pary elemen-
tow (punkt, prosta) na plaszczyznie, (punkt, plaszczyzna) w przestrzeni
nazywamy dualnymi. Obiekty dualne na plaszczyznie to trdjkqt—trajbok,
czworokgt—czworobok. Jak wyttumaczyé analitycznie pojecie punktu nie-
wlasciwego (w nieskoriczonosci)? Czy proste rownolegle maja wspolny
punkt? E

1.2. Aparat rzutujacy

Po tak przyjetych umowach aparat rzutujgcy stanowi para obiektow:
(punkt, ptaszczyzna) czyli ($rodek rzutowania, rzutnia), symbolicznie: (S,
7). W przypadku, gdy punkt S jest niewlasciwy (S = K> (rys. [1.6),
otrzymujemy aparat rzutu réwnolegtego (K*°, ), zas w przypadku, gdy
punkt S jest wlasciwy otrzymujemy aparat rzutu Srodkowego (S, 7).
W przyrodzie spotykamy w zasadzie takie modele. Sa to m.in.: proces
powstawania obrazu w oku, w aparacie fotograficznym, cieri rzucony
przez przedmiot przy o$wietleniu punktowym (zarowka); natomiast
uproszczonym modelem rzutu rownoleglego jest (w zadowalajacym nas
przyblizeniu) $wiatlto stoneczne.

! Rozwazmy uklad réwnaii przedstawiajacy dwie proste réwnolegle, a nastepnie
przeksztalémy go, wprowadzajac dla punktu (x,y) o wspohrzednych x, y wspolrzedne
jednorodne x1, o, T3:

(x,y) ($17x27x3)
{ T + vy I | =2 y:%, x3#0 { r1 + X2 = I3
20 + 2y 1 2r1 + 2x9 T3
Uktad powyzszy ma rozwiazanie, jezeli jedna z dwu pierwszych zmiennych potrak-
tujemy jako parametr. Otrzymujemy wowczas rozwiazanie postaci (z1,22,23) =
t(—1,1,0), gdzie t = a9, t € R. Rozwiazanie to (nieskoniczenie wiele trojek liczb we
wspOlrzednych jednorodnych) interpretujemy jako punkt niewtasciwy (trzecia wspoi-
rzedna rowna zero).
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(c) (d)

Rysunek 1.2: Obserwacja realnych obiektéw zawierajacych linie réwnolegle uza-
sadnia uzupelnienie przestrzeni elementami niewtasciwymi; wystarczy choéby krotki
spacer po dworcu kolejowym w Bialymstoku: a) budynek dworca z roku 1862; b) pe-
rony; ¢) wejscie do przejscia podziemnego; d) przejscie podziemne, fot. autor

Tak okreslony rzut
g: PP —{S}r—m

jest przeksztalceniem przestrzeni P? z wylaczeniem punktu S, na plasz-
czyzne m. Obowiazuja wiec wszystkie, znane z matematyki, wlasnosci
odwzorowan. W szczegolnosci: jezeli przez F i G oznaczymy dwie dowolne
figury zawarte w przestrzeni P? ( F, G C P?), to:

FCG—g(F) Cy(G) (1.1)

AeFNG+—— g(A) € g(F)Ng(G) (1.2)

Warunek (|1.1)) oznacza w szczegolnosci przynalezno$é rzutu punktu
nalezacego do figury do rzutu tej figury, warunek (1.2) oznacza
przecinanie sie rzutéw figur przecinajacych sie.
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Rysunek 1.3: Proste euklidesowa i rzutowa; a) odwzorowanie okregu na prosta eu-
klidesowa — punkt S nie ma swojego obrazu, a’) prosta euklidesowa ma o jeden punkt
mniej niz okrag; b) odwzorowanie okregu na prosta rzutowa — obrazem punktu S jest
punkt S'°°, b’) prosta rzutowa ma tyle samo punktéw co okrag

1.3. Klasyfikacja rzutow

Rysunek 1.4: Jeden z przyktadow klasyfikacji rzutow
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Rzuty aksonometryczne wyszczegolnione na rysunku [1.4{stuza do po-
gladowego przedstawiania obiektéow trojwymiarowych na plaszczyznie.
Zwykle sa to obiekty o mniejszych wymiarach, np. meble (rysunki ofer-
towe, ilustrujace spos6b montazu regatu, komody itp.). Wedtug wlasnosci
rzutow perspektywicznych najczesciej wykonujemy realistyczne rysunki,
obrazy, szkice, na ktorych przedstawiamy obiekty wicksze, budynki,
drogi, zespoly budynkéw. Natomiast rzuty prostokatne stuza do two-
rzenia dokumentacji technicznej. Obecnie coraz czesciej, rzuty obiektu
sa jego pochodna w geometrii bryt, czyli w technologii 3D. Woéwczas
zarowno aksonometria, perspektywa, jak i rzuty prostokatne powstaja
w wyniku operacji 3D — 2D gwarantowanych przez srodowisko.

Rysunek 1.5: Przyktady réznych rzutéw tego samego obiektu: a) aksonometria uko-
$na, b) dimetria wojskowa, ¢) izometria rownokatna, d) perspektywa (dwuzbiezna),
e) trzy rzuty prostokatne

Na rysunku przedstawiliémy figure w réznych rzutach, ktore be-
dziemy omawia¢ w kolejnych rozdziatach tego skryptu. Na poczatku zato-
zyliSmy, ze rzutnia jest plaszczyzna i takie rzuty (rzutowania) nazywamy
rzutami (rzutowaniamsi) ptaskimi. W przyrodzie i praktycznej dziatal-
nosci cztowieka spotykamy rzuty (rzutowania), w ktorych rzutnia jest
pewna powierzchnia, np. walca, sfery. O rzutach takich moéwi sie zwlasz-
cza w kontekscie rzutu srodkowego. Rzut srodkowy na sferze (gdy sfera
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jest rzutnia) nazywamy olorama, rzut srodkowy na walcu (gdy rzutnia
jest powierzchnia) nazywamy panoramg |6).

1.4. Rzut réwnolegly — niezmienniki

Rysunek 1.6: Tlustracja trzech niezmiennikéw rzutu rownoleglego oraz jednej z wias-
nosci bezposrednio wynikajacej z dwoch pierwszych niezmiennikdw

Aby posiasé umiejetnosci wykonywania rzutéow zadanych figur
geometrycznych, ich odtwarzania (restytucji) na podstawie rzutéow
oraz analizowania wtlasnosci figur na podstawie ich rzutéw dobrze jest
zna¢ wlasnosci, ktére nie zmieniaja sie przy rzutowaniu réwnoleglym.
Wtasnosci takie nazywaé bedziemy niezmiennikami. Niezmiennikami
rzutu réwnoleglego sa:

PP1: wspotliniowosé punktow — w rzucie rownolegtym rzuty trzech
punktow lezgcych na jednej prostej lezg na jednej prostej (rys. .

Zanim sformutujemy drugi niezmiennik, wprowadzimy wczesniej
pojecie stosunku podziatu odcinka.
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Niech dany bedzie odcinek [AB] oraz punkt C' # B. Sto-
sunkiem podziatu odcinka [AB] punktem C nazywamy liczbe [

AC
_ = gdy —-B(ACB), :
(AB,C) { _é}g ody B(ACB), gdzie symbol B(ACB) oznacza,
ze punkt C' lezy miedzy punktmi A i B, = jest symbolem negacji.

PP2: stosunek podziatu odcinka — rzut réwnoleglty zachowuje stosunek

podziatu odcinka, czyli g:—g = g—g (rys. .

Rysunek 1.7: Ilustracja geometryczna pozostatych dwoch niezmiennikéw rzutu row-
noleglego oraz zalozenia do przykladu (cdn.)

Niezmiennik PP2 w potaczeniu z PP1 méwi w szczegdlnosci o tym,
ze

SL1: rzutem rownolegltym prostej jest prosta, odcinka zas odcinek
(rys. [L.6)).

2 Definicja stosunku podziatu odcinka ma swoje zrédlo w interpretacji wektoro-
wej. Mianowicie stosunek podziatu (AB, C') odcinka [AB] punktem C(C # B) okresla

sie jako liczbe X taka, ze ﬁ = ABC. Stad wlasnie wynika, ze stosunek podziatu
A = (AB,(C) odcinka [AB] punktem C' lezacym miedzy punktami A, B jest liczba
ujemnyg. Wszak wektory AC, B? maja wtedy przeciwne zwroty.
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PP3: rownolegtos¢ prostych, tj. rzuty dwu prostych rownolegtych
sq prostymi rownolegtymi (rys. |1.6]).

PP4: stosunek dtugosci odcinkow rownoleglych do siebie, mnierow-
nolegtych do kierunku rzutu, jest zachowany w rzucie rownolegtym

(rys. [1.7)).

PP5: zwigzki miarowe figury ptaskiej rownolegtej do rzutni, tzn.
rzutem rownolegtym figury ptaskiej rownolegtej do rzutni jest figura do

niej przystajgca (rys. |1.6).

Przyktad 1.1. Dany jest rzut rownolegty A’, B’, C’ trzech wierzchotkow
A, B, C pieciokata foremnego [ABCDE] (rys. [1.7). Uzupelni¢ obrazy
pozostalych (dwoch) wierzchotkow w tym rzucie.

Rysunek 1.8: Konstrukcja rzutu pigciokata foremnego — przyktad wykorzystania
niezmiennika PP2 — podzial odcinka [A'C’] w stosunku (AC, P). Okregi o §rodkach
na odcinkach wskazuja na réwnosé odpowiednich odcinkéw (cdn.)

Rysunki stanowig ilustracje konstrukeji pieciokata foremnego
w rzucie rownoleglym na podstawie danych obrazéw trzech wierzchot-
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kéw owego pieciokata w tym rzucie, tj. rozwigzanie zagadnienia z przy-
ktadu [LIk

Rysunek 1.9: Konstrukcja rzutu réwnolegtego pieciokata foremnego (cd.) — przyktad
trzykrotnego wykorzystania niezmiennika PP3

1.5. Twierdzenie o punkcie wezlowym

Przy kresleniu przekrojow figur przestrzennych ptaszczyznami wygod-
nie jest postugiwaé sie prostym twierdzeniem.

Twierdzenie 1.1. W danej trojce ptaszczyzn krawedzie jej poszczegol-
nych par pokrywaja sie lub sg trzema réznymi prostymi przecinajgcymi
sie w jednym punkcie.

Rozwiazmy nastepujacy problem.

Przyktad 1.2. Dany jest ostrostup czworokatny [ABC' DW] o podstawie
[ABC D] na plaszczyzznie « oraz plaszczyzna (K LM) okreslona przez
punkty K, L, M lezace odpowiednio na krawedziach [AW], [BW], [CW].
Wyznaczy¢ przekroj [ABCDW] N .
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Rysunek 1.10: Konstrukcja przekroju ostrostupa [ABC DW] plaszczyzna przecho-
dzaca przez trzy punkty K, L, M lezace odpowiednio na krawedziach bocznych [AW],
[BW], [CW]

Rozwigzanie problemu z przykltadu [I.2] Rozwazmy kolejno trzy trojki

ptaszezyzn «, B, v1(ABW); o, B, v2(BCW); «, 3, v3(C DW) oraz odpo-
(KL)

k(77

wiednie diagramy. Diagram v, o —*")=1 — 8 pokazuje, ze proste (AB)
——

(AB)
i (KL) maja wspolny punkt 1 oraz szukana krawedZz k(7?7) (symbole
77 oznaczaja dwa nieznane punkty szukanej prostej) przechodzi przez

(LM)
punkt 1 (rys.|1.10a1). Diagram o o k1022 8 hokazuje, ze proste
——
(BC)
(BC) i (LM) maja wspolny punkt 2, wiec szukana krawedz k przecho-

(CD)

dzi rowniez przez punkt 2 (rys. [1.10p2). Diagram a 3 mM?)=3
~—~—

—7 Y3

k
pokazuje, ze proste k i (C'D) maja wspolny punkt 3 oraz szukana kra-

wedz m przechodzaca przez punkt M przechodzi réwniez przez punkt 3
(rys. [1.10a3, [L.10p4). Przeciecie (DW) Nm = {N} prostych (DW), m
daje szukany punkt N (rys. [1.10p4, [1.10R5).
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Rysunek 1.11: Konstrukcja przekroju ostrostupa [ABC DW] plaszczyzna przecho-
dzaca przez trzy punkty K, L, M lezace odpowiednio na $cianach [ABW], [BCW],
[CDW]. Pierwsze etapy polegajace na znalezieniu krawedzi k

Przyklad 1.3. Dany jest ostrostup pieciokatny [ABCDEW] o podsta-
wie [ABCDE] na plaszczyznie « oraz plaszczyzna (K LM) okreslona
przez punkty K, L, M lezace odpowiednio na $cianach [ABW], [BCW],
|[CDW]. Wyznaczy¢ przekroj [ABCDEW] N B.

Rozwigzanie problemu z przykladu [I.3] W celu wyznaczenia
pomocniczej prostej k (rys. 5), a wiec wczeSniej punktow 1, 2,
wyznaczamy plaszczyzny pomocnicze [KLW] (rys. [1.11al, [1.11a2),
[LMW] (rys. [L.11p3, [L.11h4); laczac punkty 3, K (rys. [L.11R5),
kontynuujemy podobne jak w przykladzie (rys. [L.10).

1.6. Twierdzenie Pohlkego

Spojrzmy na rysunek [I.12] Ktory z przedstawionych tam obrazow
mozemy uznaé za rzut réwnolegly szeScianu? Szkicujac odrecznie lub za
pomoca przyrzadoéw obiekty przestrzenne, by¢ moze nie zastanawialiSmy
sie, na ile dowolnie mozna wykona¢ to zadanie. Jakie zasady nalezy za-
chowad, by np. odwzorowana figura mogta by¢ uznana za rzut réwnolegty
szescianu?



1.6. Twierdzenie Pohlkego 23

a)

d)

Rysunek 1.12: Ktéra z przedstawionych figur mozemy uznaé za rzut réwnolegty
sze$cianu?

Odpowiemy teraz na to pytanie. Okazuje si¢, ze przy tworzeniu rysun-
kow — jak to czesto moéwimy — pogladowych mamy do$é duza swobode.
Prawdziwe jest bowiem nastepujace.

Twierdzenie 1.2 (Pohlkego). Kazdy czworoscian mozna zrzutowac row-
nolegle na czworokat zupetlny podobny do z goéry danego czworokata zu-
pelnego.

Inaczej, kazdy czworokqt zupetny (rys.|[1.13b) moze byé uvwazany, przy
pominieciu skali, za rzut rownolegly danego czworo$cianu (rys.|1.13p). Do-
wod tw. Pohlkego mozna znalezé w podreczniku [5]. Tlustracje twierdzenia
Pohlkego zawieraja rysunki: rys. [I.13}, [1.14] [T.15}v. Zanim wykorzystamy
te wlasnos¢ do opisania pewnej metody odwzorowania przestrzeni na
plaszczyzne, zauwazmy, ze rzutem réwnoleglym dowolnego punktu da-
nego promienia rzutujacego (prostej rzutujacej) jest ten sam punkt. Rzut
rownolegty nie jest wiec odwzorowaniem odwracalnym (restytuowalnym),
tzn. na podstawie rzutu A" punktu A nie mozna odtworzyé polozenia
samego punktu A. Ale wystarczy podaé¢ np. wzgledng odlegtosé w okres-

lonej skali i juz punkt jest restytuowalny (rys.|1.15p, [L.15p).
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Rysunek 1.13: a) Czworoscian przedstawiony w pewnym rzucie, b) czworokat zu-
pelny — zbiér czterech punktéow, z ktorych kazde trzy sa niewspoélliniowe, i szedciu
prostych przechodzacych przez te punkty, i) zalozenia do twierdzenia Pohlkego: dia
dowolnego czworoscianu i czworokgta zupetnego zawartego w plaszczyznie o

Rysunek 1.14: Tlustracja twierdzenia Pohlkego: ii) istniejg rzutnia 7 i kierunek
K® ..., iii) ...takie, Ze rzutem réwnolegtym czworoscianu jest czworokqt zupetny...
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Rysunek 1.15: Tlustracja twierdzenia Pohlkego (cd.): iv) ...podobny do danego czwo-
rokgta zupelnego, a) rzut réwnolegly nie jest restytuowalny, b) restytucja punktu A
jest mozliwa, gdy oprocz rzutu A’ znamy odlegtosé wzgledna d™ punktu od rzutni
mierzong réwnolegle do kierunku rzutowania

Oprocz rzutu rownolegtego potrzebna wiec bedzie jeszcze dodatkowa
informacja. W zaleznosci od tego otrzymamy rézne metody odwzorowa-
nia przestrzeni na ptlaszczyzne. Interesowaé nas beda te odwzorowania,
ktore sa uzyteczne w pracy inzyniera. Pierwsza, ktéra omoéwimy, jest
metoda aksonometryczna. Polega ona na tym, ze kazdy punkt jest
rzutowany wraz ze swoim Srodowiskiem, mianowicie z prostokatnym
uktadem wspoélrzednych i swymi wspotrzednymi.

Zauwazmy, ze uklad wspotrzednych Oxyz jest jednoznacznie okres-
lony, gdy znany jest poczatek uktadu O oraz trzy punkty jednostkowe osi:
1., 1,, 1,. Uklad wspolrzednych jest wige okreslony, gdy dany jest czwo-
roscian [01,1,1,]. Rzutujac rownolegle przestrzen, czyli dowolny punkt
P o wspolrzednych geometrycznych (punktach) P, P, P,, wraz z usta-
lonym uktadem wspotrzednych w rzeczywistosci rzutujemy trzy punkty
P,, P,, P, iczworoscian [01,1,1,]. Otrzymujemy, zgodnie z twierdzeniem
Pohlkego, czworokat zupelny [0*131512] podobny do dowolnie przyjetego
czworokata zupelnego oraz rzut réwnolegty P® punktu P, czyli punkty

Pg, P}, P2 Dowolnosé ksztattu czworokata zupetnego [0?15171¢] indu-
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kuje tzw. wektor znieksztatcenia (deformacyi) sz, Sy, .|, ktorego wspot-
rzedne wyrazaja nastepujaco:

o°1e 0°1¢ o°1¢
oL T 01,7 T o1,

. (1.3)

Sz

Rysunek 1.16: Tlustracja rzutu aksonometrycznego

Rzut réwnolegly zachowuje stosunek podziatu odcinka. Zatem mie-
dzy wspotrzednymi punktu P i wspodlrzednymi jego rzutu aksonome-
trycznego P® zachodza réwnosci O°P; = s,0F,, O°P} = s,0P,,
O°*P? = s,0P, z uwzglednieniem uporzadkowania punktow (rys. @D
Zauwazmy ponadto, ze aby wyznaczy¢ wspotrzedne dowolnego punktu P,
wystarczy znaé¢ potozenie rzutu uktadu wspoétrzednych [O“lglglg] i dwa
punkty: rzut aksonometryczny P® punktu P i rzut aksonometryczny P.?
rzutu prostokatnego P, punktu P na dowolng o$ lub ptaszczyzne uktadu.
Mamy zatem wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé

P« (P°, P%), (1.4)
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gdzie r € {x,y,z,2y,yz,xz} (rys. [1.17)). Ponadto warto zauwazy¢, ze
pare (P* P%) mozemy rownowaznie przedstawié¢ jako pare (P?% d,.), co
symbolicznie mozemy zapisac

(P%, P9) +—s (P, d,.), (1.5)

gdzie r € {z,y,z,zy,yz, 2z}, a x € {z,y,z} — {r} dlar € {z,y,z}
oraz x =" (znak pusty), gdy r € {zy, zz,yz}. Stad polozenie dowolnego
punktu jest okreslone, gdy mamy jego rzut i odlegtos¢ od pewnej ptasz-
czyzny uktadu wspoltrzednych (dokladniej rzutu réwnoleglego ptaszezy-
zny uktadu wspotrzednych).

Rysunek 1.17: Identyfikacja rzutu aksonometrycznego punktu

Podobnie odcinek, prosta, potprosta w aksonometrii beda reprezen-
towane przez dwa swoje rzuty. Prosta p moze by¢ reprezentowana przez

pare (p*, p?), odcinek [AB] — przez pare ([A*B¢], [A?B?]).

Aparat rzutu aksonometrycznego okreslony jest przez uklad osi
O%z*y*z® oraz wektor znieksztatcen [s;, sy, s,.]. Zgodnie z twierdzeniem
Pohlkego uktad osi mozemy przyja¢ dowolnie, podobnie jak wektor znie-
ksztalcen. Pewne aparaty rzutu aksonometrycznego maja swoj prak-
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tyczny sens i historyczne nazwy. Niektore z nich wyréznimy i oméwimy
w kolejnym podrozdziale.

Rysunek 1.18: Konstrukcja trojkatow skrotow dla poszcezegolnych osi przy danych
obrazach odcinka jednostkowego w rzucie réwnolegltym definiujacym aksonometrie

Tymczasem podamy nastepujacy przyktad konstrukeji aksonometrii
szescianu.

Przyklad 1.4. Dany jest aparat rzutujacy w postaci uktadu osi
O%xy*2*, gdzie odcinek jednostkowy j ulegl deformacji (skroceniu) na
poszczegolnych osiach odpowiednio: jg, jy, j¢ jak na rysunku 1.18 Skon-
struowaé rzut aksonometryczny szescianu o krawedzi d (rys. [1.19).

Rozwigzanie problemu z przyktadu W celu wyznaczenia aksono-
metrii sze$cianu najpierw konstruujemy tzw. trojkqty skrotow dla poszcze-
gélnych osi, tj. trojkaty rownoramienne o ramionach rownych odcinkowi j
i odpowiednio podstawach jg, jy, 7 (rys. . Nastepnie odktadamy
odcinek d na bokach poszczegolnych trojkatow (rys. i skracamy
(rys. . By otrzymaé zatozony szescian, odktadamy na osiach skroty

odcinka d (rys. [1.21)).



1.6. Twierdzenie Pohlkego 29

Rysunek 1.19: Konstrukcja aksonometrii szeicianu o krawedzi réwnej odcinkowi
o dlugosci d przy uzyciu trojkatow skrotow poszezegolnych osi (cdn.)

Rysunek 1.20: Konstrukeja aksonometrii szescianu (cdn.)
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Rysunek 1.21: Konstrukcja aksonometrii szescianu

1.6.1. Rodzaje aksonometrii

IR. Izometria rownokgtna. Osie uktadu tworza réwne katy (120°),
stosunki skrotow sa jednakowe i réwne 1, tzn. s, = s, = s, = 1 (przy
czym kazda os oznaczamy wtedy symbolem ,,1:17, odczytujac, ze skrot
jest ,jeden do jeden”) (rys. [1.22}).

IW. Izometria wojskowa. Osie Ox, Oy sa wzajemnie prostopadle,
stosunki skrotow sa jednakowe i réowne 1, tzn. s, = s, = s, = 1
(rys. [L.22}i). Plaszczyzna Oxzy jest izometryczna, co jest konsekwencja
réwnolegtosci plaszezyzn Ozy || O%z%y®.

DK. Dimetria kawalerska. Osie Oy, Oz sa wzajemnie prostopadle,
0§ Ox tworzy z pozostaltymi katy o mierze 135°, stosunki skrotow sa
Sy =8, = 1,8, =1:2lubs, =2 :3 (rys. ii). Plaszczyzna
Oyz jest izometryczna, co jest konsekwencja réwnoleglodci plaszczyzn
Oyz || O%y*2".
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Rysunek 1.22: Rodzaje aksonometrii (sposéb okreslania osi ukltadu i skrétéw na
osiach): i) izometria réwnokatna, ii) izometria wojskowa, iii) dimetria kawalerska,
iv) aksonometria prawie prostokatna

Rysunek 1.23: Konstrukcja trojkata skrotow dla skrotu 2:3 (s, = 2)
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APP. Aksonometria prawie prostokgtna. Konstrukcje uktadu osi
objasnia rysunek [I.22jv, stosunki skrotow przyjmuje sie s, = s, = 1,
Sy =2:31lubs,=3:4.

Konstrukecje trojkata skrotow dla wybranego skrotu, np. s, = %,
przedstawiamy na rysunku [1.23]

1.6.2. Aksonometria prostokatna

Rysunek 1.24: Tworzenie uktadu osi i zasady skrotéw na osiach aksonometrii pro-
stokatnej

AP. Aksonometria prostokgtna. Osie uktadu aksonometrycznego
sa wysokosciami z gory zadanego trojkata [131717] (ostrokatnego).
Zasada aparatu rzutujacego aksonometrii prostokatnej opiera sie na
dwoch nastepujacych wlasnosciach (twierdzeniach) geometrycznych.
APWL1. Trzy parami prostopadte potproste o wspolnym poczqtku mozna
przeciqé ptaszczyzng w dowolnym, z gory zadanym trojkgcie ostrokgtnym.
APW2. Jezeli trzy parami prostopadte potproste Oz, Oy, Oz o wspdlnym
poczgtku O przetniemy plaszczyzng m trojkgcie (XY Z] (ostrokgtnym), to
rzutem prostokgtnym punktu O na plaszczyzne m jest punkt przeciecia
sie wysokosci trdjkata [XY Z]. W aksonometrii prostokatnej kierunek
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rzutowania jest prostopadly do rzutni aksonometrycznej. Osie i skroty dla
kierunkéw osi, tzn. uktad aksonometryczny, przyjmujemy w nastepujacy
sposob:

1. Przyjmujemy dowolny trojkat zwany trdjkgtem $ladow aksono-
metrycznych (rys. [1.241). Mozna przyjaé, ze sa to faktycznie slady osi
uktadu rzeczywistego na rzutni. Konstruujemy osie aksonometryczne
zawierajace wysokosci tego trojkata (rys. [1.24hi, [1.24fii).

2. Mechanizm wyznaczania skrotow dla odpowiednich kierunkow
osi obrazuje rysunek [1.24jv.

Cieciwy potokregdéw sa kladami osi aksonometrycznych. Na nich
odktadamy rzeczywiste dhugosci odcinkéw na osiach. Skrécone odcinki
otrzymujemy, odpowiednio rzutujac te pierwsze na proste zawierajace
wysokosci trojkata (rys. |1.24jv).

Na rysunku [I.24iv pokazano ponadto sposob odktadania dowolnego
odcinka w aksonometrii prostokatnej wzdluz okreslonej osi, czyli
konstrukeji punktu o okreslonym potozeniu. Na osi Oy odtozono odcinek
[A* B*], konstruujac na tej osi punkt B* odlegty od poczatku uktadu O
o odcinek [A*B*].

1.6.3. Przyklady rysunkéw aksonometrycznych

Powyzsze rozréznienie rodzajow aksonometrii ma dzis, w dobie syste-
méw CAD, juz znaczenie bardziej historyczne niz praktyczne. Za pomoca
techniki komputerowej (np. w AutoCAD-zie) otrzymuje sie dowolna wi-
zualizacje obiektu odwzorowanego w przestrzeni wirtualnej srodowiska
AutoCAD-a. Warto jednak pamietaé, ze wizualizacja obiektu zalezy od
kierunku rzutowania i potozenia obiektu wzgledem rzutni. Pewne akso-
nometrie daja dobra wizualizacje, inne staba. W szczegolnosci izometria
wojskowa jest uzyteczna, jezeli chcemy, by plan obiektu byl w naturalnej
wielkosci, dimetria kawalerska zas jest uzyteczna wtedy, gdy chcemy, by
przekroj poprzeczny byt w naturalnej wielkosci i ksztalcie, np. dwuteow-
nik (rys. . Na rysunkum przedstawiamy fragment makiety osiedla
w izometrii wojskowej. Zauwazmy, ze z rysunku tatwo odczytujemy plan
budynku i jego usytowanie wzgledem innych budynkéw, kotowy obiekt
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na dachu, trawnik itp. Z tatwoscia odczytujemy tez rzeczywista wysokosé
budynku.

Rysunek 1.25: Osiedle w izometrii wojskowej. Plaszczyzna xy jest izometryczna.
Podstawy (plany) budynkéw maja naturalny ksztatt. Podobnie w naturalnym ksztal-
cie i wymiarach (w pewnej skali) odwzorowany jest plan zagospodarowania terenu

Rysunek 1.26: Dimetria kawalerska dwuteownika
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1.6.4. Konstrukcje w aksonometrii

Przyktad 1.5. Dany jest rzut aksonometryczny potprostej [(1%,15,) o po-
czatku W(We W2 ) w dimetrii kawalerskiej (rys. . Narysowaé dime-
trie kawalerska stozka obrotowego o wierzchotku W i osi prostopadtej do
plaszczyzny Oyz (réwnoleglej do osi Ox) i podstawie (koto) lezacej na

ptaszczyznie Oyz.

Rysunek 1.27: Konstrukcja dimetrii kawalerskiej stozka obrotowego o podstawie
(okregu) na plaszezyznie Oxy, ktorego tworzaca jest dana prosta [ <— (I7,13,))
o wierzchotku W (W € [): a) dana prosta [ z wierzchotkiem W odwzorowana w ak-
sonometrii, al) konstruujemy o$ symetrii stozka prostopadia do plaszczyzny Oxy,
a2) znajdujemy punkty przebicia plaszczyzny Oxzy obydwoma prostymi, a3) konstru-
ujemy okrag podstawy stozka o srodku w jednym z punktéw przechodzacy przez drugi
punkt), ad) stozek przedstawiony jest w postaci konturowej (rzut okreslony jest przez

okrag i dwa odcinki styczne), ab) pogrubienie linii konturowych

Rozwigzanie problemu z przykladu [I.5] Na ptaszczyznie Oyz, jako na
jedynej w dimetrii kawalerskiej, zachowane sa zwiazki miarowe (w okres-
lonej skali). Stad podstawe stozka odwzoruje sie na koto. Tworzace kon-
turowe stozka [*| beda styczne do okregu podstawy. Srodek kota podstawy

3 Stozek odwzorowany jest w postaci konturowej. Kontur stozka stanowis tuk
okregu i dwa odcinki stycznych (rys.[1.27p5). Figura ograniczona, ktorej brzegiem jest
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jest punktem przeciecia osi stozka z ptaszczyzna Oyz. Promien wyzna-
czymy, znajdujac punkt przeciecia prostej [ z ptaszczyzna Oyz. W pro-
stej | zawiera sie jedna z tworzacych stozka. Na rysunku przedsta-
wiono w etapach konstrukcje dimetrii kawalerskiej stozka.

1.7. Cien rzucony i wlasny bryly w aksonometrii

Rozrozniamy dwa rodzaje os$wietlenia: centralne i rownolegte.
W pierwszym zZrédlo swiatta da sie sprowadzi¢ do jednego punktu. Drugi
odpowiada oswietleniu stonecznemu. Wobec prostoliniowego rozchodze-
nia sie Swiatta promienie swietlne tworza w przypadku o$wietlenia cen-
tralnego wigzke prostych o $rodku znajdujacym sie w zrodle Swiatta,
a w przypadku o$wietlenia réwnolegtego — wiazke prostych rownolegta
o $rodku niewlasciwym (w nieskoniczonosci).

Rysunek 1.28: Konstrukcja cieni szescianu: a) kierunek $wiatta K jest okreslony
przez swoj rzut aksonometryczny K% oraz rzut aksonometryczny rzutu prostokat-
nego KZ7¢ na plaszczyzne Ozy; al) prowadzimy przez punkt A® prosta (promiern)
o kierunku K%, a przez A7, prosta (promierni) o kierunku K2,", podobnie postepu-
jemy w odniesieniu do pozostalych punktéow (cdn.)

ow kontur, jest rzutem stozka. Inaczej, tj. w postaci szkieletowej, jest odwzorowany
szescian (rys. [1.21)).
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Geometryczna charakteryzacja procesu oswietlenia przedmiotu pro-
wadzi do okreslenia stozka Swiatta o$wietlanego przedmiotu, czyli zbioru
wszystkich prostych wigzki oswietlajacej, ktore przecinaja ten przedmiot
(jest to oczywiscie ogolniejsze pojecie niz znane ze szkoly pojecie stozka).
Pelny opis zasad wyznaczania cieni z ewentualnym wykorzystaniem do
tworzenia algorytméw komputerowych jest dosé skomplikowany. Pewne
elementy problematyki zwiazanej z wyznaczaniem cieni oméwimy w na-
stepnych wyktadach. Tymczasem przedstawimy pierwsze zadanie na kon-
strukcje cienia.

Przyklad 1.6. Dane sa rzut aksonometryczny szescianu oraz kierunek
oswietlenia réwnoleglego (rysl.28|). Wyznaczy¢ cieri wtasny i rzucony
szescianu na plaszczyzne Oxy.

Rysunek 1.29: Konstrukcja cieni szescianu (cd.): a2) znajdujemy punkty przebicia
tych promieni z plaszczyzna Oxy, sa to punkty, w ktorych rzut aksonometryczny po-
krywa sie z rzutem aksonometrycznym rzutu prostokatnego; a3) zwazywszy, ze cienie
punktow lezacych na plaszczyznie Oxy pokrywaja sie z tymi punktami, zaznaczamy
cienn rzucony i cienn wlasny szescianu

Rozwigzanie zadania z przyktadu [1.6] Cieniem rzuconym punktu
jest punkt przeciecia promienia Swietlnego z najblizsza napotkana
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plaszczyzna lub powierzchnig niebedaca elementem innego obiektu
oswietlanego obiektu (rys. , cieniem wtasnym jest ta cze$¢ i strona
brzegu figury znajdujaca sie w stozku lub walcu §wietlnym, z ktorej
,wychodzi” E| promien $wietlny. Z cieniem wzajemnym lub cieniem do
wnetrza mamy do czynienia wowczas, gdy promien swietlny wielokrotnie
przecina brzeg figury. Do konstrukeji cieni jeszcze bedziemy powracac.

1.8. Podsumowanie

Poznalismy zasady wykonywania rysunkéw w aksonometrii. Przed-
stawiony podzial i konstrukcje maja obecnie sens bardziej historyczny
niz praktyczny.

Rysunek 1.30: Fragment dokumentacji w srodowisku Allplan, zrédto: |36]

4 W przypadku cieni wygodnie jest méwié o stronach ptaszczyzny lub powierzchni
dwustronnej. Plaszczyzna i powierzchnia dwustronna rozcinaja co najmniej lokalnie
przestrzeri na dwie strony. W odniesieniu do strony brzegu przedmiotu oswietlanego,
w ktorej znajduje sie zrodlo swiatta, méwimy, ze promien ,wchodzi”, w odniesieniu do
strony przeciwnej méwimy, ze promien ,wychodzi”. Punkt niewlasciwy w odniesieniu
do procesu oswietlania traktujemy jako wektor swobodny.
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Obecnie rysunek inzynierski tworzony jest w sposob rzeczywisty z wy-
korzystaniem geometrii bryt [10]. Komputerowe (wirtualne) realizowanie
obiektu inzynierskiego przebiega doktadnie tak samo jak sktadanie pomy-
slanego obiektu z puzzli 3D. W praktyce zwykle nie konstruujemy rzutu
aksonometrycznego, ani innych rzutéw, lecz wykonujemy realny obiekt
3D. Odpowiednie oprogramowanie, takie jak np. AutoCAD, ArchiCAD
(rys. [1.32)), Allplan (rys. [1.30) czy Tekla Structures (rys. [1.31]), kreuje
rzut aksonometryczny i pozostale rzuty automatycznie [43], [36], [37].
Praca w wymienionych programach opiera sie na wykonywaniu przekro-
jow 1 widokow skojarzonych ze stworzonym wezesniej modelem 3D (kazda
zmiana w nim jest aktualizowana w dokumentacji), dzieki czemu wszyst-
kie opracowane juz arkusze moga zosta¢ automatycznie zaktualizowane.
Naturalnie, omawiana logika tworzenia obiektéw geometrycznych 3D do-
tyczy przede wszystkim oprogramowania AutoCAD [28|.

Rysunek 1.31: Rzuty i aksonometria technologicznego mostu kratowego (rysunek
montazowo—ztozeniowy) w Tekla Structures [37], wyk. B. Kozniewski

Znajomo$¢ zasad rzutowania ultatwia rozumienie procesu tworzenia
obiektu, a takze odczytywania i analizowania rzutéow obiektu.
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Rysunek 1.32: Przykladowe rysunki w §rodowisku ArchiCAD-a, zrodlo: [43)

Rysunek 1.33: Rysunki Antoine’a de Saint-Exupéry z ksiazki Maty Ksigze 32| przy-
pominaja i wyjasniaja ,réznice” miedzy rzutem czworoscianu i czworokatem zupelnym
(rys. b). Musimy bowiem chcieé zobaczy¢ szesé linii jako obraz tréojwymiarowego
czworo$cianu na rysunkach [[.13p, [[.13p; pomagamy sobie, stosujac linie kreskowa na
oznaczenie krawedzi niewidocznej



Rozdzial 2
Rzuty Monge’a

2.1. Rzuty prostokatne na dwie rzutnie. Metoda
Monge’a

Rysunek 2.1: Rzuty prostokatne na dwie rzutnie: a) punkt rzutowany jest w kie-
runku prostopadlym na dwie rzutnie. Strzalki pokazuja sposob realizacji odwzorowa-
nia Monge’a; b) uzupelnienie rysunku pogladowego — ilustracja punktéw i ich rzutow
widzianych z prawej lub z lewej strony (rzut boczny, profil)

Szczegbdlne miejsce w zastosowaniach technicznych maja rzuty prosto-
katne. Zwykle, z uwagi na odwracalno$é¢ odwzorowania, obiekty przedsta-
wia sie za pomoca dwoch lub wiecej (trzech—szesciu) rzutéow. Jeden rzut,
nawet jesli jest to rzut prostokatny, nie wystarcza, by na jego podstawie
odtworzy¢ obiekt. Oprocz rzutu punktu potrzebna jest jeszcze jakas infor-
macja, np. wzgledna wysokosé punktu. Omawiana tutaj metoda Monge’a
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polega na dotaczeniu drugiego rzutu prostokatnego, ktory zastapi wy-
magang wysokos$¢, dajac jeszcze co$ wiecej, mianowicie drugi obraz —
tzw. widok z przodu (widok gtéwny, elewacje obiektu, por. rys. . Rzut
prostokatny jest rzutem rownolegtym o kierunku prostopadtym do rzutni.
Z tego tez powodu nie bedziemy musieli okreslaé¢ kierunku rzutowania,
ktory jest wyznaczony przez polozenie rzutni. Aby dla dowolnego punktu
mie¢ jego wysoko$é¢, wystarczy dla danej rzutni przyja¢ druga prostopa-
dta rzutnie. W ten sposéb otrzymujemy dwie prostopadte rzutnie my, mo
(1 L7s) przecinajace sie w prostej x zwanej osig rzutow (m N my = x).
Kazdy punkt X rzutowac¢ bedziemy na obie rzutnie: poziomg 7 i pionowqg
7y (na rys. X € {A,B,C,D, E}) i otrzymamy pare punktow: rzut
poziomy X' (na rys. X' e{A,B,C'", D' E'}) irzut pionowy X” (na
rys. X" e {A”,B”,C”,D”,E"}). Dla wiekszej czytelnosci rysunku
pogladowego obok, na rysunku [2.Ip, przedstawiono jego profilowe
uzupetnienie. Jest to ilustracja tzw. rzutu bocznego punktéw przedsta-
wionych na rysunku pogladowym. O rzucie tym bedziemy jeszcze mowié
doktadniej.

Uktad (my,m9) dwu plaszezyzn (rzutni), stanowiacy aparat rzutujacy
dwurzutu Monge’a, Tozcina przestrzenn P na cztery czesci (éwiartki).
Przyjmujemy, ze punkt A lezy w czesci I, punkt B — w czesci 11, punkt D
—w czesel ITT, punkt C — w czesei IV (rys. 2.1} 2.2). Zwykle obiekt umiesz-
czamy w I czesci, jednak w celu rozwiazania roznych zagadnien (np. zna-
lezienia cieni) musimy ,wyj$¢” poza nia. Rzuty dowolnego punktu leza
na prostej prostopadtej do osi rzutoéw. Prosta te nazywamy odnoszgcq.
Powstaje pytanie, czy kazda para punktow, tj. para punktow (P, Ps)
lezacych na prostej prostopadtej do osi rzutéw, jest dwurzutem pewnego
punktu P? Odpowiedz jest twierdzaca. Wynika to z faktu, ze po ,ponow-
nym” roztozeniu obu rzutni w przestrzeni dwie proste przechodzace przez
punkty P;, P», kazda prostopadle do odpowiedniej rzutni, leza w jednej
plaszczyznie, a wiec przecinaja sie w punkcie, ktoérego rzuty prostokatne
stanowi wyjsciowa para punktow (rys. , bl, b2). Rozumowanie to nie
bedzie mie¢ zastosowania do pary punktow, ktoére nie lezg na odnoszacej
(rys. , zwro¢my uwage na umieszczany w podobnych przypadkach
znak ,Uwaga! Niebezpieczenstwo!”). Taka para nie moze stanowié¢ rzutow
zadnego punktu.

Metoda Monge’a w zakresie punktu daje pelng restytuowalnosé (od-
wracalnosé). Symbolicznie zapisujemy to nastepujaco

X s (X', X"). (2.1)
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Rysunek 2.2: Odwzorowanie Monge’a: a) kazdemu punktowi przyporzadkowana, jest
para punktow: jego rzut poziomy () i rzut pionowy (). Przy przyjetej osi rzutéw lub
orientacji poziomej (pionowej) punkty obu rzutéow leza na tzw. odnoszacej; b) od-
wzorowanie Monge’a jest wzajemnie jednoznaczne, kazda para punktéw lezacych na
odnoszacej jest obrazem pewnego punktu; ¢) dwa punkty nielezace na odnoszacej nie
stanowia obrazu zadnego punktu; d—h) wzajemne polozenie rzutéw dowolnego punktu
wzgledem osi okresla réwnoczesnie jego polozenie wzgledem rzutni
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Oznacza to, ze przy znanym polozeniu aparatu rzutujacego, na pod-
stawie danych dwoch rzutéw (dwurzutu — obrazu) punktu jednoznacznie
odtwarzamy polozenie punktu (znajdujemy przeciwobraz — rzutowany
punkt). Na podstawie wzajemnego potozenia rzutéw potrafimy okresli¢
potozenie punktu w przestrzeni wzgledem rzutni. Na rysunku —h)
mamy ilustracje potozenia rzutéw punktéow w zaleznosci od przynalez-
nosci punktoéw do réznych czedci przestrzeni wyznaczonych przez rzutnie
w odwzorowaniu Monge’a, na rysunku [2.2d1-h1 punkty te widziane sa
z profilu. Odleglosé punktu od rzutni pionowej (takze odlegtosé rzutu po-
ziomego tego punktu od osi x) nazywamy glebokoscig punktu, a odlegtosé
punktu od rzutni poziomej (takze odlegtosé rzutu pionowego tego punktu
od osi z) nazywamy wysokoscig punktu. Przyjmujemy tez umowe: jezeli
punkt lezy pod rzutnig pozioma, to ma wysokos¢ ujemna, jezeli punkt
lezy przed rzutnia, to ma gteboko$¢ dodatnia itd.

Rysunek 2.3: Przykltad odwzorowania Monge’a wybranych elementéw obiektu bu-
dowlanego (dom z dachem z polszczytem gornym pogladowo przedstawiony w akso-
nometrii): rzut poziomy (") wybranego przekroju poziomego, w rysunku budowlanym
nazywany rzutem; rzut pionowy (") obiektu (tzw. widok), w wyniku takiego usta-
wienia obiektu wzgledem rzutni otrzymujemy tzw. elewacje gtdwng; rzut boczny (")
wybranego przekroju pionowego budynku, w rysunku budowlanym zwany przekrojem
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2.2. Metody europejska i amerykarnska

Czasami punkt (obiekt) rzutowany jest rownoczes$nie na szesé rzutni.

Rysunek 2.4: Tlustracja metody europejskiej: a) przedmiot znajduje sie miedzy
obserwatorem i rzutnia. Elementy niewidoczne zaznaczone sa linia przerywana; b)
schemat wizualizacji w programie AutoCAD obiektu znajdujacego sie w globalnym
ukladzie wspotrzednych (WCS, World Coordinate System), uklady liczb oznaczaja
wspohrzedne wektorow (wersor6w) swobodnych okreslajacych kierunek (i zwrot) ob-
serwacji w WCS; ¢) oznaczenie graficzne metody (europejskiej) rzutowania
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Przyjmuje sie wtedy, ze przedmiot znajduje sie¢ wewnatrz szescianu.

Rysunek 2.5: Tlustracja metody amerykanskiej: a) rzutnia znajduje sie miedzy ob-
serwatorem i przedmiotem. W uktadzie rzutéw niektore sa jak gdyby poprzestawiane
w poréwnaniu z uktadem rzutni wedtug metody europejskiej; rysunek schematyczny
rzutowania wedlug metody amerykanskiej (TAP, Third Angle Projection); b) spos6b
rozmieszczenia rzutni; ¢) rozwiniecie rzutni; d) oznaczenie graficzne metody (amery-
kaniskiej) rzutowania



2.3. Rzuty i ktad odcinka 47

Pozostaje ustali¢, gdzie znajduje sie obserwator. Konsekwencja umow
dotyczacych wzajemnego potozenia punktu obserwacji (obserwatora)
i przedmiotu w uktadzie rzutni jest rozréznienie dwu zasad rzutowania:
europejskiej i amerykanskiej. W metodzie europejskiej przyjmuje sie, ze
przedmiot (punkt, figura) znajduje sie miedzy obserwatorem i rzutnia
(rys. . Natomiast w metodzie amerykanskiej przyjmuje si¢, ze rzutnia
znajduje sie miedzy obserwatorem a przedmiotem (rys. .

2.3. Rzuty i klad odcinka

Rzut prostokatny jest rzutem réwnolegtym. Obowiazuja wiec wszyst-
kie niezmienniki rzutu réwnolegtego. W szczegdlnosci rzutem odcinka
jest para odcinkow (rys. [2.6p1). Odcinek, bedac jednoznacznie okreslony
przez swoje konce, jest przez nie réwniez jednoznacznie odwzorowany
w rzutach.

Rysunek 2.6: Rzuty i ktad odcinka: a) klad trapezowy; al-a3) konstrukcja kladu
trapezowego w rzutach Monge’a; b) ktad roznicowy; b1-b3) konstrukcja ktadu rézni-
cowego w rzutach Monge’a
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W odniesieniu do odcinka metoda Monge’a, podobnie jak w przy-
padku punktu, daje pelna restytuowalnosé¢ (odwracalnosé), czyli

XY] e (XY, [X"Y")). (2.2)

Punkt i odcinek sa podstawowymi obiektami przy tzw. reprezentacyi
szkieletowej figur (bryl) geometrycznych. Odcinek w rzucie prostokatnym
ulega na ogol deformacji, dokladniej skroceniu (w rzucie rownolegtym
moze ulec takze wydtuzeniu). W celu ,zmierzenia odcinka” wykonujemy
konstrukcje jego ktadu. Ktadem [] dowolnej figury ptaskiej F na dana
rzutnie nazywacé bedziemy obrot tej figury dokota prostej lezacej w ptasz-
czyznie figury F o taki kat, ze plaszczyzna figury F uzyskuje polozenie
rownolegte do rzutni. Otrzymujemy wowczas, z uwagi na niezmiennik
PP5, naturalne ksztatt i wielkos¢ figury F. Kitad odcinka przedstawia
rysunek [2.6] Na rysunkach 2.6p—a3 zilustrowano ktad trapezowy w uje-
ciu pogladowym. Ktad trapezowy ma Scisty zwiazek z potozeniem rzutni,
z tzw. metodq éladow@ﬂ (w konstrukcji potrzebna jest o rzutow). Ktad
roznicowy realizowany jest metoda bezsladowq ﬂ, w ktorej rzuty charakte-
ryzuja obiekt bez odwotywania sie do potozenia wzgledem rzutni. W za-
stosowaniach rzutéw prostokatnych do zapisu konstrukcji mamy do czy-
nienia jedynie z metoda bezsladowa. Co wiecej, rzuty poziomy i pionowy
(a takze) boczny czesto sa wykonywane (drukowane) na réznych arku-
szach papieru. Nie usprawiedliwia to wszakze zrezygnowania z zasady
przynaleznosci rzutéw punktu do wspolnej odnoszacej (przestroga jest
rysunek [2.2¢). Szczegdlnie jesli konstrukeja (np. tworzenie figury bryly
geometrycznej) wykonywana jest metoda Monge’a.

2.4. Rzuty i Slady prostej

Prosta, podobnie jak punkt i odcinek, odwzorowana jest przez swoje
dwa rzuty: poziomy i pionowy. Na rysunku[2.7]rzutami prostej a sa proste
a ia.

1 Do pojecia ktadu jeszcze powrdcimy przy okazji dokladnego oméwienia kladu
plaszczyzny.

2 7 punktu widzenia teorii konfiguracji rzutowych metoda $ladowa zwiazana jest
7z tzw. konfiguracjqa Monge’a oméwiona w artykule [21].

3 7 punktu widzenia teorii konfiguracji rzutowych metoda bezsladowa zwiazana
jest z tzw. konfiguracjq Veblena- Younga omoéwiong w artykule [21].
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Rysunek 2.7: Rzuty i §lady prostej: a) §lady prostej w polozeniu ogédlnym; al-a3)
konstrukeja §ladow prostej; b) prosta pozioma (warstwowa) i jej $lady ($lad poziomy
jest punktem niewlagciwym); b1-b3) konstrukcja $ladoéw prostej poziomej (warstwo-
wej). Rozne potozenia prostych: ¢) prosta pozioma lub warstwowa (w||m +— w”||z);
d) prosta czotowa (c||ma +— (’||z); e) prosta rownolegta do obu rzutni (a|lz <—
a'||z||a”); ) prosta poziomo rzutujeca (kLlmy +— k" Lz i k' jest punktem); g) pro-
sta pionowo rzutujgca (klme +— k'1lax i k" jest punktem); h) prosta profilowa
(pLx A pmLmy A p-Llms) (jedyna sytuacja w rzutach Monge’a, gdzie prosta nie jest
jednoznacznie okreslona — stad obok znak ,sowy” informujacy, ze sytuacja wymaga
wyjatkowego zastanowienia si¢); i—k) pary prostych nieprzedstawiajace prostej w rzu-
tach Monge’a; 1) prosta lezaca w plaszczyznie dwusiecznej uktadu rzutni Monge’a
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Oprocz rzutéow prostej czesto wygodnie jest postugiwaé sie jej pew-
nymi punktami szczeg6lnymi, tzw. sladami prostej. Punkty przebicia pro-
sta obu rzutni nazywac bedziemy $ladam: tej prostej. Punkt H, przebicia
rzutni poziomej m; prosta a nazywamy $ladem poziomym prostej a, punkt
V., przebicia rzutni pionowej 7y prosta a nazywamy sladem pionowym
prostej a (rys. . Slad poziomy H, prostej a lezy na rzucie poziomym
a’ prostej a i na odnoszacej punktu przeciecia H! rzutu pionowego a”
z osig rzutow x, Slad pionowy V, lezy na rzucie pionowym a” prostej
a i na odnoszacej punktu przeciecia V, rzutu poziomego a’ z osia rzu-
tow z (rys. 2.7h). Na rysunkach [2.7h1-a3 przedstawiono konstrukcje sla-
dow prostej w rzutach Monge’a. Jezeli prosta jest rownolegta do ktorejs
z rzutni, to $lad na tej rzutni jest punktem niewltasciwym. Na rys. 2.7b
przedstawiono rzuty i $lady prostej poziomej (warstwowej). Na rysun-
kach [2.7b1-b3 przedstawiono rzuty i konstrukcje sladéw prostej poziome;
w rzutach Monge’a. Prosta (odcinek) moze zajmowaé rozne potozenia
wzgledem ukladu rzutni (7, m), w tym takze wzgledem osi rzutow z.
Jezeli prosta (odcinek) nie jest rownolegta ani prostopadta do zadnego
z obiektow: my, o, x, to méwimy, ze zajmuje poltozenie ogdlne. Proste
niespelniajace zadnego z powyzszych warunkéw maja wzgledem rzutni
potozenia szczegolne. Proste w potozeniach szczegbdlnych zwykle maja
takze swoje specjalne nazwy: prosta rownolegta do rzutni poziomej (cze-
sto oznaczana litera ,,w”), czyli spelniajaca warunek: w||m <= w’||z,
nazywamy prostq poziomg lub warstwowq (rys. ), prosta rownolegta
do rzutni pionowej (czesto oznaczang litera ,,c”), czyli spetniajaca waru-
nek: c||my <= ||z, nazywamy prostq czotowq (rys.2.7d), prosta moze
by¢ rownoczesnie prosta pozioma i pionowa, czyli a||lz <= d||z||a”
(rys. ), prosta prostopadta do rzutni poziomej nazywamy poziomo
rzutujgeg (rys. ), prosta prostopadla do rzutni pionowej nazywamy
pionowo rzutujacq (Rys. 2.7), prosta, prostopadla do osi rzutéw x, nie-
prostopadla do zadnej z rzutni, nazywamy profilowg (rys.[2.7h). Zwr6¢my
szczegOlna uwage na rysunek 2.7 Nieprzypadkowo nie zaznaczono tam
sladow, gdyz zaréwno one, jak i prosta nie sg wyznaczone jednoznacznie.
Jest to jedyny przypadek, kiedy nie zachodzi zaleznosé p «— (p/,p”).
Mamy tylko p — (p/, p”). Dochodzimy, przy okazji, do stwierdzenia, ze
restytuowalnos¢ (odwracalnos¢) w odniesieniu do prostych w metodzie
Monge’a zachodzi z pewnym wyjatkiem, czyli w ograniczonym zakresie.
Zachodzi mianowicie implikacja

(pmLlxVplm Vplm) — (p+«— (¥, 0")). (2.3)
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Ta niepelna odwracalno$é¢ dotyczy jedynie bardzo szczegblnego przy-
padku. Restytucje w odniesieniu do prostej profilowej mozna osiagnac
roznymi sposobami. Oméwmy dwa z nich: (1) Mozemy na prostej profi-
lowej wybraé¢ dwa punkty i ich rzuty i wtedy mamy odwzorowany odci-
nek, ktory jest zawsze restytuowalny. (2) Wprowadzamy trzecia rzutnie
boczng (rys. 2.1, 73 (m Lmg Lms) i w nowym uktadzie rzutni (mq, 73)
lub (7, m3) prosta jest juz restytuowalna.

2.5. Cienie w rzutach Monge’a

Wyznaczenie cienia sprowadza si¢ w elementarnych przypadkach do
takich zagadnien jak:

o wyznaczenie punktu przebicia promienia $wietlnego, z najblizsza napo-
tkang ptaszczyzna lub powierzchnia,

o wyznaczenie przeciecia plaszczyzny $wietlnej, zwykle walca lub stozka
swietlnego, z najblizsza napotkana ptaszczyzna,

o wyznaczenie przeciecia figury ptaszczyzng $wietlna,

o wyznaczenie linii przenikania sie figury z walcem ( stozkiem) Swietlnym,
o wyznaczenie linii stycznosci walca (stozka) Swietlnego z figura.

Slad prostej mozemy interpretowaé jako cien pewnego punktu, jezeli
prosta te przyjmiemy za promieri §wietlny, a rzutnie za tto, czyli ptasz-
czyzne przedmiotu, na ktory 6w oswietlony punkt rzuca cien. Jezeli np.
rzutnie Monge’a uznamy odpowiednio za podtoge i Sciane pokoju, pro-
sta za$ przyjmiemy za promien Swietlny pewnego punktu, przez ktory ta
prosta przechodzi, to jeden z dwoch sladow bedzie cieniem punktu na od-
powiednig rzutnie. Bedzie to mianowicie ten ze sladow, ktory lezy wcze-
$niej na prostej (promieniu $wietlnym) w orientacji wyznaczonej przez
pare punktow: punkt Swietiny (zrodto Swiatta) i punkt o$wietlany. Na
rysunkach 2.8a-b3 punkt S interpretujemy jako punktowe zrodlo swia-
tta. Punkt A rzuca cien na rzutnie poziomg, gdyz prosta a wczesniej
przebija rzutnie pozioma (podloge) niz rzutnie pionowsa (Sciane) w orien-
tacji od punktu S (zrodla swiatta) do punktu A (punktu oswietlanego).
Strzatka na rysunku [2.8h3 wskazuje kierunek biegu promienia. Punkt B
rzuca natomiast cien na rzutnie pionowa, gdyz prosta b wczedniej przebija
rzutnie pionows (Sciane) niz rzutnie pozioma (podloge) w orientacji od
punktu S (zrodla swiatla) do punktu B (punktu o$wietlanego). Strzatka
na rysunku [2.8b3 wskazuje kierunek biegu promienia.
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Rysunek 2.8: Cienie w rzutach Monge’a przy o$wietleniu punktowym (S(S’,S”)
— zrodlo $wiatta): a) cienn punktu A(A’, A”) na rzutni¢ pozioma; al-a3) konstruk-
cja cienia punktu A(A’, A”) na rzutnie pozioma; b) cieii B(B’, B”) na rzutnie pio-
nowa; b1-b3) konstrukcja cienia punktu B(B’, B”) na rzutni¢ pionowa; Ciet odcinka
w rzutach Monge’a przy o$wietleniu rownolegtym (K°° (K’ K>=") - zrodlo §wiatla):
c) zalozenia; cl) przez punkty A i B rysujemy promienie (proste a(a’,a’), b(b',b");
¢2-c3) znajdujemy $lady prostych a(a’,a’), b(V/,b"), punkty V,, V, wyznaczaja cieii
odcinka na rzutni pionowej (przy zalozeniu, ze ,chwilowo” nie ma rzutni poziomej)
i rownoczesnie punkt X 4p zalamania sie cienia; c4) ostateczny cieri odcinka
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Rysunek 2.9: Cieii ostrostupa przy o$wietleniu réownoleglym: a) ostrostup [ABCDE]
i kierunek o$wietlenia (K (K>’ K>") — zrédlo $wiatla); al) przez punkt E rysu-
jemy promieni (prosta) e(e’, €”); a2) znajdujemy slady prostej e(e’, "), a nastepnie cieri
ostrostupa na rzutni poziomej (przy zalozeniu, ze ,chwilowo” nie ma rzutni pionowe;j)
jako powloke wypukla punktow (czyli najmniejszy zbior wypukly zawierajacy dane
punkty) [A°BH.D¢]; a3) réwnoczesnie otrzymujemy punkty Xpg i Xpg zalamania
sie cieni [B°H,| i [D°H,] odcinkow [BE] i [DE] powloki i ostateczny ksztalt cienia
ostrostupa rzucony na dwie rzutnie. Punkty Xpgr i Xpg sa punktami przeciecia sie
prostych (B°H,) i (D°H.) z osia rzutow z. Nie zakreskowano czesci cienia zastonietego
przez ostrostup. Zauwazmy ponadto, ze w praktyce mowienie o tej (zastonietej) czesci
cienia nie ma sensu
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Rysunek 2.10: Cienie w praktyce budowlanej. Obiekty budowlane nie moga pozba-
wiaé sasiadujacych budynkéw ,dostepu” do $wiatta stonecznego. Zgodnie z prawem
budowlanym obiekt mieszkalny musi byé przez okreSlony czas w bezpo$rednim ob-
szarze dzialania promieni stonecznych. Stad powstata konieczno$é zaprojektowania
wysokiego hotelu z ,dziura™ a) wizualizacja modelu komputerowego 3D projektu bu-
dynku z symulacja cienia; b—c) hotel w budowie (archiwalne zdjecie) — olbrzymia czesé
budynku stoi na ,nodze” (Hotel Intercontinental w Warszawie u zbiegu ulic Siennej
i Emilii Plater — wowczas najwyzszy zelbetowy budynek w Polsce, 2003), fot. autor
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By znalez¢ cien punktu, prowadzimy przez punkt prosta (rys. 2.8a2,
2.8b2), znajdujemy slady (rys. [2.8p3, 2.8b3) i by stwierdzi¢, ktory slad
mozemy uznaé¢ za cien, ,przesuwamy sie” po osi x w kierunku strzatki
i analizujemy potozenie rzutéw sladéow danej prostej. Ten $lad danej pro-
stej jest cieniem, ktory ,spotkaliémy” wezesniej. Na rysunkach [2.8p, [2.8h3
cieniem A° punktu A jest slad H,, na rysunkach 2.8b, 2.8b3 cieniem B¢
punktu B jest slad V.

Jezeli omowione wezesniej dwa punkty A i B naleza do tego samego
obiektu, to jego cien rzucony na dwie plaszczyzny ulegnie zatamaniu.
Ograniczajac zagadnienie do odcinka, rozwiagzanie zadania znalezienia
cienia przedstawia (w kilku odstonach) rysunek 2.8—c4. Cieni odcinka
zatamuje sie w punkcie X 45, w ktorym jeden z odcinkow [H, Hy|, [V, V3]
przecina o§ rzutéw z. Zatem w odniesieniu do obiektow (bryl) o przed-
stawieniu szkieletowym problem zostal rozwigzany catkowicie. Bowiem
cieri figury o reprezentacyi szkieletowej, tj. zawierajacej punkty jako wierz-
chotki, odcinki jako krawedzie i wielokaty jako Sciany, wyznaczamy, znaj-
dujac cienie jej wszystkich wierzchotkéw. Nastepnie, jesli jest to figura
wypukta EL znajdujemy powtoke wypuktq E| punktéw bedacych cieniami
wierzchotkéw oswietlonej figury.

2.6. Odwzorowanie plaszczyzny

Rzutem prostokatnym ptaszczyzny, o ile nie jest ona prostopadia do
rzutni, jest ptaszczyzna. W takim rozumieniu rzutu odwzorowanie ptasz-
czyzny nie ma sensu. Pozostaje wiec reprezentacja plaszczyzny poprzez
elementy ja wyznaczajace, takie jak: trzy punkty, punkt i prosta, dwie
proste przecinajace sie (rownolegte) (rys. [2.11a—c,e). Jak wiadomo, dwie
proste skosne nie okreslaja jednoznacznie ptaszczyzny (rys. 2.11f). Po-
nadto, jezeli jedna z dwu prostych jest prosta profilows i w rzutach pro-
stokatnych nie jest zaznaczony ich punkt przeciecia sie, to proste o takich
rzutach rowniez nie okreslaja plaszczyzny (rys. [2.11).

4 Figure nazywamy wypuktq, jezeli zawiera wszystkie odcinki, ktérych koncami
sg dowolne punkty tej figury.

5 Powtokq wypuktq zbioru punktéw nazywamy najmniejszy (w sensie zawierania)
zbior wypukly, do ktorego naleza wszystkie punkty wyjsciowego zbioru. W grafice
komputerowej wsréd algorytmoéw wyznaczajacych powloke wypukla warto wymienic
algorytmy Grahama oraz Greena i Silvermana [7].
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Rysunek 2.11: Ptaszczyzna w rzutach Monge’a okreslona przez: a) trzy punkty;
b) punkt i prosta; c¢) dwie proste rownolegle; d) nie mozemy stwierdzi¢, czy pro-
ste okreslajg jednoznacznie plaszczyzne: jedna z dwu prostych jest prosta profilowa
i nie jest zaznaczony ich wspdlny punkt; e) dwie proste przecinajace sie; f) proste
nie okreslaja plaszczyzny, poniewaz sa skosne (punkty przeciecia rzutéw nie leza na
tej samej odnoszacej); g) Slady plaszczyzny w polozeniu ogolnym; gl) plaszczyzna
w polozeniu ogoélnym okreslona sladami; h) trzy punkty przedstawiajace plaszczyzne
poziomo rzutujaca; i) plaszczyzna poziomo rzutujaca okreslona $ladami; j) dwie proste
przedstawiajace plaszczyzne poziomo rzutujaca; k) dwie proste rownolegte przedsta-
wiajace plaszczyzne pionowo rzutujaca; 1) plaszczyzna pionowo rzutujaca okreslona
za pomocy punktu i prostej; m) plaszczyzna pionowo rzutujaca okreslona $ladami.
We wszystkich przypadkach (h—-m) okreslenia plaszczyzny sa redundantne, do jedno-
znacznego okreslenia plaszczyzny w przypadkach h—j wystarczy rzut poziomy (jedna
linia prosta), podobnie jak w przypadkach k—m
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Czasem wygodnie jest reprezentowaé plaszczyzne za pomoca dwu spe-
cjalnych prostych, tzw. sladow, czyli takich prostych, w ktorych ptasz-
czyzna przecina rzutnie (rys. [2.11g—g1). Czym charakteryzuja sie $lady
ptaszczyzny? Slady plaszczyzny przecinaja sie na osi rzutow. Kazde dwie
proste przecinajace sie na osi x, z wyjatkiem przypadku, gdy jedna z pro-
stych pokrywa si¢ z osia a druga nie (dlaczego?), sa Sladami pewnej plasz-
czyzny. Jesli proste (Slady) nie pokrywaja sie rownoczesnie z osia x, to
plaszczyzna jest okreslona jednoznacznie. Szczegdlne znaczenie w kon-
strukcjach w rzutach Monge’a maja ptaszczyzny rzutujgce, czyli ptasz-
czyzny prostopadtle do jednej z rzutni. Plaszczyzne prostopadta do rzutni
poziomej nazywamy poziomo rzutujgcg (rys.[2.11h—j), ptaszczyzne prosto-
padla do rzutni pionowej nazywamy pionowo rzutujgcg (rys. frn).
W przypadku ptaszczyzn rzutujacych rzutem ptaszczyzny jest prosta.
Jest to przypadek, w ktorym rzut plaszczyzny jednoznacznie ja wyzna-
cza. Jest on réwnoczesnie sladem i drugi ze sladow, jako odpowiednia
prosta prostopadta do osi rzutow, jest wtedy jednoznacznie wyznaczony.
W jakim przypadku sladem plaszczyzny jest prosta niewlasciwa? Wiemy
juz, jak odwzorowaé plaszczyzne za pomoca elementéw jednoznacznie
ja wyznaczajacych. Jak uzupetnia¢ rzuty punktow, gdy dany jest jeden
z jego rzutow? Otoz jezeli rzutem plaszezyzny (na ktoras rzutnie) jest
plaszczyzna, to kazdy punkt tej rzutni jest rzutem pewnego punktu ptasz-
czyzny. Mozna wiec dowolny punkt przyja¢ jako rzut pewnego punktu
plaszczyzny i skonstruowac jego brakujacy rzut. W przypadku, gdy ptasz-
czyzna jest rzutujaca, uzupetlienie brakujacego punktu jest mozliwe
tylko w jedna strone (mamy na mysli jednoznaczne uzupelnienie rzutow
punktu). Konstrukcje te, fundamentalne w rzutach Monge’a i aksonome-
trii, zostang oméwione w kolejnym paragrafie.

Przyktad 2.1. Dane sa rzuty prostych a(a’,a”), b(b', ") przecinajacych
sie, okreslajacych ptaszczyzne oraz rzut pionowy C” punktu C' lezacego
na tej ptaszczyznie (rys. [2.13]). Wyznaczy¢ rzut poziomy punktu C.

Rozwigzanie zadania z przyktadu 2.1} Przez punkt C” prowadzimy
rzut pionowy w” prostej poziomej w (rys. 2.13pl); zapewniamy przyna-
lezno$é prostej w do plaszczyzny prostych a i b poprzez zagwarantowanie
spelienia warunku przecinania sie prostej w z prostymi a i b (punkty 1
i 2 sy punktami wspolnymi prostych a i w oraz b i w (rys. [2.13h2-a3));
znajdujemy brakujacy rzut poziomy C’ punktu C' (rys. 2.13p4). Przyjeta
W rozwiazaniu pozioma prosta w przynaleznosci elementéw moze by¢
prosta o dowolnym potozeniu.
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Rysunek 2.12: Uzupetianie rzutéw punktéw na plaszczyznie: a) plaszczyzna jest
okreslona przez dwie proste a(a’,a”) i b(b',b") i dany jest rzut pionowy C” punktu C
lezacego na tej plaszczyznie; b) plaszczyzna okreSlona jest za pomoca réwnolegto-
boku, znajdujemy rzut pionowy wybranego punktu za pomoca prostej w polozeniu
ogolnym; ¢) tu znajdujemy rzut pionowy ,matego” prostokata, korzystajac z niezmien-
nika réwnoleglosci PP3, rozwiazanie w tym przypadku moze by¢ interpretowane jako
konstrukcja uzupelnienia wytazu na potaci dachowej

W przyktadzie [2.2] przyjmujemy dowolna prosta, rozwiazanie pro-
blemu zostato zawarte w serii rysunkow (rys. [2.12b1-b4).

Przyktad 2.2. Dane sa rzuty poziomy i pionowy prostokata (np. potaci
dachowej) oraz rzut poziomy mniejszego prostokata (wyltazu dachowego).
Wyznaczy¢ rzut pionowy mniejszego prostokata (wytazu dachowego).

Rozwigzanie zadania z przyktadu 2.2 Na rysunkach 2.12b1-b4 przed-
stawiamy konstrukcje uzupetnienia rzutu pionowego jednego z wierzchot-
kéw matego prostokata za pomoca dowolnej prostej (juz niekoniecznie
poziomej) na plaszczyznie prostokata. Zauwazmy przy okazji, ze rzutem
poziomym prostokata jest prostokat. Zachowanie kata prostego w rzu-
cie jest konsekwencja tzw. niezmiennika charakterystycznego rzutowania
prostokagtnego (o ktorym szczegdtowo powiemy w rozdziale 4), gdyz jedno
z ramion tego kata jest prosta réwnolegla do rzutni poziomej, czyli prosta
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warstwowa. W serii rysunkow [2.12c—c4 przedstawiamy sposob uzupetnia-
nia rzutu pionowego prostokatnego wytazu dachowego z uzyciem prostych
warstwowych. Rzuty duzego prostokata potraktujemy bowiem jako rzuty
potaci dachu budynku, ktorej okap i kalenica sa réwnolegltymi prostymi
(odcinkami) warstwowymi. Korzystamy tu z niezmiennikéw rzutowania
rownoleglego, szczegdlnie z niezmiennika roéwnoleglosei (prostych, odcin-
kow) PP3. Jest to rownoczesnie najbardziej oszczedny sposob konstruk-
¢ji uzupehiania rzutu pionowego ,matego” prostokata. Do znalezienia
rzutu pionowego prostej wystarczy bowiem znaé¢ jeden punkt, wiedzac,
ze prosta ta jest rownolegla do innej proste;j.

Rysunek 2.13: Uzupehianie rzutéw punktéow na plaszezyznie danej sladami: d1)
przez punkt A’ rysujemy rzut poziomy a’ prostej a; d2) wyznaczamy $lad poziomy
H, oraz rzut poziomy V. $ladu pionowego V,; d3) konstruujemy rzut pionowy H/
sladu poziomego H, oraz §lad pionowy V, i konstruujemy rzut pionowy a” prostej a;
znajdujemy (poprzez odnoszaca) punkt A”

Przyklad 2.3. Dana jest ptaszczyzna a okreslona sladami h,, v, oraz
rzut poziomy A’ punktu A lezacego na tej ptaszczyznie (rys. 2.13d). Wy-
znaczy¢ rzut pionowy punktu A.

Rozwigzanie problemu z przyktadu 2.3] Przez punkt A’ prowadzimy
rzut poziomy ' prostej a (rys. [2.13d1); wyznaczamy $lad poziomy H,
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oraz rzut poziomy V! §ladu pionowego V, (rys. [2.13d2); konstruujemy
rzut pionowy H! sladu poziomego H, oraz slad pionowy V, i konstru-
ujemy rzut pionowy a” prostej a (rys. 2.13d3); wreszcie znajdujemy (po-
przez odnoszaca) punkt A” (rys.[2.13[d4). Zastosujemy poznane konstruk-
cje w realnym przyktadzie.

Przyklad 2.4. Dany jest rzut poziomy (plan) ,domku” z odwzorowa-
nymi naczétkami i rzut pionowy (elewacja) konturu (rys.[2.14h). Wyzna-
czy¢ rzut pionowy naczotkow.

Rysunek 2.14: Uzupetianie rzutu pionowego naczoétkéw uproszczonego dachu
,domku™: al) linia naczotka przecina okap i (oczywiscie) kalenice, mamy wiec rzuty
poziome dwoch punktéw tej prostej; a2) prowadzimy odnoszace, po czym na okapie
i kalenicy znajdujemy rzuty pionowe owych punktow; a3) punkty w rzucie pionowym
wyznaczaja rzut pionowy linii naczotka, fot. autor
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2.7. Odwzorowanie stozka, walca i sfery

Rysunek 2.15: Obiekty techniczne: walec, stozek, zrodto: [33] oraz sfera, zrodto: |34

Omoéwimy jeszcze rzuty prostokatne najprostszych powierzchni stop-
nia drugiego, tj. stozka obrotowego, walca obrotowego i sfery, znanych
ze szkolnej matematyki. Powierzchnie te, oprocz plaszczyzny, najczescie]
wystepuja jako elementy ksztattujace obiekty techniczne, w szczegolno-
Sci budowlane. W architekturze i budownictwie znajduja zastosowanie
takze inne, niezwykle interesujace, ale i bardziej ztozone powierzchnie,
ktore omoéwimy podzniej. Wymienione wyzej powierzchnie w wyniku prze-
kroju pewnymi (nie wszystkimi!) plaszczyznami daja prosta (odcinek)
lub okrag. Przekr6j ptaszczyzny dana plaszczyzna jest zawsze prosta.
Dotychczasowe obiekty geometryczne (odcinek, trojkat, wielokat, pro-
stopadloscian, ostrostup) mialy reprezentacje szkieletowa. W celu od-
wzorowania powierzchni stozka, walca i sfery przyjmiemy reprezentacje
konturowq, tzn. taka, w ktorej rzutem powierzchni jest brzeg rzutu tej
powierzchni (figury rozumianej jako zbiér rzutéw wszystkich punktow
powierzchni). Rzutem kazdej z omawianych tu powierzchni jest trojkat,
prostokat, kolo (w reprezentacji konturowej okrag) (rys. [2.16). Kazda
z nich jest powierzchnig obrotowa otrzymang z obrotu prostej lub okregu,
lezacych razem z osia obrotu w jednej plaszczyznie. Stad wiemy, ze:
przekroje osiowe (potudniki), czyli ptaszczyznami poziomo rzutujacymi
sa prostymi lub okregami, a przekroje ptaszczyznami poziomymi (réw-
nolezniki) sa okregami. Poludnikami stozka sa proste przecinajace jego
0§ w punkcie wlasciwym, inaczej zwane tworzgcym: stozka; potudnikami
walca sa proste rownolegle do osi, takze zwane tworzacymi. Uzupelnianie
rzutow punktow lezacych na tych powierzchniach polega na identyfikacji
przynaleznosci rzutéw do prostej lub okregu.
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Rysunek 2.16: Rzuty najprostszych powierzchni stopnia drugiego: a) stozka obroto-
wego; d) sfery; g) walca obrotowego. Uzupelnianie rzutéw punktow: b—b3) na stozku
za posrednictwem okregu; c—c4) na stozku za posrednictwem prostej; e-e3) punktu
w polozeniu ogdlnym na sferze; f2) punktu na potudniku (punkt B), na réowniku
(punkt C); g-gl) dowolnego punktu na walcu. W przypadku walca jednoznaczne
uzupelnienie jest mozliwe tylko wtedy, gdy dany jest rzut pionowy. Nic dziwnego —
walec w takim ustawieniu jak na rysunku jest powierzchnig rzutujgeg (tu: poziomo
rzutujaca)
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Podobnie jak w przypadku ptaszczyzny, identyfikacja punktéw na
powierzchniach okreslonych za pomoca konturow (stozek, walec, sfera)
odbywa sie poprzez krzywe plaskie lezace na tych powierzchniach. Sa to
proste i okregi na stozku i walcu ] oraz okregi na sferze. Uzupehienie
rzutu, lezacego na konturze powierzchni, punktu polega na wyborze od-
powiednio okregu lub prostej. Aby szczegétowo poznaé konstrukcje tego
typu, rozwiazemy serie zadan.

Przyktad 2.5. Dane sa rzuty stozka o osi I(I',1”), rzut pionowy A”
punktu A (rys. 2.16b). Wyznaczy¢ rzut poziomy punktu A.

Rozwigzanie problemu z przykladu Przez punkt A” prowa-
dzimy rzut pionowy " plaszczyzny v réwnolegtej do rzutni poziomej
(rys. [2.16b1); polowa cigciwy trojkata stanowi promieri okregu lezacego
na stozku; konstruujemy rzut poziomy tego okregu (rys.[2.16b2) i poprzez
odnoszaca znajdujemy rzuty A}, A, dwoch punktow A;, Ay lezacych na
powierzchni stozka, ktorych rzuty pionowe pokrywaja sie, czyli A} = A}

(rys. 2.16b3).

Przyklad 2.6. Dane sa rzuty stozka o osi [(I',]"”) i wierzchotku
W (W' W") oraz rzut poziomy B’ punktu B (rys. ). Wyznaczy¢
rzut pionowy punktu B.

Rozwigzanie problemu z przyktadu 2.6 Przez punkt B’ prowadzimy
rzut poziomy b tworzacej b, czyli prostej przechodzacej przez rzut W’
wierzchotka W (rys.[2.16k1); znajdujemy slad H, prostej b; rzut pionowy
H} sladu H, prostej b i rzut pionowy b” prostej b (rys. [2.16¢3) i poprzez
odnoszaca znajdujemy rzut B”, (rys. [2.16(4).

Sformutowania i rozwigzania podobnych zadan dla sfery i walca od-
czytamy na rysunkach [2.16{d-g!1.

2.8. Istota konstrukcji geometrycznej 2D.
Konstrukcje klasyczne

Do czasow, kiedy zaczeto wykorzystywaé¢ komputer do wykonywania
konstrukeji geometrycznych, jedynym procesem tworzenia rysunkéw byt
ten realizowany za pomoca cyrkla i linijki, oparty na metodzie konstrukcji
klasycznych (p—o). Polega on na wykorzystaniu cyrkla (okrag) i linijki

6 Na powierzchni stozka leza takze inne krzywe plaskie: elipsy, parabole i hiper-
bole; na powierzchni walca, oprocz prostych i okregéw, leza rowniez elipsy.
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(prosta) do wykonania kazdej konstrukeji, w ktorej realizowany jest ciag
konstrukeji elementarnych opisanych ponizej [3].

Rysunek 2.17: Konstrukcje elementarne prosta — okrag (p—o). Przyktady konstruk-
¢ji symetralnej odcinka (1-4), érodka odcinka (1-5)

Procesu tego nie da si¢ zautomatyzowac¢. Kazdy powtarzajacy sie ele-
ment rysunku musi by¢ narysowany takim samym sposobem (za pomoca
tego samego algorytmu). Jedynym uproszczeniem, pomijajac specjali-
styczne przyrzady (np. dwie szpilki i sznurek do rysowania elipsy, siatki
perspektywiczne, perspektografy), jest zastosowanie ekierki skracajacej
proces kreglenia prostej réwnoleglej lub prostopadtej do danej proste;j.
Elementarne sktadniki (dzisiaj mowimy entycje od angielskiego stowa en-
tity — wyodrebniona calosé, rzecz realnie istniejaca) to prosta (odcinek),
okrag (tuk okregu) i punkt. Kazda wiec konstrukcja wykonana metoda
klasyczna sktada sie z ciggu konstrukeji utworzonego z elementow wzie-
tych sposrod pieciu konstrukeji elementarnych: (p), (o), (pp), (po), (0o)
(rys. [2.17). Dla przykltadu konstrukcja symetralnej odcinka wykonywana
jest za pomoca algorytmu: (o), (0), (00), (p), konstrukcja zas srodka od-
cinka wykonywana jest za pomoca ciagu konstrukeji elementarnych: (o),
(0), (00), (p), (pp) (rys.[2.17). Konstrukeje kreslenia prostej prostopadlej
do danej prostej mozna zautomatyzowaé, wykorzystujac ekierke, tj. ciag:
(0), (0), (00) mozna zastapi¢ jedna czynnoscia polegajaca na odpowied-
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nim przylozeniu ekierki i linijki. Jaki cigg czynnosci elementarnych zaste-
pujemy, rysujac prostg rownolegla za pomoca ekierki? Za pomoca cyrkla
i linijki nie mozna wykona¢ wielu konstrukeji geometrycznych takich, jak:
podwojenie szescianu [} trysekcja kqtaF, kwadratura kota [} rektyfikacja
okrequ [

2.9. Zastosowania programu CAD w konstrukcji
figur i bryt

Rysowanie (konstruowanie) za pomoca narzedzi CAD (Computer
Aided Design) bedzie tematem oddzielnego wykltadu. Jednak w celu
oswajania sie z metodami komputerowymi w zakresie grafiki inzynier-
skiej omoéwimy pewne wiadomosci, ktore pozwola wykonywaé pierwsze
konstrukcje za pomoca komputera. Przyktady konstrukcji CAD podane
w tym wyktadzie sa konstrukcjami ptaskimi (2D). Oznacza to, ze otrzy-
many w ich wyniku wirtualny obiekt jest figura ptaska. Obecnie mamy
dwie istotnie rézne metody wykonywania konstrukcji geometrycznych
(rysowania, kreslenia): klasyczng i druga, nazwijmy automatyczng E Au-
tomatyzacja konstruowania przejawia sie m.in. poprzez mozliwosé '3
1) kreslenia za pomoca polecen:

o rysowanie linii LINE/LINIA (wielolinii PLINE /PLINIA)

Po wywolaniu polecenia LINE/LINTA wskazujemy poczatek linii, a na-
stepnie koniec E W przypadku wielolinii okreslamy takze grubosé
(Width/Szer). Mozemy ja zmieni¢ za pomoca polecenia PEDIT /EDPLIN

7 Podwojenie szescianu, to konstrukcja szescianu o dwukrotnie wickszej objetosci.

8 Trysekcja kgta to podzial danego kata na trzy réwne czesci.

9 Kwadratura kota to konstrukcja kwadratu o polu réwnym polu danego kota.

10 Rektyfikacja okregu to konstrukcja odcinka o dtugosci réwnej dtugosci danego
okregu.

11 Chodzi tu o réznego rodzaju sposoby realizacji konstrukcji geometrycznych
za pomoca programoéw komputerowych. Z oczywistych powodéw postugiwaé sie be-
dziemy okreslonym programem komputerowym, by uniknaé¢ koniecznosci postugiwania
sie metajezykiem czy metasystemem opisujacym logike edytora graficznego. Bedzie
to najbardziej popularny program — AutoCAD.

12 Doktadny opis polecent programu AutoCAD mozna znalezé w dowolnym opra-
cowaniu dotyczacym systemu (np. [28|) lub w specjalnej instrukeji.

13 Poczatek i koniec rysowanego odcinka moze by¢ wskazany jako: koniec odcinka
(ENDpoint/KONiec), srodek odcinka (MIDpoint/SYMetria), przeciecie sie dwoch
obiektow ze zbioru obiektow {linia, wielolinia, tuk, okrag} (INTersec/PRZeciecie), $ro-
dek okregu lub tuku (CENter/CENtrum).
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zmieniajacego grubosé linii (LINE/LINIA), ktora z zatozenia ma grubosé
ZEerowa,

o rysowanie okregu CIRCLE/OKRAG

Po wywotaniu polecenia wskazujemy $rodek okregu i promieni (liczba
lub przez podanie korica promienia) albo dwa korice $rednicy badz trzy
punkty:.

2) powielania obiektow poprzez:

o kopiowanie (COPY /KOPIUJ) — geometrycznie przesuniecie réwnolegte
7 pozostawieniem pierwotnego obiektu,

o kopiowanie wraz z ustawieniem w tablice prostokgtng lub biequnowq
(ARRAY/SZYK) — geometrycznie przesuniecie rdwnolegte lub ztozZenie
przesuniecia rownolegtego 1 obrotu,

o przesuwanie (MOVE/PRZESUN) — geometrycznie przesuniecie réwno-
leglte z usunieciem pierwotnego obiektu,

o odbicie zwieciadlane (MIRROR/LUSTRO) — geometrycznie symetria
ostowa z pozostawieniem lub z usunieciem pierwotnego obiektu,

o obrét (ROTATE/OBROT) — geometrycznie obrét z usunieciem pier-
wotnego obiektu,

3) modyfikacji obiektow poprzez:

o ucinanie (TRIM/UTNL]),

o wydtuzanie (EXTEND/WYDLUZ).

Zamieszczone na rysunkach [2.18] opisy realizacji komputerowych
maja na celu nie tyle doktadne przedstawienie procesu rysowania w pro-
gramie komputeromym AutoCAD, ile zaprezentowanie ogélnej idei two-
rzenia rysunkéw w specjalistycznych programach graficznych. Szczego-
towe, pelne przyktady rysowania za pomoca edytora graficznego znaj-
duja si¢ w specjalnych instrukcjach. Przy okazji dowiadujemy sie¢ jak
niewielki udzial w konstrukeji maja polecenia kreujace linie proste i tuki,
a jak znaczacy udzial maja polecenia powielajace (COPY/KOPIUJ,
MOVE/PRZESUN, ROTATE/OBROT, MIRROR/LUSTRO) oraz po-
lecenia modyfikujace (TRIM/UTNILJ, EXTEND/WYDLUZ). Mozna
stwierdzi¢, ze gléwna cecha edytora graficznego jest przetwarzanie ist-
niejacych elementéw rysunku, a nie tworzenie nowych. Ta ostatnia cecha
nalezy do bardzo waznych, podstawowych zalet programéw typu CAD.
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Rysunek 2.18: Plaska konstrukcja szkieletu ,domku” w izometrii wojskowej reali-
zowana za pomocag edytora graficznego typu CAD i jej schematyczny, ideowy opis
realizacji. W opisie pominieto niektore elementy rysunku, na obecnym etapie mniej
istotne, np. wstawianie tekstu
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Rysunek 2.19: Konstrukcja szkieletu ,domku” w rzutach prostokatnych realizowana
za pomocy edytora graficznego typu CAD na podstawie rysunku a) wymazujemy
niepotrzebne linie, pozostawiajac prostokat, odnoszaca i dwa odcinki majace dtugosci
rowne wysokosci ,domku” i wysokosci jego $ciany, tworzymy warstwe z typem linii
CENTER?2 i rysujemy linie symetrii; al-a4) dalsze elementy rysujemy poprzez kopio-
wanie (KOPIUJ/COPY) i wydtuzanie (WYDLUZ/EXTEND); a5) rysujemy odcinek
za pomocy polecenia LINIA /LINE; a6) kontynuujemy kopiowanie; a7) zmieniamy
Warstwq na te z typem linii DASHED i rysujemy dwie linie niewidoczne; b-b3) eks-
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Rozdzial 3

Przenikanie bryt

3.1. Elementy wspolne prostej (okregu) i ptaszczyzny

Wiele konstrukeji dotyczacych przekrojow, przenikan bryl, a wiec
tworzenia czesci wspoélnych, roznic (takze sum) obiektow geometrycz-
nych (zbioréw), odbywa sie poprzez wyznaczanie elementéw wspolnych
prostych (okregow) z plaszczyznami (powierzchniami). Aby wyznaczyé
punkty wspolne prostej a (rys. [3.1a) lub okregu o z plaszczyzna « po-
stepujemy w sposob nastepujacy: (1) przez prosta (okrag) prowadzimy
plaszczyzne 8 (rys. B.1h1, B.1pl), (2) znajdujemy krawedz wspolna k
plaszezyzn o, § (rys. 3.1h1, B.1p1), (3) znajdujemy punkty przecigcia
prostej (krawedzi) k z prosta a (okregiem o). W przypadku prostej wy-
bor plaszczyzny jest dowolny. Ale wybieramy potozenie najdogodniejsze.
Najczesciej jest to plaszezyzna rzutujaca. W przypadku okregu plaszezy-
zna [ jest jednoznacznie okreslona i w rzutach prostokatnych (Monge’a)
dogodne jest potozenie rownoleglte do rzutni, w dimetrii kawalerskiej — po-
tozenie réwnolegle do ptaszczyzny Oyz, w izometrii wojskowej — potozenie
rownolegte do plaszczyzny Oxy. Omoéwimy teraz znajdowanie punktow
wspolnych prostej z ptaszczyzna w obydwu rodzajach rzutéw, w rzutach
prostokatnych i w aksonometrii.

3.1.1. Punkt wspdlny prostej i plaszczyzny w potozeniu
rzutujacym

Przyktad 3.1. Znalezé punkt wspolny prostej a z ptaszczyzna pionowo

rzutujaca a (rys. B.2h).
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Rysunek 3.1: Algorytm znajdowania punktu (punktéw) wspolnego (wspolnych) pro-
stej (okregu) z plaszczyzna. Dane sa: a(b)) plaszczyzna « oraz prosta (okrag); al(bl))
prowadzimy plaszczyzne [ przez prosta (okrag); a2(b2)) znajdujemy krawedz k plasz-
czyzny 3 z plaszczyzna «; a3(b3)) znajdujemy punkt wspolny A (punkty wspolne Aq,
As) prostej a (okregu o) z krawedzia k

Rozwigzanie problemu z przyktadu . Przez prosta a(a’,a”) pro-
wadzimy plaszczyzne pionowo rzutujaca [ (rys. 1). Rzut pionowy
B" plaszczyzny [ pokrywa sie z rzutem pionowym a” prostej a. Obie
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plaszczyzny « i 8 sa prostopadle do rzutni pionowej. Stad ich krawedz
wspoélna k jest tez prostopadta do rzutni pionowej. Jest wiec prosta pio-
nowo rzutujaca. Mamy wiec &' L z, a k” jest punktem (rys. [3.2h2).
Proste k i a, poprzez przeciecie rzutéow poziomych, daja szukany punkt
przeciecia sie prostej a z plaszczyzna « (rys. [3.2a2).

Przyklad 3.2. Znalez¢ krawedz wspolna dwu plaszczyzn: plaszezyzny
okreslonej przez trzy punkty (ABC)(A'B'C’, A" B"C") z ptaszczyzng po-
ziomo rzutujaca a(a’) (rys. [3.2p).

Rozwigzanie problemu z przyktadu [3.2] KrawedZ wspolna plaszezyzn:
plaszczyzny poziomo rzutujacej a i okreslonej przez trzy punkty A, B,
C (rys. ) znajdujemy poprzez dwukrotne zastosowanie wczesniejszej
konstrukeji. Kolejno znajdujemy punkty 11 2 (rys.[3.2b1-b2).

Rysunek 3.2: Wyznaczanie punktu wspolnego prostej a z ptaszczyzna pionowo rzu-
tujaca «: al) przez prosta a prowadzimy plaszczyzne pionowo rzutujaca § i znajdu-
jemy krawedz k(k’, k") plaszczyzn a1 8. Konstrukeja krawedzi wspolnej plaszezyzn:
b) poziomo rzutujacej a(a’) i trojkata ABC(A'B'C’, A”B"C"), bl-b2) dwukrotne
zastosowanie konstrukeji al-a2
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3.1.2. Punkt wspélny prostej i plaszczyzny w potozeniu
ogl6lnym

Przyktad 3.3. Znalez¢é punkt wspolny prostej d(d’,d”) z pltaszczyzna
(ABC)(A'B'C', A”B"C") okreslona przez trzy punkty (rys.[3.3p).

Rozwigzanie problemu z  przyktadu W konstruowa-
niu punktu wspoélnego prostej d(d',d") =z plaszczyzna trojkata
[ABC|([A’B'C"],[A"B"C"]) korzystamy z rozwiazania z przykladu
3.2l Poczatkowa czes$¢ rozwiazania przebiega analogicznie jak w przy-
kladzie (rys. B.-2b-b2). Seria rysunkow [3.3h-a2 jest powtérzeniem
serii rysunkéow [3.2b-b2, z tym ze plaszczyzna ¢ pojawia sie dopiero
na rysunku [3.3p1, a prosta d(d’,d”) jest w serii rysunkow [3.3p-a2,
natomiast z oczywistych powodow nie ma jej w serii rysunkow [3.2b-b2.
KrawedZ pomocniczej plaszczyzny poziomo rzutujacej 6 zawierajacej
prosta d(d',d") z plaszczyzna trojkata [ABC([A'B'C"],[A"B"C"]) jest
analogiczna jak na rysunku [3.2b-b2. Punkt D, bedacy rozwiazaniem
zadania, znajdujemy jako punkt przeciecia si¢ prostych k i d poprzez rzut
pionowy. Rzut pionowy D” punktu D otrzymujemy jako punkt przeciecia
sie prostych k” i d” (rys. [3.3pd). Poprzez odnoszaca kompletujemy jego
rzut pionowy (rys. 5). W celu podniesienia poziomu jakosci rysunku
i lepszej wizualizacji przestrzennej okreslamy widoczno$é elementow.
Aby okresli¢ widoczno$¢ w rzucie poziomym, musimy stwierdzié¢, ktory
z dwoch punktow nakrywajacych sie w rzucie pionowym 1”7 punktu 1 jest
widoczny dla obserwatora patrzacego z gory (,,ludzik” na rysunku 6).
Rzuty pionowe tych punktow na rysunku[3.3h6 sa oznaczone cyframi 11 2
w kwadracikach. Widoczny jest ten punkt, ktéry jest blizej obserwatora
(ma wieksza wysokos¢), ,ludzik” widzi bowiem punkt 1, tzn. punkt 1
w kwadraciku, czyli punkt na trojkacie. Zatem prosta d jest w rzucie
poziomym zasltonieta przez trojkat na odcinku [1’D’|. Punkt D, jako
punkt przeciecia ptaszczyzny trojkata [ABC| prosta d jest ,miejscem
zmiany widocznosci”. Podobnej analizy dokonujemy w odniesieniu do
rzutu pionowego (rys. 7). Analizie poddajemy punkty trojkata
(punkt 1 w kwadraciku) oraz prostej (punkt 2 w kwadraciku), ktoérych
rzutem pionowym jest punkt W”. Widoczny dla obserwatora jest punkt
na trojkacie (ma wieksza glebokosé). Prosta w rzucie pionowym jest
zaslonieta przez trojkat na odcinku [W"D"|.
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Rysunek 3.3: Konstrukcja punktu wspolnego prostej d(d’, d”) z ptaszczyzna trojkata
[ABC|([A'B'C"],[A"B"C"]): al-a3) pomocnicza plaszczyzne § i krawedz k(k', k")
znajdujemy analogicznie jak na rysunku 7b2); ad—ab) punkt D, bedacy rozwiaza-
niem zadania, znajdujemy poprzez rzut pionowy; a6) ustalanie widocznosci obiektow
w rzucie poziomym przez wybor takich punktéw na prostej i ptaszczyznie, ktére maja
ten sam rzut poziomy 1’, wtedy widoczny jest ten punkt, ktory ma wieksza wysokosé
(punkt na trojkacie); a7) w rzucie pionowym widoczny jest ten punkt, ktory ma
wieksza glebokos$é (rowniez punkt na trojkacie)
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3.1.3. Punkt wspdélny prostej i plaszczyzny w aksonometrii

Przyktad 3.4. Znalez¢ punkt wspolny prostej [(1%,13,) z plaszczyzna

rownolegtoboku [ABCD|([A*B*C*D?], [A3, B, Cq,Dg 1) (rys. [3.4).

Ty — Y

Rysunek 3.4: Konstrukcja punktu wspolnego prostej [(1%,1%, ) i plaszezyzny czworo-

kata [ABCD|([A*B*C* D], [Ag, B;,Cs, Ds,]) w aksonometrii. Ptaszczyzna pomocni-
cza jest tak odwzorowana w aksonometrii, ze zawiera proste [, [7, . W celu znalezienia
krawedzi plaszczyzny pomocniczej z plaszczyzng czworokata, podobnie jak w przy-
padku rzutow Monge’a (rys. , znajdujemy najpierw: al) rzut aksonometryczny
rzutu prostokatnego tej krawedzi; a2) krawedz (192¢, 1%, 27, ). Warto zwrdci¢ uwage,
ze formalnie konstrukcja w aksonometrii nie ro6zni sie od tej w rzutach Monge’a

Rozwigzanie problemu z przyktadu [3.4 W celu wyznaczenia punktu
wspolnego prostej z plaszczyzna w aksonometrii postepujemy wedtug
zasady postepowania omowionej na poczatku rozdziatlu. Na rysunku
mamy dane: plaszczyzng (ABCD)(A*B*C*D*, A3, Bg, Cq, Ds ) oraz
prosta (1%,15,). Przez prosta [(ly), gdzie x € {zy,yz, vz}, prowadzimy
plaszczyzne (a) prostopadla do plaszezyzny x. Na rysunku jest
to plaszczyzna prostopadta do plaszczyzny Oxy. Plaszezyzna ta
przechodzi przez proste %13 . Jest to wigc plaszczyzna rzutujaca

wzgledem ptaszezyzny Oxy. Konstrukcja krawedzi ptaszcezyzn (ABCD)
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i x, w sensie algorytmu geometrycznego, przebiega analogicznie jak
w rzutach prostokatnych (rys. [3.2b-b2). Przy czym zachodzi tu formalna
zalezno$¢:

rzut aksonometryczny <> rzut pionowy (poziomy),
rzut aksonometryczny rzutu prostokatnego <> rzut poziomy (pionowy).

Ponadto warto zauwazy¢ inne analogie. I tak: odpowiednikiem ptasz-
czyzny rzutujacej w metodzie Monge’a jest plaszczyzna prostopadta do
jednej z plaszczyzn uktadu osi aksonometrycznych: Oxy, Oxz, Oyz.
W praktyce zwykle jest to ptaszczyzna prostopadta do ptaszczyzny Oxy.
W rzucie aksonometrycznym plaszczyzne taka reprezentuje prosta lezaca
na ptaszczyznie Ozy.

Nie wolno jednak bezkrytycznie przenosi¢ wzajemnie wlasnosci me-
tody Monge’a i metody aksonometrycznej, gdyz moze to prowadzi¢ do
powaznych bledow.

3.1.4. Przenikanie ostrostupéw i graniastostupow

Powyzsze konstrukcje wykorzystamy do wykreslenia przenikania
ostrostupow, ktore moga by¢ interpretowane jako dach i wieza. Linia
przenikania jest wowczas polaczeniem dachu z wieza (rys. . Wielo-
kat przenikania (cze$¢ wspolna) ma jako wierzchotki punkty przebicia
$cian bocznych jednego ostrostupa (graniastostupa) krawedziami dru-
giego ostrostupa.

Przyklad 3.5. Wyznaczy¢ linie przenikania dwoch ostrostupéw czworo-
katnych prawidlowych (lini¢ potaczenia dachu z wieza) (rys. [3.5p).

Rozwigzanie problemu z przyktadu Niech dane beda dwa ostro-
stupy (rys. [3.5p). Z uwagi na symetrie bryt zagadnienie sprowadza sie
do znalezienia rzutéw dwoch jego wierzchotkow (pozostate otrzymujemy
przez obrot dokota wysokosci ostrostupow). Zauwazmy, ze dwie $ciany
,hizszego” ostrostupa o krawedziach prostopadtych do osi rzutéw x sa
zawarte w plaszczyznach pionowo rzutujacych. Latwo znajdujemy wiec
rzut pionowy 1” punktu 1 przebicia tej Sciany krawedzig wyzszego ostro-
shupa (rys. 3.5p1) i poprzez odnoszaca rzut poziomy (rys. 3.5p2). Ze
wzgledu na symetrie pozostate trzy punkty otrzymujemy przez obrot.
7 racji prostopadtosci osi obrotu do rzutni poziomej w rzucie poziomym
jest to réwniez obrot plaski. Wowcezas otrzymujemy punkty 2/, 3/, 4/,
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Roéwnoczesnie zauwazamy, ze w rzucie pionowym punkty 2”7, 3" 4" leza
na tej samej wysokosci co punkt 1” i (naturalnie) na odpowiednich od-

noszacych (rys. [3.5p3).

Rysunek 3.5: Konstrukcja linii przenikania ostrostupow (,dachu” z ,wiezg”):
al) plaszezyzna pionowo rzutujaca a(a’) Sciany ,nizszego” ostrostupa wyznacza
punkt 1(1”); a2-a3) konstrukecja punktow 2, 3, 4 poprzez obrét jako konsekwencja
symetrii bryl; ad-ab) pomocnicza plaszczyzna rzutujaca B(8') w celu wyznaczania
punktu 5 wspolnego krawedzi ,nizszego” ostrostupa ze $ciana ,wyzszego” (cdn.)
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Rysunek 3.6: Konstrukcja linii przenikania ostrostupow (,dachu” z ,wieza”): a6) kra-
wedz k(k', k") plaszczyzny pionowo rzutujacej 5(8") ze Sciang ,wyzszego” ostrostupa;
a7) konstrukcja punktu 5(5', 5”); a8-a9) konstrukeja punktéow 6, 7, 8 poprzez obrot
jako konsekwencja symetrii bryt; al0) konstrukcja laczenia odcinkami punktéow linii
przenikania; all) wszystkie czesci krawedzi widocznych rysujemy linia gruba

W celu znalezienia punktu przebicia Sciany ,wyzszego” ostrostupa
krawedzig ,nizszego” przez te krawedz prowadzimy plaszczyzne poziomo
rzutujaca 5(0') (rys.[3.-5p4). Krawedz plaszezyzny 3 ze Sciang ,wyzszego”
ostrostupa przechodzi przez wierzchotek tego ostrostupa i przez punkt
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N(N'), ktory jest punktem wspolnym plaszczyzny (i krawedzi podstawy
Wyzszego’ ostrostupa. Poniewaz punkt N lezy na rzutni poziomej tatwo
znajdujemy punkt N” (na osi rzutéw z) i rzut pionowy krawedzi k”
(rys. 6). W przecieciu prostej k z krawedzia ,nizszego” ostrostupa
otrzymujemy punkt 5”. Podobnie jak wyzej, z uwagi na symetrie, pozo-
stale trzy punkty (6/, 7/, 8') otrzymujemy przez obrét (rys. [3.6h8-a9) itd.
Nastepnie taczymy punkty, zachowujac zasade: tgczymy punkty lezZgce
na tej samej Scianie jednego i na tej samej Scianie drugiego ostrostupa
(rys.[3.6010). Widoczne czesci krawedzi dachu i wiezy (rys. [3.6k11) rysu-
jemy linig gruba.

Przyktad 3.6. Wyznaczy¢ linie przenikania dwoch ostrostupéw czworo-
katnych prawidtowych (linie potaczenia dachu z wieza) (rys. w ak-
sonometrii kawalerskiej o skrocie 2:3 na osi O%z®.

Rozwigzanie zagadnienia z przykladu [3.6] Zaktadamy, ze krawedzie
podstawy ostrostupa leza odpowiednio na osiach O%z?, O%y®. Zatem wy-
sokos¢ ostrostupa jest rownolegla do osi O%z%. Ksztalt bryty (figury) jest
okreslony przez skréty na osiach. Stad wszelkie odleglosci przy konstru-
owaniu zaltozen do zadania odnosimy tylko w trzech kierunkach. Aksono-
metrie ostostupow, wraz z linig przenikania rysujemy nastepujaco. Majac
wezesnie] wykonany rysunek w rzutach prostokatnych (rys. ) prze-
nosimy do uktadu aksonometrycznego obydwa ostrostupy (rys. fal).
Rownolegla do osi O%x® krawedz podstawy (lezaca na osi O%x®) konstru-
ujemy poprzez trojkat skrotow dla przyjetego stosunku 2:3 (rys. [3.7al).
Zauwazmy, ze trojkat skrotow wykorzystujemy tylko raz (rys. [3.7h-al).
Druga krawedz podstawy (lezaca na osi O%y®) przenosimy bezposred-
nio. Pozostale elementy znajdujemy, przenoszac bezpos$rednio odcinki
(na rysf3.7p’, a2-a3) lub rysujac na podstawie niezmiennika réwnolegto-
Sci (rys. [3.7p2-a6). Punkty przebicia $cian ,nizszego” ostrostupa krawe-
dziami ,wyzszego” ostrostupa znajdujemy posrednio, wyznaczajac kra-
wedz Sciany z pomocnicza plaszczyzna pionowa okreslona przez krawedz
boczng i jej rzut (rys. [3.8h81-a82). Otrzymane punkty (wierzcholtki li-
nii przenikania) laczymy odcinkami, pamietajac o zasadzie przynalez-
nosci odcinka réwnoczesnie do Scian obu ostrostupow. Widoczne cze-
Sci krawedzi rysujemy linig gruba, niewidoczne — przerywang. Przeni-
kanie moze by¢ wizualizowane z zaznaczeniem krawedzi niewidocznych
(rys.[3.8a121). Ale tez krawedzie niewidoczne, co jest bardziej naturalne,
moga by¢ pominiete w wizualizacji (rys. [3.8122).
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Rysunek 3.7: Konstrukcja ostrostupéw w aksonometrii (przeniesienie z rzutow
Monge’a): a—al) krawedz podstawy (lezaca na osi O%z®) konstruujemy poprzez troj-
kat skrotow, krawedz na osi O%y® przenosimy bezposrednio; a2) przenosimy z rzutoéw
Monge’a wysokosé ,nizszego” ostrostupa; a3) przenosimy wspoélrzedna geometryczna
wierzcholtka podstawy ,wyzszego” ostrostupa; ad) wyznaczamy wspolrzedne pozo-
statych wierzchotkow podstawy ,wyzszego” ostrostupa; ab) wyznaczamy wierzchotki
podstawy ,wyzszego” ostrostupa; a6) rysujemy krawedzie boczne nizszego ostrostupa
(cdn.)
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Rysunek 3.8: Konstrukcja linii przenikania ostrostupéw w aksonometrii (cd.):
a7) przeniesienie wysokosci ,wyzszego”’ ostrostupa; a8) konstrukcja dwoch punktow
przebicia: a81) $ciany ,nizszego”’ ostrostupa krawedzia ,wyzszego” (posrednio znajdu-
jemy krawedz Sciany z pomocnicza plaszczyzna pionowa wyznaczong przez krawedz
boczng i jej rzut); a82) odwrotnie; a9) wyznaczamy pozostale punkty; al0) otrzymane
punkty (wierzcholki linii przenikania) taczymy odcinkami; all) widoczne czesci kra-
wedzi rysujemy linig gruba, niewidoczne — przerywana; al2) wizualizacja przenikania
z zaznaczeniem (lub nie) krawedzi niewidocznych
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3.2. Transformacje rzutni lub obiektu

Rysunek 3.9: Trzecia rzutnia (rzut pomocniczy) w zastosowaniu do konstrukeji
punktu lezacego na prostej profilowej: a) wprowadzenie trzeciej rzutni, pomocniczej
do wykonywania pewnych konstrukcji; al) znajdowanie trzeciego rzutu punktu w od-
wzorowaniu Monge'a; b) zalozenia do wyznaczenia linii przenikania graniastostupa
z ostrostupem; b1) znajdowanie trzeciego rzutu ukladu bryl tak, by plaszczyzna $ciany
ostrostupa (z ktora przecina sie prosta profilowa) miala polozenie rzutujace, realiza-
cja Monge’a rzutu pomocniczego, nastepnie konstrukcja punktu przebicia w trzecim
rzucie (znalezienie wysokosci punktu P) i powrot (strzatka) do rzutu pionowego (rzut
poziomy jest trywialny); b2) znalezienie rzutow pozostatych punktow linii przenikania
graniastostupa z ostrostupem
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W uktadzie dwu rzutni podstawowe obiekty punkt i odcinek sa jed-
noznacznie odwzorowane. Inaczej jest z innymi obiektami, np. z prosta.
Rzuty prostej profilowej nie odzwierciedlaja jej jednoznacznie. Ponadto
znajdujace sie w plaszczyznie profilowej nawet takie obiekty jak odcinki
nie daja mozliwosci zweryfikowania ich wzajemnego potozenia w ukta-
dzie dwu rzutni. Na przyktad nie mozna znalezé bezposrednio punktow
wspolnych dwu prostych profilowych. Ponadto bywaja sytuacje, w kto-
rych w uktadzie rzutni 7 i 79 istotne w konstrukeji figury ptaskie nie lezg
w plaszczyznach rzutujacych [[] . Problem ten wystapi np. przy konstruk-
cji linii przenikania graniastostupa z ostrostupem (rys. [3.9n). Rozwia-
zemy go trzema metodami (rys. , , . Najpierw skorzystamy
z trzeciej rzutni (tzw. transformacji). W uktadzie rzutni pionowej i bocz-
nej prosta profilowa ma potozenie czotowe. Wéwczas mozna wprowadzié
nowsa rzutnie 3 (rys. tak, by byta prostopadta do jednej z rzutni m
i my. Prostopadtosé jest istotna dlatego, ze wtedy jeden z uktadéw rzutni
71, w3 lub my, w3 jest uktadem rzutni Monge’a. Rysunek ilustruje
wprowadzenie rzutni 73 takiej, ze m; L w9, a na rysunku 3.9p1 mamy
realizacje Monge’a rzutowania na trzecig rzutnie. Kazdy punkt otrzy-
muje wtedy jeszcze jeden rzut. Nowy rzut punktu A oznaczaé¢ bedziemy
przez A”. KrawedZ nowego uktadu rzutni (nowa o$ rzutéow) my, m3 ozna-
czamy przez x;. Rzut poziomy i trzeci leza na odnoszacej wzgledem osi
x1. Zwroéémy uwage na zaleznosé miedzy wysoko$ciami punktu w rzucie
pionowym i w trzecim rzucie — wysokosci te sa rowne. Po omoéwieniu ob-
rotu przedstawimy rozwiagzanie tego samego zadania przy zastosowaniu
obrotu wzgledem prostej zawierajacej o$ symetrii ostrostupa i graniasto-
stupa (rys. [3.11h, al-a6). Z uwagi na liczbe linii konstrukcyjnych metoda
z obrotem jest bardziej ,ekonomiczna’.

3.2.1. Rzutnia boczna

W przypadku, gdy wprowadzona nowa rzutnia 73 jest prostopadia do
rzutni m 1 mo, tzn. m L m L w3 L mp, rzutnie w3 nazywamy rzutnig
boczng (rys. |3.12b—c). Rzutnia boczna jest wykorzystywana do przed-
stawiania widoku obiektu z profilu (elewacja boczna) lub jako narzedzie
pomocnicze do konstruowania punktow znajdujacych si¢ na prostych pro-
filowych. Proste profilowe wzgledem rzutni bocznej sg prostymi, ktore
maja charakter prostej: czotowej lub poziomej (warstwowej).

L Operacje przecinania plaszczyzny lub prostej z plaszczyzna rzutujaca sa znacz-
nie uproszczone.
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Rzutnia boczna jest trzecia z szeSciu rzutni w rzutowaniu metoda
europejska lub amerykanska.

3.2.2. Obrot figury

Obrot jest znanym przeksztalceniem okreslonym na ptaszczyznie przez
Srodek obrotu oraz kgt obrotu. W sensie geometrycznym obrot, jako prze-
ksztalcenie, jest zbiorem par punktéw. Jednak w celu wsparcia naszej wy-
obrazni obrot punktu wygodnie jest traktowac jako operacje fizyczna (dy-
namiczng). W przestrzeni méwimy o obrocie dokota prostej (osi obrotu),
w ktorym kazdy punkt obraca sie” w ,swojej” ptaszczyznie, prostopadtej
do osi obrotu, dokota punktu przeciecia osi obrotu z ta plaszczyzna.

W rzutach Monge’a obrot najtatwiej opisuje sie, gdy o$ obrotu jest
prostopadta do jednej z rzutni. Wéwczas ptaszezyzna obrotu jest roéwno-
legta do tej rzutni i prostopadta do drugiej rzutni. Obrét punktu w prze-
strzeni realizowany w ptaszczyznie obrotu tego punktu jest izometryczny
(niezmiennik PP5) z operacja na rzutni (na rysunku jest to rzutnia
pozioma), w drugim rzucie — z uwagi na rzutujace polozenie ptaszczyzny
obrotu (na rysunku jest to plaszczyzna pionowo rzutujaca) — tatwe
jest ,Sledzenie” rzutu punktu w czasie obrotu, ktéory w tym wypadku
,porusza sie¢” po prostej.

Rysunek 3.10: Tlustracja obrotu: i) na plaszczyznie; ii) w przestrzeni — rysunek
pogladowy; iii) w rzutach Monge’a



84 Przenikanie bryt

Rysunek 3.11: Konstrukcja punktow przenikania za pomoca obrotu krawedzi pro-
filowej do polozenia czolowego: al) konstrukcja obroconego rzutu poziomego krawe-
dzi; a2) obrot krawedzi profilowej do polozenia czotowego; a3) wyznaczenie punktu
przebicia w polozeniu obroconym; ad) powrdt z obrotu (w rzucie pionowym). Linie
odnoszace na Scianach graniastostupa (krawedzie pomocniczych plaszczyzn przekroju
ze $cianami graniastostupa) sa rownolegte do osi Oz uktadu aksonometrycznego. Linie
odnoszace na $cianach ostrostupa (krawedzie plaszczyzn przekroju ze Scianami ostro-
stlupa) przechodza przez jego wierzcholek; a5) wyznaczenie punktu na prostej profi-
lowej w rzucie pionowym; a6) ostateczne wyznaczenie przenikania figur; b-b3) kon-
strukcja punktow przenikania w aksonometrii



3.2. Transformacje rzutni lub obiektu 85

Rysunek 3.12: Rzutnia boczna wykorzystana do konstrukcji punktu lezacego na
Y

prostej profilowej: al) strzaltki wskazuja kolejnosé konstruowania punktéw; b) rysunek
pogladowy rzutni bocznej; ¢) realizacja Monge’a rzutu bocznego

3.2.3. Przenikanie trzech ostrostupéw — wieze z przyporami

Przyktad 3.7. Trzy ostrostupy przy odpowiednim ustawieniu moga two-
rzy¢ dach z wieza z przyporami w trzech roznych wariantach w zaleznosci
od wymiaréw poszczegdlnych bryt. Zatozenia do trzech réznych warian-

tow mamy na rysunku [3.13h,b,c.

Rozwigzanie zagadnienia z przyktadu |3.7| realizujemy etapami. Przyj-
mijmy dla ulatwienia skréconego opisu algorytmu konstrukcji, ze te trzy
ostrostupy to wysoki, éredni i niski. Najpierw znajdujemy linie przenika-
nia dwoch ostrostupéw, np. niskiego i $redniego, potem sredniego i wy-
sokiego (rzut poziomy linii przenikania — rys. 1,b1,cl, rzut pionowy
linii przenikania — rys. [3.13p2,b2,¢2) w opisany wczesniej sposob, z ewen-
tualnym (jesli jest to konieczne) zastosowaniem obrotu (rys.|3.10} [3.11)),
transformacji (rys. [3.9), widoku z profilu, czyli rzutni bocznej (rys. [3.12)).
Nastepnie sprawdzamy, ktory z trzech wariantow wzajemnego ustawienia
ostrostupéw zachodzi.
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Rysunek 3.13: Wyznaczanie linii przenikania dachu z wieza z przyporami lub ele-
mentami przej$ciowymi pochodzacymi od trzeciego (Srodkowego) ostrostupa — zalo-
zenia. Brakujace wymiary na rysunkach b) i ¢) sa takie same jak na rysunku a) (cdn.)
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Rysunek 3.14: Wyznaczanie linii przenikania dachu z wieza z przyporami lub ele-
mentami przej$ciowymi pochodzacymi od trzeciego (Srodkowego) ostrostupa (cd.).
Etapy wyznaczania rzutu pionowego (cdn.)



88 Przenikanie bryt

Rysunek 3.15: Wyznaczanie linii przenikania dachu z wieza z przyporami lub ele-
mentami przejSciowymi pochodzacymi od trzeciego (Srodkowego) ostrostupa (cd.).
Ostateczny ksztalt przenikania dachu z wieza z przyporami
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Linie przenikania niskiego ze srednim i §redniego z wysokim:

a) dotykaja sie wierzchotkami (rys. [3.13h1),
b) sa rozlaczne (rys. [3.13p1),
c) przecinaja sie (rys. ).

Otrzymujemy wowczas trzy geometrycznie rozne sytuacje (rys.
B.14h2,a3 i [3.15p4; [3.14p2,b3 i 3.15p4; B.14k2,c3 i 4). Dodatko-
wego wyjasnienia wymaga ostatni przypadek (rys. B.14k2, ¢3), w kto6-
rym ostrostupy wysoki i niski tacza sie wzdtuz krawedzi roéwnolegtych do
wzajemnie rownoleglych krawedzi ich podstaw (rys. 5). Na rysunku
3.15h4,b4,c4 przedstawiono réwniez widoki bez krawedzi niewidocznych
wraz z usunietymi niewidocznymi czesciami ostrostupow.

Wykonanie modeli realnych bryl (np. papierowych) takich ostrostu-
poOw wymaga zmierzenia rzeczywistych wielkosci tych obiektow poprzez
geometryczna konstrukcje odpowiednich Scian ostrostupow. Uzyskuje sie
to za pomoca specjalnych konstrukeji zwanych ktadami. Zostana one opi-
sane przy omawianiu geometrii dachow. Modele wirtualne, a takze rzeczy-
wiste, np. po wydrukowaniu na drukarce 3D, otrzymujemy w wyniku ope-
racji na brytach, np. poprzez modelowanie 3D w srodowisku AutoCAD-a.
Wynik rozwiazania zadania z przyktadu dotyczacego przenikajacych
sie trzech ostrostupéw jako model wirtualny w 3D — w trzech réznych
wariantach — przedstawiamy na rysunku |3.16} Bryly te mozna traktowac
jako modele wiez z przyporami.

Rysunek 3.16: Bryty uzyskane jako efekt operacji w geometrii bryl w wyniku mo-
delowania 3D w $srodowisku systemu AutoCAD 2024, za pomoca tzw. operacji boolow-
skich, czyli: sumy, rdznicy oraz iloczynu
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3.3. Cienie wzajemne w aksonometrii

Przyklad 3.8. Wyznaczy¢ obszar cienia rzuconego na bryte ,domu” E|
(,budynek z dachem dwuspadowym”) przez bryte ,budynku wysokiego”
(,wiezowca”) przy o$wietleniu stonecznym (rys. [3.17h). Promieri $wietlny
okreslony jest przez K (K> K>7 ) (rys.[3.13p,b,c).

Rysunek 3.17: Cieri wzajemny budynkéw przy o$wietleniu stonecznym: a) usytu-
owanie kierunku $wiatla stonecznego wzgledem budynkow; al) promienie przecho-
dzace przez dwa punkty tych krawedzi dachu ,wiezowca”, ktérych cienie ulegna zala-
maniu, i ich punkty przebicia §cian budynku (cdn.)

Rozwigzanie zagadnienia z przyktadu [3.8] W rzucie aksonometrycz-
nym, kazdy obiekt geometryczny reprezentowany jest przez swoj rzut ak-
sonometryczny oraz rzut aksonometryczny rzutu prostokatnego na jedna
z plaszczyzn uktadu wspotrzednych. Zwykle jest to plaszczyzna Ozy.
Jest to rownoczesdnie ptaszczyzna pozioma, ptaszczyzna podstawy obiektu.
Stad rowniez kierunek o$wietlenia (Swiatta stonecznego) K zadajemy
poprzez dwa punkty niewlasciwe: K>, K>, . Wtedy rzut aksonome-
tryczny kierunku (K °°®) méwi nam o nachyleniu kierunku o$wietlenia
K do plaszczyzny podstawy (tzw. kgt wysokosci), natomiast rzut ak-
sonometryczny rzutu prostokatnego (K7 ) wskazuje na kat kierunku
o$wietlenia z obranym kierunkiem na plaszczyznie podstawy (tzw. azy-
mut). Kqgtem wysokosci nazywamy kat, jaki tworzy kierunek o$wietlenia
z plaszczyzng podstawy (terenu). Azymutem nazywamy kat, jaki tworzy

2 Tu i w innych miejscach przyktadowe figury (bryly) przypominaja obiekty bu-
dowlane. Stad zapisujemy je w cudzystowie. Dla uproszczenia zapisu czesto cudzystow
bedziemy pomija¢, a bryty ,dom”, ,wiezowiec”, ,wieza’ nazywaé wprost domem, wie-
zowcem, wieza.



3.3. Cienie wzajemne w aksonometrii 91

kierunek oswietlenia z przyjetym na plaszczyznie podstawy kierunkiem
(w praktyce kierunkiem pomoc—potudnie).

Konstrukcja cienia jednego obiektu (budynku) rzuconego na inny
obiekt (np. budynek) jest wielokrotnym powtérzeniem konstrukeji
punktu przebicia plaszczyzny prosta. Cienn rzucony przez dany obiekt
na siebie lub na inny obiekt nazywaé bedziemy cieniem wzajemnym.
Przedstawione przyktady ilustruja kolejno: cien wzajemny obiektu na
inny obiekt (wysokiego budynku na dom) oraz cienn rzucony na siebie
(cien komina).

Rysunek 3.18: Cien wzajemny budynkéw przy o$wietleniu stonecznym (cd.):
a2) konstruujemy promienie przechodzace przez punkty posrednie na krawedziach
dachu ,wiezowca”, ktore wyznacza: a3) pelny cieri na Scianach domu rzucony przez
czesel krawedzi dachu ,wiezowcea” (cdn.)

Rysunek 3.19: Cieri wzajemny budynkéw przy oswietleniu stonecznym (cd.): ad) ry-
sujemy promieni przechodzacy przez kolejny wierzcholek dachu. Konstruujemy prze-
kréj pionowy domu ptlaszczyzng przechodzaca przez krawedz pionowa ,wiezowca’,
a5) znajdujemy punkt wspolny promienia §wietlnego z przekrojem domu plaszczyznag
przechodzaca przez krawedz pionowa ,wiezowca” znajdujaca sie najblizej domu (cdn.)
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Rysunek 3.20: Ciett wzajemny budynkéw przy oswietleniu stonecznym (cd.): a6) 1a-
czymy pozostale punkty cienia rzuconego przez ,wiezowiec” na dach domu; a7) kre-
skujemy cieni rzucony na ptaszczyzne terenu oraz na $ciany i dach domu

Konstrukcja cienia polega na poprowadzeniu prostych (promieni)
przez punkty wierzchotkowe szkieletu bryty. Nalezy pamieta¢ o koniecz-
nosci konstruowania dwu prostych: rzutu aksonometrycznego (prostej
réwnolegtej do kierunku K*°?) i rzutu aksonometrycznego rzutu prosto-
katnego (prostej rownolegtej do kierunku K°°7 ). Nastepnie znajdujemy
punkty przebicia otrzymanych prostych (promieni $wietlnych) z ptasz-
czyznami drugiej bryty, jesli znajduje sie ona w graniastostupie (walcu)
Swiatta H Graniastostup taki zwykle okreslamy intuicyjnie. Algorytm
znajdowania cienia w przypadku, gdy graniastostup cienia jest figura
wypukla, jest stosunkowo prosty ﬂ Wazny jest bowiem brzeg tego gra-
niastoshupa (jego Sciany i krawedzie boczne). W przypadku bryty o re-
prezentacji szkieletowej graniastostup taki wyznacza skoiiczona, zwykle
niewielka liczba wierzchotkow. Wéwezas (rys. [3.17h) cieri wyznaczony be-
dzie przez szes¢ krawedzi graniastostupa pochodzacych przez trzy gorne
wierzchotki ,wiezowca” i trzy dolne. Przy czym dolne wierzchotki w kon-
strukeji nie odegraja tu wiekszej roli E[ Wystarczy zatem znalez¢ punkty
przebicia trzech promieni Swietlnych (rys. 4). Najpierw konstru-
ujemy dwa pierwsze (rys. |3.17al). Te przecinaja pionowe Sciany bryty

3 W przypadku oéwietlenia punktowego jest to powierzchnia ostrostupa lub
stozka. Przy czym pojecie ostrostupa lub stozka (graniastostupa lub walca) rozumiemy
tu bardzo ogoélnie. Jest to bowiem powierzchnia stozZkowa lub walcowa, gdzie krzywq
kierujgcq jest dowolna krzywa, np. wielolinia w AutoCAD-zie.

4 W grafice komputerowej znane s algorytmy wyznaczania tzw. powtoki wypuktej
zbioru punktéw. A wlasnie taka powloke stanowi cien figury (bryly) wypukle;j.

5 Jest kwestia umowy, czy obszar podstawy bryly ,wiezowca” wchodzi w sktad
cienia bryty, czy tez nie.
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,domu”. W celu wyznaczenia ich konstruujemy linie pionowe wychodzace
z punktow przeciecia rzutéw aksonometrycznych prostokatnych rzutow
promieni z krawedziami podstawy bryly ,domu”. W podobny sposdb
znajdujemy cienie (na pionowych $cianach ,,domu”) dwoéch dowolnie wy-
branych punktéw posrednich gornych krawedzi ,wiezowca” (rysi3.18a2).
Laczac odpowiednie punkty (cienie), znajdujemy pelne krawedzie cie-
nia na $cianach pionowych ,domu”. Nastepnie znajdujemy punkt przebi-
cia promienia wychodzacego z kolejnego wierzchotka z dachem ,,domu”.
W tym celu znajdujemy przekréj ,domu” ptaszczyzna pionowa przecho-
dzaca przez promien (rys. 4, 5). Punkt wspoélny tego promienia
z otrzymanym przekrojem stanowi cieri wierzchotka ,wiezowca” na ,dachu
domu” (rys. 5). Zauwazmy, ze jeden punkt cienia na dachu wystar-
czy do skonstruowania pelnego cienia wzajemnego (rys. [3.20p6), ktory

nastepnie kreskujemy (rys. [3.20n7).

Rysunek 3.21: Cien ,komina” na dachu: a) dana bryta budynku i kierunek ogwietle-
nia K°° (K¢, K20¢); al) promieri $wietlny jednego z punktéw (rzut aksonometryczny
i rzut aksonometryczny rzutu prostokatnego); a2) przekroj bryly domku plaszczy-
zng przechodzaca przez promien i prostopadla do plaszczyzny Oxy, w tym krawedz
z polacia dachu; a3) punkt przebicia potaci promieniem (cieri pierwszego punktu);
ad) rozpoczeta konstrukcja cienia drugiego punktu (cdn.)
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Przyklad 3.9. Wyznaczy¢ cienn ,komina” rzucony na ,dach domu”. Pro-
mien §wietlny okreslony jest przez K°°(K*% K> ) (rys. |3.21)).

Rozwigzanie zagadnienia z przykladu [3.9 Konstrukcja cienia ,ko-
mina”’ na ,dachu” bryty domu jest, podobnie jak w przyktadzie|3.8| wielo-
krotnym powtoérzeniem konstrukeji punktu przebicia ptaszczyzny prosta
(potaci dachowej promieniem §wietlnym) w aksonometrii. Tu nie ma prze-
cie¢ ze $cianami pionowymi i wszystkie punkty przebicia dotycza plasz-
czyzn w ogbdlnym potozeniu. Konstrukcja kazdego punktu wymaga zna-
lezienia przekroju potaci dachowej (rys. 2) H Prowadzimy promien
przez wierzchotek komina, tj. dwie proste: rzut aksonometryczny promie-
nia oraz na plaszczyznie podstawy Oxy rzut aksonometryczny rzutu pro-
stokatnego (rys.[3.21h1). Znajdujemy fragment przekroju ,domu” plasz-
czyzng pionowa przechodzaca przez poprowadzony promien (rys. 2)
oraz punkt przebicia polaci dachowej (rys. [3.213).

Rysunek 3.22: Cieri ,komina” na dachu (cd.): a5) cieit punktu drugiego; a6-a8) cieii
punktu posredniego (cdn.)

6 W praktyce wystarczy znalezé fragment przekroju plaszczyzng pionows prze-
chodzaca przez punkt, ktorego cien konstruujemy, oraz przez kierunek o$wietlenia.
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Rysunek 3.23: Cien ,komina” na dachu (cd.): a9-al0) cienie punktu pierwszego i po-
§redniego wyznaczaja odcinek, ktory przedtuzamy do kalenicy, otrzymujac: all) punkt
zalamania cienia: al2—al4) znajdowanie cienia czwartego punktu (cdn.)
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Rysunek 3.24: Cien ,komina” na dachu (cd.): istotne elementy w powigkszeniu

W konstrukeji szczegblna uwage nalezy zwréoci¢ na konieczno$é wy-
znaczenia cienia punktu posredniego (rys. . Na odcinku w szkie-
letowej reprezentacji bryly wyznaczamy go zawsze wtedy, gdy cienn od-
cinka ulega zalamaniu (rys. [3.18a2-3.20p6, [3.2243.23]). Dochodzi do tego,
gdy graniczg ze soba dwie ptaszczyzny i cien odcinka rozklada sie na
nie. Wowczas do konstrukeji zatamanej czeéci odcinka potrzebne sg trzy
punkty (cienie punktéw): dwa na jednej z ptaszczyzn i jeden na drugiej
plaszczyznie. Cienn wierzchotka i cien punktu posredniego wyznaczaja
na danej plaszczyznie prostoliniowy fragment zatamanego cienia odcinka
(rys. 520} B.23).

W przyktadzie kierunek oswietlenia (K °°) byl zadany za pomoca
rzutu aksonometrycznego (K %) i rzutu aksonometrycznego rzutu pro-
stokatnego (K “gy). Zadanie to mozna sformutowaé inaczej, zadajac wy-
brany na obiekcie punkt i jego (przyktad [3.10)).

Przyklad 3.10. Promien swietlny okreslony jest przez punkt komina
i jego cien na potaci dachowej (rys. |3.25)). Wyznaczy¢ kierunek (punkt
niewtasciwy) o$wietlenia.
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Rozwigzanie zagadnienia z przyktadu [3.10| przedstawiamy na rysunku
0. 20)

Rysunek 3.25: Cieri ,komina” na dachu budynku: znajdowanie kierunku ogwietlenia,
gdy znany jest cienn wybranego punktu






Rozdzial 4

Rozwiazywanie dachow

4.1. Obroty i ktady

Wykorzystywaliémy juz pojecie obrotu przy znajdowaniu elementow
wspOlnych (rys. . Obroét okreslonej prostej lub ptaszczyzny mial
w tamtym zastosowaniu ,doprowadzi¢” prosta do potozenia czolowego,
plaszczyzne a(l, A) do polozenia rownoleglego do rzutni.

Obrot jest znanym przeksztalceniem okreslonym na ptaszczyznie przez
Srodek obrotu oraz kgt obrotu lub w przestrzeni trojwymiarowej przez os
obrotu i kgt obrotu. W sensie geometrycznym obrét jako przeksztalcenie,
jest zbiorem par punktéw. Jednak w celu wsparcia naszej wyobrazni ob-
rot punktu wygodnie jest traktowaé jako dynamiczna operacje fizyczna.
W przestrzeni, gdzie zwykle méwimy o obrocie dokota prostej (osi 0b-
rotu), kazdy punkt ,obraca sie” w ,swojej” plaszczyznie, prostopadlej do
osi obrotu, dokota punktu przeciecia osi obrotu z ta ptaszczyzna.

W rzutach Monge’a obrot najtatwiej opisuje sie, gdy o$ obrotu jest
prostopadta lub rownolegta do jednej z rzutni. Wowcezas plaszczyzna ob-
rotu jest réwnolegta do tej rzutni i prostopadta do drugiej rzutni lub
jest prostopadta do drugiej rzutni. W pierwszym przypadku realizacja
obrotu punktu w przestrzeni (w plaszczyznie obrotu tego punktu) jest
izometryczna (niezmiennik PP5) z operacja na rzutni (na rysunku [3.10]
jest to rzutnia pozioma), w drugim — z uwagi na rzutujace poltozenie dru-
giej plaszczyzny (na rysunku m jest to plaszezyzna pionowo rzutujaca)
— latwe jest ,Sledzenie” rzutu punktu w czasie obrotu, ktory ,porusza si¢”
po prostej.

Ponadto obrot punktu A dokota prostej [ mozemy interpretowaé jako
obrét plaszezyzny a(A, 1) dokola prostej I. W rzucie tym (na rysunku[3.10]
— pionowym) odczytamy rzeczywista dlugosé promienia obrotu punktu,
gdy obracana plaszczyzna uzyska potozenie réwnoleglte do rzutni. Ptasz-
czyzna aq(l, A) jest bowiem rownolegta do rzutni pionowej i tym samym
odcinek [OA,] jest rownolegly do rzutni pionowej. Wtedy odcinki [OAs],
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(0" A}] sa przystajace. Jest rowniez odwrotnie. Jezeli rzut [O” AJ] promie-
nia obrotu [OA,] punktu A dokota prostej [ na plaszczyzne réwnolegta
do tej prostej [ (plaszczyzna ta jest rzutnia pionowa) ma dlugosé rowna
rzeczywistej dtugosci promienia (OA; = O"AY), to plaszczyzna a(As, )
jest rownolegta do rzutni (na rysunku ii jest to rzutnia pionowa).
Zauwazmy, ze obrot punktu A dokola prostej (osi [) jest rownowazny
obrotowi plaszczyzny a(A, 1) dokola tej proste;.

W praktyce interesujacy jest przypadek, gdy prosta [ jest prosta
warstwowa rozwazanej plaszczyzny, ktora to prosta czesto oznaczamy
przez w (rys. . Wtedy obracany punkt znajduje sie w ptaszczyznie
poziomo rzutujacej i jego ruch mozemy ,obserwowa¢” w rzucie poziomym
— maksymalna odlegtos¢ wskazuje na polozenie réwnolegle do rzutmi po-

ziomej (rys. [4.1)).

Rysunek 4.1: Realizacja kladu plaszczyzny a(A,w) poprzez sprowadzenie obrotu
punktu tej ptaszczyzny do superpozycji dwoch obrotéw ptaskich w dwoch ptaszezy-
znach. Jednym z nich jest klad réznicowy odcinka [OA]. Jest to reprezentatywny
przyktad realizacji przeksztatcenia 3D. Konstrukcja tréjwymiarowa jest bowiem re-
alizowana przez ciag konstrukeji ptaskich. Odnosi si¢ to do konstrukeji wykonywanych
cyrklem 1i linijka (p—o)
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4.1.1. Klad plaszczyzny okreslonej przez punkt i prosta
warstwowag

Rysunek 4.2: Klad w rzutach Monge'a plaszczyzny a(A,w) okreslonej przez
punkt A i prostg warstwowsg w. Z uwagi na wykorzystanie kladu roznicowego o
rzutéw moze byé w tej konstrukcji pominieta: a—a4) kltad roznicowy odcinka [OA]
(por. rys. 7b3); ab) obrot punktu A w plaszczyznie poziomej (realizowany de
facto na rzutni poziomej) do polozenia A°

Wezesniejsze rozwazania oraz ostatnie stwierdzenie wykorzystamy
przy wyznaczaniu tzw. ktadu ptaszczyzny. Ktadem ptaszczyzny na wy-
brang rzutnie nazywac¢ bedziemy obrot ptaszczyzny dokota lezacej na niej
prostej o taki kat, ze ptaszczyzna uzyskuje potozenie réwnolegte do rzutni
poziomej lub pionowej. Praktyczny sens ktadu jest taki, ze jeden z rzutow
prostokatnych obroconej plaszczyzny odzwierciedla jej zwiazki miarowe,
tj. odleglosci, katy, ksztalty figur. Ktad ptaszczyzny wykonujemy na pod-
stawie spostrzezenia dotyczacego dtugosci promienia obrotu. Rysunek [4.]
ilustruje — w ujeciu pogladowym — operacje i konstrukcje ktadu na rzut-
nie pozioma, tj. obrotu plaszczyzny dokota jej dowolnej prostej poziomej
(warstwowej) w do polozenia réwnoleglego do rzutni poziomej: punkt A°
— obraz obracanego punktu A musi znalez¢ si¢ na prostej prostopadtej do
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prostej v’ (NCH) E|W odleglosci rownej rzeczywistej dtugosci odcinka
(promienia obrotu) [OA] (PP5).

Natomiast na rysunku [£.2) mamy realizacje konstrukeji w rzutach pro-
stokatnych (Monge’a). Rzeczywista dtugosé odcinka [OA] znajdujemy
poprzez ktad roéznicowy.

4.1.2. Klad plaszczyzny okreslonej ogoélnie

Rysunek 4.3: Ktad w rzutach Monge’a plaszczyzny okrelonej przez dwie proste
a(a’,a”), b(b',b’"). Wybieramy najpierw: al-a2) dowolng prosta warstwowa tej plasz-
czyzny, zaczynajac od rzutu pionowego, gdyz w” || z; a3-a5) konstrukcje realizujemy
analogicznie jak na rysunku (cdn.)

1 Akronim NCH oznacza niezmiennik charakterystyczny rzutu prostokgtnego, tzn.
nastepujaca wlasnosé: jezeli jedno ramie kqta prostego jest réwnolegte do rzutni, drugie
za$ nie jest prostopadte, to rzutem prostokgtnym kqta prostego jest kqt prosty i od-
wrotnie: jezeli obydwa ramiona kqta prostego sq nierownolegte do rzutni, to rzutem
prostokgtnym tego kata nie moze byc kqt prosty lub inaczej jezeli rzutem prostokgtnym
pewnego kgta o ramionach nieréwnolegtych do rzutni jest kgt prosty, to kaqt ten nie
jest prosty.
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Rysunek 4.4: Ktad ptaszczyzny: a6) ktad A° punktu A; a7) proste a®, b° w kladzie
(rzeczywiste polozenie prostych, w tym rzeczywista wielkosé kata miedzy nimi)

Przyklad 4.1. Wyznaczy¢ ktad ptaszezyzny o(a,b) okreslonej przez
dwie proste a i b (rys. [4.3p).

Rozwigzanie problemu z przyktadu [4.1] Rysunki od [4.3p4 do[£.4h7 po-
kazuja kolejne etapy konstrukeji ktadu ptaszczyzny. Wybieramy wczesniej
dowolng prosta warstwowa w tej plaszczyzny (rys. [4.3p—a2), nastepnie
powtarzamy konstrukcje z rys. , by na koniec narysowa¢ proste (a, b)

w kladzie (a%,b°) (rys. [1.4h7).

4.2. Prostopadlosé w rzutach Monge’a

Prosta jest prostopadta do ptaszczyzny, jezeli jest prostopadta do kaz-
dej prostej lezacej na tej pltaszczyznie. Warunkiem wystarczajacym pro-
stopadtosci prostej do plaszczyzny jest prostopadlo$é tej prostej do dwu
nieréwnoleglych prostych owej ptaszczyzny (rys. . Formalnie prosto-
padtos¢ prostej | do plaszczyzny a mozemy zapisa¢ w postaci

[La +— Fapcala FONILa NILD). (4.1)
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Rysunek 4.5: Charakterystyka prostej [ prostopadlej do plaszczyzny a: b) prosta [
nie musi przecinaé prostej a zawartej w plaszczyznie «, proste [ i @ moga by¢ sko$ne
i prostopadle; ¢) prosta I nie musi przecinaé prostej b zawartej w plaszczyznie «, proste
11 b moga by¢ skosne i prostopadle; d) prosta [ jest prostopadla do ptaszczyzny a(a,b)

Aby scharakteryzowa¢ w rzutach Monge’a prostopadtosé¢ prostej do
plaszczyzny, rozwiazemy nastepujacy problem.

Przyklad 4.2. Znalez¢ rzuty prostej prostopadiej do pltaszczyzny row-
nolegtoboku przechodzacej przez dany punkt (rys. |4.5)).

Rozwigzanie problemu z przyktadu Zatozmy, ze dane sg rzuty
[A'B'C'D’]|, [A"B"C"D"] réwnolegloboku [ABCD]| oraz rzuty L', L”
punktu L. Znajdziemy rzuty I', I” prostej | przechodzacej przez punkt L
i prostopadlej do plaszczyzny réwnolegtoboku. Z [A.1] wiemy, ze prosta
jest prostopadta do ptaszczyzny wtedy 1 tylko, gdy jest prostopadta do dwu
prostych nierdwnolegtych lezqgcych na tej ptaszczyinie (rys. . Zatem
proste te mozemy wybra¢ dowolnie i w zwigzku z tym wybierzemy proste
poziomy (warstwowa) w (rys. [L.6pl) i czolowa ¢ (rys. [£.7h3). Wyboru
takiego dokonujemy z uwagi na mozliwo$¢ wykorzystania niezmiennika
NCH, dzieki ktéremu prostopadlo$é szukanej prostej [ do prostych w
i ¢ przenosi sie na rzuty. Rzut poziomy [’ prostej [ jest prostopadly do
rzutu poziomego w’ prostej warstwowej w (rys. [4.7p2), rzut pionowy [’
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jest prostopadly do rzutu pionowego ¢’ prostej czotowej ¢ (rys. 4.8a4).
Mozemy to zapisa¢ w postaci

[ Lw(w,e) =1 Lw A" L. (4.2)

Rysunek 4.6: Konstrukcja prostej prostopadtej do ptaszczyzny: a) dane sa réwno-
legtobok [ABCD]([A’B'C'D’],[A”B"C"D"]) oraz punkt L(L’,L"); al) wybieramy
dowolng prosta warstwows w(w”||z) plaszczyzny rownolegltoboku (cdn.)

Jest to ciekawy wniosek, ale o wiele wazniejsza bytaby implikacja od-
wrotna, tzn. by na podstawie rzutéw danej prostej stwierdzié, czy prosta
ta jest prostopadla do ptaszczyzny. Ot6z implikacja odwrotna jest praw-
dziwa, jesli wyltaczymy przypadek, w ktérym prosta [ nie jest prostopa-
dta do osi x rzutéow. W wytaczonym bowiem przypadku ptaszczyzna jest
rownolegta do osi z i jej rodziny prostych warstwowych i czotowych sie
pokrywaja. Tanie wytaczenie nie jest czym$ nowym. Wszak pamietamy;,
ze w przypadku, gdy prosta jest prostopadta do osi rzutéw, pojawiaja sie
klopoty z odwzorowaniem prostej (rys. [2.7h) czy tez okresleniem przyna-
leznosci punktu do prostej (rys. 1, , . Zwykle w takich sytu-
acjach postugujemy sie rzutem bocznym. Ale powr6émy do charaktery-
styki prostopadlosci. Zalozmy, ze spelniony jest warunek I’ L w'Al” L ¢”
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dla pewnych prostych poziomej w i czolowej ¢, takich ze w }f ¢. Wy-
obrazmy sobie dwie ptaszczyzny: poziomo rzutujaca « i pionowo rzutu-
jaca [ przechodzace przez prosta [. Zachodza woéwczas rownosci: I! = o
i " = p”. Prostopadlos¢ prostej w’ do prostej I'(= o) implikuje, wobec
rownoleglosci prostych w’ i w (prosta warstwowa jest bowiem réwnolegla
do swojego rzutu poziomego, podobnie — prosta czotowa jest rownolegta
do swojego rzutu pionowego), prostopadtosé prostej w do prostej [ le-
zacej w plaszczyznie o. Podobnie rozumujac w odniesieniu do prostej c,
prostej [ i ptaszczyzny [, wnioskujemy, ze prosta c jest prostopadta do
prostej [. Zatem prosta [ jest rownoczesnie prostopadta do prostych w
i ¢, z zalozenia nieréwnoleglych (rys.[4.8p5). Ostatecznie mozemy zapisaé
rownowaznosé ((4.3)):

= Lao— (I Lwwe) <l Lw A" L. (4.3)

Rysunek 4.7: Konstrukcja prostej prostopadiej do plaszczyzny réwnolegloboku
[ABCD](]A'B'C'D’],[A”B"C" D), przechodzacej przez punkt L(L',L"): a2) kon-
struujemy rzut poziomy I’ szukanej prostej I; a3) wybieramy dowolng prostg czotows
c(c || z) plaszczyzny rownolegltoboku (cdn.)
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Rysunek 4.8: Konstrukcja prostej prostopadtej do plaszczyzny réwnolegtoboku
[ABCD](JA'B'C'D’],[A”B"C" D"]), przechodzacej przez punkt L(L',L"): a4) kon-
struujemy rzut pionowy !” szukanej prostej l; ab) prosta | L y(ABCD)(I' L w'
i l// J_ C/I)

4.3. Rozwiazywanie dachéw

4.3.1. Dachy na budynkach wolnostojacych

Na poczatku sformulujemy twierdzenie z zakresu rzutéw prostokat-
nych dotyczace dwu ptaszczyzn.

Twierdzenie 4.1. Jezeli dwie plaszczyzny tworza rowne katy z rzutnia,
to rzut prostokatny krawedzi tych plaszczyzn jest osig symetrii sladow
owych plaszczyzn.

Rozwazaé¢ bedziemy dachy utworzone z ptaskich wielokatéw zwanych
potaciami dachowymi przy zatozeniu, ze gorne krawedzie Scian budynku
tworza ptaski wielokat, ktory nazywaé bedziemy podstawq dachu. Roz-
wigzante dachu przy danej jego podstawie polega na wyznaczeniu potaci
tworzacych ten dach oraz katow miedzy nimi. Zgodnie z twierdzeniem
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krawedzie zetkniecia sie potaci zawierajg sie w osiach symetrii okapow,
ktore najczesciej sa dwusiecznymi katow.

Rysunek 4.9: Dachy ksztaltuja krajobraz: a) budynek liceum w Augustowie (zbu-
dowany w 1922 roku) z dachem regularnym i rzut prostokatny szkieletu tego dachu;
b) wspolczesny dom jednorodzinny z regularnym dachem i rzut prostokatny szkieletu
tego dachu; ¢) wspolezesny dom jednorodzinny z nieregularnym dachem i rzut pro-
stokatny szkieletu tego dachu [9]

Dachy na budynkach wolnostojacych (rys. , tzn. nieprzylegajacych
do innych, rozwiazywaé¢ bedziemy przy dwu nastepujacych zatozeniach:
o przez kazdy bok wielokgta przechodzi pota¢ dachowa,

o wszystkie potacie okreslonego dachu tworzq jednakowe kqty z poziomem.

Okapem polaci dachowej nazywamy krawedz plaszczyzny tej potaci
z podstawa dachu. Kalenica jest to wspolna (gorna) krawedz potaci o oka-
pach rownolegtych, linia narozna — to ,wypukte zetkniecie sie” (krawedz)
dwu potaci o nieréwnolegltych okapach, linia koszowa — ,wkleste zetknie-
cie si¢” dwu potaci o nieréwnoleglych okapach. Jezeli linia narozna nie
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dochodzi do wierzchotka wielokata podstawy dachu, to nazywamy ja linig
narozng zqubng. Kalenice i linie narozne zgubne tworza linie grzbietowq
dachu.

Rysunek 4.10: Czesciowo regularny dach budynku Wydziatu Ekonomicznego Uni-
wersytetu w Bialymstoku (fot. autor) i rzut prostokatny czesci szkieletu budynku
z architektoniczng modyfikacja dachu regularnego w kierunku czesciowo regularnego
dachu (a = o' — a” — d'"). U gory fragment miasta z budynkiem atrialnym Wy-
dziatu Ekonomicznego Uniwersytetu w Biatymstoku oraz kosciél pw. $w. Wojciecha
i atrialny zespol budynkow Archidiecezjalnego Wyzszego Seminarium Duchownego
w Bialymstoku [9]

Przyktlad 4.3. Rozwiaza¢ dach o podstawie na rysunku .11 (wewnatrz
dtugosci bokéw w [mm]), o dowolnym kacie ) nachylenia potaci.
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Rysunek 4.11: Aby rozwiagza¢ dach: a) o podstawie wielokata; al) numerujemy
okapy (polacie) i prowadzimy symetralne katow; a2) oznaczamy je parami numerow
polaci; rozwiazanie rozpoczynamy od potaci 7: dwusieczne (7,1) i (7,6) zamykaja
pota¢ 7; a3) z punktu (1,7,6) prowadzimy brakujaca krawedz (6,1) jako symetralna
okapow 6, 1 i zamykamy pota¢ 1 krawedzia (1,2); ad) z punktu (1,2,6) wychodzi
brakujaca krawedz (6,2) (przedtuzamy wczesniej linie okapow 6, 2), ktora; ab) spoty-
kajac krawedz (6,5) zamyka potaé 6; a6) z punktu (2,6,5) prowadzimy krawedz (5,2)
jako symetralna kata miedzy okapami 5, 2 (przedtuzamy wezesniej linie okapow 5, 2)
i zamykamy pota¢ 5 pierwszg napotkang krawedzia (5,4); a7-a8) zamykamy pola¢ 2
pierwsza napotkana krawedzia (2,3), w tym samym punkcie spotykamy krawedz (4,3)
zamykamy potaé¢ 3; a9) pogrubiamy otrzymane krawedzie szkieletu dachu (cdn.)
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Rozwigzanie dachu z przyktadu [£.3] Na poczatku zauwazmy, ze roz-
wiazanie, ktore zawsze rozpoczynamy od rzutu poziomego, nie zalezy od
kata nachylenia potaci. Dach moze byé¢ bardziej lub mniej stromy, ale
rzut ma taki sam. Dla ulatwienia rozwiazania oznaczamy kolejne pota-
cie, numerujac okapy, czyli boki wielokata podstawy. W dachu regular-
nym kazda pota¢ ma jeden okap, czyli bok wielokata podstawy generuje
jednoznacznie potaé E| Okap (a wiec i pota¢) oznaczamy jakims iden-
tyfikatorem, najczesciej liczba; krawedz oznaczamy parg znakow (liczb)
opisujacych potacie tworzace te krawedz; wierzchotek zas trojka znakow
(liczb) go wyznaczajacych. Wierzchotek dachu moze by¢ czescia wspodlng
wiecej niz trzech potaci. Wowczas mamy do czynienia z pojeciem niere-
gularnosci szkieletu dachu E| Dach regularny to taki, w ktorym w kazdym
wierzchotku ,spotykaja sie” doktadnie trzy krawedzie i kazda potaé¢ ma
doktadnie jeden okap. W przeciwnym przypadku méwimy o dachu nie-
reqularnym. Na rysunku nieregularny dach ma trzy punkty nieregu-
larnoéci, dwa z nich sg konsekwencja posiadania przez dwie potacie po
dwa okapy, trzeci jest miejscem spotkania sie wiecej niz trzech krawedzi.
Nieregularno$é¢ dachu jest wprawdzie kategoria czysto geometryczng. Ale
jest to wlasnosé grafu implikujaca cechy estetyczne dachu E| Ksztalt geo-
metryczny dachu zaleze¢ bedzie nie tylko od ksztaltu wielokata podstawy;,
lecz takze od proporcji poszczegdlnych bokéw wielokata podstawy. Jezeli
chcemy mie¢ okreslony ksztalt dachu (lub inaczej: jezeli nie chcemy, by
ksztalt dachu byt przypadkowy), powinnisémy przy projektowaniu bu-
dynku, na poczatku przy okreslaniu jego planu (obrysu) dokona¢ analizy
ksztattu dachu. Zasade geometrycznego rozwiazania dachu, algorytm wy-
konania geometrycznego projektu (dachu jako pewnej powierzchni wie-
losciennej) przedstawiamy na rysunkach od do . Aby uzyskaé
pelne rozwiazanie dachu, musimy wyznaczy¢ wzajemne katy nachylenia
jego potaci. W tym celu postuzymy sie przyktadem innego rozwiazanego

dachu (rys. [4.14]).

2 W przypadku dachu nieregularnego tak by¢ nie musi. W dachu przedstawionym
na rysunku dwie potacie zawieraja po dwa boki wielokata. Ktore to potacie?

3 Regularnosé dachu zwiagzana jest z reqularnoscig grafu dachu. Dla dachu regu-
larnego mozna sformutowaé twierdzenie Eulera [9).

4 Interesujace, ze dach regularny oparty na podstawie wielokata o bokach prosto-
padtych lub réwnolegtych do danego kierunku, majacy wiecej niz cztery okapy, musi
mie¢ krawedzie koszowe i nieparzysta liczbe polaci |9]. Przedstawiony na rysunku
[A11p-a25 dach jest regularny, ale jego okapy nie spelniaja warunku réwnoleglosci do
kierunkéw osi uktadu prostokatnego, odpowiednio przyjetego na plaszczyznie. Stad
nieparzysta liczba okapow.
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Rysunek 4.12: Po ustaleniu kata nachylenia potaci 1) dach jest jednoznacznie okres-
lony; al10) kat ten okresla sie np. przez ustalenie rzutu pionowego potaci 7; all) znajdu-
jemy rzut pionowy krawedzi (6,1) (rownolegly do rzutni poziomej); al2) rzut pionowy
krawedzi (6,2) ($lad prostej (6,2) jest punktem przeciecia si¢ okapéw 6, 2); al3) rzut
pionowy krawedzi (6,5); al4) rzut pionowy krawedzi (1,2); al5) polaci 5; al6) krawedzi
(4,2); oraz alT) potaci 3 (cdn.)
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Rysunek 4.13: Klad potaci 2: al8) wybieramy punkt P(P’, P”) i o§ obrotu (okap
2) i prowadzimy przez P’ prosta prostopadla do okapu 2; al9) przez punkt P’ pro-
sta prostopadly do tej prostej, znajdujemy punkt O’; a20) odmierzamy wysokosé hy,
punktu P, by znalezé klad boczny P punktu P, ktory; a2l) laczymy z punktem
O’, otrzymujac ktad promienia obrotu rp; a22-a25) otrzymujemy klad P° punktu P
i krawedzi (2,3); oraz a23) krawedzi (4,2); a24) krawedzi (2,5); a25) krawedzi (6,2)
i(1,2)
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Rysunek 4.14: Kat miedzy potaciami 4 i 5 znajdujemy, konstruujac ptaski kat
przekroju plaszczyzng o prostopadla do krawedzi: a2) k(K', k") = (4,5); a3—ad) wy-
bieramy na krawedzi dowolny punkt A(A’, A”) (A € «); i ab) prosta czotowa c(c, ¢’);
aB) rzut pionowy Sladu poziomego H!, nastepnie znajdujemy: a7) $lad poziomy H,;
a8) slad poziomy h, szukanej plaszczyzny «; a9) szukany kat; al0-ald) klad tego
kata
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Znajdujemy kat (geometryczna miare kata) miedzy polaciami 4 i 5
(rys.[4.14h). Jest to kat dwuscienny. Przypomnijmy: kgtem dwusciennym
jest kazda z dwu czesci przestrzeni, na jakie dziela ja dwie potptaszezyzny,
nazywane S$cianami kata dwusciennego, majace wspolna krawedz nazy-
wang krawedzig kgta dwusciennego, wraz z punktami kazdej potptaszczy-
zny. Kagtem lintowym kata dwusciennego nazywamy kat ptaski bedacy
czedcia wspolng tego kata dwudciennego oraz plaszczyzny prostopadlej
do jego krawedzi. Skonstruujemy kat liniowy kata dwusciennego miedzy
polaciami 4 i 5. Przez wybrany punkt A(A’, A”) (£.14h4) krawedzi (4,5)
oznaczonej przez k(k', k") znajdziemy najpierw plaszczyzne prostopadla
do krawedzi k. W tym celu konstruujemy dwie proste: jedna z nich to
prosta czolowa c(¢,¢”) L k(K', k") (rys. 4.14h5), wszak zachodzi ¢’ L k"
i , druga z prostych to §lad poziomy h, plaszczyzny a zawierajacej
prosta ¢ (H, € ¢ C a, rys. [1.14h6-a8). Z uwagi na k' L h, i mamy
k L h,. Proste c i h, przecinaja sie w punkcie H., zatem tworza jed-
noznacznie plaszczyzne . Prosta k jest prostopadta do ptaszczyzny «,
poniewaz nierownolegte proste c i h, z uwagi na sa prostopadte do
prostej k. By wyznaczy¢ kat liniowy kata potaci, dokonujemy przekroju
potaci 4 1 5 plaszczyzna o. Punkty wspolne obu potaci i ptaszezyzny a to
punkt A i punkty, w ktorych slad h, przecina okapy 41 5 (rys. 9).
Punkty te tworzg trojkat rownoramienny i kat przy wierzchotku A’ jest
rzutem poziomym szukanego kata miedzy potaciami 41 5 (rys. 9).
Aby wyznaczy¢ rzeczywista wielkos¢ kata miedzy potaciami 4 i 5, do-
konujemy kladu plaszczyzny owego trojkata (faktycznie plaszezyzny «).
Faktycznie obracamy punkt A dokota $ladu h, do potozenia réwnole-
glego do rzutni poziomej (rys. [£.14p10-ald); w tym przypadku obraca
na rzutnie pozioma. Konstrukcja ktadu jest powtdrzeniem konstrukcji

z rysunkow (4.3 - [£.4] [4.13h18-a23.

4.3.2. Dachy z sasiadami

Inna nieco kategorie stanowia dachy z ograniczeniamilub z sgstadami,
czyli z przylegajacymi sasiednimi budynkami (rys. [4.15]). Zaklada sie, ze
pewne boki wielokata podstawy dachu lub ich czesci nie moga byé oka-
pami, czyli nie moze sptywaé¢ woda w kierunku prostopadlym do tych
okapoéw. W rzeczywisto$ci w praktyce oznacza to, ze w kierunku danego
odcinka (odcinkéw) bokéw wielokata podstawy nie moze sptywaé woda
deszczowa. Na rysunku fragmenty podstawy dachu (projektowanego bu-
dynku), na ktorych nie moze sptywaé¢ woda, zaznaczamy podwodjna linig
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(rys. [£.15h). Linia ta moze oznacza¢ budynek sasiedni. By odpowiednio
odprowadzi¢ wode, wprowadzamy dodatkowe potacie (a wiec i okapy),
wczedniej zaznaczajac kierunek odptywu wody. Musimy wiedzie¢, ze woda
na danej ptaszczyznie sptywa wzdtuz linii spadu tej ptaszczyzny, ktore sa
prostymi prostopadtymi do warstwic (prostych warstwowych) tej plasz-
czyzny. Jak pamietamy, prosta warstwows plaszczyzny jest kazda prosta
rownolegta do ptaszczyzny poziomej. Kazdy okap jest prosta warstwows
potaci dachowej. Woda splywa wiec prostopadle do okapu. Zatem majac
dany kierunek sptywu wody, nowe okapy rysujemy prostopadle do tego
kierunku.

Przyktad 4.4. Rozwiaza¢ dach z budynkami sasiednimi o podstawie na
rysunku [4.15p (wewnatrz dtugosci bokéw w [mm]|), o dowolnym kacie v
nachylenia potaci.

Rysunek 4.15: Dach: a) z sasiadami (liczby oznaczaja dtugosci bokéw np. w [mml])
rozwiazujemy, przyjmujac al) dodatkowe polacie, a wiec okapy I, II, III prostopadle do
kierunkow odprowadzenia wody; konstruujemy dwusieczne wszystkich katow; a2) za-
mykamy potacie I, 1, 2=III; a3) prowadzimy krawedz (3,6); ad) zamykamy potacie II,
4, 6; ab) krawedz (3,5) zamyka ostatnie polacie 5, 3
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Rozwigzanie dachu z przyktadu Na poczatku ustalamy sposéb
odprowadzenia wody (strzatki rownolegle do tych czesci bokéw wielo-
kata, w ktorych jest ograniczenie) i oznaczamy liczbami okapy (rys.
4.15p1). Woda bedzie odprowadzana tak jak wskazuja strzatki. Wprowa-
dzamy trzy dodatkowe okapy prostopadle do kierunkéw odprowadzenia
wody (rys. 4.15a1). W celu odréznienia dodatkowych okapow od oka-
pow budynku wolnostojacego oznaczamy je rzymskimi cyframi I, II, ITI
(rys. [£.15h1). Prowadzimy dwusieczne wszystkich katow, ktére sa utwo-
rzone przez sasiadujace okapy, w tym réwniez okapy nowe (rys. 1).
Idac wzdtuz wielokata podstawy dachu zgodnie ze wskazowkami zegara
i rozpoczynajac analize od najwyzej potozonej na rysunku strzatki, woda
bedzie odprowadzana kolejno prostopadle do okapow: 1, 1, 2, 111, 4, II, 3.
Zauwazmy, ze okap III jest przedtuzeniem okapu 2. Potaé¢ 2 jest wiec
identyczna z potacia 111 E| Zamykamy najpierw pota¢ I (rys. 4.15a2,
I — (), woda odptywa réwnolegle do jednego, i prostopadle, od drugiego
ograniczenia). Nastepnie zamykamy pota¢ 1 (rys. 2, 1 — (), woda
odplywa réwnolegle do ograniczenia). Zamykamy pola¢ 2 (rys. [£.15h3,
2 — (), woda odplywa prostopadle od ograniczenia, pota¢ 2 — ()
jest identyczna z potacig III — (). Zamykamy pola¢ 6 (rys. [1.15p4,
6 — (). Potem zamykamy kolejno potlacie: II (woda odplywa réwnoleg-
le do jednego i prostopadle od drugiego ograniczenia), 4 — () (woda
odplywa réwnolegle do ograniczenia) (rys. [4.15p4), 5 — O (woda od-
ptywa prostopadle od ograniczenia), 3— () (woda odplywa réwnolegle
do ograniczenia) (rys.[1.15h5). Geometria dachéw z ograniczeniami to nic
innego jak geometria dachéw na budynkach wolnostojacych, w ktorych
dowolng powierzchnie wieloscienna, jaka jest dach, poddajemy operacji
roznicy (subtract). Dokladniej, operacja rozwiazania dachu polega na
zaprojektowaniu budynku wolnostojacego tak, by po usunieciu (odcie-
ciu) plaszczyznami pionowymi fragmentéw powierzchni i zastapieniu ich
wielokatami lezacymi w tych plaszczyznach otrzymaé zadany dach.

W sensie geometrii elementarnej geometria dachéw to wyspecjalizo-
wany dzial powierzchni wieloSciennych majacych interesujace wtasnosci
praktyczne.

5 Mamy wiec sytuacje, w ktorej pota¢ ma dwa rézne okapy. Takiego dachu nie
da sie juz na pewno rozszerzy¢ do dachu regularnego budynku wolnostojacego. Przez
rozszerzenie dachu rozumieé¢ bedziemy takie uzupetnienie wielokata podstawy, ze dach
staje sie dachem budynku wolnostojacego i fragmentem tego dachu jest dany dach
z ograniczeniem.
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Rysunek 4.16: Pie¢ rzutéw dachu z rysunku m.in. z gory (plan, w srodku),
z przodu (elewacja glowna, u gory)

4.3.3. Dachy rozwigzywane za pomoca CAD

Przedstawimy tu propozycje geometrycznego projektowania (rozwia-
zania geometrycznego) dachow z ograniczeniami, czyli z ,sasiadami”, oraz
dachow atrialnych, czyli dachéw budynkéw z podworkami, w ktorych
mozna wykorzysta¢ oprogramowanie CAD do automatycznego rozwia-
zywania lub wspomagania rozwiazywania. Dachy z ograniczeniami kon-
struuje sie poprzez sprowadzenie ich (rozszerzenie wielokata podstawy)
do dachow zwyktych, tj. rozpietych nad wielokatem jednospojnym. Na-
stepnie do zaprojektowanych wcze$niej dachow zwyktych stosuje sie dzia-
tania boolowskie. Dachy z podwoérkami projektuje sie réwniez na bazie
skonstruowanych wczesniej dachow nad wielokatami jednospdjnymi po-
przez infinitezymalne wyciecia wielokata wielospojnego. Coraz bardziej
powszechne metody postugiwania sie programami komputerowymi przy
projektowaniu architektoniczno-budowlanym umozliwiaja, czy tez moze
lepiej powiedzie¢ wymuszaja, zupekie rézne od tradycyjnego, podejscie
do geometrycznego rozwigzania dachu budynku graniczacego bezposred-
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nio z innymi budynkami (tzw. dachu z ,sasiadami”) ﬁlub majacego ogra-
niczenie z innych powodoéw, np. estetycznych. Jak juz powiedzielismy,
tradycyjne rozwiazanie dachu z ograniczeniami (por. rys. |4.15h) wymaga
wprowadzenia dodatkowych potaci, a wiec okapéw, by odprowadzi¢ wode
od ,sasiada” (rys. |4.15p2) lub rownolegle do krawedzi z ,sasiadem” (na
rys. [.15p1 kierunek ten wskazujg strzalki), co wymaga od projektanta
wykonania réznych, nierzadko skomplikowanych zabiegow. Czesto pro-
blem musimy traktowac¢ indywidualnie. Pomyst zaprzegniecia komputera
do wykonania tej pracy, czy nawet uzycia komputera do wspomagania
realizacji postawionego zadania, wymaga ujednolicenia (uczynienia uni-
wersalnym) algorytmu postepowania, by moc skorzysta¢ z istniejacych
programow lub napisa¢ wtasne naktadki badz autonomiczne aplikacje |Z|
W proponowanej metodzie wprowadzenie dodatkowych potaci (okapow)
uzyskuje sie poprzez rozszerzenie w sposob naturalny (bez wprowadza-
nia okapoéw pozornych) wielokata podstawy dachu (czyli planu budynku)

(rys. 17 [£T9).

Przyktad 4.5. Rozwigza¢ dach z budynkami sasiednimi o podstawie
na rysunku (wewnatrz dtugosci bokéw w [mm]), o dowolnym ka-
cie ¥ nachylenia potaci z uzyciem odpowiednich funkcji oprogramowania
AutoCAD.

Rozwigzanie problemu z przyktadu [4.5] sprowadza sie do odpowied-
niego zanurzenia dachu z ograniczeniami w zwykly dach (bez ograni-
czeri) nad wielokatem jednospojnym (rys. ) Rozwiazujemy zwy-
kty (standardowy) dach poprzez funkcje modelowania 3D: EXTRUDE
oraz TAPER FACES (rys. [4.17al), przy czym kat nachylenia polaci 1)
definiowany jest w ramach dziatania funkcji TAPER FACES (podaje
sie 90° — 1). W poleceniu TAPER FACES podaje sie kat wzgledem
kierunku pionowego. Jesli wiec Sciany po pochyleniu beda tworzyé¢ kat
90° — 1 z kierunkiem pionowym, to z plaszczyzna pozioma (podstawy
dach) beda tworzy¢ kat 1. Nastepnie wycinamy pierwotny fragment da-
chu, wcze$niej budujemy garniastostup o podstawie pierwotnego wielo-
kata (rys. poprzez wykonanie odpowiedniej operacji boolowskiej:
iloczyn (intersect). W efekcie otrzymujemy dach na rysunku [4.19]

6 Przy projektowaniu dachéw nalezy bra¢ pod uwage $ciany przylegtych budyn-
koéw. Polacie powinny by¢ tak zaprojektowane, zeby woda nie sptywala na mur sasia-
dujacy.

7 Wirod istniejacych procedur graficznych realizujacych éciety dach dla wielokata
(wielokat wyttoczony) warto wymienié¢ polecenie EXTRUDE.
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Rysunek 4.17: Rozwiazanie dachu z ograniczeniami za pomoca programu Auto-
CAD: a) okapy dodatkowe okreslone na rysunku 1 traktujemy tu jako okapy da-
chu rozszerzonego i budujemy rozszerzony wielokat podstawy; al) rozwigzujemy dach,
postugujac sie poleceniami 3D AutoCAD-a: EXTRUDE, TAPER FACES, uwzgled-
niajac w ostatnim poleceniu kat 1) poprzez podanie wartosci 90° — 1. Sciany (jako
potacie) pochylamy bowiem, wzgledem kierunku pionowego, wtasnie o kat 90° — 1.
Wtedy owe polacie tworza z plaszczyzna pozioma kat . Warto zwrécié uwage na
kierunki odptywu wody, prostopadte do okapéw dachu rozszerzonego, i poréwnaé
z kierunkami przyjetymi w tradycyjnym rozwiagzaniu dachu (rys. (cdn.)
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Rysunek 4.18: Konstrukcja pomocniczego graniastostupa o podstawie wyjéciowego
wielokata podstawy dachu z ograniczeniami — polecenie 3D AutoCAD-a: EXTRUDE.
Na rysunku przedstawiono zestaw bryl w wizualizacji szkieletowej (2D Wireframe)
(u gory) oraz w wizualizacji realnej (Realistic) (u dotu) (cdn.)

Rysunek 4.19: Efekt rozwiazania problemu z przykladu z wykorzystaniem opro-
gramowania AutoCAD. W odniesieniu do rysunku widoczne sa w aksonometrii
elewacja gléwna oraz boczna widziana z prawej strony
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Rysunek 4.20: Rozwigzanie dachu pograzonego: a) wielokat podstawy z piecioma
punktami spustowymi; al) oznaczenie podwdjna linia budynkéw posrednich; a2) usta-
lenie odcinkéw infinitezymalnych w punktach spustowych i konstrukcja wielokata roz-
szerzonego; a3) rozwiazanie dachu standardowego (polecenia EXTRUDE, TAPER
FACES); ad4) konstrukcja graniastostupa (prostopadloscianu) pomocniczego w celu
wykonania operacji boolowskiej (widok z gory). U dotu rysunku realistyczna wizuali-
zacja dachu rozszerzonego oraz efekt modelowania 3D — dach pograzony
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Przyklad 4.6. Rozwigza¢ dach z pelnym ograniczeniem o podstawie
na rysunku (wewnatrz dtugosci bokéw w [mm]), o dowolnym ka-
cie 1) nachylenia potaci z uzyciem odpowiednich funkcji oprogramowania
AutoCAD.

Rozwigzanie problemu z przyktadu [£.6f W przypadku, gdy zalozymy
pelne ograniczenie (sasiad na wszystkich bokach wielokata podstawy) da-
chu prowadzace do tzw. dachu pogrgzonego, musimy przyja¢ na wielokacie
punkty spustowe, jako ze woda musi by¢ gdzie§ odprowadzona. Wowczas
przy rozszerzaniu wielokata podstawy do wielokata jednospdjnego mo-
zemy przyjac, ze punktowi spustowemu odpowiada infinitezymalny (bar-
dzo maty) odcinek (rys. |4.20p). Zauwazmy, ze jest to pewnego rodzaju
trik. W sensie geometrycznym bowiem punkt spustowy jest punktem,
natomiast okazuje sie, ze istota ksztaltu dachu moze by¢ konsekwencja

przyjecia w tym punkcie bardzo krotkiego odcinka i wyprowadzenia z jego
koricow odcinkow prostopadtych (rys. 4.20a1).

Rysunek 4.21: Dach atrialny, czyli dach z (dwoma) podwoérkami. Konstrukceje szkie-
letu dachu sprowadzamy do jego rozwiazania nad wielokatami jednospéjnymi (bez
wdziur”) poprzez al) podzial wielokata podstawy; a2) na trzy podwielokaty (cdn.)

Przyktad 4.7. Rozwiaza¢ dach atrialny (z dwoma podwoérkami) o pod-
stawie na rysunku o dowolnym kacie ¢ nachylenia potaci z uzyciem
odpowiednich funkcji oprogramowania AutoCAD.
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Rysunek 4.22: Dach atrialny, czyli dach z (dwoma) podwoérkami. Konstrukcje jego
szkieletu sprowadzono do rozwiazania dachu nad wielokatami jednospojnymi (bez
,dziur”) poprzez: a3) podzial wielokata podstawy na trzy podwielokaty i rozszerze-
nie poprzez wyciagniecie odpowiednich fragmentéw (operacja boolowska sumowania);
ad) i rozwiazanie kazdego zwyklego dachu; ab) obciecie (operacja boolowska roznicy
lub iloczynu ze stosownie dobranymi prostopadloscianami); a6) polaczenie (operacja
sumy) otrzymanych czesci dachu
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Rysunek 4.23: Dach atrialny, czyli dach z (dwoma) podwoérkami — inny sposéb roz-
wiazania problemu. Konstrukeje szkieletu dachu sprowadzono do jego rozwiazania nad
wielokatem jednospojnym (bez ,dziury”): al) poprzez przeksztalcenie wielokata wie-
lospdjnego na jednospojny — usuniecie czesci wielokata (operacja boolowska roznicy
lub iloczynu ze stosownie dobranymi prostopadloscianami); a2) rozwiazanie zwyktego
dachu nad wielokatem jednospojnym; a3) wstawienie ,brakujacych” czesci dachu (po-
laczenie — operacja sumy)

4.3.4. Poprawno$¢ rozwigzania dachu

Moze sie zdarzy¢, ze rozwiazanie dachu, poprawne geometrycznie, jest
nie do przyjecia pod wzgledem konstrukcyjno-technologicznym. Wada
polega na takim jego uksztaltowaniu, ze pojawia sie w nim krawedz ko-
szowa wklesta o matym nachyleniu lub (co jest juz zupelnie niedopusz-
czalne) réwnolegla do plaszczyzny podstawy dachu (rys. [1.24b, [1.24k).
Pozioma wklesta (koszowa) kalenica lub krawedz z malym nachyleniem
dyskwalifikuja rozwiazanie dachu z inzynierskiego punktu widzenia. Na
rysunku [4.24] mamy trzy rézne rozwiazania dachu o danej podstawie
(rys. [4.24h). Pierwsze, poprawne rozwiazanie, jest nastepstwem zasto-
sowania metody topograficznej, ktéra polega na dokonywaniu poziomego
przekroju dachu i przy okreslaniu (znajdowaniu) kolejnego nowego wierz-
chotka badaniu, czy zmienit sie ksztalt topologiczny przekroju (rys. [4.25)),
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tzn. czy wielokat przekroju ma te sama liczbe otworéw, bokow, katow
wklestych, katow wypuktych [f|

Rysunek 4.24: Trzy rézne rozwigzania dachu: a) nad o$miokatem; al) rozwigzanie
poprawne pod wzgledem technologicznym; b) rozwiazanie wadliwe technologicznie
jako efekt operacji boolowskiej dwu poprawnie rozwiazanych dachéw (bl); c¢) inne
wadliwe technologicznie rozwiazanie jako efekt operacji boolowskiej dwu poprawnie
rozwigzanych dachow (c1)

8 Topograficzna metoda rozwiazania dachu jest ilustracja algorytmu kompute-
rowego rozwigzania dachu, a dokladniej skonstruowania tzw. szkieletu prostego dla
danego wielokata.
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Rysunek 4.25: Tlustracja metody topograficznej geometrycznego algorytmu rozwia-
zania dachu okreslonego przez wielokat: a) trzyspojny (dwa podworka); al) konstru-
ujemy linie offsetowa i sprawdzamy, czy otrzymany wielokat ma ten sam ksztalt co
poprzedni, te sama liczbe otwordéw, bokow, katéw wypuklych i wklestych (wielokaty
(a) i (al) sa rownowazne w sensie ksztattu), a2) konstruujemy kolejna linie offsetowa
i wielokaty (al) i (a2) nie sa rownowazne (zamkneta si¢ linia grzbietowa dachu);
a3) konstruujemy kolejna linie offsetows itd. Zauwazmy, ze tylko dwa pierwsze wie-
lokaty maja ten sam ksztalt, zadna pozostala para kolejnych linii offsetowych juz nie
ma tej wlasnosci — przy kazdej nowej linii offsetowej powstaje jakas linia grzbietowa

4.3.5. O$ srodkowa i szkielet prosty wielokata

W 1995 roku Aichholzer i in. [I] wprowadzili pojecie prostego
szkieletu (ang. straight skeleton) dla wielokata, ktory jest szkieletem
dachu zbudowanego dla tego wielokata. Odtad dach stal sie obiektem
obecnym w geometrii obliczeniowej, dla ktorego sformutowano algorytmy,
zaimplementowano procedury w programach typu CAD. Oproécz prostego
szkieletu od 1967 roku funkcjonuje tzw. 0§ srodkowa (ang. medial axis)
wprowadzona przez Bluma [2|. Jest ona rodzajem osi symetrii wielokata,
czy ogoblniej dowolnego obszaru. Obydwa te obiekty sa zilustrowane na

rysunkach [4.26] — [4.28], [£.29]
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Pojawienie sie w naszych rozwazaniach pojecia nasypu jest interesu-
jace z punktu widzenia mozliwosci przeprowadzenia poniekad prostego
eksperymentu przebiegajacego w nastepujacy sposob: (1) z tektury (lub
innego odpowiednio sztywnego materiatu) wycinamy wielokat podstawy
nasypu; (2) ustawiamy go na podparciu poziomym, tak by nie wystawalo
ono poza podstawe; (3) sypiemy miatki material az do uformowania sie
nasypu (to jest do chwili, gdy sypany material nie bedzie sie na nim za-
trzymywal, lecz bedzie spadal). Efektem bedzie nasyp (rys. [1.27)), [1.29),
ktorego model geometryczny mozna wykona¢ np. w programie AutoCAD
(por. [20], [14], [17], |[18]). Dokladniejsze informacje na temat zastosowa-
nia prostych szkieletéw i osi sSrodkowych znajdziemy: przy wyznaczaniu
linii sSrodkowej rzeki lub jeziora (z wyspa) oraz przy wyznaczaniu linii roz-
dziatu urobku w robotach ziemnych (por. [9], [23]), przy projektowaniu
geometrycznego ksztattu nasypu (por. [17]), a takze przy przewidywaniu
ksztaltu linii zarysowan ptyty obciazonej statycznie (por. [18]).

Rysunek 4.26: Prosty szkielet (dach cienka linia i pogrubiona tam, gdzie pokrywa
sie z osig §rodkowa) 1 0§ srodkowa (linia grzbietowa) rzutu modelu dachu i nasypu
zbudowanego nad wielokatem: odcinki: AB, BC, EF, JL, OP; hiki paraboliczne:
CD, DE, FH, IJ, LM, MN, NO (FG, JK — fragmenty krawedzi naroznych jako
tuki paraboli); odcinek w rzucie poziomym (tuk hiperboliczny w 3D) HI, zrédto: [20)

Rysunek 4.27: Model rzeczywisty nasypu z rysunku jako wynik eksperymentu
oraz model geometryczny uzyskany w AutoCAD-zie, zrodlo: 20|, [14]
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Rysunek 4.28: Konstrukcja geometrycznego modelu nasypu w $rodowisku Auto-
CAD: warstwice — za pomoca polecenia OFFSET ze stala Offsetgaptype=1, by za
pomocg polecenia SOFT zbudowaé geometryczny model nasypu, zrédto: [20]

Rysunek 4.29: Model rzeczywisty naturalnego nasypu nad wielokatem z dwoma
otworami jako wynik eksperymentu; model geometryczny: dachu nad tym wielokatem;

pelnego nasypu; nasypu ($cietego), zrodto:

Prosty szkielet i 0§ srodkowa na ptaszczyznie (2D) oraz szkielet dachu
i nasyp w przestrzeni tréjwymiarowej (3D) sa niezwykle interesujacymi
z punktu widzenia zastosowar obiektami geometrycznymi. Warto dodac,
ze o§ srodkowa dla wielokata stanowi jego defragmentacje na obszary,
ktore sg komorkami tzw. diagramu Voronoi ﬂgﬂ, , .






Rozdzial 5

O krzywych i1 powierzchniach

5.1. Analityczny opis krzywych i powierzchni

Dotychczas zajmowalismy sie gtéwnie odwzorowaniem prostej i ptasz-
czyzny oraz obiektami, ktore daja sie zlozy¢ z figur ptaskich, majacych
tamang jako brzeg. OpisywaliSmy je takze analitycznie. Rozwazalismy
rowniez znane ze szkoly powierzchnie: stozek, walec i sfere. Obecnie zaj-
miemy sie krzywymi i powierzchniami w ogblniejszym sensie. Analitycznie
krzywa zapisuje sie za pomoca uktadu rownan parametrycznych:

= a(t)y = y(t), 2 = 2(t), (5.1)

gdzie parametr ¢t €< t,ty >, a funkcje x = x(t),y = y(t),z = 2(t)
sg ciaglte we wspolnym przedziale okreslonosci. Podobnie powierzchnie
opisuje sie za pomoca uktadu funkcji ciggltych, tym razem dwu zmiennych
(parametrow):

r=z(u,v),y =y(u,v), z = z(u,v), (5.2)

o parametrach u €< uy, uy >, v €< vy, v9 >. Ogdlny opis powierzchni jest
przedmiotem dyscypliny matematycznej zwanej topologiq, bardziej szcze-
gotowy, ale i zawezony opis nalezy do geometrii rézniczkowej. W geometrii
i grafice inzynierskiej moéwi sie o krzywych i powierzchniach, ktére maja
zastosowanie w technice, w szczegbdlnosci w budownictwie i architekturze.

5.2. Niektore sposoby tworzenia powierzchni

Powierzchnie czesto otrzymuje sie przez tzw. zakreslanie przestrzena,
czyli przez przemieszczanie krzywej wzdtuz pewnej trajektorii[l]

! Krzywa opisujaca ruch punktu w kinematyce.
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5.2.1. Zakreslanie przez obrét. Powierzchnie obrotowe

Zalozmy, ze dane sa o$ obrotu (ang. axis of revolution) oraz krzywa
definiujgca (ang. path curve). Na rysunku jako krzywa definiujaca
przyjeto prosta skosng do osi obrotu i otrzymano powierzchnie zwana
hiperboliodq jednopowtokowq (obrotowq).

Rysunek 5.1: Sposéb tworzenia hiperboloidy obrotowej poprzez obrét prostej do-
kota innej prostej skosnej. Hiperboloida otrzymana poprzez obrét prostej — krzywej
definiujgcej (ang. path curve) dokota prostej — osi obrotu (ang. axis of revolution)

Rysunek 5.2: Powierzchnia torusa (powierzchni piercieniowej) zrealizowana w pro-
gramie AutoCAD
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Jesli osig obrotu krzywej opisanej rownaniami (5.1]) jest o§ Oz ukltadu
wspotrzednych, to réwnania opisujace powierzchnie obrotowa maja po-
stac:

r =/ 2%(t) + y?(t) cosu,y = \/a%(t) + y2(t)sinu, z = z(t),  (5.3)

gdzie t €< t1,ty >, u €< wuj,uy >. Kazdy punkt (o wspoétrzednych
r = x(t),y = y(t),z = 2(t)) krzywej definiujacej obraca sie po okregu
zwanym rownoleznikiem. Powierzchnie te mozna utworzyé za pomoca
programu AutoCAD, uzywajac funkcji REVSURF (ang. surface of revo-
lution) przy wartosci parametrow SURFTAB1 = n; (n; — liczba powielen
(potudnikow) krzywej definiujacej w przypadku krzywej plaskiej lezacej
w plaszezyznie osi obrotu), SURFTAB2 = ny (ny — liczba okregow (réw-
noleznikow) zakreslonych przez wybrane punkty obrotu).

Gdy krzywa definiujaca jest prosta, to w zaleznosci od jej polozenia
wzgledem osi obrotu otrzymujemy:
o powierzchnie stozka (obrotowego), jesli prosta definiujaca przecina o$
obrotu (powierzchnia znana z geometrii szkolnej),
o powierzchnie walca (obrotowego), jesli prosta definiujaca jest rownole-
gta do osi obrotu (powierzchnia znana z geometrii szkolnej),
o powierzchnie hiperboloidy (obrotowej), jesli prosta definiujaca jest sko-
$na wzgledem osi obrotu (rys. .

Gdy krzywa definiujaca jest okrag, to w zaleznosci od jej poltozenia
wzgledem osi obrotu otrzymujemy:
o sfere, jesli sSrodek okregu lezy na osi obrotu (powierzchnia znana z geo-
metrii szkolnej),
o powierzchnie pierscieniowq (torus) E|, jesli srodek okregu nie lezy na osi

2 Jesli w pewnym uktadzie wspotrzednych okrag o réwnaniach
xr=b+acos?, z=asind, ¥ €<0,2nr >,0<a<b (5.4)

obraca sie dokola osi Oz, to powstaje powierzchnia zwana torusem, ktorej rownania
parametryczne sa postaci

x =bcosy+ acoscosy,y =bsinp + acosdsiny, z = asin @, (5.5)

gdzie ¥ €< 0,21 >, p €< 0,27 >,0 < a < b. Jest to powierzchnia stopnia 4, gdyz
daje sie ona, po eliminacji parametréw, przedstawié¢ rownaniem

(2 + 9y + 2% —a® = b?)? = 4b*(a® — 2%) (5.6)

i istnieja proste przecinajace t¢ powierzchnie w czterech punktach.
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obrotu (w zasadzie przyjmuje sie, ze okrag lezy w plaszczyznie osi obrotu
i odleglos¢ srodka okregu jest wicksza od jego promienia E[) (rys. .

5.2.2. Zakreslanie przez przesuniecie. Powierzchnie walcowe

Dane sa krzywa definiujgca (ang. path curve, defining curve) oraz wek-
tor kierunkowy (ang. direction vector) (rys. [5.3). Powierzchnia walcowa
jest zbiorem prostych (w AutoCAD-zie jest to zbiér odcinkow) prze-
cinajacych krzywa definiujaca, rownolegltych do wektora kierunkowego.
Rownania takiej powierzchni, przy zatozeniu, ze liczby a, b, c sa wspot-
rzednymi wektora przesuniecia, a krzywa definiujaca ma réownania ([5.1))
maja postac:

r=z(t)+au,y = y(t) + bu, z = 2(t) + cu, (5.7)

gdzie t €< t1,t9 >, u €< uy,us >. Przedzial < uy,us > w praktycznych
zastosowaniach, np. w komputerowej grafice inzynierskiej, jest ograni-
czony, natomiast formalnie, jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych.

Rysunek 5.3: Powierzchnia walcowa otrzymana przez przesuniecie krzywej tworzqcej
(ang. path curve) wzdtuz odcinka — wektora kierunkowego (ang. direction vector)

3 W praktyce projektowania architektonicznego korzysta sie réwniez z po-
wierzchni pierscieniowych, w ktorych warunek odlegtosci srodka okregu od osi obrotu

nie jest spelniony, np. przy projektowaniu kopul (por. rys. 5.44)).
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5.2.3. Zakre$lanie przez ruch srubowy. Powierzchnie srubowe

Rysunek 5.4: Ruch w przestrzeni powstaly przez ztozenie dwoch ruchéw: obrotowego
i postepowego (jest to superpozycja dwu przeksztalcen: obrotu i przesuniecia)

Rysunek 5.5: Ksztattowanie powierzchni §rubowej (tzw. helikoidy) poprzez ztozenie
obrotu z przesunieciem
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Dane sa krzywa definiujgca (ang. path curve, defining curve), wektor
kierunkowy (ang. direction vector) oraz kgt obrotu (ang. angle of revo-
lution). Na rysunku krzywa definiujaca jest odcinek. Powierzchnia
otrzymana za pomocg ruchu srubowego odcinka (prostej) nazywa sie po-
wierzchnig srubowq lub helikoidg. Krzywa, ktora wyznacza koniec od-
cinka, nazywamy linig Srubowq (rys. , . Przy zatozeniu, ze odcinek
ma dhuigosé a, skok linii sSrubowej ma zas dtugo$é b, rownania linii Srubo-
wej w odpowiednio przyjetym ukltadzie maja postac:

b
a::acost,y:asint,z:Q—t,t€< 0,27 >, (5.8)
T
i helikoidy:
, b
x = (acost)u,y = (asint)u, z = 2—t,t €<0,2r > ue<0,1>. (5.9)
s

W przypadku opisujacym helikoide powstala przez obrot prostej w opi-
sie parametrycznym parametr u przebiega caty zbior liczb rzeczywistych.

Przez eliminacje parametréw otrzymujemy réwnanie powierzchni srubo-

wej w postaci jawnej: y = xth’TTZ.

Rysunek 5.6: Wieza cisniei w Ciechanowie jako element Parku Nauki TORUS —
hiperboloida jako konstrukcja nosna, zbiornik w ksztalcie torusa, fot. B. KoZniewski;
~Kaszubskie oko” — trzy powierzchnie: walec jako konstrukcja nosna, schody jako
helikoida oraz hiperboloida obrotowa jako struktura stezajaca, fot. W. Regliriska
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5.2.4. Elipsa jako obraz okregu w powinowactwie

Sposrod roznych definicji elipsy na uwage zastuguje taka, wedtug kto-
rej elipsa jest obrazem okregu w powinowactwie. Przyjrzyjmy sie tej sy-
tuacji w nastepujacym przyktadzie.

Przyktad 5.1. Skonstruowac elipse jako obraz okregu w powinowactwie
okreslonym przez o$ k i pare odpowiadajacych sobie punktow (O,, O)

(rys. b.7a).

Rysunek 5.7: Zalozenia do przyktadu Dany jest okrag o $rodku O, a) powi-
nowactwo okreslone jest przez przyjecie dowolnie osi k (styczno$é nie jest konieczna)
i punktu O, jako obrazu punktu O,; b) wybieramy dwie $rednice prostopadle okregu
(dla wygody konstruujemy kwadrat opisany na okregu — polozenie rownolegte do osi
k, jednej ze $rednic jest przyjazne, ale niekonieczne) (cdn.)

Rysunek 5.8: W okreglonym juz powinowactwie konstruujemy obraz érednicy okregu
rownoleglej do osi k (cdn.)

Rozwigzanie przykladu opisujemy na rysunkach [5.7 - Ob-
razuja one konstrukcje punktu elispy jako obrazu dowolnie wybranego
punktu na okregu w stosownie dobranym powinowactwie. Powinowactwo
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to moze by¢ zadane jakkolwiek. Jednak odpowiedni wybor czyni catg
konstrukcje bardziej elegancks i, jak si¢ wydaje, zdecydowanie bardziej
przyjazna wykonawcy. Konstrukcje taka mozna powtarzaé¢ dowolnag liczbe
razy, czyli konstruowaé¢ krzywa, jak moéwimy, punkt po punkcie. Wielo-
krotne stosowanie takiej metody bytoby jednak dos¢ uciazliwe nawet przy
zatozeniu, ze bytoby realizowane na komputerze. W praktyce przyjmuje
sie inny, o wiele prostszy algorytm konstrukcji wynikajacy z wtasnosci
okregu i powinowactwa jako odwzorowania geometrycznego. Jest to tzw.
konstrukcja siatkowa (rys. [5.12]).

Rysunek 5.9: Konstruujemy: a4) obraz drugiej $rednicy okregu i otrzymujemy tzw.
Srednice sprzezone elipsy; ab) wybieramy na okregu dowolny punkt 1, i prowadzimy
przez ten punkt i przez $rodek okregu (a wiec przez punkt, ktérego obraz w powino-
wactwie znamy) prosta. Znajdujemy przy okazji drugi punkt 2, na okregu (cdn.)

Rysunek 5.10: Znajdujemy: a6) obraz prostej oraz a7) obrazy 1., 2. punktéw 1,,
2, (cdn.)
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Rysunek 5.11: Wybierajac dowolng liczbe punktéw na okregu, otrzymujemy do-
wolng liczbe punktéw elipsy jako obrazu okregu w przyjetym powinowactwie

Rysunek 5.12: Algorytm konstrukcji siatkowej elipsy jako konsekwencja wtasnosci
powinowactwa okregu i elipsy. W celu uporzadkowania systemu znajdowania obrazu
okregu odcinki [O,4,], [0%4%] dzielimy na dowolng liczbe réwnych czesci odpowiednio
punktami 1,, 2,, 3,; 1%, 2%, 3%. Zauwazmy, ze trojkaty [A,0,1,], [BXOX1%] sa przysta-
jace, a katy Z(A,0,1,), Z(Bx0%1%) sa rowne. Zatem trojkaty [A,001,], [A0BoPo] sa
podobne, a wiec kat Z(A,P,B,) jest prosty i wobec tego punkt P, lezy na okregu. Ob-
raz P, punktu P, lezy zatem na elipsie. Poniewaz powinowactwo zachowuje stosunek
podziatu odcinka, punkt P, mozemy otrzymaé, dzielac odcinki [Oc4.], [OF4%] na taka
sama liczbe réwnych czesci punktami 1., 2., 3¢; 15, 2%, 3% 1 prowadzac odpowiednie
proste. Jak wida¢, do konstrukcji wystarcza $rednice sprzezone, a liczba punktow
podziatu decyduje o doktadnodci aproksymacji krzywej tamang
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Rysunek 5.13: Tlustracja konstrukcji siatkowej elipsy (szczegélowo podana dla
¢wiartki elipsy): a) danej za pomoca $rednic sprzezonych (dwoch odeinkéw majacych
wspolny $rodek i niezawierajacych sie w jednej prostej); al) konstruujemy réwnolegto-
bok opisany na tej parze odcinkow; a2) dzielimy wskazane odcinki na te sama liczbe
n rownych czesci i; a3—ad) rysujemy promienie i znajdujemy ich punkty przeciecia;
ab—ab); ab) konstruujemy interpolacyjnie ¢wiartke elipsy (dawniej wykonywano to
krzywikiem). Dzielac lewa cze$é gornego boku réwnolegltoboku na te sama liczbe czesei
i kontynuujac rysowanie promieni, znajdziemy kolejng éwiartke elipsy, a przechodzac
na dolna czesé¢ rownolegltoboku i kontynuujac zasade, narysujemy cala elipse

Warto dodaé, ze odcinki w konstrukceji siatkowej nie musza by¢ dzie-
lone na réwne czesci. Mozna dokona¢ innego podziatu na te samg liczbe
czesci, ale musi by¢ zachowana proporcja. Oczywiscie wygodniej i prosciej
jest dzieli¢ je na odcinki roéwnej dtugosci. Rzecz ciekawa, ze konstrukcja
ta moze by¢ wykorzystana w implementacji komputerowej. Zostala ona
zrealizowana, gdyz standardowe aplikacje programu AutoCAD zawieraja
funkcje rysujace elipse tylko na podstawie jej osi, nie majg natomiast
polecen realizujacych konstrukcje elipsy z wykorzystaniem $rednic sprze-
zonych oraz funkcji rysujacych hiperbole i parabole E|

4 Procedury rysujace elipse, parabole i hiperbole zrealizowano w jezyku Auto-
LISP (Kozniewski E., Naktadki na AutoCAD-a STOZKOWE I WIELOSCIANY wspo-
magajgce realizacje Tysunkow technicznych i nauczanie geometrii wykresinej, Bialy-
stok 1994).
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5.2.5. Opisy algebraiczne elipsy

Omawiajac wlasnoéci, warto przypomnieé¢ analityczny opis tej krzy-
wej. W stosownie dobranym uktadzie wspotrzednych rownanie elipsy ma
postac:

2 2
R (5.10)

a? b2

gdzie liczby a, b oznaczaja dlugosci potosi elipsy (rys. [5.14k). Jesli po-
nadto przez c oznaczymy odlegto$é ogniska od $rodka elipsy, to prawdziwa
jest zaleznosé:

b+ = a?, (5.11)

ktora moze by¢ wykorzystana do konstrukcyjnego wyznaczania ogniska.
Ponadto dla dowolnego punktu danej elipsy suma promieni ry, ro jest
stata i rowna 2a (r; 4+ ro = 2a). Whasnosé ta moze by¢ wykorzystana do
konstrukcji elipsy, moze tez by¢ jej definicja. Do konstrukeji wystarczy
wtedy sznurek i dwie szpilki. Elipsa ma interesujace wtasnosci skupia-
jace promienie, np. dzwigkowe (rys.[5.14p), o ile zrodlo dzwicku znajduje
sie w ognisku. Elipsa jest krzywa stopnia drugiego i pewne jej cechy
zostaly wykorzystane przy projektowaniu wnetrz o specjalnych wtasno-
Sciach akustycznych |E| Inng postacig analityczna elipsy jest jej opis pa-
rametrczny:

x =acost,y =bsint,t €< 0,21 > . (5.12)

Taki opis utatwia obliczanie pola powierzchni obszaru ograniczonego
elipsa, ktore wynosi abr.

5 Przykladem takich rozwiazan projektowych moze by¢ sala w zamku Lubomir-
skich herbu Sreniawa w Wisniczu Starym k. Bochni, ktora ma wlasnosci akustyczne
bedace konsekwencja elipsoidalnego ksztaltu sklepienia. Zwiedzajacy moze by¢ s§wiad-
kiem nastepujacego zjawiska. Wystarczy cicho méwi¢ w jednym rogu sali, a osoba
stojaca w drugim koiicu bedzie to wyraznie styszata. Obserwujac rysunek nie-
trudno zauwazy¢, ze punkty o takiej wtasciwosci znajduja sie w ogniskach elipsoidy,
ktorej fragmentem jest sklepienie sali (rys. 7d). Dzwiek wydawany w punkcie Fj
poprzez skupienie promieni w punkcie F5 ulega wzmocnieniu.
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Rysunek 5.14: Elipsa jako krzywa z dwoma ogniskami Fy, Fy: a) zwiazki geome-
tryczne miedzy dlugosciami potosi i odlegloscia ogniska od srodka (tw. Pitagorasa);
b) promienie elipsy z danego punktu tworza jednakowe katy ze styczna w tym punk-
cie — kat padania promienia $wietlnego lub dzwiekowego jest rowny katowi odbicia;
¢)—d) akustyczna wlasnosé elispy i elipsoidy — ogniska jako zrodto i punkt wzmocnienia
dzwieku

5.2.6. Mimosrodowa wlasno$¢ elipsy

Najogolniejsza definicja elipsy, obejmujaca réwniez parabole i hiper-
bole, jest definicja stozkowej. Niech dane beda punkt F i prosta k niein-
cydujace ze soba. Stozkowq o ognisku F' i kierownicy k nazywamy zbior
punktéw X spetliajacych warunek:

d(X,F
d(X, k)

~—

=e, (5.13)

gdzie d( X, F') oznacza odlegtosé punktu X od ogniska F', d(X, k) oznacza
odlegtos¢ punktu X od kierownicy k, e za$ jest pewng liczbg dodatnig
zwana mimosrodem stozkowej. Wowcezas dla e < 1 mamy elipse, dlae = 1
— parabole i dla e > 1 — hiperbole. Ostatnia definicja ma Scisty zwiazek
z przekrojami stozka.
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5.2.7. Przekroje stozka obrotowego

Niech dany bedzie stozek obrotowy o kacie rozwarcia 2¢p oraz ptasz-
czyzna Ts nachylona do osi stozka pod katem 1), przecinajgca powierzch-
nie stozka w krzywej X, ktora nazwiemy krzywq stozkowq. Rozwazmy
sfere wpisang w powierzchnie stozka, styczna do ptaszczyzny 7, w punk-
cie F', ktory nazwiemy ogniskiem. Oznaczmy przez {2 okrag stycznosci
sfery do powierzchni stozka, a przez 7, — plaszczyzne tego okregu. Przez
k oznaczmy prosta wspolna dwu plaszczyzn m,, w5 (k = 7, N 7). Pro-
sta te nazywac¢ bedziemy kierownicq (rys. . Mozemy sformulowaé
twierdzenie (Dandelina):

Rysunek 5.15: Tlustracja twierdzenia Dandelina: m, — plaszczyzna przekroju
(styczna do sfery wpisanej w powierzchnie stozka w punkcie F' — ognisku stozkowej
przekroju ¥) powierzchni stozka (o kacie rozwarcia 2¢) nachylona do osi stozka pod
katem ; 7, — plaszczyzna okregu stycznosci sfery i stozka; k(= 7, N7s) — kierownica
stozkowej przekroju
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(a) (b)

Rysunek 5.16: Tlustracja rzeczywista twierdzenia o przekrojach stozka obrotowego
(stozek $wietlny o wierzchotku w emitujacej czesci zarowki, kierownicy w postaci
brzegu abazuru; plaszczyzna przekroju jest $ciana pokoju): a) cieni przekroju w ksztal-
cie dwu hiperbol — dolny i gorny brzeg abazuru; b) cieri w ksztalcie elipsy pochodzacy
od gornego brzegu abazuru, fot. M. Kozniewski

Twierdzenie 5.1. Jedli krzywa stozkowa jest przekrojem stozka obroto-
wego, to stosunek odlegltosci dowolnego punktu tej stozkowej od ogniska
do odlegtosci tego punktu od kierownicy jest staly.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym punktem stozkowej . Oznaczmy
przez d(X, F) odlegltos¢ punktu X od ogniska F, a przez d(X,k) od-
legtos¢ punktu X od kierownicy k. Oznaczmy przez t tworzaca stozka,
przechodzaca przez punkt X, przez T' — jej punkt przeciecia z okregiem
stycznosci () oraz przez () rzut prostokatny punktu X na kierownice k.
Mamy réwnosci:

d(X, k) = d(X,Q),d(X,F) = d(X,T). (5.14)

Pierwsza réownos¢ wynika z przyjetych oznaczen, druga wyraza row-
nos¢ odcinkéow [XF], [XT] o wspolnym koncu X, stycznych do sfery
w punktach F'; T. Odcinki [XT], [XQ] maja wspolny rzut prostokatny
— odcinek [X'S] — na of stozka, gdzie punkt S jest wspolnym rzutem
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punktow T i @, lezacych w plaszczyznie 7, prostopadlej do osi stozka.
Mamy wiec dwie rownosci:

d(X',S) =d(X,T)cosp,d(X',S) =d(X, Q) cos . (5.15)

Korzystajac z (5.14)), (5.15)), otrzymujemy

d(X,F) d(X,T) d(X',S) d(X',S) costp »
d(X,k) d(X,Q) cosp  cost  cosp =e. (5.16)

Otrzymana wartos¢ e, stata dla danego stozka obrotowego (kat ¢) i przy-
jetego polozenia plaszczyzny (kat 1), nazywana jest mimosrodem stoz-
kowejy.

Wartosé mimosrodu charakteryzuje typ stozkowe;j:

(e) Dla elipsy mamy ¢ < 1), wiec cos ¢ > cos ), czyli e < 1.

(p) Dla paraboli mamy ¢ = 1), wiec cos p = cos), czyli e = 1.

(h) Dla hiperboli mamy ¢ > 1), wiec cos ¢ < cost, czyli e > 1.
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Rysunek 5.17: Tlustracja (w profilu) wariantéw przekroju powierzchni stozkowej
w ujeciu kolineacyjnym: e) w elipsie (prosta graniczna nie przecina okregu stycznosci);
p) w paraboli (prosta graniczna ma jeden punkt z okregiem stycznosci)

Twierdzenie Dandelina pozwala wprowadzi¢ definicje stozkowej na
podstawie poje¢ odlegtosci, ogniska, kierownicy i mimosrodu. Tak uczy-
niono w poprzednim paragrafie. Definicja ta taczy w elegancki sposob



146 O krzywych i powierzchniach

znane 7z geometrii szkolnej krzywe: elipse, parabole i hiperbole z po-
wierzchnia stozka obrotowego. Nie jest jednak zbyt wygodna do ryso-
wania stozkowych z wykorzystaniem konstrukcji p—o, czyli za pomoca
cyrkla i linijki. Twierdzenie zachodzi takze dla walca obrotowego. Wow-
czas przekrojem jest elipsa lub okrag.
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Rysunek 5.18: Twierdzenie Dandelina: h) ilustracja (w profilu) wariantéw przekroju
powierzchni stozkowej w ujeciu kolineacyjnym w hiperboli (prosta graniczna przecina
okrag stycznosci w dwoch punktach); o) ilustracja (w profilu) twierdzenia Dandelina

Korzystajac z twierdzenia Pascala, ktorego przytaczaé¢ tu nie be-
dziemy, mozna zaproponowaé konstrukcje siatkowa paraboli; podobnie
jak uczyniliSmy to w odniesieniu do elipsy. Konstrukcja ta mozliwa jest
przy zatozeniu, ze parabola jest okreslona przez cztery nastepujace ele-
menty: punkt A, prosta a styczng w punkcie A, punkt niewltasciwy C°
(kierunek osi symetrii paraboli) oraz punkt B (rys.[p.19h). Przez punkty
B i C* prowadzimy prosta (o kierunku osi paraboli) (rys. |5.19a2). Od-
cinek wyznaczony przez punkt A i te prosta na stycznej a dzielimy na
dowolna, ale ustalona liczbe réwnych odcinkéw (rys. [5.19a2) i podobnie
postepujemy z odcinkiem wyznaczonym przez punkt B i styczng a na
prostej przechodzacej przez punkt B. Punkty podziatu na prostej a ta-
czymy z punktem C>; a punkty podzialu na prostej przechodzacej przez
punkt B laczymy z punktem A. Dalej postepujemy podobnie jak w przy-



5.2. Niektore sposoby tworzenia powierzchni 147

padku elipsy (rys. [5.19p3-ab). Parabola i hiperbola zostaly narysowane
za pomoca specjalnie napisanych w jezyku AutoLISP funkcji.

Rysunek 5.19: Konstrukeja siatkowa paraboli: a) dane s punkt wlasciwy A, styczna
a w tym punkcie, punkt niewtasciwy C'*° oraz punkt wtasciwy B

Rysunek 5.20: Konstrukcja dyskretnego uzupetniania hiperboli: a) dane sa dwie
asymptoty i punkt wlasciwy; al) przez punkt prowadzimy dowolna prosta; a2) na
prostej tej, wykorzystujac wtasnosci rownosci odcinkdéw na prostej miedzy punktami
hiperboli i asymptotami, wyznaczamy drugi punkt; a3—a4) konstrukcje powtarzamy
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Rysunek 5.21: Konstrukcja przekroju stozka obrotowego w elipsie: a) rzuty stozka
i plaszczyzny pionowo rzutujacej; al) konstrukeja rzutu poziomego jednej z osi elipsy;
a2) wyznaczenie srodka elipsy w celu skonstruowania drugiej osi (cdn.)

Przyklad 5.2. Wyznaczy¢ przekrdj powierzchni stozka obrotowego
plaszczyzna, jesli obiekty te sa odwzorowane w rzutach prostokatnych
(rys.[p-21h). W konstrukeji wykorzysta¢ metode siatkowa.

Rozwigzanie zadania z przyktadu Niech dane beda rzuty Monge’a
fragmentu stozka obrotowego i ptaszczyzny w potozeniu pionowo rzutu-
jacym (rys. [p.21p). Odwzorowany uklad obiektéw geometrycznych ma
plaszczyzne symetrii rownolegta do rzutni pionowej. Z twierdzenia Dan-
delina i z zatozen rysunku wynika, ze przekrojem stozka jest elipsa. Kon-
struujemy rzut poziomy osi elipsy réwnolegtej do rzutni pionowej, lezacej
we wspomnianej plaszczyznie symetrii (rys. [5.21p1). Aby skonstruowac
druga o§ w rzucie pionowym, wyznaczamy srodek elipsy i prowadzimy
odnoszaca (rys. [5.21h2), ktora pokrywa sie z prosta zawierajaca oS elipsy
w tym rzucie (rys[5.22h3). W celu wyznaczenia koricow drugiej osi, doko-
nujemy pomocniczego przekroju stozka plaszczyzna réwnolegla do rzutni
poziomej, przechodzacy przez srodek konstruowanej elipsy (rys. |5.22p4).
Znajdujemy okrag przekroju w rzucie poziomym, ktoérego $rednica jest
réwna (przystajaca do) cieciwie konturu rzutu pionowego stozka (trojkata
réwnoramiennego) wyznaczonej przez rzut pionowy plaszczyzny pomoc-
niczej (rys. 5) i dwa punkty przeciecia odnoszacej z tym okregiem

(rys. |5.22h6).
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Rysunek 5.22: Konstrukeja przekroju stozka obrotowego w elipsie (cd.): a3)-a4) wy-
znaczanie drugiej osi za pomoca przekroju stozka w okregu plaszczyzna prostopadtla
do osi (rownolegla do rzutni poziomej); ab) plaszczyzna przecina powierzchnie stoz-
kowa w okregu, ktorego $rednica jest rowna cieciwie konturu (trojkata rownoramien-
nego) rzutu pionowego stozka, rzut poziomy tego okregu jest okregiem wspolérod-
kowym z konturem rzutu poziomego; a6) konce drugiej osi elipsy przekroju leza na
okregu przekroju poprzecznego powierzchni stozkowej, w rzucie poziomym znaleziono
je w przecieciu odnoszacej srodka pierwszej osi z rzutem okregu; a7) majac osie elipsy
(a wiec $rednice sprzezone), elipse skonstruowano metoda siatkowa; a8) elipsa zostala
narysowana za pomoca standardowego polecenia AutoCAD-a
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Otrzymane osie elipsy (sa to takze $rednice sprzezone elipsy) pozwa-
laja skonstruowac ja metoda siatkowa (rys. [5.22a7).

Przyklad 5.3. Wyznaczyé dwa rzuty bryly bedacej fragmentem stozka
obrotowego (rys. [5.23k) wycietej ptaszczyznami, jesli obiekty te sa odwzo-
rowane w rzutach prostokatnych. Przyjmujemy, ze jeden bok wielokata,
ktory jest rzutem pionowym bryly, jest réwnolegly do tworzacej kontu-
rowej stozka, drugi lezy na rzutni poziomej, trzeci jest prostopadty do
rzutni poziomej, czwarty jest w potozeniu ogdlnym.

Rozwigzanie zadania z przyktadu [5.3] Na poczatku powinnismy oce-
ni¢, jakie katy tworza plaszczyzny z osig stozka. Wszystkie ptaszczyzny
sa pionowo rzutujace. Stad zadanie polega tylko na wyznaczeniu rzutu
poziomego. Oceniamy, ze jedna z plaszczyzn jest rownoleglta do tworza-
cej konturowej, czyli tworzy z osia kat réwny katowi rozwarcia stozka.
Zatem czesé stozka zawarta w tej plaszczyznie jest fragmentem paraboli
(rys. , druga czes¢ jest fragmentem kota, trzecia — hiperboli,
czwarta za$ elipsy. Zauwazmy, ze rzut poziomy fragmentu hiperboli jest
odcinkiem, okregu jest okregiem.
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Rysunek 5.23: Konstrukecja rzutéw prostokatnych bryly wycietej plaszczyznami ze
stozka: a) rzut pionowy wycietej bryly; al) rozwiazanie rozpoczeto od konstrukeji
rzutu pionowego i elementéw rzutu poziomego przekroju parabolicznego (znaleziono
rzuty wierzcholka paraboli, kierunek jej osi i dwa jej punkty); a2) zastosowano metode
siatkows konstrukeji paraboli (cdn.)
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Rysunek 5.24: Konstrukcja rzutéw prostokatnych bryly wycietej ze stozka (cd.):
a3-ab) postugujac sie¢ pomocniczym przekrojem w okregu, plaszczyzna przechodzaca
przez korice fragmentu paraboli (okreslone w rzucie pionowym) wyznaczono w rzucie
poziomym konice krzywoliniowego parabolicznego brzegu bryly (cdn.)

a8)

Rysunek 5.25: Konstrukcja rzutéw prostokatnych bryty wycietej ze stozka (cd.):
a6-a8) konstrukcja eliptycznego brzegu bryty (por. rys.|5.22) (cdn.)
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a9) al0) all)

Rysunek 5.26: Konstrukcja rzutéw prostokatnych bryly wycietej ze stozka (cd.):
a9-all) zastosowanie metody siatkowej konstrukcji elipsy (rys. [5.22) (cdn.)

Rysunek 5.27: Konstrukcja rzutéw prostokatnych bryly wycietej ze stozka (cd.):
al2-al4) zastosowanie metody siatkowej, konstrukcja fragmentu elipsoidalnej czesci
brzegu bryty. Punkty wspolne elipsy i paraboli jako punkty lezace na okregu przekroju
stozka
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5.2.8. Hiperboloida obrotowa i schody krecone

Rysunek 5.28: Konstrukcja rzutu aksonometrycznego hiperboloidy obrotowej
w AutoCAD-zie metoda 2D. Zakladamy, ze: al) elipsa jest krzywa ciagla o da-
nych osiach (dwoch $rednicach sprzezonych prostopadlych). Rysujemy: a2) dowolng
§rednice i prosta do niej rownolegly za pomoca polecenia; a3) obcinamy odcinki
brzegiem elipsy; a4) laczymy odcinkiem $rodki odcinkow; ab) wydtuzamy do brzegu
elipsy; a6) usuwamy linie pierwotne i pomocnicze; a7) konstruujemy réwnoleglobok;
a8) i przekatne wyznaczajace punkty regularnego podzialu elipsy na osiem czesci,
odpowiadajacego podzialowi okregu rownoleznika na osiem réwnych czesci; A) ko-
piujemy elipse pionowo i taczymy odpowiednie punkty (gérne punkty odpowiadajace
dolnym przesuwamy o 2). Przesuniecie to moze by¢ dowolne, wazne jest jednak, by
zapewnié sko$nosé tworzacej i osi paraboloidy. W tym wypadku nie moze to by¢
wiec przesuniecie o 4, gdyz wtedy odleglosé tworzacej od osi bylaby réwna zero (o$
i tworzaca przecinalyby sie) i otrzymalibySmy tworzace stozka. Otrzymana rodzina
tworzacych to rodzina prostych wzajemnie skognych. Ale na hiperboloidzie obrotowej
lezy jeszcze inna rodzina tworzacych. Jezeli bedziemy taczyé punkty, ,przesuwajac”
gbérne w prawo o 2, to otrzymamy podobna rodzine tworzacych wzajemnie sko$nych.
Warto dodaé, ze proste z tych obu rodzin przecinaja sie; B) hiperboloida w rzutach
prostokgtnych (Monge’a) rozwiazanie klasyczne p—o. Tworzace ksztaltujemy, rysujac
w rzucie poziomym proste styczne do okregu szyjnego i znajdujac punkty wspoélne
tych prostych ($lady) z okregiem — rzutem poziomym okregéw rownoleznikowych
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Przyktad 5.4. A) Skonstruowa¢ w programie AutoCAD, w trybie 2D,
dowolna aksonometrie hiperboloidy obrotowej jednopowlokowej o o§miu
tworzacych (8 x 2), ktorej rownoleznikiem jest narysowana wczesniej
elipsa o danych osiach (rys. 5.28). B) Narysowa¢ (tradycyjnie p-o) w rzu-
tach prostokatnych (Monge’a) i w dimetrii kawalerskiej (3:4) o szesnastu
tworzacych (16 x 2) Htworzqcych hiperboloidy (rys. . Zaktadamy,
ze dane sg okrag szyjny oraz dwa dowolnie przyjete, symetryczne wzgle-
dem plaszczyzny okregu szyjnego, okregi rownoleznikowe (rys. [5.28B).
C) W programie AutoCAD, w trybie 3D, narysowa¢ hiperboloide jedno-
powtokowa.

Rozwigzanie przyktadu [B.4JA. Narysowanie hiperboloidy obrotowej
srodkami klasycznymi p—o, a doktadniej wybranej liczby jej tworzacych,
w aksonometrii wymaga uzycia powinowactwa osiowego. I to niezaleznie,
czy wykonujemy ja na komputerze w trybie 2D, czy cyrklem i linijka.
Dopiero realizacja konstrukeji 3D odbywa sie za pomoca przeksztal-
cein w przestrzeni (REVOLUTION, w AutoCAD-zie jest to polecenie
REVSURF). Konstrukcje 2D przedstawia rysunek Przy zatozeniu,
ze kredlimy tylko 8 tworzacych, nie musimy korzysta¢ z powinowactwa

(rys.[5.7—-.11)), gdyz w tym przypadku podzial elipsy jest zrealizowany
przez przekatne rownolegtoboku. W przypadku innej, wiekszej liczby two-
rzacych wykorzystujemy powinowactwo (rys. - . Rysunek
jest ¢wiczeniem w rysowaniu za pomoca edytora graficznego (AutoCAD).

Rozwigzanie przyktadu [5.4B. Opis rozwiazania przeprowadzimy, ko-
mentujac sekwencje rysunkow [5.29 - [5.30] Zakladamy, ze dana jest elipsa
o dwoch srednicach sprzezonych (rys. [5.29h), przy czym srednice te mu-
sz by¢ zadane zgodnie z zasadami dimetrii kawalerskiej (3:4), to znaczy
przyjmujemy uktad osi aksonometrii i dwa potowiace sie pod katem 45°
odcinki — jeden wzdtuz osi Oy, drugi skrocony w stosunku 3:4 wzdhtuz
osi Oz (na rys. Srednice sprzezone przyjeto w dowolnej aksonome-
trii). Sekwencja konstrukcyjnych jest nastepujaca (rys. [5.29h1): w celu
odwzorowania elipsy na okrag konstrujemy o$ powinowactwa réownole-
gla do jednej ze srednic przechodzaca przez koniec drugiej (to ostatnie
zalozenie nie jest konieczne, ale wygodne).

6 Liczba 16 x 2 oznacza, ze mamy narysowaé dwie rodziny tworzacych hiperbo-

loidy (rys. )
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Rysunek 5.29: Wykorzystanie powinowactwa z okregiem do konstrukeji elipsy wraz
z punktami rownomiernego podziatu: a) elipsa dana za pomoca $rednic sprzezonych;
al) wybor osi powinowactwa; a2)—a4) konstrukcja okregu — obrazu elipsy wraz z punk-
tami podziatu okregu (cdn.)

Ciag dalszy konstrukcji jest nastepujacy:
o (rys.[5.29a2) konstruujemy réwnolegtobok i odpowiadajacy mu kwadrat
definiujacy powinowactwo;
o (rys.[p.29h3) rysujemy okrag;
a nastepnie
o (rys.[p.29h4) dzielimy go na n(n = 16) réwnych czesci;
o (rys. 5) przeksztalcamy przez powinowactwo otrzymane punkty,
rysujac przez dwa z tych punktow prostg w uktadzie okregu;
o (rys. 6) znajdujemy obraz tej prostej;
o (rys. 7) znajdujemy obrazy dwoch punktow lezacych na tej prostej;
o (rys. 8) przeksztalcamy przez powinowactwo otrzymane pozostate
punkty réwnomiernego podziatu okregu, w wyniku czego otrzymujemy
punkty podziatu elipsy (n = 16 punktow);
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Rysunek 5.30: Zasada znajdowania punktéw (réwnomiernego podziatu elipsy) i pro-
stych — obrazéw w powinowactwie; tworzace hiperboloidy jednopowlokowej obrotowe;j
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N

2

Rysunek 5.31: Wieza cisnieri w Ciechanowie przed renowacja (proj. J.M. Bogu-
stawski, 1972; wymiary: srednica okregu podstawy 11,25 m; Srednica okregu zwezenia
ok. 7 m; $rednica gornego okregu 17,70 m; wysokos$é 22 m; inne dane w [19]), fot. B.
Kozniewski; pierwsze kroki konstrukcji wiezy w 2D; model wirtualny wiezy wykonany
przez autora w programie AutoCAD

kontynujuac

o (rys. 9) rysujemy drugg, przesunieta rownolegle elipse i taczymy
punkty dolnej elipsy z punktami gornej elipsy, przyjmujac przesuniecie
o t(t = 4) punktow. Nalezy doda¢, ze ustawienie prostej tworzacej wzgle-
dem osi obrotu jest zupelie dowolne. Na rysunku [5.30h9 narysowano
tylko jedna rodzine prostych, by byt on mozliwie jak najbardziej czytelny.
Otrzymana powierzchnia moze pelni¢ w praktyce inzynierskiej interesu-
jace funkcje konstrukcyjne. Ma zastosowanie m.in. przy budowie siloséw,
chtodni kominowych, wiez widokowych itp. [19].

Przyklad 5.5. Na podstawie podzialu stozkowej z przykladu nary-
sowa¢ (tradycyjnie p—o, czyli cyrklem i linijka) w rzutach prostokatnych
i w dimetrii kawalerskiej (3:4) schody krecone o o$miu stopniach na jeden

pelny obrét (rys. [5.32h).

Rozwigzanie zagadnienia z przykitadu Rysujemy trzy stopnie.
Konstrukcja schodéw polega na ,podnoszeniu” na odpowiednia wyso-
kos¢ czesci elipsy, w tym przypadku podnosimy jedna 6sma czesé elipsy
(rys. p.32p1 — |5.32a2). Najpierw wyznaczamy osiem pozioméw schod-
kow, odmierzajac na pionowym rysunku osiem jednakowych odcinkow
(na rys. sa zaznaczone cztery okregi, wysokosé schodka jest rowna
promieniowi matego okregu).
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Rysunek 5.32: Konstrukecja schodow kreconych, okreslenie powinowactwa (cdn.)
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Jest jednak pewien szczegdlowy problem, mianowicie wyznaczenie
stycznych pionowych do elipsy i odpowiednich punktéow stycznosci. Do
tego celu wykorzystamy powinowactwo osiowe (rys. 3). 0§ scho-
dow przeksztatcamy do ukladu okregu (rys. |5.32a3 — [5.32p4) i rysu-
jemy proste styczne do okregu, réwnolegte do przeksztalconej prostej
(rys [5.32R7 — rys. 5.32h8), rownoczesnie znajdujemy punkty stycznosci.
Nastepnie ,wracamy” z prostymi stycznymi do uktadu elipsy (rys. 9
- 10). Znajdujemy réwnoczesnie punkty stycznosci prostych piono-
wych do elipsy w podstawie schodéw, ktore odpowiednio ,podnosimy”.
Na rys. [5.33R10 ,podniesiono” dwa punkty stycznosci. Rysunek [5.34h11
w powiekszeniu pokazuje szczegdly konstrukeji.

Przedstawiony algorytm konstrukcji schodéw kreconych to klasyczna
konstrukcja za pomoca cyrkla i linijki, chociaz w niniejszym opracowaniu
przedstawiona zostata technika komputerowa 2D. Stad zamiast rysowac
elipse krzywikiem, autor postuzyt sie funkcja rysujaca elipse w programie
AutoCAD. Cyrklem i linijka wykonywaliby$my te konstrukcje analogicz-
nie, ale z uzyciem krzywika. Interesujacy jest rowniez fakt pokazania
istoty konstrukcji w innej logice niz klasyczna metoda.

Rysunek 5.33: Konstrukcja konturowych pionowych stycznych do elips ksztattuja-
cych schody krecone (cdn.)
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Rysunek 5.34: Fragment schodéw kreconych w aksonometrii (powickszenie frag-

mentu rysunku [5.33p10)
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5.2.9. Konstrukcja schodéw kreconych za pomoca geometrii
bryt

Rysunek 5.35: Propozycja uksztattowania czesci dachu za pomoca powierzchni éru-
bowej. Umieszczone wewnatrz domu schody krecone zrealizowane za pomoca poleceri
geometrii bryl w AutoCAD-zie (BOX, CYLINDER) i operacji boolowskich (UNION,
SUBTRACT, INTERSECT). Fragment realizacji studenckiego projektu Dom z kwia-
ciarniq z przedmiotu architektura i urbanistyka na kierunku budownictwo Politechniki
Bialostockiej w roku 2004 za pomoca programu AutoCAD

Schody krecone mozna zrealizowaé za pomoca polecenn geometrii bryt.
W ten sposob konstruujemy walec (CYLINDER) o wysokosci stopnia
schodow i dowolng kostke (BOX). Nastepnie wykorzystujac operacje
boolowskie (UNION, SUBTRACT, INTERSECT), ksztaltujemy odpo-
wiedni schodek, ktory z kolei kopiujemy w liczbie réwnej liczbie stopni,
i kazdy -ty schodek obracamy odpowiednio o kat %, dlaz=1,2,...n
i przesuwamy w odpowiedni punkt osi schodéw. Poleceniem CYLINDER
konstruujemy walec o wymienionej wyzej osi stanowiacy nosny stup scho-
déw kreconych i taczymy poleceniem UNION. Konstrukeja tych obiektow
naturalnie nie wymaga poshugiwania sie powinowactwem. Obiekt jest bo-
wiem konstruowany w przestrzeni wirtualnej, a efekt wizualizacji w ak-
sonometrii jest realizowany przez polecenie VPOINT.
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W podsumowaniu warto podkresli¢, ze tworzenie obiektow trojwy-
miarowych w programach typu CAD odbywa si¢ droga konstruowania ich
operacjami boolowskimi, wykonywanymi na zbiorze obiektéw elementar-
nych, do ktorych naleza: prostopadtoscian, ostrostup, walec, stozek sfera,
itd. Kazdy obiekt geometryczny mozna ogladaé¢ z réznych stron poprzez
funkcje wizualizujaca w rzucie rownolegtym (aksonometria) lub poprzez
funkcje wizualizujaca w rzucie srodkowym (perspektywa).

5.2.10. Konstrukcja schodéw kreconych realizowana poza
programem AutoCAD

Skomplikowany obiekt geometryczny, jakim sa schody krecone, mozna
narysowaé za pomocg specjalnego programu komputerowego, np. w je-
zyku Pascal, przygotowujacego kod wejsciowy dla AutoCAD-a [15].
Program w Pascalu umozliwiajagcy parametryczne uksztalttowanie
schodéw przygotowuje odpowiedni plik w trybie DXF, ktory jest
natepnie importowany (DXFIN) do AutoCAD-a. Punkt ciezkosci
rozwigzania problemu zostal przeniesiony tym razem do Srodowiska
kompilatora jezyka Pascal (rys. [.30). Schemat postepowania jest

nastepujacy:
napisanie programu w jezyku Pascal © jego kompilacja:
algorytm —edtorASCIL_y gchody.pas —T7C— schody.exe

uruchomienie programu w Windows 1 importowanie do AutoCAD-a:
—yschody.exe_y gohody.dxf —ACARDXFIN) _y schody.dwg

Prezentowany program umozliwia narysowanie schodéw o okreslonych
parametrach, takich jak: liczba schodkéw, wysokosé schodka, wielko§é
promienia zewnetrznego, wielko$¢ promienia wewnetrznego, liczba ele-
mentow sktadowych schodka (prymitywéw atomowych budowy bryty,
liczby skokow linii $rubowej indukowanej przez schody krecone). Zbu-
dowany ,poza AutoCAD-em” obiekt geometryczny jest prymitywem
AutoCAD-a. Konstrukcja pliku schody.dxf zostata wykonana tak, by byt
to pelny obiekt wirtualny, ktéry mozna cieniowaé, chowaé jego krawedzie
niewidoczne itp.



5.83. Krzywe i powierzchnie w budownictwie 163

Rysunek 5.36: Schody skonstruowane za pomoca programu w jezyku Pascal i im-
portowane do AutoCAD-a jako plik o rozszerzeniu DXF [15]

5.3. Krzywe i powierzchnie w budownictwie

Wnetrza, korytarze, tunele, wiadukty, wejscia sa od gory ograniczone
ptaskim sufitem lub sklepieniem wspierajacym sie na Scianach badz ko-
lumnach. Sklepienia sa utworzone z fragmentéw powierzchni. Zwykle sa
to: sfera, elipsoida, walec obrotowy i nieobrotowy, stozek obrotowy i nie-
obrotowy, torus, konoidy, cylindroidy, konusoidy. Niektoére z nich sa po-
wierzchniami stopnia drugiego.

5.3.1. Powierzchnie stopnia drugiego

Powierzchnig stopnia drugiego nazywamy kazda powierzchnie, ktora
we wspotrzednych jednorodnych mozna przedstawi¢ w postaci:

Eijzlaijxiwj = O, (517)

gdzie a;; = a;;. Geometrycznie fakt, ze powierzchnia jest stopnia drugiego
wyraza sie tym, ze prosta ma z powierzchnia dwa punkty wspolne, jeden
punkt wspoélny lub nie ma ich wcale. Powierzchnia stozka obrotowego,
sfera czy omawiana wczesniej hiperboloida obrotowa jednopowtokowa sg
powierzchniami stopnia drugiego. Natomiast powierzchnia torusa jest po-
wierzchnia stopnia czwartego.
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Czes¢ wspolna powierzchni stopnia drugiego jest krzywa stopnia
czwartego, na og6l przestrzenna. W zastosowaniach technicznych inte-
resujacy jest przypadek, w ktérym linia przenikania rozpada sie na dwie
stozkowe, czyli dwie krzywe plaskie stopnia drugiego, ktérych rownania
we wspolrzednych jednorodnych podobne sg do réwnan , ale o in-
deksach zmienajacych si¢ od 1 do 3.

5.3.2. Twierdzenia o rozpadzie linii przenikania powierzchni
stopnia drugiego

W zastosowaniu inzynierskim powierzchni stopnia drugiego wazne sa
dwa twierdzenia o rozpadzie linii przenikania.

Twierdzenie 5.2. Jezeli linia przenikania dwu powierzchni stopnia dru-
giego rozpada si¢ na dwie czedci, z ktorych jedna jest stozkows, to druga
jest tez stozkowa.

Twierdzenie 5.3. Linia przenikania dwu powierzchni stopnia drugiego
opisanych na wspoélnej sferze rozpada sie na dwie stozkowe.

Rysunek 5.37: Elementy bazowe sklepiei krzyzowego i klasztornego: a) fragmenty
walca obrotowego; all) kozuba (rzut poziomy); al2) rzut poziomy sklepienia krzyzo-
wego; a2l) koleba (rzut poziomy); a22) rzut poziomy sklepienia klasztornego
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WeZzmy pod uwage dwie powierzchnie walcow obrotowych o jednako-
wych promieniach, o osiach prostopadlych i przecinajacych sie. Istnieje
sfera, na ktorej walce te sa opisane. Ich linia przenikania rozpada sie
na dwie stozkowe, czyli na dwie elipsy (sposréd krzywych ptaskich na
powierzchni walca leza tylko elipsy i okregi). Rozwazmy czes¢ obu po-
wierzchni, ktorej rzutem prostokatnym jest kwadrat (rys. [5.37h). Wyroz-
nijmy czesci powierzchni, ktérych rzutami sa trojkaty réwnoramienne.
Trojkat rownoramienny, w ktorym tworzace sa prostopadte do podstawy,
jest rzutem czesci powierzchni zwanej kozubg (rys. |5.37pl11), trojkat row-
noramienny, w ktorym tworzace sa rownolegte do podstawy, jest rzutem
czescl powierzchni walca zwanej kolebg (rys. |5.37p21). Figura ztozona
z czterech przylegajacych do siebie (wzdtuz tukow elips — tzw. linii Ze-
browych) kozub zwana jest sklepieniem krzyzowym (rys.[5.37p12), a figura
ztozona z czterech podobnie przylegajacych do siebie koleb nazywa sie
sklepieniem klasztornym (rys. |5.37p22).

Rysunek 5.38: Konstrukcja rzutow prostokatnych sklepienia krzyzowego: a) przyj-
mujemy rzut poziomy tworzacej kozuby; al) konstruujemy jej rzut pionowy; a2) rzuty
prostokatne sklepienia krzyzowego odwzorowanego przez wybrane tworzace

Sklepienia krzyzowe moga mie¢ podniesiony zwornik (klucz). W prak-
tyce sa murowane na przesuwanej krazynie (geometrycznie: jest to cze-
sto potokrag). Krgzyna jest szablonem wykonanym zazwyczaj z desek
i tworzy zadany profil sklepienia. Aby uksztattowaé sklepienie, krazyne
przesuwamy rownolegle do ustalonej ptaszczyzny pionowej wzdtuz proste;j
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(rys. [5.40p—a3) lub tuku okregu (rys. |5.40p-b3). Kazdy punkt przesuwa-
nego okregu zakresla tuk rownolegly do tuku krzywej prowadzace;j.

Rysunek 5.39: Aksonometria sklepienia krzyzowego. Wybrane tworzace przechodza
przez punkty elipsy i sa konstruowane z wykorzystaniem powinowactwa osiowego

Przyktad 5.6. Wykona¢:
A) rzut pionowy sklepienia krzyzowego, majac dany rzut poziomy;
B) dimetrie kawalerska (o dowolnym skrocie) sklepienia krzyzowego.

Rozwigzanie problemu z przyktadu [5.6A. Przyjmujemy w rzucie po-
ziomym kwadrat, w rzucie pionowym poétokrag jako rzut potowy walca
o osi prostopadtej do rzutni pionowej oraz prostokat jako rzut pionowy
polowy walca o osi réwnoleglej do rzutni pionowej (rys. ) Kon-
struujemy tworzace takie, ze ich rzuty poziome generuja ,krzyze’ roz-
mieszczone offsetowo, czyli w jednakowej odleglosci, rzuty pionowe juz
tej wlasnosci nie maja. Latwo zauwazy¢, ze mozna rozwiazywac to zagad-
nienie odwrotnie, przyjmujac arbitralnie jednakowo rozmieszczone rzuty
pionowe tworzacych. Zachecamy Czytelnika do wykonania takiej wtasnie
konstruke;ji.

Rozwigzanie problemu z przyktadu p.6B. Przyjmujemy réwnoleglo-
bok o bokach a, b i o kacie 45° (rys. . Konstruujemy dwa potokregi
o promieniu R, gdzie a = 2R. Dlaczego okregi, a nie elipsy? Jest to
konsekwencja wyboru dimetrii kawalerskiej. Wysokos¢ klucza sklepienia
jest rowniez R. Punkty elipsy (dwu elips przystajacych), ktora jest rzu-
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tem okregu pochodzacego od drugiego walca, konstruujemy, korzystajac
z powinowactwa z okregiem pomocniczym o promieniu 7.

Rysunek 5.40: Przyklady konstrukcji sklepieri kolebkowych (krzyzowych) z pod-
niesionym kluczem, powstalych: a) na bazie walca nieobrotowego, ktérego kierownica
jest polokrag, a tworzace sa nachylone pod stalym katem do plaszczyzny okregu; b)
o osiach tukowych o profilu kotowym: potokrag przesuwany jest wzdtuz tuku innego
okregu, b1-b3) kazdy punkt przesuwanego okregu zakresla tuk réownoleglty do tuku
krzywej prowadzacej

Konstrukcje sklepienia z podniesionym kluczem przedstawiamy na ry-
sunku [5.40|1 to w dwoch wariantach. W pierwszym przypadku tworzace
sa odcinkami bedacymi tworzacymi pétwalca, ktérego krzywa definiujaca
jest polokrag nieprostopadly do tworzacych (rys. p.40p1-a3). W drugim
przypadku tworzace sklepienia sg tukami okregow (rys. 1—b3). Skle-
pienia krzyzowe rozpina¢ mozemy nad dowolnym wielokatem foremnym.
Na rysunku [5.45| mamy sklepienia z podniesionym lub obnizonym klu-
czem. Sklepienia te zostaly wykonane za pomoca odpowiedniego pro-
gramu napisanego w jezyku AutoLISP. AutoCAD ma bowiem wbudo-
wany interpreter jezyka LISP, ktory pozwala na ,doprogramowywanie”
tego systemu. Jak powiedzieliémy wczesniej, funkcja rysujaca parabole
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zostala napisana przez autora w jezyku AutoLISP i wielokrotnie wykorzy-
stana m.in. do rysowania diagraméw Voronoi dla wielokatow [9], [20], [18].

Sklepienie klasztorne w architekturze wystepuje najczesciej w postaci
otwartej. Konstrukcja geometryczna takiego obiektu polega na odcieciu
wszystkich czterech narozy sklepienia klasztornego, co przedstawiono na
rysunku [5.41] Najpierw konstruujemy sklepienie klasztorne nad kwadra-
tem o przekatnej prostopadlej do rzutni pionowej (rys. ) Koleby
wtedy nie sa ani prostopadte, ani rownolegte do rzutni pionowej. W tym
celu wprowadzamy rzutnie pomocnicza, prostopadta do dwoéch bokow
kwadratu, na ktora jeden z walcow zawierajacych dwie koleby rzutuje
sie na polokrag. Stad tatwo konstruowaé pierwsza tworzaca (rys. [5.41al)
i kolejne (rys. 5.41p2).

Rysunek 5.41: Konstrukcja sklepienia klasztornego: a-a2) wybrane tworzace (kon-
strukcja dyskretna) skonstruowano przy uzyciu transformacji uktadu rzutni; a21) kon-
strukcja sklepienia klasztornego otwartego poprzez ,odciecie” plaszczyznami piono-
wymi — linie przekroju sa elipsami réwnolegltymi do elips — linii zebrowych



5.83. Krzywe i powierzchnie w budownictwie 169

Przyktad 5.7. Wykona¢ dimetrie kawalerska (o dowolnym skrocie) skle-
pienia klasztornego.

Rozwigzanie problemu z przyktadu [5.7 Przyjmujemy réwnolegtobok
o przekatnej 2r i o kacie 45° (rys. . Przyjmujemy wysokos¢ h rowna
potowie dlugosci boku kwadratu podstawy. Przekatna stanowi o§ powino-
wactwa, za ktorego posrednictwem konstruujemy poszczegolne tworzace.
Przechodzg one przez punkty elipsy, ktora jest obrazem okregu o Srednicy
bedacej przekatna wyjsciowego rownolegloboku (rys. [5.42)).

Rysunek 5.42: Konstrukecja wybranych tworzacych sklepienia klasztornego przy po-

mocy powinowactwa osiowego

Rysunek 5.43: Modele wirtualne 3D wykonane w programie AutoCAD (od lewej):
sklepienie krzyzowe, sklepienie klasztorne, sklepienie klasztorne otwarte
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Rysunek 5.44: Modele wirtualne 3D wykonane w programie AutoCAD (od lewej):
sklepienie krzyzowe na kolumnach, koputa na zagielkach z latarnia

Rysunek 5.45: Sklepienia krzyzowe rozpiete nad szesciokatem: z podniesionym klu-
czem (lewy gorny rog); z obnizonym kluczem (na dole) wykonane w AutoCAD-zie za
pomocy funkcji specjalnie napisanych w jezyku AutoLISP. Krzywymi prowadzacymi
sg, odcinki
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Rysunek 5.46: Sklepienie krzyzowe w kosciele Zmartwychwstania Panskiego w Bia-
tymstoku, fot. M. Kozniewski

Rysunek 5.47: Sklepienie krzyzowe w Heinz Memorial Chapel, Pittsburgh, USA,
fot. M. Kozniewski
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5.4. O powierzchniach prostokresinych

Wiele z omawianych wczesniej powierzchni to powierzchnie prosto-
kreslne. Jezeli przez kazdy punkt powierzchni (2 przechodzi prosta t,
ktorej wszystkie punkty naleza do tej powierzchni, to taka powierzch-
nie nazywamy prostokresing, a prosta t nazywamy tworzgcq powierzchni
). Kazda powierzchnie prostokreslng mozna utworzyé przez ruch prostej
(w przestrzeni) przecinajacej trzy krzywe ci, co, c3. Przy zalozeniu, ze
przez krzywa mozna rozumieé¢ takze punkt dla ¢; = co = W, otrzymu-
jemy powierzchnie stozkowa — gdy punkt W jest wlasciwy i powierzchnie
walcowa — gdy punkt W jest niewlasciwy. Powierzchnie te nie musza
by¢ ani powierzchniami stozka (obrotowego), ani walca, poniewaz krzywa
c3 jest zupelnie dowolna). Dodajmy, ze co innego oznaczaja okreslenia
,powierzchnia walcowa” i uzywana kilkakrotnie wcze$niej ,powierzchnia
walca”. To samo dotyczy ,powierzchni stozkowej”.

Ogolnie zbior powierzchni prostokreslnych jest bardzo szeroki i dla-
tego pelny jego opis pomijamy. Przytoczymy jedynie kilka waznych typow
powierzchni majacych zastosowania techniczne, zwlaszcza jako przekry-
cia budowlane.

Rysunek 5.48: Aksonometria konoidy rozpietej na potokregu, odcinku i prostej
niewlasciwej. Konoide te w AutoCAD-zie zrealizowano za pomoca dwukonoidy uzy-
skanej w poleceniu RULESURF (por. rys. [5.50))

W przypadku, gdy c; jest jest prosta wlasciwa, co — prosta niewla-
Sciwg, cg — dowolna krzywa, otrzymujemy powierzchnie zwana konoidg.
Rysunek przedstawia konoide, w ktorej krzywa jest potokrag. Gdy
c1, jest prosta wlasciwa, co — prosta niewlasciwa, c3 — jest prosta wia-
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Sciwg, otrzymujemy powierzchnie zwana powierzchnig siodtowq lub pa-
raboloidq hiperboliczng (rys. [5.57 — [5.59] [6.60). Gdy jedna z krzywych,
np. c; jest prosta wtasciwa, otrzymujemy powierzchnie zwana konusoidg,
a gdy jedna z krzywych jest prosta niewtasciwa, otrzymujemy cylindro-
ide. Rysunki [5.53 przedstawiaja cylindroidy, w ktorych krzywymi
sa potokregi. W pierwszym przypadku jest to sklepienie skosne, w dru-
gim sklepienie marsylijskie. Wreszcie, gdy wszystkie krzywe sg prostymi
wlasciwymi sko$nymi, otrzymujemy hiperboloide jednopowtokowq. Jest to
powierzchnia stopnia drugiego o szczeg6lnych parametrach, ktora réwniez
mozna otrzymaé¢ w wyniku obrotu prostej dokota innej prostej, gdy obie

sa skosne (rys. [5.1)).

Rysunek 5.49: Rzuty prostokatne dwukonoidy zrealizowane (w 2D w AutoCAD-zie)
za posrednictwem rzutu trzeciego
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Rysunek 5.50: Dwukonoida zrealizowana automatycznie (3D) w AutoCAD-zie za
pomoca polecenia RULESURF

Rysunek 5.51: Zatozenia do sklepieri tupinowych: a) z obnizonym kluczem; b) z pod-
niesionym kluczem; ¢) zaltozenie do modelu przekrycia konusoidonalnego (krzywe: od-
cinek ¢y, polokrag co, prosta c3)



5.4. O powierzchniach prostokresinych 175

Rysunek 5.52: Zalozenie i rozpoczete rozwiazanie modelu przekrycia konusoidonal-
nego (krzywe: prosta cq, odcinek co, polokrag cs3)

Rysunek 5.53: Dwa rzuty sklepienia skosnego (krzywe: potokrag c;, poétokrag ca,
prosta c3z)
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Rysunek 5.54: Dwa rzuty sklepienia marsylijskiego (krzywe: tuk okregu ci, pot-
okrag co, prosta c3)

Rysunek 5.55: Realizacja sklepieni na bazie sfery: a) sklepienie czeskie; a’) aksono-
metria prostokatna sklepienia czeskiego; b) sklepienie zaglowe; ¢) bania na zagielkach;
¢’) aksonometria prostokatna bani na zagielkach
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Rysunek 5.56: a—al) Sklepienie krzyzowe rozpiete nad prostokatem zrealizowane
za pomocy transformacji do trzeciego rzutu. Jeden z walcow — prostopadly do rzutni
pionowej — jest eliptyczny. Zauwazmy, ze gdyby trzeci rzut byl styczny do osi uktadu
rzutni, to miedzy trzecim rzutem (okrag) i rzutem pionowym (elipsa) mieliby$my
zalezno$¢ powinowactwa liniowego. Jest to réwnoczesnie dowdd na to, ze rzut pio-
nowy sklepienia jest elipsa. Ponadto otrzymujemy (nieoczekiwany) sposob konstruk-
cji elipsy. Jaki zwiazek maja wymiary prostokata w rzucie poziomym z wielkoscia,
osi elipsy? Jest to, jak wida¢, konstrukcja uniwersalna — zachecamy Czytelnika do
sformutowania ,nowej” metody konstrukcji elipsy; b) koputa na zagielkach zrealizo-
wana na bazie powierzchni piericieniowej niebedacej klasycznym torusem, zamknieta
cylindryczna latarnia (Swietlikiem) zwieniczona kopula z powierzchni pierscieniowej

Na rysunku przedstawiono rzuty prostokatne sklepienia cze-
skiego. Powstaje ono z potsfery (koto jako rzut poziomy, potkole jako rzut
pionowy) poprzez odciecie plaszczyznami czterech czesci. Plaszezyzny
te przecinaja potsfere w czterech potokregach. Stad w rzucie pionowym
mamy polokrag o Srednicy réwnej bokowi kwadratu. Na rysunku [5.55k/
mamy aksonometrie prostokatna. Dlaczego sklepienie czeskie przedsta-
wiamy w aksonometrii prostokatnej? Ot6z aksonometria prostokatna jako
odwzorowanie jest rzutem prostokatnym. Zatem rzutem sfery jest sfera
(stad latwo ja narysowac jako rzut w 2D). Polokregi na rysunku[5.55h’ sa
elipsami. Odciecie sklepienia czeskiego ptaszczyzng styczna do czterech
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potokregow daje obiekt (,zagielki”) ograniczony z boku czterema potokre-
gami i okregiem od gory. Jezeli na tym obiekcie, czyli na zagielkach, po-
lozymy polsfere, to otrzymamy — tzw. banie na zagielkach (rys.[5.55c—).
Sklepienie czeskie jest szczegbdlnym przypadkiem sklepienia zZaglowego —
fragmentu sfery rozpietego nad kwadratowym wnetrzem, w ktorym prze-
katna kwadratu jest mniejsza od $rednicy sfery lub jej rowna (rys. )
Na zagielkach moze spoczywaé takze koputa uksztattowana przez po-
wierzchnie pierscieniowa, powstata w wyniku obrotu tuku okregu dokota
prostej nieprzechodzacej przez srodek tego okregu (rys. . Ko-
pula taka moze by¢ zamknieta Swietlikiem w ksztalcie walca zwierniczo-
nego kolejna koputla. Sklepienie czeskie (potraktowane ogdlniej) mozemy
utworzy¢ z potelipsoidy obrotowej, rozpinajac je nad prostokatem wpi-
sanym w elipse podstawy (,réwnikowa’) tej potelipsoidy. Linia nasadowa
sklepienia sktada sie wowczas z czterech {ekdw o jednakowo wzniesionych
zwornikach; dwa leki sa potokregami (réwnoleznikami elipsoidy), a dwa
poételipsami (przecieciami plaszczyznami réwnolegltymi do plaszezyzny
symetrii elipsoidy, zawierajacymi boki prostokata). Dlaczego zworniki
tych tekéw sa jednakowo wzniesione?

5.5. Powierzchnia siodlowa

Rysunek 5.57: Konstrukcja powierzchni siodlowej na bazie prostopadtogcianu:
a) bierzemy trzy krzywe: dwie skosne przekatne rownolegtych scian bocznych oraz
prosta niewtasciwg trzeciej $ciany; al) konstruujemy punkty na prostych skosnych
tak, by proste laczace odpowiednie punkty byly rownoleglte do trzeciej $ciany (np.
dzielimy przekatne na rowne czesei, na rysunku podzielono je na cztery czesci) (edn.)



5.5. Powierzchnia stodtowa 179

Zbiér prostych przecinajacych dwie proste sko$ne i réwnoleglych
do danej ptaszczyzny tworzy tzw. powierzchnie siodtowq. Jak pamie-
tamy, zbior wszystkich kierunkéw réwnoleglych do danej ptaszezyzny
jest prosta niewlasciwa. Stad mozemy powiedzie¢, ze powierzchnia sio-
dtowa jest zbiorem prostych przecinajacych trzy proste: dwie proste sko-
$ne wlasciwe i jednag prostg niewlasciwg. Struktury powierzchni siodto-
wych jako przekrycia spotykamy wsérod wielu rozwiazan architektonicz-
nych. Sa to: spektakularny budynek zwany domem Catalana, zaprojek-
towany i zbudowany w 1954 roku w Raleigh, w stanie Karolina Poinocna,
w USA, przez argentyriskiego architekta Eduarda Catalana [38|, przekry-
cie dworca Warszawa Ochota (rys. , [41]), przekrycie nad wejsciem do
Urzedu Wojewodzkiego w Kielcach [39], przekrycie kosciota sw. Alojzego
w Jackson, w stanie Missisipi, w USA [40], przekrycie kosciota $w. Karola
w Spokane, w stanie Waszyngton, w USA [31|, konstrukcje z bambusu
autorstwa Lucasa Schliitera [42].

Warto zauwazyé¢, ze w literaturze mowi sie o ogolniej okreslonych
powierzchniach Catalana. Jezeli bowiem prosta porusza sie w przestrzeni
po dwu krzywych, bedac rownoleglta do wybranej ptaszczyzny, to za-
kreslong przez nig powierzchnie nazywamy powierzchnig Catalana [29).
Powierzchnia siodtowa (rys. oraz konoida (rys. s klasycznymi
przyktadami powierzchni Catalana. Konstrukcje powierzchni siodtowej

przedstawiamy na rysunkach 5.59|

Rysunek 5.58: Konstrukcja powierzchni siodtowej na bazie prostopadtoscianu (cd.):
a2) odpowiadajace punkty laczymy ze soba; a3) okazuje sie, ze dwie z otrzymanych
prostych to przekatne pozostatych $cian, ktore generuja druga rodzine prostych (na
rysunku oznaczonych kolorem zielonym) (cdn.)
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Rysunek 5.59: Konstrukcja powierzchni siodtowej na bazie prostopadtogcianu (cd.):
ad) nadanie grubosci powierzchni siodtowej; a5) wizualizacja powierzchni

Rysunek 5.60: Dworzec Warszawa Ochota, projekt: Arseniusz Romanowicz, Piotr
Szymaniak, realizacja 1960-1962, fot. M. Czechowicz, zrodlo: |41]

5.6. O powierzchniach prostokresinych rozwijalnych

Powierzchnie, ktéra moze by¢ przeksztatcona na plaszczyzne w taki
sposob, ze kazda krzywa na tej powierzchni zostanie przeksztatcona na
krzywa na plaszczyznie z zachowaniem dtugosci (odlegtosci punktow mie-
rzone po powierzchni nie zmienia si¢), nazywamy powierzchniq rozwi-
jalng. Jej przyktadami wéréd powierzchni stopnia drugiego sa powierzch-
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nie stozkowa i walcowa. Méwigc obrazowo, zginajac kartke papieru, mo-
zemy otrzymac kazda z tych powierzchni. Zauwazmy przy tym, ze walec
to stozek o wierzchotku w nieskonczonosci (bedacym punktem niewta-
sciwym). W klasyfikacji rzutowej jest to jeden typ powierzchni rozwi-
jalnej. Zadna inna powierzchnia stopnia drugiego juz nie jest powierzch-
nig rozwijalna. Takze powierzchnie prostokreslne, takie jak: powierzchnia
siodtowa (zob. [19]), hiperboloida jednopowtokowa (rys. b.6, .31,
powierzchnia srubowa (5.4), konoida (rys. [5.48)), konusoida (rys. [5.52),
sklepienie marsylijskie (rys. , sklepienie skosne (rys. [5.53)), nie sa

powierzchniami rozwijalnymi, podobnie jak sfera i torus.

(c) (d)

Rysunek 5.61: Wizualizacja potaczenia rur cylindrycznych o réznej $rednicy i prze-
cinajacych sie osiach: (a) widok z gory (rzut poziomy) rur o osiach réwnolegtych do
rzutni poziomej; (b) widok aksonometryczny rur; (c) powierzchnia stozka opisanego
na kuli wpisanej w walec o wiekszej srednicy, o wierzchotku na osi walca o mniejszej
§rednicy; (d) ostateczny ksztalt polaczenia

Jak mozna potaczyé¢ dwie rézne rury stozkowym tgcznikiem? Omo-
wimy nastepujacy przyktad, w ktorym skorzystamy z twierdzenia [5.3
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(a) (b)

Rysunek 5.62: Po zgieciu kartki papieru: (a) walec (na fotografii, oczywiscie, w wi-
doku perspektywicznym); (b) stozek, fot. M. Kozniewski

Przyklad 5.8. Potaczy¢ konstrukcyjnie, za pomoca powierzchni stozka,
dwie rury o réznych srednicach i przecinajacych sie osiach (rys. [5.63h).
Dokona¢ rozwiniecia powierzchni potaczen.

a)

Rysunek 5.63: Dane sa: a) rzuty dwoch walcoéw o przecinajacych sie osiach, réwnole-
glych do rzutni poziomej; al) konstruujemy osie walcow; a2) okrag o srodku w punkcie
przeciecia sie osi i promieniu réwnym promieniowi walca o wiekszej srednicy, nastep-
nie ze stosownie wybranego punktu na osi walca o mniejszym przekroju konstruujemy
dwie styczne do okregu; a3) przedtuzamy je, by tworzyly trapez (cdn.)
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Rysunek 5.64: Konstruujemy: a4) przekatne trapezu, ktore zgodnie z twierdzeniem
[6-3] sa rzutami dwu elips. Linia przenikania powierzchni stozka z walcem o mniejszej
§rednicy jest okrag, ktorego rzutem jest odcinek; a5) wybieramy krotsza przekatna,
czyli elipse o krotszej osi, jako linie spoinowa walca (o wiekszej $rednicy) ze stozkiem
oraz okrag jako linie spoinowa walca (o mniejszej $rednicy) ze stozkiem (cdn.)

Rozwigzanie zagadnienia z przyktadu [5.8/ w zakresie rzutu poziomego
wykonujemy na rysunkach [5.63] .64} Rysujemy réownolegle do tworza-
cych konturowych osie walcow, okrag o sSrodku w punkcie przeciecia sie osi
i promieniu réwnym promieniowi wiekszego walca i na koricu styczne do
tego okregu poprowadzone z dowolnego punktu osi walca o mniejszym
promieniu. Nastepnie znajdziemy rozwiniecie czeSci dwu powierzchni.
Trzecia czesé jest prostokatem i nie wymaga specjalnej konstrukeji. Roz-
winiecie powierzchni stozka zawiera si¢ w wycinku kota o promieniu réw-
nym tworzacej stozka (rys.[5.65), walca zas w prostokacie (rys. (5.69)w3).
Przyblizona konstrukcje rozwinieé realizujemy na rysunkach [5.65H5.71]

Rysunek 5.65: Konstruujemy: s1) wycinek kota o promieniu réwnym tworzacej
konturowej, dzielimy okrag podstawy na pewng liczbe czesci (tu: na cztery czesci);
s2) w sposob przyblizony odmierzamy czesci tuku podstawy na tuku wycinka, zwiek-
szenie liczby podtukow zwieksza dokladnos$é rozwiniecia powierzchni (cdn.)
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Rysunek 5.66: Znajdujemy: s3) rzut poziomy wybranych tworzacych (przy ich licz-
bie dla ulatwienia mozna je ponumerowad); s4) obracamy tworzace dokota osi, tak by
zajely potozenie konturowe (dokonujemy kladu), i rysujac odpowiednie tuki okregow,
odmierzamy na odpowiednich tworzacych wycinka (cdn.)

Rysunek 5.67: Otrzymane punkty: s5) taczymy krzywa (w konstrukcji p—o mozemy
postuzyé sie krzywikiem, w srodowisku AutoCAD-a mozemy skorzystaé z konstrukeji
krzywej splajn). Druga krzywa jest tukiem okregu; s6) kreskujemy odpowiedni obszar

Rysunek 5.68: Rektyfikacja okregu wg Kochariskiego (cdn.)
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Rysunek 5.69: Rozwiniecie powierzchni walcowej: w2) odmierzamy dtugosé potowy
okregu na linii pionowej; w3) dzielimy tuk okregu i rysujemy tworzace walca (cdn.)

Rozwiniecie walca wymaga rektyfikacji okregu (wyprostowania). Kon-
strukcja ta tez musi by¢ przyblizona. Stosujemy wtedy jedna z popular-
nych metod, tzw. konstrukcje Kochanskiego, opisana na rysunku [5.68|

Rysunek 5.70: Rozwiniecie powierzchni walcowej (cd): w4) rysujemy tworzace walca
odpowiadajace podzialowi; w5) odmierzamy czesci tworzacych na tworzacych (cdn.)
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Rysunek 5.71: Rozwinigcie powierzchni walcowej (cd): w6) otrzymane punkty la-
czymy krzywa; w7) kreskujemy obszar

Rysujemy styczng do okregu podstawy stozka, przy promieniu pro-
stopadtym do stycznej odmierzamy kat 30°. Drugie ramie wyznacza na
stycznej punkt, od ktérego odmierzamy trzy promienie okregu i otrzy-
many punkt taczymy z drugim punktem srednicy (rys. . Luk okregu
podstawy walca dzielimy na pewna liczbe czesci. W sposoéb przyblizony
odmierzamy czesci tuku podstawy na odcinku pionowym; zwickszenie
liczby podtukéw zwieksza doktadnosé rozwiniecia powierzchni. Dalsza
czesé konstrukeji przebiega podobnie jak w przypadku stozka, z ta roz-
nica, ze tworzace walca maja rzeczywista dtugosé (rys. .



Rozdzial 6
Rzut cechowany

6.1. Definicja rzutu cechowanego

Rysunek 6.1: Definicja rzutu cechowanego: a) aparat rzutujacy rzutu cechowanego:
plaszczyzna 7 — rzutnia, jednostka miary (15); al) aparat rzutujacy rzutu cechowanego
po wyborze kierunku i punktu zerowego (oczywiscie na rzutni), czyli osi liczbowej;
rzut prostokatny fr(X) = X’ punktu X na plaszczyzne 7; a2-ad) rzut prostokatny
w(X) = z punktu X na o§ liczbowa R (na rysunku: z = 3, zatem rzutem punktu X
jest punkt wraz z cecha X'(3))

Rzut cechowany znajduje zastosowanie w odwzorowaniu powierzchni
topograficznych. Metoda ta jest potaczeniem geometrycznego rzutu pro-
stokatnego i analitycznego odwzorowania prostej na zbior liczb rzeczywi-
stych R.
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Rysunek 6.2: Tlustracja pogladowa aparatu rzutujacego rzutu cechowanego: a) ilu-
stracja pogladowa rzutu cechowanego prostej; a’) rzut cechowany prostej; b) ilustracja
pogladowa odwzorowania plaszczyzny w rzucie cechowanym; b’) odwzorowanie ptasz-
czyzny w rzucie cechowanym. Cyfry (liczby) oznaczajace punkty maja dwojaki sens
— oznaczaja identyfikator punktu i ceche

Jest to bowiem odwzorowanie f : E3 — 7 x R, gdzie f = (fr,w),
przy czym fr jest rzutem prostokatnym przestrzeni euklidesowej E3 na
plaszczyzne m, w za$ jest odwzorowaniem przestrzeni euklidesowej E3
na dowolnie wybrana prosta R (dokladniej o§ liczbowa) prostopadta
do rzutni 7. Mamy f(X) = (fz(X),w(X)). Oznaczajac f(X) = X/,
w(X) = z, otrzymujemy zapis f(X) = (X', ), ktory jeszcze skracamy
do X'(z). Punkt X’ jest rzutem prostokatnym punktu X na ptaszczy-
zne 7, liczbe = nazywamy cechg punktu X. Symbol X'(z) oznaczac
bedzie rzut cechowany punktu X na plaszczyzne 7 (rys. . Odwzo-
rowanie to jest wzajemnie jednoznaczne. Rzeczywiscie wystarczy popa-
trzeé¢ na zapis wzajemnie jednoznacznych odwzorowan: g : E? +— R3,
h:R3 +— R?2xR, h; : R? < 7. Rzut cechowany, jako ze jego sktadowa
jest rzut prostokatny, ma wszystkie niezmienniki rzutu prostokatnego.
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6.2. Rzut cechowany prostej

Na rysunku przedstawiono aparat rzutujacy rzutu cechowanego
i podano definicje tego rzutu oraz pokazano, jak znalezé rzut cechowany
punktu. Na rysunku [6.2h zaprezentowano ilustracje pogladowa rzutu ce-
chowanego prostej i odwzorowania plaszczyzny w rzucie cechowanym.
Na odwzorowanej, w rzucie cechowanym, prostej (rys. ’ ) zaznaczono
rzuty kilku punktow.

Rysunek 6.3: Zestopniowanie prostej i réwnoczesne wyznaczenie modutu prostej:
b) ilustracja stopniowania prostej poprzez ktad boczny prostej (obrét prostej ! do-
kola jej rzutu I’ o kat 90°, warto poréwna¢ z kltadem trapezowym odcinka w rzu-
tach Monge’a), w kladzie widoczny kat nachylenia prostej do rzutni i nachylenie:
n; = tgp = m%; al-a2) podzial odcinka AB na trzy réwne czesci poprzez wybranie
dowolnej potprostej o poczatku B i odmierzenia na niej trzech réwnych odcinkéw
(ilustruja to okregi o rownych promieniach); a3)-ab) realizacja podziatu za pomoca
twierdzenia Talesa; a6) zestopniowana prosta, modut prostej to dtugosé¢ jednego z od-
cinkow {[AC],[CD], [DB]} (AC = CD = DB) zmierzona jednostka

Prosta jednak jest jednoznacznie odwzorowana, gdy dane sg rzuty jej
dwoch réznych punktow (rys. ) W odniesieniu do prostej wprowadza
sie niezwykle pozyteczne pojecie modutu.
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Modutem m; prostej [ nazywamy dlugosé (zmierzona dana jednostka)
odcinka bedacego rzutem takiego odcinka prostej [, ktorego korice maja
cechy rézniace sie o 1.

Stopniowanie prostej polega na wyznaczaniu rzutéw punktow tej pro-
stej o kolejnych cechach catkowitych (rys. 17a4). Wykonujemy je
w celu znalezienia modutu prostej lub realizacji innych konstrukeji, np.
konstrukeji poprowadzenia plaszczyzny przez prosta.

Nachyleniem n; prostej [ nazywamy tangens kata, jaki tworzy prosta [

1

z rzutnig 7. Modul prostej jest odwrotnoscia nachylenia, tzn. m; = p

Rzeczywiscie n; = tgp = L = L (rys. [6.3p).

myj my

Rysunek 6.4: Wyznaczanie warstwic plaszczyzny i réwnoczesne wyznaczanie mo-
dutu ptaszezyzny: al) zestopniowanie prostej (AB); a2) wyznaczenie warstwicy 3.,
— laczymy prosta punkty o tych samych cechach; a3—a5) przez punkty o cechach
catkowitych prowadzimy kolejne warstwice — proste rownolegte; b—bl) wyznaczanie
prostej | o danym module m;, lezacej na plaszczyznie «; ¢) wyznaczanie modutu
M 1 ré6wnoczesnie prostej spadu s, plaszczyzny «; strzatka oznacza kierunek ,spadu”
plaszczyzny, czyli kierunek zmniejszania sie cech punktow plaszczyzny, przy odwzoro-
waniu plaszczyzny za pomoca warstwic czesto umieszcza sie prosta spadu (ze strzaltka)



6.3. Odwzorowanie ptaszczyzny 191

6.3. Odwzorowanie plaszczyzny

Podobnie jak w przypadku innych rzutéw, ptaszczyzne odwzorujemy
za pomoca elementow ja wyznaczajacych. Proste poziome (réwnolegle
do rzutni) odwzorowywanej plaszczyzny nazywaé bedziemy poziomymi
lub warstwowymi (na rys. m proste 14,24, ..), ich rzuty poziomicami
albo warstwicami (na rys. [6.2| proste 17,2/ ,...). Proste te sa przekro-
jami plaszczyzn rownolegtych do rzutni 7 (rys. [6.2b). Kazda prosta
przecinajaca prostopadle warstwowe plaszczyzny a nazywaé bedziemy
prostg spadu ptaszczyzny «. Niech s, oznacza prosta spadu plaszczy-
zny a (rys. [6.2P', [6.4k). Dla dowolnej prostej ! plaszczyzny o mamy:
ms, < my = ns, > ny. Zatem prosta spadu sposrod wszystkich prostych
na plaszczyznie ma najmniejszy modul, czyli najwieksze nachylenie. Mo-
dut mg, prostej spadu nazywaé¢ bedziemy modutem ptaszczyzny, ktory
bedziemy oznaczaé krocej przez mq(= ms,).

Rysunek 6.5: Wyznaczenie krawedzi wspolnej plaszczyzn trojkatow o ABC),
B(PQR) (a—a7) i przenikania trojkatow (a8): al) konstrukcja warstwic plaszczyzny
B(PQR); a2) konstrukcja warstwic plaszczyzny a(ABC); a3) znalezienie dwoch punk-
tow wspolnych obu plaszczyzn (strzatki); ad) konstrukcja krawedzi k.p; ab) zna-
lezienie punktéw przebicia plaszczyzn o, odpowiednio krawedziami (AB), (PR);
ab-a7) okreslenie widocznos$ci elementow i zaznaczenie linia gruba przenikajacych sie
elementow; a8) przenikajace sie trojkaty z pominieciem linii niewidocznych
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Jako nachylenie n, ptaszczyzny o przyjmujemy (okreslamy) nachy-
lenie jej prostej spadu, czyli n, = mL Aby jednoznacznie wyznaczy¢
plaszczyzne za pomoca poziomic, Wystgrczy wyznaczy¢ jej dwie jakiekol-
wiek poziomice. Plaszczyzna jest zestopniowana, jesli wyznaczone sa jej
poziomice o kolejnych catkowitych cechach. Wyznaczanie warstwic ptasz-
czyzny okreslonej za pomoca trojkata opisuje rysunek [6.4] Na rysunkach
,bl mamy konstrukcje prostej o danym module (nachyleniu) leza-
cej na danej ptaszczyznie i przechodzacej przez punkt P. Czy na danej
plaszczyznie mozna zawsze znalez¢ prosta o dowolnym, z gory zadanym,
nachyleniu? Rysunek przedstawia wyznaczenie modutu i jednocze-
Snie prostej spadu plaszczyzny przechodzacej przez punkt P i moze by¢
pomocny przy odpowiedzi na powyzsze pytanie.

Rysunek 6.6: Punkt wspodlny plaszczyzny «(3.,,4)) z prosta I[(AB) znajdujemy
w sposob nastepujacy: al-a3) stopniujemy prosta (odcinek [AB]) (AB); ad) prowa-
dzimy warstwice 329 dowolnej plaszczyzny; ab—a6) druga roéwnolegla warstwice 4/65
a7) znajdujemy krawedz k' jako prosta laczaca punkty przeciecia jednoimiennych
warstwic plaszczyzny «; a8) punkt przeciecia L’ prostych I’ i k' jest szukanym punk-
tem, na koniec zaznaczamy widoczno$¢ elementow, kierujac sie wysokoscia — cechami
punktow
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6.4. Elementy wspolne: plaszczyzna—plaszczyzna,
plaszczyzna—prosta

Rysunek 6.7: Potozenie prostych: a) proste rownolegle, rzuty prostych musza byé
réwnolegle i musza mieé¢ ten sam modut oraz cechy punktéw na tych prostych musza
zmieniaé sie w tej samej orientacji; b) proste skosne lezace w plaszczyznach réwno-
legtych (prostopadlych do rzutni); ¢) proste skosne; d) proste przecinajace sie. Kon-
strukcja prostej prostopadtej do plaszczyzny: el) przez punkt P poprowadzimy wiec
plaszczyzne S (prostopadla do plaszezyzny « i do rzutni), ktorej rzutem jest prosta
p’, znajdujemy profil @ plaszczyzny « oraz profil P punktu P (konstrukcje interpre-
tujemy jako klad plaszczyzny (3 na rzutnie), nastepnie przez punkt P prowadzimy
prosta p prostopadla do prostej @, poprowadzona prosta p jest (w profilu) szukana
prosta; €2) konstruujemy modutl m,, tej prostej, wybierajac na niej punkt Q(2) o cesze
rozniacej sie (od cechy punktu P(1)) o jeden; f~2) dokladny opis konstrukeji modutu

Plaszczyzne mozemy przedstawi¢ za pomoca warstwic. Stad ele-
menty wspolne dwu ptaszczyzn, czyli krawedzie, konstruujemy, taczac
dwa punkty wspolne jednoimiennych warstwic (majacych te sama ceche)
(rys. . Punkt wspoélny prostej z ptaszczyzna znajdujemy, wykorzy-
stujac poprzednia konstrukcje. Mianowicie, wczesniej przez prosta pro-
wadzimy plaszczyzne (przez zestopniowane punkty prostej prowadzimy
warstwice) i znajdujemy krawedz (rys. [6.6]). Punkt wspolny tej krawedzi
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z wyjsSciowg prosta jest szukanym punktem. Przy znajdowaniu punktu
wspolnego prostej z plaszczyzna ta trzyetapowa konstrukcja jest stoso-
wana we wszystkich rodzajach rzutow.

6.5. Prosta prostopadla do plaszczyzny

Rzut prostej prostopadtej do plaszczyzny jest w oczywisty sposob
prostopadly do warstwic tej ptaszczyzny. Jest to konsekwencja obowia-
zywania w rzucie prostokatnym niezmiennika charakterystycznego rzuto-
wania prostokgtnego. Warto poréwnaé konstrukcje prostej prostopadte;j
do ptaszczyzny w rzutach prostokatnych na dwie rzutnie. Konstrukcje te
oméwimy na ponizszym przyktadzie.

Przyktad 6.1. Przez dany punkt P(1) poprowadzi¢ prosta p prostopadta
do plaszczyzny o okreslonej za pomoca warstwic (rys. [6.7f).

Rozwigzanie zagadnienia z przyktadu [6.1 Szukana prosta p lezy
w plaszczyznie prostopadtej do rzutni. Rzutem takiej ptaszczyzny jest
prosta p’. Przez punkt P poprowadzmy wiec plaszczyzne B (prostopadla
do plaszczyzny a i do rzutni), ktérej rzutem jest prosta p’ (rys. [6.7el).
Jest to tzw. plaszczyzna profilowa plaszczyzny a. ZnajdZzmy profil @
plaszczyzny « (rys. 1) oraz profil P punktu P. Powyzsza konstruk-
cje nalezy interpretowaé jako ktad ptaszczyzny S na rzutnie. Nastepnie
poprowadzmy przez punkt P prosta p prostopadla do prostej @. Po-
prowadzona prosta jest (w profilu) szukana prosta. Na rysunku [6.7e2
konstruujemy takze modul m, tej prostej. Jego doktadny opis zostal
zilustrowany na rysunkach [6.7f - £2.

6.6. Wzajemne polozenie prostych

Jak wiadomo, dwie proste moga mie¢ wzajemne polozenia. Moga
by¢ rownolegte. Wowcezas z uwagi na to, ze rzut cechowany jest rzutem
prostokatnym, rzuty prostych musza by¢ réwnolegle oraz musza mieé
ten sam modul, a cechy punktéw na tych prostych musza zmieniaé¢ sie
w tej samej orientacji (rys. [6.7h). Symbolicznie zapisujemy (m; = my,
I'LLK") < I||k. Na rysunku mamy obrazy dwu prostych skosgnych,
mimo ze rzuty [, kK’ sa prostymi réwnolegtymi i odwzorowane proste
maja taki sam modul. Mamy bowiem I'|T£’). Moga sie przecina¢. Wtedy
wyznaczaja te sama plaszczyzne, czyli proste taczace ich punkty o tych
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samych cechach musza by¢ rownolegte (rys. ) Gdy ten warunek nie
jest speliony, mamy rzuty prostych skosnych (rys. [6.7c).

6.7. Odwzorowanie krzywych i powierzchni

Rysunek 6.8: Konstrukcja linii spadu i linii stokowej: a-a2) wyznaczanie kolejnych
punktow linii spadu powierzchni topograficznej; a2b) konstrukeja linii stokowej o da-
nym module m,

Zaktadamy, ze odwzorowywane krzywe i powierzchnie sg prawie re-
gularne, tzn. maja proste i plaszczyzny styczne wszedzie z wyjatkiem
skoriczonej (w praktyce niewielkiej) liczby punktow. Nachyleniem krzy-
wej w danym punkcie nazywaé¢ bedziemy nachylenie prostej stycznej do
tej krzywej w tym punkcie. W praktyce nachylenie krzywej wyznaczamy
jako nachylenie siecznej tej krzywej, ,bliskiej” danej styczne;j.

Istotnym problemem przy odwzorowaniu krzywych jest ich aproksy-
macja okregami H

1 Jak juz bylo powiedziane, okrag i prosta sa podstawowymi krzywymi w logice
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Rysunek 6.9: Przekroje powierzchni topograficznej plaszczyzna: a-al) przekroj
plaszczyzna pionowa « powierzchni topograficznej — profil; b-bl) linia przenikania
powierzchni topograficznej i plaszczyzny «

Krzywa, ktorej nachylenie w kazdym jej punkcie jest jednakowe, na-
zywamy krzywq stokowq (rys. [6.8p2b). Powierzchnie terenu (zwang tez
powierzchnig topograficzng) przecinamy plaszczyznami poziomymi leza-
cymi na okreslonych wysokosciach nad poziomem morza (réwniez pod
poziomem morza w przypadku depresji). W przekrojach otrzymujemy
linie poziome tej powierzchni. Rzuty tych linii (warstwice) narysowane
w skali tworza plan poziomicowy tej powierzchni. Jezeli krzywa c lezy na
powierzchni i przecina linie poziome tej powierzchni, to zestopniuja one
rzut krzywej. W szczegolnoscei krzywe przecinajace prostopadle linie po-
ziome powierzchni sg liniami spadu powierzchni. Z uwagi na niezmiennik
charakterystyczny rzutu prostokatnego rzut linii spadu przecina pozio-
mice pod katem prostym. Na rysunku [6.§ pokazujemy sposéb wyzna-

konstrukcji edytorow graficznych, w tym AutoCAD-a, obok tzw. krzywych sklejanych.
Na nich wykonywane sg podstawowe operacje geometryczne. Krzywe, w szczegdlno-
Sci warstwice powierzchni, aproksymowaé bedziemy okregami i to najczesciej w ten
sposob uzyskujemy krzywe regularne majace wszedzie styczna.
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czania rzutéw linii spadu powierzchni. Punkt linii spadu jest punktem
stycznosci okregu o §rodku w punkcie poprzednim. Poniewaz punkt taki
trudno znalez¢, przyjmujemy go jako w srodku ,krzywoliniowej cieciwy”
okregu. Im okrag ma mniejszy promieni, tym doktadniejsza jest konstruk-
cja (rys. . Linie spadu nie s jednoznacznie okreslone w tzw. punktach
stacjonarnych powierzchni (rys. [6.11pb).

Rysunek 6.10: Konstrukcja powierzchni stokowej ®, czyli powierzchni o statym

nachyleniu réwnym ng = %: al) wyznaczenie modutu mg = % J za pomoca twierdzenia
Talesa; a2) konstrukcja obwiedni rodziny stozkow (w rzucie jest to obwiednia rodziny

okregow o promieniach bedacych wielokrotnosciami modutu me (= % )

Sa to:

o punkt wierzchotkowy (szczyt lub kopa), w ktorym powierzchnia przyj-
muje maksimum lokalne; w rzucie cechowanym szczyt jest to czesé
terenu z uktadem warstwic o rosnacych cechach, ale o coraz mniejszych
obwodach redukujacych sie w konicu do punktu wierzchotkowego,

o punkt kotlinowy, w ktéorym powierzchnia przyjmuje minimum lokalne;
w rzucie cechowanym kotlina jest to cze$é¢ terenu z uktadem warstwic
o malejacych cechach, ale o coraz mniejszych obwodach redukujacych
sie w koncu do punktu kotlinowego,
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o punkt siodtowy, w ktorym czes¢ powierzchni jest pod plaszczyznag
styczng, cze$é zas nad nia. W punkcie tym przecinaja si¢ linie grzbietowa
i Sciekowa. Linia grzbietowa to linia spadu, od ktoérej oddalaja sie
inne linie spadu (w kierunku zmniejszajacych sie cech lini poziomych).
Linia $ciekowa to linia spadu, do ktorej zblizaja sie inne linie spadu
(w kierunku zmniejszajacych si¢ cech lini poziomych) (rys. [6.9).

Rysunek 6.11: Punkty charakterystyczne (stacjonarne) w terenie: b) S — szczytowy
i wychodzaca z niego linia grzbietowa (linie spadu ,ddalaja si¢”), K — kotlinowy
i dochodzaca do niego linia Sciekowa (linie spadu ,zblizaja sie”), P — siodlowy (punkt
przeciecia sie linii grzbietowej i Sciekowej; a) tworzenie nowych warstwic za pomoca
interpolacji polegajacej na konstrukcji prostych prostopadtych do warstwic i znajdo-
wania $rodkéw cieciw wyznaczonych przez sasiednia warstwice

Nachylenie powierzchni w danym punkcie jest nachyleniem ptasz-
czyzny stycznej do tej powierzchni w tym punkcie. Powierzchnie, ktora
w kazdym swym punkcie ma jednakowe nachylenie, nazywamy powierzch-
nig stokowq (rys. [6.10]). Powstaje ona jako obwiednia rodziny stozkow
o wierzchotkach na danej krzywej o tworzacych majacych jednakowe na-



6.8. Projekt robot ziemnych przy budowie drogi 199

chylenie (rys.[6.10). W rzucie otrzymujemy obwiednie rodziny okregéw [
o promieniach bedacych wielokrotnosciami % J-

Rysunek 6.12: Fragment mapy Biategostoku sprzed II wojny $wiatowej — uksztal-
towanie terenu charakteryzuja warstwice gtéwne narysowane grubg linia i numero-
wane liczbami wysokosciowymi (cechami) oraz warstwice podrzedne, ktérych wyso-
kosci mozna wyznaczyé poprzez interpolacje

Profilem terenu nazywac¢ bedziemy przekroj powierzchni terenu ptasz-
czyzna prostopadla do rzutni (rys. 1). Profil terenu jest niewidoczny
w rzucie i dlatego przedstawiamy go w rzucie bocznym na plaszczyzne
rownolegta do tngcej ptaszczyzny profilowej lub, jak kto woli, w ktadzie
plaszczyzny profilowej (rys. [6.9r1). Na mapach warstwicowych zwykle
podaje sie potozenie i wysokosé¢ w ktadzie plaszczyzny profilowe;j.

6.8. Projekt rob6t ziemnych przy budowie drogi

Przyktad 6.2. Na planie poziomicowym terenu wykonanym w skali
1:200 zaznaczony jest rzut s’ osi s drogi przechodzacy przez punkt ni-
welacyjny N'(75) lezacy na poziomicy 75 terenu. Szerokos¢ drogi jest

2 Obwiedniq jednoparametrowej rodziny krzywych F(x,y,C) = 0 nazywamy
krzywa o nastepujacych wlasnosciach:
(1) w kazdym swoim punkcie jest ona styczna do krzywej nalezacej do obwodzonej
rodziny,
(2) jest styczna do kazdej krzywej tej rodziny,
(3) zaden jej tuk nie pokrywa si¢ z zadng z krzywych rodziny.
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réwna 6 m, a jej nachylenie ng = 12,5%. Droga biegnie na nasypie (gdy
jej wysokosci sa wieksze od wysokosci terenu) 1 w wykopie (gdy jej wy-
sokosci sa mniejsze od wysokosci terenu). Nasyp 1 wykop sa ograniczone
plaskimi skarpami, ktore przechodza przez krawedzie korony drogi i maja
nachylenia odpowiednio n, = %, Ny = % (rys. . Wyznaczyé plan
drogi, skarpy nasypu i wykopu oraz dwa przekroje pionowe poprzeczne —
profile na nasypie i w wykopie.

Rozwigzanie zadania z przyktadu [6.2] Przyjmujemy, ze poziomice sa
wyznaczone przez przekroje terenu ptaszczyznami poziomymi w odlegto-
sci 1 m. W skali 1:200 mamy 1 ecm — 2 m, zatem 0,5 cm — 1 m, sz =
6 m — 3 cm. Dalejnn:2—>mn:§(mn:%-0,5cm:7,5mm),

3 2
Ny = % = My = 3 (M = %- 0,5 ¢em = 6,66 mm). Nachylenie drogi ng =
12,5% — Ng =

= A
BRSNS
\\\\\\ AY
;\\ I
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Rysunek 6.13: Zatozenia do projektu rzutu drogi. Stopniowanie drogi. Wyznaczenie
punktow przejscia nasypu w wykop (cdn.)
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Na rysunku [6.13h przyjeto zatozenia do projektu rzutu drogi. Naj-
pierw wykonuje sie stopniowanie drogi (osi drogi). Modul drogi w przy-
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jetej skali wynosi 4 cm, rysujemy warstwice drogi poprzez odmierzenie
(za pomoca cyrkla) odcinkéow na osi drogi.

ALY
UL

"

«
\
'
-
75\ |77
7374\\\

Rysunek 6.14: Konstrukcja warstwic nasypu i wykopu, pierwsze styczne do okregu,
nastepne réwnolegte do nich. Punkty przeciecia sie poziomic nasypu i wykopu z odpo-
wiednimi poziomicami powierzchni topograficznej wyznaczaja punkty linii przenikania
tej powierzchni z plaszczyznami nasypu i wykopu (cdn.)

Nastepnie wyznaczamy punkty przejscia nasypu w wykop poprzez
przeciecie wybranych warstwic drogi z odpowiednimi warstwicami
powierzchni topograficznej (w terenie) (punkty P i @ na rys. [6.13al).
Linia taczaca punkty P’ i @ (przerywana na rys. [6.13pl) rozdziela
roboty ziemne na dwie czesci. W celu wyznaczenia warstwic nasypu
i wykopu rysujemy okregi: w czeSci nasypowej okrag o promieniu
m, = %, w czesci, gdzie jest wykop, okrag o promieniu m, = %.
Okregi o promieniach m,,, m,, pozwola nastepnie konstruowa¢ warstwice
nasypow i wykopow. Pamietamy, ze okrag narysowany w miejscu, gdzie
jest nasyp, ma ceche o jeden nizsza niz punkt, w ktérym znajduje sie
rzut jego Srodka, natomiast okrag narysowany w miejscu, gdzie jest
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wykop, ma ceche o jeden wyzsza niz punkt, w ktéorym znajduje sie rzut
jego srodka. W szczegdlnosci na rysunku [6.13pl: okrag narysowany
w punkcie o cesze 74 ma ceche 73, a okrag narysowany w punkcie
o cesze 77 ma ceche 78.

Rysunek 6.15: Profile drogi (przekroje ptaszczyznami pionowymi, prostopadtymi do
rzutu osi drogi) wykonano: przekr6j nasypu na wysokosci 73,5 m n.p.m. nawierzchni
drogi, przekrdj wykopu na wysokosci 78 m n.p.m.

Pamietajac o tym, rysujemy pierwsze styczne do okregéw, taczac
punkt o danej wysokosci (cesze) z punktem znajdujacym sie na okregu
(stycznosei) (rys. [6.14h2). Kolejne warstwice rysujemy rownolegle do
pierwszej narysowanej z zachowaniem odstepu réwnego promieniowi
okregu. Mozna tez konstruowac okregi o promieniach bedacych wielokrot-
nosciami promienia pierwszego podstawowego okregu (modutu plaszczy-
zny) (na rys. [6.14h2 tego nie uczyniono). Punkty przeciecia si¢ poziomic
nasypu i wykopu z odpowiednimi poziomicami powierzchni topograficz-
nej wyznaczaja punkty linii przenikania (zetkniecia sie) powierzchni te-
renu z plaszczyzna nasypu (rys. 3). Konstrukcja linii przejécia po-
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wierzchni topograficznej terenu w nasyp lub wykop przedstawiona juz na
rysunku [6.13h1 geometrycznie oznacza linie przekroju powierzchni topo-
graficznej ptaszczyzna drogi (por. konstrukeje na rys. fbl). Nastepnie
wykonujemy profile drogi jako przekroje wybranymi ptaszczyznami pio-
nowymi. Na rysunku [6.15) wykonano dwa profile drogi w miejscach na
nasypie (poziomica drogi 73,5 m n.p.m.) i w wykopie (poziomica drogi
78 m n.p.m.). Ogodlnie konstrukcja profilu zostata wczesniej omoéwiona
na rysunku [6.9p—al. Czytelnik samodzielnie wykona przekr6j podtuzny
terenu i drogi (wzdluz drogi osi), wzorujac sie na konstrukeji przekroju

wykopu pod basen (rys. [6.18)).

Przyktad 6.3. Wykona¢ w skali 1:300 projekt wykopéw pod basen ply-
wacki. Dokota basenu splantowaé¢ pas terenu o szerokosci 9 m. Wymiary
basenu i jego usytuowanie oraz profil podtuzny w plaszczyznie syme-
trii okreslony jest na rysunkach (rys. [6.166.19)). Nachylenie wykopow

n, = 1, nachylenie nasypéw n,, = %

Rozwigzanie zadania z przykltadu [6.3]

Rysunek 6.16: Warstwice terenu w skali 1:300 oraz wyznaczona jednostka (cdn.)
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Rysunek 6.17: Przyjmujemy osie symetrii projektowanych wykopéw, poziom dna
czedci glebszej, plaszczyzny warstwicowe oraz odnoszace punktéw przeciecia plaszczy-
zny przekroju z warstwicami terenu do odpowiednich prostych warstwowych stopnio-
wych (cdn.)

Rysunek 6.18: Otrzymane punkty laczymy krzywymi (aproksymujacymi), ktore
tworza, krzywa profilowa (cdn.)
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Rysunek 6.19: Przyjmujemy rzut (obrys) gérnego poziomu basenu — granice splan-
towanego pasa (cdn.)

Rysunek 6.20: Po uwzglednieniu m,, = - = 1 cm, m,, = = % cm otrzymujemy
profil podtuzny basenu (cdn.)
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Po przyjeciu osi symetrii projektowanych wykopéw, poziomu dna
czesci glebszej, znajdujemy przekroj podtuzny basenu w sposob naste-
pujacy: rysujemy stopniowe linie profilowe poziomych ptaszczyzn (rys.
@ w odlegtosci jednej jednostki, czyli % cm, nastepnie znajdujemy
punkty przeciecia plaszczyzny przekroju (rzut tej plaszczyzny pokrywa
sie z podtuzna osia symetrii basenu) z warstwicami terenu i ich odnoszace
do odpowiednich prostych warstwowych stopniowych: odnoszaca punktu
przeciecia warstwicy 24 ,dochodzi” do prostej warstwowej stopniowej 24,
odnoszaca punktu przeciecia warstwicy 25 ,dochodzi” do prostej warstwo-
wej stopniowej 25 itd. Otrzymane punkty taczymy krzywymi (aproksy-
mujacymi), ktore tacznie tworza krzywa profilowg podtuzna (rys. .
Nastepnie przyjmujemy rzut Iobrys) goérnego poziomu basenu (granice

splantowanego pasa)(rys. [6.19). Po uwzglednieniu m, = = = % cm,
m,, = ;= = cm otrzymujemy profil podtuzny basenu (rys. 6.20).

Rysunek 6.21: Zaznaczamy linig gruntu rodzimego (wykop) i cze$é nawieziona (na-
syp). Jesli nasyp jest przedtuzeniem wykopu w kierunku pionowym (doktadniej uko-
$nym), to przyjmujemy, ze nachylenie nasypu jest rowne nachyleniu wykopu (cdn.)
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Zaznaczamy linie gruntu rodzimego (wykop) i cze$¢ nawieziona (na-
syp). Jesli nasyp jest przedtuzeniem wykopu w kierunku pionowym (do-
ktadniej ukosnym), to przyjmujemy, ze nachylenie nasypu jest rowne
nachyleniu wykopu (rys. . Nastepnie rysujemy warstwice wykopu,
uwzgledniajac warto$¢ modutu wykopu. Odlegto$é warstwic jest réwna
My = % em (rys. . W przypadku, gdy warstwice przecinaja si¢, pro-
blem znalezienia linii rozgraniczajacej jest prosty. Oczywiscie doktadnie
znalezionymi sa tylko punkty przeciecia sie warstwic. Pozostate czesci
krzywej — linie taczace te punkty — znajdujemy metoda interpolacyi E|

Rysunek 6.22: Rysujemy warstwice wykopu, uwzgledniajac wartosé modutu wy-

kopu. Odlegtosé warstwic jest réwna m,, = % cm (cdn.)

3 W celu zwigkszenia dokladnosci konstrukcji znajdujemy warstwice posrednie.
Otrzymujemy je, prowadzac odcinki tworzace z sasiednimi warstwicami katy bliskie
katom prostym. Nastepnie odcinki te dzielimy na pewna liczbe rownych czesci (n),
jednakowa na wszystkich odcinkach. Odpowiadajace sobie punkty taczymy odcinkami
lub liniami przy krzywiku. W praktyce konstrukcji w rzucie cechowanym interpolowa-
nie czesto oznacza intuicyjne rysowanie krzywych taczacych punkty znalezione metoda
doktadna (rys. ) Na rysunku wyznaczono warstwice posrednia metoda in-
terpolacji (n = 2), warstwica posrednia jest tu linig taczaca srodki odcinkow ,prawie
prostopadtych” taczacych sasiednie warstwice.
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W przypadku, gdy linia rozgraniczajaca biegnie réwnolegle do
warstwic terenu, cata krzywa wyznaczana jest interpolacyjnie. Linia
zetkniecia sie nasypu z powierzchnig topograficzna terenu (lewa strona
Iys. jest taka wtasnie linia. Nastepnie rysujemy warstwice wykopu,
zdejmujac urobek w celu splantowania pasa okalajacego zbiornik.

Odlegtos¢ warstwic jest rowna m,, = % cm.

Rysunek 6.23: Znajdujemy punkty zerowe robot, tzn. punkty rozgraniczajace wy-
kopy od nasypéw. Tu sa to punkty przeciecia sie warstwic o cesze 28. Po narysowaniu
warstwic nasypu i wykopu znajdujemy linie rozgraniczajaca nasyp z powierzchnia
terenu, warstwice terenu (wyjsciowe) i odpowiadajace im (majace te sama ceche)
warstwice nasypu i wykopu

Zmajdujemy punkty zerowe robot, tzn. punkty rozgraniczajace wy-
kopy od nasypow. Tu sa to punkty przeciecia sie warstwic o cesze 28.
Rysujemy warstwice nasypu, uwzgledniajac warto$é modutu nasypu. Od-
leglo$¢ warstwic jest réwna m,, = % cm (prawa strona rysunku). War-
stwice terenu (wyjsciowe) i odpowiadajace im (majace te sama ceche)
warstwice nasypu przecinajg sic w punktach wyznaczajacych linie roz-
graniczajaca nasyp od powierzchni terenu. Nastepnie rysujemy warstwice
wykopu, zdejmujac urobek w celu splantowania pasa okalajacego zbior-

nik. Odlegtos¢ warstwic jest rowna m,, = % cm. Warstwice terenu (wyj-
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sciowe) 1 odpowiadajace im (majace te sama ceche) warstwice wykopu
przecinaja sie w punktach wyznaczajacych linie rozgraniczajaca wykop
od powierzchni terenu (rys. [6.23)). Zwro¢my uwage na fakt, ze cze$¢ na-
sypu bedaca przedtuzeniem wykopu przyjeta na rysunku [6.20| ma takie
samo nachylenie jak wykop.






Rozdzial 7

Rzut srodkowy

7.1. Rzut srodkowy i jego niezmienniki

Rysunek 7.1: Aparat rzutujacy rzutu srodkowego: a) plaszczyzna T — rzutnia,
czyli tlo, oraz punkt O — érodek rzutowania, czyli oko; b) elementy okreslajace
aparat rzutujacy rzutu Srodkowego w realizacji tego rzutu na plaszczyznie: O, —
punkt glowny, okrag gtebokosci tlowej; ¢) rzut srodkowy nie jest odwracalny, punkt
X% =Y*% = 7% = ... jest rzutem wszystkich punktow: X, Y, Z, ... prostej p, roznych
od O

Przyjmijmy w przestrzeni dowolng plaszczyzne (wlasciwa) 7 jako
rzutnie oraz punkt (wlasciwy) O jako srodek rzutowania. Plaszczyzne 1
nazywaé bedziemy ptaszczyzng obrazu albo tltem, punkt O — okiem. Do-
wolnemu punktowi X réznemu od punktu O przyporzadkowujemy punkt
X* przebicia tla prosta OX (rys. ) Odwzorowanie takie, jak juz wia-
domo z rozdzialu 1, nazywamy rzutem Srodkowym. Rzut $rodkowy nie
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jest odwracalny, tzn. na podstawie rzutu punktu nie jesteSmy w stanie
odtworzy¢ potozenia punktu w przestrzeni (por. rys. [7.1c).

Rysunek 7.2: Niezmienniki rzutu srodkowego: a) wspotiniowosé punktéw; b) sto-
sunek podziatu odcinka (AB, C) dla punktow lezacych na prostej rownoleglej do tla;
¢) dwustosunek podziatu (AB;CD)

Takich punktow jest nieskonczenie wiele — zbiorem wszystkich punk-
tow o tej wlasnosci jest prosta przechodzaca przez ten punkt i przez oko.
Jezeli prosta nie przechodzi przez oko, to jej rzutem srodkowym jest pro-
sta. Istotnie, rzutowana prosta wraz ze $rodkiem rzutu (okiem) tworzy
plaszczyzne, ktora w przecieciu z rzutnia daje prosta bedaca obrazem. Za-
tem wspotliniowosé jest niezmiennikiem rzutu srodkowego. 7 twierdzenia
Talesa wynika, ze w rzucie srodkowym zachowuje sie stosunek podziatu
odcinka réownoleglego do tta (por. rys. [7.1b). Z wtasnosci jednoktadnosci
wnioskujemy, ze zachowana jest miara kata o ramionach réwnoleglych
do tta. Ponadto rzut $rodkowy zachowuje dwustosunek podziatu odcinka
(rys.[7.1c). Dwustosunkiem podziatu odcinka [AB] punktami C, D nazy-

wamy liczbe
(4B, C)

AB;CD) = ——=

(AB; ) (AB, D)’
gdzie (AB,C), (AB, D) sa stosunkami podziatu odcinka [AB] odpowied-
nio punktami C'i D.

Aby jednoznacznie byl okreslony aparat rzutujacy, nalezy wskazaé

(ustali¢ na rysunku) potozenie oka wzgledem tta. Precyzujemy to, wska-
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zujac rzut prostokatny O, oka O na tto 7 i podajac odleglosé d oka od
tta. Najwygodniej jest to zrobi¢ poprzez wskazanie tzw. okregu glebo-
kosci tlowej (rys. [7.1p) o érodku w punkcie O, i promieniu dlugosci d.
Srodek O, tego okregu nazywaé bedziemy punktem gtéwnym.

7.2. Odwzorowanie prostej

Rzutem prostej jest prosta. Aby zapewni¢ odwracalnosé rzutu a® pro-
stej a, wyrdézniamy rzuty dwoch jej punktow: punkt T, wspolny z ttem,
tzw. slad tlowy oraz punkt Z, — rzut punktu niewlasciwego prostej a,
zwany Sladem zbiegu prostej a. Slad zbiegu jest wiec punktem przebi-
cia prostej przechodzacej przez oko réwnoleglej do prostej a. Obydwa
slady leza, naturalnie, na prostej a® (rzucie prostej a). Aby zorientowac
sie 0 polozeniu prostej a (by np. okresli¢ kat, jaki tworzy ona z tltem),
dokonujemy kladu oka (rys.[7.4h2). Punkt A jest jednoznacznie okreslony
przez swoj rzut A®, jesli wiemy, ze nalezy do prostej a, ktorej rzutem jest
prosta a*(T,Z,). Zatem punkt jest restytuowalny w rzucie srodkowym,
jezeli mamy odwzorowang jakakolwiek prosta, do ktérej punkt ten nalezy.

Rysunek 7.3: ,Powstawanie” rzutu prostej: a) prosta a i jej §lad tlowy T, — punkt
przebicia rzutni; al) rzut A® dowolnego punktu A prostej a wraz ze §ladem T, wy-
znaczajg rzut a® prostej a; a2) wyroznienie rzutu Z, jeszcze jednego (niewlasciwego)
punktu Z°° prostej a zapewnia odwracalnosé (restytuowalnosé¢) odwzorowania
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Rysunek 7.4: Konstrukcja kata nachylenia prostej do tta: a) reprezentacja rzutu
srodkowego prostej; al-a2) konstrukcja ktadu a-z* promienia zbiegu a-z prostej a

By znalez¢ kat, jaki tworzy prosta z ttem, przez punkt O, prowa-
dzimy prosta prostopadia do odcinka O, Z,, ktora przecina okrag ttowy
w punkcie O (faktycznie przecina w dwoch punktach — wybieramy je-
den z nich). Kat ¢® w trojkacie prostokatnym O,Z,0% jest szukanym
rzeczywistym katem. Rownoczesnie, podnoszac z ktadu promien zbiegu
prostej w przestrzeni, identyfikujemy odwzorowana prosta a jako rowno-
legta do promienia zbiegu a-z i przechodzacg przez slad ttowy T,,. Mozemy
pomysleé¢, ze promien zbiegu a-z okresla kierunek prostej przechodzacej
przez swoj $lad ttowy. Promien zbiegu danej prostej jest pewnego rodzaju
,genotypem” tej prostej.

7.3. Odwzorowanie plaszczyzny

Podobnie jak prosta, dowolna ptaszczyzna a w rzucie $rodkowym
okreslona bedzie przez swoj slad tlowy ¢, (krawedz z ttem) i slad zbiegu
Zo — krawedz ptaszczyzny, réwnolegtej do « i przechodzacej przez oko,
z tlem (rys. [7.Bp,c). Proste ¢, i z, sa do siebie rownolegle (rys. [7.5€).
O potozeniu plaszczyzny o w przestrzeni, podobnie jak w przypadku
prostej, informuje nas ktad ptaszczyzny e, prostopadlej do ptaszczyzny «
i przechodzacej przez oko, tzw. plaszczyzny strzatkowej. Widzimy wtedy
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rzeczywista rozwartos¢ kata (kat w na rys. [7.5(2), jaki tworzy plaszczyzna
a z rzutnia). Kat ten razem ze sladem tlowym odzwierciedla jednoznacz-
nie polozenie plaszczyzny w przestrzeni. Rzeczywiscie, aby odtworzy¢
potozenie plaszczyzny a w przestrzeni, wystarczy znaé¢ dwie proste, wla-
$nie jej slady t, i z,. Prosta z, i punkt O tworza ptaszczyzne zbiegu o-z.
Ptaszczyzna przechodzaca przez prosta t, i rownoleglta do ptaszczyzny
a-z jest wlasnie ptaszczyzng . Plaszcezyzna zbiegu a-z danej ptaszezyzny
a, podobnie jak w przypadku prostej, mozna uznac¢ za pewnego rodzaju
ngenotyp” plaszczyzny a. Warto dodaé, ze zarowno plaszczyzna o jak
i wszystkie plaszczyzny do niej réwnoleglte maja te sama plaszczyzne
zbiegu, czyli ten sam ,genotyp”. Zauwazmy ponadto, ze dowolna ptasz-
czyzna jest prostopadia do tta wtedy i tylko wtedy, gdy jej slad zbiegu
przechodzi przez punkt gtowny O, (rys. — plaszczyzna e, rys. [7.5p —
plaszczyzna o).

Rysunek 7.5: Odwzorowanie ptaszczyzny w rzucie §rodkowym: a) rysunek pogla-
dowy; b) z plaszczyzng strzatkowa e; b1l) widok w plaszczyznie strzatkowej (z profilu);
¢) reprezentacja plaszczyzny w rzucie srodkowym; c¢1-¢2) konstrukcja kladu kata na-
chylenia ptaszczyzny do tta
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Rysunek 7.6: Odwzorowanie plaszczyzny w rzucie srodkowym: a) rysunek pogla-
dowy; b) z plaszczyzna strzatkows e; bl) widok w plaszezyznie strzatkowej (z profilu);
¢) reprezentacja plaszczyzny w rzucie srodkowym; cl-c2) konstrukcja ktadu kata na-
chylenia ptaszczyzny do tta

7.4. Przynaleznos$¢ punktu do prostej i plaszczyzny

Punkt lezy na plaszczyznie, jezeli lezy na prostej lezacej na ptasz-
czyznie. Prosta a lezy na plaszczyznie a wtedy i tylko wtedy, gdy jej
slad ttowy T, lezy na §ladzie ttowym ¢, ptaszczyzny «, a slad zbiegu
Z, lezy na $ladzie zbiegu z,. Formalnie zalezno$¢ miedzy elementami
odwzorowujacymi plaszczyzne « i prosta a przy zatozeniu, ze figury te
przynaleza do siebie, opisuje zaleznosé (por. rys. :

Cea+—CeacCa, (7.1)
a C a2, € 24,1y € tg. (7.2)

Potozenie punktu w przestrzeni daje sie jednoznacznie odtworzyé¢
w sytuacji, gdy wiemy, ze nalezy on do znanej, odwzorowanej w rzucie
srodkowym prostej. Wszystko to przy zalozeniu, ze wymienione obiekty
posrednie sg restytuowalne, a wiec np. wtedy, gdy znane sa punkt gtowny
i okrag glebokosci ttowej. Potozenie (odtworzenie w przestrzeni na pod-
stawie rzutow) elementéw czesto daje sie ustalic w wyniku analizy sy-
tuacji przestrzennej (np. wiadomo o krawedziach stotu na zdjeciu, ze sa
w rzeczywistosci rownolegle).
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7.5. Elementy wspoélne

Rysunek informuje nas jeszcze o tym, ze proste a i b przecinaja
sie w punkcie C'. Dlaczego? Dlatego, ze ich §lady leza na odpowiednich
sladach ptaszczyzny « czyli proste a i b leza w jednej ptaszczyznie, a wiec
przecinaja sie. Ogodlniej, proste a*(T,, Z,), b*(T}, Zy) przecinaja sie wtedy
i tylko wtedy, gdy proste 1,71y, Z,Z, sa do siebie réwnolegte. Wtedy
wyznaczaja odpowiednio Slady t,, 2z, pewnej plaszczyzny «, na ktorej
leza (rys. [7.6p). Formalnie mozemy to zapisac:

ax b ZoZ4|| Za . (7.3)

Prosta przebija plaszczyzne w danym punkcie, jezeli przecina w tym
punkcie pewna prosta lezaca na tej plaszczyznie (por. rys. [7.7)).

Rysunek 7.7: Konstrukcja punktu przebicia plaszczyzny prosta w rzucie $rodko-
wym: al) przez prosta p prowadzimy dowolng plaszezyzne 3; a2) znajdujemy krawedz
wspOlna k plaszczyzn « i 8; a3) punkt przebicia P jest punktem wspolnym prostych
pik

7.6. Roéwnoleglo$é prostych i plaszczyzn

Proste rownolegte maja wspolny punkt niewlasciwy, ktorego rzu-
tem Srodkowym jest, jak juz wiadomo, punkt zbiegu kazdej z prostych
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(rys{7.6b). Mozemy wiec zapisac:

allb «— Z, = Z,. (7.4)

Podobnie dla ptaszczyzn:

al|B — za = 25. (7.5)

Odwzorowanie dowolnego réwnolegtoboku ABC' D lezacego na ptasz-
czyznie « ilustruje rysunek [7.8n. Przeciwlegle boki rownolegtoboku leza
odpowiednio na parach prostych réwnolegltych a, b; ¢, d. Odwzorowanie
dowolnego (bez okreslonych wymiaréw) prostokata zostalo przedstawione

na rysunkach [7.8] [7.9] [7.10]

Rysunek 7.8: Dowolny réwnolegtobok i prostokat w rzucie srodkowym (cd.): a) rzut
srodkowy réwnolegtoboku; b-b7) konstrukcja rzutu srodkowego prostokata o bokach
na danych prostych réwnolegtych a i b; bl) konstrukcja punktu strzatkowego N,
plaszczyzny «; b2) kiad boczny O oka (cdn.)
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Rysunek 7.9: Dowolny prostokat w rzucie rodkowym (cd.): b4-b5) ktad plaszczyzny
zbiegu: b4) klad oka; b5) klad promienia zbiegu prostych a i b (cdn.)

Rysunek 7.10: Dowolny prostokat w rzucie srodkowym (cd.): b6) konstrukcja w kla-
dzie promienia zbiegu c¢-z°(=d-z°) szukanych prostych ¢ i d prostopadtych do prostych
aib (c-2° L a-2°) i tym samym Sladéw zbiegu prostych c i d; b7) konstrukcja rzutow
srodkowych prostych c i d i prostokata ABC'D
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7.7. Prosta prostopadla do plaszczyzny

Proste prostopadte do danej ptaszczyzny o sa wzajemnie réwnolegte,
maja wiec wspolny kierunek (punkt niewlasciwy), czyli w rzucie wspolny
punkt zbiegu, ktory oznaczymy przez Zgg. Konstrukcje promienia zbiegu
n® w kladzie bocznym ptaszczyzny strzalkowej, a tym samym, §ladu
zbiegu prostych prostopadlych do plaszczyzny «, ilustruje rysunek [7.11]
Przebieg tej konstrukeji jest nastepujacy: przez oko prowadzimy plasz-
czyzne € prostopadta do ptaszezyzny « (czyli ptaszezyzne strzatkowa). Jej
slady zbiegu i ttowy pokrywaja si¢ i stanowia prosta przechodzaca przez
O, prostopadta do z,(t,) (rys.[7.11ha), przecinajaca prosta z, w punk-
cie strzatkowym, ktory oznaczamy przez N,. Dokonujac ktadu bocznego
plaszczyzny strzatkowej i prowadzac przez OF prosta prostopadta do od-
cinka [O"N,], znajdujemy promien zbiegu n®, a nastepnie $lad zbiegu
Zgo prostych prostopadlych do plaszczyzny « (rys. [7.11a).

Jako ilustracje powyzszych charakteryzacji rzutu srodkowego skon-
struujemy prostopadlo$cian o podstawie na zadanej plaszczyznie «
(rys. ) o zadanym kierunku krawedzi podstawy, czyli sladzie zbiegu
Z, = (Zp) dwu (a w konsekwencji czterech krawedzi prostopadloscianu)
krawedzi podstawy prostopadto$cianu.

Rysunek 7.11: Konstrukeja prostopadtoscianu (cd.): bl) konstrukcja sladu zbiegu
Zgo prostych prostopadlych do plaszczyzny «; b2) poprowadzenie przez punkt Zgg
czterech prostopadlych do podstawy krawedzi prostopadltoscianu (cdn.)
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Rysunek 7.12: Konstrukcja prostopadloscianu (cd.): bl) konstrukcja $ladu zbiegu
Zgo prostych prostopadlych do plaszczyzny «; b2) poprowadzenie przez punkt Zgg
czterech prostopadlych do podstawy krawedzi prostopadloscianu (cdn.)

Rysunek 7.13: Konstrukeja prostopadtoscianu (cd.): b3) wyboér na krawedzi prze-
chodzacej przez punkt A(A®) dowolnego punktu A%; b4) konstrukcja pierwszej ,,gor-
nej” krawedzi prostopadtoscianu przechodzacej przez punkt A;(A5) (cdn.)
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Rysunek 7.14: Konstrukcja prostopadtogcianu (cd.): b5) konstrukcja drugiej ,,gor-
nej” krawedzi prostopadloscianu przechodzacej przez punkt Dq(D5); b6) konstrukcja
pozostatych krawedzi

Konstrukcje realizujemy nastepujaco. Konstruujemy dowolny prosto-
kat — podstawe prostopadtoscianu (rys.[7.11p). Znajdujemy punkt zbiegu
Zgo, nieznanych jeszcze krawedzi prostopadtoscianu prostopadtych do
plaszczyzny « podstawy (rys. [7.12b1). Przez punkt Zgg i przez wierz-
chotki A, B, C', D podstawy prostopadtoscianu prowadzimy cztery pro-
ste (rys. [7.12b2), na ktorych beda leze¢ krawedzie boczne prostopadto-
Scianu. Potem przez slad zbiegu Z. i przez punkt Aj prowadzimy pro-
sta, na ktorej leze¢ bedzie gorna krawedz [A3 D?| prostopadltoscianu (rys.
4). W przecieciu z prosta przechodzaca przez punkt D znajdujemy
drugi ,,gorny” wierzchotek Dj prostopadtoscianu (rys. 4). Nastepnie
przez §lad zbiegu Z, i przez D] prowadzimy kolejng prosta i znajdujemy
W przecieciu z trzecig prosta prostopadla trzeci ,,gérny” wierzchotek pro-
stopadloscianu Cf (rys. [7.14p5). Pozostaly punkt Bf mozemy znalez¢ na
dwa sposoby, positkujac sie punktami Aj i Z, lub CY i Z.. Wynika to
z tzw. konfiguracji Reidemeistera Rii. Otrzymana perspektywa prosto-
padloscianu jest tzw. perspektywa trdjzbiezng (rys. [7.14b6).

7.8. Klad ptlaszczyzny

Omawiane dotychczas konstrukcje nie miaty charakteru miarowego,
ale jedynie afiniczny (w rzeczywistosci) i rzutowy (w rzucie srodkowym).
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Aby moéc wykresli¢ obiekty o okreslonych wymiarach, mozna postuzy¢ sie
ktadem. Oméwimy teraz ktad w rzucie sSrodkowym. Bedziemy przez to ro-
zumie¢ obrot plaszezyzny o taki kat, ze pokryje sie ona z tlem (rys. .
Przyjmijmy, ze na danej ptaszczyznie « lezy prosta a. Aby wykonaé¢ ktad
plaszczyzny a, dokonamy obrotu plaszczyzny zbiegu tej plaszczyzny (na
rys. [7.15p jest to plaszczyzna a-z). Wszak mozemy przyjaé, ze wraz z ob-
rotem plaszczyzny « obraca sie takze stowarzyszona z nia plaszczyzna
zbiegu a-z. Oko zajmie polozenie O°, a promien zbiegu prostej a potoze-
nie 0°Z, (rys. 7b). Kat w, jaki tworzy prosta a ze sladem ttowym ¢,
plaszczyzny «, jest rowny katowi, jaki tworzy promien zbiegu O°Z, tej
prostej ze sladem zbiegu z,, ptaszczyzny . Ten sam kat tworzy oczywiscie
ktad a° prostej a ze sladem tlowym ¢, plaszczyzny « (rys.|7.15p). Nalezy
zauwazy¢, ze tak jak w przestrzeni, miedzy rzutem perspektywicznym
obiektoéw plaszczyzny « oraz miedzy ktadem tej plaszczyzny zachodzi
kolineacja srodkowa (por. . Srodkiem tej kolineacji jest punkt O°,
osig kolineacji slad ¢, prosta graniczng $lad zbiegu z,.

Rysunek 7.15: Konstrukcja kladu plaszczyzny w rzucie srodkowym: a) rysunek
pogladowy; b) konstrukcja ktadu punktu (A) i prostej a plaszczyzny «

Skad bierze sie kolineacja? Zwr6¢my uwage na rysunek pogladowy
7.15a. Obréémy zatem rownoczesnie plaszezyzny o i a-z (plaszezyzna
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zbiegu plaszczyzny «) dokota odpowiednio sladu ttowego t, i sladu
zbiegu z, o taki kat, by plaszczyzny te pokryly sie z ttem (7). Punkt O
i punkt A zatocza okragi, proste Z,0 oraz T,A zakresla fragmenty po-
wierzchni stozkowych o wierzchotkach Z,, T, i kacie rozwarcia w. Po-
wierzchnie te sa jednoktadne o srodku jednoktadnosci A*, bedacym punk-
tem przeciecia sie prostych Z,T, oraz OA. Zatem przez punkt A® prze-
chodzi prosta O°A°. Punkty O°, A°, A® sa wiec wspotliniowe.

Stad miedzy rzutem srodkowym A® punktu A i kladem A° tego
punktu zachodzi zwiazek kolineacyjny o osi ¢, i prostej granicznej z,.
Rysunek przedstawia konstrukcje ktadu punktu A (i réwnocze-
$nie prostej a). Rysunki ilustruja konstrukcje rzutu srodkowego
kwadratu o boku przystajacym do danego odcinka q.

Rysunek 7.16: Konstrukcja kwadratu lezacego na plaszczyznie a o wierzchotku
w punkcie A i boku na danej prostej a (A € a). Poczatek konstrukeji tak jak w przy-
padku prostokata (znajdujemy $lad zbiegu Z.(= Z;) prostych prostopadtych do pro-
stej a 1 konstruujemy ktady prostych a i d (cdn.)
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Rysunek 7.17: Konstrukcja kwadratu (cd.): al) w ktadzie na prostych a° i d° od-
mierzamy odcinek q (cdn.)

Rysunek 7.18: Konstrukcja kwadratu (cd.): a2) w ktadzie konstruujemy pozostate
proste b° i ¢® i odmierzamy odcinek q (cdn.)



226 Rzut srodkowy

Rysunek 7.19: Konstrukcja kwadratu (cd.): a3) w kladzie konstruujemy pozostate
proste b° i c® i powracamy do rzutu poprzez konstrukcje prostych ¢® i b°. Zauwazmy, ze
trojki punktow (A4°, A%, 0°); (B°, B%, 0°); (C°, C*, 0°); (D°, D%, 0°) sa wspolliniowe

7.9. Punkty mierzenia

Rozwazmy prosta a i zawarty w niej odcinek AB w rzucie srodkowym
oraz klad tych elementow (rys. . Wyznaczmy punkt M, przeciecia sie
okregu o srodku Z, i promieniu [Z,0°] z prosta z,. Otrzymany punkt M,
uwazajmy za Slad zbiegu prostych my, msy przechodzacych przez punkty
A i B. Dokonajmy ktadu prostych my, my. Z wlasnosci ktadu (jak pa-
mietamy, obracane sg plaszczyzna « i stowarzyszona z nia jej plaszczy-
zna zbiegu a-z) mamy rownolegtosci: O°M,||mg||m$; O°Z,||a°. Trojkat
O°M,Z, jest robwnoramienny. Zatem trojkaty A*T,A° i B*T,T° sg row-
niez rownoramienne. Mamy wiec rownosé¢ A*B* = A°B°. Ale odlegtosé
A°B° jest rzeczywista dtugoscia odcinka [AB]. Stad odlegtos¢ A* B* jest
rzeczywista dtugoscia odcinka [AB]. OtrzymaliSmy zatem prostszy niz
poprzez ktad sposéb znajdowania rzeczywistej dtugos$ci odcinka danego
(znanego) w rzucie srodkowym. Ale co jest wazniejsze, mamy rowniez
prostsza konstrukcje odwrotng: metode odmierzania w rzucie srodko-
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wym odcinka o danej dlugos$ci. Wystarczy dla danej prostej a znalezé
punkt M, i z niego zrzutowa¢ dang prosta a® na Slad tlowy ¢, ptasz-
czyzny « (rys. [7.20). Punkt M, nazywaé bedziemy punktem mierzenia
prostej a. Wykorzystanie punktéw mierzenia zilustrujemy na przyktadzie
konstrukeji rzutu srodkowego sze$cianu o krawedzi majacej dana dtugosé.

Rysunek 7.20: Ilustracja uzasadniajaca wtasnogé punktu mierzenia prostej

7.10. Mierzenie na prostej prostopadlej

Rozwiazmy nastepujace zadanie.

Przyklad 7.1. Dany jest rzut srodkowy A® punktu A na plaszczyznie
a(ta, zo) (rys. [7.21). Wyznaczy¢ w rzucie srodkowym odcinek [AB] pro-
stopadty do ptaszczyzny « i majacy dang dtugosé c.

Rozwigzanie zadania z przyktadu [7.1} Algorytm przestrzenny rozwia-
zania jest nastepujacy. Przyjmujemy, ze punkt A lezy na pewnej prostej a
o Sladzie zbiegu Z,. Znajdujemy slad zbiegu Zgy wszystkich prostych
prostopadlych do plaszczyzny a (rys. [7.21al). Przez punkt A prowa-
dzimy prosta n prostopadla do pltaszczyzny a. Prosta n, na ktorej lezy
punkt A, przesuwamy réwnolegle tak, by punkt A znalazt si¢ na tle (na
rys. 2) jest to punkt A°), czyli na §ladzie tlowym t¢,. Prosta ta
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zajmie polozenie m (rys. 3). Zmajdujemy nastepnie rzut réwnolegly
m? prostej m na tto w kierunku prostej ON,, (promienie rzutujace maja
wspolny §lad zbiegu N, ). Prosta m tworzy z tlem kat w. Dokonujemy
kladu m® prostej m na tlo (rys.[7.23p4) i odmierzamy odcinek [A”B”]
o dlugoci ¢ (rys. [7.23p5). Powracajac z kladu, znajdujemy punkt B°
(rys. 6), ktory przesuwajac rownolegle wedtug N,, daje szukany

punkt B® (rys. [7.24A7).

Rysunek 7.21: Konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadlej do danej
plaszczyzny «: a) dany w rzucie punkt A na plaszczyznie «; al) konstrukcja prostej n
prostopadlej do plaszczyzny « przechodzacej przez punkt A (cdn.)

Istniejg takze inne konstrukcje odmierzenia na odcinku prostopadtym.
Na przyktad poprzez punkt mierzenia, korzystajac z konstrukcji omo-
wionej wyzej (rys. . Przez punkt A prowadzimy proste: prosta b
o kierunku N, i prosta n prostopadta do plaszczyzny a. Przez proste
b i n prowadzimy plaszczyzne B(tg, zs) (rys. [7.25p1). W plaszczyznie 3
znajdujemy punkt mierzenia M, prostej n; ad) i za pomoca tego punktu
odmierzamy odcinek [A*B*| o dtugosci ¢. Nastepnie, korzystajac z kon-
strukeji metoda punktu mierzenia, znajdujemy szukany rzut srodkowy

odcinka (rys. 7.27)).
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Rysunek 7.22: Konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadlej do da-
nej plaszczyzny « (cd.): a2) przesuniecie punktu A na tlto (otrzymujemy punkt A°);
a3) przesuniecie prostej n na tlo i jej rzut rownolegly z kierunku odwzorowanego na
N, (otrzymujemy prosta m°) (cdn.)

Rysunek 7.23: Konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadiej do danej
plaszczyzny « (cd.): ad) dokonanie ktadu bocznego prostej m” na tlo; ab) odmierzenie
odcinka A*B* o dlugosci ¢ (cdn.)
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Rysunek 7.24: Konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadlej do danej
plaszczyzny « (cd.): a6) powrdt z ktadu bocznego punktu B* do rzutu rownoleglego;
a7) powro6t z rzutu rownoleglego punktu B° do rzutu srodkowego B*

Rysunek 7.25: Druga konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadtej do
danej plaszczyzny a: al) przez punkt A prowadzimy proste: prosta b o kierunku N,
i prosta n prostopadla do plaszczyzny «. Przez proste b i n prowadzimy plaszczyzne

B(ts, zp) (cdn.)
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Rysunek 7.26: Druga konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadtej do
danej plaszczyzny « (cd.): a2) w plaszczyznie 8 znajdujemy punkt mierzenia M,
prostej n; a3) i za pomoca tego punktu odmierzamy odcinek [A*B*] o dlugosci ¢

(cdn.)

Rysunek 7.27: Druga konstrukcja odmierzania odcinka na prostej prostopadtej do
danej ptaszczyzny « (cd.): ad) punkt B* laczymy z punktem mierzenia M,, na plasz-
czyZnie «; a5) znajdujemy szukany punkt B®
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Przykltad 7.2. Dany jest rzut srodkowy A°® punktu A na plaszczyz-

nie a(ta, 2o) (rys. [7.28)). Wyznaczy¢ w perspektywie stosowanej szescian
o wierzchotku w punkcie A i krawedzi rownej q na prostej a.

Rysunek 7.28: Perspektywa stosowana: a) podstawowe zalozenia perspektywy sto-
sowanej; b) dane do konstrukeji szeScianu w perspektywie stosowanej (cdn.)

Rysunek 7.29: Wyznaczenie punktu mierzenia M, prostej a (cdn.)



7.10. Mierzenie na prostej prostopadtej 233

Rozwigzanie zagadnienia z przyktadu przedstawiamy na rysun-

kach [7.29H7.35] 1 omawiamy nizej.

Rysunek 7.30: Wyznaczenie rzutu A* na t,, punktu A°* (cdn.)

Rysunek 7.31: Odmierzenie odcinka [A* B*] o dtugosci ¢ i znalezienie rzutu [A® B?]
odcinka [AB] na prostej a (cdn.)
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Rysunek 7.32: Wyznaczenie punktu mierzenia M, prostej ¢, odmierzenie odcinka
Y
[A**C**] o dlugosci ¢ i znalezienie rzutu [A*C®] odcinka [AC] na prostej ¢ (cdn.)

Rysunek 7.33: Wyznaczenie rzutu [A® BSC*®D?] kwadratu podstawy [ABC D] sze-
Scianu (cdn.)
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Rysunek 7.34: Poprowadzenie krawedzi szescianu prostopadtych do podstawy (cdn.)

Rysunek 7.35: Przesuniecie punktu A na tto w kierunku Z, i odmierzenie odcinka
[A*** A7**] o dlugosci ¢ oraz znalezienie rzutu [A® A§] odcinka [AA;] na prostej pro-
stopadlej do podstawy szescianu przechodzacej przez punkt A (cdn.)
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Rysunek 7.36: Znalezienie rzutu B; kolejnego punktu Bj poprzez poprowadzenie
prostej réwnoleglej do prostej a przechodzacej przez punkt A; (cdn.)

Rysunek 7.37: Znalezienie pozostatych punktéw szegcianu poprzez poprowadzenie
odpowiednich prostych réwnolegtych przez punkty Ay, Bi, a nastepnie przez Cy
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Zatem proste prostopadle do ptaszczyzny «, rownoleglte do siebie
w rzeczywistosci, w rzucie srodkowym sa takze rownolegle (rys. .
W perspektywie stosowanej (dwuzbieznej) zrealizujemy konstrukcje sze-
$cianu. Zakladamy, ze na plaszczyZnie v prostopadlej do tta (O, € z,)
dana jest prosta a, na ktorej lezy punkt A. Algorytm konstrukcji jest
nastepujacy.
1) Znajdujemy punkt mierzenia M, prostej a (rys. [7.29)).
Nastepnie
2) Rzutujemy punkt A® na slad ttowy t,, czyli prosta podstawy p, i znaj-
dujemy punkt A* (rys.[7.30).
3) Na prostej podstawy odmierzamy odcinek [A*B*| o dilugosci |q]
(rys. [7.31]).
4) ,Powracamy” z rzutu na prosta a®, tj. taczymy punkt B* z punktem M,
i w przecieciu z prosta a® otrzymujemy punkt B® (rys. .
5) Znajdujemy $lad zbiegu Z. prostych prostopadtych do prostej a i kon-
struujemy prosta ¢*, taczac punkty Z. i B® (rys.|7.32b4).
6) Powtarzamy operacje od 1 do 4 w odniesieniu do prostej ¢ (rys|7.32b4)
i otrzymujemy punkt C*.
7) Laczac punkt C*® z Z, i A® z Z,, otrzymujemy proste, ktore w przecieciu
daja czwarty punkt D® kwadratu podstawy (rys. [7.33p5).
8) Konstruujemy proste prostopadte do ptaszczyzny a przechodzace przez
wierzchotki kwadratu podstawy (rys. [7.34]).
9) Prosta przechodzaca przez punkt A przesuwamy roéwnolegle do potoze-
nia na tle (punkt A zajmie potozenie A***) i na niej odmierzamy odcinek
[A™* A3 i wracajac” do rzutu, otrzymujemy punkt A5 (rys. [7.35b7).
10) Pozostate punkty ,gornej” Sciany szeScianu znajdujemy, prowa-
dzac odpowiednie proste rownoleglte do krawedzi podstawy (rys. 8,
T309).

Warto zwrocié uwage na konfiguracyjnosé Reidemeistera rysunku sze-
Scianu w perspektywie, ktora ttumaczy wymiennosé prostych przy kon-
strukcji ostatniego punktu Dj szedcianu.

7.11. Punkty dzielenia

Gdy zachodzi potrzeba podzielenia odcinka (np. [AB]) odwzorowa-
nego w rzucie srodkowym na pewna liczbe jednakowych czesci, rzutu-
jemy ten odcinek z dowolnego punktu horyzontu na prosta podstawy
(na tlo). W rzeczywistosci jest to rzut réwnolegly i przy podziale ko-
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rzystamy z twierdzenia Talesa. W rzucie srodkowym postepujemy naste-
pujaco. Przyjmujemy dowolny punkt (D) na horyzoncie i taczymy ten
punkt z konicami odcinka. Na prostej podstawy p otrzymujemy odcinek
A,B,, ktory dzielimy na zadana liczbe czesci i ,,powracamy” do rzutu

(rys. [7.38).

Rysunek 7.38: Tlustracja konstrukcji podziatu odcinka w rzucie §rodkowym na do-
wolng liczbe jednakowych czesci: a) odcinek [AB] ([A®B?]); al) wybieramy dowolnie
punkt D na horyzoncie i rzutujac punkty A°, B® na prosta podstawy p, otrzymujemy
A,, Bp; a2) odcinek [A,B,] dzielimy na n (n = 3) rownych czesci; a3) ,wracajac” do
rzutu, otrzymujemy zadany podzial; pokazano takze sposéb wielokrotnego odmierza-
nia odcinka na prostej, przy szczuplosci miejsca na rysunku

7.12. CzeSciowe punkty mierzenia

Czesto mimo ograniczonego miejsca na rysunku zachodzi potrzeba
odmierzania odcinka. Postugujemy sie wtedy tzw. czesciowym punktem
maerzenia, ktory pozwoli odmierzy¢ tylko czesé odcinka na prostej pod-
stawy p, a promienie rzutujace wykresla w perspektywie odcinek cal-
kowity. Zamiast punktu mierzenia M, pelnego odcinka konstruuje sie
punkt M 2, Na horyzoncie (h), ktory mierzy w perspektywie caly od-
cinek [A®B?®] na prostej a®, mimo ze na prostej p odmierzamy tylko
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SAB* (A*B* = A'B*) (uys. [1.3%1). Punkt Mz, nazywamy cze-
sciowym punktem mierzenia. Ogolnie, dla punktu mierzenia Mr , wy-

starczy odmierzy¢ odcinek dhugosci %A*B*. Uzasadnijmy to. Niech rzu-
tem punktu A® z punktu M, na prosta p bedzie punkt A*, a rzu-
tem z punktu M, bedzie punkt A**. Podobnie niech bedzie w przy-
padku punktu B* (rys. [7.39pl1). Zauwazmy, ze A*B* = T,B* — T,A*
lub B*A* = T,A* — T,B*. Mamy Z,M:, = %ZaMa. Nalezy wyka-
zaé, ze A*™B* = %A*B*. Zauwazmy, ze T,A* = %TQA* (z podo-
bieristwa trojkatow [Z,A°M,], [T,A*A*]), B*B* = (1 — %)TGB* (z po-
dobienstwa trojkatow [Mx , B°M,|, [B*B*B*|), T,B* = A*B* + T, A",
A B** = TaB*—(l—%)TaB*—%TaA* = %TaB*—%TaA* = %A*B*. Za-
tem, zamiast odmierza¢ A* B* z punktu M,, odmierza¢ bedziemy %A*B*
z punktu M, (na rys. 1 k=2 m=3).

7.13. Zasada zmniejszania

Rysunek 7.39: Zasady zmniejszania (redukcji rysunkéw): al) ilustracja istoty cze-
§ciowego punktu mierzenia; b) konstrukcja w rzucie srodkowym poprzez redukcje;
¢) podzialki zbiegu i postugiwanie sie¢ podziatkami zbiegu w konstrukeji prostych o §la-
dach zbiegu poza rysunkiem
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Kazdy obraz mozemy jednoktadnie powiekszy¢ lub zmiejszy¢. O ob-
razach takich moéwimy, ze pozostaja do siebie w stosunku redukcji. Punkt
staly jednoktadnosci nazywa sie punktem redukcyi. Najczesciej jest nim
punkt gtowny O.. Proste, taczace odpowiadajace sobie w jednoktadnosci
punkty, nazywamy promieniami redukcji. Na rysunku[7.40p, aby przepro-
wadzi¢ przez dany rzut punktu A® rzuty a°, b° prostych a, b, zredukowano
ktad oka oraz slady zbiegu w stosunku 1:3.

Rysunek 7.40: Zasady zmniejszania (redukcji rysunkéw): al) ilustracja istoty cze-
Sciowego punktu mierzenia; b) konstrukcja w rzucie srodkowym poprzez redukcje;
¢) podzialki zbiegu i postugiwanie si¢ podziatkami zbiegu w konstrukeji prostych o $la-
dach zbiegu poza rysunkiem

Nastepnie konstrukcje wykonano w uktadzie zredukowanym (na rys.
otrzymano obiekty z indeksem %), po czym przesunieto réwnolegle
otrzymane proste do punktu A*. Podobienistwo trojkatow, ktore widzimy
w zasadzie redukcji, mozna wykorzysta¢ do budowy tzw. podziatek zbiegu.
Idea takich podziatek omdwiona jlest na rysunku . Zakladanlly, ze
mamy zredukowany slad zbiegu Z; prostej a. W punktach O, i Z§ wy-
stawiamy proste prostopadte do linii horyzontu h. Odmierzamy na nich
dowolne jednostki j i j* takie, by j : 7* = 3 : 2 (stosunek ten odczytu-
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jemy z podobienistwa odpowiednich trojkatoéw na rys. ). Aby zna-
lezé prosta o Sladzie zbiegu Z,, bedacym poza rysunkiem, przechodzaca
przez punkt A® prowadzimy przez ten punkt prosta tak, by przecinala
podziatki zbiegu w punktach o tych samych wspoélrzednych w, w* (na

Iys. w=w"~ —2,4).






Rozdzial 8

Przeksztalcenia geometryczne

8.1. Przeksztalcenia geometryczne we wspéitrzednych

Konstrukcje obiektéw geometrycznych, zwlaszcza w programach kom-
puterowych (edytorach graficznych typu CAD), w znacznej mierze po-
legaja na przetwarzaniu wcze$niej narysowanych figur za pomocg prze-
ksztatceni geometrycznych. Sa to znane z geometrii elementarnej nastepu-
jace przeksztalcenia: przesuniecie, obrot, symetria osiowa, symetria srod-
kowa, jednokladnosé. Z pewno$cia mniej znanym przeksztatceniem jest
powinowactwo osiowe, a prawie nieznanym kolineacja $rodkowa.

8.1.1. Rzutowanie w ukladzie wspéirzednych

Komputerowa wizualizacja jakiegokolwiek obiektu przestrzennego
wymaga jego odwzorowania na ptaski ekran monitora lub na wydruko-
wang kartke papieru. Odwzorowanie takie musi by¢ opisane analitycznie.
Woezesniej zas obiekt ten musi by¢ opisany w pewnym wyj$ciowym ukta-
dzie wspotrzednych, ktory w grafice komputerowej nazywa sie uktadem
danych lub uktadem rzeczywistym. Do rysowania potrzebne sa wspol-
rzedne na plaszczyznie rzutowania, ktore otrzymamy poprzez analityczny
opis tego odwzorowania. Wspotrzedne te wyznaczamy najczesciej metoda
przeksztalcenia uktadu danych do uktadu obserwatora. Uktad obserwa-
tora to taki, w ktorym rzutnia pokrywa sie z ptaszczyzng z = 0. O tym,
jak przeksztalci¢ uklad danych do uktadu obserwatora, powiemy przy
omawianiu niektoérych przeksztatcen geometrycznych. Tutaj ograniczymy
sie do uktadu obserwatora. Rzutowanie w uktadzie obserwatora, w kto-
rym rzutnia pokrywa sie z plaszczyzna Oxy, jest dosé proste [7].
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8.1.2. Uktady wspoélrzednych

Uklady wspéirzednych na plaszczyznie

Aby okreslié punkt w sposob kartezjariski, wystarczy zadaé dwie
liczby (doktadniej: pare liczb) (x, y) — wspdtrzedne, czyli dwa odcinki skie-
rowane — wektory na osiach uktadu zaczepione w poczgtku tego uktadu.
Prowadzac przez ich kotice proste réwnolegte do osi, otrzymujemy w prze-
cigeiu zadany punkt (rys. [8.1p). Mowimy wtedy, ze punkt jest okreslony
za pomoca wspotrzednych bezwzglednych. Mozemy, bedac w jakims punk-
cie uktadu (np. w punkcie B na rys. ), wskazaé inny punkt , podajac
wspohrzedne wzgledne (dz, dy) (punkt C na rys. [8.1p). Punkt C jest ob-
razem punktu B w przesunieciu o wektor [dz, dy].

Rysunek 8.1: Uktady wspotrzednych na ptaszczyznie: a) wspotrzedne kartezjanskie
punktu i sposéb okreslania wspotrzednych nowego punktu (C) wzgledem wspolrzed-
nych punktu danego (B); b) biegunowy uklad wspohrzednych; c) ilustracja zwiazku
wspotrzednych biegunowych z kartezjanskimi

Uktad biegunowy okredlamy, zadajac potos bieqgunowq Oa i orientacje
(kierunek odktadania katow) (rys.[8.1p). W ukladzie tym punkt P okres-
lany jest przez podanie pary liczb: odlegtosci r punktu P od punktu O,
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czyli promienia, oraz kqta o, czyli amplitudy lub azymutu, ktory tworzy
poltprosta OP z polosia biegunowa. Zauwazmy, ze taka para liczb (r,p)
okresla punkt jednoznacznie, gdyz pierwsza wspotrzedna r oznacza, ze
punkt lezy na okregu o srodku O i promieniu r, kat ¢ okresla poétprosta
o poczatku w punkcie O. Polprosta ta ma z okregiem dokladnie jeden
punkt wspoélny, ktérego wspotrzednymi sa liczby r, . Zaleznosci alge-
braiczne miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i biegunowymi przy za-
tozeniu, ze biegun lezy w srodku uktadu, a potos biegunowa pokrywa sie
z dodatnia potosiqg Ox, sa nastepujace:

r=rcosp, y=rsing, r>0, 0<¢<2m, (8.1)
r=+\/r24+y? o= arctgy, x,y € R. (8.2)
x

W systemie AutoCAD uzywa sie trzech rodzajow wspotrzednych. Po-
szczegblne rodzaje wspotrzednych zapisujemy: prostokgtne — x,y; pro-
stokgtne wzgledne — Qdx,dy (np. @5,7.2); wzgledne bieqgunowe — Qr<y
(np. @5.3<45), gdzie ¢ jest wyrazony w stopniach. Znak @ oznacza, ze
wspolrzedne sa wzgledne [28].

Rysunek 8.2: Uktady wspotrzednych w 3D: a) sferyczny; b) cylindryczny
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Uktlady wspoélrzednych w 3D

Aby okresli¢ polozenie punktu w przestrzeni, wystarczy: (a) wskazaé
go geometrycznie, np. oléwkiem na kartce, myszka na ekranie monitora,
badz (b) poda¢ warunki geometryczne, jakie on spetnia, np. ze jest to
punkt wspolny dwoch danych prostych, lub (c¢) analitycznie, jesli zadany
jest uktad wspotrzednych poprzez podanie wspolrzednych punktu, albo
wskazaé czeSciowo geometryczniei czeSciowo analitycznie, tj. zazadac, by
pewne wspotrzedne mialy okreslone wartosci. Taki sposob wskazywania
punktow w systemie AutoCAD odbywa sie poprzez tzw. filtry.

Uktad prostokatny w przestrzeni 3D opisany jest podobnie jak na
plaszczyznie. Nie bedziemy go tu omawia¢. Powiemy natomiast o filtrach.
Aby okresli¢ punkt w przestrzeni, wskazujemy (np. myszka) na plaszczyz-
nie OXY lub OXZ lub OY Z (ekran, kartka) punkt i nastepnie poda-
jemy jego trzecig wspotrzedna jako liczbe (z klawiatury). Dla poréwnania
zwro¢my uwage na odwzorowanie punktu w aksonometrii, gdzie punkt
odwzorowany jest za pomoca rzutu aksonometrycznego swego rzutu pro-
stokatnego na jedna z ptaszczyzn, np. OXY (w AutoCAD-zie jest to filtr
.xy) 1 swego rzutu aksonometrycznego (jest to informacja odnosnie do
trzeciej wspohrzednej z, czyli wzglednej wysokosci geometrycznej). Po-
dobnie mozemy okresli¢ najpierw punkt na jednej z osi OX lub OY lub
0OZ, czyli podaé jego wzgledna odlegtos¢ od jednej z plaszczyzn uktadu
(podajac punkt na osi OX, okreslamy jego wzgledna odlegtosé od plasz-
czyzny OY Z, w AutoCAD-zie jest to filtr .yz), a nastepnie dookresli¢, po-
dajac dwie (brakujace) wspotrzedne. Uktad sferyczny jest uogodlnieniem
ptaskiego uktadu biegunowego. Opiszemy go od razu w relacji z pewnym
ukladem prostokatnym (rys. 8.2h). Punkt P okreslony jest przez: pro-
mien r, szerokosé geograficzng 1, czyli kat, ktory tworzy potprosta OP
z plaszczyzna OXY , oraz dtugosé geograficzng o, czyli kat, ktory tworzy
plaszczyzna OPP,, z plaszczyzng OXZ. ZaleznoSci miedzy ukladami
prostokatnym i sferycznym wyrazaja zwiazki

T =Trcospcost,y =rsinpcosy, z =rsiniy, (8.3)

przy czym
r>0, 0Sp<om—Z<y<c.

Uktad ten jest wykorzystywany w szczegdlnosci przy ustalaniu prze-
strzennej wizualizacji obiektu, czyli parametrow rzutéw: réwnolegtego
(aksonometria) 1 srodkowego. Zwlaszcza tam, gdzie ustalenie doty-
czy kierunku, ktory poprzez katy z dwiema ustalonymi ptaszczyznami
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jest tatwiej wyobrazalny. Do wyznaczenia kierunku wystarczaja dwie
wspoltrzedne sferyczne, mianowicie dtugosé i szeroko$é geograficzna. Tak
zreszta okreslono kierunek w analitycznym opisie rzutu réwnolegtego.
Uktad cylindryczny, podobnie jak uktad sferyczny, opiszemy w powiaza-
niu z pewnym ukladem kartezjaniskim. Uktad ten jest innym niz sferyczny
rozszerzeniem ptlaskiego uktadu biegunowego. Do dwoch wspotrzednych
biegunowych r, ¢ w zakresie ptaszczyzny OXY ,dotozono” trzecig wspot-
rzedng prostokatna h (rys. B.2p). Zaleznosci miedzy ukladami prostokat-
nym i cylindrycznym wyrazaja zwiazki

x=rcosp, y=rsing, z=h; r>0, 0<p<2m, he R (84)

Rzut réwnolegly

Kierunek rzutowania okreslimy we wspotrzednych sferycznych, zada-
jac dwa katy ¢ i a (rys. ) Z definicji funkcji trygonometrycznych
odpowiednich trojkatow otrzymujemy zwiazki [7]

¥ —x=dcosp, y —y=dsinp,

gdzie d = zctga. A stad, po odpowiednim podstawieniu, otrzymujemy
wzory na wspolrzedne rzutu réwnolegtego

¥ =1z + zctgacosp, Yy =y + zctgasin . (8.5)

Rzut $rodkowy

Niech §rodek rzutowania S ma wspotrzedne (a, b, ¢), rzutowany punkt
P niech ma wspohrzedne (x,y, z), a jego rzut P’ — wspotrzedne (2/,1/)
(rys. ) Wtedy rzut prostokatny P,, punktu P ma wspolrzedne (z,y).
Oznaczmy przez d odlegtos¢ P'P,,. Wowczas z odpowiednich trojkatow
mamy

z_ :>E_d+€

d d+c 2 d’
x’—a_d+e:>x,_a_($_a) c
r—a  d N c—z’
y—b d+e , c

= =y —b=(y—> .
- g y (y=b)——

Po ostatecznym przeksztatceniu otrzymujemy wzory na wspotrzedne
rzutu $rodkowego:

&
,: — :b _b . .
Y=t (e —a) S = b (b (5.
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Rysunek 8.3: Rzutowanie w ukladzie wspotrzednych: a) réwnolegte; b) rodkowe

8.1.3. Przesuniecie réwnoleglte

Na plaszczyznie, czyli w przestrzeni euklidesowej E?, ustalmy do-
wolny wektor &. Przesunieciem o wektor a nazywamy przeksztalcenie
postaci: 7% : E? — E? gdzie T3(X) = X' +— XX' = & Jezeli
wektor & i punkty X, X’ odniesiemy do przestrzeni kartezjanskiej R?,
a wiec potraktujemy jako pary wspotrzednych & = [a,, a,], X = (z,y),
X' = (2,y), to przesuniecie zapiszemy w postaci

¥=x+a, Y =y+a, (8.7)

Jezeli wprowadzimy wspotrzedne jednorodne, tzn. przyjmiemy, ze
punkt X o wspotrzednych x, y ma wspoétrzedne jednorodne x1, s,
x3, gdzie x = fc—;,y = ;—i,xg = 1, to przesuniecie zapiszemy w postaci
macierzowej (iloczynu macierzy)

1 0 0
[,y 1] =[x,y 1] | O 1 0 |. (8.8)

a; a, 1
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Warto sobie uswiadomié, ze przesuniecie réwnolegte mozna otrzymac
jako zlozenie dwu symetrii osiowych o osiach réwnolegtych.

Rysunek 8.4: Ilus:cracja znanych przeksztalcenn geometrii elementarnej: a) przesu-
niecie réwnolegte T* jako ztozenie 5,5, dwu symetrii osiowych S, Sy, o osiach p, ¢
rownoleglych p || ¢ o wektorze vV, wowczas & = 2¥; b) obrot ’Rg, jako zlozenie S;S,
dwu symetrii osiowych Sg, S;, o osiach k, | tworzacych kat U, wowczas g= 215

8.1.4. Obroét

Ustalmy teraz punkt O oraz kat skierowany . Obrotem dokola
punktu O o kat ¢ nazywamy przeksztalcenie postaci: RS : E? — E?

. 3 oy A - . : ..
gdzie RH(X) = X' «— XOX' = ¢. W przestrzeni kartezjanskiej przy
O =(0,0), X = (x,y), X' = (2,y/) obrot zapiszemy w postaci

"=xcosp+ysing, ¥y =1’ = —xsinp +ycosp (8.9)
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a we wspotrzednych jednorodnych i za pomoca macierzy w postaci

cose singp 0

[,y 1] = [x,y,1] | —sing cosp 0 |. (8.10)
0 0 1
Obrot dokota dowolnego punktu Oy = (z¢,yo) mozna zrealizowac,

sktadajac przesuniecie 717207%! 7 obrotem R, i przesunieciem 7 ¥o:vol.
W postaci macierzowej zlozenie przeksztalcen T[_mo’_yO]Rg’T[zU’yO} zapi-
szemy w postaci

1 0 O cosep sinp 0 1 0 0
[,y 1] = [x,y,1] 0 1 0 —singp cosp 0 0 1 0
—To —Yo 1 0 0 1 Lo Yo 1

Po pomnozeniu macierzy zapis macierzowy obrotu dokota dowolnego
punktu jest nastepujacy

cos ¢ sin 0
2,y 1] = [x,y,1] —sing cos 0
To — ToCOS P+ YosSiny Yo — Tpsing —ygcosy 1

Zauwazmy, ze symetrie Srodkowg mozemy zrealizowaé jako obrot o kat
180° w dowolnej orientacji. Ponadto warto sobie uswiadomi¢, ze obrot
mozna otrzymaé jako ztozenie dwu symetrii osiowych o osiach przecina-
jacych sie. Wowczas miara kata obrotu jest podwojeniem miary kata, jaki
tworzg te proste.

8.1.5. Jednokladnosé
Jednoktadnoscig o srodku O i skali k # 0 nazywamy przeksztatce-
nie postaci: 8§ : E? — E? gdzie S5(X) = X' +— 0X' = KOX.
W przestrzeni kartezjaniskiej przy X = (z,y), X' = (2/,y'), O = (z0, o)
jednoktadno$é SE zapiszemy w postaci
o' = xg + k(r — x0), ¥ = yo + k(y — vo) (8.11)

a we wspotrzednych jednorodnych i w notacji macierzowej

k 0 0
[,y 1] = [x,y,1] 0 k 0. (8.12)
(I—=k)zo (1-Fkyo 1
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8.1.6. Kolineacja srodkowa

Uktad ptaski [r] sklada si¢ z trzech obiektow ((P,L,]|)): ze zbioru
P punktow, zbioru IL prostych plaszczyzny m i relacji przynaleznosci
(incydencji) | punktu z prosta. Incydencja oznacza dla dowolnych X € P
ilel (X|llubl|X < X €1). W przestrzeni E® ustalmy punkt S oraz
prosta s oraz dwa uktady ptaskie [m] = (Py, Ly, |), [12] = (P2, Lo, |).

Kolineacjg srodkowq o $rodku S i osi s nazywamy przeksztatcenie
C*S : [m] — [ma] zachowujace przynaleznosé i speliajace nastepujace
warunki:

(c1) dowolny punkt X; € Py, jego obraz X, = C*°(X;) € Py i érodek S
sa wspotliniowe,

(c2) dowolna prosta x; € Li, jej obraz xo = C*%(z;) € Lo i 0f s sq
wspotpekowe.

Okreslone w przestrzeni rzutowej przeksztalcenie przybiera rozna
posta¢ w przestrzeni euklidesowej w zaleznosci od charakteru punktu S
(wlasciwy, niewlasciwy) i prostej s (wlasciwa, niewlasciwa). Cztery
rozne mozliwe przypadki przedstawiamy na rysunku

Przekroj plaski ostrostupa jest osiowo-kolineacyjnym obrazem
podstawy ostrostupa, w ktorym $Srodkiem kolineacji jest wierzchotek
ostrostupa, osia zas jest prosta wspolna ptaszczyzny przekroju i ptasz-
czyzny podstawy ostrostupa (rys. [1.10)).

Powinowactwem osiowym o $rodku S i osi s nazywamy przeksztal-
cenie P57 1 [m] —— [m] zachowujace przynaleznosé i spelniajace
nastepujace warunki:

(c1) dowolny punkt X; € Py, jego obraz X, = P>~ (X) € P, i §rodek
S s wspoltliniowe,

(c2) dowolna prosta z; € L, jej obraz zo = P*°" (1) € Ly i 0§ s sq
wspotpekowe.

Poprawnos¢ definicji kolineacji, powinowactwa, jednoktadnosci i prze-
suniecia uzasadnia twierdzenie Desarguesa oméwione w nastepnym roz-
dziale. Rysunek [8.5] mozna traktowaé jako jego ilustracje.



252 Przeksztatcenia geometryczne

Tabela 1: Klasyfikacja afiniczna kolineacji sSrodkowych

’ Srodek (punkt) ‘ O$ (prosta) ‘ Rodzaj przeksztalcenia ‘ Rys. ‘
p. wt. S pr. niewt. s | jednokladnosgé S 8.5a
p. wh. S pr. wt. s kolineacja $rodkowa C*° 8.5p
p. niewl. S pr. wh. s powinowactwo osiowe

o osi s i kierunku S ‘
p. niewl. S pr. niewl. s | przesuniecie (S™ € s)
rownolegte w kierunku S o ‘

Rysunek 8.5: Tustracja réznych afinicznych typow kolineacji: a) jednoktadnodé;
b) kolineacja srodkowa; ¢) powinowactwo osiowe; d) przesuniecie rownolegle (elacja —
srodek kolineacji nalezy do osi kolineacji, tzn. S € )

8.1.7. Twierdzenie Desarguesa

Twierdzenie 8.1 (Desarguesa). Jezeli dwa trojkaty maja o$ perspekty-
wiczna, to maja srodek perspektywiczny i odwrotnie.
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Twierdzenie Desarguesa, czy raczej konfiguracja Desarguesa, a wla-
Sciwie zamykanie sie tej konfiguracji (rys. , , , czyni kolineacje
osiowa definiowalna. Wyraza sie to m.in. niezaleznoscia konstrukeji ob-
razu trojkata od kolejnosci, w jakiej wybieramy poszczegolne wierzchotki

trojkata (rys. [8.5] B.6] B.7h9*, B.7h9").

8.1.8. Powinowactwo osiowe

Jezeli w powinowactwie kierunek S jest prostopadly do osi s, to
moéwimy wowcezas o powinowactwie prostokgtnym. Miedzy rzutem (pozio-
mym lub pionowym) figury ptaskiej i jej ktadem w szczegolnosei tatwo je
ustali¢ (rys. , 25, . Interesujace sa przeksztalcenia okregu za
pomoca powinowactwa (elipsa) i kolineacji srodkowej (elipsa, parabola,
hiperbola).

Jezeli w powinowactwie okreslonym za pomoca osi s i pary odpo-
wiadajacych sobie punktow X, Xy przez X’ oznaczymy punkt {X'} =
s N (X1X5), to mozemy wyznaczy¢ liczbe

Xo X!

ALY gdy  B(X1X'Xo),

k:{ 20X gdy —B(X1X'Xs),

gdzie (X1X3) jest prosta, symbol B(X; X' X5) oznacza, ze punkt X’ lezy
miedzy punktmi X; i Xy, — jest symbolem negacji. Liczbe k nazywamy
stosunkiem powinowactwa. Para (s, k) okresla jednoznacznie powinowac-
two.

8.1.9. Powinowactwo osiowe prostokatne

Niech osig powinowactwa bedzie prosta s o rownaniu ax + by + ¢ = 0
i stosunek powinowactwa niech wynosi k # 0. Punkt P=(z,y) odwzo-
rowujemy w taki punkt P'=(z',y'), 6—2?’ = kCﬁ)’, gdzie () jest rzutem
prostokatnym punktu P na o$ powinowactwa ax+by+c = 0. Aby znalez¢
wspotrzedne punktu @, prowadzimy przez punkt P prosta prostopadig
do prostej s i znajdujemy punkt ich przeciecia. Otrzymamy

ar + by +c ar + by +c

Q=lo-a=0 a2 + b2

).
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Rysunek 8.6: Konstrukcja obrazu trojkata w kolineacji srodkowej okrelonej za
pomoca osi s, srodka S i pary (X7, Xs) odpowiadajacych sobie punktow Xp, Xo;
al-10) poszczegodlne etapy znajdowania obrazu trojkata; a9*) sprawdzenie twierdzenia
Desarguesa — obrazy punktow As, By, Cy, mozna bylo otrzymacé, prowadzac wezesniej
proste a1, as lub by, by zamiast prostych c;, co. Wtedy odpowiednio inaczej nalezaloby
przyjaé pierwszg prosta a1 przechodzaca przez punkt Xp; a9’) wizualizacja trojkata
i jego obrazu w kolineacji
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Rysunek 8.7: Konstrukcja obrazu trojkata w powinowactwie osiowym okreglonym za
pomoca osi s i pary (X7, X2) odpowiadajacych sobie punktow X7, Xs; al—a9) poszcze-
golne etapy znajdowania obrazu trojkata; a9*) sprawdzenie twierdzenia Desarguesa —
zamiast punktu A mozna bylo wczesniej skonstruowaé punkt Bs, prowadzac prosta
ay zamiast prostej by — wowczas wezesniej znalezliby$my obraz punktu By; 9a') wizu-
alizacja zmiany ksztaltu figury w powinowactwie osiowym
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Dalej z zapisanej wezesniej rownosci wektorowej opisujacej przeksztat-
cenie otrzymujemy

;o ar+by+c , ar +by +c
a we wspotrzednych jednorodnych i w notacji macierzowe;j
1+wa®> wab 0
2y, 1] = [x,y,1] wab 1+ wb* 0 |, (8.14)
wac wbe 1
gdzie w = 5=
Zauwazmy, ze dla k = —1 powinowactwo osiowe prostokatne jest sy-

metria osiowa.

8.1.10. Skalowanie

Jezeli prosta s jest osia wspotrzednych Oz, czyli ma réwnanie y = 0,
tzn. a = 0,0 = 1,¢c = 0, to wzory na powinowactwo maja postac

¥ =ux9y = ky. (8.15)

Jezeli prosta s jest osia wspotrzednych Oy, czyli ma réwnanie z = 0,
tzn. a = 1,0 = 0,c = 0, to wzory na powinowactwo maja postac

¥ =kx,y =v. (8.16)

Ztozenie dwu powinowactw osiowych prostokatnych wzgledem osi
ukladu wspotrzednych o réznych stosunkach (czynnikach skalujacych)
Sz, sy okresla przeksztalcenie zwane w grafice skalowaniem wzdtuz osi

ukladu.

s 0 0
2,9/, 1] = [z,y,1] | 0 s, O |. (8.17)
0 0 1

Dla s, = s, jest to jednoktadnosé o srodku O = (0,0) i skali s,. Jesli
chcemy skalowa¢ w dowolnych kierunkach prostopadtych, nachylonych do
osi uktadu pod katem ¢, to skalowanie we wspotrzednych jednorodnych
1 w notacji macierzowej wyraza si¢ wzorem

[y, 1] =
sy cos’p+s,sin’ ¢ (—s, +8,)sinpcosp 0
[2,9,1] | (—sz+s,)sinpcosp s cos> o+ s,sin¢p 0 | . (8.18)
0 0 1
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8.2. Jak zmierzyé¢ przenikajace sie dachy z wiezami?

W rozdziale 3.1.4 omoéwilismy metode elementéw wspolnych przeni-
kajacych sie bryt i jako przyktad zastosowania wyznaczyliSmy linie
przenikania sie dwoch ostrostupow, tj. wiezy z dachem (rys. . Wy-
obrazmy sobie teraz, ze chcemy zrobi¢ model fizyczny (np. z papieru)
przenikajacych sie bryl. Potrzebne sa wowczas naturalne wymiary Scian
i fragmentow $cian ostrostupéw. W tym celu wystarczy wykonaé¢ ktady
wszystkich $cian lub fragmentéw Scian poszczegélnych bryl. Z uwagi na
powtarzalnosé elementow wystarcza kitady fragmentow dwu Scian. Do
konstrukeji wykorzystamy powinowactwo osiowe. Jako o§ obrotu w kta-
dzie, a takze jako o$ powinowactwa przyjmiemy bok podstawy dachu
prostopadly do rzutni pionowej (rys. |8.8a12). Plaszczyzny obrotu po-
szczegblnych wierzchotkéw obracanego wielokata sa prostopadte do osi
i rownoczesnie okreslaja kierunek powinowactwa.

Rysunek 8.8: Konstrukcja ktadu potaci dachu (fragmentu $ciany nizszego ostrostupa
zawierajacej punkty 1, 5, 6), osig obrotu (osia powinowactwa) jest krawedz podstawy
nizszego ostrostupa (okap): al2) przez punkt 6’ prowadzimy prosta prostopadla do
okapu (rzut plaszczyzny obrotu punktu 6 i jednoczesnie kierunek powinowactwa),
w celu wykonania ktadu odcinka O6 (promienia obrotu punktu 6 dokota osi) mierzymy
wysoko$¢ punktu 6 (promieni okregu); al3) przenosimy do rzutu poziomego poprzez
przeniesienie (przesuniecie) okregu; al4) znajdujemy ktad odcinka O6 i tym samym
promieri obrotu punktu 6 w rzeczywistej dtugosci (cdn.)
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Rysunek 8.9: Konstrukcja ktadu potaci dachu (kolejne etapy ktadu z wykorzy-
staniem powinowactwa osiowego prostokatnego cd.): al5) rysujemy klad pierwszego
boku wielokata potaci; al6) przedtuzamy drugi odcinek rzutu (poziomego) i punkt
przeciecia z osig obrotu laczymy z koicem odcinka obroconego; al7) przez punkt 1/
prowadzimy prosta prostopadla do osi obrotu (prosta kierunku powinowactwa) i ry-
sujemy ktad drugiego odcinka potaci (cdn.)

Rysunek 8.10: Konstrukcja ktadu potaci dachu (cd.): al8) przedtuzamy trzeci od-
cinek rzutu (poziomego); al9) przez punkt przeciecia z osia obrotu i koniec drugiego
odcinka obroconego prowadzimy prosta, rownoczesnie przez punkt 5’ prowadzimy pro-
sta prostopadia do osi, znajdujeny punkty okreslajace ktad trzeciego odcinka potaci;
a20) rysujemy ktad trzeciego odcinka potaci, a po potaczeniu z koricem na osi rzutu
czwartego odcinka polaci otrzymujemy klad czwartego odcinka potaci (cdn.)
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Klad fragmentu Sciany wyzszego ostrostupa (potaci wiezy) opiszemy
tylko w formule przeksztalcenia przez powinowactwo osiowe prostokatne.
W tym celu za 0§ powinowactwa wybieramy prosta zawierajaca krawedz
jego podstawy. Jest to prosta wyrézniona na rysunku [R.1Th21. Pozo-
staje okresli¢ pare odpowiadajacych sobie punktow, czyli znalezé klad
np. wierzcholka wyzszego ostrostupa. Uzyskamy go przez obrot wyso-
kosci éciany. W celu wyznaczenia naturalnej wysokosci Sciany wyzszego
ostrostupa mierzymy jego wysokos¢. Jest to dhugosé srednicy okregu skon-
struowanego na rysunku [8.1Th22, pokrywajacej sie z wysokoscia ostro-
stupa w rzucie pionowym. Przenosimy te wysokosé do rzutu poziomego
(rys. 23), tzn. $rednica zawiera rzut krawedzi nizszego ostroshupa.

Rysunek 8.11: Konstrukcja ktadu potaci wiezy: a2l) osia obrotu jest krawedz
(rzutu) podstawy wyzszego ostrostupa i §ciany zawierajacej punkty 2, 7, 3; a22) w celu
wyznaczenia naturalnej dlugosci wysokosci Sciany wyzszego ostrostupa mierzymy
jego wysoko$é — jest to dlugosé srednicy narysowanego okregu, zawierajacej wyso-
kos¢ ostrostupa w rzucie pionowym; a23) odmierzamy wysoko$¢ wierzchotka (dtugosé
§rednicy okregu), przesuwajac okrag tak, by po przesunieciu przechodzil przez rzut
poziomy wierzchotka i Srednica okregu zawierala rzut krawedzi nizszego ostrostupa
(srodek okregu znajduje sie na prostej zawierajacej przekatna podstawy nizszego
ostrostupa) (cdn.)

Dalsza konstrukcja, wyznaczanie ktadu wielokata potaci wiezy me-
toda powinowactwa jest realizowana na rysunkach [8.12] [8.13] [8.14]
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Rysunek 8.12: Konstrukeja ktadu potaci wiezy (cd.): a24) ktad boczny wysokosci
$ciany; a25) klad wierzchotka (cdn.)

Rysunek 8.13: Konstrukcja ktadu potaci wiezy (cd.): a26) ktad krawedzi $ciany;
a27) wyznaczenie boku wielokata potaci wiezy (cdn.)
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Rysunek 8.14: Konstrukcja ktadu potaci wiezy (cd.): a28) ktad drugiego boku wie-
lokata potaci wiezy; a29) klad pozostalej czesci symetrycznej czesci wielokata potaci
wiezy
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ztozenie symetrii, 249
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