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WYKAZ WAZNIEJSZYCH 0ZNACZEN

Aq — pole nominalnego obszaru kontaktu m?;

a — efektywna glebokos$¢ nagrzewania m;

Bi, — liczba Biota na powierzchni swobodnej warstwy;

Bi, — liczba Biota na powierzchni kontaktu;

c — ciepto whasciwe JK ' kg!;

d — grubo$¢ warstwy m;

f — wspotczynnik tarcia;

fer  — efektywnos¢ hamowania;

fr — fluktuacja hamowania;

fm — $rednia warto§¢ wspolczynnika tarcia;

fo — nominalny wspotczynnik tarcia;

fs — stabilno$¢ wspotczynnika tarcia;

G — masa elementu kg;

he — wspOlczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta przez po- WK !'m?
wierzchni¢ swobodng warstwy

h; — kontaktowy wspotczynnik przewodzenia ciepta miedzy WK '!'m?;
powierzchniami ciernymi

L() —zmodyfikowana funkcja Bessela n-tego rzgdu pierwszego
rodzaju;

J.(-) —funkcja Bessela n-tego rzgdu pierwszego rodzaju

k — dyfuzyjno$¢ cieplna m?s™;

K — przewodno$¢ cieplna WK'm;

K — bezwymiarowy wspolczynnik efektywnosci cieplnej WK'm;

K.(*) —zmodyfikowana funkcja Bessela n-tego rzedu drugiego
rodzaju;

p — cisnienie kontaktowe Pa;

Do — nominalna warto$¢ ci$nienia kontaktowego Pa;

q — gesto$¢ mocy tarcia W m?;

qo — nominalna warto$¢ gestosci mocy tarcia W m?;

R. — promien zewnetrzny naktadki m;

R — promien wewnetrzny naktadki m;
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—czas

— czas narastania ci$nienia kontaktowego

— czas hamowania

— czas hamowania przy statym opo6znieniu

— temperatura

— temperatura otoczenia

— temperatura poczatkowa

— bezwymiarowa temperatura;

— predkos¢ poslizgu

— udziat objetosciowy materiatu rdzenia

— nominalna predkos¢ poslizgu

— funkcja Bessela n-tego rzedu drugiego rodzaju;
— zmienna przestrzenna w kierunku osiowym
— wspotczynnik rozdzielenia strumieni ciepta;
— kontur catkowania;

— bezwymiarowy parametr gradientu FGM,;

— bezwymiarowa zmienna przestrzenna w kierunku osiowym;
— przyrost temperatury

— wspolczynnik skali przyrostu temperatury

— bezwymiarowy przyrost temperatury;

— bezwymiarowy przyrost temperatury w czasie hamowania;
— gestose

— bezwymiarowy czas (liczba Fouriera);

— bezwymiarowy czas narastania ci$nienia kontaktowego;

— bezwymiarowa chwila zatrzymania;

— bezwymiarowa chwila zatrzymania przy statym cisnieniu
kontaktowym,;

— kat opasania naktadki

OC;
OC;



WPROWADZENIE

Niniejsza monografia porusza temat modelowania matematycznego procesu na-
grzewania tarciowego podczas hamowania, ktory stanowi wazny problem nauko-
wy 1 aplikacyjny. Kluczowym elementem rzeczonego modelowania jest zagadnie-
nie cieplne tarcia, tj. poczatkowo-brzegowe zagadnienie przewodnictwa cieplnego
z uwzglednieniem nagrzewania na skutek tarcia dla elementow roboczych uktadu
hamulcowego (naktadka-tarcza, szczeka-beben itp.). Rozwiazania zagadnien tego
typu otrzymuje si¢ metodami numerycznymi lub, przy odpowiednich zalozeniach
upraszczajacych, metodami analitycznymi. Znalezione w ten sposdb wartosci tem-
peratury weryfikuje si¢ nastgpnie za pomoca odpowiednich danych doswiadczal-
nych, uzyskanych najczgsciej za pomoca termopar.

Zakres badan zaprezentowanych w monografii obejmuje analityczne metody
teorii przewodnictwa cieplnego stosowane do otrzymywania dokladnych rozwiazan
zagadnien cieplnych tarcia ciat wykonanych z funkcyjnie gradientowych materiatow
(FGM). Te ostatnie stanowig klas¢ materiatdéw niejednorodnych, ktérych whasciwo-
$ci cieplno-fizyczne oraz (lub) mechaniczne zmieniajg si¢ w sposob ciagly lub ka-
watkami-ciggly wjednym badz w kilku kierunkach. Odpowiednio kontrolowany
gradient przewodnos$ci cieplnej materialow tarczy inakladki moze powodowaé
znaczne obnizenie temperatury maksymalnej inaprezen termicznych w uktadach
hamulcowych. Z tego powodu FGM coraz cze¢éciej stosuje si¢ jako powlokowe ba-
riery cieplne (ang. thermal barrier coating, dalej TBC), zastepujac nimi konwencjo-
nalne materialy jednorodne. Duzy potencjat aplikacyjny tych materiatow powoduje
pojawienie si¢ potrzeby tworzenia irozwijania modeli nagrzewania tarciowego
FGM. Warto zaznaczy¢, ze przewazajaca wigkszos¢ doktadnych, analitycznych roz-
wigzan zagadnien cieplnych tarcia i odpowiednich zagadnien brzegowych termo-
sprezystosci zostata otrzymana dla materiatow jednorodnych. W zwigzku ztym
opracowanie odpowiednich modeli analitycznych dla elementow ciernych wykona-
nych z FGM stanowi luke badawcza, probg uzupelnienia ktorej podjeto w niniejszej
monografii poprzez wyznaczenie doktadnych i asymptotycznych rozwigzan nowej
klasy zagadnien cieplnych tarcia podczas hamowania sformutowanych dla FGM.
Pozwolito to na zbadanie wptywu gradientu przewodnosci cieplnej materiatlow ele-
mentow ciernych na inicjowane w nich podczas hamowania pole temperatury.

Monografia sktada si¢ ze spisu tresci, wykazu wazniejszych oznaczen, wpro-
wadzenia, przegladu literatury, czterech rozdzialdéw roboczych (zawierajagcych 66
rysunkow i 13 tabel), podsumowania, spisu cytowane;j literatury (162 pozycje) oraz
streszczen w jezykach polskim i angielskim.



Rozdzial pierwszy zawiera przeglad literatury na temat zastosowania funkcyj-
nie gradientowych materiatow (FGM) w uktadach ciemych. Przeanalizowano row-
niez problemy zwigzane ze wspolczesnym stanem wiedzy w zakresie formutowa-
nia i metod rozwigzywania zagadnien przewodnictwa cieplnego dla cial wykona-
nych w catosci lub zawierajacych elementy wykonane z FGM. Szczegdlna uwage
poswigcono za$ zagadnieniom cieplnym tarcia.

W rozdziale drugim otrzymano doktadne rozwiazanie poczatkowo-brzegowego
zagadnienia przewodnictwa cieplnego z uwzglgdnieniem generacji ciepta na skutek
tarcia na powierzchni kontaktu dwoch potograniczonych ciat (polprzestrzeni) wykona-
nych z funkcyjnie gradientowych materiatow. W tym, jak rowniez w nastepnych roz-
dziatach monografii, pojawiajg si¢ wybrane FGM, ktore posiadaja wspolczynnik
przewodnosci cieplnej zwickszajacy si¢ eksponencjalnie wraz z rosnacg odlegltoscig od
powierzchni ciernej. Przy zatozeniu warunkéw doskonatego kontaktu cieplnego tarcia,
W otrzymanym rozwigzaniu uwzgledniono profil czasowy gestoSci mocy tarcia odpo-
wiadajgcy procesowi hamowania z eksponencjalnym narastaniem ci$nienia kontakto-
wego. Zbadano rowniez wptyw wrazliwos$ci termicznej materiatlow sktadowych FGM
na temperatur¢ podczas pojedynczego hamowania ze statym opdznieniem.

Rozdziat trzeci dotyczy opracowania odpowiedniego modelu matematycznego
do wyznaczenia pola temperaturowego uktadu hamulcowego pracujacego w powtor-
no-krotkoterminowym (PKT) trybie, ktory sktada si¢ z okreslonej liczby powtarzaja-
cych si¢ cykli hamowan i rozpgdzania pojazdu. Ze wzgledu na potrzebg zadania
warto$ci wspotczynnika rozdzielenia ciepta pomiedzy elementami ciernymi na etapie
rozpg¢dzania, zaproponowano metodyke jego wyznaczania w przypadku pary ciernej,
w ktorej jeden z elementdw wykonano z FGM, a drugi z materialu jednorodnego.
Przeanalizowano takze ewolucj¢ temperatury powierzchni kontaktu naktadki z tarcza
podczas pigciu etapéw hamowania, przy uwzglednieniu wrazliwosci termicznej
wspodtczynnika tarcia oraz wlasciwosci cieplno-fizycznych materiatow pary cierne;j.

Modele obliczeniowe zaproponowane w dwoch wezesniejszych rozdziatach
dotyczyly nagrzewania ciernego ciat potograniczonych. W kolejnych rozdziatach
analizie poddano natomiast uktady, w ktorych jeden z elementéw ma skonczony
wymiar w kierunku oddziatywania strumienia ciepta (warstwy wykonanej z FGM).
W rozdziale czwartym rozpatrzono dwa schematy nagrzewania ciernego.
W pierwszym powierzchni¢ wolng warstwy FGM naniesionej na jednorodne pod-
loze nagrzewano strumieniem ciepla o intensywnosci zmieniajgcej si¢ w czasie.
Otrzymano doktadne oraz asymptotyczne rozwigzania odpowiedniego poczatko-
wo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego dla takiego uktadu, ktore
moga by¢ stosowane do ustalenia wptywu powtokowej bariery termicznej (TBC)
wykonanej z FGM na temperatur¢ podtoza. Zgodnie z drugim schematem nagrze-
wanie ukladu warstwa FGM-podtoze odbywato si¢ na skutek tarcia podczas kon-
taktu $lizgowego z jednorodng poétprzestrzenia. W obydwu schematach badano
wplyw gradientu przewodnosci cieplnej warstwy na pole temperatury.
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W opracowanych w rozdziale czwartym modelach naniesiona na podtoze
FGM warstwa petni funkcje elementu ochronnego pozwalajgcego obnizy¢ tempe-
ratur¢ elementu podstawowego (podtoza). W rozdziale pigtym warstwa wykonana
z FGM jest natomiast elementem pary ciernej, $lizgajacym si¢ po powierzchni
jednorodnej polprzestrzeni. W odroznieniu od wszystkich powyzszych modeli
obliczeniowych w rozpatrywanym przypadku generacja ciepta ma miejsce przy
zatozeniu niepelnego (niedoskonatego) kontaktu cieplnego tarcia pomigdzy war-
stwa a pOlprzestrzenig, zas na powierzchni wolnej warstwy FGM uwzgledniono
chlodzenie konwekcyjne. Otrzymane doktadne, jak rowniez asymptotyczne, roz-
wigzania odpowiedniego zagadnienia cieplnego tarcia pozwolily na przeprowadze-
nie analizy pod katem ustalenia wzajemnego wptywu kontaktowej przewodnosci
cieplnej i intensywno$ci wymiany ciepta pomi¢dzy warstwa a otoczeniem.

W podsumowaniu zamieszczone zostaly najwazniejsze rezultaty przeprowa-
dzonych badan oraz sformutowane na ich podstawie wnioski koncowe.

Wydanie niniejszej monografii zostalo sfinansowane w ramach projektu
nr WZ/WM-1IM/4/2023 realizowanego w Katedrze Mechaniki i Informatyki Sto-
sowanej Wydzialu Mechanicznego Politechniki Biatostockiej.
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1. PRZEGLAD LITERATURY

Temperatura ma kluczowy wplyw na charakterystyki tarcia i zuzycia elementow
ciernych uktadow hamulcowych, ajej znajomos$¢ jest niezbedna do oceny ich
wydajno$ci. Podstawe teoretycznego wyznaczania pola temperatury podczas ha-
mowania stanowi modelowanie matematyczne procesu nagrzewania tarciowego
[122]. Najistotniejszym elementem takiego modelowania sa zagadnienia cieplne
tarcia — poczatkowo-brzegowe zagadnienia przewodnictwa cieplnego z uwzgled-
nieniem wytwarzania ciepta na skutek tarcia na powierzchni kontaktu dwoch ciat.

Jedno z podejs¢ do formulowania zagadnien cieplnych tarcia polega na my-
slowym odseparowaniu elementéw pary ciernej z nastepnym ich osobnym nagrze-
waniem strumieniami ciepta o intensywno$ci proporcjonalnej do gesto$ci mocy
tarcia [67, 107, 145]. Wspotczynnikiem proporcjonalnosci tu wystepujacym jest
tzw. wspolczynnik rozdzielenia strumienia ciepta (ang. heat partition ratio, dalej
HPR) [18, 29]. Wzory do jego wyznaczenia otrzymuje si¢ na podstawie obrobki
danych doswiadczalnych uzyskanych za pomocg termopar lub z doktadnych roz-
wigzan poczgtkowo-brzegowych zagadnien przewodnictwa cieplnego [44, 120,
145]. Opracowano takze metodyke eksperymentalnego badania podzialu ciepta
tarciowego pomig¢dzy tarczg i nakladka hamulcowa na zredukowanym stanowisku
badawczym [71], natomiast przeglady metod teoretycznego wyznaczania HPR
w uktadach hamulcowych zawarto w pracach [44, 94, 132]. Nalezy zaznaczy¢, ze
wszystkie metody teoretycznego ustalenia wzoréw do wyznaczenia HPR zawieraja
nastepujace etapy:

e rozwigzanie w postaci analitycznej zagadnienia przewodnictwa cieplnego
o nagrzewaniu wybranego elementu pary ciernej strumieniem ciepla
o intensywnos$ci zawierajacej nieznany a priori HPR, pomnozony przez
funkcje opisujaca przebieg czasowy gestosci mocy tarcia;

e otrzymanie z warunku réwnosci temperatury maksymalnej Iub $redniej po-
wierzchni ciernych wzoru do wyznaczenia HPR w zalezno$ci od wtasciwo-
sci cieplno-fizycznych materiatow tracych si¢ elementow.

Warto zauwazy¢, ze otrzymane dotychczas wzory teoretyczne do wyznaczenia
HPR dotycza materialow jednorodnych [22, 39, 46, 129, 144].

Obok koncepcji opartej na wykorzystaniu HPR przy formutowaniu analitycz-
nych modeli nagrzewania tarciowego stosuje si¢ rowniez tzw. podejécie kontakto-
we, w ktorym nagrzewanie obu elementoéw pary ciernej zachodzi jednocze$nie pod
wplywem ciepta generowanego na powierzchni kontaktu. Oba elementy podczas
nagrzewania sg wiec ,,sprzezone” za pomocg dwoch warunkéw brzegowych na tej
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powierzchni [57, 66]. Sa to tzw. warunki kontaktu cieplnego tarcia — najczg¢$ciej
korzystano z nich w wariancie idealnym, ktory deklaruje, ze [139]:
e suma intensywnosci strumieni ciepta absorbowanych po normalnej od powierzchni
kontaktu do wewnatrz kazdego elementu rowna si¢ gestosci mocy tarcia;
e w kazdej chwili podczas tarcia powierzchnie cierne elementéw sa nagrzane
do tej samej temperatury.

Pierwszy z powyzszych warunkéw zaktada, ze catkowita praca tarcia podczas
poslizgu konwertowana jest na ciepto, przy pominieciu jej czesci odpowiadajacej
za zuzycie cierne. Uproszczenie modelowe zatozone w warunku drugim polega za$
na pominigciu wplywu oporu termicznego powierzchni kontaktu na temperature,
co jednak jest zasadne tylko w przypadku gtadkich powierzchni ciernych. Najcze-
$ciej powierzchnie te sa natomiast chropowate, a sumaryczne pole rzeczywistych
obszaréw styku mikronieréwnosci jest znacznie mniejsze od pola obszaru kontaktu
nominalnego, okreslanego w przypadku tarczowego uktadu hamulcowego wymia-
rami naktadki [34]. Uwzglednienie kontaktowego oporu termicznego lub jego od-
wrotnosci — termicznej przewodno$ci kontaktowej — w formutowaniu zagadnien
cieplnych tarcia skutkuje pojawieniem si¢ niecigglosci rozktadu temperatury na
powierzchni kontaktu. Wystepowanie roznicy temperatury powierzchni roboczych
elementow ciernych wspotpracujacych przy wysokim obcigzeniu potwierdzaja
badania do$§wiadczalne [68, 74]. W tarczowych uktadach hamulcowych maksy-
malna temperatura tarczy jest zazwyczaj nizsza od wartosci osigganych
na powierzchniach ciernych nakladek, poniewaz sg one wykonane z bardziej
migkkiego materiatu, przez co atwiej ulegaja odksztalceniom plastycznym i zuzy-
ciu niz twardszy materiat tarczy [72, 94, 107]. Efekt ten jest szczegdlnie zauwazal-
ny w uktadach z naktadkami hamulcowymi o matym kacie przykrycia, poniewaz
powierzchnie robocze obracajacej si¢ tarczy nagrzewane sg tylko podczas krotko-
trwatego kontaktu z oktadzing cierng. Ponadto nie tylko pole temperatury, ale takze
wspotczynnik podziatlu ciepta pomiedzy elementami $lizgowymi (HPR) jest wraz-
liwy na niedoskonatosci powierzchni ciernych [16].

Biorac pod uwage wyzej wymienione, aktualnie coraz czesciej podczas opra-
cowywania modeli matematycznych dotyczacych wyznaczania trybu temperaturo-
wego uktadéw hamulcowych stosuje si¢ warunki tzw. nieidealnego kontaktu ciepl-
nego tarcia [9]. Jednakowo$¢ temperatur powierzchni ciernych elementdw, jak
to byto w warunkach kontaktu idealnego, zastepuje si¢ warunkiem proporcjonalno-
§ci roznic intensywnos$ci strumieni ciepta i temperatury powierzchni ciernych.
Wspdtczynnikiem proporcjonalno$ci wystepujacym tym razem jest kontaktowy
op6r termiczny lub, czgsciej, termiczna przewodnos$¢ kontaktowa. W przypadku
nieograniczonego zwigkszenia tej ostatniej nieidealne warunki kontaktu cieplnego
tarcia ulegaja transformacji w warunki kontaktu idealnego [139].

Kontaktowy opdr termiczny definiowany jest jako stosunek roznicy temperatu-

ry powierzchni ciernych do catkowitego strumienia ciepta przeplywajacego przez
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obszar kontaktu [62, 125]. W celu wyjasnienia przyczyn pojawienia si¢ kontaktowe-
go oporu termicznego opracowano koncepcje ,.trzeciego ciata” (ang. third body
concept) [31, 40]. W aspekcie materiatowym takie trzecie cialo w obszarze kontaktu
tarczy z oktadzing cierng tworzy cienka warstwe powstala w wyniku gromadzenia
si¢ produktéw zuzycia i zanieczyszczen z otoczenia [1, 41]. Taka warstwa posiada
swoje wilasciwosci mechaniczne i cieplno-fizyczne, odmienne od tych charakteryzu-
jacych materialy pary ciernej. Trzecie cialo wpostaci cienkiej warstwy
z objetosciowym ciggltym Zrédtem ciepta o statej mocy zaimplementowano do mode-
lu matematycznego nagrzewania hamulca tarczowego [75]. Rozwigzanie numerycz-
ne otrzymane z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych (MES) odpowied-
niego zagadnienia cieplnego tarcia pozwolito nastgpnie wyznaczy¢ pole temperatury
i stwierdzi¢, Zze na otrzymane rezultaty wptywa przede wszystkim grubos¢ warstwy
reprezentujacej trzecie cialo. Podobne symulacje numeryczne potwierdzity, ze [72]:
e zwigkszenie kontaktowego oporu termicznego powoduje podwyzszenie
temperatury powierzchni ciernej naktadki;
e zwigkszenie grubosci warstwy skutkuje wigkszg rdéznica temperatur pomig-
dzy powierzchniami ciernymi tarczy i naktadki.

Rownolegle z numerycznymi rozwijano réwniez analityczne modele nieusta-
lonego nagrzewania tarciowego oparte na kluczowym zatozeniu o pominigciu
zmiany gradientu temperatury w kierunkach réwnoleglych do powierzchni ciernej.
Stosujac takie znaczne, ale jednak potwierdzone badaniami do§wiadczalnymi [18,
22, 39] uproszczenie, zagadnienia cieplne tarcia sformutowano dla cial ograniczo-
nych powierzchniami kanonicznymi, do ktorych zaliczy¢ mozna w szczegdlnosci
pélprzestrzen i warstwe. Przeanalizowano takze przestrzenno-czasowe rozklady
temperatury powstatej podczas nagrzewania ciernego w warunkach nieidealnego
kontaktu cieplnego tarcia ze stata predkoscia dwoch jednorodnych potprzestrzeni
[98, 99] oraz zaproponowano metodyke otrzymywania wzoréw do wyznaczania
oporu termicznego na podstawie doktadnego rozwigzania zagadnienia przewodnic-
twa cieplnego dla zrodta ciepta o statej mocy, poruszajacego si¢ ze stalg predkoscia
po powierzchni jednorodnej potprzestrzeni [63]. Otrzymano doktadne rozwigzania
jednowymiarowych poczatkowo-brzegowych zagadnien przewodnictwa cieplnego
dla dwoch réznorodnych potprzestrzeni z uogoélnionymi warunkami nieidealnego
kontaktu cieplnego tarcia przy statych ci$nieniu kontaktowym i predkosci poslizgu
[15, 82, 83]. Na ich podstawie znaleziono wzory do wyznaczenia HPR.

Nalezy zaznaczy¢, ze wraz ze spadkiem wzglednej predkosci poslizgu ele-
mentow ciernych warto$¢ oporu cieplnego na styku elementow ciernych wzrasta
[16]. Zaproponowano wigc algorytm do szacowania temperatury z uwzglednie-
niem zmiennego w czasie kontaktowego oporu termicznego w uktadzie hamulco-
wym skladajacym si¢ z warstwy (naktadki) §lizgajacej si¢ po potprzestrzeni
(tarczy) [131]. Analityczne rozwigzania nieustalonych zagadnien cieplnych tarcia

podczas hamowania ze stalym spowolnieniem, przy niezmiennej z czasem ter-
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micznej przewodnos$ci kontaktowej powierzchni ciernej warstwy z polprzestrzenia,
otrzymano bez [142] oraz z [151] uwzglgdnieniem chlodzenia konwekcyjnego
powierzchni wolnej warstwy.

Eksperymentalnie zbadano takze opdr termiczny obszaru kontaktu dwoch dra-
zonych cylindréw przy ich niedoskonalym kontakcie slizgowym [11]. Zapropono-
wano rowniez metodg doswiadczalnego pomiaru termicznej przewodno$ci kontak-
towej [95, 96]. Ustalono, zZe jej warto$¢ zalezy gtownie od ci$nienia kontaktowego,
predkosci poslizgu, temperatury i wlasciwosci materiatlow ciernych [42, 94, 115].
Opracowano model numeryczny z wykorzystaniem MES do jednoczesnego wyzna-
czania termicznej przewodno$ci kontaktowej, HPR 1 strumieni ciepta w zagadnie-
niach tarcia §lizgowego [10]. Przeanalizowano wplyw termicznej przewodnosci kon-
taktowej na temperatur¢ irozdzial ciepta tarciowego w ukladzie nakladka-tarcza
[93]. Zarowno do$wiadczalnie, jak i za pomocg symulacji komputerowej z wykorzy-
staniem MES, znaleziono pola temperatury inicjowane podczas testow wedtug
schematu pin-on-disc [107]. Autorzy opracowali trzy modele MES, stosujac rozne
podejscia, tj. metode wirtualnego odseparowania cial z nastgpnym ich sprze¢zeniem
za pomoca HPR, zatoZenie idealnych warunkow cieplnego tarcia w obszarze kontak-
tu oraz koncepcj¢ trzeciego ciata. Stwierdzono, ze rezultaty otrzymane za pomocg
modelu numerycznego z idealnym kontaktem, czyli z zachowaniem cigglosci tempe-
ratury w obszarze styku, najlepiej pasowaly do odpowiednich danych pomiarowych.
Warto zaznaczy¢, ze otrzymane dane do§wiadczalne znaleziono podczas testu stanowi-
skowego, ktory przeprowadzono w tagodnych warunkach poslizgu, a wigc w sytuacji,
gdy opo6r termiczny byt niewielki, co w modelach teoretycznych jest zblizone do wa-
runkéw idealnego kontaktu cieplnego tarcia [ 14, 40].

Ponadto opracowano trojelementowy (polprzestrzen-warstwa-potprzestrzen)
schemat obliczeniowy do szacowania temperatury tarczowego uktadu hamulcowe-
go z uwzglednieniem zacisku, na ktorym osadzona jest naktadka. Przeprowadzono
porownanie temperatury ustalonej za pomoca doktadnych rozwigzan jednowymia-
rowych zagadnien cieplnych tarcia dwu- i trzyelementowych modeli [138]. Troje-
lementowy uktad sktadajacy si¢ z potprzestrzeni (tarczy) i warstwy (naktadki) osa-
dzonej na podtozu (zacisku) wykorzystano do sformutowania, a nast¢pnie rozwig-
zania zagadnienia z warunkami idealnego kontaktu cieplnego tarcia podczas ha-
mowania z jednostajnym opoznieniem [134]. Znalezione w ten sposob niestacjo-
narne pole temperatury zaimplementowano do wyznaczenia quasi-statycznych
naprezen termicznych w tarczy, nakladce i zacisku [136]. Otrzymano rowniez do-
ktadne rozwigzanie odpowiedniego zagadnienia z uwzglgdnieniem oporu termicz-
nego powierzchni ciernej warstwy i potprzestrzeni [149]. Nast¢pnie zaproponowa-
no uogodlnienie tego rozwigzania, tak aby odnosito si¢ takze do przypadku fluktua-
cji ci$nienia kontaktowego [58]. Znaleziono asymptotyczne rozwigzania poczat-
kowo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego dla trojelementowego
uktadu tarcza-naktadka-zacisk przy uogoélnionych warunkach brzegowych na po-
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wierzchni poslizgu [150]. Rozpatrzono zagadnienie cieplne tarcia dla takiego sa-
mego uktadu z naktadka wykonang z materialu kompozytowego o strukturze mi-
kroperiodycznej [59].

Nalezy zaznaczy¢, ze trojelementowy schemat wykorzystywany jest czesto
rowniez do symulacji procesu nagrzewania tarczowego uktadu hamulcowego
z pominigciem zacisku, gdzie trzeci element modelu reprezentuje warstwe ochron-
ng naniesiong na powierzchni¢ tarczy [137]. Takie warstwy ochronne, czyli po-
wlokowe bariery termiczne (ang. thermal barrier coating, dalej TBC), nanoszone
sg na zewngtrzne powierzchnie elementow pracujacych w trudnych warunkach
temperaturowych. Nalezg do nich przede wszystkim tarcze hamulcowe [130].
Rdzen elementéw powlekanych stanowia najczesciej stopy metali utrzymujace
sztywnos$¢ konstrukeji, a nanoszone warstwy ochronne wykonane sg z materialow
ceramicznych, ktore zapewniaja wysoka twardo$¢ iodpornos¢ na zuzycie po-
wierzchni roboczych [60]. Powlokowe bariery termiczne najczgSciej wytwarzane
sg z dwutlenku cyrkonu (Zr,0), tlenku glinu (Al>O3), wegliku krzemu (SiC), we-
gliku wolframu (WC) i tlenku cyrkonu stabilizowanego itrem (YSZ) [17, 108, 123,
141]. Ceramika znatury posiada niska odpornos$¢ na pekanie, wiec warstwy
ochronne sa podatne na uszkodzenia, takie jak rozwarstwienie lub odpryskiwanie
powtoki wierzchniej [21, 80, 87]. Szczegdlnie widoczne jest to w elementach cier-
nych, gdy w wyniku nagrzewania tarciowego nast¢puje koncentracja naprezen
w strefie przypowierzchniowej [118]. Niektore z wiasciwosci ceramiki znacznie
ro6znig si¢ od wlasciwosci podtoza, dlatego bezposrednia aplikacja takiej powloki
moze prowadzi¢ do pekania na skutek, przyktadowo, niedopasowania rozszerzal-
nosci cieplnej materiatow [161]. Powierzchnia kontaktu pomigdzy warstwa a pod-
lozem jest w przypadku elementéw powlekanych szczegdlnie wrazliwym miej-
scem, w ktorym najczesciej dochodzi do uszkodzenia [4].

Eliminacj¢ problemu skokowej zmiany charakterystyki materialowej na po-
wierzchni granicznej TBC z podtozem uzyskano za pomoca materiatlow z funkcyjna
gradacjg wlasciwosci (ang. functionally graded materials, dalej FGM) [79, 128].
Funkcyjnie gradientowe materialy cechujg si¢ ciagla zmiang wlasciwosci w funkcji
potozenia. Efekt taki uzyskiwany jest poprzez wprowadzenie ztozonej struktury we-
wnetrznej o ptynnie zmieniajgcym si¢ profilu sktadu lub porowatosci w objetosci
materialu wzdhuz okre§lonego kierunku lub kierunkéw. Mozliwo$é otrzymania
w sposOb kontrolowany pozadanego przestrzennego rozktadu wlasciwosci materiatu
o charakterze ciagglym pozwala na pelna adaptacj¢ wyrobu do przewidywanych wa-
runkow eksploatacji. Taka elastyczno$¢ sprawia, ze FGM znacznie poszerzaja zakres
mozliwosci materiatowych elementow konstrukcyjnych, gdyz pozwalaja na tworze-
nie struktur zoptymalizowanych do konkretnego zastosowania, a nastgpnie umozli-
wiajg otrzymywanie wyrobow o mniejszej masie iukierunkowanych wiasciwo-
sciach. W zwiazku z tym FGM maja ogromny potencjal aplikacyjny i sg doceniane
w wielu branzach przemystu [12, 17, 48, 60, 123, 141, 162]. Przede wszystkim
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znajdujg one jednak zastosowanie przy produkcji TBC elementow eksploatowanych
w warunkach wysokiej temperatury. Funkcyjnie gradientowa powtoka (ang. functio-
nally graded coating, dalej FGC) stanowi ulepszong alternatywe dla konwencjonal-
nej jednorodnej warstwy TBC. Gradientowe tgczenie pomiedzy warstwa zewnetrzng
a rdzeniem elementu jest natomiast uzyskiwane poprzez wprowadzenie ptynnej
zmiany rozktadu udziatu objetosciowego sktadnikow materiatu [113]. Funkcyjnie
gradientowe bariery termiczne znacznie wzmacniaja spojnos¢ wigzania powloki
z podlozem i ograniczajg koncentracj¢ naprezen przypowierzchniowych w elemen-
tach ciernych [4, 97, 161]. Wprowadzenie gradientu wiasciwosci cieplno-fizycznych
w materiale ciernym moze spowodowaé znaczng redukcje naprezen termicznych
[52]. Wykazano, ze FGC poddane ekstremalnym obcigzeniom cieplnym sa odpor-
niejsze na szok termiczny i pgkanie niz konwencjonalne powtoki ceramiczne [43].
Z tych powodow ceramiczno-metalowe FGM coraz cze¢$ciej znajduja zastosowanie
w produkcji tarcz hamulcowych [130].

Udziatl objetosciowy poszczegélnych komponentow FGM zmienia si¢ zwykle
wzdtuz grubosci tarczy (prostopadle do powierzchni ciernej), poniewaz to gldwnie
w tym kierunku zachodzi transfer ciepta generowanego na powierzchni kontaktu
z tarczg. Stosowanie FGM wptywa w tym przypadku na popraweg zdolnosci ele-
mentu do odprowadzenia ciepta z obszaru tarcia [43]. Wykazano, ze w takiego
typu tarczach wykonanych z FGM poziom temperatury i odksztalcenia termiczne
osiggane w warunkach tarcia suchego sg znaczgco nizsze niz te w jednorodnej
tarczy stalowej [48]. Nalezy zaznaczy¢, ze stosowane sg rowniez tarcze o promie-
niowej gradacji wlasciwosci. Posiadajg one ceramiczne (pierwszy skladnik) ze-
wnetrzne powierzchnie boczne przy gradientowo zwigkszajacym si¢ udziale obje-
tosciowym stopu metalu (drugi sktadnik) w kierunku promieniowym. Takie zwigk-
szenie wystepuje do powierzchni wewnetrznej tarczy, wykonanej wlasnie
ze wspomnianego wyzej stopu metalu [100-102]. Opisana struktura FGM jest
przede wszystkim skutkiem wzrostu liniowej predkosci poslizgu oraz jednoczesne-
go zwigkszania odleglosci promieniowej od osi tarczy, a co za tym idzie — rowniez
obcigzenia termicznego. Warto wspomnie¢, ze FGM znajduja zastosowanie nie
tylko w przypadku tarcz hamulcowych, ale coraz cze¢$ciej takze przy produkcji
naktadek hamulcowych [92]. Testy doswiadczalne wykazaly, ze wprowadzenie
gradientowego rozktadu sktadnikow kompozytu ciernego moze znaczaco poprawié
jego charakterystyke robocza [92, 106]. Nalezy zwroci¢ szczegdlng uwage na to,
ze odporno$¢ na zuzycie oktadzin ciernych wykonanych z FGM jest wyraznie
wyzsza niz ich konwencjonalnych odpowiednikow [43]. Badania tribologiczne
naktadek hamulca tarczowego wykonanych z funkcyjnie gradientowego zeliwa
wykazaly pozytywny wplyw aplikacji gradientu na poprawg stabilnosci wspot-
czynnika tarcia [92].

Zagadnienia dotyczace modelowania matematycznego osrodkoéw niejednorod-
nych o strukturze gradientowej stanowia jeden z glownych trendow rozwojowych
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wspotczesnej mechaniki materiatow [20, 37, 53, 97, 123, 128, 157]. Jedna z klas
takich zagadnien tworzg zagadnienia cieplne tarcia elementéw o niejednorodnych
wlasciwosciach cieplno-fizycznych. Ze wzgledu na duza zlozono$¢ matematyczng
zagadnienia te sg jednak zwykle trudne do rozwigzania analitycznego — réwnania
przewodno$ci cieplnej iodpowiadajace im réwnania termosprezystosci, ktorych
rozwigzania opisujg nieustalone pola temperatury irozktady przestrzenno-czasowe
napr¢zen w elementach ciernych wykonanych z FGM, zawieraja wspotczynniki
zalezne od wspotrzednych przestrzennych [50]. Rozwigzywanie ich, z uwzglednie-
niem odpowiednich warunkéw poczatkowych i brzegowych, czesto jest mozliwe
jedynie po przyjeciu dodatkowych zatozen upraszczajacych [114].

Istotng kwestia w konteks$cie trudno$ci rozwigzywania zagadnien cieplnych
tarcia dla FGM jest przebieg rozktadu wlasciwosci materialowych w obszarze ana-
lizowanego ciala oraz odpowiedni dobor okreslajacej go funkcji. Wigkszo$¢ analiz
ogranicza si¢ do cial o gradiencie jednokierunkowym, natomiast do modelowania
zmian wiasciwosci w kierunku gradacji stosowana jest zwykle jedna z dwoch cha-
rakterystycznych funkcji ciggtych: wyktadnicza Iub potegowa [48]. Nalezy zazna-
czy¢, ze rzeczywiste zmiany wlasciwosci FGM zaleza od kontroli gradientu
W procesie wytwarzania materiatu, ktora to determinuje, w jakim stopniu mozliwe
bedzie odwzorowanie zaprojektowanego wczesniej rozkladu — najlepsze pod tym
wzgledem metody osiggaja doktadnos¢ na poziomie nawet ponad 90%. Techniki
charakteryzujace si¢ niska kontrolg gradientu, z doktadnoscig okolo 50-60%,
umozliwiaja za to plynniejszg zmiang struktury wyrobu [33]. W zwigzku z tym
podczas modelowania zawsze zaktada si¢ pewien poziom dopasowania krzywej
okreslajacej przebieg gradientu [68]. Zarowno prawo wyktadnicze, jak i potegowe
zawierajg parametr, ktéry mozna regulowaé, tak aby odpowiednio dostosowaé
gradacje¢ materialu i poprawi¢ dopasowanie modelu. Role parametru gradientu
w tych funkcjach odgrywajg wspotczynnik zaniku wyktadniczego i wyktadnik
potegowy. Najczesciej to wlasnie jedng z tych dwdch funkcji przyjmuje si¢ wige
w celu opisu rozktadu przestrzennego wtasciwosci cieplnych FGM [120, 153].

Wigkszo$¢ analiz nagrzewania tarciowego par ciernych wykonanych z FGM
opiera si¢ na symulacjach numerycznych, gtéwnie z wykorzystaniem MES [6, 20,
21, 89, 123]. Wyktadnicza zmiana wiasciwosci materialu w kierunku promienio-
wym zostala rozpatrzona w numerycznym, osiowosymetrycznym modelu nagrze-
wania tarciowego czotowej powierzchni tarczy, przy jednoczesnym uwzglednieniu
sily bezwladnos$ci towarzyszacej wysokiej predkosci obrotowej [3]. Otrzymano
rowniez odpowiednie rozwigzania numeryczne takiego zagadnienia w przypadku
potegowej funkcji opisujacej zmiany wspdtczynnika przewodnosci cieplnej w kie-
runku promieniowym [100, 101]. Rezultaty uzyskane z wykorzystaniem wyktadni-
czej oraz potggowej zmiany wlasciwo$ci FGM wykazaly, ze stopien gradacji
(wielko$¢ parametru gradientu) materiatu tarczy ma decydujgcy wptyw na tempe-
ratur¢ i naprezenia termiczne elementéw ciernych uktadu hamulcowego. Opraco-
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wano osiowosymetryczny model numeryczny (MES) nagrzewania jedno- i dwu-
stronnego tarczy wykonanej z FGM, z uwzglgdnieniem zmiany wtasciwosci skta-
dowych materiatow pod wptywem temperatury (wrazliwosci termicznej) [12].
Przeanalizowano réwniez przestrzenne (3D) pole temperatury i naprezen termicz-
nych w FGM tarczy hamulcowej [48]. ZatoZzono przy tym, ze udzial objetosciowy
komponentéw FGM zmienia si¢ potggowo w kierunku osiowym tarczy — od stalo-
wego rdzenia do czystej ceramiki. Wykazano, ze przy tych samych parametrach
wejsciowych gradient temperatury w kierunku osiowym tarczy wykonanej z FGM
jest znacznie mniejszy niz w jednorodnej tarczy stalowej. Ponadto ustalono,
ze wykorzystanie FGM redukuje zuzycie cierne oraz zmniejsza prawdopodobien-
stwo pojawienia si¢ peknig¢ powierzchni roboczych tarczy. Zaproponowano model
numeryczny z wykorzystaniem MES do wyznaczenia przypowierzchniowych na-
prezen termicznych, inicjowanych nagrzewaniem ciernym, w naniesionej na jedno-
rodne podtoze FGM warstwie o wyktadniczym rozktadzie wlasciwosci termome-
chanicznych wzdhuz jej grubosci [6]. Za pomoca MES przeprowadzono analizg
naprgzen we wrazliwych termicznie porowatych FGM mikroptytach przy ich ob-
cigzeniu cieplnym i mechanicznym [38]. Zaproponowano wprowadzenie gradacji
wlasciwos$ci materiatlowych w obregbie elementéw skonczonych do rozwigzywania
poczatkowo-brzegowych zagadnien dla materiatow niejednorodnych typu FGM
[110]. Zaprezentowano takze przykltad wykorzystania tego typu elementéw skon-
czonych w celu otrzymania rozwigzania numerycznego sprz¢zonego zagadnienia
termosprezystosci dla ptyt FGM [20]. Porownanie otrzymanych wynikdéw ze zna-
nymi z literatury rezultatami wykazato bardzo dobrg zgodno$¢ zarowno w zakresie
osiagganej temperatury, jak i rozktadow napr¢zen termicznych.

Oproécz ugruntowanej i powszechnej MES do rozwigzywania zagadnien ciepl-
nych tarcia sformutowanych dla osrodkow FGM uzywane sg rowniez inne metody
numerycznej aproksymacji. Przyktadowo metode elementow brzegowych wyko-
rzystano do przeksztalcenia zagadnien materiatdéw niejednorodnych o gradiento-
wych wlasciwosciach, zmieniajgcych si¢ w funkcji jednej, dwoch lub trzech
zmiennych przestrzennych, do odpowiednich zagadnien jednorodnych [111]. Po-
dejscie to poszerzono takze o zagadnienia nieustalonej wymiany ciepta [112]. War-
to wspomnie¢, ze do rozwigzywania zagadnien cieplnych tarcia elementow wyko-
nanych z FGM opracowano rowniez inng, bardziej zaawansowang metode, opartg
na lokalnych rownaniach calek brzegowych [104].

Pomimo intensywnego rozwoju metod numerycznych, w przypadku rozwia-
zywania zagadnien przewodnictwa cieplnego i termosprgzystosci dla FGM nadal
szczegdlnie doceniane s3 rozwigzania analityczne. Dzieje si¢ tak glownie
ze wzgledu na fakt, ze charakteryzujg si¢ one wigksza doktadnoscig i wymagaja
znacznie mniej czasu obliczeniowego. Ich $cista, zamknigta forma ulatwia prze-
prowadzenie szybkiej oceny trybu temperaturowego i stanu naprezen termicznych
w uktadach ciernych na podstawie wieloparametrycznej analizy numeryczne;j.
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Przyktadowo, przeprowadzono poréwnanie temperatury otrzymanej za pomo-
cq analitycznego rozwigzania zagadnienia brzegowego ustalonego przewodnictwa
cieplnego dla obracajacej si¢ tarczy wykonanej z materiatu o gradacji potegowe;j
wlasciwoscei cieplno-fizycznych w kierunku promieniowym, z odpowiadajgcymi
im rezultatami znalezionymi z wykorzystaniem metod numerycznych, w tym MES
[102]. W efekcie wykazano ich bardzo dobra zgodno$¢. Metoda rozdzielenia
zmiennych z wykorzystaniem funkcji Bessela otrzymano za$ doktadne rozwigzanie
zagadnienia nieustalonego przewodnictwa cieplnego dla cylindra FGM o gradacji
wlasciwosci w kierunku osiowym [47]. Z wykorzystaniem aparatu matematyczne-
go funkcji Bessela i wlasciwosci szeregéw trygonometrycznych zbadano nastgpnie
przestrzenne (3D) ustalone pole temperatury w tymze cylindrze [49]. Za pomoca
transformacji calkowej Hankela otrzymano natomiast doktadne rozwigzanie osio-
wosymetrycznego stacjonarnego zagadnienia przewodnictwa cieplnego dla FGM
warstwy, ze zmieniajagcym si¢ potggowo w kierunku poprzecznym wspolczynni-
kiem przewodnosci cieplnej naniesionej na jednorodng potprzestrzen [90]. Zbada-
no ustalone i nieustalone rozktady temperatury i quasi-statycznych naprg¢zen ter-
micznych w ptycie, cylindrze kolowym oraz sferze wykonanych z FGM [55, 84,
85]. Zaproponowano przy tym oryginalng metod¢ analityczng do rozwigzywania
jednowymiarowych probleméw przewodzenia ciepta dla ciat o funkcyjnej gradacji
wlasnosci, ktora jest realizowana przy odpowiednim przemieszczeniu zmiennych,
transformacie catkowej Laplace’a oraz metodzie perturbacji. Nalezy zauwazyc,
ze uniwersalnos$¢ tej ostatniej sprawia, ze mozna jg stosowac¢ réwniez do analizy
roznych klas zagadnien termosprezystych dla FGM, nawet z uwzglednieniem
wrazliwo$ci termicznej materiatu [81]. Uwidoczniono réwniez mozliwo$¢ wyko-
rzystania znalezionych naprezen termicznych do przewidywania trajektorii propa-
gacji peknigé [81]. Stwierdzono, ze odpowiedni dobor gradientu FGM moze pro-
wadzi¢ do znacznego obnizenia warto$ci rozciagajacych naprezen termicznych.
Metoda perturbacji zostata zastosowana takze do otrzymania w postaci analitycz-
nej rozwigzania poczatkowo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego
dla stozkowego FGM cylindra obcigzonego nierdwnomiernym strumieniem ciepta
[130]. Otrzymane rozklady temperatury okazaty si¢ zblizone do odpowiednich
rezultatow znalezionych z wykorzystaniem MES.

Innym podej$ciem umozliwiajgcym wykorzystanie znanych metod analitycz-
nych jest zastosowanie modelu wielowarstwowego o$rodka niejednorodnego
do symulowania rozktadu wtasciwosci FGM. Polega on na zastgpieniu ciaglej struk-
tury FGM pakietem jednorodnych, cienkich warstw, utozonych prostopadle do kie-
runku gradacji tak, ze otrzymuje si¢ skokowa, ale stopniowang zmiane wlasciwosci
materialu. Takie uproszczenie struktury materiatlu pozwala na przeprowadzenie ana-
lizy dla kazdej warstwy osobno, z wykorzystaniem znanych rozwigzan dla osrodkoéw
jednorodnych. Przeprowadzono weryfikacj¢ takiego modelu wielowarstwowego
przy rozwigzaniu quasi-stacjonarnego, osiowosymetrycznego zagadnienia termo-
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sprezystosci dla potprzestrzeni wykonanej z FGM, o wykladniczo zmieniajacych sig
wlasciwos$ciach cieplno-fizycznych i mechanicznych [61]. Wykazano, ze rezultaty
uzyskane z wykorzystaniem modelu wielowarstwowego, przy odpowiednio duzej
liczbie warstw sg zbiezne z odpowiednimi rezultatami otrzymanymi na podstawie
doktadnego rozwigzania tego zagadnienia. Nalezy zaznaczyC, ze liczba takich
warstw jest $cisle zalezna od rozpatrywanego problemu, a réznice pomiedzy uzyska-
nymi wynikami moga w niektdrych przypadkach by¢ znaczace [78]. Zaleta modelu
warstwowego jest natomiast fakt, ze dobor funkcji opisujacej zmiang whasciwosci
materiatu nie wplywa na ztozonos$¢ problemu, w przeciwienstwie do zagadnien for-
mutowanych dla osrodkow cigglych, dlatego tez modele opracowane na podstawie
tej metody sg wykorzystywane do modelowania o$rodkow wykonanych z materia-
Iow o gradiencie okre§lonym dowolng funkcja [76]. Przy zalozeniu, Zze gradacja ma-
teriatu przebiega sinuso- lub cosinusoidalnie, w ramach takiego podej$cia otrzymano
doktadne rozwigzania ptaskiego zagadnienia kontaktowego z uwzglgdnieniem gene-
racji ciepta na skutek tarcia dla pary ciernej, ktorej jeden z elementéw wykonano
z FGM o dowolnie zmieniajacych si¢ wlasciwosciach cieplno-fizycznych i mecha-
nicznych [69, 70]. Znaleziono takze rozwiazanie tego zagadnienia w przypadku do-
wolnie zmieniajacego si¢ modutu Kirchhofta [54].

Model wielowarstwowy jest czgsto stosowany do rozwigzywania nielinio-
wych zagadnien, zwlaszcza formutowanych dla FGM, ktorych wlasciwosci nie
tylko zaleza od wspotrzednych przestrzennych, ale rowniez zmieniajg si¢ pod
wplywem temperatury. Przyktadowo, otrzymane zostalo rozwigzanie jednowymia-
rowego zagadnienia nieustalonego przewodzenia ciepta dla wrazliwej termicznie
plyty FGM [114]. Analiza znalezionych pol temperatury i napr¢zen termicznych
wykazata, ze zalezno§¢ wilasciwosci materialu od temperatury jest jednym z naj-
wazniejszych czynnikow wptywajacych na doktadno$¢ oceny maksymalnej tempe-
ratury i intensywnosci naprezen w weztach ciernych. W celu minimalizacji napre-
zen termicznych pojawiajacych si¢ na skutek ustalonego obcigzenia cieplnego ta-
kich wezléw opracowano algorytm optymalizacji struktury wrazliwego termicznie
FGM [32]. Z wykorzystaniem modelu wielowarstwowego otrzymano rozwigzanie
poczatkowo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego dla plyty wykona-
nej zFGM ze zmiennymi parametrami gradientu inagrzewanej zrodtem ciepta
o eksponencjalnym profilu czasowym mocy [117]. Przeprowadzono takze analize¢
nieustalonego pola temperatury i odpowiednich naprezen termicznych powstatych
w dwusktadnikowej (W—Cu), funkcyjnie gradientowej, wrazliwej termicznie ptycie
na skutek gwattownej zmiany temperatury otoczenia (szoku termicznego) [121].

Wysoka temperatura (na rzeczywistym obszarze kontaktu oraz w calej objetosci
tarczy) prowadzi do zgniecenia mikrowypuktosci bardziej migkkiego materiatu pary
ciernej, a nastgpnie do jego migracji wzdluz konturowego obszaru styku. W takich
warunkach istnieje ryzyko wystgpienia zjawiska niestabilno$ci termosprezystej
(ang. thermoelastic instability, dalej TEI), spowodowanego sprz¢zong interakcja
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obcigzen mechanicznych itermicznych w uktadzie tarciowym. Wystapieniu TEI
towarzyszy lokalna koncentracja nacisku, a co za tym idzie, intensywniejsze nagrze-
wanie w obszarach znacznie mniejszych niz nominalny obszar kontaktu. Prowadzi to
do powstawania zlokalizowanych stref wyzszej temperatury, a w konsekwencji do
przedwczesnego uszkodzenia elementow ciernych lub zaniku hamowania [67]. Usta-
lono, Ze do niestabilno$ci termosprezystej w tarczowych uktadach hamulcowych
dochodzi, gdy predkos¢ poslizgu przekroczy pewng warto$¢ krytyczna [51, 100].
Badania dotyczace wplywu niejednorodnosci materiatow na niestabilno$¢ termiczng
hamulcow wykazaly, ze tarcza wykonana z FGM jest mniej podatna na wystgpowa-
nie TEI [67, 76, 77]. Za pomocg MES przeprowadzono tez dwuwymiarowa analiz¢
termosprezystego zachowania FGM tarczy hamulcowej [51]. Wykazano, ze wartos$¢
predkosci krytycznej tarczy hamulcowej wykonanej zFGM jest wigksza niz
w przypadku konwencjonalnej tarczy jednorodnej. Wniosek ten zostat potwierdzony
w dalszych badaniach TEI dla uktadu sktadajacego si¢ z warstwy FGM §lizgajacej
si¢ rownomiernie pomi¢dzy dwoma jednorodnymi potprzestrzeniami [64, 67]. Zato-
zenie wykladniczej zmienno$ci wlasciwosci cieplno-fizycznych wzdtuz grubosci
warstwy pozwolito na uzyskanie doktadnego rozwigzania takiego zagadnienia meto-
da perturbacji. Stosujac te¢ sama metodologi¢, zbadano TEI w uktadzie naktadka-
tarcza [76]. Przyjeto tu nastgpujacy jednowymiarowy schemat nagrzewania ciernego
przy rownomiernym ci$nieniu kontaktowym 1i liniowo zmniejszajaca si¢ predkoscia
poslizgu w warunkach nieidealnego kontaktu cieplnego tarcia: polprzestrzen FGM-
polprzestrzen jednorodna. W efekcie wyznaczono granice stabilnosci termosprezy-
stej rozpatrywanego uktadu. Omowiony wyzej model wielowarstwowy wykorzysta-
no za§ do zbadania wptywu dowolnie zmieniajacych si¢ wiasciwosci termofizycz-
nych FGM na TEI podczas nagrzewania ciernego, z uwzglednieniem termicznego
oporu kontaktowego [76, 77]. Sformutowane wnioski potwierdzaja, ze zastosowanie
tarczy hamulcowej z naniesiong na jej powierzchni¢ czotowa, funkcyjnie gradiento-
wag, ceramiczng warstwg ochronng zmniejsza podatnos¢ uktadu hamulcowego
na wystgpienie TEL

Reasumujac, mozna stwierdzi¢, ze w literaturze naukowej mato jest doktadnych
rozwigzan zagadnien cieplnych tarcia modelujgcych proces nagrzewania tarciowego
w uktadach hamulcowych z uwzglednieniem wykonania ich elementéw ciernych
z funkcyjnie gradientowych materiatow. Wigkszo$¢ opublikowanych dotychczas
analiz termicznych i termospre¢zystych dla FGM przeprowadzono z wykorzystaniem
metod numerycznych lub uproszczonego modelu wielowarstwowego. Nieliczne
doktadne opracowania analityczne, ze wzgledu na przyjete zatozenia, posiadajg
ograniczone zakresy stosowalnosci, dlatego zauwazalna jest potrzeba dalszego roz-
wijania dla FGM metod rozwigzywania poczatkowo-brzegowych zagadnien prze-
wodnictwa cieplnego z uwzglednieniem generacji ciepla na skutek tarcia.
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2. MODELOWANIE PROCESU NAGRZEWANIA
ELEMENTOW CIERNYCH WYKONANYCH Z FGM
PODCZAS HAMOWANIA JEDNOKROTNEGO

W niniejszym rozdziale rozpatrzono zagadnienie cieplne tarcia dla uktadu dwoch pot-
przestrzeni wykonanych z funkcyjnie gradientowych materiatow (FGM). Dla takiego
uktadu ciernego najpierw sformutowano, a nastepnie otrzymano doktadne rozwigzanie
jednowymiarowego zagadnienia poczatkowo-brzegowego przewodnictwa cieplnego
z uwzglednieniem nagrzewania tarciowego przy statej gestosci mocy tarcia. Otrzyma-
no réwniez rozwigzanie asymptotyczne w poczatkowych chwilach procesu nagrzewa-
nia. W dalszej czgséci rozdziatu, na podstawie uzyskanego rozwigzania, z wykorzysta-
niem twierdzenia Duhamela opracowano metodyke wyznaczania nieustalonego pola
temperatury w nakladce itarczy podczas hamowania z eksponencjalnym zwicksze-
niem cisnienia kontaktowego. Nastepnie zbadano wpltyw wrazliwosci termicznej mate-
riatéw sktadowych FGM na pole temperatury w trakcie hamowania ze statym op6z-
nieniem. W zwigzku z tak powstala nieliniowoscia zagadnienia zaproponowano algo-
rytm obliczeniowy do wyznaczania przestrzenno-czasowego rozktadu temperatury,
oparty o poj¢cie temperatury objetosciowe;.

2.1. Zagadnienie cieplne tarcia dla uktadu dwoch FGM
potprzestrzeni przy statej gestosci mocy tarcia

2.1.1. Sformutowanie zagadnienia

Rozpatrywany jest uktad dwoch ciat pétograniczonych wykonanych z funkcyjnie
gradientowych materiatow. W poczatkowej chwili ¢+ = 0 ciata sg §ciskane statym
ci$nieniem py i jednocze$nie zaczynaja slizgac si¢ ze stata predkoscia Vo. Na skutek
oddziatywania sit tarcia na powierzchni kontaktu generowane jest ciepto i ciata
nagrzewaja si¢. Nalezy ustali¢ rozktad temperatury 7 w kazdym z cial w dowolnej
chwili > 0 (rysunek 2.1).
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Rysunek 2.1. Schemat zagadnienia przy statej ggstosci mocy tarcia

Model matematyczny opisujacy proces nagrzewania takiego uktadu tarciowe-

go oparto na nastepujacych zatozeniach:
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1.

Temperatura poczatkowa ciat 7y jest jednakowa irdwna temperaturze
otoczenia 7T,.

. Podczas nagrzewania tarciowego suma intensywnos$ci strumieni ciepta

skierowanych od powierzchni kontaktu, wzdtuz normalnej, do wnetrza
kazdego ciata réwna jest ggstoSci mocy sit tarcia go = fpobo, gdzie f
to wspotczynnik tarcia.

Opor termiczny powierzchni ciernych jest pomijalnie maty, a przez to kon-
takt cieplny tarcia cial jest doskonaty. Skutkuje to tym, Ze temperatura
na powierzchniach ciernych obu ciat jest jednakowa.

Cala praca tarcia zamienia si¢ w ciepto, powodujac nagrzewanie cial. Zuzy-
cie powierzchni ciernych jest pomijane.

W uktadzie wspotrzgdnych kartezjanskich zmiany gradientow temperatury
w kierunkach roéwnolegtych do powierzchni kontaktu sg pomijalnie mate.
Ciata s3 wykonane z materialow funkcyjnie gradientowych, aich wspol-
czynniki przewodnictwa cieplnego K; = 1;2 s3 eksponencjalnymi funkcjami
zmiennej z, natomiast ciepta wlasciwe c¢; i gestosci p;, [ = 1;2 sa state [109].
W tym miejscu i dalej dolny indeks / = 1 wskazuje na parametry i wielkosci
odnoszace si¢ do ciala pierwszego, a / = 2 — ciala drugiego.

. Wlasciwo$ci mechaniczne i cieplne materiatdw oraz wspolczynnik tarcia

nie zmieniajg si¢ pod wptywem temperatury 7.



Uwzgledniwszy zatozenia 1-7, przyrostu temperatury O(z,t)=T(z,t)—-T,

w elementach pary ciernej poszukiwano z rozwigzania nastepujacego poczatkowo-
brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego zuwzglednieniem generacji

ciepla na skutek tarcia:
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Przy uwzglednieniu nastepujacych zaleznosci [109]:

Ki(2) =K e, || <o0, K,y =K,(0), 7,20, 1=1;2,

zagadnienie (2.1.1)—(2.1.6) zapisano w postaci:
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przy czym k;, to wspolczynniki dyfuzyjnosci cieplnej materiatow powierzchni

ciernych:

_ Ko
ko=—tL 1=1;2. (2.1.14)
1P

2.1.2. Rozwigzanie w przestrzeni transformaty catkowej Laplace’a

Do poczatkowo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego (2.1.8)—(2.1.13)
zastosowano transformate catkowa Laplace’a [2],

L[ O(z,t); p]=O(z, p) = T@(z,t)e_’”dt , (2.1.15)
0

1 otrzymano nastepujace zagadnienie brzegowe dla dwoch rownan rézniczkowych
zwyczajnych rzgdu drugiego:

— _
d Gc)l;,p)ﬂ/1 dG)Z,p)_kLe—y,z@(sz):O’ 250, (2.1.16)

1,0

— _

d 3i§9p)_7/2 d@((jiﬂp)_kieyzzé(sz)zo, Z<0, (2117)

2,0

dO(z, do(z,
KZ,O(—p) _KLOM :6]_0’ (2.1.18)
dZ z=0" dZ z=0" p

0(07,p)=6(0", p), (2.1.19)
O(z,p) >0, || > e. (2.1.20)

Po wprowadzeniu nowych zmiennych,

E=Ee ™ 220, & =y L, 220, E= 2 ki, 2.121)
/4 1,0

oraz bezwymiarowych parametrow,

Ye=V ke ¥V =002, ks =iy [k, (2.1.22)
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ze zwigzkoéw (2.1.21) znaleziono:

e 1 . n 1, dé ] a1
d—i1=—5%§e == %jnnfe” CEong. (2123

Uwzgledniajac pochodne (2.1.23), otrzymano:

dO(z, p) d® df, dg(flsp) _1
= ,5, i ,1=1:2, (2.1.24)
d*0(z, p) 1(@&] d*® (ﬁ] +@L(d_é)d_5z _
dz’ dz\ d& dz 5 A&\ d d? ¢, (2.125)
: d’ ®( ,,p) dO( l,p)

Z uwzglednieniem pochodnych (2.1.24) 1(2.1.25) réwnania rézniczkowe
(2.1.16) 1 (2.1.17) zapisano w postaci:

12, d°0.p) | do(.p) 1 ,,dO¢&.p) P (iye _
47151 dg; 7251 d¢ 27151—0151 kz,oe 0(&,,p)=0,

£>0,1=1;2, (2.1.26)

a nastepnie:

Ly LOGur)_Lyog OC)_ i, =0,

dé:l Z% fl d§1 kl,O
£>0,1=1;2. (2.1.27)

Z zalezno$ci (2.1.21) wyznaczono:

2
e(_l)’;/lz _ 5 7[ kl 0

J=12. 2.1.28
py ( )

Przy uwzglednieniu zwigzku (2.1.28) w rownaniu (2.1.27) uzyskano:

1 ,,d"0¢,p) do.p) p &Vkos .
725 & 7551 & ke 4p 0(,p) =0,
£>0,1=1;2 (2.1.29)
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lub:
1 50 dZ@(cf],p) _id@(fl,p)
4 y’%’[ gt & dg

1 ostatecznie:

dz@(fla p) _ L d@(é > p)
dé:lz §1 dé[

Rozwiazanie ogdlne rownan zwyczajnych liniowych drugiego rzedu (2.1.31)
ma postac¢ [73]:

—6(5,,;9)]:0, £>0,1=1;2 (2.1.30)

~0(&,p)=0, >0, =12, (2.1.31)

0(&, p) = 4,(P)EL (&) +B(p)EK (&), [=1;2, (2.1.32)
gdzie tu i dalej:

I, (x), K,(x) — zmodyfikowane funkcje Bessela odpowiednio pierwszego i dru-
giego rodzaju k-tego rzedu,
A,(p) —niewiadome funkcje parametru Laplace’a.

Przy uwzglednieniu warunku brzegowego (2.1.20) w rozwigzaniu (2.1.32) oraz
zachowaniu zmodyfikowanej funkcji Bessela K, (&) przy & — 07 otrzymano:

0(&, p) =4, (PN, [=1;2. (2.1.33)
Podstawiajac zaleznosci (2.1.21) 1 (2.1.22) do (2.1.33), uzyskano:

Oz, p) = 4(p)Ee 1 (Ee77'?), 250, (2.1.34)

O(z,p) = 4,(p) 7.6 "1 (7,6 77), 2<0. (2.1.35)

Po zrézniczkowaniu rozwigzania (2.1.33), z uwzglednieniem zwigzkow (2.1.21),
(2.1.22) oraz pochodnej [xI,(x)]" = xI,(x) [2] (tu i dalej symbol ' oznacza pochodna
zwyczajng), znaleziono:

o _

JE —APELE] =41 1=1:2, (2.136)
l
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a nastepnie:

do| _dodg| _ o
iz | T dE |, = 4,(p)5i1,(5)(= 7151 T A(p)E,(E), (2.1.37)
46| _d®ds,

ol (2.1.38)

= Az(p)é:zlo(fz)(% 7/252) :%Az (p)(ygf)z Io(7e§)~

z=0"

Po podstawieniu do warunkéow brzegowych (2.1.18) i(2.1.19) zaleznosci
(2.1.34)—(2.1.37) otrzymano uklad dwoch rownan liniowych algebraicznych
wzgledem poszukiwanych funkcji 4,(p), [ =1;2

4, (P75 1(7:6)— 4 (p)S1,(5) =0,

2.1.39
4, (P (7.9)+ 4 (P)Kyy &1 (f)— }/ ( )
20 2
Rozwiazanie uktadu rownan (2.1.39) ma postaé:
L(7.5) L,(5)
A(p)=2A—1222— 4 =2A—122 2.1.40
7) Pr.Sw(p) :(P) (79w (p) 2149
gdzie:
w(p) =171 (&) + K1, (OH (7.5, (2.1.41)
ngK—g, K. = K, A=—To (2.1.42)
ky Ky 7Ky

Uwzgledniajac postaci zmiennych & (2.1.21) oraz funkcji 4,(p), [ = 1;2
(2.1.40)—(2.1.42), rozwiazania (2.1.34) i (2.1.35) zapisano w postaci:

Bz p)=20e 72 OEP) 50 Bz py=2ne? LGP <o 2143)
Y(p) Y(p)

0z p)=LOLE e ), 0,2, p) =L (7L e™'7),  (2.1.44)
Y(p)=pr.5v(p). (2.1.45)
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2.1.3. Przejscie do przestrzeni oryginatow

Korzystajac z twierdzenia o rozkladzie Vashchenko-Zakharchenko [73, 124], roz-
wiazanie (2.1.43)—(2.1.45) zapisano w postaci:

@(z,t):ZAe712/2|:¢1(,Z’0)+i(p1(,z’p”)€p"t ,z20, 120, (2.1.46)
\P(O) n=1 \P(pn)

2<0, 120, (2.1.47)

-

O(z,t) = 2A672z/2[¢2(2,0) " i 0, (z, p”)ep”’ﬂ
v0) S ¥(p,)

gdzie p, <0, n = 1;2;... to rzeczywiste pierwiastki funkcyjnego rownania:
w(p) =1,(7.1(S) + K 1] (7.6) = 0. (2.1.48)

Przy uwzglednieniu przeksztalcenia rozktadow zmodyfikowanych funkcji
Bessela Ix(x), k= 0; 1 w szeregi potegowe [2]:
2 4 3
x° x X X
[[(x)=1+—+—+..., [(x)==—+—+..., 2.1.49
0(%) 2 e 1(%) RET: ( )

ze wzorow (2.1.44)—(2.1.45) znaleziono asymptotyki:

(/’1(Zsp) = [% ygf"’%(g}/g)} +"':||:%§e_y12/2 +L(§e_%2/2)3 +:| =

16 (2.1.50)
1 e 1 - 1 e 1 o
:Z}/f,fze h /2+3—2}/2§4e g /2+...:Z}/g§e Y /2[1+§(yg§)2:|9 ZZO,
1, 1 1 a1 .
¢2(z,p)5[—§+—§3+...]|:—yg§eyz 2h— (e /2)3+...]z
2716 2 16
(2.1.51)

1 pz 1 - 1 - 1
zzyf:fze N /2+§y£§4e N /2+---:Z}/g§26}/ /2(1+§§2)2S0,

W(p)= pnf{[&f%éﬁ +...Il v (&) +)] +

1., 1 I 5.3 B
+K€[(1+Z§ +...IE§7/S+E;/£§ +)]}~ (2.1.52)

1 1
= pnfz[E(I 1K) (427K, + 2y2 +Kg7é)§2]-
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Zaktadajac, ze p — 0, ze wzorow (2.1.50)—(2.1.52) ustalono, ze:

-%z/2 V212
a0 _ e s, 2O ¢ 220, (153)
Y(0) 2(1+7.K,) 0 20+7K,)

Przy uwzglednieniu wzoru (2.1.21) otrzymano:

a1 £ d(pg’) f 3 s
e pmf =Etp=sE (2154

L©=5 16, 1(5)—1[1 ©&)-

Ly 2.1.55
gl (5)] (2.1.55)

Woweczas pochodna funkcji W(p) (2.1.45) zapisano w postaci:

¥ (p) Ej—p{nf Pl OLE)+K 1O (7.6)]=
= 7L L, OLE) + K 1O 7.+ (2.1.56)

2
" %{(Kg + 78)11 (}/85)1[ (§)+ (1 + Kng)Io(Vgg)Io (5)}

Zmodyfikowane funkcje Bessela I, (x), £ = 0;1 sg zwigzane z funkcjami Bes-

sela pierwszego rodzaju J, (x), k= 0;1 za pomoca relacji [2]:
I,(x)=J,(x), I,(x)=-iJ,(ix), (2.1.57)
Ih@=-J,@), @) =J@ -7, i=v-1.
Wykonujac nastepujace oznaczenia:

. 1
:u:lé:a :uzz_é:z’ pP=- 1071/” (2158)
1 UWZ niajac relacje .. , Z&E WZOIrow . . .. 1 . otrzymano:
i gledniajac relacje (2.1.57) ) (2 1.44), (2.1.45)1(2.1.48) y

@ (2. )= =1, ()], (e €77'?), 220, (2.1.59)
0, (2, 1)= =T, ()], (Yot €*'%), 20, (2.1.60)

2
W' (i) = —%kl + K 7)o (Fet)To (1) = (Ko +7) T, ()T ()], (2.1.61)
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3o (et 1, (1) + K 3o (1)) (7, t2) =0, (2.1.62)

Na podstawie wzorow (2.1.53), (2.1.59)—(2.1.62) rozwiazanie (2.1.46),
(2.1.47) zapisano w postaci:

-nz/2 oo
0(z,1) :Ae7'2/2|:e—+ 4 5 AGH) o, ’} 220, (>0, (2.1.63)
(1 + 75Kg) 7/8 n=l1 lP (ﬂn)
¥22/2 o
o= A2 L ASPEM) | <o 420, (2.1.64)
(1+}/€K£) Ve n=1 \P(lun)
gdzie:
@1 (Z’ﬂn) = Jl(}/S:un)Jl (ﬂne_712/2) > @2 (Z’ tun) = Jl(:un )Jl(yeﬂizeyZZ/Z) ’ (2165)
W) = 1 [0+ 7 K)o ()T o (Vett,) = (Ve + KT, ()T, (7o8,)] 5 (2.1.66)
P, =025k o7 10, (2.1.67)

oraz u, >0, n=1;2;3,... to proste, rzeczywiste pierwiastki funkcyjnego roéwnania
(2.1.62).

Na powierzchni ciernej z = 0 z rozwigzan (2.1.63)—(2.1.65) otrzymano:

1 P,)  pu
0 =0(0,)=A ———+ n gt | >0, (2.1.68
H=S0.0 [(HnK) nnzl‘l’(ﬂn) ] ( )

O(,) = @0, 14,) =, (0, 42,) =1, (Y 11,)T, (1, - (2.1.69)

Jezeli dodatkowo przyjmiemy, ze materialy pary ciernej s3 jednakowe
(K1 0 =Ko=Ky, kio = k0= ko, == y) to ze WzZorow (2 1. 21) (2 1. 22) 1 (2.1.42)
wynika, ze K; = y; = 1, zatem rozwigzanie (2.1.63)—(2.1.65) przyjmie postac:

o =Pt
@(t)=2A[%—Ze . ] 120, (2.1.70)

n=1 n
gdzie u, to pierwiastki rownania:

T,()=0. (2.1.71)
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Wprowadzono nastepujace bezwymiarowe zmienne i parametry:

z kl()t ]/l* qy,a ; C]
== r=——, = [=12,0,="", @ =—, 2.1.72
¢ P = Vi p 0T g 6 ( )

1,0 0
gdzie a oznacza efektywna glebokos$¢ nagrzewania elementéw pary ciernej, czyli
odleglos¢ od powierzchni tarcia, na ktorej temperatura osigga 5% maksymalne;j
wartosci [26].

Bioragc pod uwage oznaczenia (2.1.72), rozwigzania (2.1.63)—(2.1.67) zapisa-
no w postaci bezwymiarowe;j:

o NeI2

0'(¢, r)—_ %4/2[ 2(/’1 (65 4,) ﬁif}, £20, 720, (2.1.73)
1%

(1+7/£Kg) 7/5‘ n=l1 \P (/un)

672"5/2

0§, 71)=—r ° 5/{ 2(/’2@ L) lﬁf],g“so,rzo, (2.1.74)
7

(1+78Kg) Ve W(u,)

gdzie:

O (&ot,) =1 (et )T (1,77 7) @38 a,) =1 () (Fett, ), (2.175)
A, =05y, ,n=1;2; ... (2.1.76)

Na powierzchni kontaktu =0 ze wzorow (2.1.73), (2.1.74) otrzymano:

K[ 1 dadw) s
O (r)=0" 0,7)= —+— ) T 720, 2.1.77
(N=00.0= [(Han) e 2177

gdzie
@ (1) =@ (0, 1,) =95 (0, 41,) =T, (Vo t,) 1 (11,) - (2.1.78)

2.1.4. Asymptotyczne rozwigzanie w poczatkowych chwilach
nagrzewania

Przy duzych warto$ciach parametru p transformacji catkowej Laplace’a (2.1.15),
z uwzglednieniem asymptotyk funkcji [2]

I,(x)= (27 x) e, k=0;1, (2.1.79)
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ze wzorow (2.1.44) 1 (2.1.45) otrzymano:

o€ Lo’ 2 e IH7e7i2/ D& -y ( )
o(z,p)= = et 220, 2.1.80
1 \/275755 \/27Z§e nz/2 2755\/7_5
ot el i oS 174701 /2) o
,(z,p) = = e 2<0, (2.1.81)
’ N2 \/27z7/ Eerl? 2”5\/7_5
el e° el e (1+7:)¢
pe
Y(p)=<&p =(1+K, )—. (2.1.82)
Jz 2 27y, & \2né 27y,

Po podstawieniu funkcji ¢,(z,p), /=12, ¥(p) (2.1.80)—(2.1.82) do trans-

formowanych rozwigzan (2.1.43) otrzymano:

O(z, p)=2Ae ? el et 2T

2 1+ K ) e 7E
Ef\/}/_s ( e (2.1.83)
-néz/2
=2Ae _712/4— ,
O(z,p)=2Ae”7"? ST +7e12212) s - )
| ’ 14+ K, ) pelt7e)¢
ﬂf\/z ( e)pe
(2.1.84)
elebz/2

¥, z/4

£ <
(1+K,.)ps

Przy uwzglednieniu definicji parametrow y, (2.1.22) 1(2.1.21) transformo-
wane rozwigzania (2.1.83) 1 (2.1.84) zapisano w postaci:

|,
kl,O

e
Oz, p)= 2N gz , 220, (2.1.85)
(1+K ) » L
kl,O
2
ks 0
B p)=— N _nze e <y (2.1.86)
(1+K,) » 2
kl,O
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Korzystajac ze zwiazku [§]

N

Lpe V=241 ierfc(i} a=0, (2.1.87)

gdzie:
ierfe(x) =% — xerfe(x), erfe(x) = 1 —erf (x),
za$ erf (x) — funkcja btedu Gaussa [2],

z transformowanego rozwiazania (2.1.85), (2.1.86) otrzymano:

2A .
O(z,1) = AN nzi ky ot ierfc

= z20,0<r<<1, (2.1.88)
(1+K,)

z
2,[k o

0(z,1) = 2AR s Jh ot ierfe]

z<0, 0<r<<1. (2.1.89)
(1+K,)

z
2.k, ot
Przy z =0 z rozwigzan (2.1.88) i (2.1.89) znaleziono:

kot
o =221 Kl s (2.1.90)
1+K)\V &
Uwzgledniajac oznaczenia (2.1.72), rozwigzanie (2.1.88)—(2.1.90) zapisano
W postaci bezwymiarowe;:

(1+K,) 2t

@*(g“,r)=%em“‘ rierfc[—%/’%o}gso,og«l, (2.1.92)

(9*((,1):%6_”*{/4 Tierfc[ 4 ] £>0,0<7<<1, (2.1.91)

(1+K,)

6*(7):%\/2 ,0<7<<l1. (2.1.93)
AI+K)\7x

Zaprezentowana wyzej metode otrzymania asymptotycznego rozwigzania
przy matych warto$ciach liczby Fouriera 7 (oraz duzych warto$ciach parametru p
transformacji Laplace’a) zastosowano do przeprowadzenia przej$cia od rozwigza-
nia dla pary ciernej wykonanej z funkcyjnie gradientowych materialéw do znanego
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rozwigzania dla ukladu z materialéw jednorodnych. Wynika to z faktu, ze przy
y1 =72 — 0 ze wzoru (2.1.21) otrzymujemy &— .

Podstawiajgc formalnie we wzorach (2.1.91)+2.1.93) y1 =7, =0, y* = 1, otrzy-
mano znane rozwigzania stluzace do wyznaczenia bezwymiarowego zwickszenia
temperatury elementow ciernych wykonanych z materiatow jednorodnych [22]:

0'({,7)= \/?ierfc( 4 J >0, 720, (2.1.94)

ES

a +K€)

2z

0, )=—""- Tlerfc—;\/7 {<0,720, (2.1.95)

(
Lo 2Ky T
) (T)_(1+K€)‘/;z , 720, (2.1.96)

2.1.5. Analiza numeryczna

Obliczenia przeprowadzono na podstawie doktadnego rozwigzania (2.1.73)~2.1.78)
oraz rozwigzan asymptotycznych (2.1.91)+2.1.93). W przypadku materialéw jedno-
rodnych korzystano z rozwiazan (2.1.94)~2.1.96). Na materiaty cierne wybrano dwu-
sktadnikowe FGM, za$ powierzchnie cierne sa to odpowiednio ZrO, (element 1)
1 ALO; (element 2). Wraz ze wzrostem odleglosci od tych powierzchni zwigksza si¢
takze udzial materiatéw rdzeni Ti-6Al-4V (element 1) i TiC (element 2). Wlasciwosci
cieplno-fizyczne materiatoéw sktadowych przedstawiono w tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Whasciwosci cieplno-fizyczne materiatow [24, 117]

Przewodnos¢ cieplna Dyfuzyjnos¢ cieplna
Element, / Material K,Wm'K" kx10°,ms™!
. 710, 2,09 0,86
Ti-6Al-4V 7,5 3,16
) AlLL,O3 1,5 4,98
TiC 33,9 9,59

Uwzgledniajac oznaczenia (2.1.72), zmian¢ wspotczynnika przewodnos$ci
cieplnej materiatow (2.1.7), w zaleznosci od odleglosci od powierzchni kontaktu,
zapisano w postaci:

K () =K, K (), K () =€"Fl, |t <o, 1=1;2, (2.1.97)
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gdzie [77]:
Vi =In(K,, /K o), Ko =K/ (0), Ky =K (1), 1=1;2. (2.1.98)

Na podstawie danych zawartych wtabeli 2.1, przy zastosowaniu wzoru
(2.1.97), ustalono ze y, = 1,28, y, =3,12.

Zmiany bezwymiarowego przyrostu temperatury @ (¢, 7) (2.1.73)+2.1.78) pa-
ry ciernej ZrO>—Ti-6Al-4V (I=1) i ALOs-TiC (I =2) w czasie poslizgu przedstawia-
ja krzywe ciagle na rysunku 2.1. Na tymze rysunku liniami przerywanymi zaznaczo-
no odpowiednie rezultaty otrzymane z rozwigzan (2.1.94)—(2.1.96) dla ciat wykona-
nych z materiatow jednorodnych ZrO, (I = 1) i ALLOs (I = 2). Przy ustalonej odlegto-
$ci od powierzchni ciernej ¢ temperatura monotonicznie zwicksza si¢ wraz
zuptywem czasu (liczby Fouriera 7), przy czym najbardziej nagrzane sg po-
wierzchnie cierne ¢= 0. Intensywno$¢ nagrzewania elementow wykonanych

z materiatow gradientowych jest mniejsza niz w przypadku ciat jednorodnych. Wraz
z uplywem czasu roznice pomiedzy odpowiadajagcymi sobie rezultatami stajg si¢
coraz wigksze. Biorgc pod uwage oznaczenia (2.1.72), ustalono, ze w chwili zakon-
czenia procesu nagrzewania maksymalne wymiarowe przyrosty temperatury dla pary
wykonanej z funkcyjnie gradientowych lub jednorodnych materialéow wyniosty od-
powiednio © = 604°C 1 © =765°C.

@T_ @*_

0.2 7 02 .
| -7 I/ =0 -

0,15 /” 0,15 0.1

Rysunek 2.2. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©  w wybranych odleglo$ciach
od powierzchni ciernej. Krzywe ciagle — FGM: a) ZrO>-Ti-6Al-4V (I = 1), b) ALO3-TiC (I = 2).
Krzywe przerywane — materialy jednorodne: a) ZrOz (/= 1), b) ALO3 (/= 1)
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ObniZenie bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,1) wraz ze zwicksze-

niem odleglosci od powierzchni kontaktu w chwili zakonczenia procesu nagrzewania
przedstawiono na rysunku 2.3. Wraz z oddalaniem od powierzchni kontaktu réznica
pomiedzy odpowiednimi warto$ciami ®" w elemencie / = 1 maleje, za§ w elemencie
[ = 2 pozostaje prawie niezmienna, a nawet nieco si¢ zwigksza. Znacznie wyzsza
temperatura jednorodnego elementu ceramicznego AlLOs; (/ = 2) w pordwnaniu
z temperatura tegoz elementu wykonanego z FGM ALOs-TiC jest spowodowana
wyborem na materiat rdzenia weglika tytanu TiC o wysokiej zdolnosci przewodzenia
i dyfuzji ciepta (tabela 2.1).

(O ) =1

Rysunek 2.3. Rozklad bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° po odlegtosci ¢ od po-
wierzchni tarcia przy 7=1. Krzywe ciagle — tworzywa gradientowe ZrO>-Ti-6Al-4V (I = 1)
i ALO3-TiC (I = 2), krzywe przerywane — materialy homogeniczne ZrOz (/ = 1) i ALOs (/ = 2)

Wplyw bezwymiarowych parametréw materiatow y,,/ = 1;2 (2.1.72) na tempe-
rature powierzchni ciernych w chwili zakonczenia procesu nagrzewania pokazano na
rysunku 2.4. Najwyzsza temperatura powierzchni kontaktu osiggana jest w przypadku
pary ciernej wykonanej z materialow ceramicznych ZrO, (I = 1) i ALOs (I = 2).
Zastosowanie funkcyjnie gradientowych materialtow powoduje natomiast obnizenie
temperatury przy jednoczesnym zwigkszeniu parametréw gradientu ;,/ = 1;2. Obni-
zenie temperatury powierzchni ciernej elementu ALOs-TiC (/ = 2), wystgpujace wraz
ze wzrostem parametru gradientu, jest za to bardziej intensywne niz w przypadku ele-
mentu ZrO-Ti-6A1-4V (/=1).
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o' I=1 o =2
172 024 T
0,15 —\ 0,15 _\
0,11 0,1
0,05 0,05
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
1 2 3 4y 1 2 3 4 9
a) b)

Rysunek 2.4. Zalezno$é bezwymiarowej temperatury © na powierzchni kontaktu {=0 przy
7=1 od: a) parametru y; przy y,=3,12; b) parametru ¥, przy 7, =1,28 (krzywe ciagte), przy
czym linie przerywane — rezultaty dla materiatéw jednorodnych

Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° powierzchni ciernych
¢'=0 dla wybranych wartosci parametru gradientu y, przedstawiono odpowied-
nio na rysunku 2.5a (/ = 1) ina rysunku 2.6a (/ = 2). Im mniejszy jest parametr
gradientu materiatu, tym wyzsza jest temperatura powierzchni kontaktu, a jej prze-
bieg jest blizszy warto$ciom otrzymanym w przypadku jednorodnych materiatow
ceramicznych. Wraz ze wzrostem czasu nagrzewania réznice pomigdzy odpowia-
dajacymi sobie temperaturami otrzymanymi dla materialdéw jednorodnych i FGM
si¢ zwigkszajg.

Zmiany bezwymiarowego przyrostu temperatury @ przy zwickszeniu odle-
glosci od powierzchni kontaktu (=0 zaprezentowano na rysunku 2.5b (/= 1) i na
rysunku 2.6b (/ = 2). Nalezy zaznaczy¢, ze efektywna gltgboko$¢ przenikania ciepta
w elemencie ZrO,-Ti-6Al-4V (I = 1) wynosi 3,2 mm, a w elemencie Al,O3-TiC
(I = 2) jest rowna 7,7 mm, tak wigc w przypadku parametru odniesienia
w oznaczeniach (2.1.72) przyjeto a = 7,7 mm Oznacza to, ze bezwymiarowa odle-
glosé |§'] =1 odpowiada odlegtosci z = 7,7 mm.
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0.2

0,15+

0,14

0,05

Rysunek 2.5. Zmiany bezwymiarowego przyrostu temperatury

a)

b)

© w elemencie wykonanym

z ZrO2-Ti-6Al-4V (I = 1) przy ustalonej warto$ci parametru ¥, = 3,12 oraz réznych warto$ciach

parametru ¥ : a) w czasie po$lizgu na powierzchni ciernej ¢ =0; b) z oddaleniem ¢ od po-

wierzchni kontaktu w chwili zakofczenia procesu 7 = 1

Q"
0.2

b)

Rysunek 2.6. Zmiany bezwymiarowego przyrostu temperatury ©  w elemencie wykonanym

z AbLO5-TiC (I = 2) przy ustalonej wartoéci parametru y; =1,28 oraz réznych warto$ciach parame-

tru y;: a) wczasie poslizgu na powierzchni ciernej ¢=0; b) z oddaleniem ¢ od powierzchni

kontaktu w chwili zakonczenia procesu 7 = 1

42



W przypadku elementu / = 1 wykonanego z dwutlenku cyrkonu ZrO, obnize-
nie temperatury zoddaleniem od powierzchni ciernej nastgpuje szybciej niz
w przypadku materialu gradientowego ZrO,—Ti-6Al-4V. Jednym z niepozadanych
efektow szybkiego obnizenia temperatury wraz ze zwigkszeniem odleglosci
od powierzchni kontaktu w materiale jednorodnym moze by¢ inicjacja znacznego
napregzenia termicznego. Zmiana temperatury na grubosci elementu / = 2 ma po-
dobny charakter tak dla materialu jednorodnego Al>Os, jak i FGM dla ALLOs-TiC,
przy czym na ustalonej odleglosci od powierzchni kontaktu temperatura po-
wierzchni ciernej elementu jednorodnego jest wyzsza niz w przypadku FGM.
Im wyzsza jest natomiast warto$¢ parametru gradientu danego materiatu, czyli im
wiekszy jest udzial objetoSciowy materiatu rdzenia, tym nizsza jest temperatura
osiggana w strefie przypowierzchniowej elementu, czyli w miejscu najbardziej
narazonym na skutki oddziatywania wysokiej temperatury.

2.1.6. Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale zaproponowano model matematyczny procesu na-
grzewania tarciowego zuwzglednieniem funkcyjnej gradientowosci materiatow
elementow pary ciernej. W tym celu sformutowano jednowymiarowe poczatkowo-
-brzegowe zagadnienie przewodzenia cieplnego dla dwoch pédtograniczonych cial,
przy doskonatych warunkach kontaktu cieplnego tarcia, ze stala wartoscia gestosci
mocy tarcia. Zalozono, ze przewodnosci cieplne materiatow zwigkszaja si¢ ekspo-
nencjalnie wraz z odlegloscig od powierzchni ciernych. Doktadne oraz asympto-
tyczne (w poczatkowych chwilach procesu) rozwigzania zagadnienia otrzymano
z wykorzystaniem transformacji catkowej Laplace’a. Weryfikacj¢ rezultatow prze-
prowadzono natomiast za pomoca przej$¢ granicznych do odpowiednich znanych
rozwigzan dla materiatéw jednorodnych.

W oparciu o otrzymane rozwigzania analityczne przeprowadzono nast¢pnie
analize numeryczng pola temperatury wybranej pary ciernej wykonanej z funkcyj-
nie gradientowych materialow ZrO,-Ti-6Al-4V (I = 1) i ALO;-TiC (I = 2). Usta-
lono, ze zastosowanie takich materiatdéw powoduje znaczacy spadek temperatury
w poréwnaniu z odpowiadajacymi im materialami jednorodnymi. Zbadano takze
wplyw parametréow gradientu materiatow ciernych na przestrzenno-czasowe roz-
ktady temperatury. Pokazano, ze wzrost parametru gradientu, a zatem udziatlu objg-
tosciowego komponentu materialu rdzenia w warstwie przypowierzchniowej ele-
mentu, skutkuje poprawa procesu odprowadzania ciepta tarciowego w glab mate-
riatdw, a co za tym idzie, obnizeniem maksymalnej temperatury osigganej na po-
wierzchni kontaktu elementow ciernych.

Rezultaty badan z tego podrozdzialu opublikowano w artykule [153].
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2.2. Uwzglednienie zmiennosci profilu czasowego
gestosci mocy tarcia

2.2.1. Sformutowanie zagadnienia

W podrozdziale 2.1 otrzymano dokladne rozwiagzanie zagadnienia cieplnego tarcia
przy statych ci$nieniu kontaktowym i predkosci poslizgu (statej gestosci mocy
tarcia). Wiekszos¢ uktadow ciernych pracuje jednak w warunkach, w ktorych ge-
stos¢ mocy tarcia zmienia si¢ w czasie poslizgu. Typowym przyktadem takiej
zmiany jest proces nagrzewania tarciowego podczas hamowania.

Rozpatrzmy zatem proces generacji ciepta w tarczowym uktadzie hamulco-
wym podczas hamowania jednokrotnego. Robocze elementy uktadu to dwie jedna-
kowe naktadki potozone symetrycznie wzgledem tarczy. W poczatkowej chwili
t =0 naktadki sg przyciskane do powierzchni ciernych tarczy z ci$nieniem row-
nomiernie roztozonym na catym obszarze kontaktu izmieniajacym si¢ wraz
z uptywem czasu wedtug zwiagzku [26]:

p)=pyp" (), p()=1-€""", 0<1<1, (2.2.1)

gdzie:

t, 20 — czas narastania cisnienia kontaktowego p,, za$ ¢, — czas hamowania.
Redukcje liniowej predkosci V pojazdu od wartosci poczatkowej Vo = H(0) do

zera w chwili zatrzymania ¢ = ¢, na skutek oddzialywania sit tarcia opisuja nastepu-

jace wzory [119, 146]:

V@O =V 1), V(0 =1L+ iy, 0= o

— 0 o<t<t, (2.2.2)
t, t, prAaVO

gdzie:
W, — poczatkowa energia kinetyczna uktadu,
f — wspotczynnik tarcia,
A, —pole nominalnego obszaru kontaktu naktadki z tarcza,
t! — czas hamowania ze stalym opoznieniem (z, — 0).
Z uwzglednieniem profilu czasowego predkosci (2.2.2) czas hamowania wy-
znaczono z warunku zatrzymania V(¢ )=0. Nalezy zaznaczy¢, ze przy

0<t,<0,3t° przyblizony wzor do ustalenia chwili zatrzymania ma postaé
t,=t)+0,99, [119].
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Biorac pod uwage wzory (2.2.1) oraz (2.2.2), wyznaczono ggsto$¢ mocy tarcia:

a()=490q" (1), 9o = foVs, 4 (O)=p OV (1), 0st<t,. (2.2.3)

Zmniejszaniu predkosci podczas hamowania towarzyszy generacja ciepta tar-
ciowego, aco za tym idzie, nagrzewanie elementéw pary ciernej. Przy czym,
z powodu symetrii wzgledem $rodkowej plaszczyzny tarczy, do wyznaczenia tem-
peratury rozpatrywanego uktadu hamulcowego wystarczy rozpatrzy¢ schemat kon-
taktu jednej naktadki z tarcza o polowie jej grubosci (rysunek 2.2.1).

pad Al alloy

Rysunek 2.7. Schemat zagadnienia przy zmiennym profilu gestosci mocy tarcia

Przy takich samych zatozeniach 1-7 jak w podrozdziale 2.1, do wyznaczenia
przyrostu temperatury w elementach pary ciernej O(z,t)=7(z,t)—1, przyjeto
nastepne jednowymiarowe poczatkowo-brzegowe zagadnienie przewodnictwa
cieplnego z uwzglednieniem generacji ciepta na skutek tarcia:

[ K (z )89(2 t)] clplagéj’t),z>0, 0<t<t, (2.2.4)
[K (z )a@(z ’)]_c2p2 901 L co,0<r<t,. 2.2.5)
oz ot
K,(z )86(2 Dl g ( )a@(z D _g), 0<t<t,  (2.2.6)
z=0" z=0*
0(0,1)=0(0",1), 0<t<t,, (2.2.7)
O(z,1) >0, || >, 0<t <1, (2.2.8)
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0(z,0)=0,

7| < oo, (2.2.9)

gdzie zmiana przewodnosci cieplnej po normalnej od powierzchni tarcia ma postaé
(2.1.7), za$ profil czasowy gestosci mocy tarcia g(¢) posta¢ (2.2.3). Uwzgledniajac
posta¢ funkcji (2.1.7), zagadnienie poczatkowo-brzegowe (2.2.4)—(2.2.9) zapisano
jako:

2 -nz
00N, ,90EN _ 00D g gar<h,  (22.10)

dz* Yooz ko ot
2 Yz
00N _, 90ED _ e I0EN L o gep<y,  (211)
oz oz ky, ot
Kz,oag(z’t) _Kl,oa@)gz,t) —q(1), 0<t<t,, (2.2.12)
z=0" z z=0"
0(07,1)=0(0" 1), 0<t<t,, (2.2.13)
O(z,1) >0, || > e, 0<r <1, (2.2.14)
0(z,0)=0, |2 <o, (2.2.15)

gdzie k,,, [ = 1,2 to wspotczynniki dyfuzyjnosci cieplnej na powierzchni ciernej
z=0(2.1.14).

2.2.2. Rozwigzanie doktadne

Przyrostu temperatury (:D(Z,t) odpowiadajacego gestosci mocy tarcia g(f) (2.2.3)
poszukiwano na podstawie wzoru Duhamela [86]:

n t
O(z,1) :% [a'(t=9)0(z,8)ds, 0<t<t,, (2.2.16)
0

gdzie O(z,t) to przyrost temperatury (2.1.63)—(2.1.67) przy stalej gestosci mocy

tarcia q(f) = qo. Z uwzglednieniem postaci rozwigzania (2.1.63), (2.1.64) w calce
(2.2.16) otrzymano:

46



. -7z/2
@(z,t):Ae_712/2|:— AL 6| 220,005, 2217)
(1+7/5K5) 75 n=l lI’( ) B
. Vz/2 ]
@(z,t):Ae7zZ/2|:— Z%(Z 'u” G ()],z£0,0<¢<t, (2.2.18)
(1+ }/gKg) Ve n=l v’ ( )
gdzie:
t
G,()=[q"(t—s)e™""ds , n=1;2;3;.... (2.2.19)
0

Pozostate oznaczenia statych wystepujacych we wzorach (2.2.17)—2.2.19) zo-
staty zdefiniowane w podrozdziale 2.1.
Podstawiajac pod znak catki (2.2.19) profil czasowy gestosci mocy ¢ (1)

(2.2.3), uzyskano:

G,(1)= G\ ()-GO +5Ga(t), n=1:23..,  (2220)
’ t ’ t ’

N N

gdzie:
s t
G, =[P (t=s)e"ds, G,,(t) = [(t=5)p"(t=s)e™ds,
0 0
t
G,3()=[[p"(t—s)Fe"ds. (2.2.21)
0

Obliczenie catek (2.2.21) z uwzglednieniem w nich profilu czasowego cisnie-
nia p' () (2.2.1) dato:

G, (t)=p,' (1" +a, (e —e"'"), (2.2.22)
G,,()=t(p,' —a,'e"")=p, (- ") =a, (™ —e'"), (2.2.23)
G,;()=p, (1-e ") +2a,' (e " ="y =b (e "), (2.2.24)

gdzie:

a,=p,—t;'#0,b,=p, -2t 20, n=1;2;3;.... (2.2.25)
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Zakladajac, ze jezeli dla pewnego n =k, k = 1;2;... zachodzi rowno$¢ p, =t

(a, =0, b, =—t"), po obliczeniu calek (2.2.21) znaleziono:

Gy =11 - )1,
Galt) = tli—t,(1="" )] =05,

Gy =t,(1—e""y =2t

(2.2.26)
(2.2.27)

(2.2.28)

Przy p, =2t (a, =t', b, =0) otrzymano natomiast:

G, (1) =05t (1—e""),
G, (1) =05t —0,5t,(1—e ") =t [t —t,(1—e"" )™,

G s()=05t,(1—e"") =2t (1—e ") 417"

(2.2.29)
(2.2.30)

(2.2.31)

Podstawienie funkcji G, (1), i=1;2;3 (2.2.22)~2.2.24) do prawej strony

wzoru (2.2.20) dato:

— _pnt
Gn(t):(1+t—f)+ 01 Jw—(Hz—é’#
tS N n pn tS

L p

N tl-(e_Zt/t[ _e—p“t) _i L_ e—t/t[
0 0
tSbl’l tS pn an

—t/t; _ _—pyt
Ol \(e e )+

} 0<t<t,n=12;...

tS a}’l } aﬂ
(2.2.32)

Wystepujaca we wzorach (2.2.17), (2.2.18) pochodna funkcji Gu(?) (2.2.32),

spetniajacej warunki (2.2.25), ma postac:

N s

a

n

, ) 27 =Lt/ _ —put
Gn(t):[1+t—6} ”"’+(1+%+ 01 \(t’ ¢ P )+
t t toa,

)

=Pt _ Pt
pe™) (=e™) (2.2.33)
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Postepujac w podobny sposob, ze wzordéw (2.2.20), (2.2.26)—(2.2.31) wyzna-
czono odpowiednie pochodne:

t 0t t
G, (1) :—0[3+ti——}‘”’f +—’0(2e_2'/"' —e'lt —1) przy p, =t;' (2.2.34)

oraz

(1) =(1+4t—6}e_t/t" _el )—%(1—52”"‘ )—tio(e‘”’f 12e7)(22.35)
[S N

przy p, =21

Pochodne (2.2.34) 1(2.2.35) mozna otrzyma¢ takze winny sposob,
a mianowicie, wykonujac kolejno przejscia graniczne a, -0 1 b, -0 we wzorze
(2.2.33). Rzeczywiscie, z uwzglgdnieniem granic:

1 - -, -1 s ~tlt; _ =1y
(ti ett_pnept) (tl _pn)ett+pn(e _ept)

lim = lim =
a,—0 a, a,—0 a,
-1 —a,t —t/t;
. [ma,+t7 (1= )]e 0
=lim [Fa, 1 € )l = |:—:| = (2.2.36)
a,—0 a, 0 H
=lim (-1 + e e = (t/t, —1)e™",
. _ {1 _ _
llmlL(l—i} K +—2(—e Y- pe H:
-0 a, 1 a, \ ¢
i Gl = (2 —a,)de ™" +[(p, —a,)e " — pe™] _
B a,—0 af B
_ lim alte™ —a e 1 e (1— e ) _|of _ (2.2.37)
a,—0 af 0 H

-1, —t/t; —a,t

i/t . otte (=14 e ™ _ 0

=te”'" + lim - ( A
a,—0 2a, "

=t —0,5t" e =1(1-0,5t/t,)e ",
. .10 . , .
gdzie notacja ° oznacza zastosowanie reguly de 1’Hospitala, ze wzoru (2.2.33),
H
przy n=k,pr=t;', b= —t;', otrzymano pochodna:
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, Lo L-re & ot 2, /1
G()=|1+—L ™" ——L(1- + 1+ L +
t r) . t, _ .
R b L A T G Y a L ey TR

2
_ 1+i+£_ﬁ+L_ - +t_i(2672t/t[ _eft/t[)_t_i:
N S S AT £ 1

N s S s S N

0
t t t - t — -
— 0 3+ s t/ti + 6(26 2[/1‘1- —e t/l‘,v _1)’
t t, 2t t

(2.2.38)

N

ktora jest identyczna z pochodng (2.2.34), otrzymang za pomoca bezposredniego
catkowania.

Postepujac podobnie, z uwzglednieniem nastgpujacej granicy:

(2t71 *2[/[ _p”e*pnt) 3 hm (ZZ:I _p”)e*2t/t‘- +pn(e*2t/t[ _e*pnt)

bn—>0 b, by =0 b,
—1 —b,t =2/t
i PRt A=l 10 (2.2.39)
b,—0 b, 0y

9

= hm (_1 + 2t;lte_bnt )e—Z/I‘i — (2t/tl _l)e—zt/ti
b, —0

pochodng (2.2.33) przy n =k, pr = 2t,', ax = ;' zapisano w postaci:

G;(f)=(l+tt—é}‘2”% i ( _ —2t/t) (1_’__} ol —26_2”’")—
tz 2t 1 =2t/t; t —t/t; _
I U A Y A
A ' (2.2.40)
|- 4, - A ) ; i
14+ —= t/t; 14 —L 2/t Y l—e 2t/ 4 e —t/t; +2e 2t/ —
( } ( l‘s } Zt;)( ) f?( )

(1+4t5 }1 ot )e—z/r‘ _f_,-o(l_e—zz/z,) (1+2 t/t) 111

2t £

s N

ktora jest tozsama z ta we wzorze (2.2.35).
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Z uwzglednieniem granicy

_ ~Pnl
1imw:[9] — limze ™" =1 (2.2.41)

Pn—0 P, 0 — -0

. t t 2t ot ) - t _ t t |-
lim G (t)=1+—%———[1+ =L L ™/t 4 L™ L] ] =
10 N tot t t t,
t t - L - -
— 1+_é)__0 1 t/z,)__:)( t/t; Zz/ti):
[ t
t t —t/t, t; 1/t \ 1/t
o A ) S iy Pt (2.2.42)
tS [S tS
/1, t it
=(l—e 1L plifi—e)|=
tS tS

N s

=p (t)[l_t_°+z_°p (t)}q (1), 0<t=t,

gdzie p'(f) i ¢°(¢) to odpowiednio bezwymiarowe czasowe profile ci$nienia (2.2.1)
1 gestosci mocy tarcia (2.2.3).

Warto zauwazy¢, ze funkcja ¢ (f) wystepuje poza znakiem sumy w tzw. zero-
wym sktadniku rozwigzania (2.2.17)—(2.2.18). W przypadku szczeg6lnym ¢, — 0
ci$nienie p (2.2.1) osigga swoja warto$§¢ nominalng po natychmiastowo, predkos¢ V
(2.2.2) podczas hamowania zmniejsza si¢ liniowo (hamowanie ze statym opdznie-
niem), a bezwymiarowy profil czasowy gestosci ma postac:

7@0)=1-L,0<r<s, (2.2.43)
tS

gdzie ¢° — czas hamowania (2.2.2).
Korzystajac z granic:

. - . 1=t/t . 1—¢t/t. . t.—t
hme’/"'zo,hm /’:hm /4, = lim— =t,
;=0 L0 a, =0 p, _l/ti t->0pt —1

1424 /1) (142171 1420/t ]
hm#:llml(—l‘g)zo, 11m#:11m :—1’
t; =0 a, t; =0 pnti -1 t; >0 anti t;—0 pnti -1
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2

.1 . t; o1 . t,
lim— =lim—————=0, lim > = lim — =
t; =0 a, t;—=0 (pnti —1) t; =0 anti t;—0 (pnti _1)
N 4 ot 2
lim— = lim b 0, im—+—=lim———=0, (2.2.44)
;>0 bn t;—0 Pt — 2 t;—0 bn t;—0 Pt — 2

ze wzoru (2.2.33) przy t, — 0 otrzymano:

_(l—e_p"’)
top '

s n

G (t)=e " (2.2.45)

Nalezy zaznaczy¢, ze w poczatkowej chwili gesto$¢ mocy tarcia (2.2.3) ¢"(0) = 0,
za$ z zastosowania wzoru (2.2.33), z uwzglednieniem oznaczen (2.2.25), wynika, Ze:

[ 2, 1\ ' —p) Q4 -p) 1

I+—+ + =
0 0 0 0
) ta, | a, 1b, toa, (2.2.46)

=0, p, 2t v p, 27 ,n=12;....

G0) =1+ +
t

s

Podobnie, przy n = k, px = t;' v pr = 2t;', wzory (2.2.34) i(2.2.35) daja
G,(0) =0. Reasumujac, oznacza to, ze rozwigzanie (2.2.17), (2.2.18) spetnia wa-

runek poczatkowy (2.2.9).

Trzeba podkresli¢, ze zachowanie warunku poczatkowego w przypadku hamo-
wania ze stalym opoOznieniem jest bardziej skomplikowane, gdyz, jak wynika
ze wzordow (2.2.43)1(2.2.45), ¢"(0) =1 G; (0) = 1. W tym przypadku warunek po-

czatkowy (2.2.9) sprawdzano numerycznie, a w efekcie znaleziono sumy szeregow:

i¢l(znun): 0a257g e—ylz/Z Z2>0
=R (VANRESZ

i iq)Z(,Znun) — 0’25}/8 6722/2’ z<0. (2247)
n=1 lP (ﬂ") 1+ ngg
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2.2.3. Postaé¢ bezwymiarowa rozwigzania

Wprowadzono nastepujace oznaczenia:

z ky ot kigty, o K otg ki of; i
:—,T:;’ o = 2 ’Ts: > , T, = > . _—,l=1,2,
; p 2 a2 az a2 ! a
0, =1‘?—“, o :@3, (2.2.48)
1,0 0

gdzie:
a=max{a,a,}, a,, | = 1;2 — grubo$ci elementdw pary ciernej uczestniczace
w pochlanianiu ciepta.

Parametry te sg Scisle zwigzane zpojeciem efektywnej grubosci (odleglosci
od powierzchni ciernej, na ktorej temperatura wynosi 5% maksymalnej wartosci) [25]:

d; oy =3kt s 1=12. (2.2.49)

Jezeli wyznaczona ze wzoru (2.2.49) efektywna grubos¢ dies jest mniejsza

od faktycznej grubosci d; elementow, to w obliczaniach przyjmuje si¢ a,=d, ,;,
[=1;2, aw przypadku przeciwnym: (d, ,, 2d,) a,= d,,[=1;2.

Z uwzglednieniem oznaczen (2.2.48) w rozwiagzaniach (2.2.17), (2.2.18) oraz
wzorach (2.2.1)—(2.2.3), (2.1.65), (2.2.33) bezwymiarowe zwickszenie temperatury
zapisano w postaci:

N o -nez < o
O ()= Rogrien| €00 gy  ASACM) Gy |
2 (1 + 7£Kg) 78 n=1 ¥ (:un)

£>0,0<7<7,, (2.2.50)

. o réi2 = pF
9*(4,91):&6}/2;/2[ € q*(T)+iZ¢2(§’ﬂ’1)G;(T)],

2 (1+7.K,) Ve ¥Y(u,)
{<0,0<7r<7,, (2.2.51)
gdzie:
¢ ()= p*(r)[l —T—2+%p*(r)], p@)=1-¢""", (22.52)
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O (2. 1,) =1 (Vett ) (1,67 s @3 (2o p,) = T () (et €7, (22.53)

-A,7 -1 -t/7 _ -A,T
G ()= 1+% e _(ze™) ° )4 1+2—TO"+ 01 \@e A )
T, T, A, A, T, J o,
(2.2.54)
_ Ti(27;16_21/7[ _ﬂne—l,,r) + 1 1_1 -7/7;
8, a, 7, ’

a, =, -7, #0,B,=4, -2t 20, 1, =057 1), n=1;2;..., (2.2.55)
7, =70 +0,997,, jesli 0<7, <037 . (2.2.56)

Funkcja W’(u,) okreSlona jest wzorem (2.1.66), za$ liczby u, > 0 to proste
pierwiastki réwnania charakterystycznego (2.1.62). Jezeli przy n = k zachodzi
rowno$¢ A4, = 7', to ze wzoru (2.2.34) otrzymujemy:

T T. 27, T

N 1 1 N

0
(1) = 10(3 +T—S—i}‘”ﬂ + L (e —eem 1), (2.2.57)

aprzy 4, = 27" napodstawie wzoru (2.2.35):

G,(7) :(1+4ig}e‘”’f —e )= (oo ) D (e 420727 (2.2.58)
T

N

2.2.4. Analiza numeryczna

Na podstawie otrzymanych doktadnych rozwigzan (2.2.50)—(2.2.56) z uwzglednie-
niem oznaczen (2.2.48) przeprowadzono obliczenia temperatury powstatej na skutek
tarcia w ukladzie naktadka-tarcza podczas hamowania jednokrotnego. Materiaty
powierzchni ciernych elementow to dwutlenek cyrkonu (/ = 1) oraz ceramika (/ = 2).
Wraz z oddalaniem si¢ od tych powierzchni w glab cial ich wspotczynniki przewod-
nosci cieplnej zwigkszaja si¢ eksponencjalnie zgodnie ze wzorem (2.1.7), osiagajac
na efektywnych glebokosciach ¢,, / = 1;2 wartosci charakterystyczne odpowiednio
dla stopow tytanu i aluminium. Wtasciwosci termiczne wyzej wspomnianych mate-
rialow zaprezentowano w tabeli 2.2.
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Tabela 2.2. Whasciwosci cieplne komponentow FGM [76, 117]

Przewodno$¢ cieplna Dyfuzyjnos¢ cieplna
Element, / Material K,Wm'K" kx10°,m?s™"
1 710, 2,09 0,86
Ti-6Al-4V 7,5 3,16
5 ceramika 3 1,15
stop Al 173 67,16

Wartosci  pozostatych  parametrow  wejsciowych  byly  nastepujace:
A, = 0,442 - 102 m?, f= 0,27, po = 0,607 MPa, T, = 20°C, V, = 23,8 m s,
Wo = 103,54 kJ [27]. Ze wzoru (2.2.2) wyznaczono czas hamowania przy
statym opOznieniu ¢! = 12 s, a nastgpnie czas zatrzymania # = 12,49 s. Pozwolito

to na znalezienie ze wzoru (2.2.49) efektywnych giebokosci przenikania ciepla
ar = 5,556 mm i a; = 6,435 mm, a tym samym parametru skali a = a,. Za pomoca
wzoru (2.1.98) ustalono natomiast warto$ci bezwymiarowych parametrow gradien-
tu y, =1,281 y,=4,05.

Izotermy (:)(z,t) w elementach pary ciernej pokazano na rysunku 2.8. Najbar-

dziej nagrzany (é= 800 + 943°C) jest waski, majacy grubos$¢ okoto 0,5 mm,
przypowierzchniowy obszar pojawiajacy si¢ po =3 s od rozpoczecia procesu ha-
mowania. Czas istnienia takiego obszaru wysokiej temperatury wynosi =3 s.
Wraz ze zblizaniem si¢ do chwili zatrzymania nastepuje ochtodzenie powierzchni
ciernych obu elementow. Przy zatrzymaniu odleglos¢ od powierzchni ciernej,
na ktorej wystepuje zauwazalna temperatura, jest wigksza w tarczy niz w naktadce.

Ewolucj¢ przyrostu temperatury (:)(z,t) elementow ciernych podczas hamo-

wania na wybranych odleglo$ciach od powierzchni kontaktu zaprezentowano na-
tomiast na rysunku 2.9. Wraz z rozpocze¢ciem hamowania temperatura powierzchni
ciernych z = 0 szybko zwicksza si¢ wraz z uplywem czasu, osiagajac maksymalna

wartos¢ émax = 943°C w chwili tmax = 5 s, po czym nastgpuje okres ochlodzenia

tych powierzchni, trwajacy az do zatrzymania. Podobny ksztalt maja rowniez pro-
file czasowe temperatury wewnatrz tarczy i naktadki. W tarczy widoczny jest przy
tym znany efekt ,,opdznienia”, polegajacy na tym, ze czas osiggni¢cia maksymal-
nej temperatury zwigksza si¢ wraz z oddalaniem od powierzchni kontaktu, podczas
gdy w nakladce efekt ten jest praktycznie niezauwazalny. Na uwage zastuguje

rowniez proces szybkiego chlodzenia powierzchni ciernej tarczy po osiagnieciu
©__ — wchwili zatrzymania temperatura wewnatrz tarczy jest wyzsza niz na jej

max

powierzchni. W naktadce efekt ten natomiast nie wystepuje.
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Rysunek 2.8. Izotermy @(z,t) przy czasie narastania ci$nienia kontaktowego 7, =0,5 s

8,°C ®,°C ]
10004  z=D 1000
800 0,1a 800 —
600 | 0,24 600 |
7] 0,3a h
400 400 —
] 0,4a N
200 200
0 T T T T T T T T 0
0 2,5 5 7,56 10 t s 0

a) b)

Rysunek 2.9. Ewolucje przyrostu temperatury (:)(z,t) w wybranych odleglosciach |z| od powierzchni
kontaktu podczas hamowania przy czasie narastania cisnienia # = 0,5 s: a) tarcza, b) naktadka

Zmiang¢ temperatury powierzchni ciernych tarczy i naktadki w czasie hamowania
przy roéznych wartosciach czasu narastania ci$nienia kontaktowego pokazano na ry-
sunku 2.10. Zwigkszenie czasu osiggni¢cia warto$ci nominalnej cisnienia powoduje
obnizenie temperatury maksymalnej powierzchni kontaktu przy jednoczesnym zwick-
szeniu czasu hamowania. Efekt obnizenia maksymalnego przyrostu temperatury
émax =©(0,7. ) od czasu narastania ci$nienia zaprezentowano na rysunku 2.10.

max
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0, °C
£=0,02

900 —| o,

m 3,6
600 7
300

0 I T \ I
0 4 8 12 ts

Rysunek 2.10. Ewolucje przyrostu temperatury é(z,t) podczas hamowania dla wybranych wartosci

czasu narastania ci$nienia kontaktowego ¢,

"

O, °CT]

max

960 —
920
880
840

800

Rysunek 2.11. Zalezno$¢ maksymalnego przyrostu temperatury ©, od czasu narastania ci$nienia

ax

kontaktowego ¢;

Wplyw bezwymiarowych parametrow gradientu materiatow 7,, [ = 1;2

na temperatur¢ maksymalng (:)ma zaprezentowano na rysunku 2.12. Mozna zau-

X

wazy¢, ze zwigkszenie w wybranych FGM udzialu materiatu rdzenia (Ti-6Al-4V
dla tarczy oraz stopu aluminium dla naktadki) powoduje obnizenie maksymalnej

temperatury uktadu hamulcowego. Najwigkszy spadek émax ma miejsce przy
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zwigkszeniu gradientu y, materiatu naktadki (rysunek 2.2.6b), natomiast najwyz-

sze wartos$ci C:)ma sg osiagane w przypadku pary ciernej, ktorej jeden z elementow

X

wykonano catkowicie z materialu jednorodnego. Sa to dwutlenek cyrkonu ZrO,
(7,= 0) wprzypadku tarczy ((:)max= 995°C, rysunek 2.2.6a) oraz ceramika

(7, = 0) dla naktadki ((:)maX = 1340°C, rysunek 2.2.6b).

6 °c
e g 5
1000 — 1300 7
960 1200
920 — 1100 -
880
1000
840 —
T T T T T T T 1 900 \ T — T T
0 1 2 3 4y 0 1 2 3 4 y
a) b)

Rysunek 2.12. Zalezno$¢ maksymalnego przyrostu temperatury C:)rmx dla ¢ = 0,5 s od bezwymiaro-

wego parametru gradientu: a) y; przy y; =4,05;b) 7, przy 7, =1,28

2.2.5. Podsumowanie

Przedstawione rezultaty stanowig kontynuacje badan z podrozdziatu 2.1, w ktorym
w postaci bezwymiarowe] przeprowadzono jako$ciowa analize porownawcza
wplywu gradientowosci materialu na temperatur¢ podczas tarcia z rOwnomiernym
poslizgiem. W niniejszym podrozdziale zaproponowano natomiast model matema-
tyczny do wyznaczenia pola temperatury w uktadzie naktadka-tarcza podczas ha-
mowania jednokrotnego. Istotng cecha tego modelu, r6zniaca go od innych po-
wszechnie znanych, bylo uwzglednienie w nim profilu czasowego ci$nienia
i predkosci dla elementdéw ciernych wykonanych z funkcyjnie gradientowych ma-
teriatdw o eksponencjalnie zmieniajgcym si¢ na grubosci wspolczynniku przewod-
nictwa cieplnego. Zaproponowany model pozwala na szybka oceng trybu tempera-
turowego hamulca w zaleznos$ci od parametrow operacyjnych, w szczegoélnosci
takich, jak czas narastania cis$nienia oraz wielko$¢ gradientu wybranych materia-
low naktadki i tarczy. Obliczenia przeprowadzono w postaci wymiarowej. Po-
wierzchnie cierne materialow byty ceramiczne, a ich rdzenie stanowity stopy tyta-
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nu (tarcza) ialuminium (naktadka). Ustalono, ze zwigkszenie czasu narastania
cisnienia powoduje znaczne wydluzenie czasu zatrzymania, a tym samym drogi
hamowania. Maksymalna temperatura osiggana na powierzchniach ciernych
zmniejsza si¢ natomiast przy zwigkszeniu parametréw gradientu materialow.

Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie zaproponowanego modelu ma pewne ogra-
niczenia wynikajace z istniejacych zatozen upraszczajacych oraz przyjetego tylko
jednego eksponencjalnego typu zmiany przewodnosci cieplnej stosowanych mate-
riatow. W dalszych etapach badan rozwigzania otrzymane w podrozdziatach 2.1
1 2.2 zostang zaadaptowane do procesu wyznaczania temperatury ukladu ciernego
wykonanego z wrazliwych termicznie FGM.

Zaprezentowane w niniejszym podrozdziale wyniki opublikowano w artykule
[154].

2.3. Wptyw wrazliwosci termicznej materiatow
sktadowych FGM na temperature

2.3.1. Sformutowanie zagadnienia

W niniejszym podrozdziale rozpatrzono proces nagrzewania tarciowego uktadu ha-
mulcowego naktadka-tarcza. W celu wyznaczenia temperatury takiego uktadu zmo-
dyfikowany zostal matematyczny model z podrozdziatu 2.2. Gloéwne zatozenia tego
modelu zaprezentowano w podrozdziale 2.1.1. Dodatkowym czynnikiem, ktéry zo-
stal uwzgledniony w tym podrozdziale, jest wrazliwo$¢ termiczna materiatow skla-
dowych FGM.

Rozpatrzono takze proces nagrzewania tarciowego podczas hamowania ze sta-
tym opdznieniem. Zatozono, ze elementy cierne uktadu wykonano z dwusktadniko-
wych, wrazliwych termicznie, funkcyjnie gradientowych materiatbw w ten sposob,
ze ich powierzchnie cierne sg zrobione z materiatow o niskiej przewodnosci cieplnej
(metaloceramiki itp.), natomiast materialy rdzeni charakteryzuja si¢ wysoka zdatno-
$cig do przewodzenia ciepta (stopy tytanu, aluminium itp.). Do wyznaczenia tempe-
ratury uktadu naktadka-tarcza przyje¢to schemat poslizgu z liniowo zmniejszajaca si¢
w czasie gestoScig mocy tarcia dwoch polprzestrzeni: z >0 (tarcza) i z <0 (naktad-
ka) (rysunek 2.7). Na skutek nagrzewania tarciowego w elementach pary ciernej
powstaje nieustalone pole temperatury 7' = 7(z.?).

Wilasciwosci cieplno-fizyczne pary ciernej sa za$ funkcjami temperatury 7 :

Kl,m :Kl,m(T)9 cl,m =Cl,m(T)’ pl,m = pl,m(T)’ (231)

gdzie K,,, ¢, ., P, — odpowiednio przewodnos¢ cieplna, cieplo wiasciwe

i gestos$¢ pierwszej (m = 1) i drugiej (m = 2) skladowej materiatow tarczy (/ = 1)
i naktadki (/ = 2).
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Odpowiednie warto$ci przy poczatkowej temperaturze uktadu 7 = Ty ozna-
€zono nastgpujaco:

Kin =K, (D), i =Dy Pl =Pru(Ty) - (23.2)

Efektywne wartosci ciepla whasciwego ¢ i gestosci p” poszczegdlnych
VAV p g0 ¢ ge P golny
elementow wyznaczono wedtug prawa mieszanin:

o =W+ 1=Vl p” = piVia+(1=Vi)pll . (233)
gdzie Vi, — udzial objetosciowy materiatu, / = 1;2.

Przewodno$ci cieplne XK, / = 1;2 materiatdw FGM w temperaturze poczatko-
wej otrzymano ze wzoru:

K(2)=KPe"",0<z<a, K,(z)=K{Je 7, —a<z<0, (2.3.4)
gdzie:
x (0)
;/ K
=", 7 =In (2.3.5)
a=max{a,a,}, a =3kt , (2.3.6)
K(O)

0= bl (2.3.7)

| , 3.

"

przy czym fs to czas zatrzymania, a parametry a;, [ = 1;2, (2.3.6) — grubosci przy-
powierzchniowych warstw aktywnie uczestniczacych w pochtanianiu ciepta tar-
ciowego odpowiednio w tarczy i nakladce (tzw. efektywne glebokosci nagrzewania
zdefiniowane w podrozdziale 2.2).

Przy hamowaniu ze statym opdznieniem ggsto$¢ mocy tarcia zmniejsza si¢ li-
niowo od warto$ci nominalnej g, do zera [145]:

q)=quq" 1) > qo = foVo»> ¢ () =1—1t]", 0<t<¢t,, (2.3.8)

ts :VI/()Q(;l’ QO= qOAa’ Aa :O’Sﬂ(Rez _R[Z), (239)
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dzie:
%4“ — pole nominalnego obszaru kontaktu naktadki z tarcza,
f — wspotczynnik tarcia,
P, — warto$¢ nominalna ci$nienia,
0O, —nominalna moc tarcia,
0< f<2r —kat rozwarcia,
R. i R, —odpowiednio wewnetrzny i zewngtrzny promien nakladki,
V, — poczatkowa predkos¢,
za$ W, — poczatkowa energia kinetyczna uktadu, ktoéra rowna jest catkowitej pracy

tarcia ze wzgledu na pominigcie zuzycia powierzchni ciernych.

2.3.2. Schemat obliczeniowy

Rozwigzanie takiego zagadnienia otrzymano w podrozdziale 2.2 w postaci
(2.2.50)—(2.2.56). Jak wida¢, kluczowym elementem zaproponowanego podejscia
jest doktadne rozwigzanie liniowego zagadnienia cieplnego tarcia podczas hamo-
wania ze statym op6znieniem. W przypadku FGM takie rozwigzanie dla przyjetego
wyzej schematu dwoch §lizgajacych sie poOlprzestrzeni przy gestosci mocy tarcia
q(®) (2.3.8), (2.3.9) mozna zapisa¢ w postaci:

* . — l*é'/Z oo *
0'(¢,7) zﬁe—;ﬁ ﬁiLf@).,.iZMGn(f)}

; (1+ ;/EK&‘) 7‘9 n=l1 l{l(/'tn) (2310)
§20,0<7<7,
* }’;{/2 oo %
O ()= Ko | € gy A S 0EL) G |
7> (I+7.K,) Ve i P(u,) (2.3.11)
§<0,0<7<7,,
gdzie:
O (1) = (Tt ) (e 52 oo (Eoi) = 0, ()T, (ote'?),  (23.12)
W) = 1 LA+ 7. K)o ()T o (Fett,) = (Ve + KDI (0,3, (Ve t,)] 5 (2.3.13)
G,(r)=e ™" —L(l—e‘lﬂ), A, =i(yjﬂn)2, (2.3.14)
K, =K"(k"?, yo =y (K)"?, (2.3.15)
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> B B =, (23 16)
7.K3) K3 ks g
z kOt kOt qoa . O
=—,T=—,T,= L, 0 ==, O =—, 2.3.17
¢ a a’ a’ 0 K1(,(1)) 0, ( )
a u, >0,n=1;2;3;... to pierwiastki funkcyjnego réwnania:
Jo(Vett, )1, (14,) + K Jo (a,)d, (Yett,) = 0, (2.3.18)

gdzie J, (x) to funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu k = 0;1 [126].
Podstawiajac ¢ = 0 we wzorach (2.3.10)—~(2.3.12), otrzymano bezwymiarowy
przyrost temperatury powierzchni ciernych:

IR o A G o,
' (1)=0'(0%,7)=—2 {(Han) yg%\y( )G(z‘)] 0<r<z.. (23.19)

Na podstawie prawa Fouriera zdefiniowano intensywno$ci strumieni ciepla
skierowanych wzdluz normalnej od powierzchni kontaktu z = 0 do wnetrz elemen-
tow pary ciernej:

q,(0)=(- I)K

© 97T (z,1) [=1:2. (2.3.20)
0z

Z uwzglednieniem oznaczen (2.3.17) bezwymiarowe intensywnos$ci strumieni
ciepta g/ =¢q,q,' ,[ =1;2 zapisano w postaci:

90" ({,7)
e

00°(¢,7)

» (7)) = Kol

=

q,(1)=~ ,0<7<7,. (2.3.21)

¢=0-

Po zrézniczkowaniu rozwigzania (2.3.10)—(2.3.12) wzglgdem zmiennej &,

a nastepnie podstawieniu otrzymanych pochodnych do prawej czeSci wzoréw
(2.3.21) znaleziono bezwymiarowe intensywnosci strumieni ciepta:

* _ }/gKg * - a(ﬂn)
q, (1) = —(1 KD q (D) + 278[{6:;1‘?(/1") G(r),0<7<7,, (2.3.22)
T 5 P(H)
9,(7) = (1+75Kg)q (T)+2n§q1(ﬂn)Gn(T), O<7r<t, (2.3.23)
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gdzie:

P(1,) = o (Tt ), (1) s P(pt,) = 1, P (1) - (2.3.24)

Funkcje ¥(u,)i1 G,(r) wyznaczono za$ odpowiednio ze wzordéw (2.3.13)
1(2.3.14).

Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku jednorodnych (7, — 0, i = 1;2) materialow
tarczy inaktadki bezwymiarowe przyrosty temperatury podczas hamowania
ze statym opdznieniem majg postac [134]:

) 2KV |, ol ¢ R
0, 7)= 0 K) (2\/_) [[1+—T]1erfc(2\/_) 3\/_

b

L—J

{>0,0<7r<7,, (2.3.25)
2KJ_ ;J_ 0k _;J_ Lk

0'({.7 )—( [ Jlerfc . 3\/_ .

£<0,0<7<7,, (2.3.26)

gdzie ierfc(x)= Ve - xerfe(x), erfe(x)=1—-erf(x), erf(x) to funkcja bledu
Gaussa.

Przy {=0 ze wzoréw (2.3.25) i (2.3.26) otrzymano znane rozwigzanie Faze-
kasa [36]:

o' (r)=—2K -ZG—Ei),osrsq. (2.3.27)
(1+K,)

Przy zadanych parametrach wej$ciowych rozwigzania (2.3.10)—~(2.3.18) po-
zwalajg znalez¢ przestrzenno-czasowe rozklady temperatury w naktadce i tarczy
wykonanych z niewrazliwych termicznie FGM. Uwzglednienie wrazliwosci ter-
micznej materiatow przy wyznaczaniu temperatury uktadu hamulcowego za pomo-
ca wspomnianych wyzej rozwigzan bedzie polegato na zastgpieniu w nich prze-

()

wodnosci cieplnej K% i gestosci p(o) W temperaturze

l,m >

ciepla wlasciwego ¢,

poczatkowej T, odpowiednimi warto$ciami: K,“:; , o™ i p™ znalezionymi

z zaleznosci (2.3.1), (2.3.2), przy usrednionej w czasie hamowania temperaturze

objetosciowej naktadki i tarczy [25, 35]:

g =T,+0, =12, (2.3.28)
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gdzie:

s 200,
) =
3G’

G, =4,a,p, (2.3.29)

przy czym:
a, — efektywne glebokosci przenikania ciepta (2.3.6),

o=a, o,=1-a, 0<a<1 —wspolczynnik rozdzielenia strumieni ciepta.

Na podstawie zaleznosci (2.3.22)—(2.3.24) wspolczynnik rozdzielenia stru-
mieni ciepta wyznaczono ze wzoru:

a=00 YK (2.3.30)
q(t)  1+7.K,

gdzie stale y,1 K, okreslone sg wzorami (2.3.15).

Nalezy zaznaczy¢, ze w rozpatrywanym zagadnieniu dotyczacym uwzgled-
nienia wrazliwosci termicznej materiatéw sktadowych FGM wspoélczynnik roz-
dzielenia strumieni ciepta wystepuje we wzorze (2.3.29) przy wyznaczeniu tempe-
ratury objetosciowej naktadki i tarczy. Nie znaleziono jednak w literaturze nau-
kowej wzorow empirycznych do obliczenia tego parametru w przypadku FGM.
Z tego powodu zostata podjeta proba znalezienia go na mocy definicji (2.3.30),
odrzucajgc przy tym wpltyw czlonu zwigzanego z suma (2.3.22). Uwzglednienie
wspomnianego czlonu dawaloby zmienny w czasie wspotczynnik rozdzielenia
strumieni ciepta, a co za tym idzie, zmian¢ w czasie temperatury objetosciowej
naktadki i tarczy. Uzasadnieniem jest rowniez fakt, ze przyjeta posta¢ (2.3.30)
wspotczynnika rozdzielenia strumieni ciepta jest podobna do wzoru Charrona
(3.2.64), powszechnie wykorzystywanego w przypadku materiatdw jednorodnych.

2.3.3. Analiza numeryczna

Obliczenia przeprowadzono dla pary ciernej, ktorej jeden element wykonano
z tlenku glinu Al,O3; (powierzchnia cierna) oraz miedzi Cu (rdzen), za§ powierzch-
ni¢ cierng i rdzen drugiego elementu wykonano odpowiednio z dwutlenku cyrkonu
ZrO, 1 tytanowego stopu Ti-6Al-4V. Zaleznosci wlasciwosci tych materiatow

od temperatury sa nastepujace:
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AlOs [5, 19, 56]:

K, (T)=39,717-0,130T +4,463-10* T —2,836-107 T° +1,941-10"°T*, (2.3.31)

¢, (T)=680,72+2,432T-0,53-10°T> +0,6-10°T° +
-0,4-10°7* +107° 77,

P.(T)=3992,2-0,062T —0,6-10*T* +0,4-1077° - 0,9-10'T*.
Cu [51, 103]:

K, ,(T)=31,985+0,0099T - 0,1-10°T",
,(T)=5233+1,4726T - 0,00247% +0,2-10°7° - 0,5-107°T*,
p(T)=492,45-0,01T-0,1-10°T7.

ZrO; [56, 88, 116]:

K,,(T)=19365+0,7-10"7+0,5-10° 7> -0,2-107° 7",

¢, (T)=437,96+0,7767T —0,17-107° T2,

p,,(T)=6104,6-0,1212T7-0,4-10"7% +0,3-1077° -0,1-107'°T*.

Ti-6Al1-4V [23, 30]:

K,,(T)=6,6926+8,9177-107 T +6,8432-10°T?,
¢,,(T)=529,9316+0,4154T —4,01646-10*T* +1,6364-107'T°,
P,,(T)=4434-0,10887 —0,8- 107> +1077° -0,6-107°T*.

Wykresy bezwymiarowych funkcji K, =K, (T)/ K

Im >
(0)

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)
(2.3.35)

(2.3.36)

(2.3.37)
(2.3.38)

(2.3.39)

(2.3.40)
(2.3.41)

(2.3.42)

- 0
Cw =6, (T)/ Cl(»g

oraz p;, = p,,.(T)/ p}, pokazano odpowiednio na rysunkach 2.3.1-2.3.3.
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5 Ti-6Al-4V

200 400 600 800 T,°C

Rysunek 2.13. Bezwymiarowa zalezno$¢ przewodnoéci cieplnej K, Z, m = 1;2 od temperatury T

0,5 T T T y \ g
200 400 600 800 T, °C

Rysunek 2.14. Bezwymiarowa zaleznos¢ ciepla wlasciwego C/*,m l, m =1;2 od temperatury 7
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0,98
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0,96

0,95 ——T—T—T——T—
200 400 600 800 T,°C

Rysunek 2.15. Bezwymiarowa zalezno$¢ gestosci p;,, I, m = 1;2 od temperatury T

1.

Obliczenia przeprowadzono wedtug nastgpujacego schematu:
Na poczatku zadano wartosci parametrow wej$ciowych (tabela 2.3.1), a na-
stepnie ze wzorow (2.3.8) i (2.3.9) obliczono pole nominalnego obszaru kon-
taktu A4, = 0,0022 m?% gestos¢ ¢, = 3,87 MW m™, moc tarcia Q, = 8510 W

oraz czas zatrzymania ¢, = 12,1 s.

. Za pomocg zaleznosci (2.3.31)~(2.3.42) ustalono whasciwosci materiatow K7,

a9 i pf 1, m=1;2 przy temperaturze poczatkowej 7o = 20°C (tabela 2.4).

. Ze wzorow (2.3.3) 1(2.3.5)~2.3.7) wyznaczono efektywne wartosci ciepta

wlasciwego ¢!, gestosci p{”, dyfuzyjnosci cieplnej k', efektywne glebo-
kosci nagrzewania @, oraz bezwymiarowe parametry gradientu materialow
v, [ =1;2. Ze wzordéw (2.3.15) wyznaczono bezwymiarowe parametry K,
1 7., anastepnie ze wzorow (2.3.29) 1(2.3.30) wage G, i1 wspotczynniki
rozdzielenia strumieni ciepla ¢, / =1;2 (tabela 2.5).

Ze wzorow (2.3.28) 1(2.3.29) znaleziono objetosciowa temperaturg
9 =471,97°C tarczy i " =260,92°C nakladki.

. Z zaleznosci (2.3.31)—+(2.3.42) wyznaczono odpowiadajace temperaturze ob-

N . , . S0 S0 FUNE
jetosciowej 1 wartosci K7, c,(’”; ),p,(,”g Vil m=1;2.

. Nastepnie kroki 3—5 powtdrzono, w efekcie ustalajac warto$ci temperatury

objetosciowej " = 624,93°C i " = 292,98°C uwzgledniajace wrazliwosé
termiczng materiatow.
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7. Ze wzoru ¥, = 0,58 + "), I = 1;2 znaleziono usrednione wartosci tem-
peratury objetosciowej & = 548,45°C 1 ¢, =267,95°C.

8. Z zaleznosci (2.3.31)—(2.3.42) wyznaczono odpowiadajace temperaturze ob-
jetosciowej o, wartosci K[, ¢, pi", I, m = 1;2 (tabela 2.6) oraz pozo-

stale parametry niezbedne do przeprowadzenia obliczen (tabela 2.7).
9. Wyznaczono pole bezwymiarowej temperatury ©°(£,7) (24)~(27), jej ewo-

lucje ©®"(7) (2.3.28) oraz profile czasowe bezwymiarowych intensywnosci
strumieni ciepta g, (7), /= 1;2 (2.3.31)+(2.3.33).

Tabela 2.3. Parametry wejsciowe [27]

Wspotczynnik tarcia f 0,27

Nominalne ci$nienie po, MPa 0,602

Poczatkowa predko$¢ poslizgu Vo, ms™! 23,8

Poczatkowa energia kinetyczna Wy, kJ 103,54

Zewngtrzny promien naktadki R., mm 37,5

Wewnetrzny promien naktadki R;, mm 26,5

Temperatura poczatkowa T, °C 20
Tabela 2.4. Wlasciwos$ci materiatow w temperaturze poczatkowej 7T,

Numer elementu =1 2

Numer materiatu m=1 m=2 m=1 m=2

Nazwa materialu AL O3 Cu ZrOs Ti-6Al-4V

Przewodno$¢ cieplna

KO, Wm K" 37,24 402,65 1,94 6,87

Ciepto wlasciwe

¢ Tkg 'K 727,29 147,35 452,83 538,08

Gestosé /71(,()n)zal<z‘%flf3 3990,92 8947,92 6102,16 4431,79
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Tabela 2.5. Parametry obliczone w temperaturze poczatkowej 7o

Numer elementu =1 =2
Efektywne ciepto wlasciwe ¢”,Jkg™ K™ 4373 495,5
Efektywna gestos¢ pl”, kgm™ 6469,4 5267
Efektywna dyfuzyjno$¢ cieplna k(”x10°,mm’s™ 13,2 0,743
Parametr gradientu 7, 2,381 1,266
Efektywna glebokos¢ nagrzewania a, ,mm 21,854 5,193
Masa elementu G, kg 0,3127 0,0605
Wspolczynnik rozdzielenia strumieni ciepla ¢, 0,896 0,104

Tabela 2.6. Wlasciwo$ci materialowe w temperaturze objetosciowej ¢, [=1;2

Numer elementu =1 2
Numer materiatu m=1 m=2 m=1 m=2
Nazwa materialu AlLO3 Cu V4{0J} Ti-6Al-4V
Przewodno$¢ cieplna

K](Y?,Wm,lK,l 10,19 367,15 1,99 9,57
Ciepto wlasciwe

&, Tkg 'K 1097,93 401,89 552,67 615,44
Gestos¢ pf) kgm™ 3945,59 8690,2 6069,84 4399,06

Tabela 2.7. Parametry obliczone w temperaturze objgtosciowej &, [=1;2

Numer elementu =1 =2
Efektywne ciepto wiasciwe ¢, Jkg K™ 749.7 584,9
Efektywna gesto$¢ p”, kgm™ 6317,2 5233,8
Efektywna dyfuzyjno$¢ cieplna k(”x10°,mm’s™ 2,15 0,65
Parametr gradientu y, 3,585 1,583
Efektywna glebokos¢ nagrzewania a, ,mm 8,834 4,854
Masa elementu G, kg 0,1234 0,0562
Wspotczynnik rozdzielenia strumieni ciepta ¢, 0,863 0,137

69




Nalezy zaznaczy¢, ze na warto§¢ wspotczynnika przewodzenia ciepla ma
wplyw wiele czynnikow, takich jak grubo$¢ poszczegoélnych warstw materiato-
wych, ich odmiana, a takze proces wytwarzania. W przypadku tlenku glinu Al,O;
wystepuje szereg jego odmian, ktére moga znaczaco roznic¢ si¢ mi¢edzy sobg warto-
$ciami wspotczynnika przewodzenia ciepta. Dane zawarte w tabeli 2.1 zaczerpnie-
to z prac [24, 117], natomiast te zawarte w tabeli 2.4 z prac [5, 19, 56].

Zmiang bezwymiarowego wzrostu temperatury ©°({,7) podczas hamowania
przy kilku ustalonych odleglosciach od powierzchni kontaktu zaprezentowano
na rysunku 2.16. Uwzglednienie wrazliwos$ci termicznej materialow powoduje zna-
czace obnizenie temperatury obu elementéw ciernych. Maksymalna bezwymiarowa

temperatura powierzchni kontaktu = 0 bez i z uwzglgdnieniem wrazliwosci ter-

micznej materiatow wynosi odpowiednio 0,816 1 0,277 (okoto trzykrotne obnizenie)
=0,371 7, = 0,29 (zmniejszenie o 21,6%).

1jest osiggana w chwilach 7___

@ o'
0,8 - T T 0,8 | Lt T
J ; ) | ; )
/; £=0 N i g =0 .
06— R 06 .
.t g 1 P Y
q o . 1 5 By, W
' T, ] d 02
04! . 02 I 04 L TN
' ‘ Y A ' il o R
1 o e . Ay i ’,- 2
1 7 -~ -"4-._ ~ ' ’ 5
i -7 Tes N 04
02— /v 7 04 02— /1
I B i ", ,
i ‘1 2 _ ’: y
l"’ I,II
0 T T T T T T T T | 0 T T T
0 02 04 06 08 17 0 02 04 06 08 174
b)

Rysunek 2.16. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) podczas hamowania
w wybranych odlegtosciach ¢ od powierzchni kontaktu z uwzglednieniem (krzywe ciggle) i z pominigciem

(krzywe przerywane) wrazliwosci termicznej materiatow: a) ALO3—Cu, b) ZrO>-Ti-6A1-4V
Wraz z oddalaniem si¢ od powierzchni kontaktu ¢ = 0 temperatura obu elementow

spada (rysunek 2.17). W przypadku elementéw wykonanych z materialtow wrazliwych
termicznie jest ona nizsza niz ta znaleziona przy zachowaniu stalych wartosci
wlasciwo$ci materiatow. Najwicksza réznica pomiedzy temperaturg znaleziong
z i bez uwzglednienia wrazliwo$ci termicznej materiatlow wystepuje na powie-

rzchni kontaktu {'=0.
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Rysunek 2.17. Rozktad maksymalnego bezwymiarowego przyrostu temperatury O ({)=0"({, 7, )

max max

z uwzglednieniem (krzywe ciagle) i pominigciem (krzywe przerywane) wrazliwosci termicznej materiatow

Izotermy ©"({,7) zaprezentowano na rysunku 2.18. Ustalono, ze efektywna

glebokos¢ przenikania ciepta w przypadku niezmiennych pod wptywem temperatu-
ry wlasciwos$ci materiatowych jest znacznie wigksza niz przy wykorzystaniu mate-
riatow wrazliwych termicznie. Ten efekt jest najbardziej zauwazalny dla pierwsze-
go (/I = 1) elementu AlO3—Cu. Wynik ten potwierdzaja wartosci parametrow
a, 11=1;2 zawarte w tabelach 2.312.4.

1
" | | | |
& =1
0,8 - 08 08
1 I 0,22 i 0,7
15 —04 0,6
i 0,5
0,14
-0 0,4
0,1
B 0,3
0,06 -
= 0,02 - 0.1
08, —-08 Ly —-08 L
L D A S I L A T
0 02 04 06 087n1 0 02 04 06 087T1
a) b)

Rysunek 2.18. Izolinie bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7): a) zuwzglednieniem,
b) z pominigciem wrazliwosci termicznej materialow

71



0 02 0,4 0,6 0,8 1 /T,

A

Rysunek 2.19. Profil czasowy bezwymiarowych intensywnosci strumieni ciepta ¢"(7), [ = 1;2 pod-
czas hamowania z uwzglednieniem (linie ciagle) i pominigciem (linie przerywane) wrazliwosci ter-
micznej materiatéw. Linia kropkowana odpowiada bezwymiarowej gestosci mocy tarcia g*(7)

Profile czasowe bezwymiarowych intensywno$ci strumieni ciepta ¢, (7),
[=1;2 (2.3.22)+2.3.24)pokazano na rysunku 2.19. W procesie hamowania zmniejsza-
ja si¢ one liniowo wraz z uptywem czasu od warto$ci maksymalnej w chwili poczat-
kowej do zera przy zatrzymaniu. Taki profil czasowy ¢, (7) jest skutkiem zmniejsza-
jacej si¢ liniowo podczas hamowania ze statym spowolnieniem gestosci mocy tarcia
g"(7) (2.3.8) oraz spelnienia warunku brzegowego ¢, (7)+¢,(7)=¢ (1), 0<7< 7.
Wigkszo$¢ ciepta generowanego na skutek tarcia jest pochtaniana przez pierwszy ele-
ment (/ = 1) ALOs—Cu. Warto zaznaczyc¢, ze wplyw wrazliwosci termicznej na inten-
sywnosci strumieni ciepta jest znacznie mniejszy niz na temperature. Dla materiatow
wrazliwych termicznie maksymalne wartosci intensywnosci strumieni ciepla wynosza
G = 0.864 1 g, . = 0,136, za§ przy niezmiennych wlasciwosciach materiatow

otrzymujemy odpowiednio ¢, ... =0,8951i ¢, .. =0,105.
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2.3.4. Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale zaproponowano schemat obliczeniowy do wyznacza-
nia pola temperatury w elementach ciernych FGM tarczowego uktadu hamulcowe-
go uwzgledniajacy zmiany wlasciwosci materiatowych z czasem nagrzewania.
Obliczenia wykonano dla uktadu dwodch ciat, z ktérych kazde wykonano z dwu-
sktadnikowego FGM. Ustalono, ze uwzglednienie wrazliwos$ci termicznej wybra-
nych materialow FGM powoduje niemalze trzykrotny spadek maksymalnej
temperatury w poroéwnaniu do odpowiednich wartosci uzyskanych przy statych
wlasciwosciach. Wpltyw wrazliwo$ci termicznej materialdow na intensywnosci
strumieni ciepta jest nieznaczny. Umozliwia to oszacowanie ilosci absorbowanego
przez elementy pary ciernej ciepta na podstawie uzyskanego rozwigzania przy
niezaleznych od temperatury wtasciwosciach.

Rezultaty przedstawione w powyzszym podrozdziale zostaty opublikowane
w pracy [155].
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3. ANALITYCZNY MODEL PROCESU NAGRZEWANIA
ELEMENTOW CIERNYCH WYKONANYCH Z FGM
PODCZAS HAMOWANIA WIELOKROTNEGO

W rozdziale 2 otrzymano analityczne rozwigzanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego
przewodnictwa cieplnego z uwzglednieniem generacji ciepla na skutek tarcia w przy-
padku, w ktérym oba elementy pary ciernej wykonano z funkcyjnie gradientowych ma-
terialtow. W niniejszym rozdziale zostanie natomiast rozwazone odpowiadajace mu za-
gadnienie, w ktorym tylko jeden element zostal wykonany z FGM, natomiast drugi jest
jednorodny. Rozwiazanie to stanowi kluczowy element metody wyznaczania pola tem-
peratury powstatego w procesie hamowania tarczowego uktadu hamulcowego pracuja-
cego w powtarzalnym, krotkoterminowym trybie hamowania (PKT). Nastepnie rozpa-
trzone zostanie zagadnienie nagrzewania strumieniem ciepla potprzestrzeni wykonanej
z FGM. Pozwoli to uzyska¢ wzor potrzebny do wyznaczenia wspotczynnika rozdzielenia
strumieni ciepla (dalej HPR) z potograniczonymi elementami gradientowymi. Powyzsze
etapy badan zostang zaadaptowane do algorytmu obliczeniowego trybu temperaturowe-
go tarczowego ukladu hamulcowego pracujacego w PKT.

3.1. Zagadnienie cieplne tarcia dla uktadu dwoch
potprzestrzeni, z ktorych jedng wykonano z FGM,
a druga - z materiatu jednorodnego

3.1.1. Sformutowanie zagadnienia

Przedmiotem badan jest nicustalone pole temperatury powstate w procesie nagrzewa-
nia tarciowego elementow roboczych uktadu hamulcowego. Na podstawie zalozen
upraszczajacych 1-7 sformutowanych w podrozdziale 2.1 do opisu procesu nagrzewa-
nia uktadu przyjeto schemat kontaktu dwoch poétograniczonych ciat odniesionych do
kartezjanskiego uktadu wspotrzednych Oxyz (rysunek 3.1). Naktadke (ciato 1) wyko-
nano z dwusktadnikowego, funkcyjnie gradientowego materiatu (FGM) w taki sposob,
ze powierzchni¢ cierng stanowi material o niskiej przewodno$ci cieplnej 1 wysokiej
odpornos$ci na zuzycie (metaloceramika itp.), natomiast material rdzenia posiada wy-
sokie zdolnosci do przewodzenia ciepla (stopy tytanu, miedzi, zelaza itp.). Zwicksza-
nie przewodnosci cieplnej materiatu naktadki wraz z oddalaniem od powierzchni cier-
nej ma charakter eksponencjalny. Tarcze (cialo 2) wykonano natomiast z materiatu
jednorodnego (zeliwo szare, stal itp.).
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Rysunek 3.1. Schemat zagadnienia

Pola temperatury 7(z, ¢) takiego uktadu poszukiwano z rozwigzania nastepuja-

cego zagadnienia cieplnego tarcia:

0 oT(z,t) | _ 0T (z,1)
|:K1 (Z)a—Z:l =ap Y

oz

,z2>0, O0<t<t,,

2
% 0 T(Z,t):C 0T (z,1)

2 20>
0z>

,z<0, O<z<t,,

T, 0)=T0,)=T(), 0<t<t,,

0T (z,1)

0T (z,t
K, (j )

-Ki(2)

z=0"

=q(1), 0<t<t,,

z=0*

T(z,t)=>T,,

7>, 0<t<t,,

T(z,0)=T,

z|<c>o,
gdzie:
KI(Z):Kl,leyza ZZO, 7/2(),

o =c,(1=V)+ec LV, pr=p,0=V)+p,V, 0V, <1,
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(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)



za$ profil czasowy gestosci mocy tarcia ¢(f) wyznaczano ze wzorow (2.3.8)
1(2.3.9), przy czym:

K, > Clus P, — Przewodno$¢ cieplna, ciepto wlasciwe i gestos¢ materiatow skta-
dowych naktadki (m = 1;2);

K,, ¢, i p, —odpowiednie wlasciwos$ci materiatu tarczy;

V,— wzgledny obj¢tosciowy udzial pierwszego materialu sktadowego naktadki;

T,, — temperatura uktadu w chwili poczatkowej # = 0.

Wprowadzono bezwymiarowe zmienne i parametry:

A U Uy S S R S By O ik WK (CAE T
a a a K, k, 0, K,
gdzie:

a=1J3kt, , (3.1.10)

y =2

2 = 9
&Y%

b = K,
1 — )
1P

1=1;2. (3.1.11)

Z uwzglednieniem oznaczen (3.1.9)—(3.1.11) zagadnienie (3.1.1)—(3.1.8) zapi-
sano w postaci:

70, 200D _ e 0 (&)

=0, (>0, 0<7<7,, 3.1.12
e PYe o7 ¢>0. 0<7s2 (3-1.12)
2 £ *
S, (f’r)— LIOCD o reg 0<r<r, (3.1.13)
o k*  or

0" (0",7)=0"(0",71)=0"(1), 0<7<7,, (3.1.14)

L09°(LD| 997 .

K - =q (1), 0<7<7,, 11

o |§=0_ ¢ |§=0+ (3.1.15)
O ({,1) >0, [{| >, 0<r<7,, (3.1.16)
0°(£,0)=0, [{]<ee, (3.1.17)
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gdzie:

¢ (@=1--,0<r<t,, (3.1.18)
T

N

* K12
7 =ay=ln| ~ 1= | (3.1.19)

11

Nalezy zaznaczy¢, ze rozpatrywane poczatkowo-brzegowe zagadnienie przewod-
nictwa cieplnego w postaci (3.1.1)+3.1.6) lub w postaci bezwymiarowej (3.1.12)—
—(3.1.19) jest szczegélnym przypadkiem zagadnienia przeanalizowanego
w rozdziale 2. Rozwigzanie tego ostatniego otrzymano z wykorzystaniem techniki
przejscia do przestrzeni oryginatow transformaty catkowej Laplace’a na podstawie
twierdzenia Vashchenko-Zakharchenko. Rezultatem takiego podej$cia byto roz-
wigzanie w postaci szeregu po pierwiastkach odpowiedniego roéwnania charaktery-
stycznego. W tym i nast¢gpnych rozdziatach monografii b¢dzie zastosowana inna
technika otrzymania oryginatu rozwigzania — na podstawie caltkowania w prze-
strzeni zespolonej parametru transformaty catkowej Laplace’a.

3.1.2. Rozwiazanie doktadne przy statej gestosci mocy tarcia

Najpierw rozpatrzono przypadek nagrzewania tarciowego podczas poslizgu na-
ktadki po powierzchni tarczy ze stala predkoscig Vo. Wowczas, przy 7, — oo,

ze wzoru (3.1.18) wynika, ze ¢ (7)=1. Stosujac do poczatkowo-brzegowego za-
gadnienia przewodnictwa cieplnego (3.1.12)—(3.1.19) ze statym profilem czaso-
wym gestosci mocy tarcia ¢*(7) =1 transformate catkowg Laplace’a [104],

L[O(,7);p]=0°(C,p) = T@*(;,r)e—PTdr, (3.1.20)
0

otrzymano:

2 A * I
d Qd;(g,p)""f d@;g,p)

—pe O (L, p)=0, £>0,  (3.1.21)

d*0°C.D)_Pgir -
dz O (£,p)=0, >0, (3.1.22)
0°(0",p)=0"(07,p)=0"(p), (3.1.23)
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K*dﬁ*(C,p)| _dO"(.p)| 1 (3.1.24)

dé’ |§:0‘ dé’ |§:0* p

0°({,p) >0, [¢] > . (3.1.25)

Doktadne rozwigzanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych (3.1.21)
i (3.1.22), speliajace warunki brzegowe (3.1.23)—(3.1.25), ma postac:

o A(S,p) —. A, (¢, p)
0 (¢, p)=—=22 >0, ©°(, p)=—222 <0, (3.1.26)
R PP A(p) ¢ o PP A(p) 3

gdzie:

AI(;,m=e‘ml{%\/5e‘7*“J, Ay (¢, p) =eJ’T"§I{ 2 r ) (3.1.27)
/4 /4

A(;o):lo[%\/;}r Kgll(%\/;} (3.1.28)
14 14

przy czym I, (x), k= 0;1 to zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszego rodzaju,
k-tego rzgdu [2].

Stosujac do rozwigzania (3.1.26)—3.1.28) odwrotng transformate Laplace’a,
bezwymiarowy przyrost temperatury otrzymano w postaci:

WHico

1 * . —0OF :L o rT
L0 pyrl=0' ()= w_Jf) (£.p) e dp, 720, (5.129)

w=Rep>0, i=+-1.

Z postaci wzordow (3.1.26)—(3.1.28) wynika, ze rozwigzanie to posiada punkt
rozgatezienia przy p = 0. W zwigzku z tym do przeprowadzenia catkowania na
plaszczyznie zespolonej (Re p, Im p) wybrano krzywa zamknietag I" (rysunek 3.2).
Sktada si¢ ona z odcinka I",, prostej Re p = @, dwoch tukow kotowych I', 1 '
o promieniach odpowiednio R i 0 oraz ze $rodkiem w punkcie p = 0, atakze
zrozcigeia wzdtuz osi Re p < 0 odwoch brzegach I',. Wewnatrz krzywej I’

funkcja podcatkowa ©° (&, p) we wzorze (3.1.29) jest jednoznaczna i analityczna.
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Woweczas na podstawie twierdzenia Cauchy’ego otrzymujemy [127]:
1 =
—4§0°({,p) e’ dp=0. (3.1.30)
27 ¢

Imp

Rysunek 3.2. Kontur catkowania

W wyniku spelienia przez transformate ©°(,7) warunkéw lematu Jordana
[105], czyli:

| A, p) |<60n5t- I=1:2, (3.1.31)

\p\pAp)|” pp

catki po tuku T, we wzorze (3.1.30) zanikajg przy R — oo. Na podstawie wzoré6w

(3.1.29) 1 (3.1.30) zapisano natomiast bezwymiarowy przyrost temperatury w postaci:

0 ({.0)+0.({,0)+0 (£, 1)+05({,7)=0, [{|<=, 720, (3.1.32)

gdzie:

0L =5 [0 P e, 0560 =2 [OCpyedp.  (.133)
0T, 27 v,

80



W uktadzie biegunowym (r, ) z poczatkiem w punkcie p = 0 parametr trans-

formaty Laplace’a p=re?, r=0, |¢| < m. Wobwczas na brzegu I', otrzymujemy
p=re’=-r, \/; =ir, za$ na brzegu T_ odpowiednio p=re™ =—r,

\/; =—ir.w zwigzku z tym pierwsze dwie catki (3.1.33) przyjma postac:

0.(,7)= i%ﬂ_ij@i(;,r) e’"dr, §| <oo, 720, (3.1.34)
gdzie: ©.(£,r)=0"(¢,re™™).
Z uwzglednieniem zwiazkow [2]
Iy(x)=J,(x), I,(x)=-i,(ix), (3.1.35)

przy czym J,(x), k = 0;1 to funkcje Bessela pierwszego rodzaju, k-tego rzedu,
ze wzorow (3.1.26)—(3.1.28), otrzymano:

PP (47 SN (45
@i(g“,r)—rﬁﬁ(r), £>0, 0:(¢.r) —r\/?ﬁ(r)’ <0, (3.1.36)

gdzie:

. i ¢
Af(;,r)=iie-7?/211(%\/7e-““/2], A5(E,r) =tie \/: Jl[i*\/?} (3.1.37)
/4 /4

Af(;,r)=KEJ1[%\/?]iiJO(%\/7]. (3.1.38)
Y Y

Na tuku T'; (rysunek 3.2) otrzymano p = de”, \/; =/6e"5, |¢|S7£. Na-

stepnie, przechodzac do granicy J— 0, zuwzglednieniem postaci rozwigzan
(3.1.26)—(3.1.28), trzecia catke we wzorze (3.1.33) zapisano w postaci:

0;5(L,7) = lim[— L [05(£, ) e&"‘”fiae"/’dgo], 720, (3.1.39)
50| 27 it
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gdzie:

A5, 57)
5\/ge3i¢/2A(&iq))

0;({,8"7) = , >0,

AZ(;: &[q))
5\/ge3i¢/2A(&iq)) ’

(; &z(p) —7{/2 (%\/gei(pne—f{&],
4

05(L,%'7) = <o, (3.1.40)

)
; Tgezw/z 2 ;
Az(§»5e“’)=e‘/’T I{f Jée M), (3.1.41)
A(p)= Io(%«/ge”‘” J+ KEII(%\/Ee’W J (3.1.42)
y y :

Podstawiajac funkcje (3.1.40)—(3.1.42) pod znak calki we wzorze (3.1.39),
znaleziono:

V4 ip 0
05(¢ ’T):?L%( j \/_Ael(fzfz&)up) & ’d(p], {20,720, (3.1.43)
05, 7)‘?23[ j\/_A lfﬂiﬁ&w)n&‘ ’d(p} {<0,7>0. (3.1.44)

Biorac pod uwagg to, ze przy malych wartos$ciach argumentu [2]
I[,(x)=1, I,(x)=0,5x, (3.1.45)

ze wzorow (3.1.43) i (3.1.44) otrzymano:

O4((,0) = 20, O3 =—, ¢ <0, £20. (3.1.46)
/4 /4
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Podstawiajac funkcje ©({,7) (3.1.34), (3.1.36)~3.1.38) oraz ©}({,7)

(3.1.46) do réwnania (3.1.32) i oznaczajagc \r =x, r=x", bezwymiarowy przy-
rost temperatury wyznaczono w postaci:

0'(f,7)= ; e e —%J F()G\(& ,x)e(f’”z’z’dx} ¢20,720,  (3.1.47)
L 0
0'(¢.7)= 71 1—%] F@)G,({ ,x)e‘<f*/2>2’dx], <0, 720, (3.1.48)
| 0
gdzie:
Fx)= J, () (3.1.49)

TP +IK I, (01

G,(£,x)=K,e 7] (xe 7%, (3.1.50)

Gy ({3 =K. 1, (x)cos(%x]— Jo(x)sin[ 271//% xJ. (3.1.51)

Podstawiajac =0 we wzorach (3.1.47)—(3.1.51) ustalono, ze bezwymiarowy
przyrost temperatury powierzchni kontaktu (3.1.23) ma postaé:

0’ (1) =L*[1 _4 | G(x)e*fx/z)zfdx] , 720, (3.1.52)
4 7

gdzie:

_ K (0T
o= AT P +IK I (0

Na podstawie prawa Fouriera intensywnos$ci strumieni ciepta, skierowane od
powierzchni kontaktu do elementow pary ciernej, zdefiniowano w postaci:

(3.1.53)

00| HO=K, 90(z, 1)

)=—K
ql( ) 1,1 aZ . aZ .

,120.  (3.1.54)
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Przechodzac we wzorach (3.1.54) do postaci bezwymiarowe;j:

qf(f)=q’—(t), I=12, (3.1.55)
9

z uwzglednieniem oznaczen (3.1.7) i (3.1.17), otrzymano:

T CIY St R M CRED

q,(1)=— 8{ o aé, .

Podstawiajac do prawej strony rownosci (3.1.56) bezwymiarowe przyrosty
temperatury (3.1.47)—(3.1.51) i r6zniczkujac, znaleziono:

g (t)=1+ 2 [O()e 7P ax, g3(7) = _2 | 0(x)e™ "7 gx >0,  (3.1.57)
o o

gdzie:

I AN G
O = I GO +IK., (0T

(3.1.58)

Ze wzordw (3.1.57) i (3.1.58) wynika natomiast, ze ¢, (7)+g¢,(7)=1, co po-
twierdza spelnienie warunku brzegowego (3.1.15) przy ¢ (7)=1, 7>0.

3.1.3. Rozwigzania asymptotyczne

Nalezy zaznaczy¢, ze rozwigzania (3.1.47)+3.1.53) maja posta¢ kwadratur iprzy ich
wykorzystaniu nalezy kazdorazowo przeprowadza¢ calkowanie numeryczne na prze-
dziale potograniczonym. Jednak dla przypadkéw matych i duzych wartosci bezwymia-
rowego czasu (liczby Fouriera) 7 ponizej zostang otrzymane odpowiednie asymptotycz-
ne rozwigzania w postaci analitycznej, niewymagajacej catkowania numerycznego.

Mate wartosci liczby Fouriera 0 < 7 < 1
(duze wartosci parametru p transformacji catkowej Laplace’a (3.1.29))
Przy duzych warto$ciach argumentu zmodyfikowane funkcje Bessela zacho-

Wuja si¢ w nastgpujacy sposob [2]:

e’ 1 9 e 3 15
()= ——| 14—t +.. |, [(¥)= -] (3.159
) w/Zﬂ'x( 8x 1287 ) g w/zﬂx[ 8x 128’ ) (3139
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Ograniczajac si¢ do pierwszych dwdch sktadnikow w prawych stronach wzo-
row (3.1.59), transformaty bezwymiarowego przyrostu temperatury (3.1.26)—
—(3.1.28) zapisano w postaci:

rials . P ‘i B
[ 3¢ In r 31@] , >0, (3.1.60)

O ¢p= (1+K)pp 16 p 16(1+ K, )\/p
. e\/kz‘“; 3y ya-3%) |
© (g,p);(HKg)p\/;( 16\/_] +16(1+K€)\E/;] , £ <0, (3.1.61)
gdzie:
a:%(l—e—(’ﬁﬂ“), £20. (3.1.62)

Biorac pod uwagge to, ze:

_ -1
*,7'E12 “(1—
[1-376 1+-24a 31@} zl—}/—(3e}/{/2+ﬂ], (3.1.63)

16,/ p 16(1+ K, )\ p 16,/ p 1+K,

12\7/_ ]rl+167(1(:<3f)<\€/); ] z1_4(1+17<£)\/5 ’ (G.164)

transformaty (3.1.60)~(3.1.62) zapisano w postaci:
0L, p)= a :134);5_{ 167\;; (3&"4 24 11—+311<<: J] >0, (3.1.65)
© (i,p)z(1+K£)p\/;[1—4(1+K8)\/;} ¢ (3.1.66)
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Z uwzglednieniem zwigzkow [8]

—ayp n
Llle—;r:I = (47)2 i“erfc{i  n=12,a>0 (3.1.67)
nor" 2z

z transformowanych rozwigzan (3.1.65) i (3.1.66) znaleziono bezwymiarowe przy-
rosty temperatury:

—y' g4 i _
(9*(;,7)5% Jr ierfd —% —7\/; 3e’ §/2+& Zerfe| 2= )
(1+K,) Wt 8 1+K, 2T

>0, (3.1.68)
0,7 ’:‘i ierfc |§| -7 Jr i’erfc ﬂ ,
(1+Kg) 24kt 2(1+Kg) 2 k*T
{<0,0<7<<1, (3.1.69)
gdzie:
ierfc(x) = 0,25[erfc(x) — 2xierfe(x)],
ierfe(x) =" 207 xerfc(x), erfc(x) =1—erf(x), (3.1.70)
przy czym:

erf(x) — funkcja btgdu Gaussa [2].
Na powierzchni kontaktu ¢ =0, ze wzorow (3.1.68) i (3.1.69), wyznaczono:

0'(1) = 2 [1 Al

:(1+K€) ﬁ 8(1+K£)]’ 0<7<<I. (3.1.71)

Przechodzac we wzorach (3.1.68)—(3.1.71) do granicy ¥ -0 (a—¢),
otrzymano znane rozwigzania dla materialéw jednorodnych [13]:

e, 0= 2t ierfc( e ), >0,

(1+K,) 2z
N ¢l
€] ({,T)=(1+K8)1erfc[2 - } <o, (3.1.72)

86



0 ()= 2 \/Z,OST<<1. (3.1.73)
AI+K)\7x

Duze wartosci liczby Fouriera T >>1
(mate wartosci parametru p transformacji catkowej Laplace’a (3.1.29))

Rozklady zmodyfikowanych funkcji Bessela w szeregi potegowe przy matych
warto$ciach argumentu maja postac [2]:

2 2

X X X
IL,(x)zl+—+...., [[(x)==|1+—+... |. 3.1.74
0(X) 4 1(x) 2( g ) ( )

Z uwzglgdnieniem wzordéw (3.1.74) transformaty Laplace’a bezwymiarowego
przyrostu temperatury (3.1.26)—(3.1.28) zapisano w postaci:

6*(:,;9)5@_?{ p_, " ],520, (3.1.75)
Y | p(B+p) 2K.7(B++p)
_ ; e\//?([ :B 1 :| é, (31 6)
0 (¢, p)="—— + - , £<0, 1.7
P T B+ p) 2K (B+p)
gdzie:
ﬂ:%. (3.1.77)

£

Korzystajac z ponizszych zwigzkow [8]:

2

G &s
| _e O P P2 s e B 3.1.78
‘ _(,3+\/;)’T} e P erc(mwﬁ)’ .

S 2
! _l)(ﬁ#@;r]=erfc(23¥)—eaﬂ+ﬁ g erfc(ﬁﬂﬁﬁ} a>0, (3.1.79)
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z rozwigzan (3.1.75) 1(3.1.76) otrzymano bezwymiarowe przyrosty temperatury
W postaci:

8*(§,1)Ee_f§{ P Terfe(BT )+ e’ [L— BePT erfc(ﬁ\/?)]},
Y K.y [Jrr
=20, 7>>1, (3.1.80)
ﬁm
0'((,7)= {erfc[ <] ) erfc [ﬂ+ Bt ]+
Y k't k't

ol (3.1.81)

&
1 |e %~ Rt Iq
| ——— fe* erfc| — ==+ 7 ||f, <0, 7>>1.
k't

+
2K,y | Nz

Podstawiajac we wzorach (3.1.80) 1 (3.1.81) {'=0, znaleziono bezwymiaro-
Wy przyrost temperatury na powierzchni kontaktu:

O (r)=— {1 " erfe(BT Dt Frerfe(BT )}},7»1. (3.1.82)
v

[r pe

3.1.4. Rozwigzanie przy liniowo zmniejszajgcej sie
z czasem gestosci mocy tarcia

Bezwymiarowego przyrostu temperatury podczas hamowania ze statym opdznie-
niem poszukiwano na podstawie twierdzenia Duhamela, w postaci [86]:

'€= [ (-0 C0)ds, [ <=, 05757, (18
0

gdzie profil czasowy gestosci mocy tarcia ¢ (7) ifunkcje ©°({,7) wyznaczono

odpowiednio ze wzordw (2.3.8), (2.3.9) oraz (3.1.47), (3.1.48). Przeprowadzajgc
najpierw calkowanie, a nastepnie rézniczkowanie, ze wzoru (3.1.83) otrzymano:

@*(g%):é[e-ﬂ ”q*(r)—%TF(x)Gmg“,x)Pw,x)dx}, ¢20,0<7<7,(3.184)
14 0

88



é*({,’,f)= 1* [1—%TF(x)Gz(é/,x)P(T,x)dx], §<0,0<7<7, (3.1.85)
v 0

« 2
_(l_e—(}/x/Z) T)

P(t,x = XD
(@) 0,57 x)’t,

(3.1.86)

za$ funkcje F(x), G,({,x) 1 G,({,x) wyznaczono odpowiednio ze wzordéw

(3.1.49)—( 3.1.51).
Podstawiajac =0 we wzorach (3.1.84) i (3.1.85), bezwymiarowy przyrost

temperatury powierzchni ciernej znaleziono w postaci:

O (1) = 1* |:1 —ijG(x)P(T, x)dx:| , 720, (3.1.87)
/4 7T
gdzie funkcje G(x) 1 P(z,x) wyznaczono odpowiednio ze wzorow (3.1.53)

1(3.1.86).
Znajac bezwymiarowy wzrost temperatury (3.1.84), (3.1.85), ze wzorow
(3.1.56) znaleziono bezwymiarowe intensywnosci strumieni cieplta:

g (1) =q"(0)+ %TQ(x)P(r, x)dx, §,(t) = —%TQ(x)P(r, x)dx, 0<7<7,, (3.1.88)
0 0

gdzie funkcje Q(x) i P(7,x) przyjety odpowiednio postaci (3.1.58) i(3.1.86).
Ze wzoréw (3.1.88) wynika, ze ¢, (7)+q,(7)=¢ (), co potwierdza spelnienie
warunku brzegowego (3.1.15) zbezwymiarowa gestoScig mocy tarcia ¢ (7)
w postaci (2.3.8), (2.3.9).

3.1.5. Analiza numeryczna

Obliczenia przeprowadzono dla pary ciernej, ktorej pierwszy element wykonano
z dwusktadnikowego FGM sktadajacego si¢ z dwutlenku cyrkonu ZrO, (po-
wierzchnia cierna) i tytanowego stopu Ti-6Al-4V (rdzen). W charakterze jedno-
rodnego materiatu przyjeto natomiast zeliwo szare ChNMKh. Wiasciwosci tych
materialdw opisano w tabeli 3.1.
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Tabela 3.1. Wiasciwosci materiatowe w temperaturze poczatkowej To[117, 152]

Przewodnos¢ cieplna Cieplo wlasciwe L x 3
i t
Material i Jkg K- Gestos¢ kgm
ZrO, 1,94 452,83 6102,16
Ti-6Al-4V 6,87 538,08 4431,79
ChNMKh 52,17 444.6 7100

Wartos$ci pozostatych parametréw wejsciowych wykorzystanych do przepro-
wadzenia obliczefn zawarto w tabeli 3.2.

Tabela 3.2. Parametry wejsciowe [27]

Wspotczynnik tarcia fp 0,27
Cisnienie nominalne po, MP 0,602
Poczatkowa predko$é poslizgu V,,ms™ 23.8
Poczatkowa energia kinetyczna W, ,kJ 103,54
Pole powierzchni nominalnego obszaru kontaktu A4 , m? 0,00221
Temperatura poczatkowa T, °C 20

Nastepnie, ze wzorow (2.3.8), (2.3.9) 1 (3.1.18), wyznaczono nominalng war-
to$¢ gestosci mocy tarcia go = 3,87 MW m™2, czas hamowania ¢, = 12,1 s oraz pa-
rametr gradientu y* = 1,26. Znalezione za pomocg wzordéw (3.1.8), przy jednako-
wym objetosciowym udziale sktadowych FGM (V. =V, = 0,5), efektywne wartos$ci
ciepta wlasciwego i gestosci sg rowne odpowiednio: ¢; = 495,45 J kg! K™!' oraz
p1=5266,97 J kg m™. Dalej, na podstawie zwigzkow (3.1.11), wyznaczono najpierw
wspotczynniki dyfuzji cieplnej k1 = 0,743 - 10° m*s™!, k, = 1,65 - 107 m*!, a na-
stepnie, ze wzoru (3.1.10), efektywna glebokos¢ nagrzewania naktadki
a = 5,2 mm. Ostatecznie, z zaleznosci (3.1.9), znaleziono bezwymiarowy czas ha-
mowania 7, = 0,33 oraz wspdtczynnik skali temperatury ® = 10373°C. Zmiany
bezwymiarowych przyrostow temperatury i intensywnos$ci strumieni ciepta pod-
czas poslizgu ze statg predkoscia zaprezentowano na rysunkach 3.3-3.6.
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Rysunek 3.3. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) na ustalonych odleglo-
Sciach m od powierzchni ciernej podczas poslizgu ze statg predkoscia. Linie ciggte — zeliwo, linie
przerywane — FGM

Profile czasowe bezwymiarowego przyrostu temperatury O (¢, 7)(3.1.47)-

—(3.1.51) na kilku odleglosciach od powierzchni ciernej pokazano na rysunku 3.3.
Wraz z uptywem czasu temperatura obu elementéw zwicksza si¢ monotonicznie —
najwyzsza jest osiggana na powierzchni ciernej, a wraz z oddalaniem od niej jej war-
to$¢ spada. Przy czym dla ustalonej od tej powierzchni odleglosci temperatura jedno-
rodnego elementu zeliwnego jest zawsze wyzsza od temperatury elementu wykona-
nego z FGM. Posiadajac o wiele wigkszg przewodnos¢ cieplna, zeliwny element jest
nagrzewany na znacznie wigkszg gltebokos¢ niz element wykonany z FGM (rysunek
3.4). Profile czasowe bezwymiarowych strumieni ciepta ¢, (7), [ = 1;2 (3.1.57)

(3.1.58) zaprezentowano na rysunku 3.5. Ustalono, ze gtéwnym elementem pochta-
niajacym ciepto jest zeliwna tarcza, w szczego6lnosci w poczatkowych chwilach pro-
cesu nagrzewania. Wraz z uptywem czasu ilo$¢ ciepta skierowanego od powierzchni
ciernej do wnetrza naktadki zwigksza sie, za$ do tarczy — maleje. Porownanie warto-
$ci bezwymiarowej temperatury ©°(7) powierzchni ciernej, znalezionych za pomo-
ca doktadnego (3.1.52), (3.1.53) oraz asymptotycznego (3.1.72) rozwigzania, poka-
zano na rysunku 3.6. W rozpatrywanym zakresie zmiany liczby Fouriera 0< 7< 7,

odpowiednie warto$ci temperatury sg praktycznie takie same.
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01 02 03 04 05 06 07 08 T/, 1
Rysunek 3.4. Izotermy bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) podczas poslizgu ze stata
predkoscia. Krzywe ciagte — zeliwo, krzywe przerywane — FGM
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Rysunek 3.5. Ewolucja bezwymiarowych intensywnos$ci strumieni ciepta ¢;,/ = 1;2 skierowanych
po normalnej od powierzchni ciernej do elementu z zeliwa (krzywa ciagta) oraz elementu z FGM
(krzywa przerywana) podczas poslizgu ze stalg predkoscia
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Rysunek 3.6. Zmiana bezwymiarowego przyrostu temperatury @°(7) powierzchni ciernej =0
podczas poslizgu ze stala predkoscia. Krzywa ciagla — rozwiagzanie doktadne, krzywa kropkowana

— rozwigzanie asymptotyczne

Odpowiednie rezultaty, otrzymane w przypadku liniowo zmniejszajace;j si¢ predko-
Sci (tzw. hamowanie ze statym opo6znieniem), zaprezentowano na rysunkach 3.7-3.10.

Przebieg czasowy bezwymiarowego przyrostu temperatury @*(§ ,7) (3.1.84)+3.1.87)

podczas hamowania jest inny niz podczas rownomiernego poslizgu (rysunek 3.7).
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Rysunek 3.7. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury (:)(é’ ,7) na ustalonych odlegtosciach

|§'] od powierzchni ciernej podczas hamowania ze stalym opdéznieniem. Krzywe ciagle — zeliwo, krzy-

we przerywane — FGM
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Bezwymiarowy czas osiggnigcia maksymalnej temperatury powierzchni
ciernej wynosi 7, =0,57, izwigksza si¢ wraz z oddalaniem od niej. Po osig-
gnigciu najwyzszej warto$ci nastgpuje obnizenie temperatury trwajace az do za-
trzymania. Taka koncentracj¢ wysokiej temperatury w poblizu powierzchni cier-
nej bardziej obrazowo pokazuje rozklad izoterm zaprezentowany na rysunku 3.8.
Podobnie jak przy rownomiernym poslizgu, wigksza cze$¢ ciepla generowanego
na skutek tarcia jest pochtaniana przez zeliwna tarcze (=85%) (rysunek 3.9),
przy czym intensywnosci strumieni ciepta ¢, (7), [ = 1;2 (3.1.88) pozostaja prak-
tycznie niezmienne podczas calego procesu hamowania.

01 02 03 04 05 06 07 08 /1, 1

Rysunek 3.8. Izotermy é*(é‘ ,T) podczas hamowania ze stalym opdznieniem. Krzywe ciagle — Zeliwo,

krzywe przerywane — FGM
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Rysunek 3.9. Ewolucja bezwymiarowych intensywnosci strumieni ciepta ¢, , / = 1;2 skierowanych

po normalnej od powierzchni ciernej do elementu z Zeliwa (krzywa ciagla) oraz elementu z FGM
(krzywa przerywana) podczas hamowania ze statym opdznieniem
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Rysunek 3.10. Zalezno$¢ maksymalnej temperatury 7., podczas hamowania ze statym opdznie-

niem od wspotczynnika objetosciowego udziatu V,

Rezultaty zaprezentowane na rysunkach 3.3-3.9 otrzymano przy jednakowym
(V.= 10,5) objetosciowym udziale sktadowych ZrO- i Ti-6Al-4V, przy wyznaczeniu
efektywnych ciepta wilasciwego i gestosci za pomoca wzoréw (3.1.8). Zmiang
maksymalnej temperatury Tmax = 7(0, tmax) przy zwigkszeniu parametru V. zapre-
zentowano natomiast na rysunku 3.10. Najwyzsza warto$¢ Tmax= 1117°C jest osig-
gana w przypadku naktadki wykonanej catkowicie z dwutlenku cyrkonu, za$ naj-
nizsza, Tmx= 1052°C, gdy jest ona wykonana ze stopu tytanu.
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3.1.6. Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale zaproponowano matematyczny model do wyznaczenia
nieustalonego pola temperatury w parze ciernej, w ktorej jeden element wykonano
z FGM, a drugi — z materialu jednorodnego. Zatozono, ze przewodnos$¢ cieplna
FGM zwigksza si¢ eksponencjalnie wraz z oddalaniem od powierzchni kontaktu.
Sformutowano, a nastgpnie otrzymano, doktadne rozwigzanie odpowiedniego po-
czatkowo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego z uwzglednieniem
generacji ciepta na skutek tarcia. Szczegdélowo rozpatrzono dwa przypadki profilu
czasowego gestosci mocy tarcia: staty (poslizg rownomierny) oraz liniowo zmniej-
szajacy si¢ z czasem (hamowanie ze stalym opdznieniem). Analiz¢ numeryczng
przeprowadzono dla dwusktadnikowego FGM (ZrO»—Ti-6Al1-4V) §lizgajacego sig
po jednorodnej tarczy zeliwnej (ChNMKh). Ustalono, ze wigksza cze$¢ ciepla
generowanego na skutek tarcia jest absorbowana przez tarczg (=85% ), co, biorac
pod uwage dobrg przewodnos¢ cieplng zeliwa, skutkuje wicksza efektywna glebo-
kos$cig przenikania ciepta w tym elemencie. Na ustalonej odleglosci od powierzch-
ni ciernej temperatura zeliwnego elementu jest wyzsza niz elementu wykonanego
zFGM zaréwno przy rownomiernym poslizgu, jak ipodczas hamowania.
Tak wigc, z punktu widzenia ochrony przed tego typu niepozadanymi zjawiskami
jak przegrzanie czy termopekanie, stosowanie FGM w przypadku elementow cier-
nych moze by¢ jak najbardziej uzasadnione. Na podkreslenie zastuguje rowniez
fakt, ze w rozpatrywanym przedziale zmiany liczby Fouriera, 0<7<0,33, mozna
efektywnie (z duza doktadnoscia) korzysta¢ z odpowiednich rozwigzan asympto-
tycznych, pozbawionych dodatkowych trudno$ci zwigzanych z catkowaniem nu-
merycznym w rozwigzaniu doktadnym.

Przedstawione w tym podrozdziale rezultaty zostaly opublikowane w pracy [147].

3.2. Wspotczynnik rozdzielenia ciepta
w parze ciernej wykonanej z FGM

Dotychczasowe rozwigzania zagadnien cieplnych tarcia, czyli poczatkowo-
brzegowych zagadnien przewodnictwa cieplnego z uwzglednieniem generacji cie-
pta na skutek tarcia, otrzymano przy dwoch specyficznych warunkach brzegowych
na powierzchni kontaktu. Jeden znich okre§la rownos¢ gesto§ci mocy tarcia g
i sumy intensywno$ci strumieni ciepta g;, [ = 1;2 skierowanych po normalnej
od powierzchni kontaktu do wewnatrz elementéw pary ciernej, czyli g1 + g2 = ¢
(warunek energetyczny). Drugi natomiast dotyczy rodzaju kontaktu termicznego —
z uwzglednieniem (niepeiny) lub bez uwzglgdnienia (petny) oporu termicznego
powierzchni ciernych. W tym ostatnim przypadku wymagano, aby temperatury
powierzchni byly jednakowe. Sprzezenie pdl temperatury obu elementow pary
ciernej spowodowane przez wyzej wymienione warunki brzegowe sprawito,
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ze otrzymanie analitycznych rozwigzan odpowiednich zagadnien wymagato wyko-
nania skomplikowanych przeksztatcen matematycznych.

W celu zredukowania tych trudnosci mozna do oszacowania temperatury
uktadéw ciernych za pomocg rozwigzan odpowiednich zagadnien cieplnych tarcia
wykorzysta¢ rowniez inne podejscie. Polega ono na wirtualnym rozdzieleniu ele-
mentOw pary ciernej i nagrzewaniu ich powierzchni roboczych strumieniami ciepta
o intensywnosci odpowiednio: ¢, = 9, [=12, o, = o, a, =1 - «, gdzie
oznacza wspotczynnik rozdzielenia strumieni ciepta (HPR) [18, 29].

Opracowano przeglady doswiadczalnych, a takze teoretycznych, metod wyzna-
czania HPR w uktadach hamulcowych [22, 44, 46, 94, 132]. W przypadku metod
teoretycznych znalezione za pomocg rozwigzan analitycznych pole temperatury po-
czatkowo zawiera nieznany a priori wspolczynnik o, ktory nastgpnie wyznacza si¢
z warunku réwnosci maksymalnej lub ze $redniej temperatury powierzchni ciernych
nakladki itarczy. W rezultacie otrzymuje si¢ wzory do obliczenia o zawierajace
wiasciwosci termofizyczne pary ciernej oraz parametry operacyjne pracy ukltadu.
Podstawiajac wyznaczone w ten sposob wartosci & z powrotem do otrzymanych
wczesniej rozwigzan, oszacowuje si¢ tryb temperaturowy uktadu hamulcowego.

Nalezy zaznaczy¢, ze znane z literatury wzory do wyznaczenia HPR dotycza
materiatdéw jednorodnych [22, 39, 46, 144]. Celem ponizszego podrozdzialu jest
otrzymanie za pomoca rozwigzan teoretycznych wzorow do oszacowania HPR
podczas hamowania elementow pary ciernej wykonanych z FGM.

3.2.1. Nagrzewanie potprzestrzeni strumieniem ciepta
o intensywnosci ze zmiennym profilem czasowym

Niech temperatura T potograniczonego ciata z > 0 w poczatkowej chwili z = 0 jest
stata i wynosi 7o (rysunek 3.11).

Vq(t_)_

vvvvvvvllvl'vivvv

Rysunek 3.11. Schemat nagrzewania potprzestrzeni
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Cialo jest wykonane =z funkcyjnie gradientowego materiatu (FGM)
ze wspolczynnikiem przewodnosci cieplnej K zwigkszajacym si¢ eksponencjalnie
w dodatnim kierunku osi z:

K(z)=Kye™*, 220, K, =K(0), (3.2.1)

gdzie y>0 — parametr gradientu materiatu, czyli wspolczynnik charakteryzujacy

strukture gradientowa. Polprzestrzen jest nagrzewana na powierzchni z = 0 stru-
mieniem ciepta o statej w czasie intensywnosci ¢(?), ¢ > 0.
Nieustalonego pola temperatury ciata poszukiwano w postaci:

T(z,t)=T,+0(z,t), z=20, t 20, (3.2.2)

gdzie przyrost temperatury ©(z,f) wyznaczono z rozwigzania nast¢pujacego po-
czatkowo-brzegowego zagadnienia przewodzenia ciepla:

0 00(z,1) 00(z,1)
—| K = 0,t>0 323
82[ (2) > ] pe——>2>0, ; (3.2.3)
K, 2PED 0y, >0, (3.2.4)
oz | o
O(z,1) =0, z—o0, 150, (3.2.5)
0(z,0)=0, 220, (3.2.6)

przy czym p, ¢ to odpowiednio gestos¢ i cieplo wlasciwe materiatu.
Wprowadzono nastepujace bezwymiarowe zmienne i parametry:

z }/ _ * q * @ qu
=—, =—, f:—’ k——, =—, @ =—, @ = 327
¢ a 4 a a’ cp 1 9 0, 0 K, ( )

gdzie go — nominalna warto$¢ intensywnosci strumienia ciepta.
Z uwzglednieniem oznaczen (3.2.7) zagadnienie (3.2.3)—( 3.2.6) zapisano
W postaci:

aZea*;g‘,T) + 7/* a®a(§,7) _e_}/:;%:o, é’ >0 , T>O, (328)
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Y = " 7), T>07 3.2.9
6 | q (7) (3.2.9)
8*(4’7)%07 é/%‘x’v T>07 (3210)
0" (£,0)=0, {>0. (3.2.11)

Stosujac do poczatkowo-brzegowego zagadnienia (3.2.8)—(3.2.11) transforma-
te catkowa Laplace’a (3.1.20), otrzymano:

d*0'(.p), .d0'(C.1)

pe O (E,p)=0, (>0,  (32.12)

de? oac
LK)l 32.13
P& q (p), ( )
0'({,p) >0, { >, (3.2.14)
gdzie:
q (p)=Llg (2);p]. (3.2.15)

Najpierw rozpatrzono przypadek statego profilu czasowego intensywnosci
strumienia ciepla ¢*(7)=1 (g"(p)=p~'). Wowczas rozwigzanie zagadnienia
brzegowego (3.2.12)—(3.2.14) ma postaé:

6* , — —yfé'/Z (0(;7p)’ 20, 3216
= BRI (219

gdzie:

¢(§,p>=11[ > Ir e‘“”} ®(p)=pp Io( ; Jp J (3.2.17)

Ed
N 1

przy czym li(x), £ = 0;1 to zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszego rodzaju [2].
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Roézniczkujac funkcje (3.2.17) zuwzglednieniem zwiazku I7(x)=1,(x),
znaleziono:

1 1

¥ (p) =2 L{%JE ]+

Stosujac szczegdtowo opisang w rozdziale 2 technike przejscia z przestrzeni
transformat do przestrzeni oryginatéw w rozwigzaniu (3.2.16)—(3.2.18), otrzymano:

- { 2 \/;]- (3.2.18)

R (S IR (AW
' ((,1)=e |:p1£>I(l) T zlcb(pn) ] £>0, 720, (3.2.19)

gdzie:

Io( 2* \ Py ]EO, n=12... (3.2.20)

1

Korzystajac z rozktadow zmodyfikowanych funkcji Bessela (2.1.49) i ograni-
czajac si¢ w nich pierwszymi sktadnikami, otrzymano nastgpujgca posta¢ funkcji
(3.2.17), przy matych warto$ciach parametru p:

1
40(4",19)5?6 w2 p, @(p)=pp. (3.2.21)
1

Z uwzglednieniem asymptotyk (3.2.21) oraz zwigzkow (2.1.57) rozwiazanie
(3.2.19), (3.2.20) zapisano w postaci:

-y'{/2
8*(§,T)=— AL Paats 42J (o€ 77 i ,£20, 720,  (3.2.22)
n=1 lunJ](lan)
gdzie:
A, =057 1), To(i,)=0, n=12;.... (3.2.23)

Bezwymiarowy przyrost temperatury nagrzewanej powierzchni potprzestrzeni
otrzymano, podstawiajac {'=0 w rozwigzaniu (3.2.22)—(3.2.23):

o AT
@*(r)se*(o,r)=i*(1—4ze . J 720. (3.2.24)
}/ n=l1 ,un

100



Przeprowadzono weryfikacje otrzymanego rozwiazania poprzez sprawdzenie
spetniania przez niego warunkow brzegowych (3.2.9), (3.2.10) oraz warunku po-
czatkowego (3.2.11). W tym celu, rézniczkujac rozwigzanie (3.2.22) po zmienngj
przestrzennej ¢ z uwzglednieniem zwiazku (2.1.57), znaleziono:

® . oo -7'¢/2
ae(fﬂ):_évg1_22ld££___lg%T,gzo,fzo. (3.2.25)
a; n=1 :Lanl (/'ln)

Przechodzac we wzorze (3.2.25) do granicy ¢ — 0, z uwzglednieniem tego,
ze M, sa to pierwiastki rownania (3.2.23), otrzymano:

00°({,7)

Y =1, (3.2.26)

£=0"

co potwierdza spetienie warunku brzegowego (3.2.9). Jednoczesnie, przechodzac
w rozwigzaniu (3.2.22) do granicy { — e, uzyskujemy potwierdzenie spetnienia

warunku (3.2.10) zanikania przyrostu temperatury. Wykonanie warunku poczat-
kowego (3.2.11) potwierdzono numerycznie.
Co istotne, jak wynika ze wzoru (3.2.22), na nagrzewanej powierzchni {'=0 w po-

czatkowej chwili 7=0 bezwymiarowy przyrost temperatury bedzie zerowy, jezeli:

Lz -1 (3.2.27)
n=1 ﬂn 4

Weryfikacja numeryczna wzoru (3.2.27) wykazata, ze suma 70 pierwszych
sktadnikow szeregu wynosi 0,249.

Pomimo uzyskania doktadnego rozwigzania (3.2.22), otrzymano réwniez od-
powiednie asymptotyczne rozwigzania zagadnienia przy matych i duzych warto-
sciach liczby Fouriera (bezwymiarowego czasu) 7.

Male wartosci T (duze wartosci parametru p)

Uwzgledniajac we wzorach (3.2.17) 1 (3.2.18) asymptotyki zmodyfikowanych
funkcji Bessela przy duzych wartosciach argumentu (2.1.79), transformowane
rozwigzanie (3.2.16) zapisano w postaci:

—b\/; .
¢ p=2 (1—@74/2), £>0. (3.2.28)

»p %

0 (¢, p)=e7
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Za pomoca zwiazku [8]

(3.2.29)

,b[ b
[p\/_ T]—Z\/; ierfc [242}

ze wzoru (3.2.28) otrzymano nastepng posta¢ asymptotyki bezwymiarowego przy-
rostu temperatury w poczatkowych chwilach procesu nagrzewania:

b
2t

Przy {=0 zrozwiazania (3.2.30) dostajemy znany rezultat dla ewolucji tem-

0 (L, 1)=2e7"4r ierfc[ ) {20, 0<7<<1. (3.2.30)

peratury nagrzewanej powierzchni jednorodnej potprzestrzeni [22]:
6*(7)52\/2, 0<7<<I. (3.2.31)
T

Duze wartosci T (male wartosci parametru p)

Z uwzglednieniem dwoch pierwszych sktadnikow w rozktadach (2.1.49)
ze wzordw (3.2.16)—(3.2.18) otrzymano:

_é“ X
o .= V{L_(l_iem)z;],;zo. 523
vV | P

2
Korzystajac z nastgpujacych zwigzkow [8]:

Cp =1, U0 +p)ir)=e 7, (3.2.33)

z transformaty (3.2.32) otrzymano asymptotyczne rozwigzanie dla bezwymiarowe-
go przyrostu temperatury przy duzych wartosciach czasu:

-7'¢ . .
o', )~ ’ [ (l—le’é}”],fzo,r»l. (3.2.34)
7 2

Podstawiajac we wzorze (3.2.34) (=0, wyznaczono przyrost temperatury
nagrzewanej powierzchni w czasie:

0'(r)= (l—le ) T>>1. (3.2.35)
7 2

102



Zaprezentowane powyzej rozwigzania doktadne (3.2.22) oraz asymptotyczne
(3.2.30) 1 (3.2.34) otrzymano przy niezmiennej w czasie intensywnosci strumienia
ciepta. Nastgpnie rozpatrzono nagrzewanie powierzchni polprzestrzeni strumie-
niem ciepta o liniowo zmniejszajacej si¢ z czasem intensywnosci (3.1.18). Odpo-

wiedni bezwymiarowy przyrost temperatury C:)*(§ ,T) mozna za$ znalez¢ na pod-
stawie twierdzenia Duhamela (3.1.83), w ktérym ©°({,7) oznacza przyrost bez-
wymiarowej temperatury (3.2.22), (3.2.23). Podstawiajac funkcje ¢ (7) (3.1.18)
oraz ©°({,7) (3.2.22) pod znak catki w prawej stronie wzoru (3.1.83), otrzymano:

A % . . . oo -y’ g2
O ()=o) g ()¢ g3 I T D G oy |
?/ n=1 lunJl(:un)

§=20, 0<7<1,, (3.2.36)
gdzie:

e (=€)

G =e ,
(D)=e e

(3.2.37)
przy czym wspotczynniki A, oraz liczby u,, n=1;2;... wyznaczono ze wzoru

(3.2.23).
Podstawiajac {'=0 w rozwiazaniu (3.2.36), otrzymano wzor do wyznaczenia

ewolucji bezwymiarowego przyrostu temperatury na nagrzewanej powierzchni
W postaci:

O’ (r)= 1* [q*(r)—f G"(f)}, 0<7<7,. (3.2.38)
y n=l1 /un

3.2.2.Wspétczynnik rozdzielenia strumieni ciepta

Otrzymane w poprzednim podrozdziale 3.2.1 rezultaty uogoélniono na przypadek
dwoch (/ = 1;2) polprzestrzeni wykonanych z FGM o wspotczynniku przewodzenia
ciepta eksponencjalnie zwickszajacym si¢ wraz z oddalaniem od powierzchni z = 0
(rysunek 3.12):

K, (2)=K, ", 220, K, =K,(0), 7, >0, [=1,2. (3.2.39)
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Rysunek 3.12. Schemat rozdzielenia elementow pary cierne;j

Powierzchnie z = 0 kazdej polprzestrzeni nagrzewano odpowiednio strumie-
niem ciepta o intensywnosci:

q,)=0q(t), 0<st<t, =12, (3.2.40)
gdzie:
o=0,o,=1-u, (3.2.41)

przy czym « to poszukiwany wspotczynnik rozdzielenia strumieni ciepta.

Na podstawie rozwiagzania (3.2.36), (3.2.37) pole temperatury w kazdej potprze-
strzeni nagrzewanej odpowiednio strumieniami ciepta o intensywnosci (3.2.40)—
—(3.2.41) zapisano w postaci:

T(z,t) =T, +©,,0,({,,7"), 220, 0<r<¢,, [=1;2, (3.2.42)

gdzie:

A, « oo -%¢i/2
@;(;l"[*) :L*e_}/lgl/z (I_T*)e_}/lgl/z _42‘]1(/12”6—)G1,n(t*) ,
7/1 n=l /’anI(/'ln)

£20,0<7" <1, (3.2.43)
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(1_ — Ayt )
G, ()= , (3.2.44)
’ Z’I,nrl,s
1 2
At =(5 77#,1) Ty (3.2.45)
z t K )
(=", :L’ s _l_z’ 1:7/_1’ k=—%, 0, =—,
a 2 1 I 91y 0,
1904
0,0 =—2+, (3.2.46)
KI,O

przy czym ¢, p, oznaczaja odpowiednio ciepto wlasciwe i ggstos¢ /-tego materia-
tu, za§ u, >0 — pierwiastki rownania (3.2.23).

Podstawiajac z =0 (¢, = 0) w rozwiazaniu (3.2.42)—(3.2.46), zmian¢ tempera-
tury nagrzewanej powierzchni w czasie przedstawiono w postaci:

T,()=T,+0,,0;(r"), 0<t<t,, [=1;2, (3.2.47)
gdzie:
A s I 1 # d Gln(T*) *
0,(r)=—|1-7" -4y "=, 0<7" <1. (3.2.48)
71 n=l /un

Parametry O, (3.2.46) we wzorze (3.2.47) zawierajg nieznany wspotczynnik

rozdzielenia strumieni ciepla «. Do jego okreslenia skorzystano z warunku row-
nos$ci usrednionej w czasie temperatury nagrzewanych powierzchni:

]

=7, (3.2.49)

gdzie:

tx
T, :tle,(t)dt, I1=1;2. (3.2.50)

s 0
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Z uwzglednieniem postaci temperatury powierzchni ciernych (3.2.47) (3.2.48)
we wzorze (3.2.50) po catkowaniu znaleziono:

T,=T,+0,,0;, [=12, (3.2.51)

gdzie:

- = G
0 = 1* 1-8Y — |, (3.2.52)
27[ n=l ll’ln

N - s
/1 ,nTl,s ﬂ'l,nfl,s

1,n

7/11,11
g -U=e )[1+ ! ] ! (3.2.53)
ﬂ’l

przy czym wspolczynniki A, wyznaczono ze wzoru (3.2.45).

Podstawiajac usredniong temperature (3.2.51)—(3.2.53) do réwnosci (3.2.49),
otrzymano:

a® +K
gdzie:
. K, ~. ©
= k=0 g (j)i . (3.2.55)
a, Kz,o 0,

Jezeliby efektywne glebokosci nagrzewania kazdej z potprzestrzeni wyzna-
cza¢ podobnie jak we wzorze (3.1.10)

a,=\3kt, , 1=1;2, (3.2.56)

to z oznaczen (3.2.46) wynika, ze bezwymiarowy czas nagrzewania kazdej pot-
przestrzeni wyniostby 7, = 37" =0,333. Jednoczesnie ze wzoréw (3.2.54), (3.2.55)

otrzymano:
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gdzie:

K=K p-k (3.2.58)

e

Pomijajac we wzorze (3.2.52) sktadnik zawierajacy szereg, tzn. przyjmujac, ze:

o; s%, 1=1;2, (3.2.59)
2y,
wzor (3.2.54) zapisano w postaci:
o=V (3.2.60)
a +K'y
za$ wzor (3.2.57) jako:
o=tV (3.2.61)
1+K,y
gdzie:
y =1 (3.2.62)
72

Przy jednakowych efektywnych glebokoéciach nagrzewania (a° = 1) oraz
bezwymiarowych gradientach materiatow (7" = 1) ze wzoru (3.2.60) otrzymano
znany rezultat Bloka [18]:

K*

o=——, 3.2.63
1+K" ( )
natomiast ze zwigzku (3.2.61) wzor Charrona:
a=Ke (3.2.64)
1+K,

ktory jest czesto wykorzystywany w modelowaniu procesu nagrzewania ciernego
jednorodnych materialdéw podczas hamowania [72].

Przy jednakowych materiatach pary ciernej (K" =k =y  =a" =1) wszystkie
wyzej otrzymane wzory dajg wartos¢ wspotczynnika rozdziatu ciepta o =0,5.
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3.2.3. Analiza numeryczna

Obliczenia przeprowadzono dla dwdch poétograniczonych elementéw wykonanych
z dwusktadnikowych FGM. Pierwszy element (/ = 1) tworza tlenek glinu AlLO;
(podstawa, m = 0) i miedz Cu (rdzen, m = 1), za$ drugi (/ = 2) dwutlenek cyrkonu
ZrOs (podstawa, m = 0) i stop tytanu Ti-6Al-4V (rdzen, m = 1). Whasciwosci tych
materiatow zamieszczono w tabeli 3.3. Pozostale parametry operacyjne to nominalna
intensywnos¢ strumienia ciepta g, =3,78 MW m™, czas hamowania ¢ = 12,1 s oraz
temperatura poczatkowa o= 20°C. Bezwymiarowe parametry gradientu materialu kazde-
g0 z elementéw obliczono z zaleznosci (2.1.98), otrzymujac ¥, =2,381 ¥, = 1,26. Ciepto
wlasciwe oraz ggsto$¢ nagrzewanych elementéw wyznaczono natomiast zgodnie
Z prawem mieszanin (2.3.3).

Tabela 3.3. Wlasciwos$ci materiatdéw sktadowych wyznaczone ze wzordéw (2.3.31)—(2.3.42)

i\lume: N:lm_eli N:‘ZV.Val Przc?evlfl(:l:o“ Cieplo wlasciwe Gestosé

elementu | materialu | materialu -t -3
,Jkg 'K , k

l . Kl’m’wm—lK—l cl,m g pl,m gm

! rdzef, 1 Cu 402,65 147,35 8947.92

powloka, 0 Al O5 37,24 727,29 3990,92

5 powtoka, 0 7rO; 1,94 452,83 6102,16

rdzen, 1 Ti-6Al-4V 6,87 538,08 4431,79

Przy jednakowym udziale objgtosciowym komponentéw podstawy i rdzenia
w obu elementach znaleziono:

¢, =43732 Jkg 'K, p, =6469,42kgm™, k, =1,32-10° m’s™',
c, =495,46 Jkg 'K, p, =5266,96kgm™, k, =7,43-107" m’s™".

Ze wzoru (3.2.56) wyznaczono efektywne glebokosci nagrzewania @, = 21,8 mm
i a, =5,2 mm, a nastgpnie, za pomocg zaleznosci (3.2.55), (3.2.58) 1 (3.2.62), obliczono
wartoéci bezwymiarowych parametréw: o = 4,192, K* = 19,196, k&~ = 17,706,
K, =4562, y" =1,883. Pozwolilo to na oszacowanie na podstawie wzoroéw (3.2.52),
(3.2.53) bezwymiarowych, usrednionych w czasie nagrzewania przyrostow temperatury
C:)T =0,3291 (:)Z = 0,703 oraz ich stosunku ©" = 0,468 (3.2.55). Podstawiajac znale-

zione wartosci parametrow kolejno do prawych stron wzorow (3.2.57) i (3.2.61),
wyznaczono wartosci HPR wynoszace odpowiednio o= 0,907 i = 0,896. Nie-
wielka réznica (0,011) otrzymanych wartosci pozwolita przeprowadzi¢ analize
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wplywu bezwymiarowych parametrow aktywno$ci termicznej K, (3.2.58)

i wzglednego gradientu materiatu »° (3.2.62) na warto§¢ HPR (rysunek 3.13)
za pomoca wzoru (3.2.61). Przy ustalonej wartosci wspotczynnika aktywnosci
termicznej K, zwigkszenie parametru ° powoduje wzrost ilo$ci ciepta skierowa-
nego do pierwszego elementu nagrzewanej pary. I odwrotnie, w miarg zwigkszania
aktywnoS$ci termicznej nagrzewanej pary przy ustalonej wartosci y* wzrasta ilo$¢
ciepla skierowanego do pierwszego elementu.

5
K

€

4

()

Rysunek 3.13. Izolinie wspotczynnika rozdzielenia ciepta o (3.2.61) w uktadzie wspotrzednych
(r.K.)

Znajac wspotczynniki ¢, = 0,896 1 o, = 0,104 (3.2.41), ze wzorow (3.2.46)
wyznaczono wartosci temperatury skalujacej ©,, =2034°Ci ©,, = 1080°C. Na-

stepnie, na podstawie rozwiazania (3.2.47), (3.2.48), znaleziono ewolucj¢ tempera-
tury ogrzewanej powierzchni kazdego elementu (rysunek 3.14).

Ustalono, ze profile czasowe temperatury elementow sa rozne, zwlaszcza
w koncowym etapie procesu nagrzewania. Przebieg czasowy temperatury pierw-
szego elementu (/ = 1, AIbOs—Cu) ma charakter typowy dla ewolucji temperatury
powierzchni ciernej podczas hamowania ze statym opo6znieniem — szybki wzrost
wraz z poczatkiem hamowania, osiggni¢cie wartosci maksymalnej w okoto
polowie czasu trwania procesu oraz nast¢pnie obnizenie trwajace do chwili
zatrzymania. W elemencie drugim (/ = 2, ZrO»-Ti-6Al-4V) wzrost temperatury
nagrzewanej powierzchni trwa natomiast od poczatkowej do koncowej chwili
procesu. Na takie zachowanie temperatury decydujacy wptyw maja wlasciwosci
cieplno-fizyczne materiatdéw sktadowych kazdego elementu. Wynika to z faktu, ze
materialy obu komponentow elementu pierwszego posiadaja znaczgco wieksza
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zdolno$¢ do odprowadzania ciepta znagrzewanej powierzchni niz materiaty
elementu drugiego (tabela 3.3). Potwierdzaja to roéwniez warto$ci wspotczynikow
a, = 08961 a, = 0,104 Swiadczace o tym, ze pierwszy element pochtania prawie
90%, za$ drugi tylko nieco ponad 10% calej intensywnos$ci strumienia ciepta q.
Niskie zdolnosci odprowadzania ciepta materialow drugiego elementu, w szcze-
goblnosci dwutlenku cyrkonu, powoduja, ze nawet przy liniowo zmniejszajacej si¢
W czasie intensywnos$ci strumienia ciepta temperatura jego nagrzewanej po-
wierzchni wcigz rosnie.

Ti(t)
[ Cl
800

Or—T—T—T T T T T T T T
0o 2 4 6 8 10 t[s]

Rysunek 3.14. Ewolucja temperatury 77, / = 1;2 (3.2.47), (3.2.48) nagrzewanych powierzchni z = 0
polprzestrzeni wykonanych z FGM

Zaprezentowane na rysunkach 3.13 i 3.14 rezultaty otrzymano z wykorzysta-
niem wartosci HPR o = 0,896, znalezionej ze wzoru (3.2.61). Przyblizony
(3.2.61), jak rowniez doktadny, wzor (3.2.57) do obliczenia ¢ otrzymano przy
zalozeniu, ze efektywne glebokosci nagrzewania g, elementdw wyznaczono
z empirycznego wzoru (3.2.56), a odpowiednie wartosci liczb Fouriera 7, , [ = 1,2
(3.2.46) byly jednakowe iréwne 1/3. Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie wzoru
(3.2.56) przy wyznaczaniu HPR jest uzasadnione w przypadku, gdy grubos¢ ele-
mentu nagrzewanej pary jest wieksza od odpowiedniej wartosci a,, [ = 1;2 [86].
W przypadku ogélnym do wyznaczania trybu temperaturowego hamulca na etapie
projektowania w charakterze parametréw wejSciowych przyjmowane sg liczby
Fouriera 7, , [ = 1,2, za$ efektywne glgbokosci nagrzewania znajdowane na pod-

stawie zwiazku (3.2.56) w postaci:
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LY (3.2.65)

Tl,s

al=

Przy uwzglednieniu wzoru (3.2.65) dla wybranej pary elementdéw i ustalonym
czasie nagrzewania (hamowania) #, = 12,1 s wzgledna gleboko$¢ nagrzewania a’
(3.2.55) wyznacza si¢ ze wzoru:

3 ’ ES T N
a = [k , 7= (3.2.66)
T. Tz,s

gdzie k" to wzgledna dyfuzyjno$é cieplna materiatow (3.2.58).

o o
0,9 4 -
12 0.9
2/3
0,8 - 1
2 i
T T T T T T T T T 1 0/8 T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
Tis Tos
a) b)

Rysunek 3.15. Zalezno$¢ wspotczynnika rozdzielenia strumieni ciepta o (3.2.54) od: a) liczby Fou-
riera 7, dlardznych wartosci 7, , b) liczby Fouriera 7, dla réznych wartosei 7,
Traktujgc liczby Fouriera 7, , /= 1;2 (3.2.46) jako niezalezne zmienne we wzo-

rze (3.2.53), zbadano ich wptyw na HPR « (3.2.54) przy ustalonych wczesniej dla
zadanej pary elementéw wartoéciach bezwymiarowych parametrow K~ = 19,196,
k* =17,706, y, =2,38i ¥, = 1,26. Zawarty we wzorze (3.2.54) bezwymiarowy pa-

rametr ©° (3.2.55) wyznaczono ze wzorow (3.2.52), (3.2.53), za$ w celu znalezienia
a’ korzystano ze wzoru (3.2.55). Rezultaty obliczen zaprezentowano na rysunku 3.15.
Przy ustalonej wartosci 7, HPR a szybko ro$nie wraz ze zwigkszaniem 7, ,

osiggajac przy 7, = 1,5 swojg wartos¢ nominalng (rysunek 3.15a). Najwigksza
warto$¢ nominalna « jest osiggana przy 7, = 1/3, tzn. przy wyznaczeniu efektyw-
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nej glebokosci nagrzewania za pomoca wzoru (3.2.56). Rezultaty otrzymane przy
7,, = 1 i 7, = 2 praktycznie si¢ pokrywajg. Inny charakter zmiany HPR ¢« ma

miejsce przy ustalonej wartosci liczby Fouriera 7, i zwigkszajgcych si¢ wartosciach
7,, (rysunek 3.15b). Wraz ze zwigkszaniem si¢ 7, , ilos¢ ciepta absorbowanego
przez pierwszy element maleje, osiggajgc wartos¢ minimalng przy 7, = 1,5. Kolej-

ne zwigkszenie 7,  powoduje natomiast nieznaczny wzrost o .

3.2.4. Podsumowanie

W podrozdziale zaproponowano metodyke otrzymywania wzorow do wyznaczania
wspotczynnika rozdzielenia ciepta (HPR) w uktadach hamulcowych, w ktorych
na elementy cierne stosowano FGM. Podstaweg tej metodyki stanowi doktadne
rozwigzanie poczatkowo-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego dla
polprzestrzeni wykonanej z FGM, nagrzewanej na swojej powierzchni strumie-
niem ciepta o intensywnos$ci liniowo zmniejszajacej si¢ z czasem i zawierajacej
nieznany a priori HPR. Do jego wyznaczenia wykorzystano warunek rownosci
usrednionej w czasie temperatury nagrzewanych powierzchni dwdch réznorodnych
pOlprzestrzeni. W wyniku przeprowadzonej analizy numerycznej ustalono, ze:

1. Zwigkszenie aktywnosci termicznej oraz gradientu materialdow nagrzewanej
pary powoduje zwigkszenie HPR.

2. Decydujacy wplyw na ewolucj¢ temperatury w dwuskladnikowej parze
AlLO3—Cu i ZrO»-Ti-6Al-4V maja cieplno-fizyczne wlasciwosci materiatow
komponentowych.

3. Schemat opracowywania map dla zadanej pary elementéw FGM pozwalaja-
cy na szybkie oszacowanie HPR w zalezno$ci od takich parametrow wej-
$ciowych, jak ich liczby Fouriera, jest potrzebny w przypadku zastosowania
materiatow FGM 1 wykazuje szerokie zastosowanie w procesie konstruowa-
nia tarczowych ukladéw hamulcowych w celu uzyskiwania odpowiednich
rezultatow dla materiatow jednorodnych.

Nalezy zaznaczy¢, ze otrzymane wzory do wyznaczenia HPR wymagaja
w przysztosci weryfikacji za pomocg odpowiednich danych doswiadczalnych. Po-
zwolitoby to na ustalenie granic stosowalnosci tych wzoréw. Natomiast juz na tym
etapie o mozliwosci praktycznego wykorzystania otrzymanych wzoréw do wyzna-
czania HPR $wiadczy to, ze po pierwsze, do ich otrzymania stosowano klasyczna
metodyke aprobowana w przypadku materialow jednorodnych, a po drugie, po-
twierdzone eksperymentalnie wzory dla materiatow jednorodnych mozna uzyskaé
z wyprowadzonych w tym podrozdziale odpowiednich wzorow dla FGM w wyni-
ku odpowiednich przejs$¢ granicznych.

Istotnym elementem najbardziej ogolnego wzoru (3.2.54) do wyznaczania

HPR sa usrednione w czasie nagrzewania bezwymiarowe przyrosty temperatury
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(3.2.52), (3.2.53), otrzymane w przypadku liniowo zmniejszajacej si¢ z czasem
intensywnosci strumienia ciepta. Jest to dos¢ czesto rozpatrywany przypadek przy
obliczeniach temperatury w uktadach hamulcowych pracujacych w trybie szybkie-
go (gwaltownego) zwigkszenia cisnienia kontaktowego od zera do wartosci nomi-
nalnej. Klasyfikacj¢ réznych profili czasowych intensywno$ci strumienia ciepta
bez i zuwzglednieniem czasu narastania ci$nienia kontaktowego dla materiatow
jednorodnych zawarto w pracach [119, 143].

Wyniki zaprezentowane w podrozdziale 3.2 zostaly opublikowane w pracy [156].

3.3. Nagrzewanie tarciowe podczas powtorno-
-krotkoterminowego trybu pracy hamulca

3.3.1. Schemat hamowania oraz zatozenia modelowe

Praca uktadu hamulcowego podczas powtorno-krotkoterminowego (PKT)
(ang. repetitive short-term, dalej RST) trybu polega na kolejnym wykonaniu n
cykli hamowania. Kazdy z pelnych cykli £ = 1; 2; ...; (n — 1) sktada si¢ z dwodch
etapOw — hamowania i rozpgdzania, natomiast ostatni niepetny n-ty cykl zawiera
tylko etap hamowania [25, 152].

Vo

¢ te | t
e £(n=1) &

th

Rysunek 3.16. Schemat hamowania w powtdrno-krotkoterminowym trybie hamowania [152]
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Podczas etapé6w hamowania, przy statym cisnieniu kontaktowym po, predkosé
V® uktadu zmniejsza sie liniowo od wartoéci poczatkowej Vo do zera w chwili

zatrzymania ¢ ="

VOn=v O, O =1-—5, 0!, (3.3.1)
t?
20,
f,k): (k)o ,k=12;..;m, (3.3.2)
N Aa

gdzie:
A, —pole nominalnego kontaktu elementéw ciernych,
W, — poczatkowa energia kinetyczna uktadu,

(k)

g, —nominalna warto$¢ gestosci mocy tarcia.

Po kazdym zatrzymaniu nastgpuje etap rozpgdzania polegajacy na ponownym
zwigkszaniu predkosci do warto$ci poczatkowej V,, w czasie ¢ =¢,:
VO@O =V, Py, t® <t<t, =t +1,, (3.3.3)
(k)
* t_ t
A0 =

c

, k=12..;(n-1). (3.3.4)

Pelny czas trwania PKT trybu pracy hamulca wynosi:
t, =t +tP + 1t (-1, (3.3.5)

Etapom hamowania towarzyszy intensywne nagrzewanie tarciowe ukladow
ciernych typu naktadka-tarcza, szczgka-beben itd. Przed wyznaczeniem powstate-
go wten sposob nieustalonego pola temperatury przyjeto nastepujace zalozenia
upraszczajace:

1. Poczatkowa temperatura pary ciernej w chwili rozpoczecia kolejnego ha-

mowania roOwna si¢ §redniej objegtosciowej temperaturze uktadu.

2. W wyniku oddzialywania sit tarcia w obszarze kontaktu elementéw genero-
wane jest ciepto absorbowane przez nie w kierunku normalnym do po-
wierzchni ciernej. Kontakt cieplny tarcia elementéw podczas nagrzewania
jest doskonaty.

3. Niewymuszone chtodzenie konwekcyjne uktadu na etapach hamowania po-
mijano.
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Przy uwzglednieniu powyzszych zalozen parg cierng tworza dwie potprze-
strzenie z > 0 1 z < 0, a poszukiwane nieustalone pole temperatury jest jednowymia-
rowe, tzn. T'= T(z,t). W dalszej cz¢$ci tekstu wszystkie zmienne i parametry od-

noszace si¢ do polprzestrzeni z > 0 begda oznaczane dolnym indeksem / = 1,
a do polprzestrzeni z < 0 — dolnym indeksem / = 2.

Potprzestrzen z >0 wykonano z dwusktadnikowego (podstawa i rdzen) FGM.
Niech X, ¢, P, beda to odpowiednio przewodno$¢ cieplna, ciepto wlasciwe
oraz gestos¢ materiatdow podstawy (m = 1) i rdzenia (m = 2). Wspodtczynnik prze-
wodnosci cieplnej FGM zwigksza si¢ eksponencjalnie (z parametrem gradientu
¥ > 0) w kierunku normalnym do powierzchni roboczej podstawy. Jednorodny

material polprzestrzeni z < 0 posiada natomiast przewodno$¢ cieplna K,, ciepto
wlasciwe ¢, 1 gestos¢ p, .

Dodatkowo zatozono, ze materiaty obu elementow oraz wspoétczynnik tarcia f
sa wrazliwe termicznie:

Kl,m (T) = Kl(,?n)Kl*,m (T) s cl,m (T) = C(O)cl*,m (T) ’

1,m
Prw @ =pp, (T), m=12, (3.3.6)
Kl(,(g =K, (1), 01(,(2 =c,(T,), /71((2 =p.(1), m=1;2, (3.3.7)
K,(T)=K"K,(T), c;(T)=c"c5(T), po(T)=pps(T),  (3.3.8)
Kgo) =K,(T,), Céo) =c,(Ty), péo) =p,(T;), (3.3.9

FMy=ff D), fo=/(T), (3.3.10)

przy czym T, to poczatkowa temperatura uktadu, za§ gornym symbolem “* ozna-
czono odpowiednie bezwymiarowe funkcje temperatury. Zaleznosci typu (3.3.6)—

—(3.3.10) otrzymuje si¢ zwykle w wyniku obrébki odpowiednich danych do§wiad-
czalnych [26].

3.3.2. Algorytm wyznaczania ewolucji temperatury
powierzchni ciernych

Kluczowym elementem proponowanego modelu matematycznego jest rozwigzanie
odpowiedniego zagadnienia cieplnego tarcia podczas wykonywania poszczegdlnych
hamowan. Na podstawie powyzszych zatozen w takim przypadku mozna przyjaé
nieliniowe poczatkowo-brzegowe zagadnienie przewodnictwa cieplnego z uwzgled-
nieniem generacji ciepta na skutek tarcia dla dwoch potograniczonych ciat, z ktérych

115



jedno wykonano z FGM, a drugie z materialu jednorodnego. Niestety istotna nieli-
niowo$¢ tego typu zagadnienia, spowodowana wrazliwo$cig termiczng wspotczynni-
ka tarcia oraz wtasciwosci mechanicznych i cieplnych, skutkuje tym, Ze jego rozwia-
zanie otrzymuje si¢ za pomocg metod numerycznych [45, 140].

Znane jest takze inne podejscie, polegajace na adaptacji odpowiedniego rozwia-
zania zagadnienia liniowego do wyznaczania temperatury wrazliwego termicznie
uktadu hamulcowego [25]. Realizowano je w przypadku pary ciernej wykonanej
z materiatow jednorodnych [152]. W niniejszym podrozdziale opracowano odpo-
wiedni algorytm do wyznaczania temperatury wrazliwego termicznie uktadu hamul-
cowego, w ktorym, jak zaznaczono wyzej, jeden element wykonano z FGM, za$
drugi z materiatu jednorodnego. Dla takiej pary ciernej w podrozdziale 3.1 otrzyma-
no doktadne rozwigzanie liniowego (przy niezmiennych wiasciwosciach cieplno-
fizycznych oraz wspotczynniku tarcia) zagadnienia cieplnego tarcia podczas hamo-
wania pojedynczego ze stalym opoOznieniem. Na podstawie takiego rozwigzania
(3.1.52), (3.1.53) ewolucje¢ temperatury powierzchni ciernych ukladu pracujgcego
w trybie PKT podczas kolejnego k-tego hamowania wyznaczono ze wzorow:

T =T+0%We" (1), 0<r<t™, k=1;2;..;n, (3.3.11)
gdzie:
(k) (k)
W =9 2 (3.3.12)
SH
. 47
o'V (r)= © [1——jG<k>(x)P<k>(r,x)dx], 0<r<t®,  (3.3.13)
4 o
GH(x) = KU (oF (3.3.14)
[T ()T +[KPT, (0T}
-X, 7 #(k) N2
/3 oy (A=) _(rx)
PO (r,x)=e ‘T Xy =, (3.3.15)
(k) (k) (k) K® (k)
PR N DL S Y R S Y P (3.3.16)
@77 @0y e e

o =Vl + 1=V, p? =VpY +(1=-V)pY, 0<V <1, (33.17)
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x(k k k (k)
k= KD e K e KD g Kz ) g5
e 0 K® o K,(,'{)

KO =K, @), ¢ =c (@), p¥) =p,(T%), m=1;2,  (3.3.19)

K =K, (F0), e =, (7)., p = p, (7Y, (3320
<k) _f<k)p0 - F® _f(T(k>) (3.3.21)
a® = max(a®, a{"), (3.3.22)
a® = d”a’(ke)ﬂ‘ 2d,, (k) (k) 4(k) )
a! o @ﬂ,:wbk,zs =12, (3.3.23)
A o » Aoy <

przy czymd,, [ = 0;1 to grubosci elementdéw ciernych (np. naktadki i tarczy).

Temperature objetosciowa 7 ukfadu ciernego przed rozpoczeciem k-tego
hamowania wyznaczono ze wzoru [152]:

9 =051 + 1), k=1,2..;n, (3.3.24)
gdzie:
. (k) At _ kBt
=T, + a(k)W(k) . em » 1=0;1, (3.3.25)
G21021 l_e_ﬁi fe
hd,
(k) en
B sz“, (3.3.26)
2,i %) i
G = 4,d,pi"", (3.3.27)
0N = el e ey (1), P = p0, pi = py(TY), (3329
przy czym:

h — wspolczynnik konwekeyjnej wymiany ciepta z powierzchni tarczy o polu Avent
na etapach rozpedzania pojazdu;

o wspotczynnik rozdzielenia strumieni ciepta, metodyke wyznaczenia ktérego
dla pary ciernej wykonanej z FGM zaproponowano w podrozdziale 3.2.
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Na podstawie wspomnianej metodyki wspotczynnik rozdzielenia ciepta
we wzorze (3.3.25) dla rozpatrywanej pary ciernej (FGM — material jednorodny)
wyznaczono w postaci:

(k) K (k)
O(I(k) 181 R g(k)—()625d - / é’k) L k=12.n, i=0;1, (3.3.29)
+&; 71 (2%
gdzie
K (i,k) K(z k) d
KO ==,y =i 5 | d" ==, 3.3.30
i K1(11k> 7i K 4, ( )
_ (i) (k) KG0
R MO P M (33.31)
2 G (k)
d2 1%
KO =K, K5O =K, (1), m=1;2,

KOO = g0 K00 = g, (T0) . (3.3.32)

Nalezy zaznaczy¢, ze ze wzorow (3.3.24) 1 (3.3.25) wynika, iz przed rozpo-
czgciem pierwszego hamowania (k = 1) temperatura objctosciowa 7V réwna jest
temperaturze poczatkowej uktadu 7. Przed rozpoczeciem kolejnych hamowan
do ustalenia temperatury objetosciowej T*, k = 2;...;n pierwsza sktadowa 7,*
we wzorze (3.3.24) wyznaczono, roéwniez korzystajac z wtasciwosci materiatow
przy temperaturze poczatkowej 7;,. Za pomoca drugiej sktadowej YA]“{) dokonano

natomiast korekty otrzymanego rezultatu poprzez uwzglednienie wrazliwosci ter-
micznej stosowanych materialow.

3.3.3. Analiza numeryczna

Zaproponowano nastepujacy schemat wyznaczania ewolucji temperatury po-

wierzchni roboczych elementéw wybranej pary ciernej pracujgcej w trybie PKT:
1. Znalezienie zaleznosci wlasciwos$ci materiatow 1 wspdtczynnika tarcia
od temperatury w postaci (3.3.6)—(3.3.10) na podstawie danych do$wiad-

. r . I ro: b 4 (0) (0) (O)
czalnych. Ustalenie wartosci wilasciwosci materiatow K|,', ¢, P>

m = 1;2 (3.3.7), K;O), ”, p” (3.3.9) oraz wspotczynnika tarcia f;
(3.3.10) przy temperaturze poczatkowej T}, .
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2. Zadanie wejsciowych parametréw operacyjnych:
Do Vo, Ty, Wy, n, A,, A d,dy, h,t.,v.
3. Rozpoczgcie pierwszego hamowania k= 1.

vent >

4. Wyznaczenie $redniej temperatury objetosciowej 7,* (3.3.24)—(3.3.32).

(k)

) , . Y, e, . - 1 (k) _ 1.
5. Ustalenie wartosci wiasciwosci materiatow K., ¢, p.,, m = 1,2

(3.3.19), K, ", p¥ (3.3.20), wspotczynnika tarcia £ oraz gestosci

mocy tarcia ¢\ (3.3.21) przy temperaturze objetosciowej T,

z wykorzystaniem zaleznosci (3.3.6)—(3.3.10).

6. Wyznaczenie czasu zatrzymania ¢’ (3.3.2) i profilu czasowego predkosci

V@, 0<e<t (3.3.1).

7. Znalezienie ewolucji temperatury 7% (¢), 0<¢<¢" (3.3.11)~(3.3.24).
8. Przejscie do kolejnego, (k + 1)-ego, etapu hamowania i powtorzenie obli-
czen, poczawszy od punktu 5, lub zakonczenie procesu obliczeniowego

po stwierdzeniu rownosci k = n.

Powyzszy schemat zrealizowano dla pary ciernej, ktorej pierwszy element
wykonano z dwusktadnikowego FGM zlozonego z dwutlenku cyrkonu ZrO- (pod-
stawa, m = 1) 1 stopu tytanu Ti-6Al-4V (rdzen, m = 2), za$ drugi z zeliwa szarego
ChNMKh. Wiasciwosci (3.3.7) 1(3.3.9) tych materiatlow w temperaturze poczat-

kowej T, =20°C sa nastepujace [116, 152, 156]:

Z10s:

K9 =1,94Wm'K™", ¥ =452,837kg K™, p® =6102,16kgm >

Ti-6Al-4V:

K =687Wm™ K™, ¢ =538,08Jkg K™, p/% =4431,79kgm™.

ChNMKh:

K" =5217Wm™ K™, ¢f” =444,67kg” K™, pi” =7100kgm™ .

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.3.35)
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Zmiang wlasciwosci materiatow pod wplywem temperatury
W postaci:

ZrO; [56, 88, 116]:

K, (T)=1,9365+0,7-10*T+0,5-10° 7> -0,2-107°T°,
¢, (T)=437,96+0,7767T -0,17-107°T*,
p(T)=6104,6-0,1212T - 0,4-10*7>+0,3-1077° -0,1-10°T"*.

Ti-6A1-4V [23. 30]:

K, ,(T)=6,6926+89177-107 T +6,8432-107°T?,
¢1,(T)=529,9316+0,4154T —4,01646-10* T* +1,6364-107 7",
P12 (T)=4434-0,1088T—0,8-107* 7% +1077° -0,6-107"°T"*.

ChNMKh [28]:
K,(T)=53,24—0,028T,

c,(T)=432,43+0,559T +2,712-107* T* +1,657-10°T* +9,439-107'°T*,

pr(T)=p”.

zapisano

(3.3.36)
(3.3.37)

(3.3.38)

(3.3.39)
(3.3.40)

(3.3.41)

(3.3.42)
(3.3.43)

(3.3.44)

Zaleznos$¢ wspodtczynnika tarcia od temperatury dla rozpatrywanej pary cier-

nej ma postac (3.3.10) [37]:

£=027, f*(T)=e*" D, T° =T/T,, x=0,7-107*.

Wykresy odpowiednich bezwymiarowych funkcji: K|, (T)=K,,(T)/ K

(3.3.45)

1,m >

a.(D=c, D)/, p . (D=p,D)/p2, m=12, K,(T)=K,(T)/K),

1,m 2

ci(T)=c,(T)/ &, p5(T)= p,(T)/ p* oraz f*(T) pokazano na rysunku 3.17.
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Rysunek 3.17. Zaleznosci od temperatury 7 bezwymiarowych wlasciwosci materialow: a) przewod-

nosci cieplnej K, b) ciepta whasciwego ¢, o) gestoéci p” oraz d) wspotczynnika tarcia £ rozpa-

trywanej pary ciernej

Obliczenia wykonano przy nastepujacych wartosciach parametréw operacyjnych
[152]: po = 1,47 MPa, Vo = 27,78 m s, Wy =392,1 kI, n =5, 4, = 4,05 - 107 n??,
Aven=4,44- 107 m?, dy =5,5mm, b= 11 mm, £, =55, h=100 Wm 'K, V.=0,5.

Profile czasowe predkosci V' (¢) (3.3.1), (3.3.2) oraz gestoéci mocy tarcia
g @) = fPp V), 0<t< Y, k=1;2;...;5 zaprezentowano na rysunku 3.18.
Zauwazalnym efektem jest zwickszenie czasu zatrzymania wraz ze wzrostem liczby
hamowan (rysunek 3.18a). Podczas kazdego z pieciu hamowan intensywnos¢ wyko-
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nywanej pracy tarcia (pole pod wykresem) byta jednakowa (rysunek 3.18b). Umozli-
wito to przeprowadzenie poréwnania odpowiednich profili czasowych temperatury
zaprezentowanych na rysunku 3.19. Przedstawiono na nim zmiany w czasie hamowa-
nia temperatury powierzchni ciernych 7% (¢) (3.3.11)—(3.3.23) znalezione z (krzywe
ciagle) i bez (krzywe kropkowane) uwzglednienia zaleznosci (3.3.36)+3.3.44) wia-
sciwosci stosowanych materiatdéw od temperatury. Jednoczes$nie rezultaty odpowiada-
jace krzywym kropkowanym otrzymano dla wtasciwosci materiatow (3.3.33)—(3.3.35)
przy temperaturze poczatkowej 7, = 20°C. W obu wariantach uwzgledniono tempera-

turowe zmiany wspolczynnika tarcia w postaci (3.3.45).

30 12
VY ms! 4%, MWni®
25 10

20

15

10

0 0,5 1 15 2 25 L5 0 0,5 1 1.5 2 25 s

Rysunek 3.18. Ewolucje: a) predkosci ¥ ® oraz b) gestosci mocy tarcia ¢©) podczas kazdego
Z pieciu hamowan

T, °C

800

700

600~ jo1
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0 1 2 7 8 9 14 15 16 21 22 23 28 29 30 31t s

Rysunek 3.19. Ewolucje temperatury 7 (r) powierzchni ciernych podczas kazdego z pigciu hamo-
wan z (krzywe ciagte) 1 bez (krzywe kropkowane) uwzglednienia wrazliwos$ci termicznej materialow
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Uwzglednienie wrazliwo$ci termicznej materialow, za wyjatkiem pierwszego
hamowania, powoduje obnizenie temperatury powierzchni ciernych. Efekt ten jest
najbardziej zauwazalny przy ostatnim (pigtym) hamowaniu. Wartosci wspotczyn-
nika tarcia £’ (3.3.21), czasu zatrzymania ¢ (3.3.2), temperatury objetosciowe;

7™ (3.3.24)(3.3.32) oraz maksymalnej temperatury 7% = max 7" (¢) podczas
o<k

kazdego z pieciu hamowan, otrzymane z uwzglednieniem wrazliwosci termicznej
materiatdw, pokazano w tabeli 3.4. Odpowiednie dane znalezione przy statych
warto$ciach wlasciwos$ci materiatdw zebrano natomiast w tabeli 3.5. Dodatkowo
zawarte w tabeli 3.4 dane zaprezentowano w postaci graficznej na rysunku 3.20.

Z kazdym kolejnym hamowaniem wspotczynnik tarcia f*) przy temperaturze

objetosciowej uktadu 7 zmniejsza si¢ przy jednoczesnym zwigkszaniu czasu
hamowania ¢, temperatury objetosciowej 7*) i temperatury maksymalnej 7% .
Uwzglednienie w zaproponowanym modelu analitycznym wrazliwosci termicznej
materialow skutkuje mniejszym spadkiem warto$ci wspotczynnika tarcia, krotszym
czasem trwania procesu hamowania, a takze nizszymi temperaturami objetosciowa
i maksymalng w poréwnaniu do odpowiednich warto$ci przy niezmiennych wia-
sciwosciach materiatow. Roznice warto$ci temperatury otrzymanej z i bez
uwzglednienia wrazliwo$ci termicznej materiatdow pary ciernej zwigkszajg si¢ zas
z kazdym nastepnym hamowaniem.

Tabela 3.4. Rezultaty obliczen otrzymane z uwzglgdnieniem wrazliwosci termicznej materialow

k 1 2 3 4 5
1o 0,27 0,25 0,23 0,21 0,20
ts 1,77 1,94 2,10 2,26 2,41
7® °C 20 86,85 143,21 193,48 239,74
T ,°C 530,27 56129 591,46 621,11 650,49
Tabela 3.5. Rezultaty obliczen otrzymane przy statych wlasciwosciach materiatow
k 1 2 3 4 5
A 0,27 0,24 0,22 0,20 0,18
195 1,77 1,95 2,15 2,36 2,60
7® °C 20 89,83 158,79 226,89 294,12
T ,°C 530,27 575,76 621,75 668,19 715,04
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Ze wzgledu na to, ze krzywa stabilnosci termicznej (rysunek 3.17d) jest monoto-
nicznie zmniejszajacg si¢ funkcja temperatury, zmiana w czasie wspotczynnika tarcia
podczas kolejnych hamowan (rysunek 3.21) ma posta¢ odwrotng do ewolucji temperatu-
ry zaprezentowanej na rysunku 3.19. W momencie rozpoczgcia kazdego hamowania ma
migjsce redukcja wspolczynnika tarcia trwajaca do chwili osiggniecia temperatury mak-
symalnej 7*) . W zachodzacym nastepnie interwale obnizenia temperatury, trwajacym

max

az do chwili zatrzymania #*, wspotczynnik tarcia nieznacznie sig zwigksza. Jednocze-

$nie wraz ze wzrostem ilo$ci hamowan minimalna warto$¢ /*” maleje (rysunek 3.21).

0,28 2,6
f(“ . ts("),s |
0,26 2,4 "
0,24 227
n 2 |
0,22 .
n
1,8 .
02 .
1,6
0,18 T T i T
1 2 3 4 5 k 1 2 3 4 5 k
a) b)
250 675
10 o - TH.°C
200 650 -
625 .
150 .
600
100
" 575
50
550
L ]
01 525
1 2 3 4 5 k 1 2 3 4 5 k
c) d)

Rysunek 3.20. Zalezno$ci: a) wspétczynnika tarcia £ (3.3.21), b) czasu zatrzymania t* (3.3.2),

¢) temperatury objetosciowej 7'® (3.3.24), d) maksymalnej temperatury powierzchni ciernych 7%

max

od liczby hamowan &
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Na podstawie rezultatéw zaprezentowanych na rysunku 3.21 ustalono parame-
try charakteryzujace prace uktadu hamulcowego podczas kolejnych hamowan,
takie jak: $rednia warto$¢ wspolczynnika tarcia £, jego stabilno$é

(k) _ p(k) (k) . * _
=01 fluktuacja  f;" =

max ?

S = £9 11 9) (tabela 3.6).

Wy 8 oraz  efektywno$é hamowania

min

max

fm
03

0,275
0,25
0,225
0,2
0,175

0,15

0,125

0,1
0 0,5 1 1,5 2 t,s

Rysunek 3.21. Ewolucja wspétczynnika tarcia % (3.3.21) podczas pigciu kolejnych hamowan

Tabela 3.6. Parametry oceny procesu hamowania

k 1 2 3 4 5
£ 0,149 0,142 0,135 0,129 0,123
A 0,553 0,576 0,593 0,608 0,620
f 0,489 0,515 0,534 0,550 0,563

e sT 0,177 0,153 0,134 0,119 0,107

Wszystkie hamowania cechujg si¢ dobra stabilno$cia, jednak najbardziej efek-
tywne dla wybranej pary ciernej okazalo si¢ hamowanie pierwsze. Z kazdym ko-
lejnym hamowaniem efektywno$¢ bowiem si¢ zmniejsza.
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3.3.4. Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale zaproponowano schemat analitycznego wyznaczenia
temperatury podczas powtdrno-krétkoterminowego (PKT) trybu pracy uktadu ha-
mulcowego, w ktorym jeden z elementéow ciernych wykonano z funkcyjnie gra-
dientowego materiatu (FGM). Opracowany schemat stanowi uogoélnienie rezulta-
tow dotyczacych pojedynczego hamowania przedstawionych w podrozdziatach
2.3,3.11 3.2. Obliczenia przeprowadzono dla pary ciernej wykonanej z dwusktad-
nikowego FGM (podstawa ZrO,, rdzen Ti-6Al-4V) oraz zeliwa szarego ChNMKh
przy pieciu hamowaniach.

Ustalono, ze w kazdym kolejnym cyklu hamowania czas zatrzymania oraz tem-
peratury objetoSciowa i maksymalna zwigkszajg si¢ w sposob zblizony do liniowego.
Uwzglednienie wrazliwosci termicznej materialdow powoduje natomiast obnizenie
temperatury maksymalnej w stosunku do przypadku materiatéw o wlasciwosciach
niezaleznych od temperatury. Efekt ten staje si¢ bardziej zauwazalny wraz ze zwiek-
szeniem liczby hamowan. Podczas kazdego hamowania wspolczynnik tarcia naj-
pierw szybko zmniejsza si¢ do warto$ci minimalnej, po czym zaczyna si¢ nieznacz-
nie zwickszaé, co trwa az do chwili zatrzymania. Dla rozpatrywanej pary ciernej
charakterystyczna jest dobra stabilno$¢ hamowan przy dostatecznej ich efektywno-
$ci, zmniejszajacej si¢ jednak z kazdym kolejnym hamowaniem.

Rezultaty opisane w powyzszym podrozdziale opublikowano w pracy [157].
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4. OBNIZENIE MAKSYMALNEJ TEMPERATURY
UKtADU CIERNEGO ZA POMOCA WARSTWY
WYKONANEJ Z FGM

Jednym z zastosowan funkcyjnie gradientowych materiatdw sg ochronne bariery
termiczne, czyli warstwy materiatlow chronigce elementy robocze przed nadmier-
nym wptywem temperatury. W celu ochrony par ciernych wykorzystuje si¢ mate-
riaty o niskiej przewodnosci i dyfuzyjnosci cieplnej, cechujace si¢ wysoka odpor-
noscia na $cieranie i wplyw warunkéw srodowiskowych. Zastosowanie warstwy
ochronnej pozwala poprawi¢ sprawno$¢ oraz trwatos¢ uktadow.

W zwigzku z powyzszym w niniejszym rozdziale zostanie przeanalizowany
wplyw zastosowania ochronnej warstwy FGM naniesionej na materiat jednorodny.
W pierwszym rozpatrywanym przypadku uktad warstwa-potprzestrzen bedzie na-
grzewany strumieniem ciepta na wolnej powierzchni bariery termicznej. W dalszej
cze¢$ci zostanie natomiast rozpatrzone zagadnienie przewodzenia ciepta z uwzgled-
nieniem jego generacji na skutek tarcia w trzyelementowym uktadzie ciernym pot-
przestrzen jednorodna-warstwa FGM-polprzestrzen jednorodna.

4.1. Nagrzewanie warstwy gradientowej
naniesionej na jednorodne podtoze

4.1.1. Sformutowanie zagadnienia

Rozpatrzono cialo zawierajace warstwe 0 <z < d wykonang z dwusktadnikowego
FGM 1inaniesiong na powierzchni¢ z = d jednorodnego podloza z > d
(rysunek 4.1). Wspoétczynnik przewodnosci cieplnej Ki materiatu warstwy zwigk-
sza si¢ eksponencjalnie wzdluz jej grubosci:

K(z2)=K """, 0<z<d, (4.1.1)

gdzie:

y" 20 to bezwymiarowy parametr gradientu FGM,

za$ K, =K,(0) oraz K|, = K,(d) to wspdlczynniki przewodnosci cieplnej mate-
riatow sktadowych FGM.
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W poczatkowej chwili # = 0 temperatura 7 catego uktadu z > 0 byta stata (7= Ty),
za$ nastgpnie, w czasie ¢ > 0, powierzchnia z = 0 warstwy zostala poddana nagrzewa-
niu strumieniem ciepta o statej intensywnosci go.

Jo

[
1

2 ChNMKh
Rysunek 4.1. Schemat nagrzewania poOlprzestrzeni z naniesiong warstwa ochronng

Zaktadajac, ze kontakt cieplny pomigdzy warstwag a podtozem jest doskonaty,
powstale na skutek nagrzewania nieustalone pole temperatury 7(z,t) =T, +O(z,?),

z 2 0, t 2 0 mozemy wyznaczy¢ z rozwigzania nast¢pujacego poczatkowo-
-brzegowego zagadnienia przewodnictwa cieplnego:

i[Kl(z)a@(z’t)}zplclw, 0<z<d, >0, 4.1.2)
0z 0z ot
9%0(z,¢ 00(z,t¢
1(’2%=ch2 (_()t ) 2sd, 150, (4.1.3)
00(z,1)
K\ (z2) =—q,, t>0, 4.1.4)
aZ 2=0"
0", 1)=0(d",1), 1 >0, (4.1.5)
K(52ED g 0@ (4.1.6)
z=d* aZ z=d"~
O(z,t) >0, z—>o0, t>0, 4.1.7)
0(z,0)=0, 220, (4.1.8)
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gdzie K> to wspolczynnik przewodnosci cieplnej materialu podloza, zas p,, c,

to odpowiednio ggsto$¢ icieplo wiasciwe materiatow warstwy (/ = 1) ipodloza

(=2).
Po wprowadzeniu bezwymiarowych zmiennych i parametrow:
kt . .
;Zia T:_IZa K" =£a k :ﬁ, X 22’
d d K, k, 0,
gdzie:
d K K
@():% , k= 1’1,k2= 2
K, P SY%)

zagadnienie (4.1.2)—+(4.1.8) zapisano w postaci:

0’0" (¢,7) +y 00 (¢,7) e 00°(¢,7)

=0,0<{<l1,7>0,

2> ol or
IO 1006 o oy 1
A
CLEICE] p R
o |y

o1, 7)=0(1",7), >0,

o 00°(¢,7)
4

_x 00" (¢,7)
o ¢

, 7>0,
=1

0 (£, 1) =0, { oo, 750,

0°(£,00=0, ¢>0.

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

129



4.1.2. Rozwigzanie zagadnienia

W przestrzeni transformaty catkowej Laplace’a (3.1.20) zagadnienie (4.1.11)—
—(4.1.17) zapisano w postaci:

d*e’({,p) +y de'({,7)
dé? ¢

pe7fO (L, p)=0, 0<¢ <1, (4.1.18)

d*0'¢.p) pPor .
i k*G(C,p)—O, ¢>1, (4.1.19)
do'({.p)| __1 (4.1.20)
¢ |, P

o' p)=0'(1,p), (4.1.21)
o 40P _ - d9° (L) 4.1.22)

i .. |,
Q' (L, p)—>0, { —oo. (4.1.23)

Rozwigzania ogdlne rownan rézniczkowych (4.1.18) 1 (4.1.19) maja postac:

0° (£, p)=EplAMLESP) +B(DK(EYP)], 0 <1, (4.1.24)

0 (L. p)=A(p)e V" + B (p)efV”, ¢ 21, (4.1.25)
gdzie:
o 2 - 1 -1
f=—0,a=—,d=—,¢= , (4.1.26)
™ 4 o Vi

przy czym I (x), K, (x) tu idalej sa to zmodyfikowane funkcje Bessela n-tego
rzgdu odpowiednio pierwszego i drugiego rodzaju [2].

Nieznane funkcje A/(p) i Bi(p), [ = 1;2 w rozwigzaniach (4.1.24), (4.1.25) zna-
leziono z warunkéw brzegowych (4.1.20)—(4.1.23) w postaci:
A, (p) Ay (p) €A, (p)

A = > = > A - » B =0,
L(p) 7 Ap) (p) 20 A(p) (p —p\/;A(p) ,(p)

(4.1.27)
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gdzie:
A(p) = A, (Py(ayp) = Ay (DK, (), (4.1.28)

A, (D) =Ko(BYp)+ee ™K (BYp)s Ay (P)=Ty(Bp)—£e“1,(By[p), (4.1.29)
A, () =1o(BPIK (B P) + L(BPIK (B P) = (Bp) ", (4.130)

E

(4.1.31)

AN

K*
Pp=—, €=—=.
e Jie
Z uwzglednieniem wzorow (4.1.27)—(4.1.31) rozwiazania (4.1.24)—(4.1.26)
przyjma postac:

0 (£, p)=e" 0,(p)O,({,p), 0 <1,

0'({,p)=a06,(p)6;({.p), {21, (4.1.32)
gdzie:
— 1 - ACp) = e
Q) =—, 0,((,p)=—=2—=, 0,(,p)= , 4.1.33
o (P) 7 (£, p) VA(p) (¢, p) oA ( )
AP =0, (DLESP)+A, (DK (E D). (4.1.34)

Woéwczas, na podstawie twierdzenia o splocie dwdch funkcji [8], ze wzordéw
(4.1.32)—(4.1.34) mozna otrzymac:
T
O (£, 1) = [Oy(r—5)0]({,s)ds, 0<{ <1, 720, (4.1.35)
0

@*(g,r):&]Q;(r—s)@;(g,s)ds, £>1, 720, (4.1.36)
0
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gdzie [8]:

, —, 1
O (n)=L"0)(p);r]=——, 4.1.37
o(7) [0,(p);7] — ( )
. o 1 w+i:* .
0,(¢{,7)=L"[6, (é.“,p);r]=2—m, [6/(¢.p)e’dp, 1=1;2,
w=Rep>0, i=+-1. (4.1.38)

Catkowanie na plaszczyznie zespolonej (Re p, Im p) we wzorze (4.1.38) prze-
prowadzono wzdtuz krzywej zamknigtej I" (rysunek 3.2). Zawiera ona odcinek
I', prostej Rep=w, dwa tuki kotowe I', i I'; ze srodkiem w punkcie p = 0,
o promieniach odpowiednio R i 0, oraz rozcigcie wzdtuz osi Re p < 0 o brzegach
I', . Podczas gdy w obszarze wewnatrz krzywej I funkcje podcatkowe (:)j‘({ ,D),

[ = 1;2 (4.1.33) we wzorze (4.1.38) sg jednoznaczne i analityczne, na podstawie
twierdzenia Cauchy’ego otrzymujemy [73]:

L@;‘(g, p)etdp=0,1=1;2. (4.1.39)
27

Na skutek spetienia przez funkcje ©; (&, p), [ = 1;2 (4.1.33) warunkéw lema-
tu Jordana [105] calki wzdtuz luku T', zanikaja przy R — e , za§ ze wzoréw
(4.1.38), (4.1.39) wynika, ze:

@}k(é‘,,r) = _977+(§’T) - 87,—(§’T) - @;5(;,7) , T2 0 , I = 1,2, (4140)

gdzie:

* 1 =t T * m* T
067 = [B[(C.pedp. ©,,(¢,1)= ﬁ [O}(C.pe™dp. (4141
ri

L5

W uktadzie biegunowym (r,¢) z poczatkiem w punkcie p = 0 parametr transfor-

maty Laplace’a p=re”, r>0, ¢| <m. Wowczas na brzegach I', otrzymujemy

p=re"=—r,\p= +i/r , natomiast dwie pierwsze catki (4.1.41) przyjmujg postac:
N 1 G—. _
0,.(L,7)= iTj®,+(§',r)e dr,t>0,1=12, (4.1.42)
* ay

gdzie é,i &)= é,(é’, re*'") .
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Z uwzglednieniem zwigzkow [2]:
I,(xix) =T, (x), K, (Fix) =—0,57[Y,(x) £ i (x)], (4.1.43)
I, (xix) =i, (x), K, (zix) =-0,57[J,(x) FiY,(x)], (4.1.44)

przy czym J (x) 1 Y, (x) to funkcje Bessela odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju n-tego rzedu, ze wzorow (4.1.28)—(4.1.34) znaleziono:

0,.({,r)= AA(C( r)) 0<¢ <1, ©;,({,r)= rf/zr(i;:i)’ £>1, (4.1.45)
gdzie:

A(r)=0,57[Ag (1) Fige A, (r)], (4.1.46)

K(L,r)=0,57[ee A, o (o) il (7)), (4.1.47)

A5 (E,r) =sin(cr) Hicos(cyr), (4.1.48)

A (r) = Yol r)Io(BNr) = Jo(enr) Yo (Br), (4.1.49)

A(r) = Yo (a1 (BNr) = T (er) Y, (BYr) (4.1.50)

A (§) =Y (BINIEN) =1 (BN Y (EVF) (4.1.51)
A (7Y = Yo (BIP)I(ENF) =T (B Y (ENF). (4.1.52)

Nalezy doda¢, ze parametry a, &, & i ¢ wyznacza si¢ ze wzordw (4.1.26),
za§ [ i € ze wzorow (4.1.31).

Na okregu I'; mamy nastepujace wartosci: p = de”, \/; =/6e" <r.

Nastepnie, przechodzac do granicy 60— 0, trzecig catke (4.1.41) zapisujemy
W postaci:

0 4(¢,1)= —Llim[ | 6,*5(4,&"¢’)e&'“’7i5e"¢d(p} 720, 1=12, (4.1.53)
’ 271 60 gt ’

133



gdzie, z uwzglednieniem rozwigzan (4.1.33), otrzymujemy:

AE.&7)

O (£,57)=—L . 0< (<],
1.5(£,0e'?) NG ¢

o ‘ _g\/geﬂﬁiqz

o, ,0e'%) = : — ., (>1, 4.1.54
b.5(8,0e?) NN 4 ( )

przy czym funkcje A(de”) i A,({,0¢”) wyznaczano odpowiednio ze wzorow

(4.1.28)—(4.1.31) 1 (4.1.34).
Biorac pod uwage to, ze przy malych wartos$ciach argumentu [2]

I,(x)=1, K,(x)=—-Inx, [,(x)=0,5x, K,(x)=x", (4.1.55)
ze wzorow (4.1.28)—(4.1.31) i (4.1.34) znaleziono:

£ yelt?

AG?) = % (1 e ] AL &)= % (ef;/z_er(l;/z))Jr—z e (4150

Podstawiajac wzory (4.1.54), (4.1.55) oraz (4.1.56) do prawej strony rownosci
(4.1.53) ustalono, ze:

y'&rn

O ,(() =S 0<L <1, O, D)=, £ 21, 720. (4.157)
&y

Wprowadzajac funkcje ©),({,7) (4.1.42), (4.1.45)~(4.1.52) i ©,4({,7)

(4.1.57) do réwnosci (4.1.40), z uwzglednieniem oznaczen Jr=x , r=x", otrzy-
mano natomiast:

2 ) R

GT(Q“,T):ey +£J'A1(é”x)e_x fdx, 0<{ <1, 720, (4.1.58)

£ Ty XA(x)
®§(§,T)=z—izmA22(—me‘xzfdx, {21,720, (4.1.59)

E Ty xAx)

gdzie:

A(S.X)=Ag (DA (Ex)+ &% A{(D)A 5 (£.%) (4.1.60)
Ay (£ x) = Ag (x)cos(cx) + e 2A (x)sin(¢ x) (4.1.61)
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A(x)= AL (x)+ €% A ()], (4.1.62)

Ap (%) = Y, ()T (Bx) =Ty (@x) Yy (Bx), (4.1.63)
A (x) = Yy ()T, (Bx) = T (@x)Y,(Bx) (4.1.64)
AR ($X) =1 (B)Y(Ex) =Y, (Bx)(Ex), (4.1.65)
A (8,x) =T,(BX)Y(Ex) = Yo (Bo)) (Ex). (4.1.66)

Uwzgledniajac funkcje ©,(7) (4.1.37) oraz ©,({,7), [ = 1;2 (4.1.58),

(4.1.59) we wzorach (4.1.35) i (4.1.36), po zmianie kolejno$ci i przeprowadzeniu
catkowania po 7, poszukiwany bezwymiarowy przyrost temperatury znaleziono
W postaci:

9*(§,r)=2\/z L ‘7§/ZIA(;X)F( \/_)dx:| 0<¢<1, 720, (4.1.67)

e PR A e
8*(4,,1_):2\/7 - ”J_Ji(i);)F( \/_)dx} £>1,720, (4.1.68)
gdzie:
P =2 fe'as (4.1.69)
=1 . 1.

Do obliczenia funkcji F(x) (4.1.69) zastosowano za$ nastgpujgce wzory aprok-
symacyjne [7]:

() ,0<x<3, F(x)=

N (2n
F ) >
u)f2<> T f%awl

x23, (4.1.70)

gdzie (-D!'=1, 2n+DN=1-3-5-...-(2n+1), przy czym liczbe N w drugim wzo-
rze (4.1.70) dobierano z warunku osiagniecia zadanej a priori doktadnosci.

4.1.3. Rozwigzania asymptotyczne

Oprocz doktadnego (w kwadraturach) rozwigzania (4.1.67)—(4.1.70) otrzymano
rowniez odpowiednie asymptotyczne rozwigzania przy matych iduzych warto-
sciach liczby Fouriera (bezwymiarowego czasu) 7.
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Mate wartosci T (duze wartosci parametru p)

Uwzgledniajagc we wzorach (4.1.28), (4.1.29) i (4.1.34) asymptotyki zmodyfi-
kowanych funkcji Bessela przy duzych wartosciach argumentu [2],

K, (x) =, 2e™, n=0,l,., (4.1.71)

I(X):L
Y v N P

transformowane rozwigzania (4.1.32) i (4.1.33) zapisano w postaci:

_, RGN
O (L, p)z=e I —— 0<¢ <], (4.1.72)
2%
—, 27 14 paBrop
0'(¢,p)= . , Ol (4.1.73)
(I+ee”'?) p\/;

Woweczas, na podstawie definicji (4.1.26) 1 (4.1.31), otrzymujemy:

a-E= 21750, a-frg=0-c" e 0. @l
y y VK

Przechodzac w transformatach (4.1.72) i (4.1.73) do oryginatow [8], asympto-
tyki bezwymiarowego przyrostu temperatury w poczatkowych chwilach procesu
nagrzewania otrzymano w postaci:

0" ({,7)=2re7 ¢ ierfc(iﬁ} 0<¢<1,0<7<<l, (4.1.75)
T

2NT

14
O (L,r)= 4re y; ierfc[a_\[;jg), £>21,0<7<<1l. (4.1.76)
)

Duze wartosci T (male wartoSci parametru p)

Przy matych wartosciach argumentu zmodyfikowanych funkcji Bessela,
z wykorzystaniem wzorow (4.1.55) 1(4.1.56), transformaty Laplace’a (4.1.32)
1 (4.1.33) zapisano w postaci:

5*(§,p)zp( ZA— ! , 0<¢ <1, ;{z%(e”z—ey*),(4.l.77)

Jr+e) plp([p+e)
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9 (¢, p) a £>1 (4.1.78)
) e an—ay 1.
= o lr{p+e)

gdzie wspotczynnik ¢ zdefiniowano we wzorach (4.1.26).

Przechodzac we wzorach (4.1.77), (4.1.78) do przestrzeni oryginalow [8],

otrzymano nastepujace asymptotyki bezwymiarowego przyrostu temperatury przy
duzych warto$ciach liczby Fouriera 7:

0 (¢, 7)= \/7 (;{——}1 e erfc(s\/_)] 0<{<l, 7>>1, (4.1.79)
V4 £
<
8*(5,1)55\/§e d §(§+l)erfc(2\/_) 1 £g+g§erfc[2\g/;+€\/;}
=21, 7>>1. (4.1.80)

Na interfejsie =1 wspotczynniki y=¢=0 otrzymano ze wzorow (4.1.79)
1(4.1.80):

@*(1+,T)=®*(1‘,T)Ei\/z——[l et erfc(gx/_)] (4.1.81)

4.1.4. Weryfikacja rozwigzania doktadnego

W dalszej czeSci podrozdziatu zostanie pokazane, ze otrzymane rozwigzanie
(4.1.67)—(4.1.70) spelnia warunki brzegowe (4.1.13)—(4.1.16) oraz warunek po-
czatkowy (4.1.17). Rozniczkujac rozwigzanie (4.1.67) po zmiennej przestrzennej
¢, otrzymano:

86*8(5,1):2\/;{\/1; -mzf [A, () 2(5)” 1(6,0)] F(x\/?)dx], 0<¢<l,

720, (4.1.82)

gdzie pochodna ” funkcji A,({,x) wzgledem bezwymiarowej zmiennej prze-
strzennej ¢ (4.1.60) ma postac:

A (Gx) = Ag(DA,, (G + £ AWA, (£x). (4.1.83)
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Z uwzglednieniem zwiazkow [2],
V(0 =3,(0)=x"3,(0, Y{(x) = Yo () -x Y, (), (4.1.84)
oraz wzoréw (4.1.63)—( 4.1.66), przy {=0 znaleziono:
Al,R (O’X) = Ossy*Al,R (Oa X) - XAl(x) s
Ay (0,x)=0,57"A 1(0,x) — xAg (x), (4.1.85)

A, (0,2) =Y, ()], (Bx) ~ T (@)Y, (B
A,1(0.0) = Y, (@0)Ty(Bx) ~ T (@) Yy(B) . (4.1.86)

Po podstawieniu wzorow (4.1.85) 1 (4.1.86) do rownosci (4.1.83) otrzymano:
A, (0,x)=0,57"A,(0,x) — xA(x), (4.1.87)

gdzie funkcje A (0,x) 1 A(x) wyznaczono odpowiednio ze wzordéw (4.1.60)

1(4.1.62). Nastepnie, ze wzoru (4.1.82) zuwzglednieniem pochodnej (4.1.87),
znaleziono:

00" ({,7)
e

gdzie funkcja F(x) ma posta¢ (4.1.69), (4.1.70). Biorac pod uwagg calke [7]

=_%\/§TF(x\/;)dx, 720, (4.1.88)
T 0

¢=0"

TF(x)dx -z (4.1.89)
! 2

z réwnosci (4.1.88) wywiedziono, ze warunek brzegowy (4.1.13) zostat spelniony.
Poréwnujgc postaci rozwigzan (4.1.67) 1 (4.1.68), ustalono, ze warunek brze-
gowy (4.1.14) zostanie spetniony, gdy:

e O A (1) = - L2200 A;(Cl’ %) | (4.1.90)

Przy {=1 ze wzordéw (4.1.26) i (4.1.31) wynika, ze £=/f oraz ¢=0. Wow-
czas wzory (4.1.60)—(4.1.66) przyjmuja postac:

Ar(Lx) =0, A(Lx) = Ay (A (Lx), Ay(Lx)=Ag(x).  (4.1.91)
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Przy skorzystaniu ze zwiazku [2]

Au(l,x)=Jowx)Yl(ﬁx)—Yowx)Jl(ﬂx)=—ﬂiﬁx, (4.1.92)

definicji parametru S (4.1.26), (4.1.31) oraz z uwzglednieniem wzorow (4.1.91)
rownosc (4.1.90) przyjmie postac tozsamosci:

L A =LA ), (4.1.93)
T X T X

co potwierdza spelnienie warunku brzegowego (4.1.14).
Podstawiajac {'=1 we wzorach (4.1.82) 1 (4.1.83), otrzymano:

00| _ \/7 2 (A, (1Lx) = 0.57°A, (1, )]
o | ”[«/_ f XA(x) Fllryds],
20, (4.1.94)
A, (L) =Ag (DA, (Lx)+£%e A (DA, (L), (4.1.95)

gdzie odpowiednie wartosci pochodnych funkcji A ;(4,x) (4.1.65) i A,({,x)
(4.1.66) po zmiennej ¢ maja postac:
A a,x=-L, Ay (Lx)=- A (4.1.96)
’ 4 ’ zpx

Podstawiajac wzory (4.1.96) do prawej strony rownosci (4.1.95), a nastepnie

uwzgledniajac otrzymang w ten sposob pochodna A, (1,x) oraz funkcje A (1,x)
(4.1.91), (4.1.92) pod znakiem catki we wzorze (4.1.94), otrzymano:

o a@;(g,z') __2 2 £y e /2\/_-[A (x)F(x\/_)dx 7>0. (4.1.97)
(T
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Z inngj strony, rozniczkujac rozwigzanie (4.1.68) wzgledem zmiennej ¢, dostajemy:

00D 2 A ()
K T . =-—57'K Jr { o F(x\7)dx, 720, (4.1.98)

gdzie warto$¢ pochodnej funkcji A, (¢, x) (4.1.61) przy {'=1 réwna jest:

/2
ce’

\/k_*

Uwzgledniajac pochodng (4.1.99) oraz definicje (4.1.31) aktywnosci termicznej
£ w prawej stronie rownosci (4.1.98) ustalono, ze jest ona taka sama jak prawa strona
we wzorze (4.1.97). W ten sposob udowodniono spetnienie przez otrzymane rozwig-
zania (4.1.67)~(4.1.69) warunku brzegowego (4.1.15). Spelienie warunku (4.1.16)
zanikania przyrostu temperatury (4.1.68) przy ¢ — e zagwarantowano natomiast

A, (1x) = XA (x). (4.1.99)

poprzez pominigcie funkcji B,(p) (4.1.27) wrozwiazaniu (4.1.25). Zachowanie go

sprawdzano réwniez podczas obliczen numerycznych. Na koniec tatwo zauwazyé,
ze rozwigzania (4.1.67)—(4.1.69) spehiaja takze warunek poczatkowy (4.1.17).

4.1.5. Rozwigzanie doktadne przy liniowo zmniejszajacej
sie z czasem intensywnosci strumienia ciepta

Zaprezentowane powyzej dokladne rozwigzania (4.1.67)—(4.1.69) otrzymano przy
niezmiennej z czasem intensywnosci strumienia ciepta go. W dalszej czgséci rozpa-
trywane bgdzie natomiast nagrzewanie strumieniem ciepla o intensywnosci (2.3.8)
powierzchni warstwy wykonanej z FGM i naniesionej na powierzchni¢ jednorodne;
polprzestrzeni. Nalezy zaznaczy¢, ze profil czasowy gestosci mocy tarcia jest charak-
terystyczny dla zagadnien cieplnych tarcia podczas hamowania ze statym spowol-

nieniem [143]. Bezwymiarowy przyrost temperatury @*(é’ ,7) , odpowiadajacy inten-
sywnosci strumienia ciepta, znaleziono na podstawie wzoru Duhamela [86]:

0'(£,7) :;—T_[q*(f—s)e)*(é’,s)ds, £>0,0<r<7, (4.1.100)
0

gdzie ©°({,7) jest przyrostem bezwymiarowej temperatury (4.1.67)—(4.1.69),

a funkcja ¢"(7) ma postaé:

¢'(0=20-77"), 0<7<7,, 7, =ktd ™. (4.1.101)
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Podstawiajac rozwigzanie (4.1.67) i funkcje ¢ (7) (4.1.100) pod znak calki

w prawej stronie wzoru (4.1.101), znaleziono:

A _i L A A (Z,x)
o (é“,T)—aT[\/;ng(TH f AG) Qz(T,X)dX},

osgg,oggs, (4.1.102)

TT }fdsz—r\/_(l——] (4.1.103)

0,(7,x)= j( TT_S )JEF(xJE)ds :(I—leQzl(z',x)+TiQ22(r,x), (4.1.104)
0 K K K

gdzie:

0,(0) =f{
0

0,,(7,x)= ]\/EF(x\/E Yds , Oy, (7,x) = js\/;F(x\/; yds.  (4.1.105)
0 0

Przy uwzglednieniu funkcji F(x) (4.1.69) calki (4.1.105) zapisano w postaci:

0,,(7,x) :%\/zll—ﬁF(x\/?):l, (4.1.106)
x\r 2

0,,(7,x) :%\/Z[l+lxzr—£(l+xzr)F(x\/;):| : (4.1.107)
x'\ 3 2

Po podstawieniu funkcji Q,,(7,x) (4.1.106) i O,,(7,x) (4.1.107) do prawej

strony wzoru (4.1.104) otrzymano:
1
+— JF(x\/;)jl. (4.1.108)
X7

ore-2 -t
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Nastepnie, r6zniczkujac funkcje Q,(7) (4.1.103)1 O, (7,x) (4.1.108), znaleziono:

RO=C0 _Jer @, K@ =1-1, (4.1.109)

s

P(z, )—an(”) VTPl (z,%), P (1,%)= [1+ Jr(x\/_)

(4.1.110)

\/_r_[

Z uwzglednieniem pochodnych (4.1.109) i(4.1.110) ze wzoru (4.1.102)
otrzymano zas:

., A 171 1 enTA(LX)
8({,1)—2\/;[6}{(7%\/; j <A(3) P (t, x)dx:|
0<¢<1,0<7<7,. (4.1.111)

Zauwazajac to, ze posta¢ rozwigzania (4.1.111) jest zblizona, z doktadnoscia
do funkcji B'(7) (4.1.109) i B’ (7,x) (4.1.110), do rozwiazania (4.1.67), na pod-
stawie rozwigzania (4.1.68) mozemy od razu zapisac:

2 _ v TALX)
@(;,r)_zx/i[ P (1) - ,[\/—J D(rx)dx]

£>1,0<7<7,. (4.1.112)

Nalezy zaznaczy¢, ze przy 7, — oo ze wzorow (4.1.109) i1 (4.1.110) wynika,
iz B (1)=1, B (r,x)= F(x\/;) , za$ rozwigzania (4.1.111), (4.1.112) staja si¢

takie same jak otrzymane wcze$niej, przy stalej intensywnosci strumienia ciepta,
rozwigzania (4.1.67), (4.1.68).

4.1.6. Analiza numeryczna

Obliczenia przeprowadzono dla warstwy wykonanej z dwusktadnikowego FGM
naniesionej na jednorodne podioze. Podstawe¢ FGM stanowi dwutlenek cyrkonu
ZrO», za$ rdzen elementu wykonano ze stopu tytanu Ti-6Al-4V. Podloze tworzy
za$ zeliwo szare ChNMKh. Niezbedne do obliczen wlasciwosci tych materiatow
przy temperaturze pokojowej 7o = 20°C zawiera tabela 3.1.

Ciepto wlasciwe oraz gesto$¢ materiatu warstwy wyznaczono wedtug prawa
mieszanin (2.3.3). Do obliczen wykorzystano wartosci efektywne cieplta wlasciwe-
go ¢, =495,55J kg K i gestosci p, = 5266,98 kg m™ materiatu warstwy, takie

same jak w podrozdziale 2.3 (tabela 2.7). W celu wyznaczenia bezwymiarowych
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warto$ci przewodnosci K* = 26,89 i dyfuzji k* = 22,23 cieplnej podobnie skorzy-
stano ze wzordéw (4.1.9), a aktywnosci termicznej & = 5,7 — ze wzoru (4.1.31). Gra-
dient rozpatrywanego FGM ¥~ = 1,26 znaleziono natomiast ze wzoru (3.1.19).
Obiektem analizy numerycznej byly bezwymiarowe przyrosty temperatury
©'(£,7) (4.1.67), (4.1.68) oraz ©°(£,7) (4.1.111), (4.1.112), inicjowane nagrze-

waniem powierzchni warstwy strumieniami ciepta o odpowiednio statym i liniowo
zmniejszajgcym si¢ profilu czasowym. Catkowanie numeryczne tych wzorow
przeprowadzono z wykorzystaniem procedury QAGI pakietu QUADPACK [91].
Zmiany bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) (4.1.67), (4.1.68)
z czasem nagrzewania (liczbg Fouriera 7) w warstwie i podlozu pokazano na ry-
sunkach 4.2 i 4.3. Naniesienie na jednorodne podloze warstwy wykonanej z opisa-
nego wyzej FGM powoduje obnizenie temperatury w stosunku do przypadku war-
stwy wykonanej catkowicie z dwutlenku cyrkonu (rysunek 4.2a). Warto zauwazy¢,
ze efekt ten staje si¢ bardziej zauwazalny wraz z uplywem czasu nagrzewania
i, odpowiednio, zwickszeniem temperatury warstwy. W efekcie stop tytanu
Ti-6Al-4V, posiadajacy trzykrotnie wieksza przewodnos$¢ cieplna niz dwutlenek
cyrkonu ZrO,, dobrze spelnia nadang mu a priori funkcj¢ przewodnika ciepta
od nagrzewanej powierzchni warstwy, a tym samym obniza jej temperature. Nale-
zy zaznaczyC, ze opisany efekt obnizenia temperatury w wyniku zastosowania
FGM ogranicza si¢ do wnegtrza warstwy (0<{<1). Przechodzac natomiast

od interfejsu, a nastgpnie dalej w glab podtoza ({>1), obserwujemy przeciwne

do wyzej opisanego zachowanie ewolucji temperatury — temperatura podtoza
z naniesiong FGM warstwa okazuje si¢ wyzsza niz przy zastosowaniu warstwy
jednorodnej (rysunek 4.2b). Jest to spowodowane znacznie wyzsza zdolno$cia
przewodzenia ciepla przez zeliwo w porownaniu do stopu tytanu. Warto rowniez
zaznaczy¢, ze temperatura podloza jest przy tym o ponad rzad wielkosci nizsza
niz temperatura warstwy.

Rezultaty zaprezentowane na rysunku 4.2 otrzymano na podstawie doktad-
nych rozwiazan dla warstwy (4.1.67) oraz podltoza (4.1.68), natomiast na rysunku
4.3 za pomocg asymptotycznych rozwigzan przy matych — (4.1.75), (4.1.76) —
i duzych — (4.1.79), (4.1.80) — warto$ciach bezwymiarowego czasu (liczby Fourie-
ra) 7. Obliczenia przeprowadzono wylacznie dla warstwy wykonanej z FGM.
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a) b)
Rysunek 4.2. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) dla wybranych wartosci

bezwymiarowej zmiennej przestrzennej { w: a) warstwie, b) podtozu. Krzywe ciggle — warstwa
wykonana z FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z ZrO>

Zadowalajaca zgodno$¢ rozwigzan doktadnego i asymptotycznego (przy ma-
lym 7)) ma miejsce w zakresie 0 < 7 < 0,1 (rysunek 4.3a). Dobra zgodnos$¢ tychze
rezultatow (przy duzym 7) zachodzi natomiast przy 7 > 1 (rysunek 4.3b). Zaleta
korzystania z rozwigzan asymptotycznych jest ich posta¢ analityczna, ktora elimi-
nuje potrzebe uruchamiania pracochtonnych procedur caltkowania numerycznego.
Otrzymane rozwigzania asymptotyczne moga wigc postuzy¢ do ekspresowego
oszacowania trybu temperaturowego rozpatrywanego ukladu warstwa-podtoze.

0"
0,8

0,6

0,4

a) b)

Rysunek 4.3. Poréwnanie profili czasowych bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) war-

stwy FGM otrzymanych za pomoca doktadnych (4.1.67), (4.1.68) (krzywe ciagle) oraz asymptotycz-
nych (krzywe przerywane) rozwigzan przy: a) matych (4.1.75), (4.1.76); b) duzych (4.1.79), (4.1.80)
liczbach Fouriera 7 dla wybranych wartosci bezwymiarowej zmiennej przestrzennej ¢
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Zaprezentowane na rysunkach 4.2 i 4.3 rezultaty otrzymano dla wartosci gra-
dientu " = 1,26 rozpatrywanego FGM. Jednoczesnie ¥ mozna potraktowaé jako

niezalezny parametr wej$ciowy odpowiadajacy, zgodnie ze wzorem (4.1.1), za szyb-
kos¢ ,,przejscia” wspolczynnika przewodnosci cieplnej K; materiatu warstwy
od warto$ci K1 pierwszego sktadnika do wartosci K, sktadnika drugiego. Wpltyw
wielkosci gradientu " na temperature nagrzewanej powierzchni warstwy pokazano

na rysunku 4.4, gdzie rezultaty otrzymane przy y = 0 odpowiadaja przypadkowi

warstwy wykonanej w catosci z dwutlenku cyrkonu. Zwigkszenie gradientu powodu-
je obnizenie temperatury, ktore staje si¢ coraz bardziej zauwazalne wraz z uptywem
czasu nagrzewania (rysunek 4.4a). W chwili koncowej 7 = 0,5 obnizenie temperatu-
ry nagrzewanej powierzchni warstwy ma charakter prawie liniowy (rysunek 4.4b).
Badanie wplywu liniowo zmniejszajacego si¢ profilu czasowego intensywno-
$ci strumienia ciepta (4.1.101) przeprowadzono na podstawie rozwigzan (4.1.111)
1(4.1.112) przy 7, = 0,5 (rysunek 4.5). Jezeli przy stalej intensywnosci strumienia

ciepla temperatura zarowno warstwy, jak ipodtoza zwigksza si¢ monotonicznie
wraz z czasem nagrzewania (rysunek 4.3), to w rozpatrywanym przypadku linio-
wego profilu intensywnos$ci strumienia ciepta temperatura warstwy osigga warto$¢

s

maksymalng ©_ wchwili 0< 7, < 7, (rysunek 4.5a). Najszybciej © jest osia-

max

gana na nagrzewanej powierzchni ¢ = 0 warstwy. Wraz z oddalaniem si¢ od nagrzewa-

5

nej powierzchni czas osiagniccia © wydluza si¢. Poczawszy od interfejsu

max

¢ =1, anastepnie dalej w glab podioza ¢ > 1, temperatura zwigksza si¢ podczas catego

procesu nagrzewania, osiagajac najwyzsza wartos¢ w chwili 7= 7, (rysunek 4.5b).

e o]
0,84 0,8
0,6 1
0,7
0,44
i 0,6
0,2 1
p 0,5
o+—r—rr1—71——7 T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 T 0 0,4 0,8 12 1,6 2 F
a) b)

Rysunek 4.4. Wplyw gradientu y* warstwy FGM na bezwymiarowy przyrost temperatury: a) ewolu-
cje ©°(0,7) (4.1.67), (4.1.68) dla wybranych wartosci 7" ; b) zaleznos¢ O =©"(0;0,5) od "
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0,06

0,04

0 0,1 0,2 03 04 057
a) b)
Rysunek 4.5. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury (:)(4’ ,7) (4.1.111), (4.1.112) dla

wybranych warto$ci bezwymiarowej zmiennej przestrzennej ¢ w: a) warstwie, b) podtozu. Krzywe
ciggle — warstwa wykonana z FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z ZrO:

0,3 0,4 05
. . 0

i2230,2
o4
10,6
0,8
1

1,2

r1,4

1,6 1,61 s 1,6
r,8 1,81 \ \ 1,8
2 2 . y . 2

1,61 \
1,81
2 y
0 5 0 01 02 03 04 T 05

a) b)
Rysunek 4.6. Izolinie bezwymiarowych przyrostow temperatury: a) ©°({,7) (4.1.67), (4.1.68);

b) C:)*(f ,7) (4.1.111), (4.1.112). Krzywe ciggle — warstwa wykonana z FGM, krzywe przerywane —
warstwa wykonana z ZrO:

Podobnie jak przy stalej, tak i przy zmieniajgcej si¢ z czasem intensywnosci
strumienia ciepla uwzglednienie gradientowo$ci materialu warstwy powoduje ob-
nizenie jej temperatury w stosunku do temperatury warstwy wykonanej z materiatu
jednorodnego. W podtozu sytuacja jest odwrotna — przy ustalonej wartosci ¢ jego
temperatura jest nizsza przy naniesieniu warstwy jednorodnej. Jednocze$nie nieza-
leznie od materiatu warstwy (FGM czy jednorodny) temperatura podtoza jest
o rzad wielkos$ci nizsza od temperatury warstwy.
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Przestrzenno-czasowe rozklady temperatury przy stalej i zmiennej z czasem
intensywnosci strumienia ciepta zaprezentowano na rysunku 4.6. Wizualne rdznice
migdzy ksztaltem odpowiednich izoterm wystepuja tylko w bardziej nagrzanym
elemencie uktadu — warstwie, ktéra przyjmuje gtowng czgs¢ obcigzenia termiczne-
go. W przypadku stalej intensywnosci strumienia ciepta izolinie temperatury
o ustalonym poziomie wraz z uplywem czasu zachodza na coraz wigksza glebo-
ko$¢ wewnatrz warstwy. Nagrzewanie strumieniem ciepla o liniowo malejacym
profilu czasowym intensywnosci skutkuje natomiast pojawieniem si¢ izotermy
maksymalnej na nagrzewanej powierzchni warstwy, na ktorg dociera ona na chwile
przed zakonczeniem procesu nagrzewania.

4.1.7. Podsumowanie

W wyniku przeprowadzonej analizy numerycznej ustalono, ze:

1. Naniesienie pokrycia wykonanego z FGM na jednorodne podtoze pozwala
na efektywne obnizenie temperatury nagrzewanej powierzchni.

2. Warstwa FGM jest glownym absorbentem ciepta powstatego w wyniku na-
grzewania. W rezultacie poziom temperatury podloza jest znacznie nizszy
niz warstwy.

3. Profil czasowy intensywnosci strumienia ciepla ma odczuwalny wplyw
na przestrzenno-czasowy rozklad izoterm jedynie w warstwie.

4. W przypadku wybranego ukladu warstwa-podloze decydujacy wplyw
na maksymalng temperatur¢ ma gradient FGM.

5. Otrzymane asymptotyczne rozwigzania sa przydatne przy ekspresowym
oszacowaniu temperatury warstwy i podtoza przy matych i duzych warto-
$ciach liczby Fouriera.

6. Zaproponowany model matematyczny moze stuzy¢ jako efektywne narzg-
dzie do symulacji trybu temperaturowego cial z naniesionym na ich po-
wierzchnie pokryciem FGM.

Reasumujac, nalezy zaznaczyé, ze opracowana metodyka otrzymywania do-
ktadnych iasymptotycznych rozwigzan z sukcesem moze by¢ stosowana rowniez
do klasy FGM nie tylko ze zwigkszajaca si¢, ale 1 zmniejszajaca po grubosci prze-
wodnoscig ciepta, a takze w zagadnieniach przewodnictwa cieplnego z uwzglednie-
niem generacji ciepla na skutek tarcia na powierzchni kontaktu ochronnej warstwy
z przeciwcialem. Przyktadowo taka par¢ mogg tworzy¢ tarcza znaniesionym
na powierzchni¢ cierng FGM pokryciem w skojarzeniu z nakladka. Odpowiednie
zagadnienie cieplne tarcia zostanie rozpatrzone w kolejnym podrozdziale.

Przedstawione w niniejszym podrozdziale rezultaty zostaty opublikowane
w pracy [158].
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4.2. Generacja ciepta w uktadzie ciernym
dwoch jednorodnych potprzestrzeni,
z ktorych jedna zawiera warstwe gradientowg

4.2.1. Sformutowanie zagadnienia

Rozpatrzono kontakt §lizgowy dwoch poétograniczonych cial (potprzestrzeni)
z uwzglednieniem generacji ciepta na skutek tarcia (rysunek 4.7). Dolna potprze-
strzen sktada si¢ z warstwy ochronnej naniesionej na powierzchni¢ podstawy, na-
tomiast materiaty podstawy i gornej potprzestrzeni (przeciwciato) sa jednorodne.
Warstwe wykonano za$§ z dwuelementowego, funkcyjnie gradientowego materiatu
(FGM) o wspolczynniku przewodnosci cieplnej Ki, zwigkszajacym si¢ eksponen-
cjalnie po jej grubosci zgodnie ze wzorem (4.1.1).

:'3 """""""" FMC-11"
| |
| |
| |
1 Ks, c3, ps |
1 4 x  Zr0y, |
| |
I Y z |
' Ka(2), c1, p1 Ti-6Al-4V |
12 [
| |
| |
| |
Koo ChNMKh,

Rysunek 4.7. Schemat nagrzewania trzyelementowego uktadu ciernego

W poczatkowej chwili =0 temperatura 7 wszystkich ciat uktadu jest stata
i wynosi 7;. Nastgpnie obie polprzestrzenie (jednorodna oraz kawalkami jedno-
rodna), pod wplywem cis$nienia kontaktowego p, dziatajacego rownolegle do osi
Oz, wchodza w kontakt i1 jednocze$nie zaczynaja §lizga¢ si¢ w dodatnim kierunku
osi Ox ze stalg predkoscia Vo. Na skutek tarcia na powierzchni kontaktu z=0
generowane jest cieplo i ciala nagrzewaja si¢. Zatozono, ze kontakt cieplny tarcia
jest pelny, tzn. ze wustalonej chwili ¢ > 0 powierzchnie cierne warstwy
i przeciwciata sa nagrzane do jednakowej temperatury, a suma intensywnosci
strumieni ciepta skierowanych od powierzchni kontaktu po normalnej do wewnatrz
warstwy 1 przeciwciata roéwna si¢ gestosci mocy tarcia qo = fpoq, = fp,V,, gdzie f
to wspotczynnik tarcia.
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Potaczenie cieplne warstwy zpodiozem jest doskonale, tzn. temperatury
1 intensywnosci strumieni ciepla tych elementow na interfejsie z = d sg takie same.
W tym podrozdziale przedstawiono opracowanie takiego modelu matematycznego,
ktory pozwoli na analityczne wyznaczenie temperatury 7 rozpatrywanego trzyele-

mentowego uktadu w ustalonym miejscu |Z| <o w wybranej chwili £ > 0. Na pod-
stawie przyjetych wyzej zatozen sformutowano nastepujace poczatkowo-brzegowe

zagadnienie przewodnictwa cieplnego wzgledem przyrostu temperatury
O(z,t)=T(z,t)-1T:

i[Kl(z) a@(z,t):l —pe PED g ocd >0, “2.1)
0z 0z ot
2
K FOED G 4
oz
9%0(z,t 00(z,t
&%:WS ét ) <0, 150, (4.2.3)
O(0",1)=0(0",1), t >0, (4.2.4)
1<1(z)M —1<3M =—q,, t>0, (4.2.5)
z=0" aZ z=0"
od*,H)=0(d",1), t>0, (4.2.6)
Kl(z)M =K, 90z, ,1>0, (4.2.7)
z=d* aZ z=d~
O(z,0) >0, || 5, >0, (4.2.8)
0(z2,0)=0, |z <o, (4.2.9)

przy czym K, i1 K, to wspotczynniki przewodnosci cieplnej odpowiednio materia-
tow podtoza i przeciwciata, za§ p,, ¢, to odpowiednio gestos¢ i ciepto wlasciwe
materialow warstwy (I = 1), podtoza (/ = 2) i przeciwciala (/ = 3).
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Po wprowadzeniu bezwymiarowych zmiennych i parametrow:

é“:i,z-:k_lj,]{;:ﬁ,K;“:ﬁ,kgzﬁ,k;zﬁ,@*zg, (4.2.10)
d d Kl,l Kl,l kl kl 60
gdzie:
K d
k==L k, = K, , k= Ks , 0, =12 (4.2.11)
P €0 G303 K,
zagadnienie (4.2.1)—(4.2.9) zapisano w postaci:
2 AF * *
970 (6.7) 290D e IO T gopeq, 750, (4.2.12)
Y e Y
O 100K, _, £>1, 750 (4.2.13)
aer kot e T
I’O(¢. 100¢D_, £<0, 750 (4.2.14)
>k ot : T
©'(0*,7)=0"(0",7), 7>0, (4.2.15)
WED g 0ECD (4.2.16)
; =-1, , 2.
I . o |y
o(*,7)=0(",7), 7>0, (4.2.17)
o 9960 :K;M , 7>0, (4.2.18)
o .. o .,
0°({,7) >0, [{|>e, 70, (4.2.19)
0'(£,0)=0, [¢]<e, (4.2.20)

przy czym ¥ jest bezwymiarowym parametrem gradientu warstwy FGM.
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4.2.2. Rozwigzanie doktadne przy statej gestosci mocy tarcia

Za pomocg transformaty catkowej Laplace’a (3.1.20) poczatkowo-brzegowe za-
gadnienie (4.2.12)—(4.2.20) sprowadzono do nastgpujacego zagadnienia brzegowe-
go dla uktadu trzech rownan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego:

'8’ &p) , 40T _
d¢? ¢

pe 7 tO (L, p)=0,0<C <1, (4221)

dzé*(;:p) _ﬁ_* _
i E 0'(&,p)=0, ¢>1, (4.2.22)

dzé*(é/,p) _ﬁ_* _
i 0'(&,p)=0, <0, (4.2.23)
(0", p)=07(07,p), (4.2.24)
&' (¢.p)| _dO¢p)| 1 4295
dé/ §:O+ } d; éV:Of p ’ ( o )
o1, p)=0'1,p), (4.2.26)
RN . K CEN(S7.) (4.2.27)

|, |,

0'({,p) >0, [{]| >, (4.2.28)

gdzie p jest parametrem transformaty Laplace’a.
Rozwigzanie zagadnienia (4.2.21)—(4.2.28) ma postac:

0 (L, p)=c®0,(p)O; (L, p), 0L <1, (4.2.29)
0°({,p)=a0y(p)0;(¢,p), ¢ 21, (4.2.30)

0'(£.p)=6;(p)6;({.p), { <0, (4.2.31)
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_ _ 43(
®o(p)=ﬁ, 6 (l.p)= A];(Ai’p’;) 8:(l.p)= \/— pos
—, A (p)e*évax/;
O, p)=—2 , 1] < o0, 4.2.32
(£, p) A 4 (4.2.32)
AL p)= APLEWP) + B(DK (W P)
As(p) = A(p) (o[ p) + B(p)K, (ay/p) (4.2.33)

A(p) = APy (e[ p) + &1, (e p)1- B(D)Ko(on[ p) - &K, (ay[p)],  (4.2.34)
A(p) =Ko (Bp)+& e K (BYp), B(p)=1y(Bp)—&, e 1(Bp), (4.235)

(04
o

o=

_ K
f e
¢ =674, &= \/— \|/41 (4.2.36)

Uwzgledniajac  postaci transformowanych rozwigzan (4.2.29)—(4.2.31),
na podstawie twierdzenia o splocie dwoch funkcji [105] bezwymiarowe przyrosty
temperatury zapisano w postaci:

2
Y

0, r)=e* j@j;(r—s)@j‘(g,s)ds ,0<¢0<1, 720, (4.2.37)

0
9*(§,T)=§}@B(T—s)®;(é’,s)ds, {>1,720, (4.2.38)

0
@*(é’,f)=}®3(f—s)®§(§',s)ds, {<0,720, (4.2.39)

0

gdzie [135]:

0,(7) = L'[0y(p);7] = (4.2.40)

1
Nmr’
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W+ioco

GHLﬂEEW@@nmﬂ=§;j@ﬂamﬂﬁmlﬂﬂﬁ,

W—ico

w=Rep>0, i=v-1.

(4.2.41)

Catkowanie na plaszczyznie zespolonej (Re p,Im p ) we wzorze (4.2.41) przeprowa-

dzono wedhug metodyki szczegotowo opisanej w podrozdziale 4.1. W rezultacie otrzymano:

* _ eﬁé, 25 (I)(;X) -x*r
81(5’1)_82+€3 ni x¥(x) de, 0<¢'<1, 720,
0L, 1) = jq) 2(6,%) ey =1, 1720,

& +e xz‘{’(x)

0:(¢. 0=+ 2JBED ey <o 120,
&+e& my x¥P(x)

gdzie:
D,(J,x)=Ag (X)Al,l(glax) - AI(X)AI,R(gl’x) >
D,({,x) = Ag (x)cos(£5x) — Ay (x)sin(S, x)

D,(¢,x)=[Ag (DA (x) = A (X)A;r ()] cos({5x) +
—[Ag (X)A3,R (X)+ A (x)A3,1 (x)] sin(§3x),

Y (x) = AR (x) + A} (x),

A (0) =Y (@ x)]o(Bx)=To(xx)Yy(Bx)+ &AM (X),

Aj(x) = &4;5,(x) - gzeiﬁ[Yo(ax)L (Bx)=J(ax)Y,(Bx)],

A1,R (¢,x)= 6‘26_5[[‘]1 (B)Y, (&%) =Y, (Bx)] (£,
A],r(gax) = Jo(ﬁx)Yl (glx) _Yo(ﬂx)-ll (glx) 5
As g (¥) =&Y (@) (Bx) =T (@)Y, (0],

A3’[(x) =Y (ax)] (Bx)-T (ax)Y,(Bx).

(4.2.42)

(4.2.43)

(4.2.44)

(4.2.45)

(4.2.46)

(4.2.47)

(4.2.48)

(4.2.49)
(4.2.50)

(4.2.51)

(4.2.52)

(4.2.53)

(4.2.54)
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Uwzgledniajac funkcje ©,(7) (4.2.40) oraz ©)({,7), = 1;2;3 (4.2.42)~(4.2.44)
we wzorach (4.2.37)4.2.39), po przeprowadzeniu catkowania poszukiwany bezwy-
miarowy przyrost temperatury znaleziono w postaci:

0 (¢, 1)= 2\/2[ L 2,7 ”wq)l(—g’x)F(x\/?)dx] ,
T

&+te 7w o Xx¥(x)

0<& <1, 720, (4.2.55)

@*({,r):z\ﬁ 1 —27/;Tq)2(§’x)F(x\/?)dx:|,4’21,120, (4.2.56)
T

e, +e 77 X¥Y(x)

e)"(g“,r)zz\/z ! +£T(D3(§’x)F(x\/;)dx], £<0, 720, (4.2.57)
T

& +E 7wy xP(x)
gdzie F(x) to funkcja (4.1.69), (4.1.70).

4.2.3. Weryfikacja rozwigzania

Prawidlowos$¢ rozwigzan (4.2.55)+(4.2.57) wykazano, udowadniajac ze speiniaja
one warunki brzegowe (4.2.15)+(4.2.19) i warunek poczatkowy (4.2.20). Z porow-
nania postaci rozwiazan (4.2.55) i (4.2.57) wynika, ze warunek (4.2.15) réwnosci
temperatury warstwy i przeciwciata na powierzchni kontaktu {'=0 zostanie spet-

niony, jezeli:
®,(0",x) =D, (07, x). (4.2.58)
Podstawiajac we wzorach (4.2.51)+(4.2.54) {=0 (¢, = &), znaleziono:
Al (0,x) = A5 (%), A (0,x) = Ay, (x), (4.2.59)

skad, na podstawie wzorow (4.2.45) i (4.2.47), otrzymujemy réwnos$¢ (4.2.58).

Poroéwnujac rozwigzania (4.2.55) i(4.2.56), mozna zauwazy¢, ze warunek
(4.2.17) rébwnosci temperatury na interfejsie {'=1 bedzie spetniony, gdy:

7 P (I, 3) + 7 B,(17,%) =0. (4.2.60)

Przy (=1 ze wzordéw (4.2.36) wynika, ze {, =[5, a {, =0. Wtedy ze wzorow
(4.2.51)1(4.2.52) otrzymujemy [2]:
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A (L) =0, A (L) =T,(B0)Y,(Bx) - Y, (B0, (Bx)=-2x fx)".  (4.2.61)
Uwzgledniajac definicj¢ (4.2.36) parametru f, ze wzorow (4.2.45), (4.2.46)
1(4.2.61) znaleziono:

=y /2

@, (1", x)=-L¢
X

AR(x) s (DZ (1_,X) = AR (.Xf) s (4262)

co $wiadczy o wykonaniu réwnosci (4.2.60), a tym samym spetnieniu warunku
brzegowego (4.2.17).

Po zrézniczkowaniu rozwigzania (4.2.55) po zmiennej przestrzennej ¢ otrzy-

mano:

O"({.0)= ze_fm\/;]o (6.0 =057 ®, (gax)]F(xﬁ)dx ;
7 0 x¥(x)

0<¢ <1, 720, (4.2.63)
gdzie na podstawie wzoru (4.2.45) wykazano, ze:
D1({,x) = Ap (A 1($, %) = Aj (DA (£, X) . (4.2.64)

Przy uwzglednieniu pochodnych funkcji Bessela (4.1.84) ze wzorow (4.2.49)—
—(4.2.52) znaleziono:

N R (£ x) =057 A o (&%) —xe ™7 EA (L), (4.2.65)
A& x) =057 A (LX) —xe ™ T CA (¢, x), (4.2.66)

gdzie:
A (&%) =Ty (BX)Yo(§) = Yo (BT (£1%) (4.2.67)

A&, x) =g PI1(BN)Y(Ex) = Y (BT (¢ 0] (4.2.68)

Podstawiajac pochodne (4.2.65)—(4.2.68) do prawej strony wzoru (4.2.64),
znaleziono:

®(£,x)=0,57'D,({,x)—xe 7 $ 2D (£, x), (4.2.69)
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gdzie:
(%) = Ag (DA (£x) = A ()AL x) (4.2.70)

Bioragc pod uwage postaci (4.2.69), (4.2.70) pochodnej funkcji ®,({,x), we
wzorze (4.2.63) otrzymano:

0" (1) =- eN\/—jq’(i)’C)F( xr)de, 0<E <1, 720, (4.2.71)

a nastegpnie, rozniczkujac rozwigzania (4.2.56) i (4.2.57), znaleziono:

0" ((,1) :—2”7;* \/?Iq;/;fli’x’;) FxJo)dx, 21, 720,  (42.72)
0" ((,7)= 2\/_jq)\;é‘;’)‘)1r( xNT)dx, £<0, 720, (4.2.73)

gdzie, na podstawie wzorow (4.2.46)—(4.2.50) oraz (4.2.53) i (4.2.54), wyznaczono:

(¢ ,x) = —ﬁmm) sin(£,x) + A, (x) cos({, )], (4.2.74)
2

D} ({,x) = = {[Ag (DA (%) = A (XA, ¢ (X)]sin({x) -
Ji (4.2.75)

H[AR (D)A; g (¥) + A (X)A; 1 (x)]cos(¢5x).

Podstawiajac pochodne (4.2.71), (4.2.73) 1 (4.2.74) przy {=0 ({,=,{,=0)
do lewej strony warunku brzegowego (4.2.16), otrzymano:

0" (0%,7)~ K30 (07,7) =

4.2.76
2 \/_J =D, (0,x) + 5[ Ag (X)A; g (¥) + A (0)A; ()]} F(xT)dx,z20. ( )
Y(x)
Uwzgledniajac wzor (4.2.70), zapisano:
D, (0,x) + [ Ag ()43 g () + A, (A3 ()] = (4.2.77)

= Ag (O)[Ag (0,%) + £5A5 ¢ ()] = A ()[A(0, %) — £A5 , (x)].
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Nastgpnie, biorgc pod uwagg postaci funkcji A, (x) (4.2.53) i Aj (x)
(4.2.54) oraz powstate odpowiednio ze wzorow (4.2.67) i (4.2.68) funkcje

Ag (0,x) = Y, ()T (Brx) =T o (0x) Yo (Br) i (4.2.78)
A 0,x) = £, "2 [Y,y (00)], () — T () Y, (B)], (4.2.79)
ustalono, ze:
Ag(0,X) + £5A, ¢ (¥) = Ag (%), A(0,x) — £,A, (x) =—A(x),  (4.2.80)
gdzie funkcje A, (x) i A,(x) maja odpowiednio postaci (4.2.49) i (4.2.50).

Uwzgledniajac relacje (4.2.80) w prawej stronie wzoru (4.2.77) oraz postaé
funkcji W(x) (4.2.48), rownosc¢ (4.2.76) zapisano w postaci:

0" (0%,7) - Ki0"(07,7) = _207 [F(xT)dx, 720. (4.2.81)
T 9

Kiedy wezmiemy pod uwage catke (4.1.89), z rownosci (4.2.81) wyniknie,
ze warunek brzegowy (4.2.16) tez zostat spetniony.

Podstawiajac {'=1 (¢, =, {, =0) we wzorach (4.2.71) i (4.2.72), otrzymano:

e’ @7 (1",7) = 2/ | MF(x\/;)dx , 720, (4.2.82)
T, Y(x)
R 2V K, =@,
K;0"(1",7)=— 7”2 27 | xzz\;(z)F(x\/;)dx, 720, (4.2.83)
0

gdzie, na podstawie wzorow (4.2.70) i (4.2.74), mamy:
D, (1", 0) = Ag (DA (LX) = A (DA, (Lx), K;05(17,x) =—£,0A,(x) . (4.2.84)
Ze wzorow (4.2.67) 1 (4.2.68) wynika, ze [122]:

Ap(1,x)=0,

A(Lx) =6, P[1(BX)Yy(Bx) =Y, (Bx),(Bx)]=&,7 (@), (4.2.85)
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przy czym pierwsza roOwnosc¢ (4.2.84) przyjmuje postac:
O,(1",x)=—&,7 (rx)'A|(x). (4.2.86)

Uwzgledniajgc wzory (4.2.84)—(4.2.86) w prawych stronach rownosci (4.2.82)
i(4.2.83), otrzymano:

A, (x)

WO )F(x\/?)dx:K;@)'*(r,f), (4.2.87)

e’ O (1%, 1')——827 \/_j

co potwierdza spelnienie warunku brzegowego (4.2.18).
Spetienie warunku (4.2.19) zanikania bezwymiarowych przyrostow tempera-
tury (4.2.56) i(4.2.57) przy {— o zostalo natomiast uwzglgednione poprzez od-

rzucenie sktadnikow z eV i e5V7 podczas rozwigzywania zagadnienia brzego-
wego (4.2.21)(4.2.31), a takze zweryfikowane przy obliczeniach numerycznych.
Na koniec zauwazono, ze rozwigzania (4.2.55)—(4.2.57) spetniajg rowniez warunek
poczatkowy (4.2.20).

4.2.4. Rozwigzania asymptotyczne oraz rozwigzanie
przy zmiennym profilu czasowym gestosci mocy tarcia

Oprocz doktadnego (w kwadraturach) rozwigzania (4.2.55)—+(4.2.58) otrzymano
rowniez odpowiednie asymptotyczne rozwigzania przy matych i duzych warto-
$ciach liczby Fouriera (bezwymiarowego czasu) 7 (4.2.10).

Mate wartosci T (duze wartosci parametru p)

Uwzgledniajac we wzorach (4.2.32)—(4.2.35) asymptotyki zmodyfikowanych
funkcji Bessela przy duzych wartosciach argumentu (4.1.71), transformowane
rozwiazania (4.2.29)—(4.2.31) zapisano w postaci:

‘. A N

0'({,p)== ,0< ¢ <, 42.88
(+&) pfp ¢ ( )

. T AN

0'(,p)= , {21, 4.2.89
€7 (+e,e7 )1+g)  pp d (3259

—fx
0, p= £ <0, (4.2.90)
3)17\/_
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gdzie, jak ustalono na podstawie definicji (4.2.36):

a_é/l:i*(l—e*f;/z)ZO, oa-pF+¢, = 2* —7/2)+§ 1>0
: 7 Jk;

£, >0. (4.2.91)

Przechodzac w transformatach (4.2.88)+4.2.91) do oryginaléw za pomoca zwiazku [8]

_4\/7 \/_
=2.[rierf 120, (4.2.92)
I:p\/— T] T1er C( J

asymptotyki bezwymiarowego przyrostu temperatury w poczatkowych chwilach
procesu nagrzewania znaleziono w postaci:

: 2e7 e fi 1, 0<7<<1, (4.2.93
' = <
0 (,1)= (+e) erc( Jr ],0_§’< , 071, (4.2.93)
0 (1) = 4677,&/4‘/; jerte] Z=B+5 , (21, 0<7<<1, (4.2.94)
(+ee7 ) (1+g) pNI

CN(# )—( ;/;) (2{/3;),§£0,0Sr<<1. (4.2.95)

Duze wartosci T (mate wartosci parametru p)
Przy matych wartosciach argumentu zmodyfikowane funkcje Bessela zacho-
Wwuja si¢ nastepujaco [2]:

I,(x)=1, L(x)=0,5x, Ky(x)=—-In(x), K,(x)=x7". (4.2.96)

Uwzgledniajac asymptotyki (4.2.96) we wzorach (4.2.32)—(4.2.35), transfor-
maty Laplace’a (4.2.29)—(4.2.31) zapisano w postaci:

0<&<l,  (4.297)

o¢n=y J_(J_+c) p(J_+c)
o5

=, (> 4.2.98
0'((.p)= pr_(JE+c) g1, (4.2.98)
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o' e%ﬁ[ ! a 20,  (4.2.99)
0'(¢.p)= + ,$20, (42
b | pdpGp+e) pGp+o)
gdzie:
7 VS _ o7
—Sza—i)ab:1+€3aaczgz+€3a§=82(e—*e)' (4.2.100)
4 Y

Biorac pod uwage zwiazki [8]:

-1 ce_l\/; Ac+c’t A
L [p(\/;+c) le—erfc(z\/_) erfc(ﬁ+c\/;}

>0, 120, (4.2.101)

Ap _[L]z 1
I ce T o) _ e
[p\/_(\/_+c) ] c\/;e (1+lc)erfc(2\/;)+

+ ™ Torfe (L + c\/;)

(4.2.102)

2t

otrzymano nastepujace asymptotyki bezwymiarowego przyrostu temperatury przy
duzych warto$ciach liczby Fouriera 7:

o' (¢, n= ! {2 z —(l— g}l —eczferfc(c\/?)]} ,
c

(&, +&5) T

0<¢E<l, T>>1, (4.2.103)
NS
¢, )z—— 2\ﬁe W) g
(& +&) 74
(4.2.104)

—(%"‘é’z}r ( f/_]+:;ec§2+c Terfc[2%;+c\/_)}§'>l T>>1,
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SNl )~— 2\/26_[2%JZ - l—a+§’ erfc & +
(€ 2+g3) T c 3 2\/;
+ l—av it Terfe & +et | <0051
c 2\/; B s

Na powierzchni ciernej =0, za$ ze wzorow (4.2.36) i(4.2.100) wynika,

(4.2.105)

ze ;=01 ¢=a.Zrozwiagzan (4.2.103) i (4.2.105) otrzymano natomiast:

0'(0",7)=0"(0",7)= ;{2\/2 - (l —a }1 - eczferfc(c\/;)]} ,
(&,+&) T \c

r>>1. (4.2.106)

W podobny sposob, uwzgledniajac to, ze na interfejsie (=1 mamy ¢, =0
¢=0, zrozwigzan (4.2.103) i (4.2.104) znaleziono:

e'(1*,7)=0"(1",7)= ;){2\/5 e eczrerfc(c\/?)]}, r>>1. (4.2.107)
C

(&,+&

Liniowo zmniejszajqcy sie profil czasowy gestosci mocy tarcia

Zaprezentowane powyzej doktadne rozwigzania (4.2.55)—(4.2.57) otrzymano
przy niezmiennej z czasem ggstosci mocy tarcia go. Profil czasowy gesto$ci mocy
tarcia, najczg$ciej uzywany do modelowania procesu nagrzewania tarciowego
w tarczowych uktadach hamulcowych, ma natomiast posta¢ (2.3.8). Bezwymiaro-

Wy przyrost temperatury o (¢, 7), odpowiadajacy gestosci mocy tarcia, znaleziono

na podstawie wzoru Duhamela (4.1.100), gdzie (:)*(é’ ,T) jest przyrostem bezwy-

miarowej temperatury (4.2.55)—(4.2.57), a funkcja ¢* (7) ma postac (4.1.101).
Podstawiajgc rozwigzania (4.2.55)—(4.2.57) oraz funkcje ¢* (7) (4.1.101) pod

znak catki w prawej stronie wzoru (4.1.100), po wykonaniu catkowania wedlug
metodyki z podrozdziatu 4.1, znaleziono:

0'((.1)= 2( [ pe ‘””J—)Q(mwx]

& +& 7: W(x)
0<{<1,0<7<7,, (4.2.108)
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G)*(g”,r)=2\/z P@) —272*T¢2(§’X)Q(r,x)dx], £>1,0<7<7,, (42.109)
T

e, +e 17y XY

®*(g“,r)=2\/Z P@) +£T®3(§’X)Q(T,x)dx:|, {<0,0<7<7,, (4.2.110)
V4

& +e T XY(x)

gdzie:
P(T)=1—£ O(r,x) = 1+L (x\/;)—L (4.2.111)
3,0 X7, Vrx’t,’

a funkcje @, (<, x), k = 1;2;3 daja si¢ wyznaczy¢ wzorami (4.2.45)—(4.2.47) oraz
(4.2.49)—(4.2.54).

4.2.5. Analiza numeryczna

Obliczenia przeprowadzono dla uktadu ciernego sktadajacego si¢ z dwoch
polprzestrzeni. Jedna z nich zawiera dwuskltadnikowa warstwe FGM naniesiong na
podtoze, za§ druga (przeciwciato) Slizga si¢ po roboczej powierzchni warstwy
ze stata lub liniowo zmniejszajaca si¢ predkoscia. Podstawe i1 rdzen FGM stanowia
odpowiednio dwutlenek cyrkonu ZrO; i tytanu Ti-6Al-4V. Podloze tworzy zeliwo
szare ChNMKh, a przeciwcialo — metaloceramika FMC-11. Charakterystyke
ZrQ,, Ti-6Al1-4V oraz ChNMKh zawarto w tabeli 3.1, natomiast wlasciwosci
metaloceramiki FMC-11 wynoszg: K3 = 35 Wm™' K, ¢; = 4789 Jkg' K,
p3 = 4700 kg m> [133]. Cieplo wilasciwe oraz gestos¢ materialu warstwy
wyznaczono wedtug prawa mieszanin na podstawie danych dla ZrO, i Ti-6Al-4V
(tabela 3.1). Przy jednakowym udziale objgtoSciowym tych komponentdéw ustalono
efektywne wartosci ciepta wlasciwego ¢ = 495,55 Jkg ' K™ i gestosci p1 = 5266,98 kgm™
warstwy. Bezwymiarowy parametr gradientu FGM oraz bezwymiarowy czas
zatrzymania byly rowne odpowiednio ¥* =1,26i 7, = 1. Do catkowania numerycznego
zaimplementowano procedure QAGI z pakietu QUADPACK [91].

Rezultaty obliczen dla bezwymiarowych przyrostéw temperatury O ({,7)
(4.2.55)+(4.2.57) przy statej oraz ©'({,7) (4.2.108)~(4.2.111) przy liniowo
zmniejszajacej si¢ gestosci mocy tarcia zaprezentowano na rysunku 4.8 (ewolucje¢)
i rysunku 4.9 (izotermy). Analiz¢ numeryczna przeprowadzono pod katem porow-
nania rezultatow otrzymanych przy naniesieniu na podtoze warstwy FGM (krzywe
ciagle) z odpowiednimi danymi znalezionymi przy stosowaniu jednorodnej war-
stwy wykonanej z dwutlenku cyrkonu (krzywe przerywane).
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c) f)
Rysunek 4.8. Ewolucja bezwymiarowych przyrostow temperatury 0*({, 7) (4.2.55)—(4.2.57) a), b), ¢)
oraz (:)*(5,2') (4.2.108)—(4.2.111) d), e), f) dla wybranych warto$ci bezwymiarowej odlegtosci

od powierzchni kontaktu ¢ w: a), d) warstwie, b), €) podtozu, c) f) przeciwciele. Krzywe ciagle —
warstwa wykonana z FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z ZrO:
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Stop tytanu Ti-6Al-4V, posiadajac 3,5 raza wieksza przewodno$¢ cieplna
od dwutlenku cyrkonu ZrO,, dobrze odprowadza ciepto z powierzchni kontaktu.
W rezultacie temperatura warstwy wykonanej z FGM jest nizsza w porownaniu
do temperatury ustalonej przy wykorzystaniu materiatu jednorodnego (rysunek 4.8a, d).
Taki tryb temperaturowy zmienia si¢ na przeciwny poczawszy od interfejsu ({=1),
anastepnie dalej w glab podtoza ({>1) (rysunek 4.8b, e). Stosowane na podtoze

zeliwo ChNMKh ma znacznie (7,8 raza) wyzsza przewodnos¢ cieplng niz stop tytanu
Ti-6Al-4V. W efekcie temperatura podloza, przy ustalonej odleglosci od interfejsu,
podczas calego procesu wytwarzania ciepta, jest nizsza w przypadku jednorodnej
warstwy wykonanej z dwutlenku cyrkonu. Jednocze$nie w obu przypadkach
temperatura podtoza jest znacznie (o rzad wielko$ci) nizsza od temperatury warstwy.

Zmiana temperatury przeciwciala wraz z uptywem czasu (FMC-11, rysunek
4.8c, f) pozostaje ilosciowo i jakosciowo zblizona do ewolucji temperatury warstwy
pokazanej na rysunku 4.8a, d. Wystepuja tu jednak niektore cechy profili czasowych
temperatury przeciwciata rézniace je od odpowiadajacych im przebiegéw czasowych
temperatury warstwy. Po pierwsze, wptyw FGM na temperature przeciwciala jest
znacznie mniejszy, niz ma to miejsce w samej warstwie, za$ po drugie, obnizenie
temperatury przeciwciata wraz z oddalaniem od powierzchni kontaktu odbywa si¢
znacznie wolniej niz w warstwie.

Przestrzenno-czasowe rozklady bezwymiarowych przyrostow temperatury
przy statej i zmiennej z czasem intensywnos$ci ggstosci mocy tarcia zaprezentowa-
no na rysunku 4.9. Potwierdzajg one wynik z rysunku 4.8 pokazujacy, ze efektyw-
nym pochlaniaczem ciepta generowanego na skutek tarcia na powierzchni kontaktu
jest wilasnie warstwa wykonana z rozpatrywanego dwusktadnikowego FGM. Wy-
raznie wida¢ wigc, ze pelni ona funkcj¢ niejako bariery termicznej, skutecznie
chronigcej podstawe przed wysokg temperaturg.
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a) b)
Rysunek 4.9. Izotermy: a) ©"({,7) (4.2.55)+4.2.57), b) (:)(f ,T) (4.2.108)(4.2.111). Krzywe ciagle — warstwa
wykonana z FGM, kizywe przerywane — warstwa wykonana z ZrOx

Efektywnym narzedziem do oszacowania temperatury rozpatrywanego uktadu
w wypadku statej gestosci mocy tarcia okazaty si¢ rOwniez asymptotyczne rozwia-
zania przy matych, (4.2.93)—(4.2.95), i duzych, (4.2.103)—(4.2.105), warto$ciach
liczby Fouriera 7 (4.2.10). Zaprezentowane na rysunku 4.10 rezultaty pokazuja,
ze zadowalajaca zgodno$¢ rozwigzan doktadnego i asymptotycznego, przy matym
7, ma miejsce w zakresie 0<7<0,5 (rysunek 4.10a). Zaskakujacym jest nato-
miast to, ze rezultaty otrzymane z wykorzystaniem doktadnego i asymptotycznego
rozwigzania, przy duzym 7, wykazuja bardzo dobrg zgodno$¢ praktycznie
w catym zakresie zmiany warto$ci liczby Fouriera (rysunek 4.10b). Jest to tym
bardziej istotne, ze rozwigzania asymptotyczne, w odroznieniu od doktadnego,
nie wymagajg catkowania numerycznego.
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Rysunek 4.10. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) otrzymane za pomoca

doktadnych (4.2.55)—(4.2.57) (krzywe ciaglte) oraz asymptotycznych (krzywe przerywane) rozwigzan:
a) przy matych (4.2.93)—(4.2.95), b) przy duzych (4.2.103)—(4.2.105) liczbach Fouriera 7 dla wybra-
nych warto$ci bezwymiarowej zmiennej przestrzennej ¢

1 —
i _“
0,6
0,4
()
0’2 T I T l T I T I T I 1

0 02 04 06 08 1t

Rysunek 4.11. Ewolucje bezwymiarowych intensywnosci strumieni ciepta g, (7) , /= 1,3 (4.2.112)
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Na podstawie prawa Fouriera bezwymiarowe intensywnosci strumieni ciepta
przy stalej gestosci mocy tarcia, skierowane po normalnej od powierzchni kontaktu
{=0 do wewnatrz warstwy FGM i jednorodnego przeciwciata, zapisano odpo-

wiednio w postaci:
q,(r)=0"(0",7), ¢;(7)=—-K;0"(07,7), 720, (4.2.112)

gdzie pochodne wyznaczono ze wzorow (4.2.71) i (4.2.73).

Przeprowadzone na podstawie wzoréow (4.2.112) obliczenia wykazaly,
ze wigksza cze$¢ ciepla generowanego na powierzchni kontaktu jest absorbowana
do cermetalowego elementu, ktory ma znacznie lepsze zdolnosci odprowadzania
ciepta niz ZrO (rysunek 4.11). W poczatkowych chwilach procesu nagrzewania
okoto 80% ciepta jest wchianiane przez naktadke, zas tylko 20% przez FGM war-
stwe. W czasie procesu nagrzewania ilo$¢ ciepta skierowanego do warstwy
zmniejsza (zwigksza) sie i przy 7 = 1 wynosi 70% (30%).

4.2.6. Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale opracowano analityczny model do wyznaczania pola
temperatury trzyelementowego uktadu ciernego. Sktada si¢ on z podstawy z nanie-
siong na jej powierzchni¢ warstwg ochronng oraz przeciwciala. Materialy podsta-
wy 1 przeciwciala sa jednorodne, natomiast warstwe wykonano z funkcyjnie gra-
dientowego materiatu o eksponencjalnie zwigkszajacym si¢ po grubosci wspot-
czynniku przewodnosci cieplnej. Przeciwciato §lizga si¢ po powierzchni warstwy,
w wyniku czego generowane jest ciepto i elementy uktadu nagrzewaja si¢. Uktady
tego typu stuza do symulacji procesu nagrzewania ciernego w parze naktadka
(przeciwcialo)-tarcza z pokryciem (podstawa z warstwa).

Centralnym elementem modelu jest poczatkowo-brzegowe zagadnienie prze-
wodnictwa cieplnego z uwzglednieniem generacji ciepta na skutek tarcia przy sta-
lej oraz liniowo zmniejszajacej si¢ ggstosci mocy tarcia. Otrzymano doktadne oraz
asymptotyczne rozwigzania takiego zagadnienia. Na podstawie tych rozwigzan
przeprowadzono analiz¢ numeryczng dla metalowo-ceramicznej (FMK-11) na-
ktadki §lizgajacej si¢ po powierzchni FGM warstwy (ZrO>—Ti-6Al-4V) polaczonej
idealnie z zeliwng (ChNMKh) tarcza. Ustalono, ze:

1. Stosowanie wybranego pokrycia FGM powierzchni ciernej tarczy jest efek-
tywnym narze¢dziem stuzacym do obnizania maksymalnej temperatury uktadu.

2. Profil czasowy gestosci mocy tarcia ma istotny wptyw na przestrzenno-czasowy
rozklad izoterm w warstwie i naktadce. Temperatura tarczy jest o rzad wielkosci
nizsza od temperatury warstwy i naktadki.
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3. Asymptotyczne rozwiazania przy malych i duzych wartosciach liczby Fou-
riera moga by¢ wykorzystywane do szybkiego i wysoce dokladnego osza-
cowywania temperatury wszystkich elementow uktadu.

4. Wigksza (=3/4) cze$¢ ciepta wytwarzanego na skutek tarcia na powierzchni
kontaktu jest pochtaniana przez naktadke, za§ mniejsza (= 1/4) absorbowana
przez warstwg FGM.

Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie w uktadach hamulcowych warstw ochron-
nych wykonanych z FGM jest spowodowane réznymi czynnikami. Z jednej strony
jest to che¢ zmniejszenia zuzycia powierzchni ciernej tarczy, co umozliwia wlasnie
zastosowanie w FGM warstwie sktadnika zwysoka odpornoscia na zuzycie
(w analizowanym przypadku konkretnie ZrO;). Z drugiej jednak materialy te za-
zwyczaj maja niskie zdolnosci odprowadzania ciepta generowanego na skutek
tarcia na powierzchni kontaktu. Problem konieczno$ci obnizenia nadmiernej tem-
peratury powierzchni ciernej rozwigzuje si¢ poprzez zastosowanie w warstwie
FGM sktadnika ze znacznie wigkszym wspotczynnikiem przewodzenia cieplnego
(w tym wypadku Ti-6Al-4V). Przeprowadzona na podstawie zaproponowanego
modelu analitycznego analiza numeryczna wykazala, ze warstwy FGM, takie jak
wybrana w niniejszym opracowaniu, w petni realizujg to ostatnie zadanie.

Powyzszy podrozdziat zostat opublikowany w postaci artykutu [159].
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5. WPLYW CHEODZENIA KONWEKCYJNEGO
| TERMICZNEJ PRZEWODNOSCI KONTAKTOWEJ
NA TEMPERATURE UKtEADU CIERNEGO
WARSTWA GRADIENTOWA-POLPRZESTRZEN
JEDNORODNA

W rozdziale 4 otrzymano rozwigzanie poczatkowo-brzegowego zagadnienia prze-
wodnictwa cieplnego o nagrzewaniu powierzchni warstwy wykonanej z FGM
i potaczonej idealnie termicznie z powierzchnig jednorodnej pdlprzestrzeni. Na-
stepnie, rowniez tamze, zbadano proces generacji ciepta w uktadzie ciernym skta-
dajacym si¢ z jednorodnej polprzestrzeni $lizgajacej si¢ po powierzchni FGM war-
stwy naniesionej na jednorodna polprzestrzen. W obu tych zagadnieniach warstwa
FGM petnita funkcje termicznej powloki ochronnej pozwalajacej na szybkie od-
prowadzanie ciepta z nagrzewanej powierzchni. W niniejszym rozdziale warstwa
FGM bedzie natomiast jednym z elementow pary ciernej pochlaniajagcym ciepto
wytworzone na skutek tarcia na powierzchni kontaktu i chtodzonym konwekcyjnie
na powierzchni wolnej. Ten ostatni czynnik nie byl dotychczas uwzgledniany
w analitycznych modelach nagrzewania tarciowego zudzialem FGM. Ponadto
po raz pierwszy w niniejszej monografii zostanie rozpatrzona generacja ciepla na
skutek tarcia pomiedzy warstwg FGM a jednorodng potprzestrzenia w warunkach
niedoskonatego kontaktu cieplnego tarcia.

Reasumujac, nalezy stwierdzi¢, ze wykorzystanie FGM, jak rowniez chlodzenia
konwekcyjnego w modelowaniu matematycznym procesu nagrzewania tarciowego,
pozwala na efektywne obnizenie temperatury elementéw pary ciernej. Nalezy zazna-
czy€, ze opracowane dotychczas modele analityczne zaktadaja doskonaty kontakt
cieplny tarcia pomiedzy elementami. Jest to w petni uzasadnione, gdy powierzchnie
cierne tych elementow sa wystarczajaco gladkie, natomiast w rzeczywistosci po-
wierzchnie cierne sa chropowate, a stopien tej chropowatosci zalezy od poziomu
obrobki i warunkow eksploatacji. Powoduje to opdr termiczny powierzchni kontaktu,
a w efekcie pojawienie si¢ skoku temperatury powierzchni ciernych. Jedno z podej$¢
do rozwigzania tego problemu polega na wprowadzeniu do sformutowania odpo-
wiednich zagadnien warunkow niedoskonatego kontaktu cieplnego tarcia [15, 83].
Wyznaczenie rozwigzania takiego zagadnienia w przypadku elementow pary ciernej
wykonanych z FGM oraz zbadanie na jego podstawie wplywu oporu termicznego
na temperatur¢ zostanie zrealizowane w tym rozdziale.
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5.1. Sformutowanie zagadnienia

Niech warstwa 0 < z < d w poczatkowej chwili # = 0 zaczyna §lizga¢ si¢ ze stalg
predkoscia Vo w dodatnim kierunku osi Ox po powierzchni potprzestrzeni z < 0
(rysunek 5.1). Warstwe wykonano z dwusktadnikowego, funkcyjnie gradientowego
materiatu o wspolczynniku przewodnosci cieplnej eksponencjalnie zwickszajacym
si¢ po grubosci, natomiast materiat polprzestrzeni jest jednorodny. Na skutek tarcia
na powierzchni kontaktu z = 0 generowane jest ciepto absorbowane do kazdego ciata
pary ciernej. Zatozono, ze kontakt cieplny tarcia warstwy z potprzestrzenia jest nie-
pely (niedoskonaty). Oznacza to, ze temperatura powierzchni ciernej warstwy
1 potprzestrzeni nie jest jednakowa (wystepuje skok temperatury), a suma intensyw-
nosci strumieni ciepla, skierowanych po normalnej od powierzchni kontaktu do we-
wnatrz kazdego ciata, rowna si¢ gestosci mocy tarcia g, = fp,V,, gdzie f to wspot-
czynnik tarcia, a po — ci$nienie kontaktowe. Zatozono, ze wspotczynnik termicznej
przewodnos$ci kontaktowej 4. przez powierzchni¢ z = 0 jest staly. Powierzchnia wol-
na warstwy z = d chlodzi si¢ konwekcyjnie ze wspdtczynnikiem wymiany ciepta 4.,
za$ temperatura poczatkowa 7y rozpatrywanego uktadu jest stata.

Nalezy wyznaczy¢ nieustalone pole temperatury 7(z,t)=0(z,t)+7T,,
—o<z<d, t 20 warstwy i potprzestrzeni. W tym celu na podstawie powyzszych
zatozen sformutowano nastgpujace zagadnienie cieplne tarcia podczas pojedyncze-
go hamowania wzgledem przyrostu temperatury:

i|:K1(Z) aQ(Z’t)]_plcl 99(z,1) =0, 0<z<d, >0, CRY
oz 0z ot
2
Kzag—(zz’t)_p2czmzo,z<0,t>0, (5.2)
oz ot
X, 00(z,t) _K(2) 8@52,0 =gy, >0, (5.3)
z=0" 2 o
Kz a@(Z,t) +K1(Z)% = hr[6(0+,t)_®(0_7t)] , 1> 0’ (5'4)
z=0" z=0"
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K, (z)%m =—h,0(d,1), t>0, (5.5)
O(z,t) >0, z—> -0, t>0, (5.6)
0(z,0)=0, —eo<z<d, (5.7)
gdzie:
K\ (2)=K, e,y =In(K,,K;}), 0<z<d, (5.8)

przy czym K,,, K, i K, to wspotczynniki przewodnosci cieplnej odpowiednio

dwoch sktadowych FGM warstwy i potprzestrzeni, a p,, ¢, — odpowiednio ggstose
i cieplo wlasciwe materialow warstwy (/= 1) 1 potprzestrzeni (I = 2).

[

| |
| |
| 2 K ¢, p |
| |

Rysunek 5.1. Schemat niedoskonatego kontaktu cieplnego tarcia warstwy FGM i jednorodnej pot-
przestrzeni

Po wprowadzeniu bezwymiarowych zmiennych i parametrow:

kit
p=Z gkl e K ek g O g hd g hd gy
d d K, k, 0, K, K,
K
pKu o Koo @l (5.10)

9 9
P 6P K,
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zagadnienie (5.1)—(5.8) zapisano w postaci:

2 * * ) *
00 .0), 906D 06D _ et 150, (5.11)

9’ Y o ot
IO 10U _ reg 150 (5.12)
N |
09D 90°(C.) _1, >0, (5.13)
8{ £=0" a; §:0+

e 90'({,7)| N 90’ ({,7)|
8; |§=0’ ag |§=0+

+Bi [0°(07,7)-0"(0",7)]=0, >0, (5.14)

o7 99 ¢.0 +Bi, @' (1,1)=0, >0, (5.15)
o |,

0°((,71) >0, { > -, >0, (5.16)

0(£,0)=0, |¢]<ee. (5.17)

5.2. Rozwigzanie doktadne

Stosujac do poczatkowo-brzegowego zagadnienia (5.11)—(5.17) transformate cat-
kowag Laplace’a (3.1.20), otrzymano nastgpujace zagadnienie brzegowe dla uktadu
dwoch rownan rozniczkowych zwyczajnych:

d*0"(,p) vy do’(.,7)
de? d¢

pe7fO°({,p)=0,0<{<l,  (5.18)

d*e’(¢, =

#-%@ ({,p)=0, <0, (5.19)

O _de¢p 1 (5.20)
dg |§:0‘ dé, |§:0+ p
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kdOCp| O p) +Bi[0°(07,1)-©'(0",7)]=0,

d( |§=o- dé’ |§:o+
o7 40 €.p) +Bi ©°(1,p)=0,
dg -

6*(§9p)_>09 §_>_°° .

Rozwiazanie zagadnienia brzegowego (5.18)—(5.23) ma postac:

-y'{/2

6* i = =6 =1, _*7
(€0 p\/;[ 7 faor Ve

= Ay (¢, p)
0, p)=—2r22 <o,
P p\/;A(p) ¢

gdzie:
A(p) = Al(p)_[z ¥ j’— }(%/E ]+8%1{%\/5 J] -
[ ) 2 ) 2
+ B, (P)L[zg +%}(0(7/—\/;]—8%K1[?\/;1|,

A (C.p)=4 (Pﬂl(%e‘” 2 ]+ B (p)Kl(%e—fm \/;],
4 %

L
A, p)= Az(p)e‘/’j ,

A(p) K[ 7/2\/_)+Bl \/7_/2 (%67*/2\/;J,

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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2 Bi 2
Az :Al Io T _rIl P -
(p) (p){ (y \/;)+\/E (y \/Eﬂ

ool o))

przy czym I (x) 1 K (x) to zmodyfikowane funkcje Bessela rzedu n = 0;1, od-

(5.30)

powiednio pierwszego i drugiego rodzaju [2].

Stosujac do transformowanego rozwigzania (5.24)—(5.30) odwrotne prze-
ksztatcenie Laplace’a (3.1.29) oraz przeprowadzajac catkowanie na plaszczyznie
zmiennej zespolonej (Re p, Im p) wedlug metodyki opisanej w rozdziale 4, z wy-
korzystaniem zwigzkow [2], znaleziono:

I,(xix) =J,(x), K,(Fix) ==0,572[Y,(x) £iJ ,(x)], (5.31)
I, (£ix) =%, (x), K,(xix) =0,572{J,(x) £iY,(x)], (5.32)

przy czym J (x) i Y, (x) to funkcje Bessela rzedu n = 0;1, odpowiednio pierw-
szego 1 drugiego rodzaju. Bezwymiarowe przyrosty temperatury warstwy i pol-
przestrzeni znaleziono natomiast w postaci:

O' (LD =A()-2ee P [FWG (Ee " dr, 05¢ <1, 720, (533)
0

0 (l,1)=5, —%TF(x)Gz(g,x)e”dx, £<0, 720, (5.34)

0

gdzie:
R S I g R S S SRy
A=t @ ey =g, (539
[W(x)—xBi '®(x)]
= ! 5.36
P T e} 439
G&Lx)ﬂ(x)Y{%e“ ”x)—Y(x)Jl(%emx], (5.37)
Y Y
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G,({,x)=e¥(x) cos[%x]— D(x) sin[%x}

<I>(x):J(x)Yo[%xJ—Yw)J{%x}

Y 4

T(x):J(x)|iY{%xJ+2—).CYO[%xI|—Y(x)li]{%x}+2—).cJo[%xI|,
/4 Bi, \y /4 Bi, vy

72 .
J(x)=J, i*e_y Px —Bice Ji %6_7 x|,
/4 x /4

. -7"/2
Y(x)=Y, %e—y "x |-Bi, e Y, %e—y 2y |,
Y Y

X

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

Podstawiajac (=0 w rozwiazaniach (5.33)—(5.42), otrzymano nastepujace

wzory do oszacowania temperatury powierzchni ciernych warstwy (z=0") i p6t-

przestrzeni (z = 0" ) przy ich niedoskonalym kontakcie cieplnym tarcia:

0'(0%,7) =4, —ESJF()C)\PO (x) e Tdx, 720,
T o

e°'(07,7)= (Bir_1 +7) —gst(x)‘P(x)e_xzrdx , 720,
T

gdzie:

By =0(0) =+ (1-¢7),
Bi., y

c

Y, (x)=G,(0,x) = J(x)Y{%x )— Y(x)J{%x ) .
4 4

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)
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W  przypadku doskonalego kontaktu warstwy FGM z polprzestrzeniag
(Bi, — ) wzory (5.35) i (5.40) daja &, =¢,,¥(x)="¥,(x), za§ zrozwigzah
(5.33) 1 (5.34) otrzymano:

0" (£, 1)=8(0) —%ee‘f‘? ”TFO (NG, (&, x)e ™ Tdx, 0< ¢ <1, 720, (5.47)
0
0 (£, 1)=0, —ETFO (NG, (&, x)e ™ %dx, £ <0, 720, (5.48)
o
gdzie:
Fy(x)= Fo(0) (5.49)

O +[e ¥ ()]}

Podstawiajac {'=0 we wzorach (5.47), (5.48), znaleziono:
0 (0",7)=07(07,7)=0"(1) =1, —ESJFO (x)¥, (x)e_xzfdx , 720. (5.50)
T 9

Rozwigzania (5.33)—(5.42) otrzymano przy stalej wartosci gestosci mocy tarcia
q, W warunku brzegowym (5.3). Posta¢ tych rozwigzan pozwala, z wykorzystaniem

twierdzenia Duhamela, bezproblemowo otrzymywac rozwigzania rowniez przy
zmiennym profilu czasowym gestosci mocy tarcia. W przypadku gestosci mocy tar-
cia o profilu liniowo zmniejszajacym si¢ od wartosci nominalnej g, = 2g, w chwili
poczatkowej ¢ = 0 do zera w chwili koncowej ¢ = ¢, bezwymiarowy przyrost tempera-
tury (:)*(§ ,7) mozna otrzyma¢ na podstawie wzoru Duhamela (4.1.100), gdzie
q"(7) to profil czasowy (4.1.101) gestosci mocy tarcia, a © (£, 7) to bezwymiaro-
wy przyrost temperatury (5.33)—(5.42) otrzymany przy q (7)=gq,, 720.

Po podstawieniu pod znak catki w prawej stronie wzoru (4.1.100) funkcji
©°(£,7) (5.33), (5.34) oraz ¢"(7) (4.1.101) znaleziono:

6" (L. 71)=8( )" () —%ee‘y’wofFu)Gl<§,x>P<r,x)dx, 0<¢<l,
0

0<r<rt,, (5.51)
6" (¢, 1)=0,9"(7) —%TF(x)Gz(g“,x)P(r,x)dx, {<0,0<7<7,, (5:52)
0
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gdzie:
1

——(l-e™), (5.53)
X',

P(t,x)= e

a pozostale funkcje maja postac (5.35)—(5.42).

5.3. Weryfikacja rozwigzania

Weryfikacje poprawnosci otrzymanego rozwigzania dokladnego (5.33)—+5.42)
przeprowadzono poprzez sprawdzenie spelnienia warunkow brzegowych
(5.13)—(5.15). W tym celu, uwzgledniajac pochodne (4.1.84), z rozwigzan (5.33)
1(5.34) znaleziono bezwymiarowe intensywnosci strumieni ciepta w warstwie
i potprzestrzeni:

00T e 2, e [WFWG (e dv, 0L <1, 720, (5.54)
o V4 0
K*M=£8?xF(x)Gz(§,x)e_szdx, {<0,720, (5.55)
o T
gdzie:
G,(£,x)=1(x)Y, (%e—” /Zx)— Y(x)JO[% e7¢ ”x], (5.56)
14 14

G,(£,x)=e¥(x) sin(%x}+ D(x) cos{%x} (5.57)

Na powierzchniach ciernych {=0" ze wzorow (5.54)—~(5.57) znaleziono
bezwymiarowe intensywnosci strumieni ciepta:

()=- 90 (6.7) =1 —ESTXF(xYD(x)e_XZde , 720, (5.58)
aé/ £=0* 0

¢, (1)=K" 99°(6.7) = EET xF(x)dD(x)e_xzfdx , 720, (5.59)
aé/ £=0" 0
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gdzie funkcje F(x) i ®(x) maja postaci odpowiednio (5.36) i(5.39). Dodawanie
wzorow (5.58) 1(5.59) potwierdza natomiast spelnienie warunku brzegowego
(5.13). Po ich odejmowaniu wyznaczono zas, ze:

L0° 0| 0074, )| 4 %
K + =—1+—¢g|xF(x)® dx, 720. 5.60
3 |§:0_ T |;:0+ ﬂe‘{x (X)P(x)e™ “dx (5.60)

Jednoczesnie, po wykonaniu odejmowania wzorow (5.43) i (5.44), otrzymano:
127 ¥

— = [F@[Y(x)—e¥y(x)] e Tdx, 720, (5.61)

Bi, 1,

”

0"(07,7)-0"(0",7)=

Przy uwzglednieniu postaci funkcji ®(x) (5.39), W(x) (5.40) oraz ¥ (x)
(5.46) ustalono, ze:

W(x)—e¥,(x)=2¢Bi ' xD(x) . (5.62)

Wowczas ze wzordow (5.61) i (5.62) otrzymano:
Bi [©°(07,7)-0"(07,7)]=1 —ig_[xF(x)tl)(x) e dx , 720. (5.63)
T 5

Po przeprowadzeniu dodawania wzorow (5.60) i (5.63) potwierdzono spelnie-
nie warunku brzegowego (5.14).
Bezwymiarowg intensywno$¢ strumienia ciepta na powierzchni wolnej =1

warstwy wyznaczono ze wzorow (5.54) i (5.56) w postaci:

B D _ 7 oo 2 aF G (L) e, 720, (5.64)
a¢ _ T
=
gdzie:
A 2 yn 2 vn
G,(l,x)=J(x)Y({—*e v x]—Y(x)JO[—*e v x]. (5.65)
v v

W kolejnym kroku z rozwigzania (5.33) znaleziono odpowiedni bezwymiaro-
WY przyrost temperatury:

0'(1,7) =L,—ge—7”2 2 [F(x)G, (Lx)e ™ dx, 720, (5.66)
Bi, Ty

&
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gdzie, na podstawie wzoru (5.37), otrzymano:

G,(1,x) =J(x)Y, %e—f’/zx -Y(x)], %e-f”x . (5.67)
Y v
Ze wzordw (5.64) i (5.66) wynika natomiast, ze:
o 99D Bi ©(1,7) = 2, [F(0)[xG,(1,x) - Bi,e " G, (1,x)]e™ “dx,
a; é‘=] 7[ 0
720. (5.68)

Uwzgledniajac postaci funkcji Gl (1,x) (5.65)1 G,(1,x) (5.67), otrzymano:

1 .
XCA; l,x —Bi 6_};/2G 1,)(,' =J(x)| xY ie—}/*/Zx —Bie 27Y 2 e—}’“/2x _
1 c 1 0 * ¢ il —
4 4

- Y(x)[xJo(%e_yﬁ/zx )— Bice_f/zJ{%e_ywxﬂ = (5.609)
/4 /4

=x[J()Y (%)= Y(x)J(x)] =0,

co potwierdza spelnienie warunku brzegowego (5.15).
Spelienie warunkow brzegowego (5.16) i poczatkowego (5.17) zweryfiko-
wano rdéwniez numerycznie.

5.4. Rozwigzania asymptotyczne

Mate wartosci liczby Fouriera T
(duze wartosci parametru p transformaty Laplace’a)

Uwzgledniajac we wzorach (5.24)—(5.30) asymptotyki zmodyfikowanych
funkcji Bessela przy duzych wartos$ciach argumentu (4.1.71), ustalono, ze rozwia-
zanie w przestrzeni transformat Laplace’a ma postac:

6*(;,1?)51?7*(/4 el L Bi bl

2 pla+yp) € ppa+yp)
ool ool
P

+Bi,
(@+yp)  ppa+qp)

], 0<E<l,  (5.70)

(.=t

> } £ <0, (5.71)

179



gdzie:

(1+8)B 5 ;1__(1 e—yg/z) gz |§
2e y Kt
Przy wykorzystaniu zwigzkow [126]:
aeS? 4 , ¢
-1 fi ! _at+ad; £ -2 , /= 2,
L p(a+\/_) ] er 0(2\/;] e erc(z\/;+a\/;) 1;2
[ e —( ]
L = \/z fi
p\/_(a+\/_) ] r (é’; a}r C[z\/_J

Ot

ze wzordw (5.70)—(5.72) otrzymano:

0'({,7)=
[1 £
+__
a Bi,

o ¥
T L (p 1
8(57)—(1 )2\/;e (é“ﬁa Bi

+ I erfc L+ ot
a Bi, N3

+— ! e e erfc(

| S—

erfc( 5 \/_ J

, (<0, 0<7<<I.

¢,
Mmf)

2
e 7 o) 1 ¢,
i+e) 2\/;6 - §1+;—Bir rf({z\/;)

RPN 51 rat ||, 0<E <1, 0<r<<1,
} 27 ‘

(5.72)

(5.73)

(5.74)
2 s

(5.75)

(5.76)

Przechodzac we wzorach (5.75) i(5.76) do granicy Bi, — o, otrzymano
asymptotyczne rozwigzanie przy petnym (doskonalym) kontakcie cieplnym FGM

warstwy i jednorodnej potprzestrzeni:

e, )~—2\/_ -7 ﬁ“wrfc( &1

(1+ 2z

180

) 0<C<1,0<7r<<l,  (5.77)



21

Ze wzorow (5.77) 1(5.78) wynika, ze temperatura powierzchni ciernych
{=0" (£ =¢, =0)jest w tym przypadku jednakowa:

e, 0= (IC)lerfC( £ ), {<0,0<7<<I. (5.78)

0" (0",7)=0"(0",7)=0"(1) = 2 \/z (5.79)
(+e)\x

W przypadku jednorodnego materiatu warstwy (¥ — 0) z drugiego ze wzo-
16w (5.72) wynika, ze {; — ¢, za$ rozwiazanie (5.75) przyj¢to znang postaé [26]:

;Y
N G O I P
O )—(1+8) ﬂ_e [§+a Bi rfc(z\/_)

+(l—i.}“2”“§erfc(i+a\/;1| ,0< ¢ <1, 0<r<<1, (5.80)

a Bi 2T

przy czym trzeba podkresli¢, ze rozwiazanie (5.76) dla potprzestrzeni pozostanie
bez zmian, tak jak nie zalezy ono od parametru .

Nalezy zaznaczy¢, ze posta¢ asymptotycznych rozwigzan (5.75) i(5.76)
swiadczy otym, ze w poczatkowych chwilach procesu nagrzewania ciernego
wptyw chtodzenia konwekcyjnego powierzchni wolnej warstwy na temperature
obu elementoéw jest znikomy, za§ gradientowo$¢ materiatlu ma wplyw tylko na
temperatur¢ warstwy.

Duze wartosci liczby Fouriera T (mate wartosci parametru Laplace’a p)
Z uwzglednieniem zachowania zmodyfikowanych funkcji Bessela przy ma-

lych warto$ciach argumentu (4.2.96) we wzorach (5.24)—(5.30) otrzymano:

— " 1 £ 1
0 (&, p)=¢ () = ,0<<l,  (5.81)
SR e e e

5 4 R an
R (A

<0, 5.82
. B g (5.82)
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gdzie:

a= y.Bi’Bii —, 9 ()= (/’@B"‘* —, (5.83)
E(@yBi, +2y Bi,) e(p,Bi. +2y Bi.)

W=7 +Bi (7 =), gy =p(0)=7 +Bi,(1=e ), (584)
przy czym parametr §, zdefiniowano w ostatnim ze wzorow (5.72).

Biorac pod uwage zwiagzek (5.73) oraz nastepujace relacje [8]:

1 2
LI ——————;7|=e“"erfe(avT) ,
[\/p(aﬂ/p) ] ‘ ¢

O —2 iz |=1-e"Terfe(avr) ., (5.85)
[p(a+JE) ] o

asymptotyki bezwymiarowego przyrostu temperatury przy duzych wartosciach
liczby Fouriera 7 znaleziono w postaci:

0 (¢, 1)= (o*(é’)|:l—(l—Bi_J:Ie”ZTerfc(a\/;) ,0<C <1, T>>1, (5.86)
a |a i,
CN(SIE (—8 - B%}Ierfc ( 2{/2; ]— T erfe (24:/2; +avNT )],

<0, 7>>1. (5.87)

W przypadku doskonatego kontaktu cieplnego tarcia (Bi, — ) ze wzorow
(5.83) wynika, zZe:
“Bi x
a=L2 () =28, (588)

o £Q,

natomiast rozwigzania (5.86) 1 (5.87) przyjma wtedy postac:

o', T)~ (0({) e“zrerfc(a\/;)], 0< <1, >>1, (5.89)
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0'(¢.n= [erfc ( 24\,/2? )— T erfe (% + a\/?J], <0, 7>>1. (5.90)

Biorac pod uwage granice

fim =Bl iy 2O g g, (5.91)
y-0@, €(1+Bi) r-o ¥

ze wzorow (5.89) 1 (5.90) otrzymano bezwymiarowe przyrosty temperatury przy
doskonatym kontakcie cieplnym jednorodnych warstwy i potprzestrzeni w postaci:

6*(5,7)5[%}[1—&2%&0@\5)], 0<{ <1, z>>1, (592
+Bi.) gz __d*t+al, ;2
o' (.7 )_ B [ (2\/_] e erfc(z\/?+a\/;]:|,
<0, 7>>1, (5.93)
gdzie:
Bi,
= —8(1 VB (5.94)

Jednocze$nie, przechodzac we wzorach (5.83) i(5.84) do granicy y" —0,

znaleziono:

_ ?irB'ic ()= [1+(1-¢)Bi,]Bi, (5.95)

el(1+ Bi.)Bi, + 2Bzc] g1+ Bi.)Bi. +2Bi ]
za$ z rozwigzan (5.86) 1 (5.87) otrzymano:
. _ 1+ Bi (1-0) ||, | (A+Bi)Bi, +Bi. | »
oD ‘[ Bi, Hl [(1 +Bi)Bi, +2Bi, ]e erfc(a\/;)}’
0<{ <1, T>>1, (5.96)
_[(+Bi )Bi, + Bi_] ¢, drral, ¢,

0'¢.n= Bi Bi, [ [2\/_ ) ¢ erfc(zﬁ ’ a\/;)]’ (5.97)

<0, 7>>1.
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Dodatkowo, jezeli przyjmiemy, ze Bi. — o, to rozwigzania (5.95)—(5.97) sta-
ng si¢ tozsamosciowo rowne rozwigzaniom (5.92)—(5.94).

Nalezy zaznaczy¢, ze asymptotyczne rozwigzania (5.92)—(5.94) dla jednorod-
nych materiatow warstwy i potprzestrzeni z uwzglgdnieniem konwekcyjnego chto-
dzenia na powierzchni wolnej warstwy rowniez sa nowe. Dotychczas znane bylo
jedynie odpowiednie rozwigzanie przy podtrzymaniu na tej powierzchni tempera-
tury poczatkowej [142]. Rozwigzanie to mozna tatwo otrzymaé ze wzoréw
(5.92)—(5.94), przechodzac w nich do granicy Bi. — oo:

0 (¢, ) =(1-O)1-¢ Terfe(e V)], 0 <1, 7551, (5.98)

O (£, 1) zerfe (29:/2; )— et T erfo (2% +e T } £<0, 7>>1. (599

5.5. Analiza numeryczna

Analize numeryczng przeprowadzono dla przypadku dwusktadnikowej warstwy
FGM, w ktorej powierzchnig cierng stanowi dwutlenek cyrkonu ZrO;, za$ na rdzen
warstwy wybrano stop tytanu Ti-6Al-4V. Za materiat jednorodnej potprzestrzeni
postuzylo natomiast zeliwo szare ChNMKh. Niezbedne do wykonania obliczen
wlasciwosci wspomnianych materiatow, przy temperaturze poczatkowej 7o = 20°C,
znajdujg si¢ w tabeli 3.1. Warto$¢ bezwymiarowego parametru gradientu wybrane-
go FGM y" =1,26 wyznaczono ze wzoru (5.8). Pozostale bezwymiarowe parame-

try wejsciowe sg to zdefiniowane za pomocg wzordow (5.9) zmienna przestrzenna
¢, liczba Fouriera 7 oraz liczby Biota Bi. iBi.. Catkowanie numeryczne

w otrzymanych rozwigzaniach wykonano za pomocg procedury QAGI z pakietu
QUADPACK [91], za$ analiz¢ numeryczng przeprowadzono osobno w przypadku
doskonatego i niedoskonalego kontaktu cieplnego tarcia.

Doskonaty kontakt cieplny tarcia (Bi,— )
Celem analizy numerycznej byto ustalenie jakosciowego wplywu intensywno-
$ci chtodzenia konwekcyjnego (parametru Bi.) powierzchni wolnej z = d ({=1)

FGM warstwy na temperatur¢ uktadu ciernego. Nalezy zaznaczy¢, ze przypadek
Bi — 0 odpowiada izolacji termicznej powierzchi {=1, natomiast w przypadku

Bi — o na powierzchni tej w ciggu calego procesu nagrzewania utrzymuje si¢
temperatura poczatkowa T(dt) = To (© (1,7) = 0). Rezultaty dla
bezwymiarowego przyrostu temperatury © (5.47)—(5.49) oraz intensywnosci
strumieni ciepta g (5.58), (5.59) zaprezentowano na rysunkach 5.2-5.7.
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Najwicksza temperatura obu powierzchni jest osiagana w przypadku adiaba-
tycznej (Bi. = 0) powierzchni wolnej warstwy. Nastgpne zwigkszenie Bi. powoduje
ochtodzenie rozpatrywanych powierzchni. Wyrazne zmniejszenie temperatury
powierzchni kontaktu {'=0 jest zauwazalne przy 0< Bi, <10. Dalsze zwigkszanie
Bi. praktycznie nie wykazuje wptywu na temperature tej powierzchni. W zwigzku
z tym w trakcie oszacowywania maksymalnej (osiagalnej na powierzchni kontaktu
¢{'=0) temperatury wybranego uktadu ciernego chtodzenie powierzchni wolnej
warstwy nalezy uwzglednia¢ przy wartosciach liczby Biota z wyzej ustalonego
zakresu. Jezeli Bi. > 10, to warunek brzegowy (5.15) przy formutowaniu zagadnie-
nia cieplnego tarcia nalezy zastapi¢ uproszczonym jego wariantem 7(d.f) = 7o,
t>0, przy czym ©°(1,7)=0 w warunku (5.15). Zwigkszenie Bi, powoduje obni-
zenie temperatury powierzchni (=1 do poziomu temperatury poczatkowej

©" =0, ktore to jest najbardziej zauwazalne w zakresie 0 < Bi. < 60.

0,16 —
@ 0,9 :
@'(1,7)
110 (L)

0,12 L _
Bi =0,01 Yoo 012

0,08 0,08 —

0,04 0,04 —
0 T T T T T T T T T 1 0

0 0,2 0,4 0,6 08 7 1 0

a) b)

Rysunek 5.2. Ewolucja bezwymiarowego przyrostu temperatury @ dla wybranych wartosci liczby
Biota Bi.: a) na powierzchni kontaktu ¢'=0, b) na powierzchni swobodnej warstwy ¢ =1

Wplyw wielko$ci parametru Bi. na ewolucje ©°({,7) pokazano na rysunku
5.2. Nieznaczne obnizenie temperatury powierzchni ciernej =0 wraz ze wzro-
stem Bi, staje si¢ zauwazalne przy 7 > 0,6 (rysunek 5.2a). Powierzchnia wolna
¢{=1 FGM warstwy jest natomiast bardziej wrazliwa na zmiany liczby Biota.
Zwigkszenie intensywno$ci chtodzenia konwekcyjnego powoduje wyrazne
zmniejszenie temperatury tej powierzchni znacznie wezesniej — juz przy 7 > 0,1
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(rysunek 5.2b). Przy ustalonej wartosci liczby Fouriera 7, wraz ze zwigkszeniem
parametru Bi., temperatura obu powierzchni zmniejsza si¢. Efekt ten jest
najbardziej zauwazalny na powierzchni wolnej FGM warstwy ¢'=1. Zmniejsze-

nie temperatury powierzchni kontaktu {'=0 i powierzchni wolnej {'=1 warstwy
wraz ze wzrostem liczby Biota Bi., przy ustalonej wartosci 7 = 1, pokazano
na rysunku 5.3.

0,2 -
@)
0,16

0,12

0,08 —

0,04 — =1

0 T I T l T I T I T I
0 20 40 60 80 Bi. 100

Rysunek 5.3. Zalezno$é bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° od liczby Biota Bic na po-
wierzchniach {=0 i =1 przy =1

Wieksza cze$¢ ciepla wygenerowanego na skutek tarcia na powierzchni kontak-
tu jest pochlaniana do pdtprzestrzeni (rysunek 5.4). Jest to spowodowane o wiele
lepszymi zdolno$ciami do przewodzenia ciepla przez zeliwo w poréwnaniu do dwu-
tlenku cyrkonu (tabela 3.1). W poczatkowym okresie nagrzewania (0<7<0,2)
warstwa absorbuje = 15%, za$ polprzestrzen pozostate = 85% ciepta. Proporcje po-
dziatu ciepta pomiedzy warstwa a poOlprzestrzenia zmieniajg si¢ z czasem trwania
poslizgu w zalezno$ci od wartosci Bi.. Przy matych warto$ciach Bi. wraz z uptywem
czasu nagrzewania ilo$¢ ciepta wchlanianego przez warstwe nieznacznie si¢ zmniej-
sza, osiagajac przy 7=1 wartosci =10% 1 = 13%, odpowiednio dla Bi. = 0,01
i Bi. = 1. Jednocze$nie ilo$¢ ciepla skierowanego do potprzestrzeni zwigksza si¢
proporcjonalnie, zas zwigkszenie intensywnosci chtodzenia powierzchni wolnej war-
stwy powoduje zwigkszenie absorbowanego nig ciepla przy 7=1 do 20% i 27%,
odpowiednio dla Bi. = 10 i Bi. = 100.
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0 02 04 06 08 7 1

Rysunek 5.4. Ewolucje bezwymiarowych intensywnos$ci ¢, (7) strumieni ciepta absorbowanych

FGM warstwa (/= 1) i jednorodng potprzestrzenia (/ = 2) dla wybranych wartosci liczby Biota Bi.

Poréwnanie wartosci temperatury znalezionych za pomoca doktadnego roz-
wigzania (5.47)-(5.49) (krzywe ciagle) irozwigzan asymptotycznych (5.77),
(5.78), przy matych warto$ciach liczby Fouriera 7 (krzywe przerywane), zapre-
zentowano na rysunku 5.5. Dobra zgodno$¢ rezultatow przy 0<7<1, znalezio-
nych na podstawie rozwigzan doktadnego i asymptotycznego, ma miejsce na po-
wierzchni kontaktu ¢=0 oraz w polprzestrzeni, przy ¢=-0,5, {=-1, dla

wszystkich czterech wybranych wartosci Bi,. Wewnatrz FGM warstwy wykorzy-

stanie rozwigzania asymptotycznego nalezy natomiast ograniczy¢ zakresem
0<7<0,2.
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Rysunek 5.5. Ewolucja bezwymiarowego przyrostu temperatury ©” przy réznych warto$ciach bez-
wymiarowej zmiennej przestrzennej ¢ dla: a) Bi, =0,01;b) Bi, =1;¢) Bi, =10; d) Bi, = 100.
Krzywe ciagle — rozwigzanie doktadne (5.47)—(5.49), krzywe przerywane — rozwigzanie asympto-
tyczne (5.77), (5.78) przy matych warto$ciach liczby Fouriera 7

Asymptotyczne rozwigzania (5.92)+5.94) przy duzych warto$ciach 7 pozwalaja
na oszacowanie temperatury w zakresie 0 < 7<10 zaréwno w warstwie, jak i potprze-
strzeni (rysunek 5.6). Przy czym doktadno$¢ takiego oszacowania zwigksza si¢ wraz ze
wzrostem intensywnosci chtodzenia konwekcyjnego powierzchni wolnej warstwy. Tak
dobra zgodnos$¢ profili czasowych temperatury znalezionych z wykorzystaniem do-
ktadnego i asymptotycznego rozwigzania pozwala na wykorzystanie tego ostatniego
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w obliczeniach inzynierskich trybu temperaturowego wybranej pary ciernej. Zaleta
rozwigzania asymptotycznego jest brak catkowania numerycznego, ktore jest koniecz-
ne w przypadku korzystania z rozwigzania doktadnego (5.47)~(5.49).

0,8 —
o

0,6

7

0,4

0 2 4 6 8§ 7 10

c) d)
Rysunek 5.6. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©" przy réznych warto$ciach bez-
wymiarowej zmiennej przestrzennej ¢ dla: a) Bi, =0,01;b) Bi, =1;¢) Bi, =10;d) Bi, = 100.

Krzywe ciagle — rozwigzanie doktadne (5.47)—(5.49), krzywe przerywane — rozwigzanie asympto-
tyczne (5.92) — (5.94) przy duzych warto$ciach liczby Fouriera 7
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Wplyw funkcyjnie gradientowego materialu warstwy na pole temperatury
uktadu ciernego pokazano na rysunku 5.7. Obliczenia wykonano na podstawie
doktadnych rozwigzan, przy poslizgu ze stalym, (5.47)—(5.49), lub liniowo zmniej-
szajacym sig, (5.51)—(5.53) przy Bi — oo, profilem czasowym ggstosci mocy tar-

cia. Widoczne jest nagrzewanie warstwy na catej grubos$ci przy matej intensywno-
$ci chtodzenia konwekcyjnego powierzchni wolnej warstwy (rysunek 5.7a, c),
natomiast przy zwigkszeniu liczby Biota do wartosci Bi, =100 w otoczeniu oraz

na samej powierzchni wolnej warstwy utrzymuje si¢ temperatura poczatkowa (ry-
sunek 5.7b, d). Stad wniosek, ze przy wyznaczaniu tak waznego parametru, jakim
jest efektywna gleboko$¢ przenikania ciepla, podczas obliczen trybu temperaturo-
wego wezla ciernego [26] w przypadku Bi, =1 nalezy wziag¢ pod uwage calg gru-
bos¢ warstwy, za$ przy Bi, =100 — tylko te jej czeS¢, ktdra okresla odlegtosce
od powierzchni kontaktu, na ktorej temperatura wynosi 5% warto$ci maksymalne;.

Obnizenie temperatury uktadu ciernego w wyniku zastosowania FGM jest
najbardziej zauwazalne w poblizu powierzchni kontaktu przy hamowaniu
ze statym spowolnieniem (rysunek 5.7c, d). Podczas poslizgu ze stata predkoscia
zarOwno temperatura warstwy, jak i1 potprzestrzeni na ustalonej odleglosci od po-
wierzchni kontaktu zwiekszaja sie monotonicznie wraz z czasem nagrzewania
(rysunek 5.7a, b). W przypadku poslizgu z liniowo zmniejszajacg si¢ predkosciag
temperatura natomiast najpierw szybko zwieksza si¢ do wartosci maksymalnej,
po osiggnigciu ktorej zaczyna si¢ z kolei etap nieznacznego ochtodzenia, trwajacy
az do zatrzymania (rysunek 5.7c, d).
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Rysunek 5.7. Izotermy bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°({,7) podczas poslizgu
z gesto$cig mocy tarcia: a, b) — stala, ¢, d) — liniowo zmniejszajaca si¢ z czasem dla: a, ¢) — Bi, = 1;
b, d) — Bi, = 100. Krzywe ciagle — warstwa wykonana z FGM ZrO>-Ti-6Al-4V, krzywe przerywane

— warstwa jednorodna wykonana z ZrOz

Niedoskonaty kontakt cieplny tarcia
Celem dalszej czg$ci analizy numerycznej byto zbadanie wzajemnego wpltywu
liczb Biota Bi, i Bi, na temperatur¢ ukladu ciernego. NaleZy zaznaczy¢, ze przy
ustalonej wartosci liczby Biota Bi, przypadek Bi. — 0 odpowiada takiemu try-

bowi nagrzewania rozpatrywanego uktadu, przy ktérym powierzchnie robocze
warstwy 1 polprzestrzeni sg nagrzewane osobno strumieniami ciepta o jednakowej

intensywnosci, rownej polowie gestosci mocy tarcia, tzn. 0,5 g, . Jezeli Bi, — oo,
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to temperatury powierzchni ciernych warstwy i potprzestrzeni w kazdej chwili
procesu nagrzewania sg sobie rowne. Rowno$¢ temperatury powierzchni ciernych
wraz z warunkiem brzegowym (5.3) lub w postaci bezwymiarowej (5.13) tworza
tzw. warunki doskonatego kontaktu cieplnego tarcia, ktore to sg realizowane pod-
czas tarcia gladkich powierzchni.

Rezultaty obliczen zaprezentowano na rysunkach 5.8-5.13, na ktérych krzywe
ciagle odpowiadaja rezultatom otrzymanym w przypadku warstwy wykonanej
z FGM ZrO,-Ti-6Al-4V, a krzywe przerywane — w przypadku warstwy wykonanej
w calosci z ZrOs.

Wplyw przewodnosci kontaktowej (liczby Biota Bi, ) na bezwymiarowy przyrost tem-
peratury ©" (5.43), (5.44) powierzchni ciernych warstwy ({'=0") i pOtprzestrzeni ({=0")
dla czterech wartosci liczby Biota Bi, przy ustalonej wartosci liczby Fouriera 7=1 pokaza-
no na rysunku 5.8. Najwiekszy skok temperatury powierzchni {=0" i {=0" dla obu ro-
dzajéw materiatu warstwy ma miejsce przy matej (Bi, — 0) przewodnosci kontaktowej
(duzym oporze termicznym). Zwigkszenie liczby Biota Bi. powoduje natomiast wyrow-
nanie temperatury powierzchni ciernych warstwy i polprzestrzeni, za$ przy Bi. =100
kontakt cieplny tarcia tych powierzchni mozna uzna¢ za doskonaty. Podczas cate-
g0 procesu nagrzewania temperatura pary ciernej zawierajacej FGM warstwe
(krzywe ciagte) jest nizsza niz w przypadku stosowania jednorodnego materiatu

warstwy (krzywe przerywane). Przy czym efekt ten zwicksza si¢ wraz ze wzrostem
intensywnosci chlodzenia konwekcyjnego (liczby Biota Bi. ) powierzchni wolnej

warstwy ¢'=1 (rysunek 5.8c, d).

Odpowiednie rezultaty dla bezwymiarowych intensywnosci strumieni ciepta
q, . 1 = 152 (5.58), (5.59) pokazano na rysunku 5.9. Zauwazono, ze najwigksze
zmiany intensywnosci strumieni ciepta skierowanych po normalnej od powierzchni
kontaktu do wewnatrz warstwy (g, ) i potprzestrzeni (¢, ) zachodza w przedziale
0<Bi <10. Zwigkszenie przewodnosci kontaktowe] (zmniejszenie oporu ter-
micznego) skutkuje tym, ze ilos¢ ciepta pochtanianego przez FGM warstwe
zmnigjsza si¢, aciepla absorbowanego zeliwng polprzestrzenia — zwigksza sig.
Przy prawie adiabatycznej powierzchni wolnej warstwy ( Bi,= 0,01) wptyw gra-

dientowos$ci materialu warstwy na g,, / = 1;2 jest znikomy (rysunek 5.9a).
W sytuacji zwigkszenia intensywnosci wymiany ciepta (liczby Biota Bi,) pomig-
dzy powierzchnig wolng warstwy a §rodowiskiem otaczajacym efekt wptywu FGM
warstwy na temperature staje si¢ natomiast zauwazalny (rysunek 5.9b, c, d).
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Rysunek 5.8. Zalezno$¢ bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° powierzchni ciernych warstwy

({=0") ipotprzestrzeni ({=0"), przy 7=1, od liczby Biota Bi dla czterech wartosci liczby

Biota Bi_ :a) 0,01; b) I; c) 10; d) 100. Krzywe ciggle — warstwa wykonana z FGM, krzywe przery-

wane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu
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Rysunek 5.9. Zalezno$¢ bezwymiarowych intensywnosci strumieni ciepla ¢, , [ = 152, przy 7=1,
od liczby Biota Bi, dla czterech wartosci liczby Biota Bi, : a) 0,01; b) 1; ¢) 10; d) 100. Krzywe

ciggle — warstwa wykonana z FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu

Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° (5.43), (5.44) po-
wierzchni ciernych warstwy ({'=07") i potprzestrzeni ({'=0") dla roznych warto$ci
liczb Biota Bi, i Bi_ zaprezentowano na rysunku 5.10. Dodatkowo zauwazono, ze

przy tych samych parametrach wejsciowych wykonanie warstwy z FGM powoduje
obnizenie temperatury obu elementéw w stosunku do temperatury przy jednorodnym
materiale warstwy. Najbardziej wyraznie t¢ tendencje¢ wida¢ na powierzchni ciernej

warstwy =07, przy matych warto$ciach przewodnosci kontaktowej (Bi, =0,01)
1 intensywnym chlodzeniu konwekcyjnym ( Bi, = 100) warstwy. Wplyw gradiento-
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wosci materiatu warstwy na temperatur¢ powierzchni ciernej potprzestrzeni {=0"

jest wowczas zdecydowanie mniejszy. Zauwazalne roznice temperatury przy stoso-
waniu FGM warstwy 1warstwy jednorodnej wystepuja na tej powierzchni
w przypadku doskonalego kontaktu cieplnego tarcia ( Bi, = 100), przy intensywnym

(Bi, =100) chtodzeniu konwekcyjnym powierzchni wolnej warstwy.
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Rysunek 5.10. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° powierzchni ciernych warstwy
({=0") ipolprzestrzeni ({'=0") dla wybranych wartoéci liczb Biota Bi, przy czterech warto-

$ciach liczby Biota Bi_: a), b) 0,01; ¢, d) 1. Krzywe ciagle — warstwa wykonana z FGM, krzywe

przerywane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu
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Rysunek 5.10. Ewolucje bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° powierzchni ciernych warstwy
({=0") ipolprzestrzeni ({=0") dla wybranych wartosci liczb Biota Bi, przy czterech warto-

$ciach liczby Biota Bi_ : e, f) 10; g) h) 100. Krzywe ciagte — warstwa wykonana z FGM, krzywe
przerywane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu

Odpowiednie zmiany bezwymiarowych intensywnos$ci strumieni ciepta ¢, ,
[ =1;2 (5.58), (5.59), majace miejsce wraz z uptywem czasu (liczba Fouriera 7),
pokazano na rysunku 5.11.
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Rysunek 5.11. Ewolucje bezwymiarowych intensywnosci strumieni ciepta g, absorbowanych przez
warstwe (/=1) ipotprzestrzen (/ =2) dla wybranych wartosci liczb Biota Bi przy czterech
wartosciach liczby Biota Bi : a) 0,01; b) 1; ¢) 10; d) 100. Krzywe ciaggle — warstwa wykonana
z FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu

Znacznie wigksza przewodno$¢ cieplna zeliwa ChNMKh w poréwnaniu
z 710, czy Ti-6Al-4V skutkuje tym, ze to poOtprzestrzen wchiania wigkszg czesé
ciepta powstalego w czasie tarcia. Przy Bi = 0,01, kiedy realizowane sa warunki
rozdzielnego nagrzewania elementdéw pary ciernej, rozpatrywane intensywnosci,
zgodnie z oczekiwaniami, utrzymuja si¢ na stalym poziomie 0,5 podczas catego
procesu nagrzewania, niezaleznie od intensywnos$ci chtodzenia wolnej powierzchni
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warstwy. Przy Bi, = 1, wraz z uplywem czasu nagrzewania, ilo$¢ ciepla skierowa-
nego do warstwy monotonicznie zmniejsza si¢, przy jednoczesnym zwickszaniu
absorpcji ciepta do potprzestrzeni. Nieco inaczej wyglada ewolucja g, , [ = 1;2 przy
doskonalym (petnym) kontakcie cieplnym tarcia ( Bi, = 100). Po pierwsze, wyraznie
widaé, ze roznica pomigdzy ¢, a g, dla ustalonej wartoéci 7 jest w tym przypadku
najwicksza w poréwnaniu do odpowiednich rezultatow otrzymanych przy
Bi. = 0,01 czy Bi_ = 1. Po drugie, zauwazalna jest znacznie wigksza wrazliwos¢
g, , [ = 1;2 na intensywno$¢ chtodzenia konwekcyjnego powierzchni wolnej war-
stwy. Przy utrzymaniu na tej powierzchni temperatury poczatkowej (Bi, = 0,01)
zaobserwowano szybkie osiagnigcie przez ¢, , [ = 1;2 charakterystycznych warto$ci:
minimalnej przez g, oraz maksymalnej przez ¢, . Z uptywem czasu nagrzewania
g, dalej nieznacznie maleje, za§ ¢, odpowiednio si¢ zwigksza. Przy Bi, = 1,
po osiagnieciu przez g, , [ = 1;2 wspomnianych wyzej warto$ci charakterystycz-
nych, dalsze nagrzewanie praktycznie nie powoduje ich zmian.

Zwigkszenie intensywnosci konwekcyjnej wymiany ciepta na wolnej po-
wierzchni warstwy (Bi, = 10, a w szczegolnosci Bi, = 100) powoduje, ze po
szybkim osiggnigciu warto$ci minimalnej przez ¢, i maksymalnej przez ¢, , wraz
z uptywem czasu, ilo$¢ ciepta absorbowanego warstwa zaczyna zwigkszaé sig,

aprzez polprzestrzen — zmniejsza¢. Ten efekt najbardziej zauwazalny jest
w przypadku warstwy wykonanej z FGM.
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Rysunek 5.12. Zmiany bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° z odlegtoscia ¢ od powierzchni
kontaktu {'=0 w koricowej chwili procesu nagrzewania (7 =1) dla wybranych warto$ci liczb Biota
Bi przy czterech warto$ciach liczby Biota Bi_ : a) 0,01; b) 1, ¢) 10; d) 100. Krzywe ciagte — war-

stwa wykonana z FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu

Rozklady bezwymiarowego przyrostu temperatury © (5.33), (5.34) po nor-
malnej od powierzchni kontaktu =0 w warstwie (0<{'<1) ipotprzestrzeni

(-1£¢<0) przy 7=1 dla réznych wartosci liczb Biota Bi, i Bi, zaprezentowa-
no na rysunku 5.12. Przy ustalonej wartosci Bi, w przypadku Bi, = 0,01 wyraZnie

widoczny jest skok temperatury podczas przejscia przez powierzchni¢ kontaktu
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¢=0. Przy Bi_ =1 skok ten zmniejsza si¢, a przy Bi. = 100 jest praktycznie
niezauwazalny.

W poréwnaniu do przypadku warstwy jednorodnej wykonanie warstwy
z FGM nie wykazuje znaczacego wplywu na temperature potprzestrzeni, ktora
zmniejsza si¢ liniowo wraz z oddalaniem od powierzchni kontaktu, niezaleznie
od wyboru materialu warstwy. Inny, nieliniowy charakter rozktadu temperatury
obserwujemy w warstwie. Stosowanie warstwy FGM powoduje obnizenie jej tem-
peratury w stosunku do temperatury warstwy jednorodnej wykonanej z dwutlenku
cyrkonu. Ten efekt jest najbardziej widoczny przy intensywnym (Bi, = 10 lub
Bi, =100) chtodzeniu konwekcyjnym powierzchni wolnej warstwy ¢ =1.

Kolejng cze$¢ analizy numerycznej poswiccono ustaleniu przedziatow czaso-
wych, w ktorych do oszacowania temperatury powierzchni ciernych FGM warstwy
(£=0") ijednorodnej potprzestrzeni ({'=0") mozna zastosowaé asymptotyczne
rozwigzania przy matych (5.75), (5.76) i duzych (5.86), (5.87) wartosciach liczby
Fouriera 7 (rysunki 5.13 i5.14). Rezultaty otrzymane za pomoca wspomnianych
rozwigzan (krzywe przerywane) poréwnano z odpowiednimi rezultatami znalezio-
nymi z wykorzystaniem rozwigzan doktadnych (5.33), (5.34) (krzywe ciagte).
Ustalono, ze przedzial przydatno$ci asymptotycznego rozwiazania (5.75) do wy-
znaczania temperatury powierzchni ciernej warstwy w znacznej mierze zalezy
od wielkosci liczby Biota Bi . Rezultaty otrzymane zrozwigzah dokladnego
(5.33) 1 asymptotycznego (5.75) réznig si¢ nieznacznie przy Bi, = 0,01;1, jezeli
0<7<0,1, za$ przy Bi. =10;100, gdy 0<7<1 (rysunek 5.13 a). Do oszacowa-
nia temperatury powierzchni ciernej potprzestrzeni mozna natomiast zastosowac
asymptotyczne rozwigzanie (5.76) w zakresie 0<7<1 dla wszystkich czterech
wybranych warto$ci parametru Bi_ (rysunek 5.13b).
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Rysunek 5.13. Ewolucja bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° powierzchni ciernych: a) war-
stwy ({=0"), b) potprzestrzeni ({'=0") przy Bi. = 1 dla czterech wartosci liczby Biota Bir = 0,01,
1, 10, 100. Krzywe ciagle — rozwigzanie doktadne (5.33), (5.34), krzywe kropkowane — rozwigzanie
asymptotyczne (5.75), (5.76) przy matych wartosciach liczby Fouriera 7
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Rysunek 5.14. Ewolucja bezwymiarowego przyrostu temperatury ©° powierzchni ciernych: a) war-
stwy ({=07); b) polprzestrzeni ({'=0") dla czterech wartosci liczby Biota Bi, przy Bi =1.

Krzywe ciagle — rozwigzanie doktadne (5.33), (5.34), krzywe kropkowane — rozwigzanie asympto-
tyczne (5.86), (5.87) przy duzych wartosciach liczby Fouriera 7
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Podobng wrazliwo$¢ na wartos¢ liczby Biota Bi, otrzymano dla warstwy FGM,
a zwigzane z tym obserwacje przedstawiono na rysunku 5.14a. Roznica rezultatow
otrzymanych za pomocg rozwigzan doktadnego (5.33) i asymptotycznego (5.86) dla
Bi, =0,01; 1 jest nieznaczna przy 7 =5, za$ dla Bi, =10; 100 pozostaje na dopusz-
czalnym poziomie nie tylko przy duzych, ale i przy matych warto$ciach 7. Asymp-
totyczne rozwiazanie (5.87) przy duzych warto$ciach 7 dla potprzestrzeni mozna
zastosowa¢ w catym zakresie zmiany parametru Fouriera 7 (rysunek 5.14b).

Izolinie bezwymiarowego przyrostu temperatury ©°(¢,7) (5.51)~(5.53) w czasie
pojedynczego hamowania przy stalym opdznieniu oraz wymuszonym ( Bi. =100 ) kon-
wekeyjnym chlodzeniu powierzchni wolnej warstwy dla dwoch wartosci liczby Biota
Bi, zaprezentowano na rysunku 5.15. Mozna zauwazy¢, ze temperatura warstwy FGM
jest nizsza niz warstwy wykonanej z dwutlenku cyrkonu. Nastgpnie, tak jak w przypadku
poslizgu ze stalg gestoscia mocy tarcia, podczas hamowania wystepuje skok temperatury
przy przejsciu przez powierzchni¢ kontaktu w przypadku Bi, =1 (rysunek 5.15a).

O e s e i
0,1

Rysunek 5.15. Izolinie bezwymiarowego przyrostu temperatury é*(f ,7) podczas hamowania przy
Bi, =100, 7, =1 dla dwoch wartosci liczby Biota Bi_ : a) 1, b) 100. Krzywe ciagle — warstwa
FGM, krzywe przerywane — warstwa wykonana z dwutlenku cyrkonu
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Przy Bi. = 100 temperatura powierzchni ciernych warstwy i polprzestrzeni

pozostaje natomiast jednakowa (rysunek 5.15b), za$ przy malej termicznej prze-
wodnosci kontaktowej Bi. = 1 temperatura warstwy jest znacznie wyzsza od tem-

peratury polprzestrzeni (rysunek 5.15a). Zwigkszenie parametru Bi, powoduje

wyrownanie temperatury obu elementéw pary ciernej (rysunek 5.15b). Wplyw
liniowo zmniejszajacego si¢ profilu czasowego gestoSci mocy tarcia polega
na osiggnieciu maksymalnej temperatury w obu elementach na ustalonej odlegtosci
od powierzchni kontaktu, jednak nie w chwili zatrzymania 7=7, =1, jak miato

to miejsce przy poslizgu ze stalg gestosci mocy tarcia, tylko wewnatrz czasowego
przedziatu 0<7<7,

5.6. Podsumowanie

Opracowano model matematyczny do wyznaczenia pola temperatury powstatego
w wyniku poslizgu warstwy wykonanej z FGM po powierzchni jednorodnej pot-
przestrzeni. Zbadano takze wptyw na temperature takiego uktadu ciernego dwoch
bezwymiarowych parametrow wejSciowych, a mianowicie liczb Biota Bi, i Bi,.,
zdefiniowanych wzorami (5.9). Pierwsza z nich ( Bi,) jest wprost proporcjonalna
do termicznej przewodnosci kontaktowej 4, , ktora z kolei jest odwrotnie propor-

cjonalna do oporu termicznego powierzchni ciernych warstwy i potprzestrzeni.
W zwigzku z tym, przy ustalonej warto$ci ci$nienia kontaktowego, im wyzsza jest
chropowato$¢ tych powierzchni, tym wickszy jest takze ich opor termiczny
1 mniejsza termiczna przewodno$¢ kontaktowa /4, .

Uwzglednienie termicznej kontaktowej przewodnosci w modelowaniu proce-
su generacji ciepta tarciowego odbywa si¢ za pomoca dwoch warunkdéw brzego-
wych na powierzchni kontaktu. Jeden z nich zaktada, ze suma intensywnosci stru-
mieni ciepla absorbowanych z powierzchni kontaktu po normalnej do kazdego
elementu pary ciernej rowna jest gesto$ci mocy tarcia, tzn. iloczynowi wspotczyn-
nika tarcia, ci$nienia kontaktowego oraz predkosci poslizgu. W drugim warunku
stwierdza si¢ natomiast, ze rdznica wyzej wspomnianych intensywnos$ci strumieni
ciepla jest proporcjonalna do roéznicy temperatur $lizgajacych sie powierzchni cier-
nych. Jako wspotczynnik proporcjonalnosci wystepuje tu wiasnie termiczna kon-
taktowa przewodnos$¢ £, lub, w postaci bezwymiarowej, liczba Biota Bi, .

Oba te warunki brzegowe znane sg jako warunki niedoskonatego kontaktu
cieplnego tarcia. Charakterystyczny dla rozwiazan odpowiednich zagadnien ciepl-
nych tarcia, otrzymanych przy takich warunkach brzegowych, jest skok temperatu-
ry powierzchni ciernych §lizgajacych si¢ cial. Nalezy zaznaczy¢, ze podczas posli-
zgu powierzchni gladkich opér termiczny staje si¢ znikomo maty, a wartos¢ para-
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metru Bi, znaczna. W przypadku granicznym Bi — oo rdznica temperatur po-
wierzchni ciernych zanika. w takim przypadku méwimy, ze generacja ciepla od-
bywa si¢ w warunkach doskonatego cieplnego kontaktu tarcia.

Liczba Biota Bi,, za posrednictwem wspotczynnika wymiany ciepta 4., cha-
rakteryzuje intensywno$¢ chtodzenia konwekcyjnego powierzchni wolnej warstwy.
W niniejszym rozdziale osobno zbadano roéwniez wptyw parametru Bi. na tempe-
ratur¢ rozpatrywanego ukladu pracujacego w warunkach doskonatego kontaktu
cieplnego tarcia.

Analize numeryczna przeprowadzono za§ dla FGM (ZrO,-Ti-6Al-4V) war-
stwy i jednorodnej (zeliwo szare ChNMKh) pétprzestrzeni. Jednoczesnie przeana-
lizowano temperature uktadu sktadajacego si¢ zjednorodnej (ZrO,) warstwy
i zeliwnej (ChNMKh) pétprzestrzeni. Ustalono, ze:

1. Stosowanie na warstwe funkcyjnie gradientowego materialu powoduje ob-
nizenie jej temperatury w stosunku do warstwy jednorodnej. Takie obnize-
nie temperatury jest tym wigksze, im mniejszy jest parametr Bi. i wigkszy
Bi.. Wptyw gradientowo$ci materialu warstwy na obnizenie temperatury
polprzestrzeni pozostaje natomiast nieznaczny.

2. Wigksza czg$¢ ciepta generowanego podczas tarcia jest absorbowana do ze-
liwnej potprzestrzeni. Przy ustalonej wartodci liczby Biota Bi, najwigksze
zmiany intensywnosci strumieni ciepta skierowanych po normalnej do we-
wnatrz warstwy i poltprzestrzeni zachodza w zakresie 0<Bi <10. Wraz
ze zwigkszaniem parametru Bi. wplyw gradientowos$ci materialu warstwy
na intensywnos$¢ strumieni ciepta staje si¢ bardziej zauwazalny.

3. Niezaleznie od warto$ci Bi. doskonaly kontakt cieplny tarcia warstwy
z polprzestrzenig nastepuje, gdy Bi. =100.

4. Chlodzenie konwekcyjne powierzchni wolnej warstwy powoduje obnizenie
temperatury powierzchni kontaktu w zakresie 0< Bi <10 zmiany liczby
Biota. Najwickszy spadek temperatury powierzchni wolnej warstwy zacho-
dzi natomiast przy 0< Bi <60. Konwekcyjne chtodzenie warstwy FGM

pozwala za$ zmniejszy¢ odleglos¢ od powierzchni kontaktu, na ktorej tem-
peratura kazdego elementu osigga znaczace wartosci (efektywna glebokosé
nagrzewania).

Otrzymane rozwigzania asymptotyczne przy matych iduzych wartoSciach
liczby Fouriera 7 mozna stosowaé z wystarczajacg doktadnosciag do szacowania
temperatury rozpatrywanej pary ciernej. Zwigkszenie liczby Biota Bi, powoduje
poszerzenie przedzialow zmiany liczby Fouriera 7, w ktorych temperatura war-
stwy znaleziona z rozwigzan asymptotycznych nieznacznie rozni si¢ od temperatu-
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ry wyznaczonej za pomocg rozwigzania doktadnego. Takiego efektu nie zaobser-
wowano natomiast przy wyznaczaniu temperatury powierzchni ciernej potprze-
strzeni — odpowiednie asymptotyczne rozwigzania pozwalajg jednak na otrzymanie
zadowalajacych rezultatow w catym zakresie zmiany liczby Fouriera.

Nalezy podkresli¢, ze przestrzenno-czasowy rozklad izoterm w warstwie
i polprzestrzeni zalezy od profilu czasowego gesto$ci mocy tarcia. Przy niezmien-
nej wartosci gestosci mocy tarcia temperatura zwieksza si¢ monotonicznie w czasie
nagrzewania (wraz ze wzrostem liczby Fouriera 7). W przypadku hamowania
ze statym opoznieniem temperatura powierzchni ciernej osigga natomiast swoja
warto§¢ maksymalng okoto polowy czasu zatrzymania 7 . Zwigkszenie liczby

Biota Bi, powoduje z kolei wyréwnanie temperatury warstwy i potprzestrzeni.

Rezultaty zaprezentowane w powyzszym rozdziale zostaly opublikowane
w postaci dwoch artykutow [148, 160].
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PODSUMOWANIE KONCOWE

W niniejszej publikacji otrzymano dokladne rozwiazania nowej klasy poczatkowo-
brzegowych zagadnien przewodnictwa cieplnego z uwzglednieniem generacji ciepta
na skutek tarcia na powierzchni kontaktu cial (zagadnien cieplnych tarcia) wykona-
nych z dwusktadnikowych funkcyjnie gradientowych materiatéw (FGM). Przyjeto
eksponencjalnie zmieniajaca si¢ wraz z odlegtoscia od powierzchni ciernej przewod-
nos¢ cieplng FGM. Opracowano réwniez ogolng metodyke otrzymywania rozwiazan
takich zagadnien, polegajaca na wykonaniu kolejno nastepujacych krokow:

1.

9.

Wybor schematu nagrzewania tarciowego na podstawie przyjetych
zatozen.

Sformutowanie zagadnienia cieplnego tarcia dla wybranego schematu przy
statej gestosci mocy tarcia.

. Przej$cie do odpowiedniego zagadnienia brzegowego w przestrzeni trans-

formaty calkowej Laplace’a, a nastgpnie jego rozwigzanie.

. Wybdr metody (twierdzenie o rozktadzie lub catkowanie w plaszczyznie ze-

spolonej) i przejscie za jej pomocg do przestrzeni oryginatow.

. Weryfikacja otrzymanego doktadnego rozwigzania poprzez sprawdzenie

spelnienia warunkéw poczatkowo-brzegowych.

Otrzymanie asymptotycznych rozwigzan przy malych i duzych wartosciach
bezwymiarowego czasu (liczby Fouriera).

Uogolnienie otrzymanego doktadnego rozwiazania przy niezmiennej pod-
czas nagrzewania gestosci mocy tarcia na przypadek zmiennego jej profilu
czasowego z wykorzystaniem twierdzenia Duhamela.

. Przeprowadzenie analizy numerycznej dla wybranych materiatow

pary ciernej.
Opracowanie wnioskow.

Na podstawie opisanej powyzej metodyki znaleziono nieustalone pola

temperatury dla:
a) dwoch poélprzestrzeni wykonanych z roznorodnych FGM przy:

e poslizgu ze stalg predkoscia (podrozdziat 2.1),

e hamowaniu z eksponencjalnie narastajacym ci$nieniem kontaktowym
(podrozdziat 2.2),

e hamowaniu ze stalym opdznieniem zuwzglednieniem wrazliwos$ci ter-
micznej sktadowych FGM (podrozdziat 2.3);

b) polprzestrzeni wykonanej zFGM inagrzewanej strumieniem ciepla

o intensywnosci liniowo zmniejszajacej si¢ w czasie, przy czym otrzymanie
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©)

wzoru do wyznaczenia wspolczynnika rozdzielenia strumieni ciepta
w uktadzie ciernym sktadajacym si¢ z dwoch réznych potprzestrzeni z FGM
zawarto w podrozdziale 3.2;

potprzestrzeni wykonanej z FGM §lizgajacej si¢ ze statym opodznieniem po po-
wierzchni jednorodnej potprzestrzeni w warunkach jednokrotnego lub powtor-
no-krotkoterminowego (PKT) trybu pracy hamulca (podrozdziaty 3.1 1 3.3);

d) dwuelementowego uktadu zlozonego z warstwy FGM naniesionej (doskona-

ly kontakt cieplny) na powierzchni¢ jednorodnego podtoza, przy czym po-
wierzchni¢ wolng warstwy nagrzewano strumieniem ciepla o intensywnosci
proporcjonalnej do gestosci mocy tarcia podczas hamowania ze statym
opoznieniem (rozdziat 4);

warstwy wykonanej z FGM $lizgajacej si¢ z liniowo zmniejszajgca si¢ pred-
ko$cig po powierzchni jednorodnej polprzestrzeni w warunkach doskonatego
lub niedoskonatego kontaktu cieplnego tarcia, przy czym nalezy zaznaczyd¢,
ze podczas poslizgu 1 towarzyszacego mu wytwarzania ciepta na powierzch-
ni wolnej warstwy zachodzi wymiana ciepla ze Srodowiskiem otaczajagcym
wedtug prawa Newtona (rozdziat 5).

Szczegodtowe rezultaty wieloparametrycznej analizy numerycznej przeprowa-
dzonej dla wymienionych wyzej uktadow ciemych zaprezentowano w ostatnich
podrozdziatach kazdego z czterech rozdziatow roboczych. Dla wybranych materia-
low pary ciernej zbadano réwniez wplyw na przyrost temperatury i intensywnosci
absorbowanych strumieni ciepla nastepujacych bezwymiarowych parametréw
wejsciowych:

gradientu FGM,

liczby Fouriera odpowiadajacej czasowi narastania ci$nienia kontaktowego,
profilu temperaturowego wlasciwosci cieplno-fizycznych oraz wspodtczynni-
ka tarcia,

wspotczynnika aktywnosci termicznej,

liczby Biota charakteryzujacej intensywno$¢ chlodzenia konwekcyjnego
powierzchni wolnej warstwy,

liczby Biota opisujacej kontaktowa przewodno$¢ termiczng uktadu ciernego
FGM warstwa-jednorodna polprzestrzen.

Na podstawie szczegdélowych wynikow zawartych w roboczych rozdziatach
monografii ustalono, ze dla wybranych uktadéw ciernych:

1.

2.
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Zastosowanie FGM w elementach ciernych moze stanowi¢ efektywne na-
rze¢dzie do obnizania poziomu temperatury maksymalne;j.

Czas narastania ci$nienia kontaktowego powoduje wydtuzenie czasu hamo-
wania przy jednoczesnym obnizeniu warto$ci temperatury maksymalne;.
Wrazliwos¢ termiczna materiatdéw sktadowych FGM moze mie¢ znaczacy
wplyw na oszacowanie maksymalnej temperatury nawet podczas hamowa-



nia jednokrotnego, w zwiazku z czym uwzglednienie jej podczas pracy ha-
mulca w trybie PKT jest niezbedne.

4. W literaturze naukowej brakuje danych do$wiadczalnych dotyczacych
krzywych stabilnoéci termicznej, tzn. zaleznoSci wspotczynnika tarcia
od temperatury pary ciernej wykonanej z FGM. Uzyskanie takich danych
pozwolitoby na opracowanie odpowiednich modeli sprzezonych, ktore tacza
zagadnienie ruchu z zagadnieniem cieplnym tarcia.

5. Ewolucje temperatury powierzchni ciernych otrzymane z rozwigzan asymp-
totycznych wykazaty dobra, a w niektorych przypadkach nawet bardzo do-
bra, zgodno$¢ z odpowiednimi rezultatami z rozwigzan doktadnych. Osza-
cowanie temperatury za pomocg tych ostatnich wymaga skorzystania z zaa-
wansowanych algorytmow obliczeniowych, za§ niewatpliwg zaleta otrzyma-
nych rozwigzan asymptotycznych jest ich posta¢ inzynierska.

6. Ustalono graniczne warto$ci wspolczynnika wymiany ciepta (liczby Biota),
przy przekroczeniu ktérych temperatura powierzchni wolnej FGM warstwy
podtrzymywana jest przy swojej wartosci poczatkowej. Przy chlodzeniu
konwekcyjnym elementu ciernego ztaka intensywnoscia do oszacowania
jego temperatury maksymalnej wystarczy natomiast skorzysta¢ z odpowied-
nich rozwigzan dla cial potograniczonych.

7. Wyznaczanie temperatury zzastosowaniem rozwigzan poczgtkowo-
brzegowych zagadnien przewodnictwa cieplnego w warunkach doskonatego
kontaktu cieplnego tarcia nalezy wykorzystywac przy stosunkowo gladkich
powierzchniach ciernych. Chropowatos¢ powierzchni, spowodowana ich ob-
robka lub warunkami eksploatacji, powoduje, Ze oszacowanie trybu tempe-
raturowego uktadu ciernego trzeba przeprowadzaé na podstawie modeli za-
wierajacych wyznaczany doswiadczalnie wspotczynnik kontaktowej prze-
wodno$ci termicznej. Zwigzana z tym parametrem liczba Biota pozwolila
za$ ustali¢ przedziaty stosowalnosci warunkow doskonatego i1 niedoskonate-
go kontaktu cieplnego tarcia.

Reasumujac, rezultaty badan przedstawionych w niniejszej monografii pozwa-
laja stwierdzi¢, ze zastosowanie odpowiednio dobranych funkcyjnie gradientowych
materialdow do produkcji elementéw pary ciernej ukladu hamulcowego pozwala
znaczaco obnizy¢ temperature jego pracy, a tym samym zredukowaé generowane
naprezenia termiczne.
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STRESZCZENIE

W monografii zaproponowano metodyke otrzymywania matematycznych modeli
procesu nagrzewania ciernego uktadow wykonanych z dwusktadnikowych funk-
cyjnie gradientowych materiatdéw (FGM) o eksponencjalnie zwigkszajacej si¢ wraz
z odlegtoscia od powierzchni kontaktu przewodnoscig cieplna. Kluczowy element
modeli stanowia jednowymiarowe poczatkowo-brzegowe zagadnienia przewodnic-
twa cieplnego z uwzglednieniem generacji ciepta na skutek tarcia, czyli tzw. za-
gadnienia cieplne tarcia. Rozpatrzono nastgpujace schematy geometryczne kontak-
tu $lizgowego: dwie roéznorodne poélprzestrzenie FGM, dwie jednorodne potprze-
strzenie, z ktorych jedna zawiera FGM warstwe ochronng, oraz FGM warstwa-
jednorodna potprzestrzen. Rozwigzania odpowiednich poczatkowo-brzegowych
zagadnien przewodnictwa cieplnego przy stalej gestosci mocy tarcia otrzymano
z wykorzystaniem transformacji catkowej Laplace’a i wtasciwos$ci funkcji Bessela.
Znaleziono réwniez rozwigzania asymptotyczne przy matych i duzych wartosciach
liczby Fouriera. Do zbadania wplywu profilu gegstosci mocy tarcia zmiennego
W czasie na temperatur¢ zastosowano twierdzenie Duhamela. Otrzymane rozwig-
zania zweryfikowano poprzez sprawdzenie speilnienia warunkow brzegowych
i warunku poczatkowego oraz za pomoca sprowadzenia ich do znanych
w literaturze naukowej rozwigzan dla materialow jednorodnych. Na podstawie
znalezionych rozwigzan dla ciat ze statymi wtasciwosciami cieplno-fizycznymi
podczas nagrzewania opracowano algorytm obliczeniowy pozwalajacy uwzglednié
wrazliwos¢ termiczng sktadowych FGM.

Analiz¢ numeryczng przeprowadzono pod katem pordéwnania temperatury
wybranego ukladu ciemego zawierajacego elementy wykonane zFGM
z podobnymi uktadami sktadajacymi si¢ z elementow jednorodnych. Zbadano tak-
ze wplyw na pole temperatury i intensywnosci absorbowanych strumieni ciepla
takich parametrow, jak gradient FGM, czas narastania cis$nienia kontaktowego,
zaleznos$¢ od temperatury wiasciwosci materiatdw FGM, intensywno$¢ chtodzenia
konwekcyjnego czy termiczna przewodnos$¢ kontaktowa.

Pokazano, Ze otrzymane rozwigzania analityczne moga shuzy¢ do szybkiego
oszacowania maksymalnej temperatury tarczowych uktadéw hamulcowych zawie-
rajacych elementy cierne wykonane z FGM nie tylko podczas pojedynczego ha-
mowania, ale rowniez pracujacych w trybie powtdrno-krétkoterminowym.
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ABSTRACT

Methodology for obtaining mathematical models of the frictional heating process for
systems made of functionally gradient materials (FGMs) with thermal conductivity
that increases exponentially with distance from the contact surface is proposed.
A key element of the models is the one-dimensional boundary-value heat conduction
problem including frictional heat generation, in other words, thermal problem of
friction. The following geometrical schemes of sliding contact were considered: two
heterogeneous FGM half-spaces, two homogeneous half-spaces, one of which con-
tains an FGM protective layer, an FGM layer-homogeneous half-space. Solutions of
the corresponding boundary-value heat conduction problems at constant specific
friction power were obtained by using the integral Laplace transform and the proper-
ties of the Bessel functions. Asymptotic (at small and large values of the Fourier
number) solutions were also obtained. Duhamel's theorem was used to investigate
the effect of the specific friction power profile varying with time on temperature. The
solutions were verified by checking that the boundary and initial conditions were met
and by reducing them to solutions for homogeneous materials known in the scientific
literature. On the basis of the solutions found for bodies with constant thermophysi-
cal properties during heating, a calculation algorithm was developed to consider the
thermal sensitivity of the FGM components.

The numerical analysis was carried out to compare the temperature of a se-
lected friction system containing components made of FGM with similar systems
consisting of components made of homogeneous materials. The influence of pa-
rameters such as the FGM gradient, the time of contact pressure increase, the tem-
perature dependence of FGM material properties, the intensity of convective cool-
ing and the thermal contact conductivity on the temperature field and the intensity
of absorbed heat fluxes was investigated.

It is shown that obtained analytical solutions can be used to quickly estimate
the maximum temperature of disc brake systems containing friction components
made of FGM, not only during single braking process, but also operating in a re-
petitive short-term mode.
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