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WSTEP

Niniejszy podrecznik powstal z mysla o studentach Wydzialu Inzynierii Zarzadzania
Politechniki Bialostockiej ksztalcacych si¢ na kierunkach: logistyka, zarzadzanie, za-
rzadzanie finansami i rachunkowo$¢, zarzadzanie i inzynieria produkcji oraz zarza-
dzanie i inzynieria ustug. Moze on réwniez stuzy¢ innym mlodym adeptom mate-
matyki - studentom studiéw licencjackich i inzynierskich, ktérzy poznaja tajniki ra-
chunku catkowego funkcji jednej zmiennej. Ksigzka zawiera bowiem podstawowe
tresci, ktore sa zgodne z obowigzujagcym programem przedmiotu matematyka
na wielu kierunkach studiéw.

Podrecznik sklada si¢ z siedmiu rozdzialéw. W pierwszym rozdziale przedsta-
wiono definicje catki nieoznaczonej oraz podstawowe wzory i reguly rachunku cat-
kowego. W rozdziale drugim zaprezentowano podstawowe metody catkowania —
przez podstawienie i przez czesci. Rozdzial trzeci poswigcono catkowaniu funkeji
wymiernych. W rozdziale czwartym oméwiono definicje catki oznaczonej, przedsta-
wiono metody jej liczenia oraz zaprezentowano wybrane obszary zastosowania catki
oznaczonej. W rozdziale pigtym opisano calki niewlasciwe. W dwoch ostatnich roz-
dzialach - sz6stym i si6dmym - zawarto material powtérzeniowy w formie testu jed-
nokrotnego wyboru oraz zadan do samodzielnego rozwigzania. Kazdy z rozdzialoéw
podrecznika (oprécz ostatnich - powtérzeniowych) zawiera wiele przykladéw
ze szczegdtowym opisem ich rozwigzania oraz zadania do samodzielnej pracy wraz
z odpowiedziami.

Podrecznik zostal napisany przez nauczycieli akademickich, ktérzy od wielu lat
ksztalca studentéw podlaskich wyzszych uczelni, w tym Wydzialu Inzynierii Zarza-
dzania Politechniki Bialostockiej, w zakresie matematyki i jej zastosowan w naukach
ekonomicznych i technicznych. Publikacja jest czgscig zaplanowanej serii obejmujg-
cej calos¢ materialu z matematyki wykladanego na pierwszym roku wielu studiow
technicznych i ekonomicznych. Dotychczas ukazaly sie trzy podreczniki z zakresu:
rachunku macierzowego, granic funkgji jednej zmiennej oraz rachunku rézniczko-
wego.

Zyczymy mitej pracy z podrecznikiem.

Autorki



1 o DEFINICJA CALKI NIEOZNACZONEJ
| JEJ WYZNACZANIE



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

1 1 . Definicja catki nieoznaczonej

Symbol catki pochodzi od tacinskiego stowa Summa i oznacza sume.
Calke oznaczamy nastepujacym symbolem:

J

Chcac przytoczy¢ definicje catki, nalezy zdefiniowac funkcje pierwotna.

B Dcfinicia |

Funkcjg pierwotna funkgji f (x) na przedziale (a, b) nazywamy kazda funkcje réz-
niczkowalng F (x) okreslong na przedziale (a, b), taka, ze:

F'(x) = f(x) dlakazdego x € (a,b).

Przyklady funkcji pierwotnych:
* Funkgcja F(x) = x jest funkcja pierwotna funkeji f(x) = 1, bo (x)" = 1.
*  Funkcja F(x) = 2x? jest funkcja pierwotng funkgji f (x) = 4x,
bo (2x?)" = 4«x.
* Funkcja F(x) = e* + 10 jest funkcjg pierwotng funkgeji f(x) = e*,
bo (e* + 10)" = e*.
* Funkgja F(x) = e* + 3 jest funkcja pierwotna funkgji f (x) = e*,
bo (e* +3)" = e*.

Dwie rézne funkcje pierwotne funkeji f(x) rdznig sie o stala.
Znajac pojecie funkeji pierwotnej, mozna zdefiniowa¢ catke.

B Dcfinicia |

Calka nieoznaczong funkcji f(x) na przedziale (a, b) nazywamy rodzing wszyst-
kich funkgji pierwotnych funkcji f (x) na przedziale (a, b).

Catke nieoznaczong funkcji f(x) oznaczamy symbolem [ f(x) dx.Zatem
mamy:

[f(x)dx =F(x)+C,



Definicja catki nieoznaczonej i jej wyznaczanie

gdzie:

F(x) - dowolna funkcja pierwotna funkgji f (x) na przedziale (a, b),
C € R - dowolna stala rzeczywista,

Funkgje f(x) nazywamy funkcjg podcatkowg, x — zmienng catkowania, a zapis
dx oznacza, ze calkujemy funkcje f (x) po zmiennej x.



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

1 . 2 . Podstawowe wzory i requty rachunku catkowego

Obliczanie catek z definicji moze sprawia¢ pewne trudnosci, dlatego zostaly wypro-
wadzone wzory calek nieoznaczonych dla funkcji elementarnych (tabela 1.1). Obli-
czajac catki w praktyce, korzystamy z podanych wzordéw.

Tabela 1.1. Catki nieoznaczone wybranych funkcji elementarnych

Lp. Wzér
L. fdx=x+Coraz fadx=ax+C,a€R
2. [x"dx = —x"1 4+ C,n # -1
n+1
3. [ x dx = 2x? + C (szczegolny przypadek wzoru 2, dlan = 1)
4, f%dx =In|x|+C
5. fa"dx=a—x+C,a>0,a¢1
Ina
6. [ e*dx = e* + C (szczegolny przypadek wzoru 7, dla a = 1)
7. [e%dx ==e% +C,a € R
a
8. [ sinx dx = — cosx + C (szczegdlny przypadek wzoru 9, dla a = 1)
9. fsinaxdx=—%cosax+€,a¢0
10. [ cosx dx = sinx + C (szczegolny przypadek wzoru 11, dla a = 1)
11. fcosaxdx=%sinax+€,a¢0
12. ftgxdx = —In|cosx| + C,cosx # 0
13. [ ctgxdx =1In|sinx| + C,sinx # 0
dx
14. Jaz=tgx+Ccosx #0
dx .
15. Jozz=—ctgx+C,sinx #0
dx Z —
16. 1) o = arctg x + C (szczegolny przypadek wzoru 17, dlaa = 1)
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Lp. Wzér
17. f%=%arctg§+€,a:ﬁ0
18. f%=iln%l+€,a¢0
19. ) «/% = arcsinx + C (szczegdlny przypadek wzoru 20, dlaa = 1)
20. f%=arcsin%+€,a¢0
21. f\/ﬁc_+q=ln|x+\/x2+q|+c

Tabela 1.2. Podstawowe reguty rachunku catkowego
Lp. Reguly
L JIfG) +g)]dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx
2. JIfG) —g@)]dx = [ f(x) dx — [ g(x) dx
3. faf(x)dx =a [ f(x)dx

B Pzykiad 1.1

Obliczy¢ calki nieoznaczone:
a) [3dx
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Rozwigzania:
Korzystamy ze wzoru [ a dx = ax + C:

a) [3dx=3x+C
b) [(—idx)=—-x+C

) J-%§ =L +C

5
Korzystamy ze wzoru [ x™dx = %x"“ +Cn+#-1:
5 x5+1 xﬁ nt
a) fx dx = m+c= ?‘l‘c
-4
b) [xSdx="7+C
1 _ —-10 _ X'_9
) fﬁdx—fx dx=—+C
Korzystamy z wlasnosci catek [ af (x) dx = a [ f(x) dx:
a) [S5xdx=5[xdx=5"x*+C=3x*+C
b) [2x%dx=2[xdx=2-2x""+C= x4+ C
o [(=3x%)dx=-3[xdx=-3-x+C=-x®+C
—5Y dy — 5 gy — _2.1, -4 _ 3,4
d) [(-3x)dx=-3[xPdx=-3-2x"*+C=3x""+(C
e) fx_—zdx= —2[xPdx=-2-2x"®+C= x"P+C
Korzystamy ze wzoru [ a*dx =2 i

Ina
X _7x
a) [7*dx=:=+4C

Przyktad 1.2.

Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z regul rachunku catkowego:
a) [(Bx+e* —sinx)dx

1,2
b) f(—%tgx +3x71 +;) dx

x*+2x%-6x"3
) f————;;————dx

d) [x*-Vxbdx
e) [tg®xdx

10
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) [(2x+2**?)dx
g) [2%-e¥dx

Rozwigzania:

Korzystamy z regut rachunku catkowego (1, 21 3):

a) f(3x+ex—sinx)dx=f3xdx+fexdx—fsinxdx=
=3 x + e* —(—cosx)+C=;x2+ex+cosx+C

b) f(—%tgx +3x71

+§)dx = f(—%tgx)dx+f3x‘1dx+f)2—cdx =

1 1 1
——thxdx+3j—dx+2j—dx=

1
2

3

C) J-x +2xx —-6x~ dx —f

= | G+ [

( In|cosx|) + 31In|x| + 2In|x| + C =
‘In|cosx| + 5In|x| + C

4 2 -3
x 2x 6x
(—2 + = )dx =
x x

—f6x dx—fx dx+ [2dx — [6x5dx =

=—+2x——+C——+2x+ a1t C

d) [x* - Vxbdx = [x*

1nx

e) [tgixdx={

cos2x

7
-xde=fx4-x2dx=fx6 dx="=+C
7

1—cos? x 1 cos?x
= = dx — dx =
f cos2x fcoszx fcoszx

=fcoslzxdx—f1dx=tgx—x+C

f) f(2x+2x+2)dx—f2xdx+f2x 22dx = [2xdx +4 [2%dx =

x? 4 -
=2-—+4- —+C—x +

2 In2

X

c
mz

g) [2¥-e¥dx = [(2e)*dx = (ze) +C

Zadania
Obliczy¢ calki:
a) [(=70)dx
b) [Ldx

11
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g) [(—3x)dx

h) [3x3dx

i) [(—3x3)dx

) J(=3x*)dx

k) [—pdx

) [2%dx

m) [(—x +e* + cosx) dx
n) [ (—letgx+x7%+3)adx

6_gx3—gx—2
0) fudx

X2
p) [ YR - Z dx
41

Q) o
In2
r) fanx—lnxdx

1-sin?x
s) f sin2 x dx

t) Jctg?xdx
u) [(—2sinx —5*2)dx

v) [ (%)x -e*dx

Odpowiedzi

a) [(=70)dx=-70x+C
b) [Edx=—x+C

12
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d) [x0dx=""+C

e) fx_zdx=—%+C

1 1
f) f(—x—z)dX:;+C
3x2
g [(=30)dx=-="-+C
h) f3x3dx=3Tx4+C
: _ 3
) J(=3x)dx=5+C
NoJ(=3xH)dx=—-x3+C
~10 10
k) fmdx=m+6'
Zx
D [2rdx=2+C

2
m) f(—x+ex+cosx)dx=—x?+ex+sinx+C

n) f(—gctgx +x72 +%) dx = —%lnlsinxl —%+ 3In|x|+C

x6-8x3-6x"2
0 [/————

5
dx=%—-4x?+2Z+¢
5 x3

p) [Vx10-VxZdx = %12\/x5° +C

x—l x*  x3  x?
0 [ -F-TeE e
r) fanx lnxdx_x+C
s) flsl:?x x=—ctgx—x+C

t) [ctg?xdx=—ctgx—x+C

X

u) [(—2sinx —5*2)dx = 2cosx — +C

251In5

0 1 eae e

13
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Podstawowe metody wyznaczenia catek nieoznaczonych

21 . Catkowanie przez podstawienie

Metoda calkowania przez podstawienie jest — obok metody catkowania przez cze-
$ci — podstawowa technikg calkowania. Stosujemy ja wowczas, gdy nie ma mozliwo-
$ci wyznaczenia catki z wykorzystaniem podstawowych wzoréw na calki lub ich ele-
mentarnych wlasnosci. Metoda catkowania przez podstawienie polega na przeksztat-
ceniu calki wyjsciowej w catke fatwiejsza do policzenia — w tym celu wykorzystuje si¢
procedure podstawienia. Ma ona zastosowanie w przypadku catkowania funkgji zto-
zonych. Podstawienie polega na wstawieniu nowej zmiennej za funkcje wewnetrzna.

Twierdzenie (o catkowaniu przez podstawienie)

Jeslidlax € (a, b) funkcja g(x) = t ma ciagla pochodng oraz g(x) € (4, B), a funk-
cja f(t) jest ciagta w przedziale (4, B), to:

Jf(9())-g'C)dx = [ f(t)dt.

W celu zrozumienia metody catkowania przez podstawienie przeanalizujmy poniz-
szy przyklad.

Przyktad 2.1.

Oblicz calke [ xe* * dx, korzystajac z metody catkowania przez podstawienie.

t = x?
fxe"zdx= dt =2x dx| =

dt

—=xdx

2

W pierwszym wierszu dokonujemy podstawienia t = x2.

W drugim wierszu rézniczkujemy powyzsze réwnanie, czyli liczymy pochodne:
dla lewej strony réwnania po ,,t”, dla prawej za$ strony réwnania po ,,x”. Zatem roz-
niczka z t wynosi 1 dt, a rézniczka z x2 wynosi 2x dx.

W trzecim wierszu wyznaczamy x dx, dzielagc w tym przypadku obie strony réw-
nania przez 2.

15



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Nastepnie dokonujemy podstawienia: za x? podstawiamy t oraz za x dx podsta-
wiamy % i otrzymujemy:
¢ dt
= f e’ r— =
2
Zmienna x zostaje zredukowana i calka przyjmuje prostsza postac:
=2[etdt =
2
Obliczamy calke:
_1 ¢ _
=je + C=
Wracamy do podstawienia i otrzymujemy ostateczny wynik:

2

Lex? 4 ¢,
2

Zazwyczaj przy obliczaniu calki metoda przez podstawienie zmienna x redukuje
sie od razu i pod calka zostaje tylko zmienna t. Ponizej przedstawiono przyklady
wyznaczania takich calek.

B Proykiad 22|

Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z metody catkowania przez podstawienie:

a) [sinxcosxdx

b) [———dx

(x2-2)5

o) [xV5+x%dx

1
d) f;—;cdx

e) | __dt

sin? 5x

ZX
0 | amdx

Rozwiazania:
(sinx)?
2

t =sinx
dt = cosx dx

a) [sinxcosxdx = |=ftdt=t2—2+C= +C

16
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t=x%-2 \
ad —ldt=2xdx|= (L. & _Lrs54p=21._ =
b)f(xz—z)de_ dt xax _ftS z_zft dt_z —4+C_
—=xdx
_ 1 +C = ! +C
- 8tt T 8(x2 —2)4
t =5+ x?
o) [xV5+x2dx = dt—Zde =
2= xdx
2
3
1 t2
f\/_ f\/—dtz—ftzdt_z'?'i'C:
2
12 1
=55V +C G+x2)3+C
t=2
x = 91( t t t 2
d) [Zdx=|dt=——dx|=[e' (-dt) =—[e'dt=—e"+(=—ex+C(
—dt = —dx
X
t =5x
1 — |dt =5dx| = 1 oat_1r 1 =
e) fsinZSxdt_ E: _fsinzt 5_5fsin2tdt_
5

=l-(—ctgt)+C=—lctg5x+C
5 5

t=2%
2" — 2* —|dt=2*In2 dx| = (_L_.4t _
b Iamt =l pem =" . ) | i m
In2

_ 1 5 _ 1. ; 1. DX
—lnzf\/mdt—an arcsint +C — arcsin2* + C

Nie zawsze jednak w metodzie catkowania przez podstawienie zmienna x redu-
kuje si¢ od razu. Wowczas nalezy uzaleznic¢ ja od zmiennej t. Ponizej przedstawiono
przyktad takiego postepowania.

17
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Przyk’rad 2.3.

Obliczy¢ catke f

D = dx, korzystajac z metody catkowania przez podstawienie:

xz—x |t =x+ 1| _
(x+1)4 dt = dx
Zauwazmy, ze w funkcji nie ma wyrazenia x + 1 , wiec nie mozemy dokonaé
podstawienia i od razu policzy¢ calki po dt. Zatem z podstawienia (pierwszy wiersz)
wyznaczamy zmienng x, tym samym uzalezniajac ja od zmiennej t.

t=x+1 5 )
f(x+1)4 de=|t—1=qx|= f(t—l)t;(t—l) dt = ft —2t:—41—t+1 dt =
dt = dx
t2-3¢+2 t? t 1
=[—F—dt=[Zdt-3[dt+2[Zdt=
=[t2dt—-3[t3dt+2 [t 4dt—_——3 —+2 —+C—
Pt O = +C.
2t2 3t3 x+1  2(x+1)2 3(x+1)3

Przy obliczaniu calek nieoznaczonych mozemy korzysta¢ z ponizszego stwier-
dzenia.

Jezeli funkcja f jest rézna od zera i rézniczkowalna na pewnym przedziale P, to:

f];((x))d = In|f ()] + C.

A zatem calka funkcji wyrazonej w postaci utamka zwyktego, ktéra w liczniku
ma pochodng mianownika, réwna jest logarytmowi naturalnemu wartosci bez-
wzglednej mianownika. Ponizej zaprezentowano dowdd tej reguly, korzystajac z me-
tody catkowania przez podstawienie:

ff(x) t=f(x)

o0 P = |ar = fr(x) x| = T T =Toltl + € =Inlf @)1+ C.

18



Podstawowe metody wyznaczenia catek nieoznaczonych

Przyktad 2.4.

Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z powyzszego stwierdzenia:

a) [tgxdx
b) J-x3+2

Rozwiazania:

a) [tgxdr=[2Xgx = —f%dx = —In|cosx| + C

Cosx

2

1-
dx =25 dx=2[2dx=2Injx* +2[+C

x3+2

b) [

3+2

Zadania

Obliczy¢ calki metoda calkowania przez podstawienie:
a) [(x?+2)%-2xdx

X
b) fmdx

)f (1\/—)

1

e) f—mdx
1

D Jismdx

g) [e*dx

h) [ —dx

0 f€2x+3dx

]) flnx

k) [ sin4xdx

) [cosx-eS"*dx

m) fsinx - cos? x dx

n) f tgx

cos?x
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0)

p)
9

3

X
fsinz(x4+2) dx
[ ctgx dx

[——dx

3x2+1

Odpowiedzi

a)
b)
<)

d)

g
h)

)
j)
k)
)

20

(x2+2)"°

100 +C

1

- 10(x2-1)5 +C

-2

1
5V1+5x2 +C

%arc sin(4x —3)+C
garc tg(Bx)+C

—e*+C

1
- 3e3%

+C

1

> 62x+3 + C

In2x+c
2

1
—Zcos4x+C
esinx_l_C
—%cos3x+C
1.2
Stg x+C
—%ctg(x4 +2)+C
In|sinx| + C

%ln(3x2 +1)+C
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2 . 2 . Catkowanie przez czesci

Metoda calkowania przez czgsci jest kolejng, czesto stosowang regula calkowania.
Wykorzystuje si¢ ja zazwyczaj do calkowania iloczynu dwoch funkgji.

Twierdzenie (o catkowaniu przez czesci)

Jesli funkgje f(x) i g(x) majg ciggte pochodne, to:
JfG)-g'G)dx = f(x)-g() — [ f'(x) - g(x) dx.

W praktyce czesto stosujemy zapis:

f@) 9@ _
f'@) [g'G)dx = g(o)

=f() gt — [ () g(x) dx.
A zatem dla jednej z funkgji liczymy jej pochodna, a dla drugiej — catke. Nastep-

[FG0) - g' () dx =

nie mnozymy przez siebie funkcje (po skosie), czyli f(x) i g(x), i na koniec odejmu-
jemy od tego calke z iloczynu funkgji znajdujacych sie w drugim wierszu, czyli f'(x)
ig(x).

Dla uproszczenia zapisu powyzszego wzoru funkcje f(x) i g(x) mozna zapisaé
odpowiednio literami u i v. Wtedy wzdr na catkowanie przez czesci przedstawiamy
Za pomocg uproszczonego schematu:

!

u v
Ju-v'dx = \ =u-v—[u vdx
U — v dx=v
lub:
u u'
Ju-v'dx = | =u-v—[u -vdx
v’\‘fv’dx=v
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Kiedy stosujemy metode catkowania przez czesci?

Metode calkowania przez czesci stosujemy miedzy innymi w nastepujacych
przypadkach:
1. Pod calka wystepuje iloczyn wielomianu W (x) i funkcji wykladniczej e*, czyli:
[W(x)-e*dx,
na przyklad: a) [x%-e*dx
b) [(x? 4+ x —2) - e?* dx.
2. Pod caltkg wystepuje iloczyn wielomianu W (x) i funkgji sinus lub cosinus, czyli:
[ W (x) - sinx dx lub [ W(x) - cos x dx,
na przyklad: o) [x-sinx dx
d) [(2x + 4) - cos 2x dx.
3. Pod calkg wystepuje iloczyn wielomianu W (x) i funkgji logarytmicznej log,x,
a € (0,1) U (1, +00), czyli:
[W(x) -loggx dx,

na przyklad: e) [Inxdx
) [ (x +1)-log, x dx.

a

4. Pod calka wystepuje iloczyn funkcji postaci x~
log,x,a € (0,1) U (1, +00), czyli:

, a > 01i funkgji logarytmicznej

[x%-log,x dx,

na przyklad: g [ Y dx

x2

h) [x73 - logsx dx.

5. Pod calka wystepuja podstawowe funkcje cyklometryczne,
na przyklad: i) [ arc tg x dx.

Ponizej przedstawiono przyklady calek obliczonych metoda catkowania przez
czesci.
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Przyktad 2.5.

Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z metody calkowania przez czesci:
a) [x?-e*dx

b) [(x*+x—2)-e**dx

c) [x-sinxdx

d) [(2x +4)-cos2xdx

e) [Inxdx

) [(x+1)-log,xdx

g [oFdx

h) [x73-logsxdx

i) [arctgxdx

Rozwiazania:

— 2 [ X
a) fxz-exdx=| u=x v=e |=x2-ex—f2x-exdx=
u'=2x wv=e
u=2x v =e*
=x2-e¥—| ", L | =x%e¥—(2x-e*—[2-e*dx) =
u=2 wv=e

x2-eX¥—(2x-e*—2[e*dx) =x?-eX¥—2x-e*+2e*+(C =
=(x?—-2x+2)e*+C

u=x2+x-2 =e?*

vi=e
20 9N 02X g —
b) [(x?+x—2)-e** dx W= 2x 4+ 1 v:%ezx

=(xz+x—2)-%e2x—f(2x+1)-%e2xdx=

1
L u=2x+1 v’=562"

=(x2+x—2)-5e2x— h =
u' =2 v=ze2x

1 r 1 1
=(?+x-2)-Se¥ - _(2x+1)-zezx—f2-zezxdx] =

= (x? +x—2)-%e2x— _(2x+1)-%e2x—%fe2xdx] =
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= (¥ +x—2) ;e —|[(2x +1)-{e** | 4 ¢ =

T2 2
— (2 _ o1 ox 1oox 1 ox _
=x“+x—-2) Se [(2x+1) 2 € 2 € ]+C—
=x%?+x-2)" —e X—(2x+1)- —ezx+ e2x+C—

=((xz+x—2)'%—(2x+1)'%+%>e2x+C=

(2 x_q_x_ 1.1\ 2 _(x_z_ ) 2x
=(S+3-1-I-2+)e+c=(S-1)e¥+C
;.
) [x- smxdx—l u=x v =sinx |=
u =1 V= —COoSX

=x-(—cosx)— [1-(—cosx)dx =
=x-(—cosx)+ [cosxdx = —x-cosx +sinx +C

u=2x+4 v’ =cos2x
d) [(2x +4)-cos2x dx =

u' =2 v=%sin2x
= (2x+4)-%sian—fZ-%siandx = (2x+4)-%sin2x—fsin2xdx =
=2x+4) -%sian— (—%cost) +C=

= (2x+4)-%sin2x+%c052x+6 = (x+2)sin2x+%cost+C

u=lhx v =1 1
;1 _ =x-lnx— [=-xdx =
u =- =X x

e) [Inxdx=[1-lnxdx = "

X

=x-lnx— [ldx=x-lnx—x+C

u=log,x v =x+1
1 x?

u' = v="+x
x:In2 2

) [(x+1)-log,xdx =

2

(5 ) togax = i (5 +x ) =

(xz—z+x)-log2x—é %'(xz—z+x)dx=
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=(xz—2+x)-log2x—$ (’2—C+1)dx=

2

=(xz—2+x)-log2x—ﬁ-(x:+x)+C

Inx u=Inx v =x Inx 1 1
9 Jade=| R o v (-3)ax=
Inx 1 Inx -
=S tlade=—"T"4 x T dx=
=My () +c=-2E-14c

h) [x73-logsxdx =

1 v= X - -
~ xIns T2
logsx 1 ( 1 )
= — =2 _ (——)dx =
2x2 fx-lnS 2x2
logsx 1 1 logsx 1 -3
= — =5 Sdx=——+—[xdx =
2x2 2ln5 f x3 2x2 + 2Ins f

_ logsx 1 (x‘z) _ logsx 1
- 2x2 + 2In5s -2 ti= 2x2 4x2%-In5 +C

u=arctgx v'=1

! 1 -
u = > V=X
x“+1

i) [arctgxdx=[1-arctgxdx =

1
=x-arctgx — [ —-xdy=x-arctgx -2 [ o~

= x-arctgx—%ln(x2 +1)+C
Przy obliczaniu catki metoda catkowania przez czesci moze zdarzy¢ sie sytuacja,
gdy realizujac poszczegdlne kroki tej procedury, dojdziemy w przykltadzie do catki,

ktdrej rozwigzania poszukujemy. Przyklad takiej calki i sposéb postepowania przed-

stawiono ponize;j.
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Przyktad 2.6.

Obliczy¢ calke [ cos? x dx, korzystajac z metody catkowania przez czesci.

Rozwiazanie:

2 U = COSX v' = cosx
[cos?xdx=| 7 : _ =
u' =—sinx v =sinx

= sinx - cosx — [(—sinx) - sinx dx =
= sinx - cosx + [ sin®xdx = sinx - cosx + [(1 — cos®x) dx =

=sinx-cosx + [ 1dx — [ cos? x dx = sinx - cosx + x — [ cos? x dx.

W wyniku realizacji poszczegélnych etapéw metody calkowania przez czesci
otrzymalismy calke, ktdrej rozwigzania poszukujemy, czyli:

J cos?xdx = sinx - cosx + x — [ cos® x dx.
Podstawmy za poszukiwang catke litere A:
[cos?xdx =A

J cos? xdx = sinx - cosx + x — [ cos? x dx

-
A A

i otrzymamy réwnanie z niewiadoma A, czyli:

A =sinx-cosx +x —A.

Rozwigzmy réwnanie.
2A =sinx-cosx + x
sinx -cosx + x

2
Zatem:
sinx-cosx+x
Jeos?xdx =———+C.
Zadania

Obliczy¢ calki metoda calkowania przez czesci:
a) [xcosxdx

b) [x%sinxdx
26



Podstawowe metody wyznaczenia catek nieoznaczonych

c) [xInxdx
d) [x3Inxdx

e) [e*cosxdx

) [xe*dx
g) fsirfzxdx

h) [arcctgxdx
i) [sin?xdx

) [ Sdx

k) [tgx-tgxdx
1) fsinxdx

CosXx

Odpowiedzi

a) xsinx+cosx+C

b) —x?cosx + 2(xsin x + cosx) + C
1 5 1

) 7% (lnx—E)+C
1 4 1

d) 2 (lnx—z)+C

e*sinx eX*cosx
o) SISy

) xe*—e*+C
g) —xctgx +In|sinx| +C

In(x%+1)

h) +x-arcctgx +C

i) x sin2x

2 4

+C

]) _x2+2xx+2+C

e
k) tgx—x+C
1) —In|cosx|+C
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Catkowanie funkcji wymiernych

Metody opisane w poprzednich rozdzialach nie maja bezposredniego zastosowania
do calkowania funkcji wymiernych, czyli bedacych ilorazem dwéch wielomianow.
Aby obliczy¢ calke z funkcji wymiernej, najpierw nalezy ja roztozy¢ na tzw. utamki
proste. Z tego powodu omoéwimy najpierw sposoby, ktére mozna wykorzystaé
do rozkladania wielomianéw na czynniki oraz funkcji wymiernych na ufamki pro-
ste. Dopiero w dalszej czgsci rozdziatu przedstawione zostang sposoby catkowania
funkcji wymiernych.

Zanim zaczniemy rozklada¢ wielomiany na czynniki pierwsze, przeanalizujmy
rozklady ponizszych wielomianéw.

Rozklady wybranych wielomianow:
1. Wielomian pierwszego stopnia przyjmujacy postac:
ax + b, a+0

nazywany bedzie czynnikiem liniowym.

2. Wielomian drugiego stopnia (tréjmian kwadratowy) postaci:

ax? + bx +c, a+0

moze by¢ przedstawiony:

» w przypadku, gdy A= b? — 4ac > 0, w postaci iloczynu dwéch czynnikéw
liniowych: a(x — x1)(x — x3), przy czym

_=b-vA  —b+VA

~ " 2a T 24

« w przypadku, gdy A= b? — 4ac = 0, w postaci kwadratu czynnika linio-
wego: a(x — x)?, przy czym

X1

-b
X0 =5
wprzypadku, gdy A= b% — 4ac < 0, w postaci a(x — p)? + q, gdzie
-b —-A
24’17 a2

nazywanej czynnikiem kwadratowym nierozkladalnym.
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

3. Troéjmian dwukwadratowy postaci:
x* + bx? +c,
bedacy superpozycja (zlozeniem) tréjmianu u? + bu + c i funkcjiu = x2. Tréj-
mian ten mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe lub kwadratowe nierozktadalne:
+ wprzypadku, gdy b? — 4c > 0, tréjmian dwukwadratowy przyjmuje postaé:
(u—w)@—uy) = (x* —up)(x* —uy),

przy czym:
—b —Vb? —4c —b+Vb? —4¢
y Uy = .
2 2
Jezeliuy > 0, to x? — u, rozklada sie na czynniki liniowe (x — v/up) (x + Vuy).
Jezeliu, < 0, to x? — u, jest czynnikiem liniowym nierozktadalnym.
Analogicznie sytuacja wyglada w przypadku czynnika x? — u,.

U, =

+ wprzypadku, gdy b? — 4c = 0, tréjmian dwukwadratowy przyjmuje postac:
(u—1up)* = (x* —up)?,
przy czym:
Ug = —~
Jezeli uy > 0, tréjmian przyjmuje postaé (x - \/u—o)z(x + \/u_o)z.
Jezeli uy < 0, to x? — uy jest czynnikiem liniowym nierozkladalnym.

+  wprzypadku, gdy b — 4c < 0, to tréjmian dwukwadratowy jest illoczynem
dwdch tréjmianéw kwadratowych postaci:

x4+bx2+c=(x2—\/m-x+\/5)(x2+ 2\/E—b-x+\/z).

Poprawno$¢ powyzszego wzoru mozna sprawdzi¢ w nastepujacy sposob:

x2—yJ2Jc—b-x+c)(x2 +2Vc—b-x + ) =
(

=x4+\/r-x3+\/z-x2—\/T-xg—(Z\/E—b)-x2+

—(V2Ve=b) Ve x+ Ve x2 + (Voo —b) Ve x+c =
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=x*++Ve-x?—(2Vc—b)-x*+Vc-x?+c=
=x*+2Vc-x?—2Vc-x?+bx?+c=x*+bx% +c.
4. Tréjmian n-kwadratowy postaci:
x%" 4+ bx™ + ¢, n=2k=012,..
moze by¢ rozlozony na czynniki liniowe lub kwadratowe nierozkladalne.
Uwaga!

Podczas rozkladania wielomianéw na czynniki liniowe warto wykorzystywa¢
wzory skréconego mnozenia:

1) a®=b%2=(a—b)(a+b)
2) a?+2ab + b? = (a + b)?
3) a?—2ab+ b? = (a — b)?
4) a®+b3=(a+b)(a*-ab+b?

5) a3 —b3=(a—b)(a%?+ ab + b?)

B Przykiad 1.

Zapisa¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych, kwadratu czynnika liniowego
lub czynnika kwadratowego nierozkladalnego nastepujace wielomiany:
a) x> +2x+1

b) x2+2x-3
c) x>+2x+3
d) x?—-3x+2
e) x*—3x2+2
f) x8—3x*+2

g x*+x?+1
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Rozwigzania:

a)

b)

<)

d)

32

Rozpoczynamy od wyznaczenia wyrdznika kwadratowego dla tréjmianu
x2+2x + 1:

A=22—-4-1-1=4-4=0.
Poniewaz jest on zerowy, wyznaczamy jeden pierwiastek:
— _2 —
2-1
Troéjmian kwadratowy przyjmuje wiec postaé: x2 + 2x + 3 = (x + 1)

Xg —1.

W przypadku tréjmianu x* + 2x — 3 réwniez rozpoczynamy od wyznaczenia
wyrdznika kwadratowego:

A=22-4-1-(-3)=4+12=16>0.
Poniewaz jest on dodatni, wyznaczone zostaja pierwiastki:

-2 —-+16 -2 ++16
X1 = =_3, Xy = ——mm =
1 2-1 2 2-1

Troéjmian kwadratowy przyjmuje wiec postaé: x2 4+ 2x — 3 = (x + 3)(x — 1).

Rozpoczynamy od policzenia wyréznika kwadratowego tréjmianu x? + 2x + 3:
A=2?—-4-1-3=4-12=-8<0.
Poniewaz jest on ujemny, wyznaczone zostaja p i q:

_~2_ _ _ (=8 _
P=317 Lg= 41 =2

Troéjmian kwadratowy przyjmuje wiec postaé: x2 + 2x + 3 = (x + 1)% + 2.

W odniesieniu do tréjmianu x? — 3x + 2 réwniez rozpoczynamy od wyznacze-
nia wyrdznika kwadratowego:
A=(-3)2—-4-1-2=9-8=1>0.
Poniewaz jest on dodatni, wyznaczamy nastepujace pierwiastki:
3—-1 3+1
X = 51 =1, X, = 51 =2
Troéjmian kwadratowy przyjmuje wiec postaé: x2 — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2).
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e) Tréjmian dwukwadratowy x* — 3x2 + 2 zapisujemy w postaci funkcji ztozonej
u? — 3u + 2, gdzie u = x?. Nastepnie, korzystajac z rozwigzania poprzedniego
przykladu, zapisujemy: u? — 3u + 2 = (u — 1)(u — 2). Podstawiajgc u = x?,
otrzymujemy:

x*—3x2+2=(x%?-1)(x*>-2).

Wykorzystujac wzory skréconego mnozenia (lub rozkladajac podane czynniki
na czynniki liniowe), otrzymujemy:
x*=3x2+2=(x2-1D(%-2) = (x— D(x+ D(x —V2)(x +V2).

f) W przypadku tréjmianu czterokwadratowego: x® — 3x* + 2 wyliczenia rozpo-
czynamy od zapisania go w postaci funkcji ztozonej: u? — 3u + 2, gdzieu = x*.
Nastepnie, analogicznie jak w powyzszym przyktadzie, zapisujemy: u? — 3u +
2 = (u—1)(u — 2). Podstawiajac u = x*, dostajemy:

x®=3x*+2= (- Dt -2) = (2 - D2 + 1) (x% —V2)(x2 +V2) =
= (x — D+ D2+ 1) (x — V2)(x + V2)(x? +V2).

g) W przypadku tréjmianu n-kwadratowego x* + x2 + 1 zapisanie go w postaci

funkcji ztozonej u? + u + 1, gdzie u = x?

, nie daje rozwigzania, bo
A=12-4-1-1=1-4=-4<0.
Wielomian ten nalezy zatem odpowiednio pogrupowac:
xt+xl+1=xt+ a3+ -3 —x?—x+x?+x+1=
=x?2(x?+x+1D) —x(x?+x+ D+ % +x+1)=x*—x+ D> +x+1).
Uwaga!
Ponizej podane zostaly przyktady wielomianéw i ich rozklady:
. x?—-a’?=x—-a)(x+a)
2. x% + a? to suma nierozktadalnych kwadratéw
3. x3-a®=(x—-a)(x®* + ax + a?)
4, x3+a=(x+a)(x? —ax +a?)

5. x*—at=(x?-a®>)(x*+a®>) = (x—a)(x + a)(x%? + a?)
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6. x*+a*=x*+2x%a’*+a* — 2x%a® = (x*> + a?)? - (\/iax)z =
= (x%+ a? —V2ax)(x? + a? + V2ax)

7. x6—a®=(x*?-(a®)? =3 -a®>)(x3+a®) =
=(x—a)(x?+ax +a®>)(x + a)(x? — ax + a?)

8. x®+a®=(x?3+(a?)3=x*+a*>)(x* —a*x?>+a*) =
= (x2+a2)(x2 —\/m-x+a2)(x2+ 2a2 + a? -x+a2) =
= (x2+a2)(x2 —\/ﬁ-x+a2)(x2+ 3a? -x+a2) =
= (x% 4+ a®)(x? —V3ax + a?)(x* + V3ax + a?)

9. x8—a®=*—-aY)(x*+a*) =

= (x—a)(x + a)(x? + a®)(x? + a® — V2ax)(x? + a® + V2ax)

Powyzsze przyklady dotyczyly wybranych wielomianéw. W przypadku dowol-
nego wielomianu mozna zastosowac ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie dotyczace rozktadu wielomianu
na czynniki rzeczywiste

Dowolny wielomian

f)=apx"+ax" 1+ -+a,x+a, a#0n=>1

mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wspoétczynnika gléwnego a, oraz czynnikéw
liniowych lub nierozkladalnych kwadratowych:

fO) = ag(x —b)™ ..o (x = b)™ - (X + pyx + g™ - ...
(x%+ prx +q)™"
gdzie liczby by, ..., by, D1, -» Prs @1, -+, Gr 53 Tzeczywiste, wyrézniki p? — 4qy, ...,
p? — 4q, s3 ujemne, a wykladniki ny, ..., ng, my, ..., M, s3 liczbami catkowitymi
nieujemnymi, przy czymny + -+ +ny + 2(m; + ..+ m;) = n.

Powyzsze twierdzenie oznacza, ze kazdy wielomian mozna zapisa¢ w postaci
iloczynu wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego. Przeanalizujmy ponizszy
przykifad.

34



Catkowanie funkcji wymiernych

Zapisa¢ w postaci iloczynu wspdlczynnika gtéwnego ay oraz czynnikéw liniowych
lub nierozkladalnych kwadratowych nastepujaca funkcje:

f(x) = x5 — 4x* + 4x3 — x? + 4x — 4.

Rozwiazanie:

Aby znalez¢ dwumian, przez ktory dzieli sie wielomian f(x), mozna skorzystaé
z twierdzenia Bézouta'. Znajdzmy wiec najpierw pierwiastki wielomianu wéréd po-
dzielnikéw wyrazu wolnego (liczba —4). Dzielnikami tymi beda —1,1, 2,2, —4, 4.
Obliczmy wartosci wielomianu dla tych pierwiastkow:

F(-1)=-1-4—-4—-1-4—4%0,
fFD)=1—4+4—-1+4—4=0,
F(-2)=-32—-64—32—-4—8—4%0,
f(2)=32—-64+32—-4+8-4=0,

f(—4) =-1024 - 1024 - 256 —16 —16 —4 # 0,

f(4) =1024 -1024+ 256 —16+ 16 —4 # 0.

Otrzymali$my dwa pierwiastki: 1, 2. Najpierw podzielimy analizowany wielo-
mian przez (x — 1), a nastepnie otrzymany wynik przez (x — 2).
(x5 —dx*+4x3 —x?+4x—4):(x—1) =x*—3x3+x% + 4

—x5 4 x*

—3x*+4x3 —x?+4x -4

3x* — 3x3

x3—x?+4x -4

—x3 4 x?
4x — 4
—4x + 4

0

! Twierdzenie Bézouta: Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian (x — a) wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba a jest pierwiastkiem tego wielomianu.
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oraz
(x*—3x3+x24+4):(x—2)=x3—x?—x—-2

—x* 4+ 2x3

—x3+x%+4
x3 — 2x?
—x%+4
x?—2x
—2x+4
2x—4
0

Mozemy réwniez zastosowa¢ schemat Hornera do dzielenia wielomianu przez
(x=1):

X% —4x* +4x3 —x2 +4x—4 1 —4 4 -1 4 —4
1 1 -3 1 0 4 0

Stagd x5 —4dx*+4x3 —x?+4x—4=(x*-3x3+x?+4)(x—1). Uzy-
skany wynik dzielenia wielomianu przez (x — 1) dzielimy nastepnie przez (x — 2),
réwniez wykorzystujac schemat Hornera:

x*—3x34+x%*+4 1 -3 1 0 4
2 1 -1 -1 -2 0

Podane powyzej dwie metody dzielenia wielomianu przez czynniki liniowe po-
zwolily na uzyskanie funkcji: f(x) = (x — 1)(x — 2)(x3 — x? — x — 2). Spraw-
dzamy teraz, czy dzielniki wyrazu wolnego wielomianu W (x) = x3 — x2 — x — 2,
czyli —1,1, —2, 2, sg pierwiastkami tego wielomianu:

WE-1)=-1-1+1-2=%0,
W) =1-1-1-2#0,
W(-=2)=-8-4+2-2=%0,
W@2)=8-4-2-2=0.
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Dalej podzielmy wielomian W (x) przez dwumian (x — 2).
(3—x?2—x-2)(x—-2)=x*>+x+1

—x3 4+ 2x?

x> —x—2

—x?% + 2x

Analogicznie zastosowanie schematu Hornera przedstawia si¢ nastepujaco:

x3—x%?—x-2 1 -1 -1 -2
2 1 1 1 0

Zatem wielomian W (x) = x3 +x2 —x —2 = (x — 2)(x? + x + 1). Wyraze-
nie x2 4+ x + 1 jest tréjmianem kwadratowym, dla ktérego A< 0, wiec jest czynni-
kiem nierozkladalnym.

Z powyzszych obliczen wynika, ze funkcja f (x) przyjmuje postac:
fx) = (x—1)(x —2)%(x?* + x + 1).

Zanim przytoczone zostang zasady calkowania funkcji wymiernych, nalezy zde-
finiowa¢, jaka funkcja nazywana jest funkcjg wymierna.

B Definicia

Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianéw, przy czym wielomian

znajdujacy si¢ w mianowniku nie jest wielomianem zerowym. Funkcje te zapisujemy
w postaci:
L(x)
M(x)’

M(x) + 0.

Uwaga!

1. Jezeli M(x) = const # 0, czyli jest liczbg rzeczywistg rézng od zera, to funkcja
wymierna staje si¢ wielomianem. Poniewaz catkowanie wielomiandw zostalo
omowione poprzednio, zalézmy w dalszych rozwazaniach, ze M(x) jest wielo-
mianem co najwyzej pierwszego stopnia.
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2. Funkcje wymierng dowolnej postaci nalezy najpierw sprowadzi¢ do postaci ilo-
razu funkcji wielomianowych wzajemnie pierwszych, czyli takich, ktére nie maja
wspdlnego podzielnika réznego od stalej.

B Przykiad 3.3. |

Podang funkcje wymierng sprowadzi¢ do postaci ilorazu funkcji wielomianowych
wzajemnie pierwszych:
x2-2x+1
x4-1

Rozwiazanie:
Stosujac wzory skréconego mnozenia i przedstawiony wyzej rozklad wielomianu

x*—a* = (x — a)(x + a)(x? + a?), otrzymujemy:

x%-2x+1 (x—1)? _ (x—1) _ x—1
x4—1  (x=D(x+D(x2+1)  (x+D(x2+1)  x3+x2+x+1"

Zdefiniujmy teraz pojecie utamka wtasciwego i niewlasciwego.

B Dcfinicia

Jezeli stopien wielomianu L(x) znajdujacego sie w liczniku funkcji wymiernej

Lx)
M(x)
jest mniejszy od stopnia wielomianu M (x) (st.L(x) < st. M(x)), to funkcje nazy-
wamy ulamkiem wlasciwym lub funkcja wymierna wlasciwa.

Jezeli stopien wielomianu L(x) jest nie mniejszy od stopnia wielomianu M (x)
(st.L(x) = st.M(x)), to funkcje wymierng nazywamy ulamkiem niewlasciwym
lub funkcja wymierng niewlasciwg.

Kazdy ulamek niewlasciwy mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu

W (x) (nazywanego czescig calkowita niewlasciwej funkcji wymiernej) i utamka wta-
$ciwego:

L(x)

M(x)

R(x)
M(x)’

=W(x)+

przy czym R(x) jest reszta z dzielenia wielomianu L(x) przez M (x).

Przeanalizujmy ponizszy przyktad.
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Przyktad 3.4.

Podane funkcje wymierne sprowadzi¢ do sum wielomianu i ufamka wtasciwego:
) 23 +x?+x+1
x—1
x5-1
x242x+1

b)

) x*+2x%+x—1
x3+2x+1

Rozwiazania:
Najpierw nalezy wykonac¢ dzielenie wielomianéw:
B +x2+x+1):(x—1)=x?>+2x+3=W([x)

—x3 4 x?

2x*+x+1
—2x% 4 2x
3x+1
—3x+3
4 =R(x)
Zatem podana funkcja wymierna przyjmuje postac:

34,2 1 4
T X242+ 3+ —.

x-1 x-1

Mozemy tez wykorzysta¢ schemat Hornera (bo mianownik jest wielomianem
stopnia pierwszego):

B4+ x2+x+1 1 1 1 1
1 1 2 3 4

Stad x3 + x% + x + 1 = (x2 4+ 2x + 3)(x — 1) + 4, a nastepnie:

x34x2+x+1 (% +2x+3)(x-1)+4
x—1 - x—1

= x2 4+ 2x+3+—.
x-1
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a) Analogicznie jak poprzednio, najpierw wykonujemy dzielenie wielomiandw:
(S —1):(x?+2x+1) =x3-2x?+3x—4=W(x)
—x5 —2x* — x8
—2x*—x3-1

2x* + 4x3 + 2x2

3x3 + 2x%2 -1
—3x3 — 6x2 — 3x
—4x% —3x—1
4x* +8x + 4
5x +3 =R(x)
Zatem podana funkcja wymierna przyjmuje postac:
x2252;1+1 =% -2x0%+3x—4+ x25f2;3+1'

b) Ponownie zacznijmy od pisemnego dzielenia wielomianu z licznika przez wielo-
mian z mianownika:

*+2x2+x-1D):(3+x+D)=x=W([x)
—xt—x?—x

x> —1=R(x)
Zatem podana funkcja wymierna przyjmuje postac:

x*+2x%+x-1 x%-1
x342x+1 x3+2x+1

Pojeciami, ktore nalezy znaé, przystepujac do wyznaczania calek z funkcji wy-
miernych, sg utamki proste pierwszego i drugiego rodzaju.

B Definicia

Rozréznia sie dwa typy utamkow prostych:

1) typ I (pierwszego rodzaju) - licznik jest stalg, a mianownik jest czynnikiem li-
niowym w dowolnej potedze naturalnej:

A
(x—a)n

2) typ II (drugiego rodzaju) - licznik jest czynnikiem liniowym, a mianownik jest
czynnikiem kwadratowym w dowolnej potedze naturalnej:

Bx+C
(x2+px+q)™’

p?—4q <0
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gdzie a, A, B, C,p, q s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, a n, m sg liczbami natu-
ralnymi.

Wyznaczajac calki wymierne, nalezy zapisa¢ funkcje jako sume utamkéw pro-
stych pierwszego i drugiego rodzaju. Podczas tego procesu wykorzystuje si¢ ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie o rozktadzie funkcji wymiernej na utamki proste

Dowolny utamek wlasciwy %, ktérego mianownik ma rozklad na czynniki liniowe

i kwadratowe postaci:
M(x) = ag(x — a)™ - .- (x — @)™ - (x* + pyx + q)™
e (X% + prx + g™,

mozna przedstawi¢ w postaci sumy utamkoéw prostych pierwszego i drugiego ro-

dzaju, przy czym:
* kazdemu czynnikowi (x — a;)™ odpowiada nast¢pujaca suma ulamkéw pro-
stych pierwszego rodzaju:

Aix Aia . Ain;

x-a;  (x—a;)? T (x—ap)™®
gdzie A1, Az, -, Ain; s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymidla 1 < i < k;
»  kazdemu czynnikowi (x? + pjx+q j)mj odpowiada nastgpujaca suma utam-
koéw prostych drugiego rodzaju:
Bjyx+Cj; Bjx+Cj; . BmxCmy

x2+pjx+q; (x2+p]-x+qj)2 . (x2+pjx+q)" 7

gdzie Bj1, B3, ...,Bjmj, Ci1, Cjz, v, ijj s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi
dal<j<r.

Zatem dowolny utamek wlasciwy mozna przedstawi¢ w postaci:

R(x) _ Anx A1z + o A1ny
M(x) x-a; (x-ay)? (x—a )™
o N +
Ak Ak2 Akny,
x—ar (x—ag)? (x—ap)™k
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By1x+Cq1q B12X+Cq2 Bim  X+Cimy
x2+pix+q;  (x2+p1x+q)? (x2+p1x+q,)™
N
Brix+Cm 1 Byryx+Cyp . Brm, X+Crm,
X24+prx+qy (x2+prx+qy)? (x2 +prx+CIr)mr.

B Pizykiad 35,

Podane funkcje wymierne rozlozy¢ na sume utamkow prostych pierwszego i dru-
giego rodzaju:

) 5x2+3x+7
(x+2)(x2+43)

b) 3x3-8x2+9x+8
(x—1)2(x2-2x+3)
) 2x%+2x%-7x-1
(x+3)(x2+1)2

Rozwigzania:

a) Licznik i mianownik nie maja wspdlnego dzielnika (sa wzajemnie pierwsze), czyli
tworzg utamek wiasciwy. Funkcje wymierng, zgodnie z powyzszym twierdze-
niem o rozkladzie funkcji wymiernej na utamki proste pierwszego i drugiego ro-
dzaju, mozna zapisac:

5x*+3x+7 A | Bx+C
(x+2)(x2%2+43) x+2  x2+3°
gdzie A, B, C s3 liczbami rzeczywistymi.
Aby wyznaczy¢ liczby A, B, C, nalezy sprowadzi¢ prawa strone réwnania
do wspodlnego mianownika:

A Bx+C _ A(x?+3)+(Bx+C)(x+2) _

x+2  x%2+3 (x+2)(x2+43)

_ Ax?+3A+Bx?+2Bx+Cx+2C _ (A+B)x?+(2B+C)x+3A+2C
- (x+2)(x2+3) - (x+2)(x2+3)

Przyréwnujac otrzymane wyrazenie do funkcji wyjsciowej, otrzymujemy na-
stepujacy uklad rownan:

A+B=5
2B+C=3
34+2C=7
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b)

<)

Rozwigzujac go, dostajemy: A = 3,B = 2,C = —1

Zatem:
5x2+3x+7 3 2x—1
(x+2)(x2+3)  x+2 = x2+3’

Poniewaz licznik i mianownik nie majg wspdlnego dzielnika oraz tworzg utamek
wlasciwy, wiec rozktad utamka bedzie mial postac:

3x3-8x%4+9x+8 _ Ay Ay Bx+C
(x—=1)2(x2-2x+3)  x—1 (x—1)2 = x2-2x+3°

gdzie Ay, Ay, B, C s3 liczbami rzeczywistymi. Aby wyznaczy¢ liczby A4, A5, B, C,
powyzsze ulamki nalezy sprowadzi¢ do wspdlnego mianownika:

Ag(x—1)(x%—2x+3)+ A, (x2—2x+3)+(Bx+C) (x—1)* _
(x—-1)2(x2—2x+3) -

_ Ap(x®-2x2+3x—-x2+2xx—3)+A, (x2—2x+3)+(Bx+C) (x?2-2x+1)
- (x—1)2(x%2-2x+3) -

_ Agx3-3A1x%45A1x—3A1+A;x%—2A,x+3A,+Bx3—2Bx?+Bx+Cx?—-2Cx+C
- (x—1)2(x2-2x+3) -

_ (A1+B)x3+(-3A1+A;—2B+C)x2+(54;—2A,+B-2C)x—3A; +34,+C
- (x—1)2(x2-2x+3) ’

Rozkladana funkcja wymierna bedzie réwna wyznaczonemu powyzej wyra-
zeniu, gdy:
Ai+B=3
—-34;+A,—2B+(C=-8
541 —2A,+B—-2C=9
—34;+34,+C =8

Rozwigzujac ten uklad, otrzymujemy: 4, = 1, A, = 6,B =2,C = —7.

Zatem:
6 2x-7
(x-1)2 = x2-2x+3

3x3-8x*+9x+8 1 n

(x-1)2(x2-2x+3)  x-1
Poniewaz licznik i mianownik nie maja wspolnego dzielnika oraz tworzg utamek
wlasciwy, wiec rozktad utamka bedzie mial postac:

2x*42x2-7x-1 A Byx+C; . Byx+C,

(x+3)(x2+1)2  x+3 x2+1 (x2+1)2°

gdzie A,Bi,B,,C;,C; sa liczbami rzeczywistymi. Aby wyznaczy¢ liczby
A, By, By, C4, C,, powyzsze utamki nalezy sprowadzi¢ do wspdlnego mianownika:
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A(x2+1) 4+ (Byx+Cy) (x+3) (x2+1) +(Box+C,) (x+3)
(x+3)(x2+1)2 -

_ A(x*+2x%4+1)+(Byx+Cp) (x3+3x2+x+3) +(Box+C2) (x+3)

o (x+3)(x2+1)2 o
Ax*+2Ax?+A+B1x* +3B1x3+B1 X%+ 3By X+ C1x3+3C1 X%+ C1x+3C1 +Box 2 +3B,x+Cox+3C,
(x+3) (x2+1)2 -

_ (A+B)x*+(3B1+C1)x3+(2A+B1+3C1 +B;)x%+(3B1 +C; +3B,+C,)x+A+3C1 +3C;
- (x—1)2(x%2-2x+3)

Rozkladana funkcja wymierna bedzie réwna wyznaczonemu powyzej wyra-
zeniu, gdy:

( A+B; =2
3B, +C; =0
2A+B;+3C;+B, =2
l3Bl+Cl+3BZ+CZ =-7
A+3C; +3C,=-1

Rozwigzujac ten uklad, otrzymujemy: A =2, B; =0, B, = =2, C; =0,
Cz = _1

Zatem:
2x*+2x%-7x-1 _ 2 0x+0 | —2x-1 2 2x+1

(x+3)(x2+1)2 ~ x+3 = x2+1  (x241)2  x+3  (x2+1)2

W odniesieniu do utamkdéw pierwszego rodzaju do obliczania calki nalezy zasto-

sowac podane ponizej wzory:

Calkowanie ulamkow prostych pierwszego rodzaju:

1)

2)

1)

2)
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fidx=A-ln|x—a|+C
xX—a

A —-A
f(x—a)” dx = (n-1)(x-a)*1

+Cdlan=23,..

Wyprowadzenie wzorow:

A 1 t=x—a 1
[fpdx=a-fde= |72 Y =aflde =

=A-In|t|+C=A-Inlx—a|=A-In|lx—a|+C

A _ . 1 _ t=x—a _ . i _ . -n _
[ Eomdx =4 f—(x—a>ndx‘|dt=dx|“4 [dt=A-[tdt =
A —-A

1 -n+1 — — —
Trit tli= (n—-1)tn-1 tC= (n-1)(x—a)n-1

=A - +C
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Obliczy¢ podane catki:

) f(x+1)(x 2)

3x2 +x+1
) fx(x+1)2

x2+3
) f(x 1)3

) f (x+ 1)4

Rozwiazania:
a) W pierwszym kroku nalezy rozlozy¢ wyrazenie podcalkowe na utamki proste
pierwszego rodzaju:
3x _ Al AZ

(x+1D)(x-2) x+1 | x=2’

gdzie A1, A, sa liczbami rzeczywistymi. Sprowadzajac utamki do wspdlnego mia-
nownika, otrzymujemy:

Al Az Al(x 2)+A2(x+1) A1x 2A1+A2x+A2 (A1+A2)x 2A1+A2
x+1 = x-2 (x+1)(x-2) (x+1)(x-2) (x+1)(x-2)

Uzyskujemy nastepujacy uklad réwnan:
Al + AZ =3
{_2A1 + Az =0
Rozwiazujac go, otrzymujemy: 4; = 1,4, = 2.
Zatem:
3x 1 2

(x+D(x-2) x+1 + x=2'
Mozna teraz przystapi¢ do wyznaczania calki i rozbicia jej na dwie catkii wy-

. . A
znaczenia zgodnie ze wzorem f ——dx=A-In|x —a| +C:

f3—xdx=f(—+—)dx—f—dx+f—dx—

(x+1)(x-2) x+1  x-2
=In[x + 1| + 2In|x — 2| + C.
b) W pierwszym kroku nalezy rozlozy¢ wyrazenie podcalkowe na utamki proste
pierwszego rodzaju:

3x24x+1 Ay | Ay As

x(x+1)2  «x x+1  (x+1)?
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gdzie A4, A,, A3 s3 liczbami rzeczywistymi. Sprowadzajac ulamki do wspdlnego
mianownika, otrzymujemy:

ﬂ+ Ay Az Ag(x+1)2+A;x(x+1)+Azx _ (A1 +A)x%+(2A1+A5+A3)x+A,

x x+1  (x+1)2 x(x+1)2 x(x+1)2

Uzyskujemy nastepujacy uklad réwnan:
Al + Az =3
2A1 +A2 +A3 = 1
Al =1
Rozwiazujac go, otrzymujemy: A; = 1,4, = 2,43 = —3.
Zatem:

3x24x+1 1 2 3

x(x+1)2 x| x+1 - (x+1)2’

Mozna teraz przystapi¢ do wyznaczania calki i rozbicia jej na trzy calki
i wyznaczenia zgodnie ze wzorami:

2+

- (n-1)(x—a)*1t )

A . B . A
J=dx=A-Injx—al+C i f—(x_a)ndx

3x2 1 1 2 3 1 2 3
[E dx=f(—+—— )dx=f;dx+fmdx—f dx =

x(x+1)2 x  x+1  (x+1)2 (x+1)2
=1In|x|+2In|x + 1| — ==+ C = In|x| + 2In|x + 1| + —— + C.
x+1 x+1

c) Najpierw nalezy rozlozy¢ wyrazenie podcatkowe na ulamki proste pierwszego

rodzaju:
x%+3 Ay Ay Asg

(x-1)3~ x-1 @ (x—1)2 + (x-1)3

gdzie A4, A,, A3 sg liczbami rzeczywistymi. Sprowadzajac utamki do wspdlnego
mianownika, otrzymujemy:

Ay Az Ai(x—1)%4A,(x—1D)+A3 _ Apx®+(—241+A)x+A;—Ar+4As

(x-1)2 ' (x-1)3 (x-1)3 (x-1)3

A
x-1
Uzyskujemy nastepujacy uklad rownan:
Al = 1
_2A1 + AZ == 0 .
Al - AZ + A3 = 3
Rozwigzujac go, otrzymujemy: A; = 1,4, = 2,43 = 4.
Zatem:

x*+3 1 2 n 4
(x-1)3 ~ x-1  (x-1)2 ' (x-1)3%
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Mozna teraz przystapi¢ do wyznaczania calki i rozbicia jej na trzy calki i wy-
znaczenia zgodnie ze wzorami:

A . A _ -A _
J=dx=A'Inlx-al +C i f(x—a)" dx = oz T G
x%+3 2
f(x—1)3 f(x Tz T 1)3) dx =
= f—d +f 7 dx +f dx =
2 2
1n|x—1|+—+ s ) +C = lnlx—ll—n—(x_1)2+C.

d) Przyklad ten zostal rozwigzany metodg calkowania przez podstawienie w przy-
kiadzie 2.3. Mozna go réwniez rozwigza¢, wykorzystujac wzory na calkowanie
ulamkow prostych pierwszego rodzaju. Najpierw nalezy rozlozy¢ wyrazenie pod-
calkowe:

x*-x Ay A, As Ay

(x+D*  x+1  (x+1)2  (x+1)3 | (x+D?

gdzie A, A;, A3, A, sa liczbami rzeczywistymi. Sprowadzajac utamki do wspol-
nego mianownika, otrzymujemy:

Aq A, As Ay A (e+1)3+A,(x+ 12+ A3(x+ D) +A,
x+1  (x+1D)2 0 (x+1)3 | (x+1)* (x+1)* -

Al.x +(3A1 +A2)x +(3A1+2A2 +A3)X+A1+A2 +A3 +A4
(x+1)3

Uzyskujemy nastepujacy uklad réwnan:

A =0
34, +4, =1
34,4+ 24, + Ay = —1°
Ay +A, +As+4,=0

Rozwigzujac go, otrzymujemy: A; = 0,4, = 1,43 = =3,4, = 2.
Zatem:
x2-x 1 3 2

(x+D* T (x+1D2 (2413 (x+D¥

Mozna teraz przystapi¢ do wyznaczania calki i rozbicia jej na trzy calki i wy-
-A

znaczenia zgodnie ze wzorem | (x—La)" dx = DGt +C:
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x%—x 3
f(x+1)4 dx f((x+1)2 T b (x+1)4) dx =
1 2 1 3 2
= f(x+1)2 dx — | (x+1)3 x+ [ e = "t e T O

W przypadku utamkéw prostych drugiego rodzaju nalezy zastosowac wzory po-

dane ponizej.

Calkowanie ulamkow prostych drugiego rodzaju:

f (Gx+H)dx
2 +px+q)™
1. W przypadku n = 1 nalezy zastosowa¢ podstawienie s = x + 12—), sprowadzajac
mianownik do postaci s% + 2, gdzie r? = — %. Wéwezas licznik przybiera po-
sta¢ Gs + D, gdzieK = H — Gz—p:
f(xGZx:pI-JIc)f; - I(GSSZ:I:‘)ZdS = _fszzs-l-d:z fs;-ll-srz = gln(sz + rz) + garc tg; +C

2.
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Dlan = 2,3, .., podstawiajac s = x + E, uzyskujemys:

f (Gx+H)dx _ f(Gs+K)ds f 2sds f ds _
(x2+px+q)n 7 (sZ4r2)n (sz+r2)n (s2+r2)n
G 1 1 ds

PR J (s2+r2)n

T2 1-n (s2+r)n-i

Ostatnig catke mozemy obliczy¢ za pomoca nastqpuj acego wzoru:

dlan =2,3,4,.

S2+r2) T 2n—2 r2(s2+r2)n-1 | 2p-2 12 f (52+r2)" 1

f ds 1 s 2n-3 1
(

Wyprowadzenie wzoru:

1 1 r? 1 s?+r?-s?
f ds = _zf ds==|——=—ds =
r

(52+r2)1’1 (SZ+T2)n TZ (52+r2)1’1
f(s +r2)ds 1 f s?ds 1 f ds 1 f s?ds
TZ SZ+T2)n TZ (52+r2)n - rZ (52+r2)n—1 rZ (52+r2)n
Ponizej wyznaczony zostal odjemnik:
uU=s —
f s?ds 1fS 2s ds = - T (s2+r2)n _
2172y o CTeZi 2y - 1 1 -
(s?2+1?) 2 (s2+712) =1 v=—

n-1 (s?+r2)n-1

1 1 N 1 1 1
=__'_'—___f T T2l -1 ds =
2 n-1 (s24r2)n-1 2 n-1 (s2+r2)n-1

1 N 1 1
= — : —+ f —ds,
2n-2 (s?+r2)n=1 ° 2n-2+ (s24r2)n-1




Catkowanie funkcji wymiernych

przy czym
2sds _ |t=s?4+7?| _ dt _ 1 1 _ 1 1
f(sz+r2)n “ldt =2sds| ftn T —n+1 gt ti= -n+1 (s2+r2)n-1 t+C.

Podstawiajac uzyskany odjemnik do wzoru, otrzymujemy:

1 1 ds 1 1 N 1 1
P S S (S U S Wy S O
(s2+r2)n r2J (s24r2)n-1 2 2n-2 (s?+r2)n=1 = 2n-2+ (s24r2)n-1

e R T

r27 (s?24r2)n=1 * r2 2n-2 (s24r2)n"1  r2 2n-2Y (s?24r2)n-1
11 s 1 2n-3 1
T2 -z (s24r2)n-1 2 2n-2 f (s24r2)n-1 ds.
Przyktad 3.7.
Obliczy¢ podane catki z utamkoéw prostych drugiego rodzaju:
3x—1
2) fxz 2x+5
3x+1
b) f(x2+2)3
4x-3
©) f(x2+2x+3)2
Rozwigzania:
3x-1
2) fxz 2x+5
Dla tréjmianu kwadratowego w mianowniku A= 4 — 20 = —16, wigc pod-
stawiamy
s=x+2=x—1wieccx=s+lorazr2="=22—4
2 4 4
Otrzymujemy:
3x—1 _ r3(s+1D)- 1
fx2—2x+5 dx = f s2+4 f 2+4

=§ln(sz+4)+§arctg\/iz+C —ln(x —2x+5)+ arctgx—+1+C

3x+1

Podstawiajac do podanych powyzej wzoréw s = x i 7% = 2, otrzymujemy:

3x+1 _ 3x 1 _3 2x 1 dx=
J o =l + g =3 e 4 e 4

3 1 1 1
=213 (2r2)2 +f(x2+2)3 dx =
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

_ 3. 1 1 x 2-3—3_lf dx
4 (x242)2 ' 2:3-2 2(x2+2)2  2:3-2 2 (x2+2)2 -
=t I+ (Ssarctg () + 5 ) +C =
T 4(x242)2 | 8(x2+2)2 42 arctg VZ 22 x2+2
x—6 3 X 3x
T g(x2+2)2 + 32z ¢ g (\/E) + 32(x2+2) +C=
_ 4x—24 3x(x2+2) 3
= S22 T s T2z 308 (\/_) 0=
4x—-24+3x3+6x 3 3x3+10x—24 3 x
= T aii2? + = \/_arc tg (\/_) +C = 32212)? + 32ﬁarc tg (\/_E) + C.
4x-3
C) f(x2+2x+3)2 x
Dla tréjmianu kwadratowego w mianowniku A = 4 — 12 = —8. Dokonujac

. 2 -A _ 8 .
podstawienia s = x + S=xt 1,r%= il 2, otrzymujemy:

4x-3 _ 4(s-1)-3 _ 4s-7 _ 2s . ds
|y = a5 = s =2 e &~ 7 oz =

1 1 s 1
=2 122 (24221 7(22\/_ arctg (\/_) +22 sZ+2) ti=
-2 7 N 7s —-8-7s 7
= 70~ () ~ i+ € = iy ~ g arete () + € =

_ —8-7x-7 arct (x+1 —-7x—-15 7 arct (x+1
T 4(x2+2x+3) 4\/_ g NG 4(x2+2x+3) 42 g NG

Proces wyznaczania catki nieoznaczonej funkcji wymiernej powinien by¢ reali-

)+C= )+c.

zowany etapami, ktore zostaly opisane w podanym ponizej algorytmie calkowania
funkcji wymiernych:

1. Funkcje wymierna niewlasciwa zapisujemy w postaci sumy
wielomianu (moze by¢ on zerowy) i funkcji wymiernej wlasciwej

2. Mianownik funkcji wymiernej wlasciwej rozkladamy
na czynniki liniowe i kwadratowe nierozkladalne —

3. Rozktadamy funkcje wymierna wlasciwa na utamki proste
pierwszego i drugiego rodzaju
4. Obliczamy calki poszczegolnych skladnikéw rozkladu N
funkcji wymiernej

Powyzszy algorytm obliczania calki zastosowano w przyktadzie 3.8.
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Przyktad 3.8.

Obliczy¢ podane catki:
) f 3X' -1

x2— x+1
b) [
o J
d) J

3
6x3+5x%—x+3
___77_____dx’
2xc+x—4
x5 —6x*+10x3-3x24+x+1
x*-3x3+x2+4

dx,
x3+2x%—4x+1

x4 +x2+1

Rozwiazania:

a) [

3x3-1
x2— x+1

W pierwszym kroku dzielimy wielomian z licznika przez wielomian z mia-

nownika, poniewaz stopieni wielomianu w liczniku
lomianu w mianowniku:

(Bx3—1):(x?2—x+1)=3x+3
—3x3 +3x%2 —3x

3x2—-3x—1
—3x%24+3x—3
—4

Mozemy zatem zapisac:

jest wyzszy niz stopien wie-

3x3-1=(x?-x+1)3x+3) — 4.

Podstawiamy do calki i otrzymujemy:

3x3-1 _ o (Px+1)Bx43) -4 4 _

fxz—x+1 - f x%—x+1 dx = f(3x +3)dx - fxz—x+1 dx =
_|s=x-2 r2=2|_3., ds_ _
—3—+3x—4f2x+1dx— 2 4 —EX +3X—4fm—

——x +3x+\/_arctg(\/_)+C——x +3x +

_'Elf + 3x +-V:

\/_arctg(\/_) +C =

arctg( 7 )+C
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6x3+5x2—x+3
b) |————dx
) f 2x%+x-1
Podzielmy najpierw wielomian z licznika przez wielomian z mianownika:

(6x3+5x2 —x+3):(2x?2+x—-1)=3x+1
—6x3 — 3x?% + 3x

2x2 +2x+3
—2x%—x+1
x+4

Zatem 6x3 +5x?2 —x +3=(2x> +x—1)Bx + 1) + (x + 4).

Podstawiajac do calki, otrzymujemy:

6x3+5x%2—x+3 (262 4x-1)Bx+ 1D +(x+4) . x+4 _
f 2x2+x—1 dx = f 2x2+x—1 dx = f(3x + 1)dx + f 2x2+x—1 dx =
= %xz +x+ ]

x+4
2x2+x—1

Nalezy teraz mianownik 2x? + x — 1 rozlozy¢ na czynniki liniowe. Poniewaz

jego wyréznik jest dodatni (A= 9), wiec pierwiastki wynosza: x; = _21_;3 =—1,
Xy = _21;3 = % Mianownik przyjmuje postaé: 2x2 + x — 1 = 2(x + 1) (x - %)

Roztézmy teraz podcatkowa funkcje wymierng na ulamki proste pierwszego
rodzaju:

x+4 x+4 1 x+4 1 < Aq Ay )
2401 n =5 ~—=—-"\— —1i
2x°+x—1 2(x+1)(x—5) 2 (x+1)(x—5) 2 \x+1 «x 3

Sprowadzajac ulamki do wspdlnego mianownika, uzyskujemy nastepujacy
licznik:

Ay (x=2) + A(x +1) = Ayx =S A; + Apx + Ay =
1
= (Al + Az)x + (_EAl + Az)
Rozwigzujac uktad réwnan:

Al +A2 =1
{—%A1+A2 =4

otrzymujemy:
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Zatem:
x+4 1 xX+4 1 -2 3
J oo dx =5fmdx =E<fmdx+fx—_%dx> =

1 3 1 3 1
=—fmdx+5fx—_%dx=—ln|x+1|+zln|x—5|+C.

Szukana calka przyjmuje postac:

f6x3+5x2—x+3
2x2+x—-1

dx=§x2+x—ln|x+1|+%1n|x—%|+C.

9 -[x5—6x4+10x3—3x2+x+1
x*=3x3+x2+4

dx
Podzielmy najpierw wielomian z licznika przez wielomian z mianownika:
(x5 —6x*+10x3 —3x2 +x+1):(x* —3x3+x2+4)=x—-3
—x® 4+ 3x* —x3 — 4x
—3x*+9x3 —3x2-3x+1
3x* —9x3 4+ 3x% + 12
—3x+13

Zatem
x5 —6x*+10x3 —3x%+x+1=(x*-3x3+x?+4)(x — 3) + (—3x + 13).
Podstawiajac do calki, otrzymujemy:

x53—6x*+10x3-3x2+x+1 (x*—3x3+x2+4)(x—3)+(-3x+13)
f dx = f dx =
x4—=3x3+x2+4 x*=3x3+x2+4

—3x+13

—3x+13 1
dx =-x?—=3x+ [ ————
J.x4—3x3+x2+4

x*-3x3+x2+4 2

= [(x—3)dx+ [

Nalezy teraz mianownik rozlozy¢ na czynniki liniowe i kwadratowe nieroz-
kiadalne. Sprawdzmy, czy dzielniki wyrazu wolnego sg pierwiastkami wielo-
mianu W; (x) = x* — 3x3 + x% + 4

W,(1)=1-34+1+4=3%0
Wy (-1)=1+3+1+4=9%0
W,(2)=16—-24+4+4=0
Wy (—2)=16+24+4+4 =48 %0
W, (4) =256 —192+16+4 =84 %0
W, (—4) = 256 + 192 + 16 + 4 = 468 # 0.
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Podzielmy wielomian W (x) przez dwumian (x — 2).
Korzystajac ze schematu Hornera, podzielmy wielomian W, (x) przez dwumian
(x=2):

x*—3x3+x%2+4 1 -3 1 0 4
2 1 -1 -1 -2

o

Stadx* —3x3 +x2+4=(x3—x2—x—-2)(x — 2).

2

Sprawdzmy teraz, czy wielomian W, (x) = x3 — x2 — x — 2 ma pierwiastki be-

dace dzielnikami wyrazu wolnego:
W,(1)=1-1-1-2=-1+#0
W,(-1)=1-14+1-2=-3%#0
W,(2)=8-4-2-2=0
Wy(=2)=-8—-4+2-2=-12+0.

Nastepnie podzielmy wielomian W, (x) przez dwumian (x — 2), stosujac sche-
mat Hornera:

x3—x%?—x-2 1 -1 -1 -2
2 1 1 1 0

Stadx3 —x2—x—-2=(x?+x+1)(x—2).
Poniewaz wielomian kwadratowy W5(x) = x + x + 1 nie ma pierwiastkéw
(bo A= —3), mianownik calki przyjmuje postac:

x*=3x3+x%2+4=(x—-2)2(x*+x+1).
Roztézmy teraz podcatkowa funkcje wymierng na ulamki proste pierwszego
i drugiego rodzaju:

-3x+13  _ —3x+13 A, Ay Bx+C

x4=3x3+x2+4  (x—2)2(x2+x+1)  x—2 = (x—2)2 = x2+x+1

Sprowadzajac prawa strone do wspdlnego mianownika, uzyskujemy nastepujacy
licznik:

A(x—2)(x2+x+ 1) +A4,x2+x+ 1D+ (Bx+ C)(x —2)? =
= (A x —24)(x> +x+ 1)+ A,x2+A,x+ A, + (Bx + C)(x? —4x + 4) =
= Ax3 + Ajx?+Ax — 24,;x% — 2A.x — 24, +
+A4,x% + Ayx + Ay, + Bx3 — 4Bx? + 4Bx + Cx? — 4Cx + 4C =

54



Catkowanie funkcji wymiernych

=l +B)x3+ (-4, +A4, — 4B+ C)x* + (A, + A, + 4B — 40)x +
Rozwigzujac uktad réwnan
Al + B = 0
—-A;+4,—4B+C=0
—-A;+A4,+4B —4C = -3
—24,+A4,+4C =13

otrzymujemy:
8
A =—2
Az = 1
8 .
| 77
17
\ ==
Zatem:
3x+13 g 1 x+
-3x _ i _
f(x—z)z(x2+x+1) f(x 2 T oo Ve +1> dx
8 dx 8x+17
T )y f(x 2)2dx+ fx2+x+1dx_
8 - 8x+17
= —;Inlx = 2]+ 7= 1)(x 221 _fx2+x+1
8 1 1 . 8x+17
=—ghlx-2l- =+ 5

Obliczamy oddzielnie ostatnig catke, wykorzystujac podstawienie s = x + %

) 3 1
17" =—-0razx =S5 ——:
4 2

8x+17 ( )+17 8s5+13
fx2+x+1 o f - f 5243 ds =4 34 =
4 4
3\ , 26 2x+1
= 4ln(52 +Z) +\/—§arctg(\/_) +C=4In(x>+x+1) +—arctg( f/_ )+ C.
Podstawiajac uzyskany wynik do catki, otrzymujemy:
[ -3x+13
(x—2)2(x%+x+1)
-8 Y I . 2 26 2xt1
= 7lnlx 2| —t 71n(x +x+1)+ 7\Earctg( 7 )+ C.
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Zatem szukana calka przyjmuje postac:

f x5 —6x*+10x3-3x24+x+1
x*-3x3+x2+4

dx =

—1.2_+2,_8 _o| L 44 2 26 2x+1
=X 3x 7lnlx 2| x_2+7ln(x +x+1)+7\/§arctg(\/§)+C.

d) fx3+2x2—4x+1dx

x*+x2+1
Rozktadajac mianownik na czynniki kwadratowe nierozkladalne (patrz przy-
kiad 3.1 g), otrzymujemy:
xt+x24+1=(?—-x+ 1% +x+1).

Rozl6zmy teraz podcatkowy funkcje wymierng na utamki proste drugiego
rodzaju:
x3+2x%—4x+1 _ Bix+Ci | Bax+Gp
x4 +x2+1 x2-x+1  x%+x+1

Przeksztal¢my prawa strone¢ rdwnania, sprowadzajac do wspolnego mianow-
nika, dla ktérego licznik wyniesie:

Bix+CE2+x+ 1)+ (Byx+C)(x2—x+1) =
= Byx3 + Byx? + Byx + C;x? + Cyx + C;+B,x3 — Byx? + Byx +
+Cx?% — Cox + C, =
= (B;+B3)x> + (By + C1—By + C)x* + (By + C1+B, — Cy)x + (Cy + Cy).
Rozwigzujac ukltad réwnan
By+B, =1

Bl + Cl_BZ + CZ = 2
Bl + C1+BZ - CZ = —4

Cl + CZ == 1

dostajemy:
Bl - 1
BZ = 0
Cl = _2
CZ = 3

Zatem:
x3+2x2—4x+1 x=2 3 x—2 1
f x*+x24+1 - fxz—x+1 dx + fx2+x+1 dx = fxz—x+1 dx + 3fx2+x+1 dx.
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Obliczamy oddzielnie pierwszg calke, wykorzystujac podstawienie s = x — %
2 _

. 3 1
ir -orazx =S+ -
4 2

fxz x+1 - f fs_ __f T2
1 3 1
=Eln(s +Z) Iarctg(\/_)+C——ln(x —x+1) ﬁ-arctg(f)+6.
4
Nastepnie wyznaczamy drugg catke, podstawiajac s = x +% irt= % oraz

1
X=5—=
2

1 2v3 2x+1
x=fsz+§ds=T-arctg( T/E )+C.
4

f x%4+x+1
Podstawiajac uzyskane wyniki do calki, uzyskujemy:

f x3+2x%-4x+1
x4 +x2+1

:%1n(x2—x+1)—\/§-arctg( )+2\/§ arctg(2 +1)+C.

V3 V3

Zadania
Obliczy¢ calki:

) S rdx

b) [(4x —7)>dx
) [ radx

0 st

9 J s

H f m

11x—-1
g) f3x2 5x—2 dx

h) f6x2 13x+6

2x—1
1) fxz 6x+9
]) fx2+25
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k) fxz 4x+8

x*+x3+x%+x-1
D [—F7—d
x*+x3+x%+x
m) f x3-x2+x-1
x*+2x3-x2+x—-1
n) f x4 — 2 d
x*+x? x+1
) f x4—x3+x2

Odpowiedzi

a) :In|3x +5|+C

(4x-7)° 7)8
24

b) +C

¢ 2x+2ZIn|5x + 4|+ C
d) In|5x®>+2x—-7|+C
e) :ln|x*—6x+5/+C

2x-1
D Zin|

x+5

|+C
g) 2In|3x + 1| +3In|x - 2|+ C
h) ZIn |

2x-3

|+ ¢
1) 21n|x—3|—;+€
j) tarctgZ+4+C
k) Zarctg=2+C
)

2
m)%+2x+21n|x—1|+C

n) 2Injx + 1| —

2x—-1

0) —lnlx —x+1| - arctg

58



4 o DEFINICJA CALKI OZNACZONEJ
| JEJ ZASTOSOWANIE



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Zanim zdefiniujemy calke oznaczong, rozwazmy ponizszy problem.

Dany jest wykres funkgji f(x) takiej, Ze Axep f(x) = 0 i ograniczonej na prze-
dziale domknietym (a, b). Sprobujmy obliczy¢ pole powierzchni P zawartej miedzy
wykresem funkgji f(x), osia OX i prostymi x = a oraz x = b (rys. 4.1).

Vv A
y=x)

L.
>
X

a 0 b

Rys. 4.1. Obszar, ktérego pole powierzchni chcemy policzy¢ za pomoca catki

W celu obliczenia pola P bedziemy je przybliza¢ prostokatami, ktoérych pola
umiemy obliczy¢. Obierzmy dowolny punkt ¢ € (a, b) i utwoérzmy prostokat o bo-

kach (a, b)if (&) (rys. 4.2).

YT

Rys. 4.2. Przyblizenie pola powierzchni miedzy wykresem funkcji, osig OX i prostymi x = a
i x = b za pomocg pola prostokata
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Pole tego prostokata jest rowne iloczynowi dlugosci obu jego bokow, czyli:

b—a)-(f(&)—0).
Zatem pole obszaru ograniczonego wykresem funkgji f(x), osig OX i prostymi
X = a oraz X = b mozemy przyblizy¢ polem utworzonego prostokata oy:
P=a =f()b—a).

Podane przyblizenie jest jednak zbyt duze. Dlatego w kolejnym kroku dzielimy
odcinek (a, b) na dwa odcinki w punkcie x; i dla kazdego z nowo utworzonych od-
cinkéw powtarzamy poprzedniag procedure (rys. 4.3).

Rys. 4.3. Przyblizenie pola powierzchni miedzy wykresem funkcji, osig OX i prostymi x = a
i x = b za pomocg pdl dwdch prostokatéw

Pole obszaru ograniczonego wykresem funkeji f(x), osig OX i prostymi x = a
oraz X = b mozemy zatem przyblizy¢ sumg pdl obu prostokatow, co zapiszemy:

P =0y =f(§)(x —a) + f(§) (b — xp).
Podane przyblizenie nadal jest zbyt duze, wiec teraz podzielmy odcinek (a, b)
na piec czesci i dla kazdego powtérzmy poprzednia procedure (rys. 4.4).
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¥

a:xﬁ §1 xl E.}) xZ &:3 0 x3 E-’4 x4 (25 b:xﬁ =

Rys 4.4. Przyblizenie pola powierzchni miedzy wykresem funkcji, osig OX i prostymi x = a
i x = b za pomocg pol pieciu prostokgtéw

Poszukiwane pole obszaru P mozemy zatem przyblizy¢ suma pol pieciu prosto-
katéw wyznaczona nastepujaco:

P~ 05 = Y7y f(§) (X — xi—1),
przy czym §; € (x;_q,x;) dla kazdego i.

Analizujgc rysunek 4.4, mozna zauwazy¢, ze obliczenie pola analizowanego ob-
szaru za pomoca pigciu prostokatéw jest nadal niedoktadne. Zatem podzielmy osta-
tecznie odcinek (a, b) nie na pie¢, ale na n czesci i dla kazdej powtdrzmy poprzednia
procedure (rys. 4.5).

Rys 4.5. Przyblizenie pola powierzchni miedzy wykresem funkcji, osig OX i prostymi x = a
i x = b za pomocg pdl n prostokgtéw
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Pole obszaru ograniczonego wykresem funkgji f(x), osig OX i prostymi x = a
oraz x = b mozemy zatem przyblizy¢ sumg pol n prostokatéw, co wyrazimy naste-
pujacym wzorem:

P =0, =% fED(x — xi-1),
przy czym &; € (x;_4, x;) dla kazdego i.

Definicja catki oznaczonej w sensie Riemanna

Niech funkcja f(x) bedzie ograniczona na przedziale domknietym (a, b).
Jezeli dla kazdego ciagu podzialéw odcinka (a, b)

a=xg<x1 < <xp_1<x,=Db

takiego, ze (x; —x;_1) = 0, i =1,2,...,n, (czyli biorgc coraz wezsze prostokaty,
ktérych szeroko$¢ jest tak mala, ze dazy do zera) oraz dla dowolnych liczb
& € (x;_1,%;), 1 = 1,2, ...,nliczba przyblizona suma pol tych prostokatow:

on =) FE)0—xi-)
i=1

dazy do tej samej liczby o, to t¢ liczbe nazywamy calka oznaczona w sensie Rie-
manna funkgji f(x) na przedziale (a, b) i oznaczamy ja nastepujaco:

f‘f f(x)dx.

O funkgji f(x) méwimy, ze jest catkowalna w sensie Riemanna, a liczby a i b
nazywamy odpowiednio dolng i gérng granicg calkowania.

Przyklady calek oznaczonych:
a) foz xdx
b) [Zcosxdx

c) f_zz 3e*dx
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Wlasnosci calki oznaczonej (Riemanna) wynikajace bezposrednio z definicji:

1. Warto$¢ catki oznaczonej o identycznej dolnej i gérnej granicy catkowania wy-
nosi zero:

f;f(x)dx =0.

2. Zamiana granic calkowania dolnej z gérng zmienia znak przed calkg na prze-
ciwny:

[P Fdx = — [ f()dx.

Pozostale wlasnosci calki oznaczonej

1. Calka oznaczona z funkcji f(x) = 1 wynosi f: ldx =b —a.

v A
fx)=1
1 7
pwéé
2,
0 a b X

2. Jezeli f(x) jest catkowalna w przedziale (a, b), to jest rowniez calkowalna w prze-
dziale (a,, b1) zawartym w przedziale (a, b).

v‘\ b}

pmﬂ 4

"\

=y

3. Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna w przedziale (a, b), wéwczas dla dowolnego
punktu ¢ € (a, b) zachodzi:

[P Fydx = £ fedx + [ f()dx.
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V c b
If(x)dx J fix)dx
a \ 4 c
bl Jx)
[fesa
0 a (5 J‘f

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa calkowalne w przedziale {(a, b), to suma (réznica)
funkgji £(x) + g(x) (f (x) — g(x)) jest réwniez calkowalna w przedziale (a, b),
przy czym:

(@) + g0)dx = [° f(x)dx + [ g(o)dx.

Jezeli funkcja f(x) jest calkowalna w przedziale (a, b), k - stala, to funkcja
kf (x) jest rowniez calkowalna w przedziale {(a, b), przy czym:

[P kfeodx =k [ fG0dx.

Jezeli istnieje calka oznaczona z funkcji f(x) na przedziale (a, b) i jezeli dla do-
wolnego x nalezacego do przedziatu (a, b) istniejg state m i M, ktdre ograniczaja
wartosci funkgji f (x), czylim < f(x) < M dlax € (a, b), to wowczas zachodzi
nierdwnos¢:
mb-a) < [0 f(x)dx < M(b-a).
VA

M

fll(b-a )
%_\
LT e

s i mi(b-a)

X

Jezeli f (x) jest funkcja ciagta w (a, b), to istnieje ¢ € (a, b), dla ktérego zachodzi
rownanie:

[P f0dx = F(Ob - ).
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Powyzszy wzdr mozna zapisa¢ rowniez nast¢pujaco:
1

(@ = G iy F ().

Wartos$¢ f(c) nazywamy warto$cig $rednig funkcji f(x) w danym przedziale
{(a, b).

Obliczanie calek oznaczonych

Liczenie calek oznaczonych nie jest trudne, jedli znane sg zasady liczenia catek nie-
oznaczonych. W praktyce, aby policzy¢ calke oznaczong, mozna najpierw obliczy¢
catke nieoznaczona z podanej funkgji (czyli wyznaczy¢ funkcje pierwotng), a nastep-
nie zastosowa¢ wzor Newtona-Leibniza.

Wz6r Newtona-Leibniza
(I gtéwne twierdzenie rachunku catkowego)

Twierdzenie

Jezeli F(x) jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji ciaglej f (x) w przedziale (a, b),

to:

2 fdx = [FO)IL = F(b) - F(a).

Rozwazmy ponizszy przyklad obrazujacy sposob liczenia calki oznaczonej z wy-
korzystaniem wzoru Newtona-Leibniza.

Przyktad 4.1.

Obliczy¢ calke oznaczong [ 03 2x2dx.

Rozwiazanie:
f03 2x2dx =

Najpierw liczymy catke nieoznaczong [ 2x2dx. Otrzymany wynik wstawiamy
do calki oznaczonej, umieszczajac go w nawiasie kwadratowym [...] i pomijajac
stala C. Granice calkowania przenosimy za nawias kwadratowy.

_[2x33_
3 1o
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Za zmienng x podstawiamy najpierw gorng granice calkowania (w tym przy-
padku liczbe 3) i od tego wyrazenia odejmujemy wyrazenie, w ktérym zamiast x
wstawiamy dolng granice catkowania (w tym przypadku 0).

=22 _20 _1g-0=18.
3 3

Przeanalizujmy inne przyklady liczenia calek oznaczonych.

Przyktad 4.2.

Obliczy¢ calki oznaczone:
a) [} —dx
b) f01(2" +x — 1)dx

<) fon cosx dx
d) f35 ldx
e) | 1e Inx dx

[/ 5%dx

Rozwiazania:
192 -
a) fzidx=f2x_2dx=[x—1] 2_—1—1_—11=———( 1)———+1—%
1 1 2
b) f(2"+x—1)dx—[—+——x]0=(li—2+1?—1) (1121_2 __0)
1 11

=—+—— —_——

In2 In2 In2 2
c) fo cosx dx = [sinx]|} =sinmt —sin0=0—-0=0
d) Mozemy skorzysta¢ z 1. wlasno$ci calki oznaczonej:
[1dx=5-3=2
lub skorzysta¢ ze wzoréw na catkowanie i wzoru Newtona-Leibniza:

[ 1dx=[x]3=5-3=2
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e) f Inxdx=[xlnx—x]¢ =(elne—e) —(1In1—-1) =

=(e—e)—(1-0-1)=1
f) Mozemy skorzystac z 1. wlasnosci calki oznaczonej (Riemanna) wynikajacej bez-
posrednio z definicji:
J}5%dx =0
lub skorzysta¢ ze wzoréw na catkowanie i wzoru Newtona-Leibniza:

f 5% dy _[ 25t 8 _
In51, In5 In5

Calki oznaczone rozwigzuje sie rowniez metodami catkowania przez czesci oraz
podstawiania.

Wzor na calkowanie przez czesci (catki oznaczone)

Twierdzenie (o catkowaniu przez czes$ci catki oznaczonej)
Jezeli funkcje u(x), v(x) sg funkcjami majgcymi ciggte pochodne u'(x), v'(x)
w przedziale (a, b), to:
b ’ b_,
J,, u)v' (Ddx = [u)v)]g - [ v ()v(x)dx,
gdzie: [u(x)v(x)]2 = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Aby zrozumie¢ powyzsze twierdzenie, przeanalizujmy ponizszy przyktad.

Przyktad 4.3.

Obliczyé¢ catke oznaczona | 01 xe*dx, wykorzystujgc wzor na catkowanie przez czesci.

Rozwiazanie:

! X

u=x v =e
fxexdx—| | =

u=1 wv=e

= [xe*] fedx—le —0e’ — [e*]} =

=e—(el—eD)=e—e+1=1.
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Wz6r na calkowanie przez podstawienie (calki oznaczone)

Twierdzenie (o catkowaniu przez podstawienie catki oznaczonej)

Jezeli funkcja g(x) ma ciagla pochodng g’ (x) w przedziale (a, B), funkcja f(x) jest
ciggta w zbiorze wszystkich wartosci, jakie przyjmuje funkcja g(x) w przedziale

(a, B), to:

12 f@de = £ f(g00)g’ 0)dx,
gdzie:a = g(a), b = g(B).

W celu zrozumienia wzoru na wyznaczenie calki oznaczonej przez podstawienie
przeanalizujmy ponizszy przyklad.

Przyktad 4.4.

Oblicz catke oznaczona | 01 xeX’+2(y.

Calke oznaczong mozna wyliczy¢ na dwa sposoby.

Sposéb 1.
Liczac najpierw calke nieoznaczong metodg przez podstawienie, a nastepnie stosujac
wzor Newtona-Leibniza.

Sposdb 2.
Wykorzystujac pokazany w powyzszym twierdzeniu wzdr na wyliczanie calek ozna-
czonych przez podstawienie.

Rozwigzanie sposobem 1.

Najpierw liczymy catke nieoznaczong [ xe X2 g,

t=x%42 )
eX“+2

fxex2+2dx= dt = 2xdx =fe—tdt=e—t+C= +C.
dt 2 2 2
7=.X'dx

Nastepnie stosujemy wzor Newtona-Leibniza.

2,591 2
1 2 ex +2 el +2 e0+2 €3 eZ
J, xe* +2dx=[ = - —e_e
0

2 2 2 2 2

69



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Rozwiazanie sposobem 2.

Jeslit = x? + 2, to dt = 2xdx.

Ponadto, gdy x = 0,tot = 0%+ 2 = 2;gdyzasx = 1, tot = 1> + 2 = 3.
Zatem zgodnie ze wzorem podanym w powyzszym twierdzeniu otrzymujemy:

¢ t13
flxex2+2dx = fge—dt: [e—] _e_ e
0 22 21, 2

Interpretacja geometryczna calki oznaczonej

Calki oznaczone maja zastosowanie w geometrii, miedzy innymi do obliczania:
e pdl figur,

o dlugosci krzywej,

e objetosci bryt,

e powierzchni bryl.

Zanim jednak przedstawimy przyklady ich zastosowania, przeanalizujmy geo-
metryczng interpretacje catki oznaczonej.

Jezeli funkcja f(x) jest ciagla i ograniczona w przedziale (a,b) i przyjmuje
w nim warto$ci nieujemne, czyli f(x) = 0 (rys. 4.6), to pole obszaru ograniczonego
wykresem funkgji f (x), osig OX i prostymi x = a oraz x = b wyznaczymy ze wzoru:

P= f;f(x)dx

% A

Rys. 4.6. Geometryczna interpretacja catki oznaczonej (f(x) = 0)
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Jezeli za$ funkcja f(x) jest ciggla i ograniczona w przedziale (a, b) i przyjmuje
w nim wartosci niedodatnie, czyli f(x) < 0 (rys. 4.7), to pole obszaru ograniczo-
nego wykresem funkgji f(x), osia OX i prostymi x = a oraz x = b wyznaczymy
ze WzZoru:

P= —f:f(x)dx.

Zatem pole obszaru ograniczonego wykresem funkgji f(x), osig OX i prostymi
X = a oraz x = b zawsze mozna obliczy¢ ze wzoru:

P = []If(x)ldx.

A
y

0

Rys. 4.7. Geometryczna interpretacja catki oznaczonej (f(x) < 0)

Z interpretacji geometrycznej calki oznaczonej wynika réwniez mozliwo$¢ wyli-
czenia pola obszaru ograniczonego wykresami dwdch funkgji. Przeanalizujmy rysu-
nek 4.8.
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v @) K4

Rys 4.8. Obszar ograniczony wykresami dwdch funkcjiy = f1(x) orazy = f,(x)

Zalézmy, ze P jest obszarem ograniczonym wykresami funkgji f; (x) oraz f,(x),
przy czym funkgcje fi(x), f,(x) sa ciggle i ograniczone na przedziale {a, b) oraz
Axe(apy f2(x) = f1(x). Ponadto wykres funkgji f,(x) ogranicza obszar P od gory,
a funkgji f;(x) od dotu. Wykresy te przecinaja sie w punktach, ktorych pierwsze
wspodlrzedne wynosza x = a oraz x = b. Wéwczas pole obszaru P mozna wyliczy¢
z nastepujacego wzoru:

P = [} (f(x) - A()) dx.

Zastosowanie calek oznaczonych do liczenia pol figur.
Przeanalizujmy ponizsze przyklady liczenia pdl figur z wykorzystaniem catek ozna-
czonych.

Przyktad 4.5.

Obliczy¢ pole prostokata ograniczonego prostymi y = 3 ix = 5 oraz osiami ukladu

wspolrzednych.
Rozwiazanie:

Liczenie p6l zadanych obszaréw nalezy zacza¢ od przygotowania rysunku (rys. 4.9),
na podstawie ktérego fatwo bedzie ustali¢ wzor calki.
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y:

Rys. 4.9. Prostokat ograniczony prostymi y = 3 i x = 5 oraz osiami uktadu wspétrzednych

Nastepnie zapisujemy wzdr na pole prostokata, pamigtajac o interpretacji geo-
metrycznej calki oznaczonej. Zatem:

P=[3dx=[3x]3=3-5-3-0=15

Odpowiedz: Pole prostokata wynosi 15 j2.

Przyktad 4.6.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego prostymi x = 2 i x = 5, osig OX oraz wykre-
sem funkgji y = 0,5x2.

Rozwiazanie:

W celu zobrazowania przykiadu nalezy narysowa¢ obszar, ktérego pola szukamy.
W ukladzie wspotrzednych rysujemy proste oraz wykres funkcji kwadratowej, a na-
stepnie zamalowujemy poszukiwany obszar (rys. 4.10).
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v x=2: x=3
y=0,5x

-10 -5 0 p 10

=

Rys. 4.10. Obszar ograniczony prostymi x =2 i x = 5, osig OX oraz wykresem funkcji
y = 0,5x?

Liczymy pole:
2 il 1,93 _
P= fOSxdx—[OS32 [x] 55 ——-2%=

=2-125—+- 8—£—§———195]

[N N

Odpowiedz: Pole obszaru wynosi 19,5 j2.

Przyktad 4.7.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkcjiy = 0,1x2 oraz prosta y = x.
Rozwiazanie:

Rysujemy wykres funkcji ¥ = 0,1x? oraz prost y = x w ukladzie wspotrzednych
(rys. 4.11) i szukamy obszaru, ktérego pole mamy policzy¢.
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A

\ y y=0.1x2/

\ 151
y=x

! ] ! ! [l | -

15 -10 5 0 5 10 15 X

Rys. 4.11. Obszar ograniczony wykresem funkcji y = 0, 1x2 oraz prostg y = x

Zanim zaczniemy liczy¢ pole zamalowanego obszaru, trzeba wyznaczy¢ dolna
i gdérna granice calkowania. Nalezy zauwazy¢, ze wartosci te beda rowne pierwszym
wspoltrzednym punktdw przecigcia sie dwoch danych wykresow funkcji. Aby je zna-
lez¢, musimy rozwigza¢ uklad rownan skladajacy sie ze wzordéw analizowanych funk-

Gji, czyli:
{y =0,1x2
x=y
Rozwigzujemy uklad réwnan metoda podstawiania:
{y =0,1y?
xX=y
{0,1y2 —y=0
xX=y
{y(O,ly -1)=0
xX=y
{y:O lub {0,1}/-_1 =0
x=0 xX=Yy
01y =1
k="
{y =10
x =10
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Punkty przeciecia sie wykresow funkgji to (0,0) oraz (10,10). Zatem obszar, kto-
rego pola szukamy, miesci si¢ miedzy x = 0 a x = 10. I stad dolna granica catkowa-
nia wynosi 0, gorna za$ 10.

Mozemy przejs¢ do liczenia pola.

W przypadku tego przyktadu mozna zauwazy¢, ze obszar jest ograniczony wy-
kresami dwéch funkgji. Przeanalizujmy wiec dwie catki, | 010 x dx oraz [ 010 0,1x2 dx,
i zobaczmy, ktére pola obszaréw mozemy policzy¢ z ich wykorzystaniem (rys. 4.12
i rys.4.13).

Liczac catke [ 010 x dx, otrzymamy pole nastepujacej figury (tréjkata):

h

y
I5-1
y=x
I
5-_
| ; ! :
-5 -0 5 0 5 10 I

Rys. 4.12. Obszar ograniczony prostymi x = 0 i x = 10, osig OX oraz wykresem funkcji y = x

Liczac za$ calke | 010 0,1x? dx, otrzymamy pole nastepujacej figury:
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h

15 10 -5 0 10 15 x

Rys 4.13. Obszar ograniczony prostymi x = 0 i x = 10, osig OX oraz wykresem funkcji
y =0,1x%

Mozna zauwazy¢, ze pole obszaru szukanego jest réznica pdl figury z ry-
sunku 4.12 i figury z rysunku 4.13. Zatem jesli od folox dx odejmiemy folo 0,1x? dx,
otrzymamy pole figury szukanej.

P = folox dx — f010 0,1x% dx = [XZ—Z]:)O - [0,1 -’;—3]10 -

-(5-9)-G-%)-=
=50—33§=16§

Pole analizowanego w przykladzie obszaru mozna policzy¢ réwniez za pomoca
jednej catki (poréwnaj rys. 4.8):

P = folo(x —0,1x%)dx = [x; -0,1 .x;]o =

=50—33-=16§

Odpowiedz: Pole obszaru wynosi 16% j2.
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Przyktad 4.8.

3

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x° orazy = 4x.

Rozwiazanie:
Zaczynamy od sporzadzenia wykreséw funkcji y = x3 oraz y = 4x (rys. 4.14).

Ay

v=4x

—
L=]
|
I

y=x

Rys. 4.14. Obszar ograniczony wykresami funkcji y = x3 oraz y = 4x

W celu okreslenia dolnej i gérnej granicy catki szukamy wspolrzednych punktéw
przeciecia sie wykresow funkeji, czyli budujemy uklad réwnan:

ooy
y=4x"
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Rozwigzujemy uktad réwnan metoda podstawiania:

{4x=x3
y = 4x
{x3—4x=0
y = 4x
{x(x2—4)=0
y = 4x
= 2 _ 4=
{x_O lub {x 4=0
y=0 y=x
{x2=4
y = 4x
x =2 x=-=2
{y=8 lub {yz_g.

Punkty przeciecia si¢ wykresow funkcji sg nastepujace: (—2,—8), (0,0)
oraz (2,8). Pierwsze ich wspolrzedne bedg stanowity odpowiednio dolne i gorne gra-
nice catkowania.

Przechodzimy do liczenia pola otrzymanego obszaru.

Analizujac rysunek 4.14, mozna zauwazy¢, ze dwie cze¢sci zaznaczonego obszaru
sa sobie réwne, poniewaz wykresy obu funkcji sa symetryczne wzgledem
punktu (0,0). Zatem szukane pole zaznaczonego obszaru mozna policzy¢ jako po-
dwojone pole jednego z obszaréw:

P=2f02(4x—x3)dx=2-[4-%2—%4](2,=2-[2x2—’;—4](2)=
=2-[(2-22—i—4)—(2-02—‘;—4)]=2-[(8—4)—0]=2-4=8j2.

Odpowiedz: Pole obszaru wynosi 8 j2.
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Przyktad 4.9.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji y = sinx w przedziale

(— g, 2m) oraz osig OX.

Rozwiazanie:

N /

b I

- \—m’z 0 2

Rys. 4.15. Obszar ograniczony wykresem funkcji
osig 0X

1 / >
n\ 2 o ¥
— _/

y = sinx w przedziale (—E,Zn) oraz

Analizujgc rysunek 4.15, mozna tez zauwazy¢, Ze pole zaznaczonego obszaru jest
réwne sumie 2,5 pol obszaréw ograniczonych prostymi x = 0 oraz x = . Zatem

szukane pole liczymy nastepujaco:

P=25" fonsinxdx =25 [-cosx]f =

=25 (—cosmt —(—cos0)) =2,5
Odpowiedz: Pole obszaru wynosi 5 j2.
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Przyktad 4.10.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = 2x2 —x oraz
y=—x?+x+1.

Rozwigzanie:
Na poczatku ilustrujemy przyklad w ukladzie wspolrzednych (rys. 4.16).

l}:

L3
3 ly=2x"—x

y=x+x+1
05T

1 /—0,'5—[':,33 0 0.5 1',5\ ) x

Rys. 4.16. Obszar ograniczony wykresami funkgji: y = 2x% — x orazy = —x? + x + 1

Nastepnie wyliczamy punkty przeciecia sie wykreséw funkeji, aby znalez¢ dolna
i gorng granice calkowania. W tym celu rozwigzujemy nastepujacy uklad réwnan:

y=2x%—x
{y=—x2+x+1
{y=2x2—x
2x2—x=—-x?+x+1
{y=2x2—x
2x2—x+x2—-x—-1=0
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{y=2x2—x
3x2—-2x—-1=0

3x2—2x—1=0 ©x; =1V x5, = —.

. . .1, .
Zatem dolna granica catkowania wynosi — 3 gorna zas 1.

Liczymy pole obszaru:

P=[h((—x2+x+1)—(@x2—x))dx = [W(—x2+x+1-2x2 +x) dx =
3

1
3
3 2 1
=f_11(—3x2+2x+1)dx=[—3-%+2-x7+x] =+ x]t =
3 3

-veraa (- (-3 )

1 1 1 1 3 9 32 .
=l-——s4i=l-e—Z4—=2j2
27 9 3 27 27 27 27

Odpowiedz: Pole obszaru wynosi % j2.

Zastosowanie calek oznaczonych do liczenia dlugosci krzywe;j.
Niech funkcja f(x) bedzie ciggla i ograniczona w przedziale {a, b).

Z wykorzystaniem calki oznaczonej mozna wyliczy¢ réwniez dlugo$¢ krzywej.
Dlugos¢ krzywej I' o rownaniu y = f(x), gdzie x € (a, b), oblicza si¢ z nastepuja-
cego wzoru:

N = [T+ ) dx.

Obliczy¢ dtugos¢ krzywej y = Va3, gdzie x € (0,4).

Rozwiazanie:
Przyklad krzywej zilustrowano na rysunku 4.17.
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Definicja catki oznaczonej i jej zastosowanie

s - >
—101254%95

Rys. 4.17. Wykres krzywej y = Va3, gdzie x € (0, 4)

Skorzystamy ze wzoru || = f; 1+ [f'(x)]? dx.
Liczymy pochodng funkgji f (x) = V3.
] 3\/ 1
f1e) = (V%) = (x2) =2x2.

Podstawiamy do wzoru:

t=1+23x

2
|F|=f; 1+Ex5] dx=f; 1+§xdx= dt = 3dx |
~dt = dx

Skorzystamy z twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie. Gdy x =0,

tot=1+--0=T1;agdyx =4,tot =1 +--4 = 10. Zatem:
4 4

3
_ 410 _ |42 w0 _8. 3]10_3 2 _ 8.5 _8/1000 8 _
|F|_9f1 \/Edt_[‘; %]1 _[27 tz| 1 T 27 102 27 1z = 27 27

= 2 (10vI0 - 1).

Odpowiedz: Diugos¢ krzywej wynosi % (10v10 — 1) j.
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Przyktad 4.12.

Obliczy¢ dlugo$¢ krzywej y = V1 — x?2, gdzie x € (—1,1).

Rozwiazanie:

Analizowang krzywa zilustrowano na rysunku 4.18.

Rys. 4.18. Wykres krzywej y = V1 — x2, gdzie x € (—1,1)
Skorzystamy ze wzoru [I'| = f: 1+ [f'(x)]?dx.
Liczymy pochodng funkgji f(x) = V1 — x2.

I _ 1 o — —x
freo = 2v1—x2 (=2x) Vi—x2
i podstawiamy do wzoru:

o= 12 1 [ = 1

1- x2+x2 _ 1
f 1—x2 dx = fl\/l —x2

Otrzymana calka f_ll \/]_iT jest catkg niewymierna. Sposob jej obliczenia zapre-

zentowano w rozdziale 5, w przyktadzie 5.3, w podpunkcie e.

Odpowiedz: Diugos¢ krzywej wynosi 1t j.
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Definicja catki oznaczonej i jej zastosowanie

Zastosowanie calek oznaczonych do liczenia objetosci i pola powierzchni bryly
obrotowe;j.

Catka oznaczona jest rowniez wykorzystana do obliczania objetosci bryly obrotowe;j
oraz pola jej powierzchni.

Rozwazmy bryle, ktdra jest ograniczona:
e powierzchnig powstala z obrotu wykresu funkcjiy = f(x), gdzie x € (a, b),
wokot osi OX
oraz
e plaszczyznamix = aix = b.

Objetos¢ |V| takiej bryty mozna policzy¢ ze wzoru:

VI =n [ f2(x)dx.

Pole powierzchni |S| takiej bryly mozna zas policzy¢ ze wzoru:
b
S| =2m [, 1f ()11 +[f'(0)]*dx.

Przeanalizujmy ponizszy przyktad, ktory jest kontynuacjg przyktadu 3.12.

Obliczy¢ objeto$¢ bryly powstatej w wyniku obrotu krzywej y = V1 — x2, gdzie
x € (—1,1) (z przyktadu 4.12), wokot osi OX oraz jej pole powierzchni.

Rozwiazanie:
Na rysunku 4.19 zobrazowano analizowang bryte.
W pierwszej kolejnosci obliczmy objetoéé bryly ze wzoru |V| = f; f2(x) dx:
1

W= (T=2) e = 1 - xtdx = [ =5 =

3

I e

Nastepnie  obliczymy pole powierzchni bryly ze wzoru |[S]|=
=21 fflf(x)l V 1+ [f'(x)]?dx. Pochodna funkcji y = V1 — x2 zostata policzona

w poprzednim przykladzie.
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

AY

%y

Rys. 4.19. Wykres bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej y = v1 — x2, gdzie x € (—1,1)

IS| = 2 f_11|m|\/1 + [(\/m)']2 dx =

—Zﬂf V1 —x? ]dx—
= o [ VTT R el

—27Tf V1 —x2 dx—Zﬂf ldx =2m-[x]t; =2n-(1-(-1)) = 4.

Odpowiedz: Objetos¢ bryly wynosi 4?” j3, ajej pole powierzchni wynosi 47 j2.

Przyktad 4.14.

Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej w wyniku obrotu krzywej y = x + 2, gdzie
x € (0,4), wokdt osi OX oraz jej pole powierzchni.

Rozwiazanie:

Bryle powstala w wyniku obrotu krzywej y = x + 2, gdzie x € (0,4), wokét osi OX
przedstawiono na rysunku 4.20.
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Definicja catki oznaczonej i jej zastosowanie

Rys. 4.20. Wykres bryty powstatej w wyniku obrotu krzywej y = x + 2, gdzie x € (0, 4), wokot

osi 0X
Obliczamy objetos¢ bryly:
V| =rrfbf2(x)dx =1'[f4(x+2)2 dx =1Tf4(x2 +4x +4)dx =
=7 [—+—+4x] =7 [ +£+4 4 - (33+4'2—°2+4-0)] =
=m-[$+32+16-0] =695
Obliczamy pole powierzchni bryty:
151 = 21 [ FCOIVT + [P GOPdx = 2 [ |x + 2| /T + [(x + 2) T2dx =
= 2nf04(x +2)V1+12dx = 27'tf:(x +2)V2dx =
=2m f:(\/fx +2V2)dx =2m- [\/szz + Zﬁx]z =
o (5202 4 (2 202.0)]
=2m- [(8V2 +8V2) — 0] = 32V2n.
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Odpowiedz: Objetos¢ bryly wynosi 69§7T j3, a jej pole powierzchni wynosi
32+/2m j2.

Zadania

1. Obliczy¢ catki oznaczone:
a) | 13 x>dx
b) f_21 e* dx
) foz 5% dx

d) ffncosxdx
e) f_ll(x2+x—2)dx
f) flzx-\/Fdx
g) f122x-e"dx
h) folx-exzdx

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcjiy = x3 iy = 3x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = 3x iy = x?.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcjiy = x3 iy = x2.

A

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x? + 2x

iy=x+2.

6. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x? —x — 4
iy =—x.

7. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x2 + 2x
iy=—x?+4x.

8. Obliczy¢ dlugosci podanych krzywych:
a) y = Inx, gdzie x € (v/3,V8),
b) vy =In(1—x?), gdziex € (—%,%).

9. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej w wyniku obrotu krzywej y = sinx,
gdzie x € (0, ), wokdt osi OX.

10. Obliczy¢ objeto$¢ bryly powstatej w wyniku obrotu krzywej y? = 4x,

gdzie x € (0,2), wokot osi OX oraz pole jej powierzchni.
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Odpowiedzi

1.

364
a) 5

b) —<+e?
24
C) E
d) 0
e) ——
b 7
g) 2e?
h) —+%

4,5

y=3x

y=x’
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4,5

P=475

y=3x

V=

15
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4,5
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1
3 y=—x?+4x

1,51 y=x2+2x

1. 3
a) 1 +Eln5

—

[ [a—

f }
\ |

r
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b) 2In3-1
ry
0,5+
1 —oiy 0 WS S
N y=ln(1-2%)
y 0,54 |
r: ‘1‘
:: =57 1
Ir "
9.
TL'Z
2
10.
V| =8n

IS| = 35,1536
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5 o CALKI NIEWLASCIWE



Catki niewtasciwe

W definicji calki oznaczonej zakladano, ze funkcja podcatkowa jest ograniczona
w przedziale domknietym (a, b). Moze sie jednak zdarzy¢, ze funkcja jest nieogra-
niczona w przedziale {(a,b) lub przedzial jest nieskonczony. Mowimy wtedy,
ze mamy do czynienia z calkg niewtasciwa.

Niech funkgja f bedzie okres$lona w przedziale (a, o) i catkowalna w przedziale
(a, b) dla kazdej liczby b € (a, o).

Definicja catki niewtasciwej (w przedziale (a, ©))

Calka niewlasciwa I rodzaju nazywamy granice (o ile istnieje):
. b
l}l_l)‘{)lo J, FC)dx

i oznaczamy symbolem faoo f(x)dx.

Mozna wigc zapisac:
) . b
J, f)dx = lgl_z}lo J, f()dx.

Uwaga!

Jezeli powyzsza granica jest skonczona, to calke niewlasciwa nazywamy
zbiezng’.

Jezeli powyzsza granica jest nieskonczona, to catke niewtasciwg nazywamy roz-
biezna.

Jezeli powyzsza granica nie istnieje, to mowimy, ze catka niewltasciwa nie ist-
nieje.

Analogicznie definiujemy catke niewlasciwa dla nieskonczonego przedziatu cat-
kowania (—oo, b).

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (—oo, b) i calkowalna w przedziale
(a, b) dla kazdej liczby a € (—oo, b).

2\ literaturze mozna tez spotka¢ stwierdzenie, ze w takim wypadku catka niewlasciwa istnieje.
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

Definicja catki niewtasciwej (w przedziale (—oo, b))

Calka niewlasciwa I rodzaju nazywamy granice (o ile istnieje):
. b
(11_1)131oo J, F)dx

i oznaczamy symbolem f_bm f(x)dx.

Mozna wigc zapisac:
b . b
[ f0)dx = lim [ f(x)dx.

Uwaga!
- . e - . . - b
Jezeli powyisza granica istnieje, to méwimy, ze catka niewlasciwa [~ f(x)dx
jest zbiezna i ze jej warto$¢ jest rowna tej granicy.

Podobnie calke niewlasciwa definiujemy na przedziale nieskonczonym
(—00, ).

Definicja catki niewtasciwej (w przedziale (—oo, o))

Niech funkcja f(x) bedzie okreSlona w przedziale (—oo,00), wtedy catka
f_oooo f(x)dx jest rbwna sumie calek f_coo f(x)dx i fcm f(x)dx, gdzie ¢ € (—o0,0),
czyli:

[2 fedx = [ fFOdx + [ f()dx.

Uwaga!
Catka ffooo f(x)dx jest zbiezna, gdy catki f_Coo f(x)dx i fcoo f(x)dx sg zbiezne,
a jej warto$¢ rowna jest sumie wartosci tych calek.

B Pizjkiad 5.1

Obliczy¢ catki niewlasciwe (o ile istnieja):

a) fzooidx
b) fooo e *dx
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Catki niewtasciwe

c)

d)

f—oo (x_—3)2dx

f_ooo xe*dx

Rozwiazania:

a)

b)

c)

d)

fz ldx = hmf —dx = hm [In|x|]5 = lim In|b| — In|2| = oo,

b—o
czyli catka f = dx jest rozbiezna (nie istnieje)

f e ¥dx = llmf e *dx = lim[—e ¥]5 =

b—oo
—glm—e b_(—e=0+1=1,

czyli catka [ Ooo e ~*dx jest zbiezna (istnieje),

catke nieoznaczong [ e ~*dx obliczamy, stosujac wzor nr 7 z tabeli 1.1:

[e™Xdx =—e™ + C, za$ Jim —e =0
f° dx = lim [} ——dx = li —L]O——i+ lim — =
o (x— 3)2 x a—l>moo a (x- 3)2 = AT s a -3 e
czyli catka f dx jest zbiezna (istnieje),

% (x 3)2
catke nieoznaczona [ ﬁdx obliczamy, stosujac wzor na calkowanie utam-

—dx =

kow prostych pierwszego rodzaju wyprowadzony w rozdziale 3: [ x_Aa)
-A

=W"‘C,czylif

dx———+C za$ lim %=0

-3)2 xX— a——oo a—
0 T 0 T 0 _
[ xe¥dx = al_1>r_noo J, xe¥dx = al_l)r_noo[ex(x -1D]% =
=e% (-1 - lim e*(a—1) =
a——oo
=—1-0=-1,

czyli catka f_ooo xe*dx jest zbiezna (istnieje),
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catke nieoznaczong [ xe* dx obliczamy, stosujac wzor na catkowanie przez czeéci:

[ xe* dx—|u_x vi=e” |—xe —[e¥dx=xe*—e*+ (=
u'=1 v=e*

=e*(x~1D+Ca lim e*(a—1) =[0(~)] = lim_ ; [‘°°]

i stosujac regule de 'Hospitala, granice liczymy nastepujaco: llm L —= =0

Obliczy¢ catki niewtasciwe:

—2x

a) f_oo m dx
b) S

001+x2

Rozwiazania:
Niech ¢ € (—o0, 00), wtedy:

—-2x Cc

a) f_cx;omdx= dx+f

—00 (1+ 2)2 C (1+ 2)2

dx = lim f dx +

(1+ 2)2

b -2x , 1 1°, . 1 1P
+lim fC Tt )de= lim [1+x2] + lim 1+x2]c =

b—co a—>—oo a b—oo

1 1 . 1 1
= — lim + lim - =0
1+ a——oo 1+ a2 b—oo 1+ b2 1+}<

. —-2x . . , .
calke nieoznaczong | ——=— dx obliczamy, stosujac wzdr na catkowanie przez
(1+ x2)?

podstawienie:
—2x _ |1+ x?=t|_ 1, _1 !
f(1+x2)2dx_ 2xdx=dt|_ ftzdt—t+C—1+x2+C,
. o 1
a al—l>r—nool+a2 - l}l—g;lo1+b2 =0
oo 1 C . C 1
b) f—°01+x2dx:f001+ z dx +f x:al_l>r_noofa1+x2dx+
+ lim [arc tg x]§ + lim [arc tg x]? =
b—oo —0o0 b—oo

= arctg.c — al_l)r_nooarc tga+ l}l_l)lgoarc tg b —aretgc =

- (-5 +n
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Catki niewtasciwe

Z calka niewlasciwg mamy réwniez do czynienia, gdy funkcja f jest nieograni-
czona w pewnym otoczeniu punktu ¢ € (a, b) i ciagla w kazdym punkcie tego prze-
dziatu, z wyjatkiem punktu x = c.

Niech funkcja f bedzie nieograniczona w pewnym otoczeniu punktu ¢ € (a, b)
i ciggla w kazdym punkcie tego przedziatu, z wyjatkiem punktu x = c.

Definicja catki niewtasciwej (w przedziale (a, b))

Calka niewlasciwa II rodzaju nazywamy sume granic (o ile te granice istniejg):

f; flo)dx = glir51+ fac_gf(x)dx + gl_i)rg)r fcb+€f(x)dx.

Jezelic = a, to

b . b
Jo fGdx = lim [ f(x)dx,
gdyzasc = b, to
b . b-¢
Jo F@dx = lim, [ f(x)dx.

Przyktad 5.3.

Obliczy¢ calki niewtasciwe:

a) Jy>dx

b) [, dx
c)

9 1 dx
d) [}, Zdx

0 3/x—1

1 1
e) f_lﬁdx

Rozwigzania:
Najpierw nalezy wyznaczy¢ dziedziny funkcji podcatkowych, aby znalez¢ punkty,
w ktorych warto$¢ funkgji nie istnieje.

a) D =R—{0}i0 € (0,5), wicc:

51 T 5 1 T 5 _ R T —
Js —dx = gllr(r)l+ f0+£xdx = glir(r)l‘L[lnlxI]‘g =1In5 glir51+ In|e| = oo,

gdyz glir(r)1+ In|e| = —
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b) Df=R+iOE(O,4),wie;c:
41 1 . 4
Jo =dx = llmf —xdx=£llr(1)1+[2\/§]£ =
=2-\/Z—1i%1+2\/5=2-2—2-0=4
E—

) Df=R—{1}i1 €(0,9), wiecc:

dx =

ot = et f s

- e50+ Y0 \/_dx + gll)m+ f1+s \/_d

= lim |3-3 (x—l)z]1 + um+[%-vm]9 _

0 -0 1+&
= lim (- Ve2 -2) + lim (54— 5 VeZ) = —2+6 =4

d) Df = R—{0}i0 € (—1,1), wiec:
f_llédx=f_01x—1zdx+f01x—1zdx=€lir(§1+f_o —dx + llm f+g ~dx =
= Jim [=3] 5+ Jim [ 3] = im (5= 1) + pim (-14) =

e) Dr=(-1,1)i—-1€(—1,1)oraz1 € (—1,1), wiec:
f ¢

dx = lim, [

dx = lim [arcsinx]17%, =
-0

f-1\/— 1+£\/—

= lir(§1+(arc sin (1 —¢) —arcsin (—1+¢)) =
E—
= arcsin 1 —arcsin—1 == — (—E) =T
2 2

Calki niewlasciwe jako catki oznaczone mozna stosowa¢ do obliczania pél ob-
szaréw ograniczonych osig OX oraz wykresem funkeji y = f(x). Niech funkgja f
bedzie okreslona w przedziale (a, ) i calkowalna w przedziale (a,t) dla kazdej
liczby t € (a, o). Aby obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkgji f(x),
osig OX1iprostax = a dlax — oo (rys.5.1), wyznaczamy calke oznaczong fat f(x)dx
dlat € (a, ), a nastepnie liczymy jej granice przy t — oo. Ostatecznie szukane pole

obliczamy ze wzoru faoo fx)dx = tlirg) fat f(x)dx.
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Rys. 5.1. Graficzna interpretacja catki niewtasciwej fa°° f(x)dx

Przyktad 5.4.
1

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem funkeji f(x) ==

X

na odcinku (—oo, —1).

Rozwiazanie:
Rysujemy wykres funkgji f (x) = % izaznaczmy obszar, ktorego pole nalezy obliczy¢
(rys. 5.2).

¥

0 1 2 x
Rys. 5.2. Obszar ograniczony osig 0OX oraz wykresem funkcji f(x) = xl—z na odcinku (—oo0, —1)

Aby policzy¢ pole obszaru, nalezy obliczy¢ calke:

-11
—dx.

—00 x2
. - . . o, Y -11
Jest to catka niewlasciwa, wigc nalezy obliczy¢ granice al—1>IPoo fa e dx.

1

-1
>dx = lim —l] =1+ lim ==1.
X a Xlg

-11 . -1
[ Sdx= lim [
—00 x a——o0a ——00 a——oo a

Odpowiedz: Pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem funkcji f (x) = x—lz
na odcinku (—oo0, —1) wynosi 1 j*
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B Proykiad 55. |

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem funkeji f(x) = %
na odcinku (0, 9).

Rozwiazanie:
Rysujemy wykres funkeji f(x) = 1 zaznaczmy obszar, ktérego pole nalezy obli-
czy¢ (rys. 5.3).

S Y S S S B N w—
o0 1 2 3 4 5 6 1 8§ 9 x

Rys. 5.3. Obszar ograniczony osig OX oraz wykresem funkcji f(x) = %

Aby policzy¢ pole zaznaczonego obszaru, nalezy obliczy¢ calke:

fy

. - . . " 91
Jest to catka niewlasciwa, wiec nalezy obliczy¢ granice 511,%1+ ) 0+e T dx.

fo de = lim fo —dx = Jim [Zﬁ]z =

co0+ Y0+ex

=2-4/9— lirg1+2\/§=2-3—2-0=6.
£

Catka nieoznaczona | % dx wynosi:

1

X2+ C=2x74+C=2Jx+C.

dx =[x~ de—_ix_i+1+C=
2

N|H|H

I %
Odpowiedz: Pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem funkgji f (x) = %
na odcinku (0,9) wynosi 6 j*.
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Przyktad 5.6.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem funkgji f (x) =

1
x2+1°

Rozwigzanie:

Rysujemy wykres funkcji f(x) = ﬁ i zaznaczmy obszar, ktérego pole nalezy obli-
czy¢ (rys. 5.4).

8
et

Rys. 5.4. Obszar ograniczony osig OX oraz wykresem funkcji f(x) = leT

Z wykresu wynika, ze aby policzy¢ pole zaznaczonego obszaru, nalezy obliczy¢

catke f_cx;o rlxz dx. Wykorzystujac rozwigzanie przykladu 5.2 pkt b niniejszego roz-
dzialu, mozna stwierdzi¢, ze pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem
funkeji f(x) = !

x2+1

wynosi 7 j>.
Zadania
1. Obliczy¢ calki (o ile istnieja):
a) [} ~dx
b) f_lm % dx
Q) Jy —dx

d xe ™ dx

o 1
e) k xdnxdx
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f) fooln—xdx

1 x

9 I, oo
2. Obliczy¢ calki (o ile istniejg):
a) [ sinxdx
b) [~ cosxdx
9) fjooo xe ¥ dx

3. Obliczy¢ calki (o ile istnieja):

1 xdx
) o=

2 d
b fy

5 xdx
) fZ 4-x?

d) 7 ~dx

e | 01 x"idx

1

2

t) 0 xIlnx
1
2

g) 0 xInZx

h) [ 01 xInxdx
4. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osig OX oraz wykresem funkgji:
a) f(x) =e*iprostaordéwnaniux =1
b) f(x) = % i prostg o rownaniux = 1
¢) f(x) =tg xiprostymio réwnaniachx = 0ix = %

1

d) fx)=5

x2

104



Catki niewtasciwe

Odpowiedzi
1.
a) oo, catka rozbiezna
1
b) -3
Vs
C) E
1
d) >
e) oo, catka rozbiezna
f) oo, catka rozbiezna
g 1
2.
a) calka nie istnieje
b) catka nie istnieje
¢ 0
3.
a) 1
b) oo, catka rozbiezna
¢) —oo, catka rozbiezna
d) —oo, catka rozbiezna
4
e) 5
f) —oo, catka rozbiezna
1
g) @
h) -3
4,
a) P=e
1
b) P = E
c) P=o
d P=o
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6 o POWTORZENIOWE PYTANIA TESTOWE



Powtorzeniowe pytania testowe

W definicji caltki nieoznaczonej:

[fx)dx=Fx)+C
funkcje F (x) nazywamy:
a) funkcja podcatkows,
b) funkcja pierwotna,
c) stalg calkowania,
d) zmienng catkowania.

W definicji calki nieoznaczonej:
[fx)dx=Fx)+C

funkcje f (x) nazywamy:

a) funkcja podcatkows,

b) funkcjg pierwotna,

c) stalg calkowania,

d) zmienng catkowania.

Czy wykresy funkcji pierwotnych dla danej funkcji podcatkowej mogg sie prze-
cinac?

a) tak,

b) nie,

c) to zalezy od wzoru funkcji podcatkowej,

d) to zalezy od wzoru funkgji pierwotnych.

Ktéry z ponizszych wzoréw jest funkcja pierwotna funkdji f (x) = x2?
a) 2x,
b) 3x3,
?)
d) -

3
c) ad
x3

Ktory z ponizszych wzordéw jest funkcja pierwotng funkgji f(x) = sinx ?
a) Ccosx,
b) —cosx,
¢) —sinx,

sin?x
d) ——
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10.

11.

108

Ktory wzor jest prawdziwy?
a) [x3dx=3x?>+C,
b) [x3dx=x*+C,
o [x3dx=3x*+C,
3dx =2
d) [xPdx="+C.

Ktory wzor jest prawdziwy?

a) [e¥dx=—-e*+C,

b) [cosxdx = —sinx +C,
o [lnxdx=x+C,

d) [sinxdx = —cosx+C.

Ktory wzor jest prawdziwy?

a) [sin(x+ Ddx =sin(x+1) +C,

b) [sin(x+ 1)dx = —xcos(x + 1) + C,

c) [sin(x+ 1)dx=—-cos(x+1)+C,

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

x
x2+3

Catka [ dx wynosi:

a) %ln|x2+3| +C,

b) In|x?+3| +C,

¢) 2In|x?+3| +C,

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Calka [ x cos x dx wynosi:

a) x?sinx +C,

b) sinx + cosx + C,

¢) xsinx —sinx + C,

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Catka | 02 2xdx wynosi:
a) 0,

b) 2,
c) 4,
d)



Powtorzeniowe pytania testowe

12.

13.

14.

15.

16.

Calka foz 2x3dx wynosi:

a) 8,

b) 4,

<) 2,

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Catka fol e*dx wynosi:
a) e,

b) O,

0 e—1,

d) 1.

Catka fol —e*dx wynosi:
a) —e,

b) O,

¢ —e+1,

d) -1

Catka f(;T sin x dx wynosi:
a) 0,

b) -1,

) 2,

d) -2.

Calka [ cos x dx wynosi:
a) —1,

b) O,

o 1,

d) oo.
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17. Pole zakreskowanej figury wyraza sie¢ wzorem:

yl\

x)

a) P=1,
b) P=-[ f(x)adx,

b
o) P=[ f(x)dx,
d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

18. Pole zakreskowanej figury wyraza si¢ wzorem:

A

y
0

=y

Jx)

a) P=1,
b) P=—[ fx)dx,

b
o P=[, fl)dx,
d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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Powtorzeniowe pytania testowe

19. Pole P figury ograniczonej krzywymi y = f(x) i y = g(x) oraz prostymi
X = a, x = b wyraza si¢ wzorem:

P yfix)

y=g(x)

) [P(f@) - g()dx,
b [7FGdx+ [ g(x)dx,
O (G +g(0)dx,

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

20. Pole P figury ograniczonej krzywymi y = f(x) i y = g(x) oraz prostymi
X = a, x = b wyraza si¢ wzorem:

g y=fx)

Y=g

) [P(fe0) - g(0)dx,
b [ feodx + [ gtodx,
O [P(gt0) - F) dx,

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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21. Pole obszaru ograniczonego parabolg y = x2 i prostg y = x wyraza sie wzo-
rem:

a) fol(x2 + x)dx,
b) fol(x2 — x)dx,
c) fol(x — x%¥)dx,
d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

22. Do obliczenia pola obszaru zamalowanego na rysunku nie zastosujemy wzoru:

¥

[ o]

T

a) f_EE sin x dx,
2

b) 2 [zsinxdx,

c) f_Ezlsinxldx,
2

d) [ elsinx|dx + Jgsinx dx.
2
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Powtorzeniowe pytania testowe

23. Pole obszaru zakreskowanego na rysunku (f (x) = —x2 4+ 5x + 14, g(x) =
=x2—x-06)
obliczymy ze wzoru:

a) [°(~x%+5x+ 14— x% —x — 6)dx,

b) J°,((x* —x—6) — (—x? + 5x + 14))dx,
<) f_sz(x2 —x—6—x%+5x + 14)dx,

d) [°,((=x2 +5x + 14) — (x* — x — 6))dx.

24. Za pomocy ktdrego wzoru obliczymy dlugo$¢ krzywej y = f(x) ograniczonej
dwiema prostymi x = a oraz x = b, gdzie f(x) jest funkcjg ciagla i rézniczko-
walng na przedziale (a, b)ia, b € R?

a) f 14+ [f'(0)]? dx,
b) [l Coldx,
o m f;)fz(x) dx,
&) 2 [IIFOIVT+ [F (0)]Pdx.
25. Za pomoca ktérego wzoru obliczymy pole obszaru ograniczonego wykresem

funkeji y = f(x), osia OX i dwiema prostymi x = a oraz x = b, gdzie f(x) jest
funkcjg ciggly i rézniczkowalng na przedziale (a, b)ia, b € R?

a) f 1+ [f"(x)]?dx,
b) [} If(®)ldx,
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26.

27.

28.

114

o [} f2(x)dx,
d) 2 [I1f @I+ [ () Pdx.

Za pomocg ktdrego wzoru obliczymy objetos¢ bryly obrotowej powstatej w wy-
niku obrotu krzywej y = f(x) wokot osi OX w granicach od a do b, gdzie f(x)
jest funkcjg ciggly i rézniczkowalng na przedziale (a, b)ia, b € R?

a) [T+ @ dx

b) [J1f)ldx,

o wfl f2(x)dx,

d) 21 [P @I+ [ ()Pdx.

Za pomocg ktérego wzoru obliczymy pole powierzchni bryly obrotowej powsta-
tej w wyniku obrotu krzywej y = f(x) wokdt osi OX w granicach od a do b,
gdzie f (x) jest funkcjg ciagla i rozniczkowalna na przedziale (a, b) ia, b € R?

a) ff 1+ [f'(x)]? dx

b
b [1fGoldx,
o) m f:fz(x) dx,

b

d) 2 [ 1fCOIV1+[f'()]%dx.
Za pomocg ktérego wzoru nie obliczymy dlugosci krzywej y = In x ograniczonej
dwiema prostymi x = a oraz x = b, gdzie f(x) jest funkcjg ciaggly i rézniczko-
walng na przedziale (a, b)ia, b € R?
a) f 1+ [(Inx)']? dx,
b) f 1+ (Inx)?dx,

o) f x2+1
Q [’ 1+G)2dx.




Powtorzeniowe pytania testowe

29.

30.

31.

32.

Za pomocg ktorego wzoru obliczymy objetos¢ bryty obrotowej powstatej w wy-
niku obrotu krzywej y = e* wokot osi OX w granicach od a do b, gdzie f(x)
jest funkcjg ciagla i rozniczkowalng na przedziale (a,b)ia, b € R?

a) [PJ1+[e*?dx,
b) [ VI+edx,
9) nf:(ex)zdx,

d) nf;\/e_"dx.

Za pomocg ktorego wzoru obliczymy pole powierzchni bryly obrotowej powsta-
tej w wyniku obrotu krzywej y = In x wokoét osi OX w granicach od a do b, gdzie
f (x) jest funkcjg ciggly i rézniczkowalng na przedziale (a, b) ia, b € R?

2
a) 2m f;lln x| [1+ G) dx,
b) 2m f;lln x|+/1+ (Inx)2dx,

c) 2m f:(ln x) 1+ G)Z dx,

d) 2m f: |%| /1 + (%)2 dx.

Ktore z ponizszych sformulowan jest falszywe?
a) Wyrazenie F(x) + C bedace ogdlng postacig funkcji pierwotnej f (x) ozna-

czamy symbolem f; f(x)dx inazywamy catkg nieoznaczong funkgji f(x).
b) [A-f(x)dx =A- [ f(x)dx, gdzie A € R.
o [} f(x)dx = [F(x)14 = F(b) - F(a), gdzie a, b € R.

d) Jesli funkcja f(x) jest funkejg ciagla i nieujemna w przedziale (a, b), to calka
b _ _ . . .
fa f(x)dx jest miarg pola obszaru stanowiacego zbidr punktéw plaszczy-

zny  (x,y), ktorych wspolrzedne spelniajg warunki a <x <b,
0<y<f(x).

Ktore z ponizszych sformulowan jest prawdziwe?
a) [f)dx=F(x)+CoF'(x)=f(x).

b) J(f(x) g(x)dx = [ f(x)dx- [ g(x)dx.
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33.

34.

35.

116

b

o [, f)dx = [F(x)]§ = F(b) + F(a).

d) Jedli funkcja f(x) jest funkcja ciaglta i niedodatnia w przedziale (a, b),
to calka f: f(x)dx jest miarg pola obszaru stanowiacego zbiér punktéw

plaszczyzny (x,y), ktérych wspolrzedne spelniajg warunki a < x < b,
0<y<f(x).

Niech funkcja f (x) bedzie okre§lona w przedziale (—o0, 00), wtedy:

a) [ fdx = [ fG)dx — [ f(x)dx, gdzie c € (—o0,0),
b) [7 fe0dx = [ f()dx + [ f(x)dx, gdzie ¢ € (=00, ),
<) fjooof(x)dx =2 f_cmf(x)dx, gdzie ¢ € (—o0, ),

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

fosidx jest:

a) zbiezna,

b) rozbiezna,

¢) skonczona,

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Niech funkcja f bedzie nieograniczona w pewnym otoczeniu punktu ¢ € {a, b)
i ciggla w kazdym punkcie tego przedzialu z wyjatkiem punktu x = c. Wtedy
catke f: f (x)dx nazywamy:

a) nieoznaczong,

b) wiasciwa,

¢) niewlasciwa,

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

1. Obliczy¢ calki nieoznaczone:

a) [10dx
b) [—ldx

dx
C) E

d) [(V3-+2)dx
e) [ x100dx
f) [x750dx
g [ —dx

h) [2xdx
i) [5x5dx
[ —x%dx

k) [—2x"1%dx

-1
) o

dx

-10

m) fx—u) dx

n) [——dx

2x10

o) [3*dx
p) [3-3%dx
q [VxZdx
r) f%dx
2. Obliczy¢ calki nieoznaczone, korzystajac z regul rachunku catkowego:
a) [(—2x—e* + cosx)dx

b) [(e* + sinx)dx
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

o J (—%Ctg x+5x7%2+ %) dx

3

d) f 2x_i+x

5_
e) | (x x3x4 + 3x — 4e* —sin x) dx

) [(= 33:/_” + 3x) dx

g [12-Vx10dx

h) f2x3-Vx®dx

) [Erdx

) [3ctg?xdx

k) [(=2x+27%"2)dx
) [3%-e¥dx

m) [(=3)-3*-e*dx
n) f—dx

O) f —4x3

lnx
Q Jx—2x)-Vxdx

Obliczy¢ calki metoda calkowania przez podstawienie:

a) f(x2 —3)3-2xdx

b) f (xZ 1)6

1
d) fﬁdx
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120

&) [——dx

1+4x2

) [—e¥dx
1

g [zdx

h) [——dx

eX+e™*

i) fx:z exdx

i) fexi?dx

k) [ e’+33dy

1) felox2+2 cx dx
Inx

m) [—dx

2x

n) [ cos4xdx

0) [sinx-eS¥*dx
p) [2cosx-eSin*dx
q) Jcosx-sin?xdx

) [SEX ax

sin2 x

) [————dx

cos2(2x+2)

t) f%ctgxdx
w [o5—dx

f tg X 1
1+tg*x cos2x

V)

4
W) f(2+l;1x) dx

x2
X) fcosz(x3+1)dx

dx
Y) f x(Inx—2)



Zadania do samodzielnego rozwigzania

z) fxe("2+5) dx

aa) f sinx
VCOSX—

e*+1

bb) [ 1=

cc) f—-cos(——l)dx
dd) [Leretex

14+x2

Obliczy¢ calki metoda calkowania przez czedci:

a) [ xsinxdx
b) [x?%cosxdx
c) [ x?cos4xdx
d) [2xInxdx
e) [x*Inxdx

f) [e*sinxdx

g) [e3*sin6xdx

h) [xe>*dx

. X

i) f cos? x

j) [ —arcctgxdx
N S dx

D2 dx
m) [ctgx-ctgxdx

cosx
n) f sinx dx

) f COSJC

sinx

p) [x°-Inxdx

121



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

q [Inxdx

) fx-In(l+x%)dx

) [(2x—1)-e*dx

) [x?-In(x+5)dx

w) [(x?+3x—1)-e¥dx

V) J-3lnx

w) [(2x+ 1) -sinxdx
x) [x*Inxdx

y) [ 2x2-cosxdx

z) [¥x-Inxdx

aa) [vx - (Inx)2dx
bb) [ x - In(x? + 2) dx

cc) [(x+2)-2%dx
dd) [ “‘;’2‘)2 dx

5. Obliczy¢ calki z funkcji wymiernych:

a) | 43_216dx
b) [

x2 3x+2

<) -[x4+3x2+2

x3+2x%-3x+1
d Z s
) f x*+3x3
o) ‘f5x5+4x4—3x3+2x1+1dx
x*4+x?

x*+x3+2x%4+x-1
[,
x3+x2+x
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

) f x242x+1
& x342x2+2x+1

h) [t — il S

—-x+1
1) f X +5

2x2— 3x+1

Obliczy¢ calki oznaczone:

a) [ 2dx

b) flz 2xdx

9) flzx%dx

d) [5(=3% +2x)dx
e) fog cos x dx

f) f_nn sinx dx

g) f_33 V2dx

hy [TSRE gy

0 cosx

i) fle —Inx dx
[ 3%dx

K [, 3%dx

1) fonx - cosx dx
m) fonx - sinx dx
n) fol 2Inxdx
0) flexg Inx dx

p) fOZ\/l — x2%dx

123



Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej

124

CosXx

q) fO Vsinx+1

I‘) f_l er+2dx

s) ) 2x- (x* — 1)%dx
0 [l 2% (¢ —1)3%dx
w [ xe?’

v flxte(1-Vx)dx
w) [l +x) Vadx

%) f1x4_;6dx

) fl\/_xex+2x dx

) f1x+4

1x2+1

aa) fl e ( \/_x)d
bb) fl e*(1—3x-e™)dx

1- smx

cc) fn

sin? x

Obliczy¢ calki (o ile istnieja):

a) foo dx
oo dx
) f3 (x=2)2

<) flooz—;cdx

d) flooe—xsinxdx
e) foooxe‘x2 dx

0 dx
f) f—OO 1+x2



Zadania do samodzielnego rozwiazania

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

- dx
2
g) f—OO 1+x+x2

—-1dx

b [z

i) f—oooo x2+d2’;+2

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcjiy = x3 iy = 2x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego parabola y = x2 + 4x i prost3 y = x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = 2x3 i prosta y = 8x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji y = /x i prostymi
x =4orazy = 0.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x2 — 3x

iy =—x.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji y = x2 + 2x iy = 3x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = v/x i prost3 y = x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa y = v3x i prosta y = x.
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkgji y = sin x,

gdy x € (0, m).

Obliczy¢ dtugosci podanych krzywych:

a) y= %(ex +e™%), gdzie x € (0,1),

b) y =Inx, gdziex € (1,e).

Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej w wyniku obrotu krzywej y = cos x wokét
osi OX, gdzie x € (0, %).
Obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej w wyniku obrotu krzywej y = vx + 2, gdzie

x € (1,2), wokot osi OX oraz jej pole powierzchni.
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