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Wstep

Inspiracja do powstania skryptu Matematyka + miedzy szkolg Srednig a stu-
diami. Czes¢ I: Funkcje i ich wlasnosci byly zajecia uzupehiajace z zakresu
matematyki dla studentéw I semestru prowadzone na Wydziale Mechanicz-
nym Politechniki Biatostockiej w ramach Politechnicznej Sieci Via Carpatia
im. Prezydenta RP Lecha Kaczynskiego. Jak wskazuje juz sam tytul, zakres
oddawanego do rak oséb zainteresowanych skryptu obejmuje podstawowe
wlasnosci funkcji, przeglad funkcji elementarnych oraz ciggi. Jest to tez proba
zmierzenia si¢ z problemem, z jakim borykajg si¢ osoby prowadzace zajecia
w | semestrze z matematyki na wielu kierunkach studiow technicznych, eko-
nomicznych i innych.

Material prezentowany w skrypcie ma na celu z jednej strony usystematy-
zowanie wiedzy studentow po szkole $redniej, a z drugiej — jej poszerze-
nie. Majac na uwadze, ze nie wszyscy studenci zdaja matur¢ z matematyki
na poziomie rozszerzonym, w rozdziale pierwszym podajemy podstawowe
wiadomosci dotyczace miedzy innymi warto$ci bezwzglednej, w rozdziale
drugim — dzialan na potggach. W rozdziale trzecim wprowadzamy pojgcie
silni i symbolu Newtona. Rozdzial czwarty jest dedykowany przegladowi funk-
cji elementarnych. Rozpoczynamy go od przypomnienia pojecia funkcji i jej
podstawowych wlasno$ci, przypomnienia wtasnosci funkcji liniowej i kwa-
dratowej, ale tez rozszerzamy pojgcie sinusa i cosinusa kata ostrego, wpro-
wadzamy pojecie miary tukowej kata. Omawiamy takze wlasnosci funkcji
trygonometrycznych i cyklometrycznych, wyktadniczych i logarytmicznych.
W rozdziale pigtym omawiamy podstawowe wlasnosci ciggow liczbowych
oraz sposoby wyznaczania ich granic. W rozdziale szostym wprowadzamy
funkcje e” oraz In . Przedstawiane tresci ilustrowane sg przyktadami z pet-
nymi rozwigzaniami, a na koncu kazdego z rozdzialéw zamieszczone zostaty
zadania do samodzielnego rozwiagzania wraz z odpowiedziami.

Bibliografia obejmuje pozycje, z ktorych, poza wlasnymi notatkami powsta-
lymi w ciagu wielu lat prowadzenia zaje¢ z matematyki na kierunkach
automatyka i robotyka, mechatronika, inzynieria biomedyczna oraz mecha-
nika i budowa maszyn na Wydziale Mechanicznym Politechniki Biatostockiej,
korzystatySmy w trakcie przygotowywania skryptu. Sg to tez pozycje warte
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polecenia zarowno pracownikom, jak i studentom I semestru studiéw tech-
nicznych i ekonomicznych, zainteresowanych prezentowana tematyka
lub uzupetnieniem wiedzy.

Korzystajac z okazji, sktadamy serdeczne podzigkowania naszym studentom,
w szczegolnosci wspomnianych juz kierunkow automatyka i robotyka
oraz mechatronika Politechniki Bialostockiej, ktorzy zainspirowali nas wni-
kliwos$cia, pytaniami, a takze swoja postawa do napisania tego skryptu. Dzie-
kujemy tez dziekanom Wydziatu Mechanicznego Politechniki Bialostockie;j
za okazywane wsparcie i studentom, i nam. Szczegdlne podzigckowanie skta-
damy Grzegorzowi Pawluszewiczowi — studentowi III roku AGH — za wyko-
nane rysunki.

Autorki
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— zbior liczb rzeczywistych

— zbidr liczb rzeczywistych dodatnich

— zbidr liczb catkowitych

— zbior liczb naturalnych

— zbior liczb naturalnych z zerem, tzn. Ny, = N U {0}
— zbior liczb wymiernych

— dziedzina funkcji

f: X —Y —funkcja f odwzorowujaca zbior X w zbior Y

||
[a, b]
(a,b)
[a,b)
(.0
a€B
a¢ B
ACB
ACB
AUB
A\ B
ANB
(a,)

p <~ q
pP=4q

— warto$¢ bezwzgledna liczby x

— przedziat obustronnie domknigty

— przedziat obustronnie otwarty

— przedziat lewostronnie domknigty i prawostronnie otwarty
— przedziat lewostronnie otwarty i prawostronnie domknigty
— element @ nalezy do zbioru B

— element a nie nalezy do zbioru B

— zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B

— zbiér A nie zawiera si¢ w zbiorze B

— suma zbioréw A oraz B

—r6znica zbioréw Ai B

— cz¢$¢ wspodlna zbiordw A 1 B

— ciag o wyrazie ogolnym a,,

— p zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi ¢

— jezeli zachodzi p, to zachodzi tez ¢






1. Zbiory liczbowe

1.1. Zbior liczb rzeczywistych

Zbior liczb naturalnych: N = {1,2,3, ...}

Zbior liczb naturalnych z zerem: Ny = N U {0}
Zbior liczb catkowitych: Z = {..., —2,—1,0,1,2, ...}

Zbiér liczb wymiernych: Q = {& =2 |p € Z, g € N}, czyli liczb, kiore
mozna przedstawi¢ w postaci ulamka zwyklego

Zbior liczb niewymiernych: R\ @, czyli liczb, ktérych nie mozna przedstawic
w postaci utamka zwyklego, np.v/2, 7

Zbidr liczb rzeczywistych: R, czyli suma wszystkich liczb wymiernych i nie-
wymiernych

109876543

Rysunek 1.1. Relacje miedzy zbiorami liczbowymi



1. Zbiory liczbowe

1.2. Wartos$¢ bezwzgledna

Definicja 1.2.1. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x okreslamy

jako

2] x, gdyx >0
€T =
—z, gdyz <0

Wilasnosci warto$ci bezwzglednej:
[ >0

| — x| = |z]
lz +y| < [z] + |yl

|z —y| < |z + |yl

|z - y| = |z| - |yl
r| ||
—|= gdyy#0
yl o |yl

|x| = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0
|z| = a, wtedy i tylko wtedy, gdy z = a lubz = —a
|z| < a, wtedy i tylko wtedy, gdy —a <z <a
|z| > a, wtedy i tylko wtedy, gdy x >a lub z < —a
Uwaga:

Va? = |zl

Przyklad 1.2.2. Rozwiaza¢ rOwnanie:
a) lt+1/=10 b) |[z+1]=2+10
Rozwiazanie:

a) Z wiasnosci (1.9) wynika, ze

z+1=10 lub 2z+1=-10
=9 lub z=-11.

10

(1.1)

(1.2)

(1.3)
(1.4)
(1.5)
(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
(1.10)
(1.11)

(1.12)



1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

b) Zgodnie ze wzorem (1.1)

41| x4+ 1, gdyx+1>0, czyligdyx > —1
x = :
—(z+1), gdyz+1<0,czyligdyx < —1

Wynika stad, ze musimy rozwigza¢ dane rownanie oddzielnie dlax € (—oo, —1)
i oddzielnie dla z € [—1, 4+00):

I. z€(—o00,—1). Wtedy |z + 1| =—(z+1) =—x—1, czyli

—x—1=2+10
11
r=——.
2
Latwo zauwazy¢, ze v = —1—21 € (—o0,—1), czyli jest rozwigzaniem réwna-

nia.
II. z€[-1,+00). Wtedy |z + 1| =z + 1, czyli

r+1=z+10
1 # 10.

Otrzymali$my sprzecznos$¢, a wige na przedziale x € [—1,400) rownanie
|z + 1| = = + 10 nie ma rozwigzania.

Oznacza to, ze istnieje tylko jedno rozwigzanie rownania |z + 1| = 10:

=1
rT=—%.

1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwiaza¢ ponizsze rownania i nier6wnoSci:

D[22 +1] =2
2) |4 —2z| < |z|
3) 3z —3|=7
4) |4z —10] <0

11



1. Zbiory liczbowe

5) 22 —4| <z +6

6) |z|+ |z +2|—|x+ 3| >10
7)1 —2|+22=—4

8) | —2x+7]>9

9) |5z — 10| < 12

10) 6 — | — 2|z — 4] = 2x + 3
1) |z|+2z+1|=5—2

12) 22+4+3|—[3z—1| <x+5
13) 6 < |z +5/ <8

14) 2lz —3|— |z +1] < 1

15) |4 — 22| < |z

Odpowiedzi:

1) brak rozwigzan (rownanie sprzeczne)
2) € (3,4)

3) x= —%, T = %

4) x=73

S5)z € [—%, 10]

6) x € (—oo,—9] U [11, 00)

7 z=-5

10) z = —5
) z=-3 z=1
12) z € R

13) z € (—13,—-11] U [1,3)
14) z € (3,8)
15) z € (3,4)

12



2. Dziatania na potegach

2.1. Wzory skr6conego mnozenia

(a+b)? =a®+ 2ab + b2 (2.1)
(a —b)? = a® —2ab + b? (2.2)
a?—b%=(a—0b)(a+Db) (2.3)
(a+0b)® =a®+ 3a®b + 3ab? + b3 (2.4)
(a—b)? = a3 —3a%b + 3ab* — b> (2.5)
a® — b3 = (a—0b)(a® + ab+ b?) (2.6)
a® +0% = (a+0b)(a® —ab+b?) (2.7)

Przyklad 2.1.1. Rozwiaza¢ niero6wnos¢:

a) Va2 +4x+4<10 b) vVa2—6x+9<z+10
¢) Va2 — 6z +9+ V42 +dx+1>2 d) |z —Va2—22+1] <0

Rozwiazanie:

a) Wiemy, ze warto$¢ pod pierwiastkiem powinna by¢ nieujemna. Zauwazmy,
ze wyrazenie pod pierwiastkiem, zgodnie ze wzorem (2.1), mozemy zapisac¢
jako 2% + 4x + 4 = (x + 2)2. Rozwigzujemy wigc nieréwnosé

Vi(z+2)? <10,
co, zgodnie ze wzorem (1.12), prowadzi do
|z + 2] < 10.
Na podstawie (1.10) otrzymujemy

—10<z+2<10
—12 < x <8.

Czyli rozwigzaniem danej nierownosci jest przedzial [—12, 8].

13



2. Drzialania na potegach

b) Zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem (2.2): 22 — 6z + 9 = (x — 3)2, czyli
dana nierownos$¢ mozemy zapisac jako

V(=32 <z+10

|z — 3| <z + 10.
Zgodnie ze wzorem (1.1)
| 3| T — 3, gdyx —3>0,czyligdyx > 3
x—3| = .
—(z—3), gdyz—3<0,czyligdyx <3

Rozpatrujemy wige dang nier6wnosé na dwoch przedziatach (—oo, 3) 1[3, +00)
oddzielnie:

I. z¢€(—00,3). Wtedy |z — 3| = —(z — 3) = —x + 3, czyli

—zr+3<2x+10

—2r <7

7
x> ——.
2

Biorac pod uwage, ze ©* € (—o00,3), rozwigzaniem nierownosci
—x + 3 < x + 10 jest przedziat [—%, 3).

II. z€[3,00). Wtedy |z — 3| =2 — 3, czyli
r—3<z+10
—3 < 10.

Widzimy, ze nier6wno$¢ spetniona jest dla wszystkich liczb z przedziatu [3, 0o),
czyli rozwigzaniem nieréwnosci x — 3 < x + 10 w tym przypadku jest prze-
dziat [3, c0).

Ostatnim krokiem prowadzacym do rozwigzania nieréwnos$ci jest zsumowa-
nie zbiorow [—%, 3) i [3,00) otrzymanych jako rozwigzanie nierownosci
Va2 —6x+9<x+10,czyli: x € [—g, 3) U[3,00), wige z € [—%, oo).

¢) Zauwazmy, ze nierowno$é va2 — 6z + 9+ /422 + 4z + 1 > 2 mozemy
zapisac jako

14



2.1. Wzory skroconego mnozenia

|z — 3|+ 22 + 1] > z. (2.8)
Zgodnie ze wzorem (1.1)
| 3| r — 3, gdyx —3>0,czyligdyx > 3
T — =
—(z—3), gdyz—3<0,czyligdyx <3

oraz

N|—

20 + 1] 2z +1, gdy 2z +1>0,czyligdyx > —%
x = ,
—(2z+1), gdy2x+1<0,czyligdyr < —1

N

wiec nierowno$¢ (2.8) powinnismy rozpatrze¢ oddzielnie w kazdym z prze-

dziatéow: (—o0, —3), [—3,3), [3, 00). Zatem mamy:

—+3—-2x+1) >z
—4xr > —2

Tz <

N

Biorac pod uwage, ze x € (—oo, —%),otrzymujemy rozwigzanie z € (—oo, —%)
II. z¢€ [—%,3):
—z+3+2x+1>x
0> —4. (2.9)

Nierownos¢ (2.9) jest spelniona dla wszystkich liczb rzeczywistych z prze-
dziatu [—1,3), czyliz € [-1,3).

III. z € [3,00):

r—3+2x+1>x
2¢ > 2

x> 1.

Biorac pod uwage, ze x € [3, 00), otrzymujemy, ze = € [3, 00).

15



2. Drzialania na potegach

Sumujac wyniki otrzymane w przypadkach I, I i III, otrzymujemy rozwigza-
nie danej nieréwnosci: « € R.

d) Zgodnie z wlasnoscig (1.2) wartos¢ bezwzgledna jest zawsze warto$cia
nieujemna, zatem aby rozwigza¢ dana nierownos¢, wystarczy rozwigzac row-
nanie

r—vVaz—-2x+1=0.

Zauwazmy, ze 72 — 2 + 1 = (z — 1)2, wiec

x—/(x—1)2=0

x—|z—1|=0.

Réwnanie to rozpatrujemy oddzielnie na kazdym z przedziatow (—oo, 1)
oraz [1,00):

I. z€(—o0,1):

r+x—1=0
1
= —.
2

Poniewaz z = 5 € (—oo, 1), wigc jest rozwigzaniem rOwnania.

1
2
II. z€l,00):
r—x+1=0
140.

Otrzymali$my sprzecznosé¢, a wige na przedziale z € [1,400) nierownos$¢
|x — V2?2 — 2z + 1| < 0 nie ma rozwiagzania. Oznacza to, ze istnieje tylko
jedno rozwigzanie nieréwnosci |z — Va2 — 22+ 1| < 0: 2 = 3.

16



2.2. Potega o wykiadniku catkowitym i o wyktadniku wymiernym

2.2. Potega o wyktadniku catkowitym i o wyktadniku
wymiernym

Niecha € Rin € N. Wtedy:

1
o=, daa#0. (2.10)

Niecha € R, U {0} orazniechn € N,n > 1im € Z. Wtedy:

aw = /a (2.11)
anw = Yam. (2.12)

2.3. Dziatania na potegach i pierwiastkach

Niecha,b € R, m € N, m € Z. Wtedy:

a™ - a" = amtmn (2.13)
@ _ g (2.14)
an

a™ - b" = (a-b)" (2.15)
a™ a\"

g (5> (2.16)
(@™)" = ™" (2.17)
Va- Vo= Va-b (2.18)
va a
=2 2.19
7 ; (2.19)
- 1
= — (2.20)
am
Va- Wa=aw-am =antm (2.21)
1
Vo _ar _ 13 (2.22)
% am

17



2. Drzialania na potegach

Przyklad 2.3.1. Podane wyrazenie przedstawi¢ w najprostszej postaci:

o VEERE 1 (Vare _ yaiz ) (faE e )
SR Vatz ~ Varve Vatz  VavE

Rozwiazanie:

a) Wykorzystujac wlasnos¢ (2.19), przeksztalcamy dane wyrazenie

1+a 4 1—a Vita + vi—a
1-a 1+a 1 _ V1-a Vita 1
l4a _ [1—a @ lta _ vlza g
1—a 1+a l-a  Vlta
i upraszczamy je
Vitavit+at+vi—avli—a l1+a+l—a 2
Vi—a-V1+a . 1 _ Vl-avlta 1 _ Vl—-avlta 1 _
Vita/1+a—v1—av1l—a a 1ta—(1—a) a ___ 22 a
Vi-av/1+a Vi—a/1+a Vl—avlta

2 Vica-yita 1_1 1 _,

vVi—a-v1+a 2a a a a

b) Korzystamy ze wzordéw skréconego mnozenia
vatye  Vatz  (Va+Vr)?-(Vata)?
Vatz  Vat+yz va+z(va+ /)

a—l—%/ﬂ—i—x—(a—&—x): 2\/ax
Va+z(va+/x) Va+z(yva+ /)

Podobnie
Vi— i Varr _ (Ja— Ve - (Vaxa)
Vatz Va—vi  vata(Ja-a)
a—2v/ar+x— (a+x) —2\/ax

Vata(Va—yz) Vatz(Va—z)

18



2.3. Dziatania na potegach i pierwiastkach

Czyli, korzystajac z (2.10), otrzymujemy

<ﬁ+¢a_wﬂw)*_<ﬁ—wv wa)*

Vatz Jatz Vatz Ja—z
@w??ﬂf) <a§%awﬂ B
(wwﬂf+f> <cwxf f»
2y/ax —2\/ax
(a—i—x)(aZ—Z\/ﬂ—Fm) <a+x)<a_2m+x)_

(a+@m+2wﬁ+m%%a+@m—2wﬁ+x)

daz
4(a+z)v/axr  av/ax N ryvaxr  \Jax N Vvar  a e
 ax ar a Vaz a

dax

Przyklad 2.3.2. Wyznaczy¢ wartos¢ wyrazenia

—\Vr2 -1 /y2_1
zy+vVa? -1y —1

1 1 1 1
== Z i z > > 1.
T 2<a+ ), Y 2<b—|—b>, a>1,b>1

dla

Rozwiazanie: Aby uprosci¢ obliczenia, obliczamy najpierw jego czesci skta-
dowe, korzystajac ze wzoréw skroconego mnoZenia Zracji,zea > 1,b>1,

mamy [a — 1| =a— L oraz |[b— }| = b —  (wzbr (1.1)). Zatem

(( >)=

1 1 a2 +2+4+ % — a2 -2+ L
2—1:7<2 2 7>—1: a = a
x 1 a“ + +a2 1 1
1 1 b2 +24 % —4 b2—2+%
2—1:7<b2 2 —)—1 b
y A\ TEt 4 A
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2. Drzialania na potegach

1 a b 1 (a—5) (b—%) abte+b+L (a—1)(b-1)
plab+3+2+3) PN e —

a—2L _1 ab+e b1 a—L1)(p_1
i(ab+%+§+—;b)+( 2a)<b2b> b+bza+ab ( agfb ;)

ab+ ¢4+ 24+ L —(a—L1)b—
ab+4+L24+ L4 (a—1)b-

a b 1 a b 1
ab—i-g‘i‘a‘f‘%—(ab—g—a"‘E)
ab+94+24+ L4 (ab—2—Lb4 1)

26 +8) _ §+s S @+p

a

2ab + 2 _ab—l—ﬁ_% a2b? +1

2.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Ponizsze wyrazenia przedstawi¢ w najprostszej postaci:

D (¢ —2v7) + (2 — 2V7) - (2 +2V7) + 427

1 1
2) w daz=2m" m>0i0<n<l1
2

(m+m)%f m—x) n?+17
2)5+1 7% 7%71 7% 1
3) [“’c; } + [(1””; } dlaz=2k2(14+k)L k>1
4) aQEizz + 212+6I1—a:c—3a <x + 3:5:26)

20



2.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

2a+10 130—a 30 \ 3a°+8a°—3a
5) <3a—1 + 1-3a + a—3) 17%(12

)y b a3—b3
a—b a?2—b2

Z—1)2

15 4 12
) (o + 7oz~ 7v) (VB+1D)

10) (e + varvas) <1+Vﬁ§v

Rozwiaza¢ ponizsze nieréwnosci:

1) Vdz2 + 122 +9> 2+ 7
12) [z — Va2 —22+1|>1
13) V922 — 122 +4 <22 +5
14) Va2 —dx+ 4>z —1

15) Va2 + 20+ 1<z +3

16) |z — Va2 —dr +4| <z +1

Odpowiedzi:

1) 222
2) 1
1

3) \/lf —1(1+ %)
4) a+2x

5) 12(2a+5)(a+3)
6) ab a—2

7) 2
8) x2+1

9) —115
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2. Drzialania na potegach

10) ve=t

11) z € (—o0, — 2] U [4,00)
12) = € (—o0,0] U[1,00)
13) z € [—g, ]

14) z € (—o0, 3]

15) z € [—2, ]

16) z € [%,oo
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3. Silnia. Symbol Newtona

3.1. Silnia

Definicja 3.1.1. Silnig liczby naturalnej n nazywamy iloczyn kolejnych
liczb naturalnych od 1 do n wlacznie, czyli

nl=1-2-..-n, 3.1

przy czym przyjmujemy, ze
0= 1. (3.2)

Dla dowolnej liczby catkowitej n > 0 zachodzi

m+1)!=1-2-..-n-(n+1)=nl-(n+1). (3.3)

Definicja 3.1.2. Niech n, k € N, oraz £ < n. Symbolem Newtona, ozna-
czanym (), nazywamy liczbg okreslong za pomoca wzoru

n n!
(k) T K-k (34)

WilasnoS$ci symbolu Newtona:

(Z) -1 (3.5)
n
(1) =n (3.6)
(“) -1 (3.7)
n
n n—=~k(fn
(k: + 1) Tkl (k:) (3-8)
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3. Silnia. Symbol Newtona

(ZE) ) (Z) i (""Zl) 69)
(Y- e

Symbol Newtona mozna wyznaczy¢, postugujac si¢ trojkatem Pascala (ry-
sunek 3.1). Pierwszy i ostatni wspdtczynnik w kazdym wierszu jest z definicji
réowny 1, a dowolny inny wspotczynnik jest sumg lewego i prawego wspol-
czynnika w wierszu powyze;j.

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 156 20 15 6 1
1 7 2135 3 21 7 1
1 8 28 5 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 9 1

Rysunek 3.1. Trojkat Pascala

Wzér dwumianowy Newtona:

Dla dowolnych a,b € R oraz n € N:

n __ 2z n 30 n n—1zp1 2z Opn _
(a+0) <O>ab —i—(l)a b + —l—(n)ab

zn: (Z) a" Kbk, (3.11)

k=0

Nieréwnos¢ Bernoulliego to klasyczne twierdzenie, ktore mowi, ze dla kaz-
dego x > —1 oraz dla kazdego n > 0 zachodzi niero6wnos$¢

(1+2)" >1+na. (3.12)
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3.1. Silnia

Jesli n jest liczbg naturalng i © > —1, to nierownos¢ jest ostra dla z > —1
orazn > 2.

Przyklad 3.1.3. Obliczy¢:
2) (3) b (5)
Rozwiazanie:

a) Wykorzystujac wzor (3.4) oraz definicje silni (3.1.1), otrzymujemy

7\ 7! _ 7 _ 4567 567 _ .
3) 3-(7—3)! 3.4 1.2.3.-4 1.2.3

b) Ponownie korzystamy ze wzoru (3.4) oraz definicji silni (3.1.1)

n+1Y) (n+1)! B
n—1) m—-Dl(n+1—(n-1)

n+1)!  (n+1)-n-(n—-1)" n(n+1).

(n—12)! (n—1)!-2 2
Przyklad 3.1.4. Wykazac, ze

()6 () ()+6)-C)

Rozwiazanie: W dowodzie korzystamy ze wzoru (3.10). Wychodzimy ze strony
prawej i dochodzimy do strony lewej

--6)-0-0)-0-0)-
()-0-0-6-0-0-0-6-0

7 racji, ze (j) =1= (g) otrzymujemy

(5)+6)+ () () 6) -

co nalezato wykazac.
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3. Silnia. Symbol Newtona

Przyklad 3.1.5. Obliczy¢ (v/5 — 1)°.

Rozwiazanie: Wykorzystujemy wzor (3.11), wiec

= Z (Z) (VB> H(-1)F =
k=0

15 (1) 455 (1) 4105 - 1410-V/5 - (—1)3 455141 (1) =
1-5%2.145.52.(=1)4+10-5>2-1410-5- (1) +5-V5- 14 (—1) =
1-5V5—-5-25410-5V5—10-54+5V5 -1 =
5vV5 — 1254 50v5 — 50 + 5v5 — 1 =
80vV/5 — 176.

W powyzszym przykladzie moglibysmy tez skorzystaé z trojkata Pascala (ry-
sunek 3.1). Dla n = 5 bierzemy wspotczynniki z szostego wiersza trojkata
Pascala i otrzymujemy
(a+b)5 = a® + 5a*b + 10a3b? + 10ab® + 5ab* + b°,
czyli
(VB—1)" = (V5)° + 5(vB)* - (1) + 10(VE)* - (—1)*+

10(v5)% - (=1)® + 5v5 - (=1)* 4 (—1)® = 80v/5 — 176.
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3.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

3.2. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢:
D ()

(n+1)!+(n+2)!
2) far2i(aeDn

3)

4 03

5)

10) (3 dla > 2

1 (V3+1)°
12) (V7-2)°

Odpowiedzi:

1) 10

2) n+3

3) ot

gy (m3)nt2nt)
) "5

6) (n+1)n(4—n)

5 6
7 51
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3. Silnia. Symbol Newtona

8 n+1
9) —n

10) I S
(n—1)n(n+1)(n+2)

11) 2448v/3 + 4240

12) 108497 — 41008+/7
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4. Przeglad funkcji elementarnych
4.1. Pojecie funkgcji i jej wlasnosci

Definicja 4.1.1. Zaktadamy, ze X,Y sg niepustymi zbiorami. Funkcja f
ze zbioru X w zbior Y, czyli f : X — Y, jest to przyporzadkowanie, ktore
kazdemu elementowi = ze zbioru X przyporzadkowuje dokladnie jeden
element y ze zbioru Y.

Zbior X, ktorego elementom funkcja f przyporzadkowuje elementy
zbioru Y, nazywamy dziedzing funkcji i oznaczamy jako D . Elementy dzie-
dziny funkcji nazywamy argumentami funkeji f. Dla kazdego argumentu
funkcja f przyjmuje dokladnie jedna wartos¢. Elementom ze zbioru X
mogg by¢ przyporzadkowane wszystkie elementy zbioru Y lub tylko niektore
z nich. Zbior tych elementdéw ze zbioru Y, ktore zostaly przyporzadkowane
elementom ze zbioru X, nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Definicja 4.1.2. Miejscem zerowym funkcji nazywamy kazda wartos$¢ ar-
gumentu x, dla ktérej warto$¢ funkcji rowna jest 0, czyli dla ktorej

f(z) =0. (4.1)

Przyklad 4.1.3. Wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji f(z) = l2l 1.

x

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze dziedzing danej funkcji jest z € R\ {0}. Zgod-
nie ze wzorem (4.1), aby wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji, powinnismy roz-
wigzaé rbwnanie

x
czyli
=,
x
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Bioragc pod uwage wzor (1.1), powyzsze rownanie nalezy rozwazy¢ osobno
na dwoch przedziatach x € (—o0,0) oraz x € [0, 00):

I. z¢€(—00,0):

—2x
x
=0

=0

Otrzymali$my rozwigzanie x = 0, ale x = 0 ¢ (—00,0) orazz = 0 ¢ Dy,
wiec w przedziale (—oo, 0) dana funkcja nie ma miejsc zerowych.

I. z € [0,00), czyli uwzgledniajac dziedzing funkcji, w przedziale
x € (0,00):

x—xzo

=0

o ]|loO 8

=0

Zauwazmy, ze otrzymali$my rownanie tozsamosciowe. Zatem jego rozwigza-
niem jest dowolny x z przedziatu (0, 00).

Bierzemy pod uwage fakt, ze w przedziale (—oo, 0) rownanie nie miato roz-
wigzan, wigc miejscami zerowymi funkcji f(x) = 2l 1 s wszystkie

x € (0,00). :

Definicja 4.1.4. Funkcj¢ f : Dy — Y nazywamy rosngca w zbiorze A C
Dy, jezeli dla kazdych dwoch elementow xq,x, € A takich, ze xy < z,
zachodzi f(z,) < f(z5).

Definicja 4.1.5. Funkcj¢ f : D; — Y nazywamy malejaca w zbiorze A C
Dy, jezeli dla kazdych dwoch elementoéw z,z, € A takich, ze z; < m,,
zachodzi f(z,) > f(xy).
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4.1. Pojecie funkcji i jej wlasnosci

Definicja 4.1.6. Funkcje f : Dy — Ynazywamy stalg w zbiorze A C Dy,
jezeli dla kazdego argumentu z dziedziny funkcja ta przyjmuje takg samag
wartosc.

Definicja 4.1.7. Funkcj¢ f : Dy — Y nazywamy niemalejaca w zbio-
rze A C Dy, jezeli dla kazdych dwoch elementow z,,7, € A takich,
7e ¥y < Xy, zachodzi f(x,) < f(xy).

Definicja 4.1.8. Funkcj¢ f : Dy — Y nazywamy nierosnaca w zbio-
rze A C Dy, jezeli dla kazdych dwoch elementow z,,7, € A takich,
7e ¥y < Xy, zachodzi f(x,) > f(xy).

Definicja 4.1.9. Funkcje f nazywamy funkcja monotoniczng w zbiorze
A C Dy, jezeli jest w tym zbiorze rosnaca albo malejaca, albo nierosngca,
albo niemalejaca.

Definicja 4.1.10. Funkcje f nazywamy funkcja $ciSle monotoniczna
w zbiorze A C Dy, jezeli jest w tym zbiorze rosngca albo malejaca.

Definicja 4.1.11. Funkcje f : D; — Y nazywamy parzystg wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego = € D zachodzi (—x) € Dy oraz f(—z) = f(z).

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY.

Definicja 4.1.12. Funkcj¢ f : Dy — Ynazywamy nieparzysta wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego = € D zachodzi (—z) € D, oraz f(—x) = —f(z).

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu (0, 0).

Uwaga: Fakt, iz funkcja nie jest parzysta, nie oznacza, ze jest nieparzysta i od-
wrotnie — to, Ze nie jest nieparzysta, nie oznacza, ze jest parzysta. Najczesciej
mamy do czynienia z funkcjami, ktore nie sg ani parzyste, ani nieparzyste.
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Przyklad 4.1.13. Zbada¢ parzysto$¢ i nieparzystos¢ funkc;ji:
xr $2
a) f(z) =% b) fl2) =555

Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze dziedzing funkcji jest x € R\ {0}, a wigc dla dowolnej
liczby = nalezacej do tego zbioru —z € R \ {0}. Dang funkcje, zgodnie ze
wzorem (1.1), mozemy zapisa¢ jako

fa) = { gdyr>0

=, gdyxr <0
Zatem
—1, gdyx>0
f(-.f) = )
1, gdyz <0
oraz

—1, gdyx>0
—flz) = :
1, gdyx <0

Widaé, ze f(—z) # f(x), wige funkcja f(z) = @ n eJest funkcja parzysta,
ale f(—x) = —f(x), co oznacza, ze funkcja f(z) = Jest funkcja niepa-
rzysta.

b) Dziedzing funkcji f(x) = m jest x € R, wiec dla dowolnej liczby x
nalezacej do tego zbioru rowniez —x € R. Mamy tez

_ (—x)? +1 at+l
J=2) = 2(—z)2+ (—z)+1 222 —z+1
oraz
) = — ?+1 —a?—1

222 +x+1 222 +ax+1
Wldznny, ze f(—x) # f(z) oraz f(—x) # —f(x), czyli funkcja f(z) =

ﬁ nie jest ani funkcja parzysta, ani funkcja nieparzysta.

Definicja 4.1.14. Funkcje f : Dy — Y nazywamy réznowartosciows
w zbiorze A C Dy, jezeli dla kazdych z,,z, € A takich, ze x; # w5,
zachodzi f(z,) # f(z5).
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4.1. Pojecie funkcji i jej wlasnosci

Z definicji 4.1.14 wynika, ze funkcja roznowarto$ciowa to taka, ktora roznym
argumentom przyporzadkowuje rozne wartosci tej funkcji.

Twierdzenie 4.1.15. Jezeli funkcja f jest rosngca albo malejgca w zbiorze
A C Dy, to jest réznowarto$ciowa w tym zbiorze.

Definicja 4.1.16. Funkcj¢ f : Dy — Y nazywamy okresowa, jesli istnieje
taka liczba T' # 0, ze dla kazdego = € D zachodza jednoczesnie warunki:

1. x—{—TEDf
2 f@+T) = f(a)

Liczbe T' nazywamy okresem funkcji. Jezeli istnieje najmniejszy dodatni
okres, to nazywamy go okresem podstawowym.

Przyklad 4.1.17. Wyznaczy¢ okres podstawowy funkcji:

1 dla n<z<?22l npeNN
a) f(sc>:{ : 0

—1 dla 2”2“ <z<n+1,neN,

b) f(t)=t—n dla n<t<n+1l,neN,

Rozwiazanie:

. . . ‘o 2n+1 & A
a) Funkcja f(z) przyjmuje wartos¢ 1 dlan < z < T+ oraz warto$¢ —1

dla % < z < n 4+ 1, wigc catkowita dlugos¢ jednego petnego cyklu

(odn don + 1) wynosi 1, poniewaz n+1—n = 1.

Musimy znalez¢ najmniejsze 1' > 0, takie ze f(x +T') = f(x) dla kazdego
x € R. Jak juz zauwazylismy, wartosci funkcji f zmieniaja si¢ cyklicznie od
—1 do 1 w przedziatach dtugosci 1. Oznacza to, ze okres podstawowy funkcji
wynosi T = 1.

b) Zauwazmy, ze w kazdym przedziale [n,n + 1), dla kazdego n € N, wzor

f(t) = t—n opisuje liniowa zaleznos¢, przy czym f(n) = 0,a f(n+1) = 1.
Musimy znaleZz¢ najmniejsza liczbg dodatnia 7' > 0, taka ze f(t +T') = f(¢)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

dla kazdego t. Poniewaz funkcja w kazdym przedziale [n, n + 1) powtarza sig
w ten sam sposob (przyjmuje wartosci od 0 do 1), po przesunieciuo 1" = 1
funkcja ,,wraca do tego samego wzoru”, co oznacza, ze f(t + 1) = f(t).

Okres podstawowy funkcji f(t) =t — n wynosi wigc T' = 1.

Zlozenie funkcji (rysunek 4.1) to operacja, ktéra ,laczy dwie funkcje
w jedna” w taki sposob, ze wynik jednej funkcji staje si¢ argumentem dru-
giej funkcji. Formalnie, jesli mamy funkcje f : Dy — Big: D, — C,
to ztozenie tych funkcji oznaczane jako g o f jest funkcja h = Dy — C,
zdefiniowang dla kazdego = € D jako:

h(z) = (g° f)(z) = g(f(z)). 4.2)

gof

Rysunek 4.1. Ztozenie g o f

Jesli zbior wartosci funkcji f zawiera si¢ w dziedzinie funkcji g, to dziedzina
funkcji ztozonej g o f pokrywa si¢ z dziedzing funkcji f, czyli Dy,; = Dy.
Jezeli natomiast zbior wartosci funkcji f nie zawiera si¢ w dziedzinie funkcji
g, wowczas dziedzina zlozenia funkcji g o f sktada si¢ jedynie z argumen-
tow nalezgcych do dziedziny funkcji f, ktorych wartosci nalezg do dziedziny
funkcji g, czyli Dy, = {z : x € D;i f(z) € D }.

Przyklad 4.1.18. Wiedzac, ze f(x) = 22, g(z) = /7, wyznaczyé i naszki-
cowac ztozenia funkcji fo f, fog, go f, go g 1ich dziedziny.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze D; = Roraz D, = [0, 00).

(f o (@) = f(f(2)) = f(a?) = (2?)* =2*, Dp;=R
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4.1. Pojecie funkcji i jej wlasnosci

flg(@) = (V@) = (Va): =2, Dy, =1[0,00)
= g(f(2)) = g(a?) = Va = |¢|, D,;=R
— (Vo) = \[Va = Vz, Dy, =0,)
ol

Rysunek 4.2. Wykres ztozenia f o f (przyktad 4.1.18)

a5ty

35

2,5

15

0,5

Rysunek 4.3. Wykres zlozenia f o g (przyktad 4.1.18)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

2| :(m=\x\
%

-1,5 -1 -0,5 0,5 1 1,5 2

Rysunek 4.4. Wykres zlozenia g o f (przyktad 4.1.18)

451Y
35}
25}
15F

05

Rysunek 4.5. Wykres zlozenia g o g (przyktad 4.1.18)

Jak wiemy, funkcja y = f(x) o dziedzinie D i przeciwdziedzinie W przy-
porzadkowuje kazdemu = € D dokfadnie jeden element y € W. Zalozmy,
ze funkcja f jest roznowarto$ciowa. Zatdézmy tez, ze dla kazdego y € W ist-
nieje doktadnie jeden = € D, taki, ze # = g(y). Tak okreSlone przyporzad-
kowanie nazywamy funkcjg odwrotng funkcji f i oznaczamy jg jako f!,

czylig= f'.

Wykres funkcji odwrotnej y = o(x) = f~!(z) do funkcji f otrzymujemy
przez odbicie symetryczne wykresu krzywej y = f(x) wzgledem prostej
y=x.

Uwaga: Symbol f~1 jest traktowany jako calo$é, nie nalezy go mylié z potega
o wyktadniku —1.
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4.1. Pojecie funkcji i jej wlasnosci

Kiedy rozwazamy funkcje f(z) ijej odwrotno$¢ f~1(x), mozemy zauwazyé,
ze ich role sa zamienne: to, co dla jednej funkcji jest dziedzina, dla drugiej
staje si¢ przeciwdziedzing i odwrotnie.

Funkcja odwrotna f~!(z) przypisuje kazdej wartosci wyjsciowej y funkcji

f(z) odpowiednia warto$¢ wejsciowa . Oznacza to, ze jesli f(x) = y,
to f~(y) = . Wynika stad, ze
(fof Ny =y, (4.3)
(f e flx) = (4.4)

Przyklad 4.1.19. Funkcje wzajemnie odwrotne to na przyktad funkcje
f(x) = 22 orazy = +/x, dla x > 0. Wykres funkcji odwrotnej
y = ¢(z) = /= mozna uzyska¢, odbijajac wykres funkcji y = f(x) = 22
wzgledem prostej y = z (rysunek 4.6).

A
y

Rysunek 4.6. Funkcja f(x) = 22 oraz funkcja do niej odwrotna f~!(z) = \/z

Przyklad 4.1.20. Wyznaczy¢ algebraicznie funkcje odwrotng do funkcji

fl@) =t
Rozwiazanie: Aby wyznaczy¢ funkcje odwrotng do funkeji f(z) = i—jr%,
musimy wyznaczy¢ x,. Z rownania y = i—;; Zatem

r—1=(z+2)y

r—1=xy+2y

r—xy=2y+1
x(1—y)=2y+1.
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Czyliz = Zly%yl Zatem funkcja odwrotnag do funkcji f(z) = 2—;; jest

ffl(z:) _ 20+ 1

Zauwazmy, ze dziedzing funkcji f jest zbior Dy = {z € R : x # -2},
natomiast przeciwdziedzing jest W = {y € R : y # 1}. W przypadku funkc;ji
odwrotnej f~' dziedzing jest D, = W, a przeciwdziedzing W, = D,.

1—2a°

Definicja 4.1.21. Funkcja signum (rysunek 4.7) nazywamy funkcje
sgn(z) : R — {—1,0,1} okreslona wzorem:

—1 dlax <0
sgn(z) =40 dlaz=0 (4.5)
1 dlaz >0

Funkcja sgn(x) jest niemalejaca, a doktadniej, jest przedziatami stata.

05}

¢
Y

0,5

Rysunek 4.7. Wykres funkcji signum
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4.2. Funkcja liniowa

4.2. Funkcja liniowa
Funkcja liniowa to funkcja dana wzorem
f(z) =ax + 0, (4.6)

gdzie a oraz b sg statymi wspotczynnikami rzeczywistymi. Wykresem funkcji
e b
liniowej jest linia prosta (rysunek 4.8), przechodzaca przez punkty (—7, 0)
a
i(0,0).

Rysunek 4.8. Wykres funkcji liniowej f(z) = ax + b

Tabela 4.1. Wiasnosci funkcji liniowej f(z) = ax + b

Dziedzina D;=R
Zbior wartosci Y =R
.. b
Miejsca zerowe Ty =——
a

Monotoniczno$¢ | funkcja rosnaca: gdy a > 0
funkcja malejaca: gdy a < 0

funkcja stata: gdy a = 0

Wspodtczynnik a nazywamy wspolczynnikiem Kierunkowym prostej
y = ax + b. Jest on rowny tangensowi kata nachylenia prostej bedacej wykre-
sem funkcji f(z) do osi OX (rysunek 4.8), czyli
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

a=tga. (47)

Wspdtczynnik b czesto nazywany jest wyrazem wolnym. Wskazuje on punkt,
w ktorym wykres funkcji przecina o$ OY.

4.3. Funkcja kwadratowa
Jezeli a # 0, to funkcje f okreslong wzorem
f(x) =az® +bxr+c (4.8)

nazywamy funkcja kwadratowg (rysunek 4.9), gdzie a,b,c € R to wspot-
czynniki (funkcji kwadratowe;j).

Y| y y

\ a>0

=3
v
o
W[
So

A<0
>0

®

(=3
o
o[-

Rysunek 4.9. Wykres funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bx + ¢
w zalezno$ci od znaku wspoétczynnika a i znaku A

Posta¢ funkcji kwadratowej przedstawiona zaleznos$cia (4.8) jest to postaé
ogolna funkcji kwadratowej. Kazda funkcje kwadratowa mozna doprowa-
dzi¢ do postaci kanonicznej
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4.3. Funkcja kwadratowa

f(x) =a(x —p)* +q, (4.9)
gdzie
p:—i, q:é’ A = b2 — 4ac. (4.10)
2a 4a

Jezeli A > 0, to funkcj¢ kwadratowa mozna doprowadzi¢ do postaci iloczy-
nowej

f(x) = a(z —z))(x — ), (4.11)
gdzie
b= VA _ b+ VA

1=, o - (4.12)

Tabela 4.2. Wiasnosci funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bz + ¢

Dziedzina Dy=R
Zbior wartosci jezelia > 0,toy € [q, +00)

jezelia < 0,toy € (—o0,q)

Miejsca zerowe jezeli A < 0,
to brak miejsc zerowych
jezeli A =0,

to jest doktadnie jedno miejsce zerowe:

.’L‘l - .%'2 - _%,
jezeli A > 0,
to sa dwa miejsca zerowe:
_ —b—VA _ —btVA
Ty = R 2a
Monotonicznosé gdy a > 0, to:

funkcja rosngca dla z € [p, +00)

{funkcja malejaca dla 2 € (—oo, p]
gdy a > 0, to:

funkcja rosnaca dla = € (—oo, p]

{ﬁmkcja malejaca dla z € [p, +00)

Funkcja kwadratowa osigga warto$¢ najwickszg lub najmniejsza (w zaleznos$ci
od znaku wspétczynnika a we wzorze ((4.8), rysunek 4.9) w punkcie W (p, q)
bedacym wierzchotkiem wykresu funkcji kwadratowej (czyli paraboli)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

b A
W —0—7)- 4.13
< 2a’ 4a> (4.13)
Tak wigc
* jezeli a > 0, to funkcja kwadratowa w wierzchotku paraboli przyjmuje
warto$¢ najmniejsza g = —% dlap = 32,

* jezeli a < 0, to funkcja kwadratowa w wierzchotku paraboli przyjmuje

warto$¢ najwyzsza q = _% dlap = _%‘

Przyklad 4.3.1. Narysowac wykres funkcji:
a) f(x)=224+2—2 b) f(z)=2|z|+2—2

o) fx)=vVa2+2x+1+2 d) f(z)=Va2+22x+1+22

Rozwigzanie:

a) Poniewaz mamy do czynienia z funkcjg kwadratowa, wiec do narysowania
jej wykresu potrzebujemy wspoétrzednych wierzchotka paraboli (wzor (4.13))
i migjsc zerowych (tabela 4.3). Tutaj A > 0, wiec mamy dwa miejsca ze-
rowe: ¥, = —21xy = 1, wierzcholek za$§ paraboli znajduje si¢ w punkcie
w (—%, —%). Stad otrzymujemy wykres przedstawiony na rysunku 4.10.

y
20}

x

Rysunek 4.10. Wykres funkcji f(z) = 22 + 2 — 2

b) Zgodnie ze wzorem (1.1) otrzymujemy

> +x—-2, gdyr>0

r)=zlx|+x—2= .
J(@) 2 {—x2+x—2, gdy x <0
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4.3. Funkcja kwadratowa

Wykres danej funkcji przedstawiony jest na rysunku 4.11. Czeg$¢ krzywej za-
znaczona kolorem czerwonym odpowiada przypadkowi x > 0, czyli jest wy-
kresem paraboli y = 22 + = — 2. Natomiast cze$¢ krzywej zaznaczona kolo-
rem niebieskim odpowiada przypadkowi z < 0, czyli jest wykresem paraboli
y=—a>+2—2.

Rysunek 4.11. Wykres funkcji f(z) = z|z| + 2 — 2

¢) Zauwazmy, ze vV’ +2r+1 = /(x+1)? = |z + 1| (wzory (2.1)
i(1.12)). Zatem f(x) = |z + 1| + =, czyli

z+1+z, gdyz > —1

z)=|lz+14+x=
fl@) =1 | {—CC—1+$, gdyx < 1

flx) =

2z gdyx > —1
—1 gdyz<1

Stad otrzymujemy wykres funkcji f(x) taki, jak na rysunku 4.12.
d) Podobnie jak w poprzednim przykladzie, f(z) = Va2 +2x + 1+ 2% =
|z + 1| + 22, czyli

2 1 gdyz>-—1
f)=le+1) a2 = 47T EVEET
—rx—1 gdyrx<1

Wykresem funkcji jest wiec rysunek 4.13.
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

oy X

Rysunek 4.12. Wykres funkcji f(z) = Va2 + 22+ 1+

Rysunek 4.13. Wykres funkcji f(z) = Va2 + 2z + 1 + 22

Przyklad 4.3.2. W zaleznosci od parametru m zbada¢ liczbe rozwigzan row-
nania (m + 1)z2 — 4mx + 2m + 3 = 0.

Rozwiazanie: Sprawdzmy najpierw, czy dane rOwnanie ma rozwigzanie, gdy

m+1 = 0(m = —1), czyli gdy dane réwnanie b¢dzie rownaniem liniowym.
Ot6z dla m = —1 mamy
dr—2+4+3 =0,
1
T=—7
Zatem dla m = —1 dane rownanie ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy m # —1. Zgodnie z tabela 4.3 liczba roz-
wigzan rownania f(x) = 0 zalezy od znaku wyr6znika A
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4.3. Funkcja kwadratowa

A = (—4m)? —4(m + 1)(2m + 3) = 8m? — 20m — 12.

Jesli A =0, to
8m? —20m — 12 =0,

2m? —5m — 3 = 0. (4.14)
Ponownie wyznaczamy A oraz pierwiastki rownania (4.14):

A =49, mlz—%, my = 3,
czyli dlam € {—1,—1%, 3} réwnanie (m + 1)2*> — 4dmz + 2m + 3 = 0
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Teraz pozostato juz sprawdzi¢, dla jakich m
A > 0, czyli dla jakich m bedziemy mieli dwa rozwigzania, oraz dla jakich m
A < 0, czyli dla jakich m rozwazane roéwnanie nie bedzie miato rozwigzan.
Poniewaz

1
A>0, gdy me <—oo,—§> U (3, 00),

uwzgledniajac, ze m # —1, otrzymujemy

1
A>0, gdy me (—oo,—1)U (—1,—§> U (3,00).

Gdy zas A < 0, to

Podsumowujac, réwnanie (m + 1)a? — 4max + 2m + 3 = 0 ma:
* 2 rozne rozwigzania, gdy m € (—oo,—1) U (—=1,—1) U (3, +00),
* 1 rozwigzanie, gdy m € {—1,—3, 3},
* 0 rozwigzan, gdy m € (—%, 3).

Przyklad 4.3.3. Rzucona pitka zakresla w powietrzu tor opisany rownaniem
f(x) = z — 22, Oblicz maksymalng wysoko$¢, na jakg zostata wyrzucona
ta pitka.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze tor lotu pitki zadany jest rownaniem kwadrato-
wym. Rysujac tor lotu piteczki, otrzymujemy parabole o ramionach skierowa-
nych do dotu. Oznacza to, ze aby znalez¢ maksymalng wysoko$¢ (maksymalng
warto$¢), wystarczy obliczy¢ wspolrzedng y = g wierzchotka danej funkcji.
Poniewaz A = 1, wigc:
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

—-A -1 1
da  —4 4
1
L

q:

Zatem maksymalne wzniesienie pitki wynosi

4.4. Funkcja wielomianowa

Definicja 4.4.1. Wielomianem stopnia n zmiennej rzeczywistej x nazy-
wamy funkcje:

W(z) =a,z" +a, " 1 +..+ax+ay, a,F#0 (4.15)

gdzie: a,,,a,_q,...,ay,a, to wspolczynniki wielomianu W (z), n € N.
Wielomianem stopnia zero (wielomianem zerowym) nazywamy funkcje
stata W (z) = a,.

Wielomiany W (z) i P(x) zmiennej x sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa
to wielomiany tego samego stopnia i majg rowne wspotczynniki przy odpo-
wiednich potegach zmiennej .

Twierdzenie 4.4.2. Jesli W (z) oraz P(x) sa wielomianami i P(x) nie jest
wielomianem zerowym, to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) oraz R(x),
ze:

W(z) = P(z) - Q(z) + R(x) (4.16)

gdzie stopien R(x) jest mniejszy od stopnia wielomianu P(z).

Definicja 4.4.3. Wielomian R(z) w (4.16) nazywamy reszta z dzielenia
wielomianu W (x) przez wielomian P(z).

Aby wykona¢ dzielenie wielomiandw, mozna postuzy¢ si¢ co najmniej jed-
nym z dwoch sposobow:
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4.4. Funkcja wielomianowa

1. Algorytm pisemnego dzielenia wielomianu przez wielomian!

Aby podzieli¢ wielomian W (x) stopnia n przez wielomian P(z) stopnia
k < n, nalezy:

1) uporzadkowac oba wielomiany, zapisujac kolejne ich wyrazy w porzadku
malejacym poteg kolejnych wyrazow;

2) pierwszy wyraz wielomianu W (z) podzieli¢ przez pierwszy wyraz wie-
lomianu P(z);

3) zapisa¢ wynik;

4) wynik dzielenia pomnozy¢ przez wielomian P(z), a otrzymany wielo-
mian Q(z) odja¢ od wielomianu W (z), otrzymujac w ten sposob wie-
lomian Z(x);

5) wykona¢ ponownie punkt 1. dla nowego wielomianu Z(z);

6) operacje te wykonujemy az do momentu otrzymania jako réznicy wie-
lomianu o stopniu nizszym od stopnia wielomianu P(x).

Uwaga: Zawsze nalezy zwraca¢ uwagg na brakujace potegi wielomiandw.

Przyklad 4.4.4. Wielomian W (z) = 23 +422—5 podzieli¢ przez wielomian
Pz)=2*+z+1.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze we wzorze wielomianu W (x) = 2% + 422 — 5
brakuje x, dlatego, aby ulatwi¢ dzielenie, dopisujemy Oz. Dzielenie wielo-
mianu W (z) = 23 + 422 — 5 przez P(z) = 22 + = + 1 rozpoczynamy od
podzielenia pierwszego wyrazu x> przez x2, co daje x. Nastepnie mnozymy
x przez P(x), uzyskujac 23 + 22 + x, i odejmujemy go od W (), co prowa-
dzi do nowej reszty 322 — x — 5. W kolejnym kroku dzielimy 322 przez 2,
otrzymujgc 3. Mnozymy 3 przez P(z), co daje 322 + 3z + 3, i odejmujemy
od reszty, uzyskujac —4x — 8:

z+3
(23 + 422 + 0z —5) : (22 + 2+ 1)
—z3 — 2% —x
32—z —5
322 -3z —3
—4x —8

Patrz [12].
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Podsumowujac, po podzieleniu wielomianu W (z) = z3 + 422 — 5 przez
P(x) = 2% + 2 + 1 otrzymujemy iloraz Q(x) = x + 3 oraz reszte¢ R(r) =
—4x — 8. Mozemy wiec zapisaé, ze W(x) = Q(x) - P(x) + R(zx), czyli

W(z) = (z+3)(2®* + 2+ 1) + (—4z — 8).

2. Schemat Hornera?

Schemat Hornera to algorytm stuzacy do obliczania wartosci wielomianu
w punkcie a oraz do wyznaczania ilorazu i reszty z dzielenia wielomianu przez
dwumian z — a.

Aby znalez¢ reszt¢ z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian x — a,
postepujemy nastepujgco:

1) tworzymy tabelg jak ponizej

a

n | @n—1 | Qn-g | """ | Qg1 | G | | Qg | Q1 | Qg

a| a,

2) wspotczynniki wielomianu, ktdre otrzymamy po podzieleniu wielomianu
W (x) przez wielomian P(x), zapisujemy w pustych polach drugiego
wiersza tabeli, wykorzystujac do obliczen ponizsze zaleznoSci

apn 1 2 | | Qg1 ay 0 | g Qg

a,, Gy
ala, | b, 5| b, 5| by, by | [ by | by R(z)

gdzie R(z) to reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez P(z) = x—a.

Kolejne wspotczynniki b; wielomianu otrzymujemy nast¢pujaco

bn72 = abnfl + A1

bn—B = abn—Q + Apn_2,

b, = aby + a,,
R = aby + ay.

2Patrz [12].
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4.4. Funkcja wielomianowa

Uwaga: Wykorzystujac schemat Hornera do dzielenia wielomiandéw, wielo-
mian W (z) musi by¢ uporzadkowany od najwyzszej potegi do najnizszej.
Zastosowanie schematu Hornera do wyznaczania pierwiastkow wielomianu
jest omowione szczegotowo w przyktadzie 4.4.8.

Uwaga: Schemat Hornera mimo swojej prostoty ma jedno wazne ogranicze-
nie: mozemy go stosowac tylko w przypadku dzielenia wielomianu przez dwu-
mian. W kazdym innym przypadku nie ma on zastosowania.

Twierdzenie 4.4.5. (Twierdzenie Bézouta) Wielomian W (z) jest po-
dzielny przez dwumian (x — a) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pier-
wiastkiem tego wielomianu, czyli gdy:

W(a) = 0. (4.17)
Z twierdzenia Bézouta wynika, ze reszta R(x) z dzielenia wielomianu W (x)
przez dwumian P(x) = x — a jest rtowna W (a).
Przyklad 4.4.6. Sprawdzi¢, czy wielomian
W(z) = 322021 4+ 22023 4 22 + 6

jest podzielny przez dwumian P(x) = = + 1.

Rozwiazanie: Z twierdzenia Bézouta wiemy, ze wielomian W (z) jest po-
dzielny przez P(x) = = + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

W(-1)=0.
Wyznaczmy warto$¢ wielomianu W (x) dla z = —1, czyli
W(=1) ==3- (1) 4 (-=1)*# 4 2. (1) + 6 =

—3-1-1—-246=0.

Poniewaz W (—1) = 0, to wielomian W () = —322024 4 22023 4 22 4 6 jest
podzielny przez dwumian P(x) = = + 1, zatem = = —1 jest pierwiastkiem
tego wielomianu.
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Uwaga: Jezeli wielomian W(x) o wspolczynnikach catkowitych
ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego a.
Jezeli wielomian W (x) o wspodtczynnikach catkowitych ma pierwiastek
wymierny %, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a, a g jest dzielnikiem
wspolczynnika a,,.

Definicja 4.4.7. Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x),
to jego krotnoscig nazywamy najwigksza liczb¢ naturalng £, taka, ze wielo-
mian W (z) jest podzielny przez wielomian (x — a)¥, ale nie jest podzielny
przez (z — a)k+1L,

Uwaga: Dzielac wielokrotnie wielomian W (z) przez dwumian P(x) = x—a,
mozemy okresli¢ krotno$¢ pierwiastka a.
Przyklad 4.4.8. Znalez¢ pierwiastki wielomianu

W (z) = 22* — 623 — 622 + 222 — 12.

Rozwiazanie:

I sposob: Poniewaz wyrazem wolnym danego wielomianu jest a; = —12,
wigc dzielnikami wyrazuay = —12s3p = +1, 42, +3, £4, £6, £12. Wspot-
czynnikiem przy x* jest a, = 2, wigc ¢ = 41, +2. Zatem mozliwymi pier-
wiastkami rozwazanego wielomianu mogg by¢:

1 3 6
T =41, ii’ +2, 43, ii’ +4,+6, :I;g, +12.

Teraz mozemy sprawdzi¢, ktére z tych warto$ci x sg pierwiastkami wielo-
mianu, czyli spelniaja rownanie W (z) = 0:

W(1) =0, czyliz = 1 jest pierwiastkiem wielomianu W (z),

w(3) #0.we #o

W(3) =0, czylixz = 3 jest pierwiastkiem wielomianu W (z),

W(3) #0. W) £0, W) # 0.
W12) £ 0, W(—1) £ 0, W(—;) £0,
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4.4. Funkcja wielomianowa

W(—2) =0, czyliz = —2 jest pierwiastkiem wielomianu W (z),

W(=3) +0, W(—i) £0, W(—4) £ 0, W(=6) £ 0, W(—12) + 0.

II sposob: Schemat Hornera

Na poczatku wystarczy znalez¢ jeden pierwiastek wielomianu. Z poprzednich
obliczen wiemy, ze W (1) = 0, czyli, ze x = 1 jest jednym z pierwiastkow
wielomianu W (x). Na tej podstawie, stosujac schemat Hornera, otrzymujemy

2 -6 —6 22 —12
1 2 —4 —10 12
2 =4 -10 12 0

Zatem wynikiem dzielenia wielomianu W (x) przez (x — 1) jest wielomian
Q(z) = 223 — 42% — 102 + 12. Czyli mozemy zapisaé

W(z) = (22% — 42% — 10z + 12)(z — 1).

W nastepnym kroku uzyjemy schematu Hornera dla wielomianu Q(z) =
223 — 422 — 10z + 12. Zauwazmy, ze Q(3) = 0, wiec

2 —4 —10 12
3 6 6 —I2
2 2 —4 0

Zatem wynikiem dzielenia wielomianu Q)(z) przez (x — 3) jest wielomian
R(r) = 222 + 2x — 4, czyli mozemy zapisaé, ze

Qz) = (222 + 22 — 4)(x — 1)(z — 3).

Pozostaje juz tylko znalez¢ pierwiastki dla wielomianu drugiego stopnia R(z)
= 222 + 22 — 4. Poniewaz A > 0, zatem z; = 1, a 7, = —2. Jak mozna
zauwazy¢, x = 1 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu W (z), a z =
—21x = 3 sa pierwiastkami jednokrotnymi tego wielomianu.

Warto dodac, ze znajac pierwiastki wielomianu W (x) oraz ich krotno$¢, wie-
lomian W () mozemy zapisaé jako W (z) = (x — 1)?(z + 2)(x — 3).
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Przyklad 4.4.9. Rozwigza¢ rownanie (22 + 62 + 9)(x — 1) = 0.
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze

2?2 + 62 +9 = (z + 3)%

Otrzymujemy wiegc
(x+3)%(x—1)=0.

Iloczyn kilku czynnikéw jest rowny zero, gdy co najmniej jeden z nich jest
réwny zero, czyli
(x+3)2=0 lub 2—1=0

z=-—3 lub x=1.

Rozwigzywanie nierownosci wielomianowych: Czgsto stosowany sposob
rozwigzywania nierdbwnosci stopnia n > 3 polega na tym, ze rozkladamy
W (x) na czynniki liniowe lub kwadratowe. Jesli x; < x5 < -+ < xy sa
pierwiastkami W (x), tworzymy przedziaty:

(—o0sz1),  (T1329)s oy (Tpo15Ty)s (T3 00).

Badamy kolejno, jaki znak (+ czy —) maja w kazdym z tych przedziatoéw war-
tosci kazdego dwumianu czy trjmianu wystepujacego w rozktadzie W (z)
na czynniki. W ten sposob powstaje tzw. siatka znakow. Zapisujac wyniki
w siatce znakéw, stwierdzamy, jaki znak ma w danym przedziale iloczyn
wszystkich czynnikow rozktadu, czyli wielomian W (z). Zmiang¢ znakow wie-
lomianu W (z) w kolejnych przedziatach ilustrujemy, zaznaczajac na osi
punkty z;,%,,...,z,, a nastgpnie prowadzac przez nie tzw. wezyk. Jezeli
wspotczynnik przy najwyzszej potedze niewiadomej jest dodatni, wowczas
wezyk funkcji wielomianowej rysujemy od prawej strony, zaczynajac od gory,
jezeli zas wspotczynnik przy najwyzszej potedze niewiadome;j jest ujemny,
to wezyk funkcji wielomianowej rysujemy od prawej strony, zaczynajgc
od dotu. Jezeli krotno$¢ pierwiastka jest parzysta, to wezyk odbijamy od osi,
a jezeli nieparzysta, to wezyk przecina oS.

Przyklad 4.4.10. Rozwigzaé nieréwnosé¢ (2 + 6z + 9)(z — 1) > 0.

Rozwigzanie: Korzystamy z obliczenn wykonanych w przyktadzie 4.4.9, tak
wiec

(x+3)%(x—1) > 0.
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4.5. Funkcja wymierna

Mamy tez wyznaczone miejsca zerowe wielomianu x = —3 (pierwiastek po-
dwdjny) oraz x = 1 (pierwiastek jednokrotny). Zaznaczmy pierwiastki wie-
lomianu na osi liczbowej. Zauwazmy, ze wspotczynnik a,, = —2 > 0, wigc
rysowanie we¢zyka rozpoczynamy od gory z prawej strony. 1 jest pierwiast-
kiem jednokrotnym, dlatego wezyk przecina o§ w tym punkcie, —3 za$ jest
pierwiastkiem dwukrotnym, dlatego w tym punkcie ,,odbija si¢” od osi (rysu-
nek 4.14). Linia wezyka znajduje si¢ nad osig i na osidla = € [1, 00] U {—3},
dlatego tez ten zbior jest rozwigzaniem danej nierdwnosci.

=

I -3 J— 1

Rysunek 4.14. Wezyk dla nierowno$ci z przyktadu 4.4.5

Przyklad 4.4.11. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji f(z) = /(22 + 6z + 9)(z — 1).

Rozwiazanie: Wiemy, ze wyrazenie pod pierwiastkiem powinno przyjmowaé
wartos$ci nieujemne. Stad otrzymujemy, ze

(22 + 62+ 9)(z—1) > 0.

Rozwigzanie tej nierdwnosci przedstawione zostalo w przyktadzie 4.4.10. Za-
tem D, = [1,00] U {—3}.

4.5. Funkcja wymierna

Definicja 4.5.1. Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomianow,
tzn.:
W(z) a2 +a, 2" 1 +..+a;z+aq
P(z) b,zm+b, ™ 1+...+bx+b

(4.18)

oile P(z) # 0. Jezeli stopien wielomianu W (x) jest wigkszy badz rowny
stopniowi wielomianu P(z), to méwimy o funkcji wymiernej niewlasci-
wej. Jezeli natomiast stopien wielomianu W (x) jest mniejszy niz stopien
wielomianu P(z), to méwimy o funkeji wymiernej wlasciwej.
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Twierdzenie 4.5.2. Kazda funkcja wymierna niewlasciwa jest suma pew-
nego niezerowego wielomianu oraz funkcji wymiernej wlasciwe;.

Najprostszym sposobem sprowadzenia funkcji wymiernej niewlasciwej
do sumy wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwej jest podzielenie wielo-
mianu znajdujacego si¢ w liczniku przez wielomian znajdujacy si¢ w mia-
nowniku.

Przyklad 4.5.3. Przedstawi¢ funkcje f(z) = 1479”3;;57“;27*62”10 W postaci
sumy wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwe;j.

Rozwigzanie: Aby przedstawi¢ funkcje w postaci sumy wielomianu i funk-
cji wymiernej wiasciwej, musimy podzieli¢ licznik przez mianownik. Wyko-
rzystujemy tutaj algorytm pisemnego dzielenia wielomianu przez wielomian
ze strony 48:

22 +1
(2% — 23 — 522 + 22 — 10) : (2% — 2 — 6)
—at + 23 + 622
22 4+ 2x — 10
—z?+ xz+ 6
3xr—4

4 2

Wynikiem dzielenia wielomianu 2* — 2% — 522 + 22 — 10 przez 22 — 2 — 6
jest 22 4+ 1 z resztg 3z — 4. Dang funkcje mozemy wiec zapisaé jako sume

wielomianu #? + 1 i funkcji wymiernej wlasciwej xg’f;f(a, czyli
3r—4
=224+ 14 .
flz) =2+ T e s_6

Twierdzenie 4.5.4. Kazda funkcja wymierna wlasciwa jest suma utamkow
prostych, czyli funkcji wymiernych postaci:

A Bx +C
oraz

(ax + b)k (cx? +dx +e)P’

gdzie A, B,C,a,b,c,d, e sa to stale rzeczywiste, takie, ze d> — 4ce < 0,
a k i p sa liczbami naturalnymi.
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4.5. Funkcja wymierna

Algorytm rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste?

1) sprawdzi¢ stopnie wielomianéw w liczniku i mianowniku funkcji wy-
Wi(z).
P(z) >

miernej

2) jezeli stopien wielomianu W (x) jest wyzszy od stopnia P(x), to nalezy
wykona¢ dzielenie W (z) : P(x);

3) jezeli R(x) jest reszta otrzymang z dzielenia, to

gdzie ﬁg; jest to funkcja wymierna wlasciwa, ktoéra rozktadamy

na utamki proste;

4) roztozy¢ wielomian P(x) na czynniki stopnia co najwyzej drugiego;

5) zapisa¢ przewidywany rozklad funkcji wymiernej % W postaci ogo6l-

nej:
+ dla czynnikéw pierwszego rodzaju, to znaczy czynnikow
(x —xq)", (x — x4)™, przewidujemy rozktad danej funkcji 58
na utamki proste pierwszego rodzaju, czyli rozktad:

A + B + -4 L—i—
(x —2q) (x —z)? (x —x)™
C D Y

@y  @—m2 w—aym

+ dla czynnikow drugiego rodzaju, tj. (ax® + bz + c)F,
gdzie k£ € N, A < 0, przewidujemy utamki drugiego rodzaju,
czyli rozktad:

Az + B Cx+ D - Kx+L
(ax? +bx+c) (az?®+bx +c)? (ax? 4 bz + ¢)F’

6) wyznaczy¢ wszystkie nieznane wspotczynniki A, B, C, ..., Z poprzez
poréwnanie wspotczynnikow wielomianéw po obydwu stronach roéw-
nosci;

3Patrz [12].
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

7) zapisa¢ funkcje wymierng jako sume utamkoéw prostych.

Przyklad 4.5.5. Rozlozy¢ na ulamki proste funkcje f(z) = 324

Rozwiazanie: Najpierw zauwazmy, ze jest to funkcja wymierna wtasciwa.
Poniewaz 22 —x —6 = (z — 3)(z + 2), wiec

3r—4 3z —4
22—z —6 (r—3)(z+2)

Poniewaz mianownik danej funkcji wymiernej jest iloczynem dwoch czynni-
kow stopnia pierwszego, wiec
3r—4 A B

@—3)x+2) 2-3 242

Z powyzszego rownania chcemy wyznaczy¢ stale A i B. W tym celu mno-
zymy obie jego strony przez (x — 3)(x + 2)
3z —4 A B

@—3)(x+2) -3 242 |- (z—3)(z +2)

3z —4=A(x+2)+ B(zx—3)

i porzadkujemy prawg stron¢ rownosci wedlug malejacych poteg
3r—4=Ar+2A+ Bx— 3B

3z —4 = (A+ B)z + (24 — 3B).

Poniewaz dwa wielomiany sg rowne, gdy majg ten sam stopien i réwne wspot-
czynniki przy tych samych potggach zmiennej, otrzymujemy uktad rownan

3=A+B
—4=24—-3B

z ktorego wyznaczamy state A1 B

A=1
B=2
Podstawiajac otrzymane wartosci A i B do wyrazenia % + z—fz, otrzymu-
jemy
3z —4 1 2

fw) = (x —3)(z —2) :x—3+x—2'
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4.5. Funkcja wymierna

Przyklad 4.5.6. Rozlozy¢ na utamki proste funkcje¢ f(x) = %.

Rozwiazanie: Poniewaz mianownik funkcji jest iloczynem trzech czynnikow,

wiec funkcje mgl’fm rozktadamy na trzy sktadniki
3z —4 A B C

@—32@+2) 7-3 @=32 z+2
Mnozymy obie strony powyzszej rownosci przez (z — 3)%(x + 2)

3xr—4 A B C 5
3w+ 13 @w_97 wrz @32

3v—4=A(x—3)(x+2)+ B(z +2) + C(x — 3)?

i porzadkujemy prawg strong rownosci wedtug malejacych poteg x
3 —4=A(z* —x—6) + Bz + 2B+ C(2? — 6z +9)

3t—4=(A+C)2*+ (—A+B—60C)x + (—6A+ 2B+ 9C).

Poréwnujac wielomiany po obu stronach réwnosci, otrzymujemy uktad row-

nan
A+C =0,

—A+B—6C=3,
—6A+2B+9C = —4

z ktorego wyznaczamy state A, Bi C

A=1%

B=1

c—_2
Tak wiec

2 1 _%
__5
J@ =3t e taie

Przyklad 4.5.7. Roztozy¢ na utamki proste funkcje f(z) = %.

Rozwiazanie: Najpierw sprawdzamy, czy nie mozemy roztozy¢ na czynniki
wyrazenia 22 — x 4 6. Poniewaz A < 0, wigc jest to niemozliwe. Zauwazmy,
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

3x—4

ze mianownik funkcji jest iloczynem trzech czynnikow, wigc funkcje TP —)

rozktadamy na trzy sktadniki
3r—4 A B N Cx+ D
x?(x? —1:—1—6) x x? x22—z+6
i mnozymy obie strony rownosci przez 22 (x? — z + 6). Otrzymujemy

3z —4 A B  Cz+D .
oz 22y T _ 6
x2(z? —x + 6) x+w2+m2—x+6 |- 2%(@" — 2 +6)

3z —4=Azx(2? —2+6) + B(z? —2 +6) + (Cz + D)z?
(A+C)2® +(—A+ B+ D)z* + (6A— B)z + 6B,

wiec
A+C=0
—A+B+D=0
6A—B=3
6B =—4
Stad
_
A= 15
_ 2
b=-3
— _ 7 !
= 718
19
D=3
wiec
7 2 7 19
fla)= ol 15 5 ast s
22(x?2—2x4+6) = 22 a22—2x+46
Przyklad 4.5.8. Rozwigzaé¢ nierdownos$¢:
1 43 12z 1+z
a) <z b FEE>Im o -5 >

Rozwiazanie:

a) Przenosimy wszystkie wyrazy nieréwnos$ci ;; < 1 na jedng strong i spro-
wadzamy do wspdlnego mianownika, czyli

1
—<z
x
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4.5. Funkcja wymierna

1
——x<0
x

1—z2

<0
T

(1—2)(1+x)

< 0.

Znak tej nierdwnoéci jest taki sam jak znak nieréwnosci* (1—z)(1+z)z < 0.
Zauwazmy, ze © € R\ { 0}, a pierwiastkami licznikasg z = —1 iz = 1. Za-
znaczmy pierwiastki z licznika 1 mianownika na osi. Wspdtczynnik
przy x? jest ujemny, dlatego tez zaczynamy rysowaé wezyk od dotu. Wszyst-
kie pierwiastki sg jednokrotne, wigc wezyk bedzie przecinat 0§ w kazdym

z tych punktow.
R /+\

Rysunek 4.15. We¢zyk dla nierdwnosci z przyktadu 4.5.8.a

Wezyk znajduje si¢ pod osia dla z € (—1,0) U (1,00), wige ten przedziat
jest rozwigzaniem danej nier6wnosci.

b) Postgpujemy podobnie jak w przyktadzie 4.5.8a. Zauwazamy oczywiscie,
ze x # 31x # —b. Zatem

r+3 ST 1
r—3 x+5
r+3 x—1
r—3 x+5
(x+3)(x+5)—(x—1)(z—3) =0
(x —3)(x + 5) -
12(x +1) >0
(x —3)(x+5)
Zaznaczamy na osi pierwiastki licznika: © = —1 oraz mianownika: x = 3
ix =—5.
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

[N /5
N

Rysunek 4.16. Wezyk dla nierownosci z przyktadu 4.5.8.b

. . . , ;s xt3 r—1 . . ,
Rozwigzaniem nierdwnosci =5 > T-= jest wigc suma przedziatow

x € (—5,—1] U (3,00).

1-2z 14z
1+ 142z
przednich przykladéw. Zauwazmy, ze © #+ —11ix # —1. Zatem

¢) Nieréwnos¢ > 1 rozwigzujemy analogicznie do dwoch po-

1—2:6_ l1+=x <1
1+ 142z
1—-2 1
T +x—1§0
14+ 142z

(1-22)1+22)— (1+2)(1+2z)—(1+2z)(1+22)
(14 2)(1+22)
—72% —5r —1
(14+2x)(1+2z) —
Zauwazmy, ze — 722 —5r —1 < 0 (A < 0ia = —7 < 0 (rysunek 4.9)).

<0

Na osi zaznaczamy wigc tylko pierwiastki z mianownika: x = —1 oraz
T = —% i zaczynamy rysowac¢ wezyk od dotu.
+

Rysunek 4.17. We¢zyk dla nierdwnosci z przyktadu 4.5.8.c

Z rysunku 4.17 odczytujemy, ze rozwigzaniem nierownosci jest przedziat
(=00, —1) U (—3,00).

a

4Znak nieré6wnosci % > 0 (odpowiednio

(odpowiednio ab < 0).

< 0) jest taki sam jak znak iloczynu ab > 0
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4.6. Funkcja potegowa

4.6. Funkcja potegowa

Definicja 4.6.1. Funkcja potegowa nazywamy funkcje f wyrazong wzorem
f(x) =z°, (4.19)
gdzie a jest liczba rzeczywista.
Uwaga: Jezeli a jest liczbg naturalng, wtedy f jest jednomianem, czyli szcze-
g0lnym przypadkiem funkcji wielomianowe;.
Dziedzina funkcji potggowej jest uzalezniona od wartosci wyktadnika. Jesli:
ca€Z,a>0 to D;=R
*a€”Z,a<0 to D;=R\{0}
*a€R\NZ,a>0 to D;,=R, U{0},

caceR\NZ,a<0 to Df:[RJr.

4.7. Funkcja wyktadnicza

Definicja 4.7.1. Funkcja wykladnicza (rysunek 4.18) nazywamy funkcje
dla kazdego = € R okreslong jako

f(z) = a”, (4.20)
gdziea > 0ia # 1.
Wykres funkcji f(z) = a” zawsze przecina o§ OY w punkcie (0, 1) (patrz
rysunek 4.18).

Uwaga: Rozwigzujac nierownosci wyktadnicze, czyli nierownosci, w ktorych
niewiadoma wystepuje wyltacznie w wyktadniku potegi, nalezy zwrdci¢ szcze-
g6lng uwagg na sposob przechodzenia z nierownosci wyktadniczej do nie-
réwnosci wynikajacej z wyrazen znajdujacych si¢ w wyktadnikach. Wynika
to z monotonicznos$ci funkcji wyktadnicze;j. I tak:
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

+ poniewaz dla a € (0, 1) funkcja wyktadnicza jest malejaca, wiec
a®1 < a®r = x| > Ty, (4.21)
czyli opuszczajac podstawy, zmieniamy znak nierdbwnos$ci na przeciwny,
» poniewaz dla a > 1 funkcja wyktadnicza jest rosngca, wiec
a®1 < a®r = x; < Ty, (4.22)

czyli opuszczajac podstawy, pozostawiamy znak nierownosci bez zmian.

<
<

f(x)=a" f(x)=a"
a>1 O<a<1

—— ~

Rysunek 4.18. Wykres funkcji wyktadniczej

Tabela 4.3. Wiasnosci funkcji wyktadniczej f(x) = a*

Dziedzina Dy=R
Zbidr warto$ci Y =R,
Migjsca zerowe nie ma miejsc zerowych
Monotoniczno$¢ funkcja rosngcadlaa > 1
funkcja malejaca dlaa € (0,1)

Przyklad 4.7.2. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji f(x) = /2% — 32.
Rozwiazanie: Wiemy, ze warto$¢ wyrazenia pod pierwiastkiem powinna by¢

nieujemna, wigc
2T —3% >0
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4.8. Funkcja logarytmiczna

3=

Zauwazmy, ze a = 3 € (0, 1), wigc zgodnie ze wzorem (4.21), opuszczajac
podstawy, zmieniamy znak nierdéwnosci na przeciwny i otrzymujemy rozwig-
zanie nieréwnosci (4.23)

z <0.

Przyklad 4.7.3. Rozwigzaé nieréwno$¢ 271 < 23745,

Rozwiazanie: Mamy do czynienia z funkcja wyktadniczg rosngca (a = 2 >
1), wiec zgodnie ze wzorem (4.22), opuszczajac podstawy, pozostawiamy znak
nierownosci bez zmian, czyli

r+1<3x+5

T > —2.

4.8. Funkcja logarytmiczna

Definicja 4.8.1. Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, a > 0,
a # 1 nazywamy taka liczbe ¢, ze a podniesione do potegi ¢, daje liczbe b,
czyli

log b=c < a°=0. (4.24)

Wiasno$ci logarytmow:

Niecha > 0,a # 1,b > 0, ¢ > 0. Wtedy:

log a=1 (4.25)
log 1=0 (4.26)
log, b+ log c=log bc (4.27)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

log b—1log c=log b (4.28)
a a a C
1
log b= ,b# 1 (4.29)
a log, a
n-log b=log 0" ,neN (4.30)
1
—log b=1log . b (4.31)
n a a
ab = p’loe® (4.32)
a%’ = (4.33)
log, a’=b (4.34)
log b log, b 1 4.35
og, “log a’ cF (4.35)

Przyklad 4.8.2. Obliczyc¢ log, 7 - log,, 27.

Rozwiazanie: W pierwszym kroku log 27 przedstawiamy jako logarytm
o podstawie 9. W tym celu korzystamy z wtasnosci (4.35)

log, 27  log, 3

1 27 = = .
0849 27 log,49  log, 7

Korzystajac z wlasnos$ci (4.30) oraz (4.25), otrzymujemy

1 3 3
3 _ - — 3 =3.- —2.1=2
log, 3 —310g93—310g9\@—310g99 =3 210g99— 5 1= 5
oraz
log, 7% = 2log, 7.
Zatem
3 3
logy 7 -log,, 27 =log, 7 - 2log, 7 =71
Definicja 4.8.3. Funkcja logarytmiczna nazywamy funkcje
f(z) =log, =, (4.36)

gdziea > 0ia # 1orazz > 0.
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4.8. Funkcja logarytmiczna

y f(x)=log,(x) y
L f(x)=log, (x)
O<a<1

Rysunek 4.19. Wykres funkcji logarytmicznej

Tabela 4.4. Wiasnosci funkeji logarytmicznej f(z) = log

Dziedzina D;=R,
Zbioér wartosci Y=R
Miejsce zerowe =1
Monotoniczno$é funkcja rosnagcadlaa > 1
funkcja malejaca dla a € (0,1)

Wykres funkcji f(z) = log, x zawsze przecina 0§ OX w punkcie (1,0)
(rysunek 4.19).

Przyklad 4.8.4. Rozwigza¢ rOwnanie:
a) 10g2(a;2 —5r+5)=1 b) log (22 —1)=10

Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze z definicji logarytmu wynika, ze 22 — 5z + 5 > 0, czyli

T € (—oo, 572\/5) U (%7 oo). Rowniez z definicji logarytmu wiemy, ze
log, (z* — bx + 5) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

22 —bx+5=12
2?2 —br+4=0,
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

a stad otrzymujemy rozwigzanie

5—bH 5 5
:L‘1:16<—oo, 2\[> 1 1‘2:46( +2f,oo>.

b) Zauwazmy, ze niewiadoma x wyst¢puje w podstawie logarytmu
log_ (x?2 — 1) = 10, wigc z > 0, z # 1. Poniewaz wyrazenie logarytmowane

musi by¢ dodatnie (definicja logarytmu), wiec 22 — 1 > 0. Biorac pod uwage,
ze x > 01ix # 1, otrzymujemy, ze dziedzing funkcji jest 2 € (1, 00). Korzy-
stajac z definicji logarytmu, otrzymujemy

log_(2* —1) =10
logw(:zz2 —1) =log_ z10.

Opuszczajac logarytmy po obu stronach ostatniej rownosci, mamy

22 —1=g10

9 —22+1=0.
Otrzymali$my wielomian W(x) = 2! — 22 + 1 dziesigtego stopnia,
ktorego wykres przedstawiono na rysunku 4.20. Analizujac ten wykres,
widzimy, ze réwnanie ' — 22 + 1 = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych
w przedziale 1, c0).

=D -1 0 1 2

Rysunek 4.20. Wykres wielomianu W (z) = 210 — 22 + 1
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4.8. Funkcja logarytmiczna

Uwaga: Rozwigzujac nieréwnosci logarytmiczne, w ktorych niewiadoma wy-
stepuje w wyrazeniu logarytmowanym lub w podstawie logarytmu, nalezy
zwrécié szezegdlng uwage na sposdb przechodzenia z nierownosci logaryt-
mow do nieréwnosci wyrazen logarytmowanych. Wynika to z monotoniczno-
sci funkcji logarytmicznej (tabela 4.8). I tak:

* poniewaz dla a € (0, 1) funkcja logarytmiczna jest malejaca, wigc
log z; <log, zy = 1 >y, (4.37)
czyli opuszczajac logarytmy, zmieniamy znak nieréwnosci na przeciwny.
* poniewaz dla a > 1 funkcja logarytmiczna jest rosnaca, wigc
log z; <log, zy = z; <y, (4.38)

czyli opuszczajac logarytmy, pozostawiamy znak nierownosci bez zmian.

Przyklad 4.8.5. Rozwigzaé¢ nierdownos¢:
a) log(z2 —1) >0 b) log (22 —1)>0
Rozwiazanie:

a) Wyznaczmy najpierw dziedzing nieréwnosci log(z? — 1) > 0. Z definicji
logarytmu wynika, ze 2 —1 > 0, wiec D = (—o0,—1)U(1, 00). Zauwazmy,
ze na podstawie wzoru (4.38) mamy log 1 = 0, czyli

log(2? — 1) > log 1,

wiec
2 —1>1
22 —2>0
(x—V2)(z+V2)>0.
Czyli

x € (—00,—V2)U(v2,00) i z€ Dy

Wiec rozwigzaniem danej nierdwnosci jest przedziat (—oo, —v/2) U (v/2, 00).
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

b) Dziedzina nierownosci log (22 —1) > 0jest w tym przypadku taka sama,
jak w przyktadzie 4.8.4b, czyli x € (1,00). Poniewaz x > 1, funkcja logaryt-
miczna jest rosngca, wiec nie zmieniamy znaku, opuszczajac logarytmy. Stad
tez

logw(m2 —-1)>0
log (2% —1) >log 1
2 —-1>1
22 —-2>0
(z —V2)(z+V2) > 0.
Uwzgledniajac dziedzing, otrzymujemy rozwigzanie rozwazanej nierownosci
z € (V2,00).
Przyklad 4.8.6. Wyznaczy¢ funkcj¢ odwrotna do funkcji f(z) = 3% — 2.

Rozwiazanie: Aby wyznaczy¢ funkcj¢ odwrotng do funkcji f(z) = 3% — 2,
wyznaczamy x z roOwnania 3 — 2 = y. Poniewaz 3 = y + 2, wiec logaryt-
mujac to rbwnanie stronami, przy podstawie 3 otrzymujemy

log, 3° = log,(y +2).

Korzystajac ze wzoru (4.34), otrzymujemy z = log, (y + 2). Zgodnie z idea
funkcji odwrotnej zamieniamy miejscami zmienne z i y, otrzymujac

fH(z) = log, (= +2).

Zauwazmy, ze D; = R, a zbiorem warto$ci funkcji f jest Wy = (=2, 00).
Natomiast D ;1 = (—2,00), a Wea =R

Przyklad 4.8.7. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji f(z) = log, (=1).

xT

Rozwiazanie: Z definicji logarytmu (definicja 4.8.1) wynika, ze podstawa lo-
garytmu musi spetnia¢ warunki: 4 — 22 > 014 — 22 # 1, a wyrazenie
logarytmowane musi by¢ dodatnie, czyli %1 > 0.

Rozwigzujemy poszczegolne nierdwnosci osobno i otrzymujemy: x € (—2,2),
r#V3ix# —V/3orazz € (—o00,0) U (1, 00), co ostatecznie daje wynik

Dy =€ (—2,—V3) U (—V3,0) U (1,vV3) U (V3,2).
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4.8. Funkcja logarytmiczna

Przyklad 4.8.8. Wiedzac, ze f(z) = 27, g(z) = log, =, wyznaczy¢ i naszki-
cowac funkcje ztozone fo f, fog, go f, gog oraz wyznaczy¢ ich dziedziny.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze D, = R oraz D, = R,. Korzystajac z (4.2),
otrzymujemy:
(fo () = f(f(x)) = f(27)=2%", Dy;=R,
(fog)(x) = f(g(z)) = f(log,z) = 2°%" =z, Dy, =R,
(9o f)(x) = g(f(x)) = g(27) =log, 2" =z, Dy;=R,
(go9)(x) =g(g9(z)) = g(log, z) = log, (log, ), D, = (1,00).

Zauwazmy, ze mimo ze (f o g)(x) = zi(ge f)(z) = z, to dziedziny tych
funkcji ztozonych sa rozne.

Rysunek 4.21. Wykres funkcji ztozonej f o f (przyktad 4.8.8)

454Y

35 -+
25
15

0,5

Rysunek 4.22. Wykres funkcji ztozonej f o g (przyktad 4.8.8)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Rysunek 4.23. Wykres funkcji ztozonej g o f (przyktad 4.8.8)

(g ° 9)(x) = log,(log,(x))

Rysunek 4.24. Wykres funkcji ztozonej g o g (przyktad 4.8.8)

4.9. Funkcje trygonometryczne

Definicja 4.9.1. Niech « bedzie katem §rodkowym okrggu o promieniu 7,
r > 0 (rysunek 4.25). Miara lukowa kata o nazywamy stosunek dtugosci
tuku [, na ktérym oparty jest ten kat, do dtugos$ci promienia tego okregu, tzn.

(4.39)

Jednostkg miary tukowej kata jest 1 radian:
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4.9. Funkcje trygonometryczne

<a) l

Rysunek 4.25. Kat srodkowy

180°

1° oraz lrad = —
T

_ T
180
Definicja 4.9.2. Katem skierowanym nazywamy uporzadkowang par¢ pot-

prostych o wspdlnym poczatku. Pierwsza z polprostych nazywamy ramie-
niem poczatkowym, a drugg — ramieniem koncowym kata (rysunek 4.26).

~

L] T N
| R———

TN D
N

TN —=====-0
Vfm e

Rysunek 4.26. Kat skierowany
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Spojrzmy na rysunek 4.26. Jesli « jest miarg kata skierowanego, tzn. jesli
ZXOP = «, gdzie P = (x,y) # (0,0), jest dowolnym punktem konco-
wego ramienia tego kata, a |OP| = r = /22 + y2, to

sina = y, cosa = E, (4.40)
r r
Y T
tga== (z+#0), ctga=— (y+#0). (4.41)
z Y
Tabela 4.5. Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych
afrad] | 0 | & 1 3 5 s 37” 27
a[o] 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
sine | 0| L L2181 0 | 1] 0
Cos o 1 @ @ % 0 —1 0 1
tga |0 | 2| 1 |V3] -] 0| — |0
ctg o — V3 1 ? 0 — 0 —
Tabela 4.6. Tabela znakoéw warto$ci funkcji trygonometrycznych
« ¢w. I | ew. II | éw. I | ¢w. IV
sin «v + + — —
cos o + — — +
tga + — + —
ctg o + — + -
Zwiagzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata a:
sin® o + cos? o = 1 (4.42)
tga-ctga =1, a#k‘g, ke (4.43)
sin o us
tgo = , —+km, keZ 4.44
ga cos o a7 2 o ( )
ctea=2% GLkr keZ (4.45)
sin av
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4.9. Funkcje trygonometryczne

Funkcje sinus/cosinus sumy/réznicy katéw:

sin(a + ) = sina cos 3 + cos o sin 3 (4.46)
sin(a — ) = sin«.cos 3 — cos asin 3 (4.47)
cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3 (4.48)
cos(a — f3) = cosarcos B + sinasin 3 (4.49)

Suma i réznica funkgcji sinus/cosinus dowolnego kata:

sina+sin5:2sinagﬁcosagﬁ (4.50)
sina—sinﬂchosa—i_ﬁsinagﬁ (4.51)
cosa+cos[3:2cosa—2|_ﬂcosagﬁ (4.52)
cosa—cosﬁz—Qsina;ﬁsinagﬁ (4.53)
lloczyn funkcji sinus/cosinus dowolnego kata:

sinasin 8 = % [cos(a — B) — cos(a + )] (4.54)

cosacos 3 = % [cos(a — f3) + cos(a + 3)] (4.55)

sinacos = % [sin(a — B) + sin(a + ()] (4.56)

Funkcje potowy kata:

o 1 —cosa
in_ =44/—F0 4.57
sin 5 + 5 ( )
1
cos% =44/ w (4.58)

przy czym znak ‘+’’ / “‘=”’ zalezy od ¢wiartki, do ktorej nalezy koncowe
ramig kata 5
a 1l—cosa

tfg— = ———— i 0 4.59
89 sina ¢ 7 (4.59)
1
ctg & 7+, cosa’ sina # 0 (4.60)
2 sin o«
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Funkcje sinus/cosinus podwojonego kata:

sin 2« = 2sin v cos « (4.61)

2o —sinfa=1—2sin* = 2cosa — 1 (4.62)

cos 2ax = cos

Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalaja sprowadzi¢ obliczanie wartosci funkcji trygono-
metrycznych dowolnego kata skierowanego do obliczenia wartosci odpowied-
nich funkcji trygonometrycznych kata ostrego. W tabeli 4.7 przedstawiono
zalezno$ci migdzy funkcjami trygonometrycznymi dowolnego kata (5 a funk-
cjami trygonometrycznymi odpowiadajacego mu kata ostrego c.

Tabela 4.7. Wzory redukcyjne

I3 s—a| sta | T—a | Tt+a 37”—@ 37’74—04 2T — «
sinf | cosa | cosa sina | —sina | —cosa | —cosa | —sina
cosf | sina | —sina | cosa | —cosa | —sina sin av Cos &
tgf | ctga | —ctga | —tga tg o ctga —ctga | —tga
ctg 8 tg o —tga | —ctgo ctg o —tg o tg o —ctg o

Woykresy i wtasnosci funkcji trygonometrycznych

Rysunek 4.27. Wykres funkcji f(z) = sinx

DN AN\

Rysunek 4.28. Wykres funkcji f(z) = cosz

Y
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4.9. Funkcje trygonometryczne

Tabela 4.8. Wiasnosci funkcji f(z) = sinz

Dziedzina D;=R
Zbior wartosci Y =[-1,1]
Miejsca zerowe rg=km, ke”Z

Monotonicznosé funkcja rosnaca dla:
€ (=5 +2kn, 5 +2kn), keZ
funkcja malejaca dla:
x € (5 +2km, 3 +2kr), keZ
Okres podstawowy T =27
Parzysto$¢/nieparzysto$¢ | funkcja nieparzysta, czyli sin(—z) = —sinz

Tabela 4.9. Wiasnosci funkcji f(z) = cosx

Dziedzina

Zbior wartosci

Y = [—1,1]

Miejsca zerowe

Monotoniczno$¢

funkcja rosnaca dla:

x € (m+ 2km, 2w + 2km), ke ”Z
funkcja malejaca dla:

x € (0+2km,m+ 2km), ke Z

Okres podstawowy

T =27

Parzysto$¢/nieparzystosé

funkcja parzysta, czyli cos(—x) = cos x

Tabela 4.10. Wiasnosci funkcji f(z) = tgx
Dziedzina Di;=R\{5+kr:keZ}
Zbioér wartosci Y=R
Miejsca zerowe xg=km, ke”Z

Monotonicznos$¢ funkcja rosngca w przedziatach dla:
re (=5 +kn, S +kn), keZ
Okres podstawowy T=mn

Parzystos¢/nieparzystosé

funkcja nieparzysta, czyli tg (—z) = —tgx

Asymptoty pionowe

r=735+kmkeZ
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Rysunek 4.29. Wykres funkcji f(z) = tgz

ctgx

Rysunek 4.30. Wykres funkcji f(z)
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4.9. Funkcje trygonometryczne

Tabela 4.11. Wiasnosci funkcji f(z) = ctgx

Dziedzina Dy =R\ {kr:keZ}
Zbidr warto$ci Y=R
Miejsca zerowe Tg=75t+km ke’
Monotoniczno$é funkcja malejgca w przedziatach dla:
x € (kmm+km), keZ
Okres podstawowy T=mn
Parzysto$¢/nieparzysto$¢ | funkcja nieparzysta, czyli ctg (—x) = —ctgx
Asymptoty pionowe r=kmke”Z

Przyklad 4.9.3. Dana jest funkcja f(x) = 2cos2z. Dla jakich wartosci ar-
gumentu z z przedziatu [—m, 7] prawdziwa jest nierownos¢ | f(x)| < 1?

Rozwiazanie: Korzystamy z wtasnosci (1.10). Stad
[f(@)] <1 = 1< f(z) <1,
wiec

—1<2cos2x <1 |-

NN

1
—5 < cos2x <

N

N[ =

Z wykresu funkcji cosinus (rysunek 4.28) odczytujemy, ze —% < cos2zx <
wtedy, gdy

2 4
g+2kﬂg2x§§+2lm i §+2kﬂ§2x§5§+2kw, keZ.
Zatem
T s . 2w 5T
—tkr<<zx< —4+kr i —+k7r§x§€+lm, ke”.

6 3 3

Uwzgledniajac przedziat x € [—, 7], otrzymujemy rozwiazanie nierdbwnosci
—1 < 2cos2z < 1w postaci

6[57? %]U{W ult qu[% 571
v E 37 6l 163 376 |
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Przyklad 4.9.4. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji f(z) = Yo812,

cos(x)

Rozwigzanie: Aby funkcja f byla okreslona, musi spelnia¢ warunki, przy
ktorych zarowno licznik, jak i mianownik sg okre$lone, czyli ctgdx > 0,
cos z # 01 z whasnosci fukcji cotangens (tabela 4.9): 4z £ n + krw, k € 7.

Na podstawie wykresu funkcji f(z) = ctgx (rysunek 4.30) widaé, ze
ctgdx > 0 wtedy, gdy

0+k7r§4x§g+k7r, kel”.

Czyli

Z wykresu funkcji cosinus (rysunek 4.28) odczytujemy, ze cos x # 0 wtedy,
gdy

:107’:%4-]4:77, keZ.

Z ostatniego warunku (4x # 7 + k7, k € Z) otrzymujemy za$

km
I?
Bierzemy teraz czg$¢ wspolng ze zbiorow uzyskanych w wyniku rozwigzania
wszystkich trzech warunkow, czyli

km s
Df—[R\<{x—4.kEZ}U{x—2+k7r.k€Z}>.

4.10. Funkcje cyklometryczne

x#ng keZ.

Definicja 4.10.1. Funkcje cyklometryczne sg to funkcje odwrotne do funk-
cji trygonometrycznych, czyli:

y=arcsinz i xz€[-1,1] < x=siny i ye{—g,g] (4.63)

y=arccosx i x€[-1,1] <= x=cosy i yel[0,n] (4.64)
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4.10. Funkcje cyklometryczne

y = arctgx i xeﬂ?\{g—l—kw,kEZ}

— z=tgy i ye (—f,f) (4.65)
2°2
y=arcctgx [ x € R\{kmkeZ}
= zx=ctgy i ye(0,m (4.66)
A
v
-1 -0,5 0.‘5 1 T

ot

Rysunek 4.31. Wykres funkcji f(x) = arcsinx

Tk

Y

-1 ~0,5 0,5 1 T

Rysunek 4.32. Wykres funkcji f(x) = arccos x
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Tabela 4.12. Wtasnosci funkcji f(z) = arcsinz i f(z) = arccos

f(x) = arcsinx f(x) = arccos
Dziedzina D, =[-1,1] D, =[-1,1]
Zbior warto$ci Y =[-%,%] Y =0, ]
Miejsca zerowe g =10 T9=1
Monotonicznos$é funkcja rosngca funkcja malejaca
Parzystos¢/nieparzysto$¢ | funkcja nieparzysta —

Y

051

-1 -0,5

05 1 X

-0,5F

Rysunek 4.34. Wykresy funkcji f(x) = arcctgx
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4.10. Funkcje cyklometryczne

Tabela 4.13. Wlasnosci funkeji f(z) = arctga i f(x) = arcctg x

f(z) = arctgz

f(z) = arcctgx

Dziedzina D;=R D;=R
Zbidr warto$ci Y =(-%,7) Y = (0,m)
Miejsca zerowe Tg =10 brak

Monotoniczno$¢

funkcja rosngca

funkcja malejaca

Parzysto$¢/nieparzystosé

funkcja nieparzysta —

arcsin(—z) = —arcsinx
arccos(—x) = m — arccos
arctg (—x) = —arctgr

arcctg (—x) = 7 — arcctgx

Mozna pokazag, ze:

sin(arcsinz) =z dlaz € (—1,1)
cos(arccosz) =z dlaz € (—1,1)
tg(arctgr) =2 dlaz e R
ctg (arcctgx) =z dlax € R

. T w
arcsin(sinz) =z dlax € (—5, 5)
arccos(cosz) =z dlaz € (0,7)

arctg(tgzr) =« dlaz € (—W W)

2’2
arcctg (ctgzr) =z dlaz € (0,7)
arcsin x 4 arccos x = g dlaz € [—1,1]

arctg x + arcctgx = g dlaz € R

sin(arccosz) = V1 —22 dlaz € [—1,1]
cos(arcsinz) = V1 —22 dlaz € [—1,1]

Z whasnosci funkcji cyklometrycznych i na podstawie ich wykreséw mozna
zauwazy¢, ze:

(4.67)
(4.68)
(4.69)
(4.70)

4.71)
(4.72)
(4.73)
(4.74)

(4.75)
(4.76)
(4.77)
(4.78)
(4.79)

(4.80)

4.81)
(4.82)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Przyklad 4.10.2. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia

arccos (—g) + arctg (v/3)

arcsin(1)

)

V2 V2
- 2 2

Rozwigzanie: Wiemy, ze cos
wzoru (4.68), otrzymujemy

V2 _ V2 _ T 3
arccos 5 = T — arccos 5 =7 1= 1

™

Skoro tg g = /3, wiec arctg /3 = 3
arcsin1 = 7. Podstawiajgc te wartosci do danego wyrazenia, otrzymujemy

, czyli arccos %5 = 7. Korzystajac ze

. Podobnie, poniewaz sin 5 = 1, wigc

arccos (—g) tarctg(V3) 34T g3

arcsin(1) -z
Przyklad 4.10.3. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji f(x) = arcsin (1 — %)
Rozwiazanie: Wiemy, ze dziedzing funkcji arcsin x jest przedziat [—1, 1] (ta-
bela 4.10). Stad tez, aby wyznaczy¢ dziedzing zadanej funkcji, powinni$my
rozwigza¢ nierdéwnos¢

—1g1—1g1,

8

czyli
1 , 1
l——>-1 1 1—=-<1.
X x
Obie nierdéwnosci rozwigzujemy analogicznie do przyktadéw z zadania 4.5.8.

Czyli

l1—-—>-11 1--<1
x x
Zatem ) )
2—-2>20 1 ——=X0,
x x
a co za tym idzie
2x —1 1
>0 1 ——-<0.
x x

Stad
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4.10. Funkcje cyklometryczne

1

Przyklad 4.10.4. Narysowaé wykres funkcji f(z) = sin(arcsin x).

Zatem

Rozwiazanie: Poniewaz y = sin(arcsin z), wigc z definicji funkcji arcsin =
otrzymujemy

arcsin x = arcsiny.
Poniewaz funkcja arcsin x jest funkcjg roznowartosciowa, wiec
T =1y.

Ale z definicji funkcji arcsin x wynika, ze x € [—1, 1], wigc wykresem funkc;ji
f(x) = sin(arcsinz) jest odcinek prostej y = x przedstawiony na rysunku
4.35.

05}

Y

-0,5F

Rysunek 4.35. Wykres funkcji f(x) = sin(arcsin x)
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

4.11. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozlozyé¢ na ulamki proste funkcje:

3x275:v+2
1) (x—2)

2) 31‘3—435)24—1
3x—4

3) @D

D wiasiop

Wyznaczyc' dziedzine¢ funkcji:

5) f(z)=+/lr+2|—

6) f(z)=log , Va*—5x+6
7) S = il

8) fla) = 1=

9) f(z) = Vsinz ++/—sinz

10) f(z) = arccos (25%)

Rozwiazaé rownania/nieréwnosci:
1) —1 < 5 < 2

12) cos(2z + §) < %
13) 23 — 922 + 142 +24 <0
14) 5* —=3* <0

15) 8% +5.2% = 2 4 4%+1

Narysowa¢ wykres funkcji:

16) f(z)=Va?—4dz+4+x
17) f(z) = Va2 —dx + 4 + 22
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4.11. Zadania do samodzielnego rozwigzania

18) f(z) = Va? —dz + 4+ Va?

19) f(x) = cos(arccos z)

Odpowiedzi:
4 22 7
D — 52 + 58] + 3= 3

2) z2+(m 2)2+<m 2)3+(z )
3) 17—2x

2+3) 7(x—2)
4) 44m3?f2) (ifﬂig) — 5+
5) Dy = (—o0,—5]U|[1,00)
6) D;=(1,2)U(3,00)

7) Dp=(—4,1)U(1,4)
8) Dy=R\{—-1,1}

9) Dy ={km k€ Z}

10) Dy = (—2,6)

11) =z € (3,5)

12) 12+kﬂ'<$< T +kn, ke’
13) z € (—o0, —1] U [4 6]
14) 2 <0

15) 2=0,z=1

16) rys. 4.36

17) rys. 4.37

18) rys. 4.38

19) rys. 4.39

Rysunek 4.36. Wykres funkcji f(z) = Va2 —4doe+4+
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4. Przeglqd funkcji elementarnych

Rysunek 4.38. Wykres funkcji f(z) = Va2 — 4z + 4 + Va2

05}

-0,5 |

Rysunek 4.39. Wykres funkcji f(x) = cos(arccos x)
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5. Ciagi
5.1. Pojecie ciggu

Definicja 5.1.1. Ciag liczbowy nieskonczony to funkcja f, ktorej dziedzing
jest zbior liczb naturalnych, a przeciwdziedzing zbior liczb rzeczywistych,
czyli

f:N=R. (5.1)

Warto$¢ funkcji f dla argumentu n € N, czyli f(n), jest nazywana n-tym
wyrazem ciagu i oznaczana jako a,,. Zatem

a, = f(n). (5.2)
Ciag o wyrazie ogdlnym a,, oznaczany jest jako (a,,). Przyktadowo a,, a5,
asg, @, to kolejno pierwszy, piaty, osiemdziesiaty oraz k-ty wyraz ciagu (a,, ).

n+1
2n—3

Przyklad 5.1.2. Wyznaczy¢ setny wyraz ciagu a,, =

Rozwiazanie: Jak tatwo zauwazy¢ n = 100, zatem

A 100+1 101
1007 9. 100 —3 ~ 197

Definicja 5.1.3. Ciag (a,,) jest ograniczony, jezeli istnieja liczby m i M,
takie ze dla kazdego n zachodzi m < a,, < M.

Definicja 5.1.4. Ciag nieskoficzony (a,,) nazywamy ciagiem rosnacym
(odpowiednio niemalejgcym), jesli a,, . ; > a,, (odpowiednio a, ,; > a,)
dla kazdego n € IN.

Definicja 5.1.5. Ciag nieskonczony (a,,) nazywamy ciagiem malejacym
(odpowiednio nierosngcym), jeslia,, ,, < a,, (odpowiednio a,, ; < a,,)dla
kazdego n € IN.
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5. Ciggi

Definicja 5.1.6. Ciagi rosngce, niemalejace, malejace i nierosngce nazy-
wamy ciggami monotonicznymi.

Z definicji ciagu rosnacego wynika, ze aby wykaza¢, ze dany ciag (a,,) jest
rosnacy, wystarczy sprawdzi¢, czy
Qpip—ay, >0 (5.3)
dla kazdej liczby naturalnej n.
Analogicznie wige (a,,) jest malejacy wtedy i tylko wtedy, gdy nierownosé
Ay —a, <0 (5.4)
jest spetlniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Przyklad 5.1.7. Zbada¢ monotoniczno$¢ ciagu o wyrazie ogolnym:

a) a,=21 b)a,=1+(-1)" o) aq,="200

T 3n+2 (n—3)2
Rozwiazanie:
a) Aby zbada¢ monotonicznos$¢ ciagu o wyrazie ogolnym a,, = %, mu-

simy sprawdzi¢ znak roznicy a,, ,, — a,,. Poniewaz

L _2nt1—1 241
T3+ 1)+2 0 3n+5]

zatem
2n+1 2n—1 (2n+1)Bn+2)—(2n—1)3n+5)
Il O = g 5 B2 (Bn+5)(3n+2)
24+ 1)Bn+2)—(2n—1)(3n+5) 7
(3n+5)(3n +2) (Bn+5)(3n+2)
Poniewaz 7 > 0 oraz (3n + 5)(3n +2) > 0dlan > 1,t0 a,,; —a, > 0.
Oznacza to, ze ciag o wyrazie ogdlnym a,, = gz;; jest rosnacy.

b) Ciag 1 + (—1)™ jest ciggiem naprzemiennym, poniewaz (—1)" przyjmuje
na przemian wartoéci 1 i —1. Dla n parzystycha,, = 14+ 1 = 2,adlan
nieparzystych a,, = 1 — 1 = 0. Zatem cigg 1 + (—1)" nie jest monotoniczny.
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5.2. Cigg arytmetyczny i cigg geometryczny

¢) Obliczamy réznicg dwoch kolejnych wyrazéw danego ciggu

. :(n—l)(n—B)_(n—Q)(n—4):
me (n—2)? (n—3)?
(n—1)(n—3)(n—3)2—(n—2)(n—4)(n—2)2
(n—2)%(n—3)?
2n—95
(n—2)%(n—3)*

Analizujac znak réznicy a,,,; — a,,, mozna zauwazyc, ze:

edlan=1, a,,; —a, <0,
e dlan =2 i n = 3 rdznica jest nicokreslona,
edlan >3, a,, ; —a, >0,

zatem ciag (a,,) nie jest monotoniczny.

5.2. Ciag arytmetyczny i cigg geometryczny

Definicja 5.2.1. Ciag arytmetyczny to cigg liczbowy, w ktorym roéznica
migdzy kolejnymi dwoma wyrazami jest stata. Ta roznica nazywana jest r6z-
nica ciagu i oznaczana symbolem 7.

Jezeli a; oznacza pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego, to wyraz ogolny a,,
tego ciggu mozna wyrazi¢ wzorem

a, =a; +(n—1)r. (5.5)
Suma pierwszych n wyrazow ciagu arytmetycznego, czyli
S, =a,+ay+az+--+a,, (5.6)
dana jest wzorem

2 —1
a; + (n >T-n

5 (5.7)

n
Sn = §(CL1 +an) =

Definicja 5.2.2. Ciag geometryczny to cigg liczbowy, w ktorym kazdy wy-
raz (poczynajac od drugiego) jest iloczynem poprzedniego wyrazu i stalej
liczby, zwanej ilorazem ciagu, oznaczanym zwykle jako q.
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5. Ciggi

Jezeli pierwszy wyraz ciagu oznaczymy jako a,, to wyraz ogélny a,, ciagu
geometrycznego mozna wyrazi¢ wzorem

w=arg (5:8)

Suma n wyrazéw ciagu geometrycznego, oznaczana jako .S,,, zalezy od war-
tosci ilorazu g

al%a q# 1, n — skofczone,
Spy=qn-a;, ¢=1 : (5.9)
ay

1%, lal <1, n— nieskonczone

5.3. Granica ciagu

Definicja 5.3.1. (Cauchy’ego) Liczb¢ g nazywamy granica ciagu (a,, ), je-
zeli dla kazdej dodatniej liczby ¢ istnieje taka liczba naturalna n, ze dla
n > ny spetniona jest nierownosé¢

la, —g| < e. (5.10)
al\
n
r-.
____g__ -__].__._._:_'_'_'_l..l_p_-_n..-_o_-.
1 -
no n’

Rysunek 5.1. Interpretacja graficzna granicy ciagu

O ciggu, ktory ma granicg g, moéwimy, ze jest zbiezny do liczby g. W takim
przypadku zapisujemy:

lim a, =g. (5.11)

n—,oo
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5.3. Granica ciggu

Obrazowo, ciag jest zbiezny do granicy g, gdy jego dostatecznie dalekie wy-

razy lezg dowolnie blisko g. Definicje granicy ilustruje rysunek 5.1.

Twierdzenie 5.3.2. Jezeli (a,,) i (b,,) sa ciagami zbieznymi to:

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—oo

lim (a,, —b,) = lim a, — lim b
n—)oo< n n) n—oo n—ooo

lim (ca,) =c lim a,, gdzie ceR
n—oo

n—oo
M o) = (o ) - M )
b an _ limn*)OO an b b

lim (a,)? = ( lim an>p, gdzie peZ\ {0}

n—oo

lim = , gdziek € N\ {1}, lim a, # 0
n—,oo

Granice wybranych ciagow:

lim Ya=1, dla a>0

n—oo
lim Yn=1, dla neN
n—oo

lim (—1)™ nie istnieje

n—oo

Twierdzenie 5.3.3. Kazdy cigg zbiezny jest ograniczony.

(5.12)

(5.13)
(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
(5.20)
(5.21)

Jak widaé¢, ciag (1 + (—1)™) jest ograniczony, ale nie jest zbiezny (przyktad
5.1.7b). Ograniczono$¢ ciagu jest zatem warunkiem koniecznym jego zbiez-

nosci, ale nie jest warunkiem wystarczajagcym.

Twierdzenie 5.3.4. Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
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5. Ciggi

Przyklad 5.3.5. Obliczy¢ granice ciagu (a,,) 0 wyrazie ogolnym:

_ 2n+43 __ 4n>%-5
a) a, = 455 b)) a, =53
Rozwiazanie:

a) Wyraz a,, mozemy przeksztatci¢, dzielac licznik i mianownik przez naj-
wyzszg potege n w mianowniku, czyli przez n?

2n 3 2 3
_nrtar _atar
n = 3nz _ 5 4— 5 °
n? n? n?
. . 2 3 5 .
Teraz, przy n — oo, wyrazenia %, ;*; oraz > dgza do zera. Zatem

2+% 040

lim a, = lim = =0.
n—ooo n—oo 4 — % 4—0
n
4n2%—5

b) Musimy wyznaczy¢ lim,,_, ., 57— Rozpocznijmy od wyciagnigcia w licz-
niku i mianowniku przed nawias najwyzszej potegi n
n(A—) _n(—:p)

a
" on(243) 243
Obliczamy granice, korzystajac z wlasnosci (5.15)
5 5
n(4— =5 4—=
M: lim n - lim M:oo,

n—oo n—oo 24 3 n—00 n—oo 2 4+ 3
n n

poniewaz, jesli n — oo, to 5 — 0 oraz % — 0.

Przyklad 5.3.6. Obliczy¢ granice ciagu (a,,) 0 wyrazie ogolnym:

1
2

a) a, =2n—V4n?2—n b) a, =3n— (9n?+6n—>5)

Rozwiazanie:

a) Aby obliczy¢ granice ciagu (a,,), nalezy najpierw przeksztalci¢ wyraz
ogolny danego ciaggu. W tym celu mnozymy licznik i mianownik (réwny 1)
przez wyrazenie sprzezone z 2n — \V4n? — n, czyli przez 2n + V4n? —n

0, = 2n— IRE = 2n = VAn? —n)@n 4 Vin? —n)
2n+vV4n2 —n
4n? — (4n® — n) n

Mm4+VanZ—n  2m4+VaAn—n
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5.3. Granica ciggu
Teraz
I I I z
nLn;oa _nggo 2n+,/4n2_n nglgo <2+ /4n2—n> o
. 1 1 1
lim

b) Przemnézmy licznik i mianownik (rowny 1) przez wyrazenie sprz¢zone
z wyrazeniem 3n — /9n? + 6n — 5, czyli przez 3n + V9n? + 6n —

a, =3n—\9In?2+6n—>5=

VIn2+6n—5 3n+vVIn2 4+ 6n —

1 3n+\/9n2—|—6n—5:
In? — (In* +6n—5) —6n+5
3n+vVInZ+6n—5 3n+vVmZ+6n—->5
Zatem
. —6n + 5
lim a, = lim
n—oo

n—oo 3n 4+ v/9n? + 6n —5
lim 0+ - __
n—>003+ /9+%_% 3+\/§

Przyklad 5.3.7. Obliczy¢ granice ciagu (

a,,) o0 wyrazie ogolnym
6" + 2™ . 3n71 + 57
qn —2. 1

n —

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze korzystajac z dziatan na potggach (wzory (2.13)
i (2.15)), otrzymujemy 2" - 3"~ 1 = 6""1 . 2. Stad

6n+2n3n—1+5n:6n+26n—1+5n
W liczniku i mianowniku wyrazu ogdlnego a, wyciagamy ,,najwyzsza po-
tege” 6" przed nawias

6" 2.6m 45 6”(
R T =
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5. Ciggi

lim -
n—00 (% ) _

Przyklad 5.3.8. Obliczy¢ granicg ciagu (a,,) o wyrazie ogélnym:
a) a,=302n—1)— A (1+3+5+..+(2n—1))

I+ 424 45
b) a, = A

Rozwiazanie:

a) Najpierw zauwazmy, ze 1 +3+5+ ...+ (2n— 1) jest suma wyrazow ciagu
arytmetycznego. Wykorzystujac wzor (5.7), obliczamy

1+3+5+...+(2n_1):g(1+<2n_1)):nz_
Stad
@y = 5@ 1) = (143454 + (20— 1)) =
2n —1 n2 _(2n—1)(n+1)—2n2_ n—1
2 o+l 2(n+1) Tt 1)
Zatem
—1 1
lim a, = lim " =

b) Zauwazmy, ze zarowno licznik, jak i mianownik wyrazu

1+34+5+.. +5

B I R Y A

n

sg sumami ciggdéw geometrycznych skonczonych. Poniewaz licznik jest suma

ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = 1 i ilorazie ¢ = %,

wiec korzystajac ze wzoru (5.9), otrzymujemy

1 (1= (3)" 1
L-6) (-1)

1+1+1+ +— =
2 4 7 on 1—1

94



5.3. Granica ciggu

Mianownik jest suma ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = 1

iilorazie ¢ = %, wiec korzystajac ze wzoru (5.9), mamy
O +< 1>n_1-(1—(—;)”)_2(1 ( 1)”)
2 4 2/ 1—(-%) 3 2) )
Zatem

Jezelin — oo, to 57 — 0 oraz (—%)" — 0, i w rezultacie

1—
lim q = 20L=0)

n—o00 1—0

=3.
Przyklad 5.3.9. Obliczy¢ granicg ciagu (a,, ), jezeli:
a) a, = %ng: b) an%

Rozwiazanie:

a) Korzystajac ze wzoru (3.3), otrzymujemy

m+1)!=1-2-3-..-(n—=1)-n-(n+1)=n—-1!'n-(n+1),

wiec

Zatem

.n - —1)!
lim a, — fim (MY =D
oo I T e T (1)

lim (n+1)-n = oo.
n—oo

b) Korzystajac ze wzoru (3.4), otrzymujemy

Stad
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5. Ciggi

n? 2n2 2n
Zatem
5 —1 1
lim % — lim = .
n—oo M, n—oo 2n 2

Twierdzenie 5.3.10. (o trzech ciagach) Jezeli ciagi (a,,), (b,,) i (c,,) spet-
niajg warunki:

1) dla wszystkich n € N zachodza nierownosci

a, <b, <c,, (5.22)
2) lim a, = lim ¢, =g,
n—oo n—oo
to
lim b, =g. (5.23)
n—oo

Przyklad 5.3.11. Obliczy¢ lim,, , _ /3" + 47 + 57,
Rozwiazanie: Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N
9" < 3" 44" 45" <357,
Stad
VB < /3 A 4 5n < (1/3-5m).

Korzystajac z wlasnosci (5.19), otrzymujemy

V3—=1 dla n— oo.

Zatem
lim 5 < lim V3" +47 + 57 < lim V3. /5"
n—oo n—00 n—oo
5< lim v/37 +4n 4+ 57 < 5.
n—oo

Czyli, zgodnie z twierdzeniem o trzech ciagach,

lim /3" + 47 + 57 = 5.

n—,oo
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5.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

5.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbada¢ monotonicznos¢ ciagu o wyrazie ogoélnym:

1) a, = %

n2— n
2) ap = ZnQEntf
4) a, =log =
5) a, = 7(135)+711

n !
6) an = Entgg'
7 a, = %

Obliczy¢ granice ciagu a,, 0 wyrazie ogolnym:

_ 3n+4
8) a4, = 5r2ton T
_ ™?—6
9) an = 4An+1

743751487
10) a, 5n—3.7n—1

_ 3n42ngn_149n
1) a, 6n—437—1

12) a,, = 5n— /1602 + 9n

13) a, =4n —v256n? —4n +7

14) an:\/n2+n—\/n2—|—1

15) a, =3Bn—2)— A5 (1+4+ 7+ 4 (3n—2))

Wl

16) a, = ;(4n+1)— A= (2+6+ 10+ 4 (4n+1))

=

i+ 4(-1)"
17) a, = 3 91_L< 3)
3
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5. Ciggi

1+l+i+.,.+ _1\m
18) an — 4 161_l ( 4)
4

19) a, = Y47 + 37 + 77

20) a, = /1+ (—1)"

21) 0, = /(5 + ()"

22) a, = /(1) +en+ (2" + 2
Dla jakich warto$ci parametru a:

: an?4+3n+1 __
23) lm S5 =1

. 2n5+a4nn—l _
24) T}LI& (a+1)2n"+1+3" - 3

Odpowiedzi:

1) rosnacy

2) nie jest monotoniczny

3) nie jest monotoniczny

4) malejacy

5) rosnacy

6) rosnacy

7) malejacy

8 0

9) 0

10) oo

11) oo

12) oo

13) —

14) 1

15) oo

16) oo

17) 2

18) %
7
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5.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

21) 0
22) oo
23) 4
24) nie istnieje
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6. Liczba ¢ i logarytm naturalny

6.1. Liczba ¢

Wisrod wszystkich ciagow na szczegdlng uwage zastuguje ciag o wyrazie ogol-
nym

1 n
a, = (1 + ﬁ) . (6.1)
Przyklad 6.1.1. Wykaza¢, ze:

a) ciagg ((1 + %)n> jest ograniczony

b) cigg ((1 + %)n) jest rosnacy
Rozwigzanie:

a) Korzystajac ze wzoru (3.4), otrzymujemy
1 n
a, = (1—}—7) =
n
14 n 1 + n 1 + n 1 4ot n r
1) n 2] n? 3) nd n) nn
1 1 1 1 2
1+1+=(1—— —(1—=)(1——
+ +2!( n)+3!( n)( n>+ *
1 1 —
f<1—f>...<1—" 1).
n! n n

Zauwazmy, ze wszystkie wyrazenia w nawiasach sa dodatnie i mniejsze od 1,
czyli

1 2 —1
1l—2<1, 1-2<1 .., 1-272 1.
n n
Otrzymujemy wigc
141 1 1 1
a, <l+ +i+§+'“+m.
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6.1. Liczba e

Poniewaz k! > 2871 dla k > 2, wige 7 < 5, czyli

1<1 1<1 1< 1
2! 27 3 22’ "ol gn—1’
wiec
1 1 1

Wynika z tego, ze kazdy wyraz ciagu a,, jest mniejszy niz 3. Ponadto kazdy
wyraz jest wickszy od 1, co oznacza, ze ciag jest ograniczony z gory i z dotu.

b) Pokazemy, ze ciag ((1 + %)n> jestrosnacy, czylizea,  , > a, dlan € N,

. n . . . . . r . J4 rr
gdziea,, = (1 + %) . Poniewaz a,, > 0, wigc mozemy rozwazy¢ nieroOwnos¢

an+1 > 1
an
Wobec tego
n+1
t (L )™ () ()
an (1+3)" (1+3)"

(n+2)n
((n+1)2) n+1 (n +2n—|—1—1) <1+ 1 ):

(1+ n+1)2 n+1

(1_( i1)2)n<1+n—1u>'

Korzystamy z nierownos$ci Bernoulliego (wzér (3.12)). Wobec tego

Zatem

Ay n 1 ) (n+1)3+1
—>1—-—7 1 = > 1.
a, ( (n—|—1)2>< +n+1 (n+1)3

Co dowodzi, ze a,, ., > a,. Wynika stad, ze ciag (a,) = ((1 + %)n> jest
rosnacy.
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6. Liczba e i logarytm naturalny

Poniewaz ciag a,, = (1+ 1)" jest ograniczony i rosnacy, wigc na podsta-
wie twierdzenia (5.3.4) jest on zbiezny. Granica tego ciggu jest liczba Eulera
(zwana tez liczbg Nepera) oznaczana jako e. Warto$¢ tej liczby wynosi w przy-
blizeniu 2,718281828459.... Oznacza to, ze

n—oo

1 n
lim (1 + —) = e ~ 2,718281828459... 6.2)
n

Twierdzenie 6.1.2. Jezeli lim a, =0, a,, # 0,dlan € N, to
n— o0

lim (1+a,)® =e. (6.3)

n— o0
Przyklad 6.1.3. Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogélnym
a, =n(ln(n+ 1) —Inn).

Rozwiazanie: Stosujac wlasnos¢ (4.28), mamy

1 1
a, =n(ln(n+1)—Inn) =nln nt =nln(1+—]).
" n n

Korzystajac ze wzoru (4.30), otrzymujemy
1 1\"
nln<1+—> :1n<1+—> .
n n

1 n
lim a,, = lim In (1 + —) .
n

Zatem

n—oo n—oo
Poni 5 (1 1\ .
oniewaz ( + 5) — e, przy n — 00, wigc

lim a, =Ilne=1.
n—oo

Przyklad 6.1.4. Obliczy¢ granicg ciagu a,, = (1 + %)371

Rozwiazanie: Aby obliczy¢ jego granice, mozemy zauwazyc, ze korzystajac
z (5.15), mamy
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6.1. Liczba e

1 3n 1 n 1 n 1 n
lim (14—*) = lim [<1+> (1-1-*) (14—*) } =
n—00 n n—o00 n n n
1\" 1\" 1\"
lim <1 + —) - lim (1 + —) - lim (1 + 7) =
n—00 n n—00 n n—oo n
e-e-e= 63.

Przyklad 6.1.5. Obliczy¢ granice ciggu ((1 - %)n)

Rozwigzanie: Mozemy przeksztatci¢ wyraz ogolny danego ciggu w nastepu-

e (-3) - (0-3)7)

Korzystajac ze wzoru (6.3), otrzymujemy

2n
lim (1_f) —e .
n—oo 2n

jacy sposéb

Zatem:

im (1) = i [(1- 1)) == 2
_—— = 11m _—— = 2 = —,
m n—00 2n € \/E

n—o00 2n
Przyklad 6.1.6. Obliczy¢ lim,,_, (%

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze "T” =1+ % Zatem

9 3n—5
a, = <1 + —) .
n

Poniewaz
9 3n—5 9 3n ) -5
fim <”+ ) — lim <1+—> -(1+—> -
n—oo n n—oo n n
2 n 6 2 75
lim <<1+—> > - lim <1+—> .
n—oo n n— o0 n

Zauwazmy, ze w wykladniku wyrazenia (1 + %)75 mamy stalg warto$é —5

i2 -0, gdyn — oco. Zatem lim (1+ %)75 = 17° = 1. Korzystajac ze
n—oo

wzoru (6.3), otrzymujemy
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6. Liczba e i logarytm naturalny

1y
2\" 1\’
lim (14——) :<lim <1+1) ) = e2,
n—oo n n—oo §n

92 ny 6 2 -5
lim <<1+—> ) - lim (1—1——) = ()01 =e!2
n—00 n n—o0 n
Przyklad 6.1.7. Kapitat k = 2000 zt podlega oprocentowaniu p = 5% w skali

rocznej w ciggu t = 4 lat. Obliczy¢ kapital koncowy, gdy oprocentowanie
odbywa si¢ w sposob ciagly.

Zatem

Rozwigzanie: Korzystamy ze wzoru

K= timk(1+ -2\
T ( +100n)

100n 7 155 .
k- lim <1+L) g — ket
n—o00 100n

Zatem

5

K = 1500 - eio0 = 1500 - €02
Kapitat kofcowy to

K =1500-1,2214 = 1832,10z.

6.2. Funkcje f(z) =€” i f(z) =Inx

Funkcja f(z) = e* jest szczegblnym przypadkiem funkcji wyktadniczej
(definicja (4.7.1)), kiedy jako podstawe wezmiemy a = e (rysunek (6.1)).
Ze wzgledu na swoje zastosowanie jest to jedna z wazniejszych funkcji
w matematyce. Wlasnosci tej funkcji sg analogiczne do wlasnosci funkcji wy-
ktadniczej o podstawie wigkszej od 1.

Dla poréwnania, na rysunku 6.2 przedstawiono zestawienie wykresow funkcji

flz) =101 f(z) = €”.
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6.2. Funkcje f(x) =€ i f(z) =Inzx

-2 -1,5 -1

Y

-5 0 05 1 X

Rysunek 6.1. Wykres funkcji f(z) = e*

Tabela 6.1. Wtasnosci funkcji f(z) = e*

Dziedzina D = R
Zbior wartosci Y =R,
Miejsce zerowe brak

Monotoniczno$¢

rosngca w catej dziedzinie

In

-1.5 -1 -0,5

Rysunek 6.2. Zestawienie wykresow funkcji f(x) = 107 1 f(x)e”

0,5 1 15 X
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6. Liczba e i logarytm naturalny

Szczegolng rolg w réznych zastosowaniach odgrywaja logarytmy o podsta-

wie e, zwane logarytmami naturalnymi, czyli

Inz = log_ . (6.4)
Ze wzoru (4.32) wynika, ze:
ab = ebne, (6.5)
Dla z bliskich zera zachodzi:
Inl+2)~x (6.6)
oraz:
(6.7)

e’ ~ 1+ x.

Wykres funkcji f(x) = Inx zaprezentowano na rysunku 6.3, a zestawienie
wykresow funkcji f(x) = logx i f(x) = Ina pokazano na rysunku 6.4.

A
y

1.5}

0.5}

-05F

-1.5F

Rysunek 6.3. Wykres funkcji f(z) = Inz
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6.2. Funkcje f(x) =€ i f(z) =Inzx

Tabela 6.2. Wiasnosci funkcji f(z) = Inz

Dziedzina D; = (0,00)
Zbidr wartos$ci Y=R
Miejsce zerowe rg=1
Monotoniczno$¢ | rosnaca w calej dziedzinie

-

Rysunek 6.4. Zestawienie wykresow funkcji f(z) =logz i f(z) = Inz

Przyklad 6.2.1. Rozwigza¢ rownanie In(2? — 4) = In4z.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze z definicji logarytmu wynika, ze In(z? — 4)
In(4x) sa okreslone tylko wtedy, gdy 22 — 4 > 014z > 0. Stad

x € (—00;—2)U(2;4+00) i x>0.
Zatem dziedzing réwnania In(2? — 4) = In4x jest zbior (2; +00).
In(z? — 4) = In4xz,
wiec po opuszczeniu logartmow otrzymujemy
2? —4 =4z
2?2 —4x —4=0.

Poniewaz A = 32, to x; = 2+ 22 € (2;+00), ale zy = 2 —2V/2 ¢
(2; +00). Zatem jedynym rozwigzaniem danego rownania jest x = 2 + 2v/2.
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6. Liczba e i logarytm naturalny

Przyklad 6.2.2. Rozwigza¢ nierownos¢ Inz > —2.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze z definicji logarytmu wynika, ze * > 0. Po-
niewaz —2 = Ine 2, wiec Inz > Ine 2. Poniewaz podstawg logarytméw
po obu stronach jest e > 1, wigc, opuszczajac logarytmy (wlasnosc (4.22)),
otrzymujemy

x>e 2.

Rozwigzaniem nierdwnosci jest wigc

>1
> —.
e2

Przyklad 6.2.3. Rozwigza¢ nieréwno$é¢ In(z2 + 5z — 6) > 1.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze aby logarytm In(z? + 5x — 6) byl okreslony,
musi by¢ spetniona nieréwno$é

22 + 515 —6 > 0.
Rozwigzujac t¢ nier6wnosc¢, otrzymujemy
x € (—o0,—6) U (1, 00).

Poniewaz 1 = In e (wlasnos¢ (4.25)), wiec, opuszczajac logarytmy (wlasnose
(4.22)), mamy
22 + 52 —6>el.
Poniewaz A = 49 + 4e oraz x; = —Stvadtde V249+46 12y = —S-vdd+de V249+48, biorac pod
uwage, ze x € (—oo, —6) U (1, 00), otrzymujemy
x € (—00,zy) U (21, 00).
Przyklad 6.2.4. Zatozmy, ze pewna wielkos$¢ przyrasta w statym tempie p

procent rocznie. Po jakim czasie nastgpi jej podwojenie?

Rozwigzanie: Problem sprowadza si¢ do rozwigzania rownania

p xT
1 —) — 9.
<+100

Z definicji logarytmu i wzoru (4.35) na zamiang podstaw w logarytmie otrzy-
mamy
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6.2. Funkcje f(x) =€ i f(z) =Inzx

B log (1 + 55) 2 B In2
log(1+ &) In(1+ &)

Gdy p jest niezbyt duze (w praktyce chodzi o przyrost do ok. 10%), wyrazenie

165 Mozna uzna¢ za bliskie zeru i skorzysta¢ z przyblizenia

In (1 n 1%) ~ 1%. (6.8)

Przyklad 6.2.5. Oszacowac okres podwojenia dla kapitatu & = 1000 zt przy
rocznym wzroscie w tempie 8%.

Rozwigzanie: Korzystamy ze wzoru

(1+ %)x _o. (6.9)

Logarytmujac obie strony powyzszej rOwnosci, otrzymujemy

In (1 n L)I — In2,

100
a stad
p
I (1 7) — In2,
rzin|1l+ 100 n
czyli

In2
In (1 + ﬁ)'

Jeslip = 8%, to
In2 In2

In(1+355) In(1,08)°

Poniewaz
In2 ~0,6931 oraz 1In1,08 ~ 0,07696,
wiec
0,6931
=" x 1.
z=0.07606 = 0

Zatem kapital podwoi si¢ po okoto 9 latach przy rocznym wzroscie o 8%.
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6. Liczba e i logarytm naturalny

Przyklad 6.2.6. Na konto z kapitalizacjg kwartalng i oprocentowaniem w sto-
sunku rocznym wynoszacym 5% witozono 5000 zl. Obliczy¢ stan konta po
uplywie roku. Po ilu kwartatach stan konta przekroczy 6000 z1?

Rozwiazanie: Korzystamy ze wzoru na stan konta po ¢ kwartatach

,ﬂo:;%(1+£)m, (6.10)

gdzie jest S, = 5000 zt to kapital poczatkowy, » = 0,05 to oprocentowa-
nie roczne (5%), k = 4 to liczba kapitalizacji w ciagu roku (4 kapitalizacje
kwartalne), t to czas oprocentowania. Zatem

0,05
4

4t
S(t) = 5000 (1—+ ) = 5000 (1 4 0,0125)* = 5000(1, 0125)*".

Po roku (¢ = 1) mamy
S(1) = 5000(1,0125)% ~ 5000 - 1,0509 = 5254, 50 zZ.

Aby obliczy¢ czas, po ktorym stan konta przekroczy 6000 zt, musimy rozwia-
za¢ nierdwnos¢

6000
5000 - (1,0125)% > 6000 = (1,0125)% > —— =1,2.
5000
Teraz logarytmujemy obie strony ostatniej nierdwnosci
4t1n(1,0125) > In(1,2).
Poniewaz
In(1,0125) ~ 0,0124, In(1,2) ~ 0, 1823,
zatem
0,1823 14,7
4¢-0,0124 > 0,1823 = 4t > - ~14,7 = t>—— ~3,68.

0,0124

Tak wiec stan konta przekroczy 6000 zt po okolo 4 pelnych latach (czyli
po 16 kwartatach).
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6.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

6.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczyé:

. n 2n+1
D Jim (%3)

2) lim (%f2)"

n—oo

3) lim (m3)*"7

n—oo
. dn+1
4) lim (2t
) n%a3<3n>

5) lim (1— )"

n—oo

6) Jlim (753)"

7) lim (1—1)"

n—oo

8) lim (1—32)"

n—oo

9) lim (1—-%)"

n—oQ
10) lim (& +2+1)"
n—0o0
1) lim (1-21—2)"

12) Na konto z kapitalizacja kwartalng i oprocentowaniem rocznym wynosza-
cym 4% wtozono 8000 zt. Oblicz stan konta po uptywie 2 lat. Po ilu kwartatach
stan konta przekroczy 9000 z1?

13) Rozwiazaé nierownos¢ Inx — In(x + 2) > 2.

Odpowiedzi:
1) €2
2) €2
3) ef
4) 0
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6. Liczba e i logarytm naturalny

5) =

6) e’

7) et

8) e3

91

10) e?

11) %

12) Stan konta po 2 latach wynosi 8663,20 z}. Stan konta przekroczy 9000 zt
po 12 kwartatach.

13) z € (0, 25)
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Uwagi bibliograficzne

Piszac skrypt Matematyka + miedzy szkolq sredniq a studiami. Czes¢ I: Funk-
¢je i ich wilasnosci, korzystaly$Smy gléwnie z naszych notatek do zaje¢ przy-
gotowywanych przez lata prowadzenia zaj¢¢ dydaktycznych z matematyki,
a co za tym idzie — spotkan i dyskusji ze studentami I semestru o réznym
stopniu przygotowania do podjecia studidéw na kierunkach inzynierskich.

Podczas pracy nad materiatami do zaj¢¢ prowadzonych w I semestrze studidw,
na kursach wyrownawczych, a takze w czasie pisania tego skryptu
przy doborze przyktadow i zadan, poza wiasnymi notatkami, siggatySmy za-
rowno do starszych pozycji (na przyktad do zbioru [1], [8], [13] czy tablic
[11]), ktorych tresci sg aktualne dzi$, jak i do nowszych, ale takze do klasycz-
nych podrgcznikéw i zbiorow zadan takich jak [5—7], [10], [13], [15]. Korzy-
staty$my tez ze skryptu [2], tablic [11], kompendium [3]. Cenne wskazowki
znajduja si¢ rowniez w podrecznikach [4]1[14]. Sposoby prezentacji takich al-
gorytmow jak dzielenie wielomianow, algorytm Hornera, algorytm rozktadu
funkcji wymiernej na utamki proste, zostaty zaczerpnigte z [12], wlasnosci
funkcji trygonometrycznych — z [3] i [11], a cyklometrycznych z [3] i [6].
Pozycje [2] i [3] w szczegdlnosci wykorzystano przy pisaniu rozdziatu szo-
stego, a [12] — przy omawianiu sposobu rozwigzywania nieréwnosci wielo-
mianowych (rozdziat czwarty). Przy doborze przyktadow i zadan szczegdlnie
w dwoch pierwszych rozdziatach pomocne okazaty si¢ zbiory zadan [1] (przy-
ktady i zadania dotyczace przeksztalcen wyrazen wymiernych), [7], [8], [10],
[13] (byly inspiracja do doboru i wyboru przyktadéow i zadan z rozdziatow
od trzeciego do szostego). Rozwigzania zadan z przyktadu 6.1.1 zostaty za-
czerpnigte z [8].
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