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funkcjonat energii odksztalcenia sprezystego plyty






1. Wstep, cel i zakres pracy

Budownictwo to dzial gospodarki narodowej obejmujacy wszelka dziatalno$¢ zwig-
zang z wykonywaniem i technikg wznoszenia budowli. Budownictwo uprzemysto-
wione dotyczy wytwarzania fabrycznego lub na placu budowy gotowych elementéw
budowlanych o odpowiednich parametrach technicznych utatwiajacych zmechani-
zowanie metod wykonawczych.

W ostatnich latach obserwuje si¢ bardzo dynamiczny rozwdj wielu elementéw
i konstrukeji budowlanych. W szczegoélnosci jest to widoczne w przykladowych roz-
wigzaniach konstrukcji stropowych, o czym pisza m.in.: Drobiec (2018), Jasinski i in.
(2022), Kisiotek (2017, 2018), Nagrodzka-Godycka i in. (2019). KONBET Poznan,
jeden z czolowych producentéw stropéw w Polsce, w materiatach reklamowych na-
pisal: ,,0 stropach wiemy wszystko..., ale wciaz si¢ uczymy”. Ta wlasnie mys$l przy-
$wiecala autorce tej monografii - byla inspiracjg do podjecia tematu plyt tréjwar-
stwowych w kontekscie zastosowania ich jako prefabrykowanych plyt stropowych
o bardzo dobrych parametrach wytrzymalo$ciowych oraz zapewniajacych bardzo
dobrg izolacyjnos¢ termiczna i akustyczng. Pojawiajace si¢ coraz to nowsze rozwia-
zania konstrukgji stropow wynikaja z mozliwosci zastosowania do ich wykonania
nowych materiatéw konstrukcyjnych o coraz to lepszych parametrach technicznych,
a takze z rozwoju numerycznych metod obliczeniowych umozliwiajacych i utatwia-
jacych wykonywanie obliczen statycznych dla tak ztozonych ustrojéw jak np. plyty
trojwarstwowe, dla ktorych wykonanie obliczen analitycznych nastreczalo wielu
trudnodci.

Inng, réwnie istotna przestanka, ktorg kierowala si¢ autorka, podejmujac pro-
blem plyt trojwarstwowych, byto poszukiwanie rozwigzan umozliwiajacych wyko-
rzystanie przy ich produkcji kruszyw odpadowych pozostajacych po hydroklasyfika-
cji lub pochodzacych z recyklingu. We wspolczesnym swiecie przy dynamicznym
rozwoju budownictwa z wykorzystaniem betonéw zaczyna brakowac kruszyw natu-
ralnych. W niektorych rejonach, np. w Polsce na Pomorzu Zachodnim, przy pozy-
skiwaniu kruszywa o odpowiednich frakcjach w procesie hydroklasyfikacji powstaja
haldy drobnego kruszywa traktowanego jako odpad.

Rozwdj technologii w produkcji materialéw budowlanych przyczynit si¢ do uzy-
skiwania materialéw izolacyjnych o coraz lepszych wlasciwosciach umozliwiajacych
inny, bardziej efektywny sposob ich wykorzystania w konstrukeji. Biorac powyzsze
pod uwage, niebagatelnym problemem bedzie opracowanie konstrukeji ptyt tréjwar-
stwowych wykorzystywanych jako elementy stropowe, spelniajacych wymagania



wytrzymalos$ciowe, o odpowiedniej izolacyjnosci termicznej i akustycznej, ograni-
czajacych do minimum zakres prac budowlanych niezbednych do wykonania na bu-
dowie. Przy konstrukcji wspomnianych ptyt mozliwe bedzie wykorzystanie zaréwno
wspolczesnych materialéw zapewniajacych izolacje termiczng, jak i wykorzystanie
kruszyw z recyklingu (Sadowska-Buraczewska i in. 2020) oraz odpadowych (Dom-
ski, Zakrzewski 2020; Lehmann, Glodkowska 2021) lub tez innych dodatkéw w be-
tonie, takich jak np. mial gumowy SBR (Korentz, Szmatuta 2020), perlit lub keramzyt
(Szymczak-Graczyk i in. 2022).
Trzy réwnorzedne cele, jakie przy$wiecaly autorce monografii, to:

*  Wykazanie, ze bazujac na modelu Hoffa plyty tréjwarstwowej, istnieje realna
szansa skonstruowania elementu plytowego z przeznaczeniem gléwnie na kon-
strukcje stropowe, ktory bedzie spelnial wymogi nosnosci, izolacyjnosci termicz-
nej i akustycznej, a jednoczesnie bedzie elementem o wysokim stopniu wykon-
czenia, niewymagajacym zbyt wielu robét uzupelniajacych w trakcie budowy.

»  Wskazanie, ze przy produkgji trojwarstwowych elementéw ptytowych do wyko-
nywania okladzin betonowych mozliwe bedzie wykorzystanie kruszyw z recy-
klingu oraz odpadowego piasku drobnego pozostajacego po hydroklasyfikacji.

*  Wykazanie, ze pomimo zlozonego ukladu rézniczkowych réwnan réwnowagi
wyzszego rzedu dla plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa mozliwe bedzie uzyska-
nie rozwiazania przy zastosowaniu metody numerycznej — wariacyjnego ujecia
metody réznic skonczonych.

Plyty trojwarstwowe modelu Hoffa sktadajg si¢ z dwoch zewnetrznych okladzin,
np. betonowych, spelniajacych wszystkie zatozenia teorii plyt cienkich, oraz z war-
stwy $rodkowej, czyli rdzenia wykonanego z lekkiego materialu o bardzo dobrych
parametrach zapewniajacych izolacyjno$¢ termiczng i akustyczng. Tak skonstruo-
wane plyty, przy stosunkowo malym cigzarze wlasnym, moga zapewni¢ zaréwno
duza nos$nos¢, jak i wysokie wymagania dotyczace izolacyjnosci termicznej i aku-
stycznej.

Kolejng zaletg takich plyt jest to, Ze do ich wykonania oprdcz pelnowartosciowych
materialéow mozna takze uzy¢ materialéow odpadowych. Na przyklad okladziny beto-
nowe mozna wykonac z zastosowaniem kruszywa recyklingowego lub wykorzystujac
piasek drobny, ktorego haldy zalegaja na Pomorzu, a ktére powstaja w wyniku
hydroklasyfikacji kruszyw w celu pozyskania kruszyw o grubszych frakcjach. Na ten
temat pisali (Domski 2005; Glodkowska i in. 2020; Glodkowska, Laskowska-Bury
2015). Ziarkiewicz (2018) wskazal na mozliwo$¢ wykorzystania piasku drobnego, trak-
towanego po hydroklasyfikacji jako odpad, do wykonywania pelnowartosciowych ele-
ment6éw konstrukcyjnych, gdzie oprécz tradycyjnego zbrojenia przewidywat zastoso-
wanie zbrojenia rozproszonego. Ziarkiewicz (2018) pisat: ,,Pozostaly z procesu hydro-
klasyfikacji piasek, ktory stanowi 75% do 80%, traktowany jest w efekcie jako odpad,
co z punktu widzenia definicji jest prawidlowym okresleniem, gdyz odpadami wydo-
bywczymi definiuje si¢ odpady powstajace przy poszukiwaniu, wydobywaniu,
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fizycznej i chemicznej przerdbce rud oraz innych kopalin”. W swej pracy zamiescit

wzory dostosowane do wymiarowania elementéw Zelbetowych wykonanych na drob-

nym odpadowym kruszywie piaskowym.

Na rdzen mozna wykorzysta¢ tradycyjne materialy, takie jak styropian, szklo
piankowe biate lub czarne, badz tez mozna go wykonac z lekkiego betonu izolacyj-
nego zrobionego z wykorzystaniem perlitu (perlitobeton) albo keramzytu (keramzy-
tobeton). Perlitobeton uzyskuje si¢ w wyniku cz¢sciowego zastapienia w mieszance
betonowej piasku perlitem, a w keramzytobetonie gtéwnym kruszywem
w tej mieszance jest keramzyt. Poprzez ukladanie w plycie tréjwarstwowe;j kolejnych
warstw ,mokre” na ,mokre” nie ma obaw o ich przyczepnos¢ miedzy soba. Plyty
trojwarstwowe moglyby by¢ produkowane w formach na stotach wibracyjnych
lub jako sprezone, na torach naciggowych, analogicznie jak produkowane s3 plyty
kanalowe sprezone.

Jednym z cel6w, jaki sobie postawila autorka, byto wykazanie mozliwosci i po-
kazanie praktycznego sposobu obliczania plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa przy
wykorzystaniu numerycznej metody wariacyjnego ujecia réznic skonczonych.
Wskazanie praktycznej metody obliczania tych ptyt powinno by¢ impulsem do ich
szerszego stosowania.

Plyty tréjwarstwowe modelu Hoffa, jak juz wspomniano wyzej, majg szereg zalet,
aich mala popularnos¢ w praktycznym zastosowaniu moze wynika¢ z trudnosci wy-
konywania obliczen statyczno-wytrzymato$ciowych.

W zwigzku z realizacja celow niniejszej monografii jej zakres obejmuje:

* wykazanie zasadnosci podjecia proby zaprojektowania tréjwarstwowej plyty
stropowej wynikajace z analizy poréwnawczej aktualnie stosowanych konstruk-
cji stropowych;

*  przedstawienie zalozen teorii plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa wraz z poda-
niem réwnan réwnowagi oraz zaleznosci umozliwiajacych obliczenie poszcze-
golnych wielkosci statycznych;

* podanie funkcjonatu opisujacego energie odksztalcenia sprezystego dla plyt tréj-
warstwowych bedacego podstawg do wykonania obliczen metodg réznic skon-
czonych;

* omowienie wariacyjnego ujecia metody roéznic skonczonych w zastosowaniu
do obliczania plyt tréjwarstwowych oraz plyt jednorodnych, izotropowych;

*  przeprowadzenie badann modelowych plyt tréjwarstwowych, aby zweryfikowacd
uzyskane rozwigzania numeryczne;

* wykonanie niezbednych badan materiatowych w celu okreslenia parametréw E,
Gw, A dla perlitobetonu i keramzytobetonu, a wiec materiatéw, z ktérych wyko-
nano rdzenie badanych plyt, a takze badan pobranych w trakcie realizacji probek,
by okresli¢ cechy wytrzymalosciowe uzytego betonu do wykonania oktadzin;

+ zbudowanie macierzy globalnej na wspoélczynnikach ogdlnych, ktéra pozwala
w prosty sposob uzyska¢ macierz szczegélowa i wykonaé obliczenia dla ptyt
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trojwarstwowych o stosunku bokéw (dlugosé : szerokos¢) Li: 1, =2 : 11 dowolnych
parametrach geometrycznych i materiatowych okladzin i rdzeni;

* wykonanie obliczen (z wykorzystaniem powyzszej macierzy) dla dowolnego
schematu obcigzenia plyty, gdyz wspdtczynniki prawych stron sa wyrazeniami
wolnymi na prawej stronie rozwigzywanego ukfadu réwnan.

W publikacji zamieszczono rozwigzania dla plyt obcigzonych réwnomiernie
oraz sila skupiong dziatajaca w punkcie srodkowym plyty. Wykonano tez obliczenia
dla obcigzenia pasmowego (np. $cianka dzialowg) biegnacego w osi symetrii piyty,
prostopadle do diuzszego boku. Wynikéw tych nie zamieszczono jednak w pracy,
aby nadmiernie nie powiekszac jej objetosci.

Monografia sklada sie z szesciu rozdzialéw oraz spisu literatury.

W rozdziale pierwszym, Wstep, cel i zakres pracy, uzasadniono potrzebe i celo-
wos¢ podjecia tematu tréjwarstwowych ptyt modelu Hoffa pod katem mozliwosci
stosowania ich jako elementéw stropowych o bardzo dobrych parametrach wytrzy-
malosciowych i izolacyjnych. Podano cele, jakie zamierzono osiaggna¢ poprzez reali-
zacj¢ zalozen, oraz zakres prac niezbednych do wykonania, aby uzyska¢ postawione
cele.

W rozdziale drugim, Przyktady wspétczesnych prefabrykowanych ptytowych sys-
temow stropowych, omdéwiono trzy przyklady. Skupiono si¢ na elementach prefabry-
kowanych, fabrycznie docieplonych, o dobrych parametrach izolacyjnosci termicz-
nej i akustycznej, a takze odpowiednim wykonczeniu powierzchni.

W rozdziale trzecim, Idea stropowych plyt tréjwarstwowych o okladzinach beto-
nowych, po analizie systemow stropowych autorka doszta do wniosku, ze to dzieki
wspoélczesnym rozwigzaniom stropowym mozna osiggna¢ dobre efekty, ktére mo-
glyby by¢ jeszcze lepsze, gdyby opracowano tréjwarstwowe plyty stopowe modelu
Hoffa. Dodatkows zaletg takiej konstrukeji jest mozliwo$¢ zastosowania do produk-
cji wspomnianych plyt z réznorodnych materialéw budowlanych: kruszywa z recy-
klingu, kruszywa odpadowego pozostajacego po hydroklasyfikacji oraz réznych ma-
terialéw izolacyjnych (np. styropianu, szkta piankowego, perlitobetonu, keramzyto-
betonu). W rozdziale przedstawiono rowniez przyktady wybranych materiatéw bu-
dowlanych, ktére mozna uzy¢ do wykonania okltadzin oraz rdzeni.

W rozdziale czwartym, Plyty tréjwarstwowe modelu Hoffa - obliczenia statyczne,
zaprezentowano zasadnicze rdwnania réwnowagi dla plyt tréjwarstwowych
w postaci ukladu trzech réwnan rézniczkowych czastkowych wyprowadzonych
przez Hoffa. Wskazano trudnosci uzyskania praktycznych rozwigzan z uwagi na pro-
blemy natury matematycznej. Korzystajac z funkcjonatu energii odksztalcenia spre-
zystego dla zginanej plyty tréjwarstwowej, zaproponowano poszukiwanie rozwigzan
dla wspomnianych plyt, mianowicie zastosowania wariacyjnego ujecia metody rdz-
nic skonczonych. Szczegélowo omdéwiono sposéb postepowania przy stosowaniu
tej metody, podano wykorzystywane schematy réznicowe i dla przykladowe;j
plyty stworzono macierz globalng na wspolczynnikach ogélnych. Wykorzystujac
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te macierz, zbudowano uklady réwnan przemieszczeniowych dla przykltadowych
konkretnych plyt, dla ktérych zbudowano modele i przeprowadzono badania mode-
lowe.

W rozdziale piatym, Badania doswiadczalne, scharakteryzowano materiaty bu-
dowlane, ktére wykorzystano do wykonania plyt tréjwarstwowych. Przedstawiono
wyniki badan laboratoryjnych niezbednych cech mechanicznych materialéw uzy-
tych do wykonania okladzin i rdzeni. Szczegélowo omoéwiono sposéb wykonania
plyt przeznaczonych do badan oraz opisano i udokumentowano przeprowadzone
badania w laboratorium z wykorzystaniem systeméw Aramis i Hysdozok. Przepro-
wadzono analiz¢ poréwnawczg wynikéw obliczen numerycznych i uzyskanych z ba-
dan plyt tréjwarstwowych.

W Podsumowaniu i wnioskach koticowych zestawiono wyniki badan, obliczen
i analiz poréwnawczych oraz oméwiono osiagniete cele. Zaprezentowano wnioski
koncowe wyplywajace z przeprowadzonych obliczen i badan tréjwarstwowych plyt
stropowych z rdzeniem z perlitobetonu i keramzytobetonu, ktérych wynikiem byto
okreslenie zaleznosci pomiedzy wielkoscig obcigzenia, a przemieszczeniami piono-
wymi (ugieciami). Wykazano praktyczng mozliwos$¢ stosowania metody wariacyj-
nego ujecia roznic skonczonych do obliczania ptytowych elementéw troéjwarstwo-
wych modelu Hoffa oraz plyt jednorodnych, izotropowych.

Na koncu pracy zamieszczono uporzagdkowang alfabetycznie literature, odpo-
wiadajacg poruszanym w poszczegélnych rozdziatach kwestiom.

13






2. Przyktady wspoétczesnych
prefabrykowanych ptytowych
systemdw stropowych

W ostatnich latach obserwuje si¢ dynamiczny rozwdj prefabrykowanych ptytowych
systemow stropowych. Zaletg tych rozwigzan jest znaczaco lepsza jako$¢ otrzymy-
wanych wyrobdw, a w polaczeniu ze wspotczesnymi materiatami konstrukcyjnymi
i termoizolacyjnymi uzyskuje si¢ elementy stropowe o bardzo dobrej nos$nosci oraz
doskonalych parametrach izolacyjnosci termicznej i akustycznej. Takie elementy
stropowe w zdecydowany sposob przyspieszaja szybkos¢ montazu i eliminuja
znaczng cze$¢ prac budowlanych koniecznych do wykonania na budowie. Ponizej
pokrétce oméwiono trzy wspolczesnie stosowane stropy plytowe.

Blizsze informacje na temat stropow belkowych, ptytowych, takze typu Filigran,
mozna znalez¢ np. w pracach Starosolskiego (2006, 2007).

2.1. Lekki strop panelowy SMART

Strop SMART to pieciootworowa plyta strunobetonowa o szerokosci 60 cm. Plyty
produkowane sg w dwoch wysokosciach - 15 lub 20 cm - i rozpietosci odpowiednio
do 8,1 m oraz do 10,5 m. Do ich wykonania uzywany jest beton klasy C 40/50, a izo-
lacyjnos¢ cieplna — op6r cieplny - wynosi R = 0,17 m*’K/W. Masa 1 m’ stropu
SMART 15 wynosi 250 kg, a SMART 20 - 310 kg. Panele SMART to produkty stru-
nobetonowe, ktére odznaczaja sie¢ odwrotng strzalka ugiecia. Produkowane sg na to-
rach naciggowych i zbrojone dotem splotami siedmiodrutowymi o srednicach 9,3
i12,5 mm, a gorg 2 x 6,85 mm. W zaleznosci od zastosowanego zbrojenia ich nos-
nos$¢ wynosi od 5 do 40 kN/m?.

Po ulozeniu paneli i zaslepieniu otwordéw betonuje sie wience i styki miedzy ply-
tami. Na stropie nie ukfada si¢ nadbetonu.

Podstawowe zalety stropu SMART:
*  lekkos¢ konstrukeji,
* dobre parametry techniczne (nosnos¢, izolacyjnos¢),
* plaskie i rowne powierzchnie dolnej i gérnej piyty,
+  latwos¢ i szybko$¢ montazu,
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* nie wymaga podpdr montazowych,
niewielki zakres prac wykonczeniowych - betonowych (brak nadbetonu),
dzwiekoizolacyjnos¢ stropu do 55 dB.
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Rys. 2.1. Panel SMART 15/60 — kanaly 60 x 90, zbrojone 2 x ¥9,3 mm dofem + 2 x 06,85 mm gora

Zré6dto: oprac. na podstawie www.stropsmart.pl.

Panele SMART przenosi si¢ za pomocg trawersu wyposazonego w uchwyty szcze-
kowe dopasowane do szerokosci plyty, tj. 60 cm. Mozna je rowniez przenosi¢ za po-
mocg zawiesi hakowych oraz chwytakéw palcowych. Stosowanie tego typu rozwigzan
pozwala znacznie przy$pieszy¢ montaz (dla przyktadu okoto 100 m?* lekkiego stropu
panelowego SMART dzigki uzyciu specjalnych chwytakéw mozna utozy¢ w niecale
dwie godziny).

2.2. Strop TERIVA PANEL

Strop TERIVA PANEL jest stropem gestozebrowym, zbudowanym z prefabrykatéw
(paneli), w ktérych zebrami sg dwie strunobetonowe sprezone belki potaczone beto-
nowg stopka. Przestrzen pomiedzy nimi wypelniona jest betonem jamistym lekkim
(keramzytobetonem lub styrobetonem), petnigcym funkcje pustakéw, poprawiaja-
cym jednoczes$nie parametry termiczne i dzwigkochlonne. Calo$¢ wypelnia sie nad-
betonem grubosci od 4 do 8 cm. Widok stropu TERIVA PANEL pokazano
na rys. 2.2a, a przekroj przez jego panel na rys. 2.2b.

Strop TERIVA PANEL 16 o szerokosci panelu 60 cm i wysokosci 12 cm przy
grubosci konstrukcyjnej stropu po wykonaniu warstwy nadbetonu wynosi odpo-
wiednio 16 cm, przy nadbetonie grubosci 4 cm oraz 20 cm, przy nadbetonie grubosci
8 cm o dlugosci od 2,4 m do 7,2 m w module co 10 cm. Na budowie na ptytach uktada
sie dodatkowe zbrojenie (rys. 2.2a) w postaci:

* zbrojenia rozdzielczego, w przypadku stosowania plyt o dlugosci powyzej 4 m,
* zbrojenia nadpodporowego, w przypadku stosowania plyt o dlugosci powy-
zej 4,5 m,
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* dodatkowego zbrojenia wynikajacego z projektu konstrukcji (np. wzmocnienie
pod $ciankami dzialowymi, wymiany, wzmocnienia wigkszych otwordéw).

Rys. 2.2a. Widok stropu TERIVA PANEL w aksonometrii
Zrédto: oprac. na podstawie materialtéw KONBET Poznan.

STYROBETON NADBETON  C25/30
A=208cm’

PEYTA STROPU
A=3755cm?

) 600 !

Rys. 2.2b. Przekrdj przez strop TERIVA PANEL 16
Zrédlo: oprac. na podstawie materiatbw KONBET Poznan.

Nos$no$é¢ stropu uzalezniona jest od grubosci plyty, jej zbrojenia i rozpigtosci.
Prefabrykaty produkowane sg w nastepujacych konfiguracjach zbrojenia (splotéw):
40685+206,850raz4 9,3 +206,85.

Ciezar 1 mb prefabrykatu wypelnionego styrobetonem wynosi 0,94 kN, co daje
warto$¢ powierzchniowg rowng 1,57 kN/m? Ciezar stropu po wykonaniu warstwy
nadbetonu wynosi odpowiednio: 3,07 kN/m* - w przypadku stropu grubosci 16 cm
(4 cm nadbetonu) i 4,04 kN/m?* - w przypadku stropu grubosci 20 cm (8 cm nadbe-
tonu).

Dzwigkoizolacyjno$¢ stropu TERIVA PANEL wynosi 52,1 dB przy grubosci
stropu 16 cm oraz 55,9 dB przy grubosci stropu 20 cm.

Plyty o rozpigtosci do 4 m nie wymagaja zadnych podpdér montazowych.
Przy rozpietosci powyzej 4 m stosuje sie jedna podpore montazowa umieszczong
w $rodku rozpigtosci plyty.
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2.3. Strop panelowy KONBET S-PANEL
(strop sprezony typu Filigran)

Strop KONBET S-PANEL jest swego rodzaju modyfikacja stropu Filigran, gdzie sta-
lowe zeberka kratownicowe zastgpiono teowymi zebrami sprezonymi. Jest to plyta
strunobetonowa skladajaca sie z ptytowego elementu prefabrykowanego z teowymi
zebrami usztywniajacymi, wystajacymi ponad goérng powierzchnig¢ prefabrykatu,
zintegrowanymi z plyta konstrukcyjng za pomocg warstwy betonu lekkiego (piano-
betonu) oraz nadbetonu uktadanego na budowie.

Dzigki specjalnie ulozonym zebrom teowym cala konstrukcja zostata wzmoc-
niona, a wypelnienie $rodka panelu pianobetonem pozwolifo zachowa¢ lekkosé
stropu, co w konsekwencji oznacza wigkszg nosnos¢, rozpietos¢, termoizolacyjnosé
oraz prostote i szybkos¢ montazu.

Do zalet stropu KONBET S-PANEL mozna zaliczy¢: obnizenie kosztow roboci-
zny, mniejsza ilo§¢ zbrojenia i nadbetonu, bezpodporowy i blyskawiczny montaz
(100 m* stropu w godzine), wysoka dzwiekoizolacyjnos$¢, dobra termoizolacyjnosé
termiczna pianobetonu, réwna powierzchnia dolna, wigksza sztywno$¢ plyty, duza
no$nos¢ i duza rozpietosé.

Ponizej podano podstawowe parametry stropu KONBET S-PANEL, zaprezen-
towano przekroj przez panel o wysokosci 120, 140 i 160 mm (rys. 2.3). W panelach
o wysokosci 140 i 160 mm gtéwka belki wystaje ponad wypelnienie z pianobetonu,
co zwigksza powierzchni¢ styku panelu z nadbetonem wykonywanym na budowie
i w efekcie otrzymujemy wieksze zespolenie tych elementéw.
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Rys. 2.3. Typoszereg stropu KONBET S-PANEL
Zré6dto: oprac. na podstawie materialtéow KONBET Poznat.
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Dostepna wysokos¢ konstrukcyjna stropu KONBET S-PANEL wynosi 16, 18, 20,

22 cm, natomiast szeroko$¢ panelu 120 cm przy rozpigtosci do 9 m. Do wykonania
stropu uzywa sie¢ betonu klasy C 40/50, projektujac stropy na odpornos¢ ogniowa
klasy REI 60.

2.4. Wnioski

Przedstawione powyzej wybrane typy stropéw to nowe produkty, ktére obecnie sg
chetnie stosowane ze wzgledu na ich cechy:

wszystkie omawiane stropy to elementy konstrukcyjne prefabrykowane, ply-
towe,

charakteryzuja si¢ duza nos$no$cig uzalezniong od zastosowanego zbrojenia
i od wysokosci stropu oraz dobrymi parametrami akustycznymi i termicznymi,
gdyz fabrycznie sa docieplone betonem jamistym (keramzytobetonem lub styro-
betonem),

omodwione stropy plytowe w znacznym stopniu przy$pieszaja prace montazowe
na budowie, co minimalizuje jej koszty,

produkowane panele zapewniajg minimalny zakres prac niezbednych do wyko-
nania na budowie,

jako ze sg to elementy prefabrykowane, gwarantujg ptaska powierzchni¢ dolng
stropu, co uznawane jest za zalete, gdyz w niektérych przypadkach nie bedzie
wymagane tynkowanie sufitu,

zuzycie betonu na budowie jest znacznie ograniczone; dotyczy to wypelnienia
zamkow miedzy panelami, zabetonowania wiencéw i ewentualnie wykonania
nadbetonu,

ograniczona jest rowniez liczba niezbednych podpor przy montazu stropu.
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3. Idea stropowych ptyt trojwarstwowych
o oktadzinach betonowych

3.1. Informacje ogdlne

Od potowy XX wieku znany jest model plyty tréjwarstwowej podany przez Hoffa
(1950), ktdéry z powodzeniem moze by¢ stosowany przy konstruowaniu plyt prze-
znaczonych dla budownictwa. Plyty warstwowe stropowe uzywane w budownictwie
powinny przenosi¢ duze obcigzenia uzytkowe, zapewnia¢ dobra izolacyjnos¢ ter-
miczng i akustyczng. W latach 70. i 80. XX wieku w Akademii Rolniczej w Poznaniu
powstal pomyst opracowania projektu plyt stropowych tréjwarstwowych przezna-
czonych do stosowania w budownictwie rolniczym. Wykonano kilka plyt doswiad-
czalnych z rdzeniem ze styropianu i szkla piankowego, ktore przeszty pomyslne ba-
dania poligonowe (Buczkowski 1981; Mikolajczak i in. 1975). Na tym jednak etapie
prace w poznanskim osrodku przerwano i dalej ich nie kontynuowano.

W czasie tych badan na placu budowy wykonano plyty tréjwarstwowe o okres-
lonych wymiarach i danych materialowych, zmierzono tez ugiecia przy obciazeniu
réwnomiernym i poréwnano wyniki z obliczonymi. Przykladowe badania zaprezen-
towano narys. 3.113.2.

Rys. 3.1. Badania poligonowe plyt warstwowych (fot. W. Buczkowski)
Zrédto: zbiory W. Buczkowskiego.
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Rysunek 3.1. przedstawia badania plyty wolnopodpartej o rozpigtosci 3,0 mi sze-
rokosci 1,2 m. Plyta warstwowa zbudowana jest z dwoch okladzin o grubosci 4 cm
i rdzenia ze szkla piankowego bialego o grubosci 13 cm. Okfadziny byly zbrojone:
dotem 3,52 cm? goéra 2,01 cm’ Przy zadanym obcigzeniu zewnetrznym
q = 14,38 kN/m* zostalo zmierzone ugiecie, ktore wyniosto w = 2,46 mm, natomiast
ugiecie obliczone analitycznie — 2,05 mm (Mikotajczak i in. 1975).

Rys. 3.2. Badania poligonowe no$nosci i ugie¢ plyt warstwowych (fot. W. Buczkowski)
Zrédto: zbiory W. Buczkowskiego.

Badana plyta wolnopodparta warstwowa przedstawiona na rys. 3.2 miala rozpie-
tos¢ 3,0 m i szeroko$¢ 1,2 m, zbudowano jg z okladziny 2 x 5 cm oraz rdzenia ze sty-
ropianu o grubosci 8 cm. Byta zbrojona géra i dotem o polu przekroju réwnym
2,54 cm®. Przy obcigzeniu catkowitym 8,40 kN/m? zostato pomierzone ugiecie, ktore
wyniosto w = 4,7 mm, natomiast warto$¢ obliczona analitycznie wyniosla
w = 4,6 mm (Buczkowski 1981).

Stropowe plyty tréjwarstwowe modelu Hoffa skiadajace si¢ z okladzin betono-
wych (zelbetowych) i rdzenia izolacyjnego majg skumulowane w jednym rozwigza-
niu wszystkie cechy, ktorymi charakteryzowaly si¢ opisane powyzej wspodlczesne sys-
temy stropowe.

Najwazniejsze cechy plyt trojwarstwowych modelu Hoffa to:

* ich duza no$nos¢, na ktorg wplyw maja grubos¢ oktadzin i ich zbrojenie, wyso-
kos¢ (grubos¢) plyty oraz parametry betonu,

* dobra izolacyjno$¢ termiczna i akustyczna uzalezniona od materiatu i grubosci
rdzenia,

* duzy stopien wykonczenia, w tym plaskos¢ powierzchni dolnej i gornej, co nie-
kiedy nie bedzie wymagalo tynkowania,

*  latwos¢ i szybko$¢ montazu oraz minimalizacja robot wykonczeniowych na bu-
dowie,
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* mozliwos¢ wykonania plyt o okreslonej diugosci, zbrojonych w sposéb trady-
cyjny, a takze po odpowiednim przygotowaniu mozliwo$¢ wykonania takich ptyt
jako sprezonych.

Nieliczna grupa naukowcéw (np. Boniecki, Grafunder 1989; Boniecki i in. 1997)
podejmowata badania i analizowata zagadnienia zwigzane z komputerowg symulacjg
deformacji plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa, ktére poddano losowemu obcigze-
niu o rozkladzie normalnym, oraz z wplywem losowosci cech wypetniacza (rdzenia)
na rozklad skltadowych wektora przemieszczen ugigtej plyty trojwarstwowej
(Boniecki, Dworecki 1995; Boniecki i in. 2000). W pracy zbiorowej pod redakcja
Magnuckiego i Ostwalda (2001) oméwiono problemy dotyczace stabilnosci i opty-
malnego ksztaltowania poszczegolnych warstw w celu uzyskania najlepszych
w danych warunkach wtasciwosci struktury trojwarstwowej.

Staszak i in. (2022) przedstawili dwa podejscia do obliczania plyt tréjwarstwo-
wych modelu Hoffa. W pierwszym zaprezentowali algorytm obliczeniowy przy za-
stosowaniu metody roznic skoniczonych w ujeciu wariacyjnym, przyjmujac rzeczy-
wiste parametry geometryczne i materialowe. W drugim przypadku zastosowali me-
tode numerycznej homogenizacji ptyty warstwowej, zastepujac sztywnos$¢ poszcze-
golnych warstw jednorodng plyta zastepcza o sztywnosci zastepczej skorygowane;j
przy $cinaniu analitycznie wyprowadzonym wspolczynnikiem korekcyjnym $cina-
nia. Poréwnujac obydwa podejécia, autorzy stwierdzili, iz mozna przyjaé, ze analiza
statyczna plyty metodami uproszczonymi z wykorzystaniem homogenizacji nume-
rycznej z analitycznym wspéiczynnikiem korekeji écinania jest wiasciwa i moze by¢
zastosowana do konstrukeji warstwowych.

Ciekawe podejscie do homogenizacji, ktéra pozwala uprosci¢ model oblicze-
niowy i zastgpi¢ skomplikowang strukture kompozytowa jednorodna plyta, zapro-
ponowali Staszak i in. (2021). Wyprowadzili numeryczng metode homogenizacji
oparta na réwnowaznoéci energii odksztalcenia w prefabrykowanych ptytach
betonowych zbrojonych stalowymi kratownicami przestrzennymi, homogenizujac je
do pojedynczego elementu ptytowego o efektywnej sztywnosci.

Wachowiak i Wilde (1966) oraz Wilde (1966) zajmowali si¢ metodg réznic skon-
czonych (MRS) w ujeciu wariacyjnym w poszukiwaniu rozwigzan zagadnien z za-
kresu teorii powlok. Podali réwniez funkcjonat opisujacy energi¢ odksztatcenia spre-
zystego dla plyt trojwarstwowych, ktory wykorzystata autorka monografii i ktéry byt
podstawg wykonanych obliczen numerycznych prezentowanych w pracy.

3.2. Rozwigzania materiatowe oktadzin

Stropowe plyty tréjwarstwowe nie byly dotychczas stosowane w praktyce. Mikotaj-
czak (1963) wykonat badania modelowe plyt tréjwarstwowych, a kilka pilotazowych
plyt o rozpietosci 3,0 m oraz 6,0 m i szerokosci 1,2 m (Buczkowski 1981; Mikolajczak
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iin. 1975), o ktérych napisano w punkcie 3.1, miato okladziny zelbetowe o grubosci
od 4 do 6 cm, a rdzen z lekkiego materiatu izolacyjnego miat grubo$¢ od 8 do 13 cm.
Okladziny betonowe w plytach tréjwarstwowych modelu Hoffa musza spetnia¢ za-
tozenia teorii plyt cienkich.

Do wykonania okladzin stropowych plyt trojwarstwowych mozna zastosowac
tradycyjny beton lub beton wykonany na kruszywie piaskowym (odpadowym). Ziar-
kiewicz (2018) w rozprawie doktorskiej omowil zagadnienie wykorzystania piasku
drobnokruszywowego w belkach z fibrokompozytu. Z danych zebranych przez Eu-
ropejskie Stowarzyszenie Kruszyw (UEPG) w latach 2013-2014 wynika, ze w krajach
europejskich wytwarzano okoto 2,5 mld t kruszyw rocznie, z czego udzial kruszyw
zwirowo-piaskowych stanowil 39%. Wigkszos¢ kruszyw, niemal 91%, pochodzi
ze z}6z kopalni ladowych. W Polsce mamy zréznicowane wystepowanie kruszyw pia-
skowo-zwirowych pod wzgledem ilosciowym i jakosciowym. Na pdinocy, jak pod-
kreslit autor, znajduja sie zloza piaszczyste pochodzenia lodowcowego i wodnolo-
dowcowego, charakteryzujace si¢ mala zawartoscia frakcji zwirowych i jednocze$nie
duza zawartoscig piasku drobnego. Przyjmuje sie, ze okoto 90% z16z kruszyw gru-
bych wystepuje w regionie poludniowym Polski, 6% w srodkowym i 4% w péinoc-
nym. Na péinocy kraju uwarunkowania geologiczne zmuszaja producentéw kru-
szyw do pozyskiwania kruszyw grubych poprzez hydroklasyfikacje. Efektem sg hatdy
piasku, ktory stanowi od 75% do 80% calosci urobku poddanego hydroklasyfikacji.
Piasek traktowany jest jako odpad, zatem odpad wydobywczy definiuje si¢ jako od-
pady powstajace przy poszukiwaniu, wydobywaniu, fizycznej i chemicznej przerdbce
rud oraz innych kopalin. Wyrobiska te powinny by¢ poddane kosztownej rekultywa-
cji. Alternatywa jest wykorzystanie tego piasku odpadowego jako pelnowartoscio-
wego surowca budowlanego, stanowigcego podstawowy skladnik kompozytu zbro-
jonego wioknami stalowymi (Ziarkiewicz 2018). Zastosowanie drobnokruszywo-
wego piasku w kompozycie z dodatkiem wldkien stalowych bylo tematem badan pra-
cownikow naukowych Politechniki Koszalinskiej (Glodkowska, Kobaka 2012, 2013;
Glodkowska, Laskowska-Bury 2014, 2015).

Przedmiotem rozprawy Ziarkiewicza byl fibrokompozyt drobnokruszywowy
na bazie kruszywa odpadowego z zawartoscig wldkien stalowych stanowiaca 1,2%
objetosci kompozytu (94,5 kg/m®), wykorzystany jako material konstrukcyjny.
Celem pracy bylta ocena metod wymiarowania zginanych elementéw fibrobetono-
wych wg RILEM TC-162-TDF oraz prenormy fib Model Code for Concrete Structures
(2010) - z uwagi na miedzynarodowy charakter tych przepiséw — pod katem mozli-
wosci zastosowania metod do projektowania zginanych elementéw wykonanych
z fibrokompozytu na bazie kruszyw odpadowych. Przeprowadzone badania ekspe-
rymentalne potwierdzity, ze dodatek widkien stalowych do kompozytu drobnokru-
szywowego przyczynil sie do zwigkszenia nosnosci na zginanie, zmniejszenia szero-
kosci rozwarcia rys prostopadlych i ugie¢ oraz umozliwil cze$ciowa redukeje zbroje-
nia konwencjonalnego. Badania wykazaly, Ze mozliwe jest projektowanie zginanych
elementéw konstrukcyjnych wykonanych z fibrokompozytu drobnokruszywowego
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na podstawie metod wymiarowania wg rekomendacji RILEM TC-162-TDF i pre-
normy fib Model Code for Concrete Structures, po weryfikacji eksperymentalnej i od-
powiedniej korekcie. Badania te pozwolily na opracowanie wdrozenia fibrokompo-
zytu na bazie piasku drobnokruszywowego do praktyki inzynierskiej.

3.3. Beton zbrojony wtéknami

Glownymi celami autorki bylo opracowanie praktycznej metody obliczania plyt tréj-
warstwowych, a takze wskazanie mozliwosci wykorzystania do konstrukgji ptyt od-
padowego kruszywa piaskowego pozostajacego po hydroklasyfikacji, ktérego hatdy
zalegaja na Pomorzu Zachodnim.

Korzystajac z wynikéw badan Ziarkiewicza (2018), mozna te cele uzyskac.
Wykazal on réwniez, ze dodatek witdkien stalowych do kompozytu wykonanego
na bazie kruszyw odpadowych w istotny sposéb przyczynia si¢ do zwigkszenia no-
$noéci na zginanie elementéw konstrukcyjnych, zmniejsza szeroko$¢ rozwarcia
rys prostopadlych i ugie¢ oraz umozliwia czesciowa redukcje zbrojenia konwencjo-
nalnego. Poprzez zastosowanie odpowiedniego zbrojenia mozna zapewni¢ wyma-
gang duzg no$no$¢ betonu na rozcigganie.

W wielu pracach naukowych poruszane jest tez zagadnienie ksztaltu widkien.
Rodzaj witokna i $rednica wplywaja na przyczepnos¢ zbrojenia rozproszonego
do matrycy cementowej, majg tez na nig wpltyw krotko- i dtugotrwaty. Wérod pod-
stawowych przekrojow wiokien s3 m.in. widkna pryzmatyczne, nieregularne oraz Ia-
czone. Wtokna moga by¢ proste lub zakonczone haczykami, moga by¢ wykonane
z materialow takich jak: szklo, stal, tworzywo sztuczne, bazalt. Wtdkna byly tematem
zainteresowan i badan takich naukowcow, jak: Chajec, Sadowski (2020), Facconi i in.
(2016), Gltodkowska i in. (2013), Grimaldi, Luciano (2000), Habel (2004), Henager,
Doherty (1976), Holschemacher i in. (2010), Mayer, Kaczmar (2008), Serbenska
(2014), Stankiewicz (2008), di Prisco i in. (2013).

Popularne wérdd badaczy staly si¢ wiokna polipropylenowe. Do$¢ wnikliwie mo-
delowaniem i badaniami do$wiadczalnymi betonu wysokowarto$ciowego zbrojo-
nego takimi wlasnie wtéknami w aparacie ciagliwosci zajmowatl sie¢ Demby (2022).
Kompozyty ze zbrojeniem z wldkien syntetycznych wykazuja dobrg trwalos¢ przy
dzialaniu zmiennych warunkéw atmosferycznych, zachowuja stabilno$¢ w wigkszo-
$ci srodowisk agresywnych chemicznie. Cechy te przyczynity si¢ do wzrostu zainte-
resowania wioknami polipropylenowymi. Temat zastosowania warstwy nadbetonu
z uzyciem wiokien polipropylenowych i stalowych w elementach ptytowych podjeta
Sadowska-Buraczewska i in. (2020) wraz z zespotem.

Innym rodzajem wldkien niz stalowe sa kompozyty z zastosowaniem widkien
szklanych, o ktérych pisali m.in. Nowak i Brzezicki (2020). W poréwnaniu z beto-
nem zwyktym beton zbrojony wiéknami stalowymi charakteryzuje sie wieksza wy-
trzymaloscia na rozcigganie przy zginaniu, na $ciskanie oraz $cinanie, a takze
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zwiekszong odpornoscig zmeczeniowa i udarnoscig. Ze wzgledu na te wlasciwosci
wykorzystywany jest w elementach narazonych na dzialanie duzych obcigzen.
Wiékna w betonie sg aktywne z chwilg pojawienia si¢ w nim mikrorys. Wedlug fib
Model Code for Concrete Structures (2010) gtéwna korzyscig z dodawania wldkien
do betonu lub zaprawy jest to, iz generuja resztkowa wytrzymalos$¢ na rozcigganie
po zarysowaniu, w kombinacji z duzymi odksztalceniami przy rozcigganiu, wykazu-
jac tym samym wiekszg ciagliwo$¢ i odpornos$¢ mechaniczng. Wilasciwosci kompo-
zytu zalezg zaréwno od charakterystyki skladnikéw, jak i ich proporcji. Projektowa-
nie konstrukgji z fibrobetonu opiera si¢ na resztkowej wytrzymatosci po zarysowaniu
zapewnionej przez zbrojenie z widkien.

Wedlug Zycha (2010) fibrobetony charakteryzuja si¢ wysoka rysoodpornoscig,
wysoka wytrzymaloscig na $ciskanie i rozcigganie, odpornoscig uderzeniowa, mro-
zoodpornoscig oraz wigksza odpornoscig na skurcz podczas utwardzania betonu.
Ze wzgledu na wysoka odpornos¢ na znaczne obcigzenia fibrobetony wykorzystuje
sie do wykonywania posadzek przemystowych, nawierzchni lotnisk oraz w konstruk-
cjach mostowych, a takze prefabrykatéw betonowych, betonu natryskiwanego itp.
Gléwnymi powodami dodawania wiokien do betonu sg zwiekszenie twardosci, wy-
trzymalo$ci na zginanie oraz poprawa odpornosci na pekanie otrzymanej mieszanki.

Analizujac prace Glinickiego (2010), mozna wnioskowac, ze najwlasciwsza $red-
nicg kruszywa w matrycy betonowej sg ziarna nieprzekraczajace 8 mm. Autor pisze,
ze problem z kruszywem wiekszej $rednicy prowadzi do powstawania tzw. jezy.
Aby temu zapobiec, muszg by¢: wlasciwa technologia produkcji betonu, odpowied-
nia ilo$¢ dobranego widkna, diugosci i srednicy widkna stalowego, adekwatny super-
plastyfikator, a takze odpowiednia kolejnos¢ dozowania sktadnikéw w zaleznosci od
rodzaju kruszywa i jego $rednicy. Wazne jest, aby widkna byly réwnomiernie roz-
prowadzone w mieszance betonowej celem uzyskania jednorodnosci materiatu. Sto-
sowanie wlasciwej domieszki uptynniajacej powoduje lepszg urabialno$¢, zmniejsze-
nie porowatoéci oraz - jak wspomniano wyzej - eliminacje ,jezy” (Sadowska-
-Buraczewska 2017).

Rozklad wiokien stalowych w matrycy betonowej opisuje sie na podstawie od-
niesienia do wyidealizowanych struktur zbrojenia, o czym pisal Glinicki (2010).

W fib Model Code for Concrete Structures (2010) zawarto$¢ procentowa widkien
waha si¢ w granicach 0,5-3% objetos$ci mieszanki betonowej, a wicksza zawar-
to$¢ wiokna powoduje wzrost wytrzymaloéci na rozcigganie przy zginaniu.
Zawartos$¢ wiokien stalowych (fibry) powoduje mniejszy skurcz betonu. Korzystajac
z formuly (3.1) [fib Model Code for Concrete Structures 2010 (formuta 1.19); Garas
i in. 2009], mozemy obliczy¢ nominalng zawarto$¢ wiokien Vy:

Vi= Wyl ps (3.1)

gdzie:
Wy - zawarto$¢ wldkien w jednostkach masy w 1/m’,
pr - gesto$¢ stali w kg/m’.
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Przyczepno$¢ zostaje utracona przy zjawisku $ciecia matrycy betonowej, o czym
pisali Jasiczak i Mikotajczak (2003) oraz Kaszynska (2002). Fibrokompozyt przy za-
stosowaniu wldkna stalowego zachowuje si¢ jak quasi-plastyczny material, co po-
zwala zmniejszy¢ koncentracje naprezen w betonie.

Beton jest jednym z najbardziej rozpowszechnionych materiatow konstrukeyj-
nych. Latwa produkgja, niska cena i korzystne wlasciwosci mechaniczne powoduja,
ze jest atrakcyjnym materialem. Element wykonany z betonu zwyklego ulega znisz-
czeniu jak material kruchy, co jest jego wada, a probka z widknem stalowym utrzy-
muje no$nosé¢ i pomimo dalszej deformacji jednak si¢ nie niszczy (Jasiczak i in. 2008),
co stwierdzono wg fib Model Code for Concrete Structures (2010).

Pod wplywem obcigzenia zarysowanie w betonach z wiéknem rozproszonym
jest dos¢ ograniczone. Wedlug Jasiczaka i in. (2008) pekniecia ulegaja redukcji
poprzez modyfikacje mikrorys powstajacych w fibrobetonie. W chwili pojawienia si¢
peknie¢ lub rys struktura fibrobetonu staje si¢ nieciagliwa, a wtékna stalowe po-
przez peknigcie przenosza sity z jednej strony na druga, co powoduje zmniejszenie
naprezen na koncu pekniecia.

Wedlug fib Model Code for Concrete Structures (2010) rola widkien ujawnia si¢
po zarysowaniu. Sily rozciggajace oraz zaleznosci od $ciskania (przy osiowym $ciska-
niu probki walcowej) dla betonu niezbrojonego stosuje si¢ rowniez dla fibrobetonu.
Cechuje si¢ on zwigkszong wytrzymaloscig na rozcigganie oraz odpornoscig na pro-
pagacje zarysowan. Zalezno$¢ ta jest widoczna po wystapieniu pierwszej rysy. Naste-
puje zatem wzmocnienie materiatu, czyli fibrobetonu, w przeciwienstwie do trady-
cyjnego betonu, w ktdrym zachodzi oslabienie, co wskazano w fib Model Code for
Concrete Structures (2010).

Wedlug fib Model Code for Concrete Structures (2010) zauwazono, ze w przy-
padku zachowania probki z oslabieniem odksztalcenia koncentruja si¢ w jednej rysie,
natomiast w przypadku zachowania ze wzmocnieniem pojawia si¢ wiele rys przed
osiggnieciem szerokosci granicznej rysy.

Zachowanie materialu z ostabieniem przy rozcigganiu moze odpowiadac zacho-
waniu konstrukgji ze wzmocnieniem przy zginaniu, a ostabienie materiatu przy zgi-
naniu moze wystapi¢ przy monotonicznym przyroscie obcigzenia konstrukeji
(fib Model Code for Concrete Structures 2010).

3.4. Materialy stosowane na rdzen

Rdzen w plytach tréjwarstwowych moze by¢ wykonany z materiatéw o niewielkim
cigzarze i dobrych parametrach izolacyjnych, np. ze styropianu, szkla piankowego,
z perlitobetonu, keramzytu itp. W tabeli 3.1 zamieszczono informacje o cigzarach
i wspolczynnikach przewodzenia ciepla A dla wybranych materiatéw.
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Tabela 3.1. Wspdlczynniki przewodzenia ciepta dla wybranych materialow

Gestos¢ w stanie Wspolczynnik przewodzenia ciepla A [W/mK]
Nazwa materiatu suchym (érednia) warunki Sredniowilgotne warunki wilgotne
[kg/m?]
Zelbet 2500 1,70 1,80
Beton zwykly na kru- 2400 170 180
szywic kamicnnym 2200 1,30 1,50
1900 1,00 1,10
1600 0,90 1,00
Beton z kruszywa ke- 1400 0,72 0,80
ramzytowego 1200 0,54 0,60
1000 0,39 0,43
Szklo piankowe biate 300 0,12 0,13
Szklo piankowe
180 0,07 0,07
czarne
. 10 0,045 0,045
Styropian do 40 0,040 0,040
Perlit 60-160 0,045-0,065 -

Zrédto: oprac. na podstawie normy PN-EN ISO 6946:1999 oraz wartoéci podanych przez
producentdw.

Opor cieplny przegrody Rroraz wspolczynnik przenikania ciepta przez prze-
grode U oblicza si¢ z zaleznosci:

RT = Rsi+ > Ri + Rse

Ri:%, U=—

1
Rt

(3.2)
(3.3)

R - opdr przejmowania ciepta na wewnetrznej powierzchni [m°K/W],
Ri - opdr przejmowania ciepla na zewnetrznej powierzchni [m*K/W],

~
|

wej oraz o okfadzinach zelbetowych i z rdzeniem ze styropianu:

o>
[

)
|

obliczeniowy opdr kazdej warstwy [m*’K/W],
catkowity opor cieplny [m°K/W],

wspolczynnik przenikania ciepta [W/(m*K)],
wspoétczynnik przewodzenia ciepta [W/mK],
grubo$¢ warstwy materialu w komponencie [m].

Dla przykladu obliczono opér cieplny plyt o grubosci 20 cm — w calosci zelbeto-

plyta zelbetowa o grubosci np. 20 cm

d=02m; \=1,70 %,
mK

d 02

R=3-22_y118

A 1,70
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*  plyta tréjwarstwowa z okladzinami zelbetowymi, rdzen ze styropianu

k/////////////////////ﬂ

LA IS SIS SIS SIS SIS SIS d=5cm

20 10cm
(SIS S SIS SIS SIS SIS S §=5cm
t/////////////////////j

Rys. 3.3. Plyta tréjwarstwowa z okladzinami zelbetowymi, rdzen ze styropianu

Zrédto: oprac. wlasne.

§ =5 cm, rdzen o grubosci 10 cm - styropian (A = 0,045 %)

28 010 _ 010 , 010 _ . m?K
Ri= 7 o= 17 T voas = 0,0588 + 2,222 = 2,281 —
Opdr cieplny plyty z rdzeniem styropianowym wzrést % = 19,4 razy.

Podany przyktad pokazuje, jakie zalety mozna uzyska¢ pod wzgledem izolacyj-
noéci, stosujac plyty trojwarstwowe w stosunku do plyty zelbetowej o tej samej gru-
bosci.

3.5. Podsumowanie

Plyty tréjwarstwowe mozna rowniez produkowac jako sprezone, wéwczas ich po-
wierzchnie dolna i gérna beda gladkie. Nie bedzie tez konieczne wykonywanie
nadbetonu, a prace betonowe beda ograniczone do wypelnienia zamkéw miedzy pty-
tami. Przy ukladaniu plyt nie trzeba bedzie stosowa¢ podpdr wewnetrznych.

Buczkowski (1981) w swojej pracy sugerowal, ze powodem niestosowania plyt
trojwarstwowych w budownictwie jest brak przystepnych metod obliczeniowych ta-
kich plyt. Wynika to w gléwnej mierze z duzego nakladu pracy rachunkowej po-
trzebnej do uzyskania rozwigzan. Dla modelu Hoffa rownania réwnowagi dane
sa w postaci ukfadu trzech réwnan rézniczkowych czastkowych.

Dalsza cze$¢ monografii poswigcona jest wlasnie obliczaniu, badaniom modelo-
wym i rozwigzaniom konstrukcyjnym plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa przezna-
czonych do uzytkowania jako ptyty stropowe.
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4. Pyty trojwarstwowe modelu Hoffa -
obliczenia statyczne

4.1. Informacje og6lne

Od potowy XX wieku znana jest teoria plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa (1950).
Model plyt warstwowych Hoffa zaklada, ze konstrukcja sklada sie z trzech warstw
i jest symetryczna wzgledem plaszczyzny srodkowej. Na warstwe srodkows (rdzen)
stosuje sie najczedciej lekki material o bardzo dobrych parametrach izolacyjnych
(termicznych i akustycznych), a okladziny stanowig plyty o odpowiedniej grubosci,
ktére mozna wykonac jako betonowe réwniez na kruszywie recyklingowym lub kru-
szywie odpadowym. W literaturze przedmiotu znalez¢ mozna nieliczne wyniki obli-
czen i badan stropowych plyt tréjwarstwowych (w skali naturalnej) z rdzeniem
ze szkla piankowego biatego, czarnego i styropianu (Buczkowski 1981; Mikolajczak
i in. 1975; Mikolajczak 1977). Badane plyty charakteryzowaly si¢ wieloma zaletami:
mialy duza no$no$¢, ugiecia miescity si¢ ponizej wartosci dopuszczalnych, ciezar me-
tra kwadratowego byt mniejszy niz ptyt jednorodnych z dociepleniem, miaty dobra
izolacyjno$¢ termiczng i akustyczng, wymagaly mniejszego nakladu pracy na budo-
wie (por. rozdz. 3).

4.2. Zasadnicze rGwnania teorii ptyt trojwarstwowych

Dla przyjetego modelu plyt tréjwarstwowych obowiazujg zalozenia:

* plyta sktada si¢ z trzech warstw i jest symetryczna wzgledem plaszczyzny $rod-
kowej;

* material warstwy $srodkowej jest nieodksztalcalny w kierunku pionowym, E, = oo,
natomiast Ex= E, = 0 oraz G,y = 0. W warstwie srodkowej wystepuja wiec tylko
naprezenia tngce Ty i Ty, roztozone réwnomiernie wzdtuz grubosci. Wskaznik
»W oznacza, ze dana wielko$¢ odnosi si¢ do warstwy srodkowej;

*  warstwy zewnetrzne spelniajg wszystkie zalozenia teorii plyt cienkich izotropo-
wych oraz teorii tarcz.
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Zgodnie z powyzszymi zalozeniami otrzymano:

* 6=6,"=0, tyy =0, 7y, i Ty, rozlozone réwnomiernie,

W' = Wpa = Wpig (ugigcie warstwy Srodkowej jest identyczne jak ugiecie warstw
dolnej i gérne;j).

Przyjety uklad wspotrzednych oraz podstawowe oznaczenia sit wewnetrznych
pokazano narys. 4.1i4.2.

Rys. 4.1. Przyjety uklad wspotrzednych oraz podstawowe oznaczenia: § - grubo$¢ okladzin,
2h - gruboé¢ rdzenia, q(x,y) - obciazenie prostopadte do ptaszczyzny plyty

Zré6dto: oprac. na podstawie Mikotajczak, Buczkowski (1977).

32



=\ =]\ ) My

[% — Ei +[%

Rys. 4.2. Wykresy naprezen normalnych i stycznych wraz z roztozeniem na sily sktadowe
w przekroju plyty tréjwarstwowej

Zrédto: oprac. na podstawie Buczkowski (1977).

Wielkosci statyczne okreslone sa przez przemieszczenia ponizszymi wyraze-
niami rézniczkowymi 4.1 + 4.5 (Mikolajczak, Buczkowski 1977).
Sily tarczowe w warstwie dolnej:

Nx=E_5(6u+V6v)

1-v2 \9x @
E§ (Ov ou
Ny =12 (a + Va) (4.1)
ES ou , Ov
Ny = 20w (5 + 5)
Naprezenia styczne w wypelnieniu i wypadkowe sity tnace:
wo_ u | 2h+5 a_w)
Tz = Gw (h T on ox
wo_ v | 2h+5 a_w)
W, = G (F+ 502 (4.2)
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2h+8 0
Nz = Gy (2h+8) |3+ 5= 2]
v  2h+8§ oOw
Nyz = Gy(2h+8) |7 + 2 2
Wielkosci plytowe:
0%w 0%w
me==D (S5 +v5)
0%w 0%w
my =-D (6_3/2 + Vm) (43)
62
My, = —(1—v)D Bx;/y

[i]
qx =—D E(AW)

—_p2
qy =—D By(AW)

Naprezenia normalne w warstwach zewnetrznych:

N.
Oxsr = ?x
N
Oysr = ?y (4.4)

6y
Oxmax = Oxsr + 52

_ omy
Oy max = Oysr + 52

Wypadkowe sily wewnetrzne dla calej plyty:
M, = N,(2h + &) + 2m,
My, = N,(2h + &) + 2m,

Mxy = xy(Zh +46)+ mey (4.5)
Qx = Nyz + 2q4
Qy = Ny, + 2q,

Dla modelu o przedstawionych zalozeniach réwnania réwnowagi sg dane w po-
staci ukladu trzech réwnan rézniczkowych czastkowych wyprowadzonych przez
Hoffa (1950). Ponizej zaprezentowano te rdwnania zaczerpnigte z pracy Mikofaj-
czaka (1965). Zagadnienie jest opisane przez trzy przemieszczenia: u(x,y) w plasz-
czyznie srodkowej dolnej warstwy w kierunku osi x, v(x,y) w plaszczyznie srodkowej
dolnej warstwy w kierunku osi y oraz w(x,y) ugiecie pionowe plyty jednakowe
dla wszystkich warstw.
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—y2 _12 2 1,2
[D 15,15/ 72p2 — (1-v%)Gy (2h+6) VZ]W _ (1-v*)Gy(2h+8) u

4ESh 2ESh ox
(1-v?)6y2h+8) dv _  (1-v?)
2ESh ay 9 ZEs
1-v2)G,,(2h+6) dw 92 1-v 92 1-v2)G 1+v 0%v
_ (1v?)Guw(@h48) 0w [_ ___@] w0 _ g (46)
2ESh dx 0x? 2 0y? ESh 2 0xdy
_ (1-v%)Gy (2h+8) aw 41 d%u [62 1-v 9% (1—v2)Gw] —0
2ESh dy 2 9xdy = lay2 2 9x2 ESh -

W powyzszych réwnaniach przyjeto oznaczenia: E, v - modul Younga i wspdt-
czynnik Poissona materialu warstw zewnetrznych, G, — modul odksztalcenia posta-
ciowego warstwy srodkowej, & i 2h - grubosci warstw zewnetrznych i srodkowej,
D = E&§’/12(1-v?) - sztywno$¢ plytowa warstwy zewnetrznej (okladziny).

Z uwagi na duzy naktad pracy rachunkowej w literaturze przedmiotu malo jest
podanych rozwiazan analitycznych dla omawianych plyt tréjwarstwowych.

4.3. Naturalne warunki brzegowe

Omawiajgc warunki brzegowe, nalezy zauwazy¢, ze okreslen znanych z teorii plyt
cienkich, takich jak krawedz swobodna, krawedz swobodnie podparta i krawedz za-
mocowana, nie da si¢ przenies¢ bezposrednio do teorii ptyt warstwowych ze wzgledu
na ich wieloznacznos¢. W swojej pracy Gotas (1969) przy uzyciu rachunku wariacyj-
nego wykazal, ze istnieje szesnascie jednorodnych naturalnych warunkéw brzego-
wych dla omawianych ptyt tréjwarstwowych modelu Hoffa.

Uktad réwnan rozniczkowych (4.6) wymaga spelnienia czterech warunkéw
na kazdym brzegu. Przez analogie do plyt zwyklych przyjmujemy, ze ,,.brzegiem swo-
bodnie podpartym” jest krawedz spetniajaca warunki antysymetrii. Wszystkie inne
warunki podparcia nazywamy ,brzeg zamocowany”. Wynika z tego, ze pojecie
brzegu zamocowanego jest wieloznaczne i w kazdym przypadku musi by¢ $ciéle
okreslone przez wyrazenia analityczne.

Na zamieszczonych w niniejszym rozdziale rysunkach przyjeto identyczne ozna-
czenia graficzne jak dla ptyt zwyktych.

Na brzegu swobodnie podpartym (rys. 4.3) musza by¢ spelnione nastepujace wa-
runki:

w =0 - ugiecie
my = 0 — moment zginajacy (4.7)

N, =0, N,, =0 - sily tarczowe

35



Warunki brzegowe dla brzegu swobodnego (rys. 4.3) przedstawiaja si¢ zalezno-
$ciami:

my=0, Q =0, Ny=0, Nyy=0 (4.8)

4.4. Zastosowanie energetycznej metody
rdznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym
do poszukiwania rozwigzan dla ptyt tréjwarstwowych
i ptyt jednorodnych, izotropowych

W literaturze przedmiotu brak jest praktycznych rozwigzan dla plyt tréjwarstwo-
wych modelu Hoffa. Wynika to z koniecznosci po$wigcenia duzego naktadu pracy
rachunkowej do ich uzyskania oraz dobrego opanowania metod rozwigzywania réw-
nan rézniczkowych wyzszego rzedu. Bioragc to pod uwage, wydaje sig, ze praktycz-
nych rozwigzan dla tego typu ustrojéw mozna poszukiwa¢ na drodze obliczen nu-
merycznych, stosujac metode réznic skonczonych. Buczkowski (1981) przedstawit
zastosowanie metody wariacyjnego ujecia roznic skonczonych do poszukiwania roz-
wigzan dla wspomnianych plyt.

Istota zagadnienia polega na wyznaczeniu minimum dla funkcjonatu energii od-
ksztalcenia sprezystego zginanej plyty tréjwarstwowej. Funkcjonal ten ma postaé
(Mikotajczak, Buczkowski 1977; Wachowiak, Wilde 1966):

a w 2w 92w [92w)> 2w \?
ff {ZD[ 62 +2 —xgﬂ'(m) +2(1_v)(_6x26y2)]+

2ES u du dv au\2
[(a_) ravg 4 (5) +

+(1—v)a—”@ —(a—”) (—)] +2hG,, [ 4R By

dy 0x 2 2h  0x
(2h+6)2 (6w)2 v 2h+8 aw (2h+8)2
+ 4h2 0x 2 2h 6y+ 4h2 dXdy

— I, (g:w + qyu+ +q,v)dxdy

(4.9.)

Przyjmijmy, Ze poszukujemy funkcji u(x,y), v(x,y), w(x,y) w postaci dyskretnych
wartos$ci w weztach siatki podzialu ptyty. Pochodne w funkcjonale (4.9.) nalezy za-
stapi¢ odpowiednimi schematami réznicowymi (Kaczkowski 1968). Podstawiajac
w nim wyrazenia na pochodne w postaci réznicowej i wykonujac calkowanie nume-
ryczne, otrzymuje sie funkcje V jako funkcje wielu zmiennych.
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V = V(Wi Uik, Vi) (4.10)

gdzie wi, Ui, vic 53 sktadowymi wektora przemieszczen w poszczegolnych weztach
przyjetej siatki podziatu.
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji wielu zmiennych jest
g Y _o IV _p (4.11)

aWL'k ’ auik ! 617ik

dla kazdego wi, Uik, Vik.

Nieznane przemieszczenia w weztach siatki podzialu wystepuja w réwnaniu
(4.10) w formie kwadratowej. Z zalezno$ci (4.11) otrzymuje si¢ na wyznaczenie prze-
mieszczen symetryczny ukiad algebraicznych réwnan liniowych. Liczba réwnan od-
powiada liczbie niewiadomych.

Istotng zaletg wariacyjnego ujecia metody réznic skoniczonych jest to, ze w przy-
jetym ukladzie niewiadomych nalezy spelni¢ tylko geometryczne warunki brzegowe,
a warunki statyczne sg spelnione w sposéb naturalny przez sam funkcjonat.

Na kazdym brzegu plyty tréjwarstwowej wymagane jest spelnienie czterech wa-
runkow. Na rys. 4.3 pokazano przyktadows siatke podziatu obliczanej plyty oraz za-
znaczono wczesniej opisane warunki brzegowe dla plyty tréjwarstwowej o krawe-
dziach swobodnie podpartych i swobodnych.

Z
L E

Il

o o oo

Xy

|
|
|
|

@ [P0 1 P2 [P35 P4 PZ—*
|
|
|

my =0 |
W:O|
Nx=0|
N=O|

|

X

Rys. 4.3. Przyktadowa siatka podziatu dla plyty tréjwarstwowej o krawedziach swobodnie
podpartych i krawedziach swobodnych z zaznaczonymi warunkami brzegowymi

Zrédto: oprac. wlasne.
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W celu uproszczenia obliczen do dalszych rozwazan przyjeto wspotczynnik Pois-
sona v = 0. Dzieki temu znacznie upraszcza sie funkcjonatl energii odksztalcenia spre-
zystego zginanej plyty (wzory 4.9, 4.12). Buczkowski (1977) zamiescil poréwnanie roz-
wigzan dla tréjwarstwowego pasma plytowego dla v =010,167. Z ich analizy wynikato,
ze uwzglednienie w obliczeniach v = 0,167 wptywa nieznacznie na uzyskane wyniki
w poréwnaniu z uzyskanymi dla v = 0. Wartosci ugie¢ roznity si¢ max. o 2,5%, a naj-
wieksze réznice, dochodzace do 6,5%, dotyczyly naprezen $cinajgcych Tmax.

W takim przypadku (dla v = 0) funkcjonal energii sprezystej zginanej plyty przyj-

muje postac:
<o (o) () (] s G (2 i

+l(6_u)2+_(6v) ]+2hG [ +2£2h+56w+(2h+6)2(¢;_\;/)2+ﬁ+

2 \dy 2 h 2h 09x 4h2

2v 2h+8 ow (2h+6)
P T oy T ]} dxdy — [ (q,w + qyu + qyv)dxdy

(4.12)

Poszukujac funkcji u, v, w, ktdre maja posta¢ dyskretnych wartosci w weztach
siatki podzialu plyty, pochodne w funkcjonale (4.12) nalezy zastapi¢ schematami
réznicowymi. Na rys. 4.4, 4.5, 4.6 i 4.7 pokazano przyjete schematy réznicowe wraz
z zaznaczonymi punktami, do ktérych si¢ one odnosza.

W w W
1 1 -1
i i—1 i
°
1 -2 1 —2 -1 1
. ®
k—1 k k+1 K k—1 k
v w) W)
w-
J
Sk S Sk
mnoznik S mnoznik -Sy'2 mnoznik- S Sy'1
Wxx W’)’)‘ Wlxy
schematyczny schematyczny schematyczny zapis
zapis drugiej zapis drugiej drugiej pochodnej
pochodnej po x pochodnej po y pox iy
_OPW Wi —2Wt Wiy _ 0Pw _ wi—2witw; _ W Wi Wit W Wy
Woax = 552 = 52 Wyy = ay? s2 Wy = 9,0, Sx'Sy

Rys. 4.4. Przyjete schematy réznicowe dla pochodnych Wi, Wiv, Wixy

Zrédto: oprac. wlasne.
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Sx S

mnoznik +S¢! mnoZnik-Sy'I
ux—pochodna po x v y—pochedna po y
1/2 1/2 1/2 -1/2
[ A L] A
-1/2 -1/2 1/2 -1/2
Sx S
mnozmk-S),’1 mnoznik +Sx!

u y—schematyczny zapis v x—pochodna po X
pochodnej dla punktu
oznaczonego @

Rys. 4.5. Przyjete schematy réznicowe dla pochodnych u.y, Wy, Vi, vy

Zré6dto: oprac. wlasne.

1/4 1/4 1/4 1/4

L A ® 7
1/4 1/4 1/4 1/4

S S
u \

Rys. 4.6. Przyjete schematy réznicowe dla przemieszczen uiv

Zr6dto: oprac. wlasne.
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1/2 —1/2  |1/2 1/2

1/2 —1/2 =12 =12

mnoznik -S¢! mnoznik -Sy'1
Wx W,y

Rys. 4.7. Przyjete schematy réznicowe dla pochodnych w1 wy

Zr6dto: oprac. wlasne.

Podstawiajac wyrazenia na pochodne w postaci réznicowej i wykonujac catko-
wanie numeryczne, otrzymuje sie funkcje V jako funkcje wielu zmiennych wi, tix, Vic
(patrz wzor 4.10).

Przy budowie globalnych macierzy ukltadow rownan przemieszczeniowych na-
lezy podzieli¢ obszar plyty regularng siatka linii. Dla przykladu obliczeniowego za-
mieszczonego w monografii (rys. 4.8) przyjeto siatke podziatu o oczkach kwadra-
towych, przy czym w kierunku dtugosci ptyte podzielono na 12 czesci (oczko siatki

s = i—’; ), aw kierunku szerokosci na 6 czesci (s = %) [rys. 4.8]. Ze wzgledu na przyjecie

w obliczeniach przyktadowych siatki podzialu o oczkach kwadratowych i podziale
wymiaréw I i Iy jak opisano wyzej na 12 i 6 czesci obliczane plyty powinny mie¢
wymiary o stosunku I, : I, =2 : 1. Do obliczen przyjeto ptyte o dwoch przeciwleglych
krawedziach swobodnie podpartych, a dwdch pozostatych swobodnych (rys. 4.8).

Przy rozpisywaniu macierzy ukladu réwnan przemieszczeniowych uwzgled-
niono dwie osie symetrii, co w konsekwencji skutkowalo tym, ze do rozwigzania
otrzymuje sie uklad réwnan o 69 niewiadomych (24 ugiecia ,w” w wezlach siatki
podzialu, 24 przemieszczenia ,,u” w kierunku osi x oraz 21 przemieszczen ,,v” w kie-
runku osi y). Jako obcigzenie przyjeto dwa przypadki: obcigzenie rownomiernie roz-
tozone na calej plycie oraz obcigzenie sitg skupiona przylozong w centralnym punk-
cie plyty. Siatke podzialtu i schematy obcigzen pokazano na rys. 4.8.

Dla wygody budowania przemieszczeniowych réwnan réznicowych funkcjonat
okreslony zaleznoscig (4.12) podzielono na poszczegélne sktadniki, wprowadzajac
przy tym oznaczenia:

A =2ES
B =2G,h™!
C =2G,h 1(2h +6) (4.13)
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F = 0,5G,h"1(2h + 6)?

Przy powyzszych oznaczeniach funkcjonat (4.12) przyjmie postac

7
V = ZVL
i=1

gdzie:
Vi = [fs DW3x +w3y)dxdy

V, = [, 2Dw3,dxdy (4.14)

A
V; = Eﬂs (u3 +v3) dxdy

A
Ve =2 [, (uy +vy)2dxdy

Vs = gffs W? + v?)dxdy

c
Ve = Eﬂs (uw, +vw,, )dxdy

Vy =2 ff, (w2 +w2)dxdy
Przyjmujac powyzszy podzial funkcjonatu energii na poszczegélne sktadniki, za-
stosowano analogiczny sposoéb, jaki przyjal Buczkowski (1977), co doprowadzito
do uzyskania pozytywnych wynikéw.
Poszczegdlne czlony energii (4.14) Vs + V; dla plyty pokazanej na rys. 4.8,
z uwzglednieniem dwoch osi symetrii, rozpisano na przyjetej siatce podzialu
(rys. 4.10 + 4.14).
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Rys. 4.8. Przyjeta siatka podziatu dla ,,¢wiartki” plyty oraz schematy obcigzen: a) dla réwno-
miernego obcigzenia, b) dla sily skupionej

Zrédto: oprac. wlasne.

Dla czlonéw energii V; i V, skorzystano z gotowych schematéw (,gwiazd”)
przedstawiajacych zapisy ilorazéw réznicowych dla charakterystycznych punktéw
dla plyt jednorodnych, izotropowych. Schematy te (rys. 4.9) zaczerpnigto z pracy
Buczkowskiego (2007) [oczka siatki kwadratowe o wielkosci s i wspotczynnik Pois-
sona v = 0]. Przy korzystaniu z nich nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe.

Dla punktéw lezacych w obszarze plyty, bioragc pod uwage sztywnos¢ dwdch
okfadzin 2D.
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0,5 -4 -4 05

krawed?
N2 =6 12 swobodna
m)[ 1 x (2D/s%)
I

2 -6 2
krawed?
1 =8 19 -8 | swobodna
2 —8 2 X (QD/SZ)

obszar plyty
x (2D0/s?)

Rys. 4.9. Schematy odpowiadajace fragmentowi energii V, + V, = D [ fs (Wiy + Wiy +
+2wizxy)dxdy

Zrédto: oprac. na podstawie Buczkowski (2007).

. . . . 2D .
Podane na powyzszych schematach wartosci nalezy pomnozy¢ przez gy (mnoz-

nik ten dotyczy plyt tréjwarstwowych; dla ptyt jednorodnych wynosi SRZ ).
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Vs = 0,54 [[(uf, + vf))dxdy
A=2E6
Vpp = Va3 = Vg = Vps = Uz = Va7 = Vpg = 0 (symetria)
U7 = Uqg = Upq = Upg = 0 (Symetria)
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Rys. 4.10. Rozpisane na siatce podziatu pochodne u% i v5

Zrédto: oprac. wlasne.
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Vy = 0,254 ff (uyy, + v, ) dxdy
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U7 = Ugg = Uy =Uyg =0
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Rys. 4.11. Rozpisane na siatce podziatu pochodne uy iv

Zrédlo: oprac. wlasne.
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Vs =058 [f(u* +v*) dxdy
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Rys. 4.12. Rozpisane na siatce pochodne podziatu przemieszczenia uiv

oprac. wlasne.
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Ve = 0,5C [f (uwyy, +vw;y) dxdy

2G,, - k"1 (2h + 6)

Wy = Wg =Wy =Wy =0

C

Uy = Va3 = Upg = Vps = Vpe = V7 = Vg =0
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U7 = Upq = Up1 = Upg
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izx + wlzy) dxdy
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oprac. wlasne.
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Po scatkowaniu graficznym oraz wykorzystaniu warunkow (4.11) na minimum
funkcjonatu (4.9) otrzymuje si¢ algebraiczny uklad réwnan liniowych do wyznacze-
nia przemieszczen (w;, W, vi) W poszczeg6olnych wezltach przyjetej siatki podziatu.
Dla plyty o schemacie statycznym i numeracji wezlow na rys. 4.8 pokazano przykla-
dowy (dla weztéw 2, 3 i 10) sposob budowania poszczegélnych réwnan, z uwzgled-

nieniem warunkéw brzegowych.

‘3(?—;2"2) = 2Ds2(7,5w, — 4ws + 0,5W, — 6Wo + 2wyq + Wig)

a(‘;l—;;é) = 2Ds 2(—4w, + 8w; — 4w, + 0,5ws + 2wg — 6wy + 2wy + Wy;)

EK;/;—T:Z) = 2Ds™2(2w, — 6w; + 2w, — 8wy + 19wy — 8wy; + Wiy + 2wy —

—8wys + 2wyg + wyy)

Z—Zj = 0,54(u; —uy)

Z—Zz = 0,54(—uy + 2u,; —u3)

;u—‘i) = A(—ug + 2uy9 — Uq11)

Z—Zj = 0,54A(v; —vg)

Z_Zz = A(v, —vg)

;v—'i = A(—v3 + 2v19 — V17)

T = 0,125A(us +tp — Us — o + V3 + Vg — Uy — Vo)

Vs = 0,125A(uy + 2up + g — g — 2ug — tsg + vy — V3 + Vg — Vyo)

:u—vl"’o = 0,125A(—uy — 2uz — uy + 2uqg + 4uqg + 2uUqq — Uy — 2Uq7 — Uyg —
—Up + Uy + V16 — Us1g)

Z—:i = 0,125A(uy + uy — ug — Ug + vy + Vg — U — Vo)

2_1‘2 = 0,125A(—u; + uz + ug — Uyg — Vg + 20, — U3 — Vg + 2U5 — Uy)
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% = 0,125A(_u2 + u4 + u16 - u18 - UZ + 2U3 - U4_ - 2U9 + 4U10 -

91
—2v11 — V16 + 2017 — Usg)
Vs = 0,0625B52(uy + Uy + Ug + Us)
Juq
s _ 0,0625B52(uy + 2uy + uz + ug + 2uq + uqp)
6u2
s _ 0625Bs?(uy + 2uz + Uy + 2Ug + 4Uqg + 2Uqq + Ugg + 2Uq7 + Ugg)
6u10 !
Ws — 0,0625B5%(vy + vy + Vg + Vo)
v,
s — 0,0625Bs2 (V1 + 2V, + U3+ Vg+209+V4)
v, !
s _ 0,0625B52 (vy+ 2U3+ Uy+ 2Vg+ 4V o+ 2V11+ V1g + 2V17 + Vig)
V4o ’
W _ 0625Cs(—uy + uz — ug + Uqg + v + 20V, + v3 + vg + 2U5 + v44)
w2
W _ 0625Cs(—uy + Uy — Ug + Uqq + Vy + 2V3 + Uy + Vg + 2049 + V1)
6W3 ’
aVG = 0 062565(_1,1,2 + U,4 - Zug + 2u11 - u16 + u18 - UZ - 2173 -
owyg ’
—vy + V16 + 2v17 + V4g)

Vs = 0,0625Cs(—wy — wo)

Uuq
P — 0,0625Cs(—ws — wyg)
6u2

aV6 - 0 0625CS(W2 - W4_ + 2W9 - 2W11 + W16 - W18)
6u10 !
Ws = 0,0625Cs(wy — Wo)
avl
Ws — 0,0625Cs(2w, + Wz — 2Wo — Wyp)
v,

6V5 = 0 062565(W2 + 2W3 + W4 - W16 - 2W17 - W18)
vy !
V7 — 0,25F (4w, — 2wyy)
ow,
Vs o 0,25F (4ws — 2w — 2wyy)
6W3
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vy

awm

= 0,25F(—2w, — 2w, + 8wyg — 2wy — 2wyg)

. , x d
Po zsumowaniu poszczegélnych skladnikéw dla # otrzymano:
2
o _
ow,
+0,0625Cs(—uq + uz —ug + ugg + v + 2v, + v3 + vg + 205 + vy) +

= 2Ds™%(7,5wy — 4wz + 0,5w, — 6wg + 2wy + Wyg) +

+0,25F (4w, — 2w;) = (15Ds™2 + F)w, — 8Ds 2wy + Ds%w, —
—12Ds?wqy + (4Ds™2 — 0,5F)wyo + 2D~ 2wy + 0,0625Cs (—uy + uz —

—Ug+ Ugg + V1 + 2V, + V3 + vg + 2vg + vyg)

. o . av
Po zsumowaniu i uporzgdkowaniu jak wyzej dla ——- otrzymano:
3

Y~ _8Ds ?w, + (16Ds% + F)ws — 8Ds~2w, + Ds~2ws +

ows
+(4Ds™? = 0,5F)wg — 12Ds 2wy + (4Ds™2 — 0,5F)wy, + 2Ds 2wy, +

+0,0625Cs(—uy + uy — Ug + U+ vy + 2V3 + Uy + Vg + 2019 + V1)

. o . av
Po zsumowaniu i uporzgdkowaniu jak wyzej dla —=— otrzymano:
10

ov
owqg

= (4Ds™%2 — 0,5F)w, — 12Ds ?w3 + (4Ds™? — 0,5F)w, — 16Ds 2wq +

+(38Ds™? + 2F)wyg — 16Ds™ 2 wyq + 2Ds 2wy, + (4Ds™2 — 0,5F)wyg —
—16Ds™ 2 wy; + (4Ds™2 — 0,5F)w;g + 2Ds™ 2wy, + 0,625Cs (—u, +
+uy — 2Ug + 2Uqq — Uqg + Uig — Uy — 2U3 — Uy + V16 + 2017 + V1)

Postepujac analog1czn1e zsumowano w kolejnosci a_ dla 24 qulow, gd21e

wystepowaly ugiecia wl, dla 24 wezlow z przemieszczeniami u; oraz 5 dla
L

21 weztow, gdzie wyste;powaly przemieszczenia ;. Ogoétem dla plyty z siatka podziatu
jak na rys. 4.8 otrzymano uklad réwnan o 69 niewiadomych. Z uwagi na kwadratowa
forme wyrazenia na energie odksztalcenia sprezystego (4.12) otrzymuje si¢ kazdora-
zowo macierz uktadu symetryczng wzgledem gléwnej przekatnej. Symetria ukladu po-
zwala na wychwycenie ewentualnych bledéw przy tworzeniu uktadu réwnan.

Z uwagi na rozwigzywanie ukladu réwnan programem, ktéry wymaga zapisu
polowy macierzy (od przekatnej), ponizej podano ogdlny zapis otrzymanej macierzy
wlasnie w zapisie od przekatnej. Globalna macierz ukladu réwnan dotyczy plyty
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o przekroju tréjwarstwowym i proporcjach wymiarow rzutu L : 1, = 2 : 1 (podzial
i numeracja wezlow jak na rys. 4.8).

2V = (15Ds™% + F)w, — 8Ds™2ws + Ds 2w, — 12 Ds 2wy +
2
+(4Ds™? = 0,5F)wyq + 2Ds 2wy + 0,0625Cs (—uq + uz — ug + uqg +
+vy + 2V, + v3 + vg + 2v9 + vq)
2 = (16Ds™% + F)w; — 8Ds 2w, + Ds2ws + (4Ds2 = 0,5F)wq —
3
—12Ds?wyo + (4Ds™2 — 0,5F)wy ;1 + 2Ds 2wy, + 0,0625Cs(—u, +
+uUy — Ug + U +Vy + 203 + vy + Vg + 2049 + V11)
2 = (16Ds™% + F)w, — 8Ds 2w + Dswg + (4Ds™2 = 0,5F)wyo —
4
—12wy; + (4Ds™2 — 0,5F)wy, + 2Ds 2wy g + 0,0625Cs(—us + ug —
—Uqyg + Upp + V3 + 20, + V5 + Vi + 2V11 +Vq3)
2V = (16Ds™% + F)ws — 8Ds 2w, + D s™2w; + (4Ds ™% — 0,5F)wy; —
5
—12Ds 2wy, + (4Ds™2 — 0,5F)w;3 + 2Ds ™ 2wyq + 0,0625Cs — uy +
+uUg — Uqq + U3 + Vg + 2U5 + Vg + Vg + 2V + Vq3
2L = (17Ds™2 + F)we — 8Ds 2w, + (4Ds ™2 — 0,5F)wy; — 1205 2wyg +
6
+(4Ds™? = 0,5F)wyy + 2Ds 2w, + 0,0625Cs(—us — Uy, + vs + 2v4 +
+v; + vy + 2043 + V1y)
:TV = (8Ds™2 4 0,5F)w; + (4Ds™2 — 0,5F)wy3 — 6Ds 2wy4 + Ds™ 2wy, +
7
+0,0625Cs(—ug — uqz3 + Vg + vy + V13 + vqy)
;TV = (36Ds™2 + 2F)wg — 16Ds 2wy + 2Ds ?wy; — 16Ds 2wy +
9
+(4Ds™? — 0,5F)wy; + 2 Ds™2w,3 + 0,0625Cs(—u, + uz — 2ug +
2Uqg — Ugs + Ug7 — Vg — 2V — U3 + Vy5 + 2V + V1)
ai/V = (38Ds™2 + 2F)wyy — 16Ds 2wy, + 2Ds 2wy, + (4Ds™2 — 0,5F)wq¢ —
10
—16Ds 2wy, + (4Ds™2 — 0,5F)w;g + 2Ds 2wy, + 0,0625Cs(—u, +
Fuy — 2Ug + 2Uqq — Ugg + Ugg — Uy — 2V3 — Uy + Vi + 2017 + Vyg)
ai}V = (38DS_2 + 2F)W11 - 16DS_2W12 + ZDS_2W13 + (4DS_2 - 0,5F)W17 -
11

—16Ds %wyg + (4Ds™2 — 0,5F)wyq + 2Ds 2wys + 0,0625Cs(—us +
+ug — 2Uqg + 2Ugy — Ugy + Ugg — V3 — 2V — Us + Vy7 + 2048 + Vq9)
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av

= (38DS_2 + 2F)W12 - 16DS_2W13 + ZDS_2W14_ + (4DS_2 - 0,5F)W18

owi,
—16Ds 2wyq + (4Ds™2 — 0,5F)w,q + 2Ds ™ 2wyg + 0,0625Cs(—u, +
+ug — 2uqq + 2Ug3 — Ugg + Uyg — Vg — 2Us — Vg + Vg + 2V19 + Vyp)
2V = (40Ds™2 + 2F)wys — 16Ds 2wy + (4Ds™% — 0,5F)wyg —
13
—16Ds %wy + (4Ds™2 — 0,5F)wy; + 2Ds 2wy, + 0,0625Cs(—ug —
—2Uqp — Ugg — Vg — 2V — Vg + V19 + 2Vy0 + Vyq)
% = (190572 + F)wyy + (4D572 — 0,5F)wzq — 8Ds 2wyy + Ds 2w +
14
+0,0625Cs(—ug — 2Uq3 — Upg — Vg — V7 + Vyo + Vyq)
ai/V = (40Ds™2 + 2F)w;¢ — 16Ds 2wy ; + 2Ds 2wy — 16Ds 2w,3 +
16
+(4Ds™? = 0,5F)wyy + 0,0625Cs(—ug + uqg — 2Uys + 2Uyy — Upy +
+upq — Vg — 2V9 — V1)
Y = (42Ds™2 + 2F)wy; — 16Ds 2wyg + 2Ds 2wy + (4Ds ™2 — 0,5F)wss
17
—16Ds %wy, + (4Ds™2 — 0,5F)wys + 0,0625Cs(—uqg + uqq — 2Uqg +
+2uyg — Upz + Ups — Vg — 2V59 — V11)
2V = (42Ds72 + 2F)wyg — 16Ds 2Wyg + 2Ds Wy + (4Ds™2 = 0,5F )Wy
18
—16Ds 2wys + (4Ds™2? — 0,5F)wyg + 0,0625Cs(—uyg + uqp — 2ugy +
+2Uyg — Upq + Uz — V1o — 2011 — V12)
2 = (42Ds72 + 2F)wyo — 16D5 2wz + 2D 2w,y + (4Ds ™2 = 0,5F)wss
19
—16Ds ?wye + (4Ds™2 — 0,5F)wy; + 0,0625Cs(—uyq + Uq3 — 2uqg +
+2Up0 — Ups + Upy — V11 — 2V15 — Vp3)
= (44Ds7% + 2F)wyo — 16Ds %W,y + (4Ds™% — 0,5F)w, —
20
—16Ds %wy; + (4Ds™? — 0,5F)wyg + 0,0625Cs(—uyp — 2Ujg — Upg —
—V1p — 233 — V1)
2% = (21572 + F)wyy + (4Ds72 = 0,5F)w; — 8Ds 2wpg +
21
+0,0625Cs(—uq3 — 2Uyg — Uyy — V3 — V14)
av _ _ —
G (19Ds™2 4+ F)wys — 8Ds 2wy, + Ds™2wys +

+0,0625Cs(—uqs + Uy7 — —Uyp + Upy — V15 — 2V — V17)
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av

= (20Ds72 + F)wyy — 8Ds 2wy + Ds 2wy +

ow
N +0,0625Cs(—uqg + U1g — —Upz + Uy — Vi — 2V17 — Vqg)

%5 = (20Ds5™2 + F)Wys — 8Ds 2wy + Ds 2wy, +
+0,0625Cs(—uqy7 + Ujg — Upg + Upg — V17 — 2V1g — V19)

ai}té = (20Ds72 + F)wyg — 8Ds 2wy, + Ds™2wyg +
+0,0625Cs(—uqg + Upg—Uys + Upy — Vig — 2V19 — Vyg)

% = (21Ds™2 + F)wy, — 8Ds 2wyq +
+0,0625Cs(—uqg — Upg — V19 — 2Vp0 — —V31)

a‘jv‘zg = (10D52 + 0,5F)wyg + 0,0625CS(— Uy — Upy — Voo — Va1)

;—L: = 0,54(u; —uy) + 0,0625B5%(uy + uy + ug + ug) +
+0,1254(uq +uy —ug —ug + vy + vg — vy — Vg)

;—L = 0,54(2uy — us) + 0,0625B52(2u, + Us + ug + 2ug + usg) +
+0,1254Q2u, + uz — ug — 2ug — Uy + V1 — V3 + Vg — Vyg)

;—L = 0,54(2us — uy) + 0,0625B5%(2us + Uy + Uo + 2y + Ugq) +
+0,125AQ2u3 + Uy — Ug — 2Uqg — Ugq + Uy — Vg + Vg — Vq4)

j—L = 0,54(2uy — us) + 0,0625B5%(2uy + Us + Uy + 20y + Uyy) +
+0,125A2uy + us — Ugg — 2Uyq — Uqp + V3 — Vs + V19 — Vq2)

j—L = 0,54(2us — ug) + 0,0625B5%(2us + Ug + Uyy + 2uyy + Uyz) +
+0,1254Q2us + ug — Uy — 2Uqy — Ug3 + Uy — Vg + V11 — V13)

;—L = 0,54(2ug) + 0,0625B52(2ug + gy + 2us3) +
+0,125AQ2ug — Uy — 2Uqy3 + V5 — Uy + V13 — Vqy)

;—L = A(ug — ug) + 0,0625Bs%(2ug + 2uqg + Uys + Ugg) +
+0,1254Q2ug + 2ug — Uy5 — Uy — V1 + Uy + V5 — Vig)

;—L = AQ2ug — Uy) + 0,0625B52 (4uq + 2y + Uys + 2Use + Uyy) +
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v

= A(Zulo - ull) + 0,0625352(4u10 + Zull + U1e + 2u17 + u18) +

e +0,1254(4uqg + 2Uqq — Ugg — 2Ugy — Uyg — Uy + Uy + V1 — V1g)

ai‘; = AQQuyy — Uyy) + 0,0625B52(41uy; + 2uyy + Upy + 2Usg + Ugo) +
+0,125A(4uq1 + 2uqp — Uyy — 2Uyg — Ugg — V3 + Vs + V17 — Vq9)

(’;Zz = A(2uqyy — uy3) + 0,0625B52 (4uyy + 2uy3 + Ugg + 2Ugg + Uyg) +
+0,125A4(4uqp + 2Uq3 — Ugg — 2Uqg — Uy — Vg + Vg + Vig — Vag)

%3 = AQ2uy3) + 0,0625B5% (415 + Uyo + 2us0) +
+0,1254(4uq 3 — Uy — 2Uyg — Vs + V7 + V19 — Vyq)

ai‘; = A(uys — Ugg) + 0,0625B52(2uys + 2ugg + Upy + Uzs) +
+0,125A2u 5 + 2Uqg — Upy — Uyz — Vg + Vg)

aii = A(2uyg — Ug7) + 0,0625B52 (4uyg + 2Ugy + Upy + 2Ups + Upy) +
+0,1254(4uq6 + 2uq7 — Upy — 2Up3 — Upy — Vg + V1)

ai‘; = A(2uy; — uzg) + 0,0625B52(4uy; + 2Upg + Ups + 2Upy + Ups) +
+0,125A(4uq7 + 2u1g — Uz — 2Ups — Ups — Vo + Vypq)

ai‘; = AQQuyg — Uyo) + 0,0625B52 (4uyg + 2Uyo + Uyg + 2Ups + Ugg) +
+0,125A4(4uUqg + 2Uqg — Upy — 2Uys — Upg — V1o + V12)

% = A(2uy9 — Uy) + 0,0625B52 (4uyg + 2Upg + Ups + 2Ung + Upy) +
+0,1254(4u 9 + 2Uyg — Ups — 2Upg — Upy — Vq1 + Vq3)

ai‘zo = A(2uy0) + 0,0625B5% (41uy0 + Upg + 2Uyy) +
+0,125A4(4Uyg — Upg — 2Uyy — Vip + Vyg)

aizz = 0,54(upy — Uy3) + 0,0625B5% (uyp, + Uys) +
+0,125A4(Uyy + Ups — Vy5 + V1g)

a‘l‘; = 0,54(2Uys — Upy) + 0,0625B52 (213 + Uyy) +

+0,1254(2uy3 + Uyy — V15 + V17)
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Y 0,54(2upq — Uys) + 0,0625B5% (21 + Ups) +

Qups
+0,125A(2uy, + Uys — V16 + V1g)

i‘:s = 0,54(2uys — Uye) + 0,0625B52(2uys + Uye) +
+0,125A2uy5 + Uyg — V17 + V19)

a‘l‘; = 0,54(2Uyg — Uyy) + 0,0625B52(2uyg + Uyy) +
+0,125A(2uy6 + Up7 — V1g + Vyq)

% = 0,54(2u5;) + 0,0625B5%(2uy;) + 0,1254(2uy; — Vg + V31)

;—:1 = 0,1254(v; + vg — v, — vg) + 0,5A(v; — vg) +
+0,0625B52(v; + v, + Vg + vg)

;—L = 0,1254Q2vy; — v3 — vg + 2V9 — V1) + A(vy — vg) +
+0,0625B52(2v, + v3 + vg + 209 + Vq)

;—L = 0,1254Q2v3 — vy —vg + 2v19 — v11) + A(v3 — v19) +
+0,0625B52(2v3 + vy + Vg + 2v1 + V1)

;—1‘; = 0,1254Q2v, —vs — V19 + 2V11 — V12) + A(Vy —v11) +
+0,0625B52(2v, + Vg + V10 + 2V41 + V132)

;—:5 = 0,1254(2vs — vg — V11 + 2v15 —V13) + A(vs — V1) +
+0,0625B52(2v5 + vg + V11 + 2015 + Vq3)

:_,,Vs = 0,1254(2v6 — v7 — V12 + 2013 — V14) + A(Vs — V13) +
+0,0625B52(2v + v; + vy + 2043 + V14)

5—1‘7’7 = 0,1254(v; — 13 + V14) + 0,54(v; — v14) + 0,0625B52(v; + vys + v14)

S—L = 0,1254(2vg — 2V + V15 — vy16) + 0,54(2vg — v45) +
+0,0625B52(2vg + 2v9 + V15 + V1)

5—1‘; = 0,1254(4vg — 200 — V15 + 2016 — V17) + AUy — V16) +

+0,0625B52(4vg + 2v1g + V15 + 2016 + V17)
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v

= 0,1254(4v19 — 211 — V16 + 2V17 — V1) + AQQUyg — v17) +

av
B +0,0625B52(4v1g + 2V11 + V1 + 2V17 + V13g)

ai‘; = 0,1254(4vy1 — 2015 — V17 + 2015 — V1o) + A(2011 — V1g) +
+0,0625B52(4v11 + 2v15 + V17 + 2V1g + V19)

a‘?:z = 0,1254(4v;, — 2013 — V1g + 2010 — V20) + A(2V15 — V1g) +
+0,0625B52(4v15 + 2v13 + V1 + 2V19 + V3g)

ai‘:3 = 0,125A(4v; 3 — 2014 — V1o + 200 — Va1) + A(2013 — Va0) +
+0,0625B52(4v13 + 2V14 + V19 + 2V50 + Vpq)

ai‘; = 0,1254(2v14 — Voo + V21) + 0,54(2v14 — va1) +
+0,0625B52 (2014 + V30 + V21)

ai‘; = 0,1254(2v;5 — 2v16) + 0,54(2v45) + 0,0625B5%(2v;5 + 2vy)

ai‘; = 0,1254(4v1¢ — 2V17) + A(2v14) + 0,0625B52%(4v,¢ + 2V47)

a‘?}'; = 0,1254(4v,, — 2v15) + A(2v17) + 0,0625B5% (4, + 2v55)

6?:8 = 0,1254(4v,g — 2V19) + A(2v15) + 0,0625B52 (415 + 2v19)

a‘?:g = 0,1254(4v10 — 2V50) + A(2V10) + 0,0625B52 (410 + 2050)

6?7:0 = 0,1254(4v,y — 2v31) + A(2V,0) + 0,0625B5% (4050 + 2v47)

Jf; = 0,125A4(2v5;) + 0,54(2v5,) + 0,0625B52(2v,,)

Podana wyzej macierz globalna umozliwia zbudowanie uktadu réwnan prze-
mieszczeniowych dla dowolnej plyty tréjwarstwowej o schemacie jak na rys. 4.8,
o stosunku wymiarow I, : Iy = 2 : 1. Pozostale parametry: §, h, E, G moga by¢ do-
wolne, gdyz na podstawie ich wartosci oblicza si¢ wyrazenia A, B, C i F (4.13)
wystepujace w macierzy. Oczka siatki podziatu pokazanej na rys. 4.8 oblicza si¢

Ly ly

w zaleznosci od wymiaréw obliczanej plyty: s = 5= o
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4.5. Przyktady obliczeniowe

W punktach 4.5.1 i 4.5.2 przedstawiono obliczenia oraz wyniki obliczonych wielko-
$ci statycznych dla plyt tréjwarstwowych, a w punkcie 4.5.3 dla plyty jednorodne;,
izotropowej. Schemat statyczny i schematy obcigzen obliczanych plyt pokazano
narys. 4.8.

Ponizej podano wspolczynniki prawych stron réwnan przemieszczeniowych
dla obcigzenia réwnomiernego dzialajacego na calej powierzchni plyty oraz dla ob-
cigzenia silg skupiong dzialajaca w punkcie centralnym ptyty.

i ERE 4 5 5
7 8 9 ENRE I

3 14 15 16 |17 |18
N s

i 19 |20 |21 22 |23 |22

Rys. 4.15. Fragment siatki podzialu z numeracjg weztéw dotyczacg przemieszczen piono-
wych - ugie¢ ,w”. Przy numeracji weztéw pokazanych na rys. 4.8 dla punktéw lezacych na
krawedzi swobodnie podpartej ugiecia ,w” s3 rowne 0

Zrédto: oprac. wlasne.

Prawa strona dla obcigzenia réwnomiernie roztozonego na calej powierzchni
o intensywnosci q [MN/m?]:
» wwezlach od 1 do 5 wspoétczynnik obcigzenia wynosi: 0,5 - qs%,
*  wwezle 6 wspoltczynnik obcigzenia wynosi: 0,25 - gs?,
»  wweztach od 7 do 11 wspélczynnik obcigzenia wynosi: gs?,
*  wwezle 12 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: 0,5 - gs?,
* wwezlach od 13 do 17 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: gs?,
*  wwezle 18 wspolczynnik obcigzenia wynosi: 0,5 - gs?,
» wwezlach od 19 do 23 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: 0,5 - qs*
*  w wezle 24 wspdlczynnik obciazenia wynosi: 0,25 - gs.
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Prawa strona dla obcigzenia sifa skupiong P [MN] przylozona w punkcie $rod-

kowym plyty:
» wwezlach od 1 do 23 wspoélczynnik obcigzenia wynosi: 0,
*  wwezle 24 wspodlczynnik obcigzenia wynosi: 0,25 P.

4.5.1. Przyktad nr 1. Plyta tréjwarstwowa
(modut Kirchoffa materiatu rdzenia Gw = 450 MPa)

Do obliczen przyjeto plyte o wymiarach I, = 120 cm, 1, = 60 cm, (— =2), swobodnie

podpartg na dwoch przeciwleglych krawedziach, a na dwéch pozostalych swobodna.

Przyjeto: okladziny z betonu C20/25 o module sprezystosci E = 30 000 MPa,
v = 0 (wspodlczynnik Poissona), rdzen, np. szklo piankowe dla G, = 450 MPa (modut
Kirchoffa). Do obliczen przyjeto siatke podziatu o oczkach kwadratowych i numeracje

. C e . . l l
wezlow pokazang na rys. 4.8.0czko siatki podziatu wynoswzé = g 0,1 m

Przekrdj poprzeczny i rzut plyty pokazano na rys. 4.16.
I//////////////////////////////////////////////////////////////////| -
R R i R R P R i R R i R R i R i R R R R R R R 6—3Cm

# ANAAAANAAAK Jomem

LIPS PSSP ISP PSPPI SIS PSPPI P P77 —
|/////////////////////////////////////////////f//////’//////’////’/| 6_36m

I
: { 22 23 24 25 26 27 28
|

———T
ly

X

Rys. 4.16. Rzut i przekroéj plyty tréjwarstwowej obliczanej w przyktadzie 1. oraz przyjeta siatka
podziatu jak na rys. 4.8.

Zrédto: oprac. wlasne.
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Wymiary plyty tréjwarstwowej w powyzszym przykladzie obliczeniowym wyni-
kaly z mozliwosci wykonania modelu o przyjetych wymiarach i przeprowadzenia ba-
dan w laboratorium Katedry Konstrukeji Budowlanych na Wydziale Budownictwa
i Nauk o Srodowisku Politechniki Bialostockiej, przy wykorzystaniu stendu badaw-
czego i systemu Hysdozok, co da mozliwos¢ weryfikacji otrzymanych wynikéw ob-
liczent numerycznych.

Aby skorzysta¢ przy budowaniu uktadu réwnan przemieszczeniowych z uzyska-
nej i przedstawionej wczesniej macierzy globalnej (patrz punkt 4.5), przeprowa-
dzono ponizsze obliczenia:

E&3 30 000-0,03%

;v=0;D =———F—=0,0675 MNm

*  sztywno$¢ okladziny D = a5 -

Ds™?% =0,0675- 0,172 = 6,75 (wsp6tczynnik wystepujacy w macierzy globalnej)

+  wielko$ci wg zaleznosci 4.13 oraz wystepujace przy wspolczynnikach macierzy
globalnej
A =2E§=2-30000- 0,03 = 1800
B=2Gyh™"'=2-450-0,03" =30 000 B-s*=30000- 0,1 =300
C=2G,h'(2h +8) =30 000 - 0,09 =2700 C-s=2700-0,1=270
F=0,5G,h™" (2h + §)*= 0,5 - 450 - 0,037'(0,06 + 0,03)* = 60,75

Podstawiajac powyzsze wartosci do wspotczynnikéw macierzy globalnej, uzy-
skano macierz ukladu réwnan przemieszczeniowych dla obliczanego przykladu licz-
bowego. Otrzymang macierz w postaci zapisu polowy macierzy, od przekatnej, za-
mieszczono ponizej. Macierz ma 69 niewiadomych (24 w, 24 u, 21 v).

W poszczegolnych wierszach pierwsza cyfra (wytluszczona) podaje liczbe
wspotczynnikéw wystepujacych w danym wierszu, nastgpnie podaje si¢ warto$¢ po-
szczegolnych wspolczynnikow (zaczynajac zawsze od przekatnej) i numer kolumny
(warto$¢ wytluszczona), w ktorej wystepuje.

Ptyta trojwarstwowa 120 x 60 cm, Gw = 450 MPa

Zapis ,polowy” macierzy ukladu réwnan przemieszczeniowych
69 - liczba niewiadomych - 24 w;, 24 u;, 21 vi:

16 162 1 -54 2 6,75 3 -81 7 -3,375 8 13,5 13 -16,875 25 16,875 27 -16,875
31 16,875 33 16,875 49 33,75 50 16,875 51 16,875 56 33,75 57 16,875 58

17 168,75 2 =54 3 6,75 4 -3,375 7 -81 8 3,375 9 13,5 14 -16,875 26 16,875
28 -16,875 32 16,875 34 16,875 50 33,75 51 16,875 52 16,875 57 33,75 58
16,875 59

17 168,75 3 -54 4 6,75 5 -3,375 8 =81 9 -3,375 10 13,5 15 -16,875 27 16,875

29 16,875 33 16,875 35 16,875 51 33,75 52 16,875 53 16,875 58 33,75 59
16,875 60
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17 168,75 4 -54 5 6,75 6 -3,375 9 -81 10 -3,375 11 13,5 16 16,875 28
16,875 30 16,875 34 16,875 36 16,875 52 33,75 53 16,875 54 16,875 59 33,75
60 16,875 61

14 1755 5 -54 6 -3,375 10 -81 11 -3,375 12 13,5 17 -16,875 29 -16,875
35 16,87553 33,75 54 16,875 55 16,875 60 33,75 61 16,875 62

10 84,375 6 -3,375 11 -40,5 12 6,75 18 -16,875 30 -16,875 36 16,875 54
16,875 5516,875 61 16,875 62

18 364,5 7 -108 8 13,5 9 —-108 13 -3,375 14 13,5 19 -16,875 25 16,875 27
-33,75 31 33,75 33 -16,875 37 16,875 39 -16,875 49 -33,75 50 -16,875 51
16,875 63 33,75 64 16,875 65

19 378 8 -108 9 13,5 10 -3,375 13 -108 14 -3,375 15 13,5 20 -16,875 26
16,875 28 33,75 32 33,75 34 -16,875 38 16,875 40 -16,875 50 -33,75 51
-16,875 52 16,875 64 33,75 65 16,875 66

19 378 9 -108 10 13,5 11 -3,375 14 -108 15 -3,375 16 13,5 21 -16,875 27
16,875 29 33,75 33 33,75 35 -16,875 39 16,875 41 -16,875 51 -33,75 52
-16,875 53 16,875 65 33,75 66 16,875 67

19 378 10 -108 11 13,5 12 -3,375 15 -108 16 -3,375 17 13,5 22 -16,875 28
16,875 30 33,75 34 33,75 36 -16,875 40 16,875 42 -16,875 52 -33,75 53
-16,875 54 16,875 66 33,75 67 16,875 68

15 391,5 11 -108 12 -3,375 16 —-108 17 -3,375 18 13,5 23 -16,875 29 -33,75
35 -16,875 41 -16,875 53 -33,75 54 -16,875 55 16,875 67 33,75 68 16,875
69

11 189 12 -3,375 17 -54 18 6,75 24 -16,875 30 -33,75 36 16,875 42 -16,875
54 16,875 55 16,875 68 16,875 69

14 391,5 13 -108 14 13,5 15 -108 19 -3,375 20 -16,875 31 16,875 33 -33,75
37 33,75 39 -16,875 43 16,875 45 -16,875 56 -33,75 57 —16,875 58

15 405 14 -108 15 13,5 16 -3,375 19 -108 20 -3,375 21 -16,875 32 16,875

34 -33,75 38 33,75 40 -16,875 44 16,875 46 16,875 57 -33,75 58 -16,875
59
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15 405 15 -108 16 13,5 17 -3,375 20 -108 21 -3,375 22 -16,875 33 16,875
35 -33,75 39 33,75 41 -16,875 45 16,875 47 -16,875 58 -33,75 59 -16,875
60
15 405 16 -108 17 13,5 18 -3,375 21 -108 22 -3,375 23 -16,875 34 16,875
36 -33,75 40 33,75 42 -16,875 46 16,875 48 -16,875 59 -33,75 60 -16,875
61

11 4185 17 -108 18 -3,375 22 -108 23 -3,375 24 -16,875 35 -33,75 41
-16,875 47 -16,875 60 -33,75 61 —-16,875 62

8 202,5 18 -3,375 23 -54 24 -16,875 36 -33,75 42 -16,875 48 -16,875 61
-16,875 62

10 189 19 -54 20 6,75 21 -16,875 37 16,875 39 -16,875 43 16,875 45 -16,875
63 -33,75 64 -16,875 65

10 195,75 20 -54 21 6,75 22 -16,875 38 16,875 40 -16,875 44 16,875 46
-16,875 64 -33,75 65 -16,875 66

10 195,75 21 -54 22 6,75 23 -16,875 39 16,875 41 -16,875 45 16,875 47
-16,875 65 -33,75 66 -16,875 67

10 195,75 22 -54 23 6,75 24 -16,875 40 16,875 42 -16,875 46 16,875 48
-16,875 66 -33,75 67 —16,875 68

7 202,5 23 -54 24 -16,875 41 -16,875 47 -16,875 67 —33,75 68 —16,875 69

5 97,875 24 -16,875 42 -16,875 48 -16,875 68 16,875 69

8 1143,75 25 —656,25 26 —206,25 31 —206,25 32 225 49 -225 50 225 56 —225
57

9 2287,5 26 —-656,25 27 -206,25 31 —412,5 32 -206,25 33 225 49 -225 51 225
56 —225 58

9 2287,5 27 —656,25 28 —-206,25 32 —412,5 33 -206,25 34 225 50 —225 52 225
57 =225 59

9 2287,5 28 -656,25 29 -206,25 33 —-412,5 34 -206,25 35 225 51 -225 53 225
58 -225 60
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9 2287,5 29 —656,25 30 —-206,25 34 —412,5 35 -206,25 36 225 52 —225 54 225

59 -225 61

7 2287,5 30 -206,25 35 —412,5 36 225 53 -225 55 225 60 -225 62

8 2287,5 31 —-1312,5 32 -206,25 37 206,25 38 —225 49 225 50 225 63 -225

64

9 4575 32 -1312,5 33 -206,25 37 —412,5 38 -206,25 39 -225 49 225 51 225

63 —-22565

9 4575 33 -1312,5 34 -206,25 38 —412,5 39 -206,25 40 —225 50 225 52 225

64 -225 66

9 4575 34 -1312,5 35 -206,25 39 —-412,5 40 206,25 41 -225 51 225 53 225

65 —22567

9 4575 35 -1312,5 36 —-206,25 40 —-412,5 41 -206,25 42 -225 52 225 54 225

66 —225 68

7 4575 36 -206,25 41 —412,5 42 -225 53 225 55 225 67 -225 69

6 2287,5 37 -1312,5 38 -206,25 43 206,25 44 —225 56 225 57

7 4575 38 -1312,5 39 -206,25 43 —-412,5 44 -206,25 45 —225 56 225 58
7 4575 39 -1312,5 40 -206,25 44 —412,5 45 -206,25 46 —225 57 225 59
7 4575 40 -1312,5 41 -206,25 45 —-412,5 46 206,25 47 —225 58 225 60
7 4575 41 -1312,5 42 -206,25 46 —412,5 47 -206,25 48 -225 59 225 61

5 4575 42 -206,25 47 —-412,5 48 -225 60 225 62

TN

1143,75 43 —-656,25 44 -225 63 225 64

=

2287,5 44 —-656,25 45 -225 63 225 65

4 2287,5 45 —-656,25 46 —-225 64 225 66

4 2287,5 46 —-656,25 47 -225 65 225 67
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4 2287,5 47 —656,25 48 —225 66 225 68

3 2287,5 48 -225 67 225 69

4 1143,75 49 -206,25 50 -656,25 56 —206,25 57

5 2287,5 50 -206,25 51 -206,25 56 -1312,5 57 -206,25 58
5 2287,5 51 -206,25 52 -206,25 57 —-1312,5 58 -206,25 59
5 2287,5 52 -206,25 53 —-206,25 58 —-1312,5 59 -206,25 60
5 2287,5 53 206,25 54 -206,25 59 —1312,5 60 206,25 61
5 2287,5 54 -206,25 55 -206,25 60 -1312,5 61 -206,25 62
3 1143,75 55 206,25 61 —656,25 62

4 2287,5 56 —412,5 57 —656,25 63 —206,25 64

5 4575 57 —-412,5 58 -206,25 63 —-1312,5 64 -206,25 65

5 4575 58 —412,5 59 206,25 64 —1312,5 65 206,25 66

5 4575 59 —-412,5 60 —-206,25 65 —1312,5 66 —206,25 67

5 4575 60 —412,5 61 -206,25 66 —1312,5 67 —206,25 68

5 4575 61 —-412,5 62 -206,25 67 —1312,5 68 206,25 69

3 2287,5 62 -206,25 68 —656,25 69

2 2287,5 63 —-412,5 64

2 4575 64 —-412,5 65

2 4575 65 —412,5 66

2 4575 66 —-412,5 67

2 4575 67 —-412,5 68
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2 4575 68 —412,5 69
1 2287,5 69

Wspolczynniki prawych stron

Przy zapisie prawych stron podaje si¢ numer punktu z siatki podziatu (numery
punktdw) i wartosci obcigzenia przypisane do danego punktu wraz z uwzglednie-
niem powierzchni obcigzonego pola.

Obciazenie rownomiernie rozlozone na calej plycie (patrz punkt 4.6):

»  wwezlach od 1 do 5 0,005 wspdtczynnik obcigzenia wynosi: (0,5qs* = 0,5 0,1>q =
=0,005q),

*  wwezle 6 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: 0,0025,

* wwezlach od 7 do 11 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: 0,01,

*  wwezle 12 wspoéltczynnik obcigzenia wynosi: 0,005,

*  wwezlach od 13 do 17 wspoétczynnik obcigzenia wynosi: 0,01,

*  wwezle 18 wspolczynnik obcigzenia wynosi: 0,005,

+  wwezlach od 19 do 23 wspoétczynnik obcigzenia wynosi: 0,005,

*  wwezle 24 wspoéltczynnik obcigzenia wynosi: 0,0025,

*  wwezlach od 25 do 69 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: 0 (zero).

Sila skupiona dzialajaca w srodkowym punkcie plyty (patrz punkt 4.6):
*  wwezlach od 1 do 23 i od 25 do 69 wspdlczynnik obcigzenia wynosi: 0 (zero),
tylko w wezle 24 wspotczynnik obcigzenia wynosi: 0,25.

Schematy obcigzen pokazano na rys. 4.8. Obcigzenie silg skupiong w punkcie
srodkowym plyty przyjeto z uwagi na fakt, ze taki schemat obcigzenia przewidziano
w badaniach modelowych.

W tym miejscu nalezy zwrdci¢ uwage, ze w dostepnych tablicach przedstawiajg-
cych rozwigzania dla plyt (np. Bare§ 1969; Stiglat, Wippel 1973; Timoshenko,
Woinowsky-Krieger 1962) brak jest rozwigzan dla plyt podpartych na dwoch prze-
ciwleglych krawedziach i dwdch pozostalych swobodnych, obcigzonych sitg sku-
piong w punkcie srodkowym plyty. W pracy Starosolskiego (2006) znalez¢ mozna
informacje dotyczace pasma plytowego podpartego wzdtuz dluzszych krawedzi, ob-
cigzonego sila skupiong w potowie szerokosci pasma.

Po rozwigzaniu ukladéw réwnan dla poszczegélnych prawych stron otrzymano
wspoétczynniki proporcjonalne do przemieszczen (wi, w;, vi). Aby uzyska¢ poszcze-
golne wartosci przemieszczen w metrach, wspotczynniki te nalezy pomnozy¢ przez
wielkosci obcigzenia: dla obcigzenia rownomiernego przez q [MPa], dla sity skupio-
nej przez P [MN].

Otrzymane wyniki w postaci wydruku z komputera zamieszczono ponizej.
Dlaly=120 cm, 1y =60 cm, § =3 cm, 2h =6 cm, E = 30 000 MN/m?, G, = 450 MN/m?*
(liczba niewiadomych: w; = 24, u; = 24, v; = 21).
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Obciazenie réwnomiernie rozlozone - wspdtczynniki proporcjonalne do prze-

mieszczen.

Mnoznik x q [MN/m?]. Po pomnozeniu otrzymuje si¢ warto$ci przemieszczen

w metrach.

w> = 0,002673q
w3 = 0,005075q
wy = 0,007069q
ws = 0,00856q
wes = 0,009481q
wy =0,009793¢q
wy = 0,002673q
wio = 0,005075q
w1 = 0,007069q
w2 = 0,00856q
Wiz = 0,009481(]
wis = 0,009793q
wis = 0,002673q
Wiz = 0,005075q
wis = 0,007069q
wie = 0,00856q
Woo = 0,009481(]
war = 0,009793q
was = 0,002673q
Wy = 0,005075q
was = 0,007069q
was = 0,00856q
Wa7 = 0,00941q
Was =0,009793q

66

u; = 0,000838q
w, = 0,000806q
u; = 0,000716q
uy = 0,000579q
us = 0,000406q
us = 0,000209q
ug = 0,000838q
us = 0,000806q
50 = 0,000716q
U = 0,000579q
U = 0,000406q
U3 = 0,000209q
us = 0,000838q
u6 = 0,000806q
w7 = 0,000716q
Uig = 0,000579q
U9 = 0,000406q
Uz = 0,000209q
u,, = 0,000838q
u,; = 0,000806q
U4 = 0,000716q
Uzs = 0,000579q
Uz = 0,000406q
Uz7 = 0,000209q

przemieszczenia v
vi+va=0



Obciazenie silg skupiong w punkcie srodkowym plyty (rys. 4.8, punkt 28)
Mnoznik x P [MN]. Po przemnozeniu otrzymuje si¢ przemieszczenia w me-

trach.

w, = 0,005132P
ws =0,010023P
ws = 0,014403P
ws = 0,017956P
wes = 0,020314P
w7 = 0,021133P
wo = 0,005177P
wio = 0,010126P
w1 = 0,014608P
w1z = 0,018345P
wiz = 0,020956P
wis = 0,021928P
Wie = 0,005214P
w7 =0,010218P
wis = 0,014811P
w19 = 0,018806P
Wao = 0,021954P
wa1 = 0,023535P
Wa3 = 0,005229P
was = 0,010253P
ws = 0,014892P
w = 0,019039P
w7 = 0,022799P
Wasg =0,026274P

u; = 0,001772P
u, = 0,001724P
us = 0,001578P
us = 0,001329P
us = 0,000975P
us = 0,00052P

us = 0,001765P
u = 0,001715P
uyo = 0,001564P
u;; = 0,001313P
ui = 0,000961P
Uz = 0,000514P
Us = 0,001763P
us = 0,001714P
uy7 = 0,001564P
u;s = 0,001318P
Ui = 0,000975P
Uy = 0,000535P
U = 0,001764P
uy; = 0,001714P
Uz = 0,001566P
uy = 0,001322P
Uz = 0,000985P
U7 = 0,00055P

vi=7,1E — 06P
v, = 1,62E — O5P
v; = 3,36E — 05P
vy = 6,30E — O5P
vs = 0,000104P
ve = 0,000144P
v;=0,000161P
vg = 7,24E — 06P
vo = 1,46E — O5P
vio = 3,02E — 05P
Vi = 5,70E - 05P
V2= 9,54E - 05P
vi3 = 0,000136P
vis = 0,000154P
vis = 5,24E — 06P
vie = 9,03E — 06P
Vi7 = 1,86E - 05P
Vig = 3,55E - 05P
Vie = 6,23E - 05P
Voo = 9,73E - 05P
v21 = 0,000116P

Analiza otrzymanych wynikéw (rdzen G, = 450 MPa)

Plyta tréjwarstwowa na dwoch przeciwlegtych krawedziach swobodnie pod-
parta, a na pozostalych swobodnych: I, = 120 cm, 1, =60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm,

E=30000MPa,GW=450MPa,V=O,s=i—’;=

Obcigzenia rownomierne q [MPa]

was = 0,009793q
way = 0,009481¢q
uy7 = 0,000209q

2=-0,1 m.
6

W zapisie réznicowym, przy siatkach podziatu pokazanych na rys. 4.8 czy 4.16,
drugg pochodng funkgcji ugiecia ,w” po x w punkcie 28 oblicza si¢ z zaleznosci:

w _ 2°w _ W37 —2Wyg+Wy7 _ 2(W27_W28)
XX 9x2 s2 52 '
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. . . ou _u
Pochodng po x z funkcji przemieszczen w: u , = P % .

3 30000-0,033

o . ES
Sztywnos¢ oktadziny: D = —— = 5 =0,0675 MNm.

Obliczenia dla punktu srodkowego plyty (28). Moment zginajacy w okladzinie
(wg 4.3):
2
m, =-D ZT‘”: = —0,0675 -2 (0,009481 - 0,009793) - 0,12q = 4,212 - 10~%q.

Sila tarczowa w dolnej okladzinie (wg 4.1):
0,000209

Nszag—’;=30 000 - 0,03 - q=1,881q.

Moment zginajacy dla calego przekroju plyty
M, = N, (2h + ) + 2m, = 1,881 - 0,09q + 2 4,212 - 10~*q = 0,178q MNm/m.

Otrzymany rezultat poréwnano z rozwigzaniem dla pasma plytowego, dla kto-
rego moment zginajacy przy rownomiernym obcigzeniu wynosi
12 1,22
M, = q? =—g 4= 0,18 MNm/m.
Zgodno$¢ wynikow jest bardzo dobra.
Naprezenia normalne w okfadzinie obliczone dla punktu 28, wzory (4.4)

Ny 1,881q

Oxsr = 5 = o003 62,7q
6m, 6Xx 4,212 - 1073q
Oxmax = Oxsr T 52 = 62,79 + 0032 =90,78q

W celu zweryfikowania otrzymanych rozwigzan zamieszczono ponizsze wylicze-
nia.

Dla betonu C20/25 $rednia wytrzymalos$¢ na rozciaganie fom = 2,2 MPa.

Moment rysujacy dla zginanego elementu betonowego M, = Wi - fim.

Wskaznik wytrzymatosci dla przekroju tréjwarstwowego o wymiarach § = 3 cm,
2h = 6 cm obliczony tylko dla oktadzin wynosi:

We=2,1-10"m’
M:=2,1-107-2,2=4,62-107 MNm/m
Korzystajac z zaleznosci M = 0,18q, wyznaczono obcigzenie q pod dziataniem
ktérego wystapi moment zginajacy odpowiadajacy momentowi rysujacemu.

_ My _ 462-1073
9018~ ~ o018

Dla obcigzenia q = 0,0257 MPa

=0,0257 MPa

6w = 62,7 - 0,0257 = 1,61 MPa
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Gxmax = 90,78 - 0,0257 = 2,33 MPa

Otrzymane wartoéci naprezen w okladzinach sa zblizone do $redniej wytrzyma-
tosci betonu na rozcigganie fom = 2,2 MPa, co potwierdza poprawnos$¢ otrzymanych

wynikow.

Plyta tréjwarstwowa - obcigzenie sitg skupiong P [MN], s = 0,1 [m]

Obliczenia momentow zginajacych w oktadzinie dolnej, dla punktéw lezacych

na osi symetrii (rys. 4.8, punkty 28, 21, 141 7).
was = 0,026274P
w7 = 0,022799P

D 2(Wp7— Wag)

my =
s2

myes = —0,0675 - 2(0,022799 — 0,026274) - 0,17 - P = 0,04691P [MNm/m]

wa1 = 0,023535P
wao = 0,021954P
myer = —0,0675 - 2(0,021954 — 0,023535) - 0,172 - P = 0,02134P [MNm/m]

wi = 0,021928P
wiz = 0,020956P
mys = —0,0675 - 2(0,020956 — 0,021928) - 0,172 - P = 0,01312P [MNm/m]

w7 =0,021133P
wg = 0,020314P
my, = —0,0675 - 2(0,020314 — 0,021133) - 0,17*- P = 0,01106P [MNm/m]

Obliczenia sil tarczowych w oktadzinie dolnej:

Wy = 0,00055P N2 = 30000 - 0,03 222%5°" _ 4 95p [MN/m]

Wo = 0,000535P  N,2° = 30 000 - 003@ 4,815P [MN/m]

ws = 0,000514P N = 30 000 - 0,03 m ~ 4,626P [MN/m]

us=0,00052P N =30 000 - 0,03 m = 4,68P [MN/m]

Obliczenie momentdw zginajacych dla calego przekroju plyty:
M,® = (4,95 - 0,09 + 2 - 0,04691)P = 0,5393P [MNm/m]
M = (4,815 0,09 + 2 - 0,02134)P = 0,4760P [MNm/m]
M, = (4,626 - 0,09 + 2 - 0,01312)P = 0,4426P [MNm/m]
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M/ = (4,68 - 0,09 +2-0,01106)P = 0,4433P [MNm/m]

Naprezenia normalne w okfadzinie dolnej:
_ N2 4,95P

6.2 =" = 22P _ 165p
28 1) 0,03
Brus®® = 642 + T2 = 165P + 2T = 165P + 313P = 478P

4.5.2. Przyktad nr 2. Ptyta trojwarstwowa
(modut Kirchoffa materiatu rdzenia Gw = 4450 MPa)

Do obliczen przyjeto identyczne parametry plyty jak w przyktadzie 1., zmieniono
jedynie wielko$¢ modutu Kirchoffa, przyjmujac Gy = 4450 MPa. Siatka podzialu
i numeracja weztéw takie same jak poprzednio (rys. 4.8). Przy budowie macierzy
ukladu réwnan przemieszczeniowych skorzystano z zamieszczonej wczesniej macie-
rzy globalnej (na wspdtczynnikach ogélnych), podstawiajac wartosci:

A =2E§=2-30000-0,03 =1800

B=2Gyh™"' =2-4450-0,03"" =296 667

C =2Gyh™'(2h + §) = 296 667 - 0,09 = 26 700
F=0,5G,h™" (2h + §)* = 0,5 - 4450 - 0,03 0,09* = 600,75

3 . 3
D =52 30000008 _ 0675 MNm
12 12

$s=0,01 m

Otrzymang macierz w zapisie jak w przykladzie 1 (polowa macierzy zapisana od
przekatnej) zamieszczono ponizej. Obliczenia wykonano dla obcigzen jak poprzed-
nio: réwnomiernie roztozonego oraz silag skupiong w punkcie srodkowym.

ly=120 cm, l, =60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm, E = 30 000 MPa, G,, = 4450 MPa

Macierz ukladu réwnan przemieszczeniowych (zapis polowy macierzy od prze-
katnej)
69 - liczba niewiadomych: 24 w;, 24 u;, 21 v
16 702 1 -54 2 6,75 3 -81 7 -273,375 8 13,5 13 -166,875 25 166,875 27

-166,875 31 166,875 33 166,875 49 333,75 50 166,875 51 166,875 56 333,75
57 166,875 58

17 708,75 2 -54 3 6,75 4 -273,375 7 -81 8 -273,375 9 13,5 14 -166,875
26 166,875 28 -166,875 32 166,875 34 166,875 50 333,75 51 166,875
52 166,875 57 333,75 58 166,875 59
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17 708,75 3 -54 4 6,75 5 -273,375 8 -81 9 -273,375 10 13,5 15 -166,875 27
166,875 29 -166,875 33 166,875 35 166,875 51 333,75 52 166,875 53 166,875
58 333,75 59 166,875 60

17 708,75 4 -54 5 6,75 6 -273,375 9 -81 10 -273,375 11 13,5 16 166,875
28 166,875 30 -166,875 34 166,875 36 166,875 52 333,75 53 166,875 54
166,875 59 333,75 60 166,875 61

14 715,5 5 -54 6 -273,375 10 -81 11 -273,375 12 13,5 17 -166,875 29
-166,875 35 166,875 53 333,75 54 166,875 55 166,875 60 333,75 61 166,875
62

10 354,375 6 -273,375 11 —40,5 12 6,75 18 -166,875 30 —166,875 36 166,875
54 166,875 55 166,875 61 166,875 62

18 1444,5 7 —-108 8 13,5 9 -108 13 -273,375 14 13,5 19 -166,875 25 166,875
27 -333,75 31 333,75 33 -166,875 37 166,875 39 -166,875 49 -333,75 50
-166,875 51 166,875 63 333,75 64 166,875 65

19 1458 8 -108 9 13,5 10 -273,375 13 -108 14 -273,375 15 13,5 20 -166,875
26 166,875 28 -333,75 32 333,75 34 -166,875 38 166,875 40 -166,875 50
-333,75 51 -166,875 52 166,875 64 333,75 65 166,875 66

19 1458 9 -108 10 13,5 11 -273,375 14 -108 15 -273,375 16 13,5 21 -166,875
27 166,875 29 -333,75 33 333,75 35 -166,875 39 166,875 41 -166,875 51
—-333,75 52 166,875 53 166,875 65 333,75 66 166,875 67

19 1458 10 -108 11 13,5 12 -273,375 15 -108 16 -273,375 17 13,5 22
-166,875 28 166,875 30 -333,75 34 333,75 36 166,875 40 166,875 42 —166,875
52 -333,75 53 -166,875 54 166,875 66 333,75 67 166,875 68

15 1471,5 11 -108 12 -273,375 16 -108 17 -273,375 18 13,5 23 -166,875 29
-333,75 35 -166,875 41 —-166,875 53 —-333,75 54 —-166,875 55 166,875 67 333,75
68 166,875 69

11 729 12 -273,375 17 -54 18 6,75 24 -166,875 30 -333,75 36 -166,875 42
-166,875 54 -166,875 55 166,875 68 166,875 69

14 1471,5 13 -108 14 13,5 15 -108 19 -273,375 20 -166,875 31 166,875 33
—-333,75 37 333,75 39 -166,875 43 166,875 45 -166,875 56 —333,75 57 —166,875
58
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15 1485 14 -108 15 13,5 16 -273,375 19 -108 20 -273,375 21 -166,875
32 166,875 34 -333,75 38 333,75 40 -166,875 44 166,875 46 -166,875 57
-333,75 58 -166,875 59

15 1485 15 -108 16 13,5 17 -273,375 20 -108 21 -273,375 22 -166,875
33 166,875 35 -333,75 39 333,75 41 -166,875 45 166,875 47 -166,875 58
-333,75 59 -166,875 60

15 1485 16 -108 17 13,5 18 -273,375 21 -108 22 -273,375 23 -166,875
34 166,875 36 -333,75 40 333,75 42 -166,875 46 166,875 48 -166,875 59
-333,75 60 —-166,875 61

11 1498,5 17 -108 18 -273,375 22 —-108 23 -273,375 24 -166,875 35 —333,75
41 -166,875 47 -166,875 60 —333,75 61 —-166,875 62

8 742,5 18 -273,375 23 -54 24 -166,875 36 —333,75 42 -166,875 48 —166,875
61 -166,875 62

10 729 19 -54 20 6,75 21 -166,875 37 166,875 39 -166,875 43 166,875 45
-166,875 63 -333,75 64 —166,875 65

10 735,75 20 -54 21 6,75 22 -166,875 38 166,875 40 —166,875 44 166,875 46
-166,875 64 -333,75 65 —166,875 66

10 735,75 21 -54 22 6,75 23 -166,875 39 166,875 41 —166,875 45 166,875 47
-166,875 65 —-333,75 66 —166,875 67

10 735,75 22 -54 23 6,75 24 -166,875 40 166,875 42 —166,875 46 166,875 48
-166,875 66 —333,75 67 —166,875 68

7 742,5 23 -54 24 -166,875 41 -166,875 47 —-166,875 67 —333,75 68 —166,875
69

5 367,875 24 -166,875 42 -166,875 48 -166,875 68 —166,875 69

8 1310,4375 25 -489,5625 26 -39,5625 31 -39,5625 32 225 49 -225 50 225
56 -225 57

9 2620,875 26 —489,5625 27 39,5625 31 -79,125 32 —39,5625 33 225 49 -225
51 225 56 -225 58

9 2620,875 27 —489,5625 28 —-39,5625 32 -79,125 33 -39,5625 34 225 50 -225
52 225 57 -225 59
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9 2620,875 28 —489,5625 29 39,5625 33 -79,125 34 —39,5625 35 225 51 -225
53 225 58 -225 60

9 2620,875 29 —489,5625 30 39,5625 34 -79,125 35 —39,5625 36 225 52 225
54 225 59 -225 61

7 2620,875 30 —39,5625 35 -79,125 36 225 53 -225 55 225 60 -225 62

8 2620,875 31 -979,125 32 -39,5625 37 -39,5625 38 -225 49 225 50 225 63
—-225 64

9 5241,75 32 -979,125 33 -39,5625 37 -79,125 38 -39,5625 39 -225 49 225
51 22563 -225 65

9 5241,75 33 -979,125 34 -39,5625 38 -79,125 39 -39,5625 40 -225 50 225
52 22564 -225 66

9 5241,75 34 -979,125 35 -39,5625 39 -79,125 40 -39,5625 41 -225 51 225
53 22565 -225 67

9 5241,75 35 -979,125 36 —-39,5625 40 -79,125 41 -39,5625 42 -225 52 225
54 22566 —225 68

7 5241,75 36 —-39,5625 41 -79,125 42 -225 53 225 55 225 67 -225 69
6 2620,875 37 -979,125 38 -39,5625 43 -39,5625 44 -225 56 225 57

7 5241,75 38 -979,125 39 -39,5625 43 -79,125 44 -39,5625 45 -225 56 225
58

7 5241,75 39 -979,125 40 -39,5625 44 -79,125 45 -39,5625 46 -225 57 225
59

7 5241,75 40 -979,125 41 -39,5625 45 -79,125 46 -39,5625 47 -225 58 225
60

7 5241,75 41 -979,125 42 -39,5625 46 -79,125 47 -39,5625 48 -225 59 225
61

5 5241,75 42 -39,5625 47 -79,125 48 -225 60 225 62
4 1310,4375 43 —489,5625 44 —225 63 225 64
4 2620,875 44 —489,5625 45 -225 63 225 65
4 2620,875 45 —489,5625 46 —225 64 225 66

4 2620,875 46 —489,5625 47 -225 65 225 67
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4 2620,875 47 —489,5625 48 -225 66 225 68

3 2620,875 48 —225 67 225 69

4 1310,4375 49 -39,5625 50 —-489,5625 56 —39,5625 57

5 2620,875 50 —-39,5625 51 —39,5625 56 —979,125 57 —-39,5625 58
5 2620,875 51 —39,5625 52 —39,5625 57 -979,125 58 -39,5625 59
5 2620,875 52 —-39,5625 53 —39,5625 58 -979,125 59 -39,5625 60
5 2620,875 53 —39,5625 54 —39,5625 59 -979,125 60 —-39,5625 61
5 2620,875 54 —39,5625 55 —39,5625 60 —979,125 61 —-39,5625 62
3 1310,4375 55 —-39,5625 61 -489,5625 62

4 2620,875 56 79,125 57 —489,5625 63 —39,5625 64

5 5241,75 57 -79,125 58 -39,5625 63 -979,125 64 39,5625 65

5 5241,75 58 -79,125 59 -39,5625 64 —979,125 65 —39,5625 66
5 5241,75 59 -79,125 60 —39,5625 65 —979,125 66 —39,5625 67
5 5241,75 60 -79,125 61 —39,5625 66 —979,125 67 —39,5625 68
5 5241,75 61 -79,125 62 -39,5625 67 —979,125 68 —39,5625 69
3 2620,875 62 —39,5625 68 —489,5625 69

2 2620,875 63 —79,125 64

2 5241,75 64 -79,125 65

2 5241,75 65 79,125 66

2 5241,75 66 79,125 67

2 5241,75 67 -79,125 68

2 5241,75 68 -79,125 69

1 2620,875 69
Prawe strony sg identyczne jak w przyktadzie 1. (punkt 4.6.1).
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Wyniki obliczen dla obcigzenia r6wnomiernego
Iy =120 cm, Iy = 60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm, E = 30 000 MPa, G,, = 4450 MPa,
3
D = =0,0675 MNm, s = 0,01 m

Wspolczynniki proporcjonalne do przemieszczen wi, u; i vi. Aby otrzymac war-
to$¢ przemieszczenia w metrach, nalezy podane w tabeli 4.3 wspotczynniki pomno-
zy¢ przez warto$¢ obcigzenia q[MPa].

Tabela 4.3. Wsp6lczynniki proporcjonalne do przemieszczen wi, u; i vi (obcigzenie réwno-
miernie roztozone)

w2 0,001937 uw 0,000848 Vi 0
W3 0,003719 u 0,000816 V2 0
Wa 0,005229 us 0,000724 V3 0
Ws 0,006373 Us 0,000584 V4 0
We 0,007086 us 0,000409 Vs 0
A 0,007328 Us 0,000211 Vo 0
Wo 0,001937 us 0,000848 V7 0
Wio 0,003719 Uo 0,000816 Vs 0
wi 0,005229 uio 0,000724 Vo 0
Wiz 0,006373 un 0,000584 Vio 0
Wi3 0,007086 ui2 0,000409 Vi 0
Wis 0,007328 ui3 0,000211 Vi2 0
Wi6 0,001937 uis 0,000848 Vi3 0
Wiz 0,003719 Uis 0,000816 Vi4 0
Wi 0,005229 wy 0,000724 Vis 0
W19 0,006373 g 0,000584 Vie 0
W20 0,007086 Uiy 0,000409 V17 0
W21 0,007328 Uzo 0,000211 V18 0
W23 0,001937 ux 0,000848 V19 0
W24 0,003719 uz3 0,000816 V20 0
W2s 0,005229 U4 0,000724 Va1 0
W26 0,006373 s 0,000584

W27 0,007086 Uzs 0,000409

Was 0,007328 Uy 0,000211

Zrédto: oprac. wlasne.

Wyniki obliczen dla obciazenia silg skupiona dzialajaca w punkcie srodkowym
plyty:
Iy =120 cm, l; =60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm, E = 30 000 MPa, G,, = 4450 MPa,

E&3
D= - 0,0675 MNm, s = 0,01 m
Wspdlczynniki proporcjonalne do przemieszczen w, u i v. Aby uzyskac wartos¢

szukanego przemieszczenia w metrach, nalezy otrzymane wspolczynniki zestawione
w tabeli 4.4 pomnozy¢ przez wartosci obcigzenia P [MN].
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Tabela 4.4. Wspdlczynniki proporcjonalne do przemieszczen wi, u; i vi (obcigzenie sitg sku-
piona w punkcie srodkowym)

w2 0,003979 w 0,00177 Vi 1,2E - 05
W3 0,007744 u 0,001722 V2 1,75 E- 05
Wa 0,011047 us 0,001576 V3 3,57E-05
Ws 0,01364 s 0,001324 V4 6,24 E - 05
We 0,015319 us 0,000967 Vs 9,76 E - 05
w7 0,01589 Us 0,000514 Ve 0,00013
Wo 0,004023 us 0,001773 V7 0,000145
Wio 0,007825 Uy 0,001723 Vs 1,22E - 05
Wil 0,011181 Uio 0,001573 Vo 1,56 E - 05
Wiz 0,013875 un 0,001322 Vio 3,23E-05
w13 0,015616 ui2 0,00097 Vi 5,61 E-05
Wi4 0,016249 3 0,000518 Vi2 9,14E - 05
Wis 0,004055 uis 0,001786 Vi3 0,000128
W17 0,007889 Uie 0,001736 Via 0,000144
Wi 0,011295 w7 0,001588 Vis 8,67E - 05
Wig 0,014047 uig 0,001344 Vie 9,52E-05
W20 0,016009 Uiy 0,001003 V17 1,99 E - 05
W2l 0,016606 Uzo 0,00056 Vig 3,48 E - 05
W23 0,004068 Uz 0,001791 V1o 5,84 E - 05
W24 0,007915 Uz3 0,001741 V20 0,000102
Was 0,011334 Uz4 0,001594 Va1 0,00013
W26 0,014139 Uzs 0,001352

W27 0,016067 Uz6 0,001017

Was 0,017441 U7 0,000589

Zrédto: oprac. wlasne.

Analiza otrzymanych wynikow (rdzen G, = 4450 MPa)

Parametry obliczanej ptyty
Iy =120 cm, l, =60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm, E = 30 000 MPa, G, = 4450 MPa,

3
=2 =0,0675 MNm, 5 = 0,01 m

Obcigzenie rownomierne q [MPa]
was = 0,007328q
w7 = 0,007086q
uyy = 0,000211q

Obliczenia dla plyt punktu srodkowego (28)
Moment zginajacy w okladzinie:

_  nw 0*W _ Wy —2Wpgt Wag _ 2(Wp7— Wag)
M= dx? axz s? - s?
2
my= -D ZT‘,: =-0,0675 - 2(0,007086 — 0,007328) - 0,1 - q = 3,267 - 107°q
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Sila tarczowa w dolnej okladzinie:
0,000211

N, = ESZ—Z =30 000 - 0,03 - q=1,899q
Moment zginajacy dla calego przekroju plyty:
M, = N, (2h + 8) + 2m, = 1,899 - 0,09q + 2 - 3,267-10q = 0,177q

Naprezenia normalne w okladzinie:
1,899q

Ny _
6s=7 = oz — 0334
. -3
Gmer = B4 + 2% = 63,3q + 2029 = 63,3q + 21,78q = 85,08q

Plyta tréjwarstwowa — obcigzenie sitg skupiong w punkcie Srodkowym (28)

=120 cm, l; = 60 cm, 6 = 3 cm, 2h = 6 cm, E = 30 000 MPa, G, = 4450 MPa,

D— —00675MNm $s=0,01m

Momenty zginajace w okladmme

Po podstawieniu sily P w [MN] otrzyma si¢ warto$¢ my w [MNm/m]
Wag = 0,017441P
w7 = 0,016067P
myes = —0,0675 - 2(0,016067 — 0,017441) - 0,172 - P = 0,018549P [MNm/m]

wa1 = 0,016606P
wao = 0,016009P
myer = —0,0675 - 2(0,016009 — 0,016606) - 0,17 - P = 0,008060P [MNm/m]

wis = 0,016249P

Wiz = 0,015616P

my4 = —0,0675 - 2(0,015616 — 0,016249) - 0,17 - P = 0,008546P [MNm/m]
w7 = 0,01589P

ws = 0,015319P

my = —0,0675 - 2(0,015319 — 0,01589) - 0,172 - P = 0,007709P [MNm/m]

Sily tarczowe w dolnej okladzinie:
0,000589

Uy = 0,000589P N2 = 30 000 - 0,03 P = 5,301P
= 0,00056P N2 =30 000 - 0,03 % 00056P 5,04P

ws=0,000518P N, =30 000 - 0,03 % 000518P 4,662P
e =0,000514P  N,& =30 000 - 0,03 % 000514P 4,626P
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Momenty zginajace dla catego przekroju piyt:
M, = (5,301 - 0,09 + 2 - 0,018549)P = 0,5142P
M = (5,04 - 0,09 + 2 - 0,00806)P = 0,4697P
M, = (4,662 - 0,09 + 2 - 0,0085456)P = 0,4367P
M, = (4,626 - 0,09 + 2 - 0,0007709)P = 0,4318P

Naprezenia normalne w oktadzinie dla punktu centralnego:
Ny _ 5301P

6= = =176,7P
) 0,03
Bimax = 64 + 2% = 176,7P + S22 _ 300,36P
1) 0,03

4.5.3. Przyktad nr 3. Plyta jednorodna, izotropowa

W celach poréwnawczych wykonano réowniez obliczenia dla plyty jednorodnej,
izotropowej, wykorzystujac wariacyjne ujecie metody réznic skonczonych. Zasto-
sowano analogiczny podzial ptyty dyskretng siatka linii, o oczkach kwadratowych

s =

=1, = &> Jakw przykladach poprzednich. Numeracj¢ weztéw i schemat statyczny
obliczanej plyty pokazano na rys. 4.17.
PN
1 2 J 4 5 6
7 3 9 10 11 12 =
LO..
O
13 14 15 16 17 18
AN 19 |20 |21 |22 |23 |24

Rys. 4.17. ,Cwiartka” plyty jednorodnej, izotropowej z numeracja wezléw; s = — =

0,5k

Ix ly
— Z;

12

L:ly=2:1

Zrédto: oprac. wlasne.
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Przy budowie macierzy rownan przemieszczeniowych skorzystano z gotowych
schematéw ilorazéow réznicowych zaczerpnietych z pracy Buczkowskiego (2007)
[patrz rys. 4.9]. Przy rozpisywaniu réwnan réznicowych uwzgledniono warunki
brzegowe, ktore dla krawedzi swobodnie podpartej opisano ponizej: w punkcie pod-
parcia ugiecie oraz moment zginajacy muszg by¢ réwne zeru.

T
|

| S

v.

— 1 >,

w(0)=0
M, (0)=0
Rys. 4.18. Schemat i oznaczenia podpory swobodnie podpartej

Zrédto: oprac. na podstawie Buczkowski (2007).

Moment zginajacy dla plyty dany jest zaleznoscia: (dla v = 0)
M. = -D 2w
x — 1

dx2

Aby spelni¢ warunki brzegowe, wartos¢ drugiej pochodnej w punkcie A musi

by¢ rowna zeru. Warunek ten w zapisie réznicowym mozna przedstawic jak nizej:
Pw _ wi—2watwy _
ax2 52 =0>

Poniewaz w, = 0, wigc w;= —w; (punkt A jest punktem przegiecia).

Rozwigzan macierzy poszukiwano dla dwéch prawych stron uzyskanych dla ob-
cigzenia rownomiernie rozlozonego oraz sitg skupiong dziatajacg w punkcie srodko-
wym plyty. Otrzymang macierz pokazano ponizej (tabela 4.5). Dolaczono réwniez
zapis ,,potowy” macierzy w wersji identycznej, jak w przyktadach 11 2.

Rozwigzania dla poszczegélnych obcigzen zamieszczono w tabelach 4.6 4.7.
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Zapis macierzy

W poszczegolnych wierszach zapisanej macierzy: pierwsza cyfra oznacza liczbe
wspétczynnikéw w danym wierszu, nastgpnie podane sg wartos¢ wspoétczynnika
i numer kolumny, w ktorej ta warto$¢ wystepuje. W poszczegdlnych wierszach zapisy
zaczynaja si¢ od kolumny lezacej na osi symetrii macierzy.

Mozna to sprawdzi¢, analizujac zapisy macierzy podane w tabeli 4.5,
np. w pierwszym wierszu, liczac od przekatnej, mamy 6 wspolczynnikéow i tak 7,5

w kolumnie 1; —4 w kolumnie 2; 0,5 w kolumnie 3; —6 w kolumnie 7; 2 w kolumnie 8

i 1 w kolumnie 13.

Ptyta 24

Macierz uktadu rownan

Zapis potowy macierzy — od przekatnej

24 - liczba réwnan

75 1-42 05 3 -6
8§ 2-4305427
8 34405528
84 4505629
855 -4 6 2 10 -6
4 6 2 11 -3 12 0,5

199 -8 10 1 11 2
19 10 -8 11 1 12 2

21 14 -8 15 1 16 2
21 15 -8 16 1 17 2
21 16 -8 17 1 18 2

10,5 18 2 23 -4 24
95 19 -4 20 0,5 21

W W U A AN R AN N NSRS N NN

72 81 13

-6 8291 14
-6 92101 15
-6 10 2 11 1 16
11 2 12 1 17

18

187 -8819 -813 214119
198 89110213 -814 2 151 20
14 -8 15 2 16 1 21

15 -8 16 2 17 1 22

20 11 -8 12 2 16 -8 17 2 18 1 23
955 12 2 17 -4 18 0,5 24
20 13 -8 14 1 15 -8 19 2 20

19 -8 20 2 21
20 -8 21 2 22
21 -8 22 2 23

22 17 -8 18 2 22 -8 23 2 24
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310 20 -4 21 0,5 22
3 10 21 -4 22 0,5 23
3 10 22 -4 23 0,5 24
2 10,5 23 -4 24

15 24

Ptyta 24

Obcigzenie rbwnomierne
. .ogst
Mnoznik 54 [MPa]
1

Tabela 4.6. Wyniki obliczen plyty jednorodnej, izotropowej (przyklad 3). Obcigzenie réwno-

mierne (q[MPa]), mnoznik -

Dq
W1 71,5
w2 137,5
A ] 193,5
A2 236
W5 262,5
We 271,5
w7 71,5
W3 137,5
Wy 193,5
Wio 236
Wil 262,5
Wi2 271,5
W13 71,5
W14 137,5
Wis 193,5
Wie 236
W17 262,5
Wis 271,5
W19 71,5
W20 137,5
W21 193,5
W22 236
W23 262,5
W24 271,5

Zrédto: oprac. wlasne.
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Dla plyty wolnopodpartej na dwoch przeciwleglych krawedziach i dwoch pozosta-
tych swobodnych, réwnomiernie obcigzonej, maksymalne ugiecie powinno by¢ iden-
tyczne, jak dla belki swobodnie podpartej rownomiernie obcigzonej (pasma ptytowego):

5 ql

f==> 9 _ 901302 & ‘”
384 EI

7 obliczenh MRS wsy = 271,5 L g = i’;
1

wa = 271,525 — g 01309‘”’“
12%* D,

Doktadnos$¢ wynikéw z obliczenn MRS jest prawie stuprocentowa.

Ptyta 24
Sila skupiona dziatajaca w punkcie srodkowym plyty (w wezle 24 - rys. 4.17).

Tabela 4.7. Wyniki obliczen plyty jednorodne;j, 1zotropowe] (przyktad 3). Obciazenie sila sku-
piong (P [MN]) w punkcie srodkowym plyty. Mnozmk —

wi 1,4827

w2 2,87968
w3 4,10515
A 5,07386
Ws 5,7038

We 5,92528
A 1,49635
A\ 2,90856
Wy 4,15217
Wio 5,14217
Wi1 5,79359
Wiz 6,02708
Wi3 1,50685
Wi4 2,93137
Wis 4,19126
Wie 5,20393
W17 5,88472
Wis 6,14245
Wi 1,5109

W20 2,94047
W21 4,20798
W22 5,23396
W23 5,9396

W24 6,23565

Zrédto: oprac. wlasne.

83



Ugiecie w punkcie srodkowym

Ps?

w24 = 6,23565 Dy

Analiza otrzymanych wynikow dla plyty jednorodnej, izotropowej
Ponizsze obliczenia wykonano dla danych: Iy = 1,2 m; 1, = 0,6 m; s = % =0,1m;
grubos¢ ptyty H = 0,12 m; E = 30 000 MPa.

Obcigzenie rownomierne

4 3 3
wu=2715%  p, = H - 30000X0IZ _ 455 MNm, s=0,1m
Dy 12 12
4
wy =271,5 L = 0,006285q

_ 4
M2+ = —p, 22— Wa) 45 _ 5971 5 262,5)qs? = 0,18¢

s Dy

M 018q- 6
— = = 75q
W 012210

6xmax =

Obciazenie sila skupiona w punkcie srodkowym plyty
2 2
Was = 6,23565 - = 6,23565 - = 0,014434P
D, 4,32
2(Wa3 — wpy) Ps?

Mgt = =D, s2 D,

= 2(Wy4 — Wp3)P = 2(6,23565 — 5,9396)P =
= 0,5921P
M8 = 2(wyg — wy,)P = 2(6,14245 — 5,88472)P = 0,51546P
ML = 2(w;, — wy;)P = 2(6,02708 — 5,79359)P = 0,46698P
MS = 2(wg — ws)P = 2(5,92528 — 5,7038)P = 0,44296P
M 0,5921P -6

6xmax == T = 246,71P
w 1,0-0,12
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4.5.4. Zestawienie i porownanie wynikow przyktadowych obliczen

Rys. 4.19. Oznaczenie zestawionych w tabeli 4.8 momentéw zginajacych

| w
- X

~ ~
w)
M
AT
-
w 0
(=)
!
L<_
vl
M
— Ar Ar

0,5k

Zrédto: oprac. wlasne.

Tabela 4.8. Zestawienie rozwiazan otrzymanych z przyktadéw obliczeniowych 1-3

Plyta wolnopodparta na dwéch przeciwleglych krawe-
dziachk=1,2 m;1,= 0,6 m
Przyklad 1. Przyklad 2. Przyklad 3.
o DemTE Plyta trojwar- Plyta trojwar- . Plyta
Obciazenie wielkosé stwowa stwowa jednorodna,
d=3cm, d=3cm, izotropowa
2h=6 cm 2h =6 cm H=12cm
E =30000 MPa E =30000 MPa E =30000 MPa
Gw =450 MPa Gw = 4450 MPa
ugigcie w Srodku 0,009793q 0,007328q
plyty
moment zlginajqcy
Obcigzenie d
réwnomier- | moment zginajacy
nie rozlozone MY
i C‘:‘Iej moment zginajacy
plycie q M
momenﬁ;z‘?ma]qcy 0,178q 0,177q 0,18q
naprezenia Gxmax 90,78q 85,08q 75q
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Plyta wolnopodparta na dwoch przeciwleglych krawe-
dziachlx=1,2 m;1, = 0,6 m

Przyklad 1. Przyklad 2. Przyklad 3.
o T Plyta trojwar- Plyta trojwar- . Plyta
Obcigzenie wielkodé stwowa stwowa jednorodna,
d=3cm, d=3cm, izotropowa
2h =6 cm 2h=6cm H=12cm
E =30000 MPa E =30000 MPa E =30000 MPa
Gw =450 MPa Gy = 4450 MPa
ugigcie w srodku 0,026274P 0,017441P 0,014434P
plyty
momen;vf,gma”}cy 0,4433P 0,4318P 0,44296P
Sita skupiona d
dzialaj moment zginajac
zialajaca p “sinaacy 0,4426P 0,4367P 0,46698P
w punkcie x
srodkowym | moment zginajacy
plyty P Mplc” 0,4760P 0,4697P 0,51546P
momenﬂt/[f{‘fmalacy 0,5393P 0,5142P 0,5921P
X
naprezenia Gxmax 478P 300,36P 246,71P

Zrédto: oprac. wlasne.

Na podstawie analizy warto$ci zestawionych w tabeli 4.8 mozemy wyciagna¢ na-
stepujace wnioski: im wigksza sztywno$¢ przekroju plyty, tym mniejsze warto$ci
ugie¢ oraz mniejsze maksymalne naprezenia otrzymuje si¢ w skrajnych plaszczy-

znach plyty.

86



5.Badania doswiadczalne

5.1. Cel i zakres badan do$wiadczalnych

Przedmiotem badan i rozwazan byty betonowe plyty tréjwarstwowe o okladzinach
betonowych wykonane z betonu zwyklego i z rdzeniami z perlitobetonu oraz keram-
zytobetonu.

Podstawowymi celami przeprowadzonych analiz byly potwierdzenie zalozen
teoretycznych modelu Hoffa (1950), sformutowanych przy opracowaniu koncepcji
konstrukeji warstwowych zespolonych, oraz weryfikacja obliczen ptyt metoda réznic
skonczonych w ujeciu wariacyjnym. Badania doswiadczalne plyt przeprowadzono
z wykorzystaniem systemu Aramis (Goszczynska, Tworzewska 2014).

Wykonano dwie serie plyt warstwowych, po trzy sztuki w kazdej serii, o prze-
kroju 600 x 1200 mm i grubos$ci 120 mm, przeznaczone do badan pod obcigzeniem
doraznym. Kazda plyta skladala si¢ z trzech warstw - gérng i dolng wykonano
z betonu zwyklego, a warstwe srodkows, rdzen, z perlitobetonu w serii pierwszej
i keramzytobetonu w serii drugie;j.

Elementy badawcze i probki kontrolne wykonano z wezesniej zaprojektowanych
i przetestowanych receptur mieszanek betonowych. Wybrano receptury mieszanek
o najbardziej optymalnych skladach w celu uzyskania prognozowanych charaktery-
styk wytrzymato$ciowo-odksztalceniowych stwardnialego betonu. Podstawowe
cechy materialow zastosowanych do przygotowania mieszanek betonowych wyko-
rzystanych w badaniach wlasnych przedstawiono w nastepnych rozdziatach.

5.2. Materiaty uzyte do wykonania ptyt
i elementéw badawczych

5.2.1. Cement

Do wykonania modelowych elementéw badawczych uzyto cementu CEM 1-42,5 R
z firmy CEMEX - opis charakterystyki zestawiono w tabeli 5.1.
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Tabela 5.1. Podstawowe charakterystyki cementu zastosowanego w badaniach

Cecha Jedn. Wartosci srednie Wymagania
Poczatek wigzania . 167 > 60
- - - min
Koniec wigzania 213
Wodozgdno$é % 27,4
Stalo$¢ objetosci mm 1,2 <10
Powierzchnia wladciwa cm?/ g 3659

Wiytrzymalo$¢ na $ciskanie:

po 2 dniach MPa 26,1 >20

po 28 dniach 55,0 >425i1<62,5
Analiza chemiczna:

SO; 2,97 <40

Cl % 0,068 <0,10
Pozostalo$¢ nierozpuszczalna 1,63 <5,0
Strata prazenia 2,90 <5,0
Gestoé¢ wlasciwa g/cm? 3,12

Zrédlo: oprac. na podstawie: Swiadectwo jakosci cementu.

Cement CEM I-42,5 R zastosowano do wykonania ptyt warstwowych, mieszanki
betonowej betonu zwyklego warstw dolnej i gérnej oraz do perlitobetonu i keramzy-
tobetonu, ktory stanowi rdzen plyt.

9.2.2. Kruszywo

Kruszywo uzyte do wykonania mieszanek betonowych z betonu zwyklego bylo mie-
szaning piasku o $rednicy ziaren od 0 do 2 mm i zZwiru o $rednicy od 2 do 8 mm,
zgodnie z normg PN-EN 12620.

Kruszywo, ktére wykorzystano do mieszanek betonéw z perlitem, ma uziarnie-
nie od 2 do 8 mm, zgodne z wymaganiami normy PN-EN 12620. Kruszywo drobne -
piasek o $rednicy ziaren 0-2 mm - zostalo zastapione perlitem. Do wykonania ke-
ramzytobetonu uzyto piasku o $rednicy ziaren od 0 do 2 mm, a kruszywo grube
o uziarnieniu od 2 do 8 mm zastgpiono keramzytem.

5.2.3. Perlit

W warstwie $rodkowej, czyli rdzeniu plyt warstwowych, uzyto perlitobetonu,
a w opracowanych recepturach mieszanek betonowych piasek drobny zastgpiono
perlitem EP 180.
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Rys. 5.1. Perlit EP 180

Zré6dto: materialy wiasne.

Perlit jest skala pochodzenia wulkanicznego. Nazywany jest réwniez szklem wul-
kanicznym, poniewaz powstaje naturalnie na skutek hydratacji stygnacej lawy.
Wskutek jego ekspandacji otrzymywany jest material o bardzo niskiej wadze i zdol-
nosci do retencjonowania wody. W handlu dostepny jest perlit ekspandowany pod
postacig lekkiego drobnego ziarna. Ekspandacja to proces technologiczny, w wyniku
ktdrego perlit zwicksza swoja objetos¢ nawet kilkunastokrotne. Perlit wystepuje na-
turalnie w wielu miejscach na $wiecie. Wiekszos¢ jego znanych zasoboéw znajduje sie
w Turcji, natomiast w Europie najpowszechniejszy jest w Karpatach — na terenach
Stowacji, Wegier i Ukrainy. W Polsce material ten stosowany jest od niedawna. Perlit
wydobywany jest ze zloza metoda odkrywkows. Po wydobyciu skala jest kruszona
i mielona do postaci rudy, a nastepnie, jeszcze w kopalniach, ruda jest sortowana
na rézne frakcje. To wazny proces, poniewaz od wielkosci konkretnej frakcji zalezy,
jakiego rodzaju perlit ekspandowany uzyskamy w dalszej obrobce. W dalszej kolej-
noéci ruda perlitu trafia do zaktadow ekspandacji, gdzie poddawana jest obrébce ter-
micznej. Perlit mieknie w temperaturze okoto 900°C. Wtedy uwalniane sg chemicz-
nie zwigzane czasteczki wody, ktdre stanowia jego charakterystyczng ceche. Ucho-
dzaca woda powoduje rozszerzanie materialu. W wyniku tego procesu perlit zwiek-
sza swoja objetos¢, a jego gestos¢ spada kilkunastokrotnie, dzieki czemu uzyskujemy
lekkie i porowate kruszywo (Co to jest perlit?).

Do wykonania przedmiotowych plyt warstwowych uzyto perlitu EP 180.
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Tabela 5.2. Wtasciwosci fizyczne perlitu

Barwa biata
Wspotczynnik zatamania $wiatta 1,5
pH 6,5-8,0
Wilgotno$é 0,5%
Ciezar wlasciwy 2,2-2,4

Gestos¢ nasypowa rudy

960-1200 kg/m?

Gestos¢ nasypowa perlitu ekspandowanego

60-160 kg/m®

Granulacja 0-2,5 mm
Temperatura mieknienia 871-1093°C
Temperatura topnienia 1260-1343°C
Cieplo wlasciwe 837 J/kgK

Przewodnos¢ cieplna (A)

0,045-0,065 W/mK

Zrédto: oprac. na podstawie: Co to jest perlit?

Tabela 5.3.Sktad chemiczny perlitu (w przeliczeniu na tlenki)

SiO; 70-75%
ALOs 12-15%
Na;O2 3-4%
K20 3-5%
Fe,Os 0,5-2%
MgO 0,2-0,7%
CaO 0,5-1,5%
Strata prazenia (woda chemicznie zwigzana) 3-5%

Zré6dto: oprac. na podstawie: Co to jest perlit?

Perlit to kruszywo: bardzo lekkie, doskonale izolujace, porowate, o szerokiej ga-
mie uziarnienia, naturalne, obojetne chemicznie, jalowe, delikatne jako material
$cierny, ttumigce dzwigki, bezpieczne dla srodowiska, ekologiczne, niepalne, od-
porne na wysokie temperatury. W nowoczesnym budownictwie stosuje si¢ perlit eks-
pandowany - lekki material, o bardzo duzej izolacyjnosci termicznej, a jednoczes$nie
niepalny. Uzywa sie go jako izolatora w jego podstawowej formie (jako granulatu)
lub jako skladnika cieplochronnych mas i zapraw. W budownictwie gtéwnie wyko-
rzystuje sie go do: izolacji posadzek betonowych, strychéw i poddaszy, zasypywania
pustek w pustakach ceramicznych, jako domieszke do tynkow gipsowych, do tynkéw
i zapraw cementowo-wapiennych, w docieplaniu kominéw poprzez zasypanie prze-
strzeni pomig¢dzy wkiadem a cegtami, jako sktadnik perlitobetonu uzywanego w pre-
fabrykatach, np. pustakach kominowych, $ciennych i innej galanterii betonowej
dla budownictwa (Zastosowanie perlitu).

Izolacje akustyczne maja wyciszy¢ przestrzen, w ktdrej zyja i pracuja ludzie.
Sq one zazwyczaj komponentem podidg i $cian zaprojektowanych, aby zapewni¢
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uzytkownikom budynkéw komfort akustyczny. Projektowanie izolacji akustycznych
polega na redukowaniu przenoszenia niechcianych hataséw od ich zrédet do miejsc
przebywania ludzi. Liczg si¢ tu zaréwno ksztalt izolacji, jak i materiaty, z ktorych
s3 one wykonane. W zaleznosci od zastosowanych materiatéw izolacje moga odbijaé
dzwigki, ale je absorbuja. Do odbijania dzwigkdw nadaja si¢ materiaty twarde, o du-
zej gestosci. Natomiast materiaty absorbujace dzwigki sg lekkie i porowate, jak np.
dywany, panele z wtokniny oraz lekkie porowate betony. Do produkcji tych ostatnich
nadaje sie¢ perlit ekspandowany (Zastosowanie perlitu). Jako izolacje akustyczne sto-
suje si¢ go m.in. w postaci: tynkow, zapraw, paneli dzwigkochlonnych, ksztaltek stro-
powych, akustycznych bloczkéw $ciennych, obudéw agregatéw i innych urzadzen,
drogowych ekranéw dzwigkochtonnych. Zaletg perlitu ekspandowanego jest fakt,
ze moze on pelni¢ jednocze$nie funkcje izolacji akustycznej i termicznej. Jest on bar-
dzo lekkim materialem, 60-160 kg/m3, o wyjatkowo niskim wspotczynniku prze-
wodnoéci cieplnej (M), tj. 0,045-0,065 W/mK. Te wlasciwosci powoduja, ze jest sze-
roko stosowany jako izolator termiczny. Jego wysoka odporno$¢ ogniowa umozliwia
wykorzystanie go nawet w miejscach, gdzie temperatura przekracza 1000°C,
np. w: piecach hutniczych, kotlach i kominkach, koncentrycznych przewodach ru-
rowych, obudowach agregatéw, obudowach chtodni, przegrodach budowlanych, po-
sadzkach i stropach, obudowach zbiornikéw paliw pltynnych, kominach, drzwiach
przeciwpozarowych, podbudowach basenéw, gruntowych wymiennikach ciepla
(Zastosowanie perlitu). Wysoka izolacyjnos$¢ perlitu przyczynia si¢ do znacznego
ograniczenia ilo$ci zuzywanej energii w licznych galeziach przemystu, a takze w uzyt-
kowaniu doméw i innych budowli. Jego uzycie jest wigc pomocne w ograniczeniu
globalnej emisji gazow cieplarnianych, a zatem w walce o poprawe klimatu. Poprzez
swoja budowe perlit jest materialem chlonnym, porowata struktura doskonale po-
chlania i magazynuje ptynne substancje zapachowe, a nastepnie stopniowo je uwal-
nia (Zastosowanie perlitu).

5.2.4. Keramzyt

Keramzyt to kruszywo ceramiczne, ktére wykorzystuje si¢ glownie do budowy
stropow i $cian, izolacji podldg, podziemnych instalacji czy pokryw zbiornikéw wod-
nych. Dzigki swoim wlasciwosciom, takim jak odpornos¢ na ogien, mrdz, dziatanie
plesni, lekko$¢ czy wytrzymalo$¢ na $ciskanie, ma on szerokie zastosowanie w bu-
downictwie. Charakteryzuje si¢ porowatg strukturg wewnetrzng, zamknieta w trwa-
tej ceramicznej powloce, ktéra jednoczesnie odznacza sie wysoka termoizolacyjno-
$cig. Trwalo$¢ keramzytu mozna poréwnac z ceramika wysokiej jakosci, jak wyroby
klinkierowe czy kamionkowe (Keramzyt - definicja, rodzaje, zastosowanie).
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Rys. 5.2. Keramzyt
Zrédlo: materialy wlasne.

Keramzyt jest sztucznym kruszywem ceramicznym, wypalanym z ilastej gliny,
ktéra pecznieje pod wpltywem wysokiej temperatury. Naturalny surowiec podda-
wany jest lezakowaniu, nastepnie uplastycznieniu i rozdrobnieniu, po czym trafia
do obrotowego pieca, gdzie jest wypalany w temperaturze okoto 1200°C. W efekcie
tego procesu powstaja bardzo lekkie porowate grudki, pokryte ceramiczng skorupa.
Keramzyt jest odporny na wilgo¢, ma takze zdolnos¢ do skutecznego izolowania cie-
pla. W wyniku dzialania wody zawilgoceniu ulega jedynie jego zewnetrzna powtoka.
Porowata struktura keramzytu powoduje rowniez szybsze przepuszczanie pary wod-
nej, przez co wyrob predzej wysycha, co tez korzystnie wptywa na poziom termoizo-
lacyjno$ci. Keramzyt to wytrzymatle tworzywo. Ceramiczne kruszywo jest niepalne,
podobnie jak keramzytobeton, ktdrego odpornosé¢ na ogien sigga okoto czterech go-
dzin, co umozliwia bezpieczng ewakuacje mieszkancdw w czasie ewentualnego po-
zaru (Keramzyt - definicja, rodzaje, zastosowanie). Wyroby z keramzytobetonu
moga by¢ réwniez swobodnie wystawiane na dziatanie niskich temperatur, poniewaz
nawet silny mro6z nie powoduje ich zniszczen.

Izolacyjno$¢ akustyczna keramzytu wynika z porowatosci jej struktury we-
wnetrznej. Wystarczy juz 5-centymetrowa warstwa lekkiego kruszywa ceramicznego
na stropie, aby poprawi¢ izolacyjnos¢ $ciany o 3 decybele. Keramzyt budowlany
ma swoje zastosowanie przy budowie i ocieplaniu elementéw stropéw, $cian i posa-
dzek. Tworzony z niego beton umozliwia skuteczne zmniejszenie wymiaréw prze-
krojow réznych konstrukcji, zwlaszcza stupéw, a takze pozwala oszczedzi¢ na ilosci
wymaganego zbrojenia. Pustak keramzytowy mozna wykorzysta¢ jako izolator aku-
styczny przy tworzeniu dzwiekochlonnych elementéw budowlanych. Keramzyt im-
pregnowany moze tez zastapi¢ podloze betonowe i podsypke piaskowa (keramzyt
podsypkowy) w czasie budowy podlogi na gruncie (Keramzyt - definicja, rodzaje,
zastosowanie).
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5.2.5. Domieszki

Do wykonania mieszanek perlitobetonu i keramzytobetonu uzyto superplastyfika-
tora Sika ViscoCrete 20 GOLD.

5.2.6. Woda zarobowa

Zgodnie z normg PN-EN 1008:2004 jako wody zarobowej uzyto wody z ogdlnodo-
stepnej instalacji wodociggowej.

5.2.7. Sktady i wykonanie mieszanek betonowych

Mieszanki betonowe do probek oraz elementéw badawczych wykonywano w mie-
szarce wolnoobrotowej zgodnie z PN-EN 206:2021. Zrobiono kostki sze$cienne
o wymiarach 100 x 100 x 100 mm, walce o $rednicy d = 150 mm i wysokosci
H =300 mm, kostke 300 x 300 x 60 mm oraz 6 plyt o wymiarach
600 x 1200 x 120 mm. Prébki i elementy przechowywano przez 28 dni, odpowiednio
je pielegnujac. Przy projektowaniu receptur mieszanek betonowych wykorzystano
wiedze i zasady wg Jamrozego (2015), Neville’a (2012), Zielinskiego (2010), Sadow-
skiego (2019) oraz poglebiono wiedze w zakresie modyfikacji betonu nanododat-
kami, z mysla o przyszlym wykorzystaniu tego typu betonéw w elementach kon-
strukeji (Hota, Niewiadomski 2021). Sklady mieszanek zastosowanych do wykona-
nia plyt zestawiono w tabeli 5.4.

Tabela 5.4. Sktady mieszanek betonowych (na 1 m’) uzyte do wykonania plyt

Iloé¢ sktadnikéw na 1 m?
Sktadnik keramzytobeton
beton zwykly perlitobeton (Bujnarowski,
Grygo 2022)
Cement CEM I-42,5R [kg] 350 350 360
piasek 0-2 mm 637 - 870
Kruszywo —
[kg] ?w?r 2-4 mm 355 355 -
ZWir 4-8 mm 828 828 -
Perlit 0-2 mm [1] - 600 -
Keramzyt 4-8 mm [kg] - - 210
Superplastyfikator SikaViscoCrete ~ 5 45
20 GOLD [l] ’
Woda [1] 178 178 180

Zrédto: oprac. wlasne.
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Przygotowanie mieszanki perlitobetonu wymagato innej kolejnosci i czasu do-
zowania oraz mieszania sktadnikéw niz przy tradycyjnym betonie, aby nie uszkodzi¢
ziaren perlitu i keramzytu. Do mieszarki wolnoobrotowej dodawano kolejno: zwir,
troche wody, cement, a nastgpnie mieszano okofo 3 minut. Potem dodano pozostata
ilos¢ wody i perlit, mieszajac okolo minuty, aby nie uszkodzi¢ ziaren perlitu. Podczas
mieszania sktadnikow w ciagu tej minuty wlano pozostalg cz¢$¢ wody wraz z super-
plastyfikatorem. Mieszanke z keramzytem przygotowano w bardzo podobny sposéb.
Dodawano kolejno: piasek, cement, wodg, keramzyt i pozostala wodg z superplasty-
fikatorem. Czas mieszania wynosil tyle, ile w przypadku mieszanki z perlitem. Kolej-
no$¢ skladnikéw i sposéb mieszania nie powodowaty uszkodzenia perlitu czy keram-

zytu.

5.3. Podstawowe charakterystyki
wytrzymato$ciowo-odksztatceniowe betondw

Przeprowadzono niezbedne badania betonéw wykorzystanych do wykonania piyt,
m.in. wytrzymalo$¢ na $ciskanie, modul sprezystosci i in. (Nagrodzka-Godycka
1999; Neville 2012). Przygotowano probki (patrz rozdz. 5.2) do badan wytrzymalosci
na $ciskanie, badan modutu sprezystosci, badania modutu Kirchoffa oraz probki
do badan materiatlowych w zakresie wspdtczynnika przewodzenia ciepta A.

5.3.1. Badanie betonu na Sciskanie

Badanie probek szesciennych przeprowadzono zgodnie z norma PN-EN 12390-3:2019
i wykonano na maszynie wytrzymatosciowej Advantest 9 firmy Controls do badania
betonu. Urzadzenie jest wyposazone w rame o nacisku do 3000 kN. Maszyna znaj-
duje si¢ na wyposazeniu Katedry Konstrukeji Budowlanych na Wydziale Budownic-
twa i Nauk o Srodowisku Politechniki Biatostockiej.

Zapewniono czyste i rowne powierzchnie docisku; zamontowany w gornej czesci
maszyny przegub gwarantowal osiowe i doktadnie prostopadle przytozenie sity sci-
skajacej (poprzecznie do kierunku ukladania betonu w danej probce), a sam proces
zwigkszania sity odbywat si¢ powoli i rownomiernie. Predko$¢ przyrostu naprezen
$ciskajacych w probee powinna by¢ stala i wynosic¢ 0,5 MPa.

Zniszczenie probki bylo réwnocze$nie konicem badania, a sit¢ niszczacag w tym
momencie notowano w celu obliczenia wytrzymalosci danej probki na $ciskanie. Sta-
nowisko badawcze podczas przeprowadzania badan pokazano na rys. 5.3.
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Rys. 5.3. Stanowisko badawcze do badan wytrzymato$ciowych betonéw. Wybrana z przed-
miotowych badan probka badawcza

Zrédlo: materialy whasne.

W celu ustalenia wytrzymalosci na $ciskanie poszczegoélnych probek postuzono
sie wzorem (5.1).
Obliczenia wytrzymalosci na $ciskanie probek szesciennych przeprowadzono
zgodnie z norma PN-EN 12390-3:2019, korzystajac ze wzoru:
F

fo= o (5.1.)
w ktérym:
fc - wytrzymalo$¢ na $ciskanie [MPa];
F - maksymalne obciazenie przy zniszczeniu [N];

A; - pole przekroju poprzecznego prébki, na ktdre dziala sita $ciskajgca [mm?].

Otrzymano nastepujace wyniki wytrzymato$ci betonéw pokazane w tabeli 5.5.

Tabela 5.5. Srednia kostkowa wytrzymatos¢ na $ciskanie f.cue [MPa]

Badany beton Srednia wytrzymaloéé na éciskanie kostkowa z szesciu prébek [MPa]
Beton zwykly BZ 32,40
Perlitobeton BZP 10,09
Keramzytobeton BZK 9,82

Zrédto: oprac. wlasne.
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5.3.2. Badanie modutu sprezystosci

Badanie modulu sprezystosci betonu przeprowadzono zgodnie z normg PN-EN
12390-13:2021. Do badan prébek walcowych uzyto maszyny wytrzymatosciowej Ad-
vantest 9 firmy Controls bedacej na wyposazeniu Katedry Konstrukcji Budowlanych
na Wydziale Budownictwa i Nauk o Srodowisku Politechniki Biatostockiej.
Na rys. 5.4 pokazano maszyne wraz z probka badawcza.

Rys. 5.4. Maszyna wytrzymato$ciowa Controls wraz z przygotowang probka do badan mo-
dutu sprezystosci

Zrédlo: materialy wlasne.
Do okreslenia poziomu naprezen wstepnych wykorzystano wyniki badan wytrzy-
matos$ci betonu na $ciskanie fon. Wartosci modutéw sprezystosci uzyskane z badan byly

zgodne z zasadami normowymi. Okreslano wartosci zgodnie ze wzorem (5.2):
o.—0

Ecm = I 11 11 S DI I 11 [GPa] (5'2')
(EG +£G + & ]_(SD +€D +€ ]

G D
3 3

gdzie:

ec — odksztalcenie przy géornym zakresie sity (wartos¢ ta jest podyktowana maksy-
malna silg nacisku, ktérag moze wytworzy¢ obstugiwana maszyna wytrzyma-
to$ciowa);

ep - odksztalcenie przy dolnym zakresie sily (wartos¢ ta jest podyktowana mini-
malng sifg nacisku, przy ktorej wystepuja pierwsze zauwazalne odksztalcenia);

O - naprezenia przy gornym zakresie sily.
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Na rys. 5.5 i 5.6 przedstawiono wybrane wyniki z systemu pomiarowego
dla probki walcowej z keramzytobetonu. Na rys. 5.5 zaprezentowano przykltadowa
zalezno$¢ naprezenie—odksztalcenie oraz schemat obcigzenia probki dla keramzyto-

betonu.
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Rys.5.5. Wybrana zalezno$¢ naprezenie—odksztalcenie dla keramzytobetonu

Zrédto: oprac. wlasne.
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Rys. 5.6. Schemat obcigzenia prébki z badan z pomiaru modutu sprezystosci dla keramzytobetonu

Zrédto: oprac. wlasne.

Z protokolu badan odczyta¢ mozna warto$¢ srednig modulu sprezystosci danej
probki. Wytrzymatos$¢ stupowa betonu na $ciskanie nie moze si¢ rézni¢ o wigcej
niz +20% od wyniku badania probek towarzyszacych. Wazne jest, aby powierzchnia
styku badanej probki w maszynie wytrzymalosciowej byla rowna.

Wiyniki $rednich warto$ci modutéw sprezystosci dla betondéw pokazano w tabeli 5.6.
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Tabela 5.6. Sredni modut sprezysto$ci betonow E. [GPa]

Badany beton Sredni modut sprezystosci E [GPa]
Beton zwykly BZ 32,60
Perlitobeton BZP 10,07
Keramzytobeton BZK 10,10

Zrédto: oprac. wlasne.

5.3.3. Badanie modutu Kirchoffa

Przedmiotem bylo badanie modutu sprezystosci poprzecznej probki walcowej perli-
tobetonu i keramzytobetonu, ktére przeprowadzono na Wydziale Budownictwa
i Architektury Politechniki Lubelskiej, w zakresie oznaczenia wspétczynnika Pois-
sona jako stosunku odksztatcen poprzecznych do odksztalcen podtuznych w stanie
jednoosiowego naprezenia na walcowych prébkach betonowych o $rednicy 150 mm.

Oznaczenie modulu sprezystosci poprzecznej wykonano metoda posrednig wy-
korzystujaca zalezno$¢ modutu Kirchhoffa (modul sprezystosci poprzecznej) od mo-
dulu Younga (modul sprezystoéci podtuznej) i liczby Poissona wg wzoru 5.3:

E

G= 2(1+v) (5.3)

Badanie modutu sprezystosci podluznej przeprowadzono zgodnie z normami
PN-EN 12390-2:2019-07E oraz PN-EN 12390-13:2021-12. Wspdlczynnik Poissona
oznaczono jako stosunek odksztalcen poprzecznych do odksztalcen podluznych
w stanie jednoosiowego naprezenia.

Tabela 5.7. Charakterystyka probek

Lp. | Oznakowanie probki | Istniejace oznakowanie | Wymiary Material Masa
d =150 mm

L. 1/1/02/23 BZK - keramzytobeton h = 300 mm beton 8,473 kg
d=150

2. 1/2/02/23 BZP - perlitobeton T beton | 10,303 kg
h =300 mm

Zré6dto: oprac. wlasne.

Badanie przeprowadzono w laboratorium, zachowujac nastepujace parametry:
temperatura (18,9 + 19,4) + 0,5°C; wilgotnos¢ wzgledna (28,6 + 42,7) + 3%. Probke
na stanowisku badawczym pokazano na rys. 5.7.
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F
Rys. 5.7. Badanie prébki w stanie jednoosiowego naprezenia
Zr6dto: materialy wiasne.

Tabela 5.8. Modut Kirchoffa dla keramzytobetonu i perlitobetonu

Lp. Oznakowanie probki Prébki Modul Kirchhoffa [MPa]
. 1/1/02/23 BZK - keramzytobeton 5,42
2. 1/2/02/23 BZP - perlitobeton 5,64

Zrédto: oprac. wlasne.

Zmierzona ilosé [%]

Czas [s]
~— Sita 3000,0 kN ~— Przemieszczenie 100,00 mm Axial B 4000,0 pm/m
— Axial C 4000,0 pm/m  — Radial B 4000,0 pm/m ~—— Radial D 4000,0 pm/m

Rys. 5.8. Przebieg odksztalcen poprzecznych oraz podtuznych keramzytobetonu w stanie jed-
noosiowego naprezenia

Zrédto: oprac. wlasne.
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Zmierzona ilo$é [%]
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Czas [s]
~ Sita 3000,0 kN ~ Przemieszczenie 100,00 mm Axial B 4000,0 pm/m
— Axial C 4000,0 ym/m  — Radial B 4000,0 pym/m Radial D 4000,0 pm/m

Rys. 5.9. Przebieg odksztatcen poprzecznych oraz podluznych perlitobetonu w stanie jedno-
osiowego naprezenia

Zrédto: oprac. wlasne.

Przedstawione schematy pokazujg przebieg badania modulu sprezystosci
dla perlitobetonu i keramzytobetonu. Widoczny jest na nich przebieg odksztalcen

poprzecznych i podtuznych w stanie jednoosiowego naprezenia keramzytobetonu
i perlitobetonu.

5.3.3.1. Sposdb wyznaczania modutu Kirchoffa
na podstawie badania probek na skrecanie

Szymczak-Graczyk i Mikolajczak (2016) opisali przyktad wyznaczania modutu Kir-
choffa dla styropianu. Modul odksztalcenia postaciowego G wyznaczono w probie
skrecania styropianowego walca o $rednicy 2r = 25 mm i wysokosci 1 = 200 mm,
obcigzonego jedynie momentem skrecajacym (rys. 5.10).
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Rys. 5.10. Przyrzad stuzacy do wyznaczania modutu Kirchoffa dla probki poddanej skrecaniu
(fot. W. Buczkowski)

Zrédto: zbiory W. Buczkowskiego.

Zaleznos$¢ miedzy katem skrecania, momentem skrecajacym, biegunowym mo-
mentem bezwladnosci oraz modulem Kirchoffa okresla formuta:
M;L

0= e (5.4)
gdzie:
M; - moment skrecajacy [kNm],
L - dlugos¢ elementu [m],

G - modul Kirchoffa [kN/m?],

Jo - biegun(l)twy moment bezwladnosci przekroju kotowego [m*] opisany wzorem
Jo ="

2

Dla badanego styropianu uzyskano modut Kirchoffa o wartosci G = 790 kN/m’=
=0,79 MPa.

Dla poréwnania podano, Ze Ggai = 80 GPa, a dla gumy G = 0,6 MPa.

Romanoéw iin. (1972) wjednym z przyktadow podali wartos¢ G dla rdzenia pian-
kowego G = 700 kG/cm?* = 70 MPa.

Dla betonu, korzystajgc z zaleznosci G = ~ (1E+U), obliczono dla v =0,2.
Beton C 12/15 E =27 000 MPa G = 2222 = 11250 MPa

32000
Beton C 30/37 E =32 000 MPa G = = 13333 MPa
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5.3.3.2. Doswiadczalne wyznaczanie wielko$ci modutu Gy na podstawie
badan zginanych belek tréjwarstwowych

Romandw i in. (1972) opisali doswiadczalne metody wyznaczania sztywnosci belki
na zginanie oraz sztywnosci poprzecznej (na $cinanie). Badania te pozwalaja z dosta-
tecznym przyblizeniem okresli¢ modut odksztalcenia postaciowego rdzenia belki
trojwarstwowej, ktory ma istotny wplyw na ugiecie belek, a takze ptyt. Mozna to za-
obserwowac, analizujac wplyw sil poprzecznych na ugiecia belek.

Dla belki wolnopodpartej rownomiernie obcigzonej strzatka ugiecia belki
z uwzglednieniem wptywu sity poprzecznej okreslona jest wzorem:

9
It
N
|
!

A N Y A A Y S Y Y S S S Y
L

I
A
|
|

Rys. 5.11. Schemat belki jednoprzestowej wolnopodpartej rownomiernie obciazone;

Zr6dto: oprac. wlasne.

_ sql* 4KE (h)?
f= 384E] [1+ E(T) ] (5.5)

gdzie:

wysokos¢ przekroju belki K = % (dla przekroju prostokatnego),

modut odksztalcenia postaciowego,

wspodtczynnik dla przekroju prostokatnego wg Romanéw i in. (1972),

- modul sprezystosci okladzin,

- wysokos¢ catkowita belki,

- dlugos¢ belki.

Dla belki obcigzonej sila skupionag strzatke ugiecia mozna obliczy¢ ze wzoru:

o PP Pl PB [ E(h)z]
T 48E] 4Ghb ~ 4Ebh3 G

YLP
AN PaN
L/2 | L/2 |

| I |
Rys. 5.12. Schemat belki jednoprzestowej wolnopodpartej obcigzonej sita skupiona

—cmRQ &
|

7 (5.6)

Zrédto: oprac. wlasne.
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Z powyzszych wzoréw wynika, ze jezeli belka jest stosunkowo krétka, h il sa
tego samego rzedu, to % jest wartoscig duzg i nie powinno si¢ pomija¢ wplywu sily

poprzecznej na ugiecia belki. Jezeli modut odksztalcenia postaciowego G jest bardzo
maly, co zdarza si¢ w konstrukcjach warstwowych, np. gdy rdzen wykonany jest
z tworzywa piankowego czy styropianu, to rowniez wplywa to w znacznym stopniu
na ugiecia belki spowodowane sitg poprzeczna.

W konstrukcjach przektadkowych, gdzie rdzen nie przenosi naprezen podtuz-
nych, lecz tylko $cinajace, wspotczynnik K jest zawsze réwny jednosci (K = 1).

Wyznaczenie sztywnosci belki na zginanie
Na rys. 5.13 przedstawiono schemat i sposob wyznaczenia sztywnosci belki na zgi-
nanie. Do wyznaczenia sztywnosci zastosowano wzory Eulera.

P x P
El
R=P R=P
a L a
P Fa

P

Rys. 5.13. Schemat obcigzenia belki w celu wyznaczenia sztywnosci elementu

Zrédto: oprac. wlasne.
Réwnanie Eulera
EJy!' =M
EJy"' =-P-a
Elyl=-P-a-x+C;
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P-a-l
2

Dlaxz%;y’zOé C =

EJy! = —P.a.x+ 21
EJYZ_P-aZ-x2 P-a lx+CZ
Dlax=0;y=0->C, =0
E]y———x +P—alx
Dlaxzé%wg
By wg_Pl

Sztywnos¢ belki na zginanie

Pal? L, . . EJ
EJ = P dla ptyty sztywnos¢ na zginanie D, = >
g

Wyznaczenie modulu odksztalcenia postaciowego rdzenia

N
//////////////////////////// i o
//////////////////////////// b

W} i

X

[~
/////////////////////////// l 6

b
AV /ll/

Sztywno$¢ poprzeczna okreslona jest zaleznoscia:
S=A-Gy=2h-b-G,

gdzie:
A
b
Gw

powierzchnia przekroju rdzenia A = 2h - b,
szeroko$¢ belki,
modul odksztalcenia postaciowego rdzenia.
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Dla belki wolnopodpartej, obcigzonej sila skupiong w srodku rozpietosci, ugiecie
pod sitg w sklada sie z dwoch czesci:

l L/Z L
1 /]
P
AN AN
— —_—
— _— W__ - —
l L L
1 T
Pi3 I
Wy = - ugiecie od momentu gnacego,
48E]
Pl o . .
w; = < — ugiecie od sity poprzecznej,
Pl Pl Pl Pl
W= We= 1S 5= 4(w-wg) 2h-b-Gu= 4(w-wg) v 8hb(w—wg)'

Zaprezentowany sposob wyznaczenia modulu odksztalcenia postaciowego rdze-
nia wg Romanow i in. (1972) uzyskamy poprzez zmierzenie ugiecia w i obliczenia
ugiecia w, z dostateczng dokladnoscig. Powyzsi badacze zalecaja, aby dlugos¢ belki
byla nie mniejsza niz 10-krotna wysokos¢ jej przekroju.

5.3.4. Badanie wspétczynnika przewodzenia ciepta A

W Katedrze Budownictwa Zréwnowazonego i Instalacji Budowlanych na Wydziale
Budownictwa i Nauk o Srodowisku Politechniki Biatostockiej przeprowadzono ba-
dania wspolczynnika przewodnosci cieplnej, do ktorych wykorzystano metode sta-
cjonarng na aparacie ptytowym HFM436 (rys. 5.14). Stuzy on do pomiaru strumienia
cieplnego metodg stacjonarng wtoérna. Za jego pomocg mozna zbada¢ prébki o wy-
miarach 30 x 30 cm o grubosci od 0,5 do 10 cm w zakresie przewodnosci cieplnej
od 0,002 do 1,0 W/mK w temperaturach od 0 do 40°C. Prébke umieszczano w ko-
morze miedzy dwoma plytami. Podczas pomiaru plyty byly podgrzewane w réznych
stopniach, wytwarzajac roznice temperatur przedzielong badang prébka. Po osiag-
nieciu przez probke rownowagi termicznej ustalala si¢ miedzy ptytami réznica tem-
peratur. Oprogramowanie sprawuje kontrole nad urzadzeniem, zapisuje i analizuje
dane, okreslajac wspdtczynnik przewodzenia ciepta A [W/mK] badanego materiatu.
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Rys. 5.14. Aparat ptytowy HFM436 do pomiaru strumienia cieplnego metoda stacjonarna
wtdrng z prébka perlitobetonu

Zr6dto: materialy wiasne.

W wyniku badania prébki perlitobetonu o wymiarach 30 x 30 x 6 cm w aparacie
plytowym HFM436 stwierdzono, ze wspolczynnik przewodzenia ciepta A wynidst
0,350 [W/mK].

5.3.5. Badanie struktury betonéw
za pomocg mikroskopu skaningowego

Badania struktury betonéw wykonano za pomocg mikroskopu skaningowego QU-
ANTA-FEG 250 podczas stazu naukowego autorki w 2022 roku w Katedrze Budow-
nictwa Ogdlnego Wydzialu Budownictwa i Architektury Politechniki Lubelskie;.
Skaningowy mikroskop elektronowy uzywa skupionej wigzki wysokoenerge-
tycznych elektronéw, ktéra bombarduje probke linia po linii (Swap 2017). Wiekszos¢
padajacych elektrondéw reaguje z atomami na probcee, co prowadzi do rozproszenia
tych elektronéw, ktdre moze by¢ elastyczne i nieelastyczne. To pierwsze polega na
zmianie ich trajektorii przy jednoczesnie niezmiennych energii kinetycznej i pred-
kosci. Jest to zwigzane z duzg réznicg pomiedzy masg elektronu i jadra atomowego.
Interakcje nieelastyczne natomiast produkuja elektrony wtdrne, elektrony wstecznie
rozproszone, katodoluminescencje, ciagle promieniowanie rentgenowskie, charak-
terystyczne promieniowanie rentgenowskie, ciepto (http://www4.nau.edu/microa-
nalysis/Microprobe-SEM/Signals.html). Sygnaly generowane podczas interakcji
elektron-probka ujawniaja wiele informacji na temat badanej probki. Nalezg
do nich: morfologia, pokroj i rozmiar obiektow, sktad chemiczny i struktura krysta-
liczna, orientacja obiektéw wchodzacych w sklad danej probki, wady sieci
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krystalicznej. Dane s3 zbierane z wybranych obszaréw probki i generowany jest
dwuwymiarowy obraz, ktdry wyswietla przestrzenne zmiany tych wlasciwosci
(Zdera 2012).

T

5N

Rys. 5.15. Skaningowy mikroskop QUANTA-FEG 250

Zrédlo: materialy wlasne.

Rys. 5.16. Struktura betonu zwyktego ze skaningowego mikroskopu elektronowego w po-
wiekszeniu 2 po lewej 2000 razy, po prawej 8000 razy

Zrédlo: materialy whasne.
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Mo das

100 pm | v ————— 200 ym —

Rys. 5.17. Struktura perlitobetonu ze skaningowego mikroskopu elektronowego w powiek-
szeniu — po lewej 500 razy, po prawej 1000 razy

Zrédlo: materialy whasne.

Rys. 5.18. Struktura keramzytobetonu ze skaningowego mikroskopu elektronowego w po-
wigkszeniu - po lewej 500 razy, po prawej 2000 razy

Zrédlo: materialy whasne.
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Porowatg strukture lekkich kruszyw w betonie zaobserwowano na zdjeciach
z mikroskopu skaningowego (rys. 5.17 i 5.18). Pory sa bardzo zréznicowane pod
wzgledem ksztaltu i wymiaréw, dominujg te o okraglych ksztattach, ktérym spora-
dycznie towarzysza pory nieregularne. Mniejsze pory o okraglym ksztalcie osiagaja
wymiary 10 pm, a wymiary wigkszych wahaja si¢ od 30 do 100 pm. Na wewnetrznej
powierzchni poréw wyraznie widoczna jest obecno$¢ pokrywajacej je fazy szklistej.

Na zdjeciach z mikroskopu skaningowego widoczne sg forma i morfologia faz kry-
stalicznych tworzacych sie w betonie lekkim. Utwardzona zaprawa cementowa otrzy-
mana z cementu portlandzkiego sktada si¢ w 70% z uwodnionych krzemianéw wapnia,
tzw. faz C-S-H. Okotlo 20% stanowig wodorotlenek wapnia i produkty hydratacji gli-
nianu i glinianu-zelazianu wapnia. Badania mikroskopowe potwierdzity dobrg przy-
czepno$¢ w punktach styku kruszyw lekkich z zaprawg cementowa. Nie zaobserwo-
wano rys, peknie¢ ani pustych przestrzeni w wyzej wymienionych miejscach styku.
Wysoki poziom chropowatoéci i dobra przyczepno$¢ miedzy kruszywem lekkim a za-
czynem cementowym gwarantuja wysoka trwalos¢ i wytrzymatos¢ betonu.

W zaprawie cementowej widoczne sg dwie charakterystyczne fazy mineralne. Pierw-
sza z nich tworzy faza C-S-H, ktdrej morfologia przypomina tréjwymiarowa strukture
typu plastra miodu oraz $cisle zaggszczone aglomeraty amorficznej fazy C-S-H.

5.4. Przygotowanie ptytowych elementéw badawczych

Przy wykonywaniu ptyt warstwowych z perlitobetonem i keramzytobetonem warstwy
betonu ukladano sposobem ,,mokre na mokre”. Po ulozeniu pierwszej warstwy betonu
o grubosci 3 cm ukfadano drugg warstwe (rdzen) o grubosci 6 cm z perlito-
betonu lub z keramzytobetonu, a nastepnie trzecig warstwe betonu o grubosci 3 cm.
Catkowita grubo$¢ wykonanych plyt tréjwarstwowych wynosita 12 cm. Plyty i probki
badawcze po zabetonowaniu zakrywano folig i pielegnowano przez 24 godziny w celu
uniknigcia utraty wilgotnosci. Nastepnie przechowywano je w warunkach powietrzno-
suchych (przy $redniej temperaturze T = 20°C i wilgotnosci RH = 50-55%) do czasu
przeprowadzenia badania, czyli przez 28 dni.

Na rys. 5.19 pokazano ukladanie jednej z warstw betonu w formie ptytowej oraz
gotowe elementy po 28 dniach dojrzewania (w kazdej serii wykonano po trzy plyty
tréjwarstwowe).
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Rys. 5.19. Betonowanie plyty i gotowe elementy badawcze

Zrédlo: materialy whasne.

Tabela 5.9. Parametry wytrzymaloéciowe uzytych betonéw — wartosci $rednie

Parametry wytrzymalo$ciowe beto- Perlitobeton | Keramzytobeton | Beton zwykly
now $rednie wartosci
Wytrzymalosc na Sciskanie 10,09 MPa 9,89 MPa 32,4 MPa
kostkowa f;, cube 2 szesciu probek
Odchylenie standardowe 1,12 0,09 1,26
Wspolczynnik zmiennosci 10,67% 0,93% 3,73%
Wytrzymalosc na Sciskanie 8,82 MPa 7,68 MPa 25,41MPa
walcowa f, o1z sze$ciu probek
Odchylenie standardowe 0,84 4,13 0,28
Wspolczynnik zmiennosci 9,55% 16,26% 3,58%
Modut . “iF
odut sprezystosci 10,07 GPa 10,10 GPa 32,6 GPa
z trzech prébek
Odchylenie standardowe 0,18 0,65 0,20
Wspolczynnik zmienno$ci 1,79% 2,00% 1,93%

Zrédto: oprac. wlasne.
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5.5. Badania eksperymentalne ptyt warstwowych
z rdzeniem z perlitobetonu przeprowadzone
z wykorzystaniem systemoéw Aramis i Hysdozok

Celem badan byta ocena nosnosci tréjwarstwowych plyt wykonanych z betonow
o roznigcych si¢ charakterystykach materialowych. Przeprowadzono je z wykorzy-
staniem systemu Aramis bedacego na wyposazeniu Katedry Konstrukeji Budowla-
nych na Wydziale Budownictwa i Nauk o Srodowisku Politechniki Bialostockiej.

5.5.1. Informacje o systemach Aramis i Hysdozok

System optyczno-pomiarowy Aramis wykorzystywany jest do tréjwymiarowych bez-
dotykowych pomiaréw odksztalcen i przemieszczen w elementach. Sklada si¢
z dwdch skorelowanych kamer oraz komputera z odpowiednim oprogramowaniem,
ktéry umozliwia rejestracje deformacji. Przed wlasciwym pomiarem trzeba skalibro-
waé system, uzywajac krzyza lub tablicy kalibracyjnej w zaleznosci od wielkosci
badanej probki. Prébki za$ nalezy odpowiednio przygotowaé, malujac na kolor
bialy badane powierzchnie, a nast¢gpnie nanie$¢ na nie czarne punkty zgodnie
z zaleceniami producenta (Aramis User Manual-Software; Aramis v.6.1 and
higher.GOM 2007). Prawidlowo przygotowane sprzet i probki to gwarancja uzyskania
poprawnych i doktadnych wynikéw. Podczas badania system Aramis analizuje prze-
mieszczenia we wszystkich kierunkach, oblicza odksztalcenia gtéwne, czego wynikiem
s3 powstajace i rzeczywiste zarysowania, oraz dokumentuje zarysowania i odksztalce-
nia pod zadanym obcigzeniem. Wyniki przedstawiane s3 w postaci graficznej. System
rejestruje tez strukture badanego obiektu. Zdjecia wykonywane sg przez caly czas ob-
cigzania az do momentu zniszczenia. Na rys. 5.20 przedstawiono element badawczy
na stanowisku wraz z systemem optycznym (pomiarowym) typu Aramis.

Rys. 5.20. Element badawczy na stendzie wraz z systemem pomiarowym Aramis

Zré6dto: materialy wiasne.
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Plyty warstwowe badano takze jako elementy wolnopodparte. Wymiary bada-
nych elementow to: dlugos¢ 120 cm, szerokos¢ 60 cm oraz grubo$¢ 12 cm. Obciaze-
nie przykladano punktowo w $rodku plyty poprzez przektadke o wymiarach
12 x 12 cm. Schemat obcigzenia przedstawiono na rys. 5.21. Stanowisko badawcze
plyt na stendzie badawczym z systemem obcigzenia Hysdozok zaprezentowano
narys. 5.22.

L ) L

Rys. 5.21. Schemat obcigzenia plyt warstwowych BZP (z perlitobetonem) lub BZK (z keram-
zytobetonem) z wyszczegdlnieniem warstw

Zrédto: oprac. wlasne.

System obcigzenia Hysdozok umozliwial sterowanie szybkoscig przyrostu prze-
mieszczenia oraz rejestracje wartosci sily i ugiec. Przed przystapieniem do badan ma-
szyna zostala odpowiednio skalibrowana i przygotowana. Czytelne obrazy pomiaréw
byly mozliwe na wspdlpracujagcym z prasg monitorze komputera, ktdry rejestrowat
caly przebieg badania oraz system Aramis. Plyty warstwowe obcigzano miejscowo.
Obcigzenie przekazywane byto w punkcie centralnym elementu poprzez centrycznie
ustawiong plytke stalowa przy stalym wzroscie obcigzenia wg zalecen zawartych
w RILEM TC-119-TCE. Pomiaru ugi¢¢ dokonywano za pomocg czujnika przemiesz-
czen znajdujgcego si¢ w maszynie i rejestrowano automatycznie w pamieci urzadze-
nia, kontrolnie rejestrowano tez ugiecia za pomocg czujnikéw elektronicznych
umieszczonych w srodkowym punkcie plyty oraz w strefach podporowych (z lewej
i prawej strony).

Na rys. 5.22 pokazano stanowisko badawcze podczas obcigzania oraz widok ele-
mentu z systemu Aramis, w ktérym 12 megapikselowych kamer zapewnito wysoka
rozdzielczo$¢ przestrzenng. Umozliwito to pomiar matych odksztalcen, ale takze lo-
kalnych efektéw odksztalcenia w duzym obszarze pomiarowym, jakim byla plyta.
Dzialanie systemu pomiarowego Aramis opiera sie na technice cyfrowej korelacji ob-
razéw. Pomiar odbywa si¢ bezdotykowo i jest niezalezny od charakterystyki bada-
nych materiatéw. Uzytkownik moze skorzysta¢ zaréwno z analizy danych calej po-
wierzchni, jak i danych uzyskanych metoda punktows.
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Rys. 5.22. Stanowisko do badan i element poddany proébie obciazania na stendzie badawczym

Zr6dto: materialy wiasne.

Badania przeprowadzono za pomocg systemu zadawania obcigzen Hysdozok
oraz systemu pomiarowego przemieszczen Aramis. Ponadto zastosowano dodat-
kowe cyfrowe czujniki zegarowe przemieszczen, ktore rozstawiono w charaktery-
stycznych miejscach badanych plyt. System Hysdozok skfada si¢ z centrali kompu-
terowej zarzadzajacej ustawieniami i praca silownikéw hydraulicznych. W bada-
niach wykorzystano sitownik o maksymalnej sile wynoszacej 40 kN. Dzieki syste-
mowi Aramis dokonano precyzyjnych pomiaréw przemieszczen metodg rejestracji
wizyjnej 3D. System ten pozwolil na mapowanie przemieszczen wybranej po-
wierzchni zewnetrznej préby. Przygotowanie powierzchni, bez ingerencji mecha-
nicznej, polegalo na pokryciu jej tzw. deseniem naniesionym za pomoca czarnej
farby (na powierzchni wczesniej catkowicie pokrytej farbg koloru bialego). Podczas
calego badania dwie zsynchronizowane kamery rejestrowaty pomiar z zadang cze¢-
stotliwoscig — w zakresie od 14 do 16 pomiaréw na sekunde (maksymalnie mozliwe
technicznie wartosci przy posiadanym sprzecie).
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5.5.2. Dokumentacja badan ptyt trojwarstwowych
z rdzeniem z perlitobetonu przeprowadzonych
z zastosowaniem systemu Aramis

Ptyta BZP nr 1 z rdzeniem z perlitobetonu

Rys. 5.23. Widok przygotowanej proby badawczej zarejestrowany przez jedna z kamer

Zr6dto: materialy wiasne.

Rys. 5.24. Mapa odksztalcen przy zarysowaniu (sita powodujaca powstanie rysy — 16,75 kKN
zmierzona w czasie 0,2 s przed powstaniem rysy)

Zrédto: oprac. wlasne.
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Rys. 5.25. Mapa odksztatcen przy zarysowaniu — widok w przyblizeniu

Zrédto: oprac. wlasne.

Rys. 5.26. Widok powstalej rysy

Zrédto: oprac. wlasne.
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Rys. 5.27. Widok catkowicie zniszczonej ptyty bezposrednio przed upadkiem (ukazany w celu
zobrazowania finalnego charakteru zniszczenia)

Zr6dto: materialy wiasne.

[mm]
-0,270

-0,400
-0,500
-0,600
-0,700
-0,800
-0,900

-1,000
-1,070

;

Rys. 5.28. Mapa przemieszczen pionowych powierzchni plyty w czasie 0,2 s przed powsta-
niem rysy (przy sile zarejestrowanej przed powstaniem rysy)

Zrédto: oprac. wlasne.
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Ptyta BZP nr 2 z rdzeniem z perlitobetonu

[in]

0,109
0,080
0,060
0,040
0,020
0
-0,020
-0,040
-0,060
-0,081

Rys. 5.29. Mapa odksztalcen przy zarysowaniu (sita powodujaca powstanie rysy — 17,45 kN
zmierzona w czasie 0,2 s przed powstaniem rysy)

Zrédto: oprac. wlasne.

[in]
0,109
0,080
0,060
0,040
0,020

-0,020
-0,040
-0,060
-0,081

Rys. 5.30. Mapa odksztalcen przy zarysowaniu — widok w przyblizeniu

Zrédto: oprac. wlasne.
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Rys. 5.31. Widok powstalej rysy
Zrédlo: materialy wlasne.

Rys. 5.32. Widok catkowicie zniszczonej ptyty bezposrednio przed upadkiem (ukazany w celu
zobrazowania finalnego charakteru zniszczenia)

Zrédlo: materialy wlasne.

[mm]
-0,688
F -0,800
I -0,900
-1,000
-1,100
~ -1,200
-1,300
-1,400

-1,655

Rys. 5.33. Mapa przemieszczen pionowych powierzchni plyty w czasie 0,2 s przed powsta-
niem rysy (przy sile zarejestrowanej przed powstaniem rysy)

Zrédto: oprac. wlasne.
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Ptyta BZP nr 3 z rdzeniem z perlitobetonu

[in]
0,060
0,050

0,040
0,030
0,020
0,010
0
-0,010
-0,020

-0,039

Rys. 5.34. Mapa odksztalcen bezpo$rednio przed zniszczeniem (sita — 17,91 kN, nie zareje-
strowano powstania zarysowania, zniszczenie nastapilo w przedziale miedzy pomiarami —
w czasie 0,2 s)

Zrédto: oprac. wlasne.

[In]
0,060
0,050

0,040
0,030
0,020
0,010

-0,010
-0,020

-0,039

Rys. 5.35. Mapa odksztalcen bezposrednio przed zniszczeniem — widok w przyblizeniu

Zrédto: oprac. wlasne.
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Rys. 5.36. Widok calkowicie zniszczonej plyty bezposrednio przed upadkiem (ukazany w celu
zobrazowania finalnego charakteru zniszczenia)

Zr6dto: materialy wiasne.

[mm]
-0322
-0370
-0,450
-0525
-0,600
-0670

-0,750
-0,810

Rys. 5.37. Mapa przemieszczen pionowych powierzchni plyty w czasie 0,2 s przed powsta-
niem rysy (przy sile zarejestrowanej przed powstaniem rysy)

Zrédto: oprac. wlasne.
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5.5.3. Podsumowanie wynikow badan ptyt z rdzeniem
z perlitobetonu z wykorzystaniem systemu Aramis

* Zniszczenie nastepowalo natychmiast po powstaniu pierwszej i jedynej rysy
w przesle w przypadku ptyt BZP nr 2 oraz BZP nr 3.

* W przypadku plyty BZP nr 3 nie bylo mozliwe wyrazne zarejestrowanie powsta-
nia rysy, tak jak przy poprzednich ptytach. Zarejestrowano jednak sile niszczaca
oraz opracowano mape przemieszczen jak dla pozostalych plyt.

* Na fotografii zniszczonej plyty BZP nr 3, wykonanej bezposrednio przed upad-
kiem, widoczny jest mniejszy zakres powstalej szczeliny w przesle wzgledem po-
zostalych plyt, przy ktorych udalo si¢ zarejestrowaé zarysowanie. To znaczy,
ze powstalo ono w krotkim czasie przed zarejestrowaniem tego zdarzenia.
Dowodzi to, ze zarysowanie pojawilo si¢ w przestrzeni miedzy pomiarami
(w czasie okoto 0,2 s, co nie mogto by¢ mniejsze z przyczyn technicznych).

» Forma zniszczenia byta przewidywana i charakterystyczna dla plyt bez zbrojenia
(pojedyncza rysa i natychmiastowe zniszczenie).

* Rozdzielczo$¢ pomiaréow wizyjnych wynosita 0,2 s. W tej jednostce czasowej
mozliwe jest zwykle zarejestrowanie pierwszego zarysowania.

5.6. Badania doswiadczalne ptyt
pod obcigzeniem doraznym

5.6.1. Badania ptyt warstwowych
z rdzeniem z perlitobetonu - ugiecia

Wymiary plyt: I, = 120 cm, 1, = 60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm.

W tabeli 5.10 przedstawiono wartosci ugie¢ doraznych plyt warstwowych.
Odczytow dokonywano co 2 kN. Plyty obcigzane byly za pomoca systemu do zada-
wania obcigzen Hysdozok bedacego na wyposazeniu Katedry Konstrukcji Budowla-
nych na Wydziale Budownictwa i Nauk o Srodowisku. Wartoéci przyrostu sity i prze-
mieszczenia zapisywane byly przez systemy Hysdozok oraz Aramis.

Tabela 5.10. Zestawienie wynikéw badan plyt z rdzeniem z perlitobetonu

Nr badanej plyty Sila niszczaca [kKN] | Maksymalne ugiecia [mm]
1 16,8 0,49
2 17,5 0,44
3 18,0 0,49
$rednia 17,4 0,47

Zré6dto: oprac. wlasne.
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Analizujac wyniki badan w zakresie ugie¢ ptyt warstwowych, mozna zauwazyc,
ze ugiecia te narastaly lagodnie. Podczas badania nie byly widoczne zarysowania,
co w przypadku plyty betonowej bez zbrojenia jest zjawiskiem oczywistym. Srednia
warto$¢ sily niszczacej dla ptyt warstwowych z rdzeniem z perlitobetonu wyniosta
17,4 kN, a maksymalne $rednie ugiecie 0,47 mm.

5.6.2. Badania ptyt warstwowych
z rdzeniem z keramzytobetonu - ugiecia

Wymiary plyt: I, = 120 cm, 1, = 60 cm, § = 3 cm, 2h = 6 cm.

W tabeli 5.11 przedstawiono $rednie wartosci ugie¢ doraznych plyt warstwo-
wych. Odczytéw dokonywano co 2 kN. Sposéb zadawania obcigzen i rejestracji
byt taki sam jak w przypadku ptyt warstwowych z rdzeniem z perlitobetonu, zgodnie
z punktem 5.5.1.

Tabela 5.11. Zestawienie wynikéw badan plyt z rdzeniem z keramzytobetonu

Nr badanej plyty Sila niszczaca [KN] | Maksymalne ugiecia [mm]
1 20,0 0,56
2 18,9 0,53
3 18,9 0,545
$rednia 19,27 0,545

Zré6dto: oprac. wlasne.

Analizujac wyniki badan w zakresie ugie¢ ptyt warstwowych, mozna zauwazyc,
ze ugiecia te narastaly lagodnie. Podczas badania nie byty widoczne zarysowania,
co w przypadku plyty betonowej bez zbrojenia jest zjawiskiem oczywistym. Srednia
warto$¢ sily niszczacej dla plyt warstwowych z rdzeniem z keramzytobetonu wynio-
sta 19,27 kN, a maksymalne $rednie ugiecie 0,545 mm.
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5.6.3. Analiza no$nosci na zginanie ptyt warstwowych

5.6.3.1. Ptyty warstwowe z rdzeniem z perlitobetonu

Betonowe plyty byly obciazane az do zniszczenia. Mechanizm zniszczenia nie wyka-
zywal poslizgu w styku miedzy warstwami perlitobetonu i betonu zwyklego.

e

Rys. 5.38. Zniszczenie badanego warstwowego elementu wskutek wyczerpania nosnoséci

Zré6dto: materialy wiasne.

Sposéb zniszczenia plyty warstwowej z perlitobetonem, ukazany na rys. 5.38,
byt zgodny z przewidywaniem. Zniszczenie nastapilo w srodku elementu, gwattow-
nie, styszalne bylo peknigcie. W calym procesie nie byto poslizgu w warstwie kon-
taktowej — spelnila ona swoje zadanie i uniemozliwita rozwarstwienie oraz poslizg.
Dos$wiadczalnie okreslone wartosci sily niszczacej dla ptyt warstwowych zestawiono
w tabeli 5.12.

Tabela 5.12. Warto$¢ $redniej sily niszczacej ptyt warstwowych z perlitobetonem

Sita [kN]
Serie plyt sila niszczaca [kN] $rednia sita niszczaca [kN]
Plyta BZP nr 1 16,80
Plyta BZP nr2 17,50 17,40
Plyta BZP nr 3 18,00

Zrédto: oprac. wlasne.

Z poréwnania wartosci sil niszczacych poszczegélnych plyt warstwowych
wynika, Ze wielkosci sil s3 poréwnywalne.
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5.6.3.2. Ptyty warstwowe z rdzeniem z keramzytobetonu

Betonowe plyty byly obciazane az do zniszczenia. Mechanizm zniszczenia nie wyka-
zywal poslizgu w styku miedzy warstwami keramzytobetonu i betonu zwyktego. Spo-
sOb zniszczenia plyt betonowych warstwowych byl zgodny z przewidywaniem.
Zniszczenie nastgpilo w srodku elementu, gwaltownie, styszalne bylo pekniecie. Caly
proces przebiegl bez poslizgu w warstwie kontaktowej — spelnita ona swoje zadanie
i uniemozliwita rozwarstwienie oraz poslizg.

WSS

Rys. 5.39. Plyta betonowa tréjwarstwowa z rdzeniem z keramzytobetonu

Zr6dto: materialy wiasne.

Dos$wiadczalnie okre§lone wartosci sity niszczacej dla ptyt warstwowych zesta-
wiono w tabeli 5.13.

Tabela 5.13. Analiza w zakresie $rednich sit niszczacych plyt zespolonych w poréwnaniu
z ptytami jednorodnymi

. Sita [kN]
Serie plyt — TIPS
sila niszczaca [kN] $rednia sita niszczaca [kN]
Plyta BZK nr 1 20,00
Plyta BZK nr 2 18,90 19,27
Plyta BZK nr 3 18,90

Zr6dto: materialy wiasne.

Z poréwnania wartosci sil niszczacych poszczegdlnych plyt warstwowych
wynika, Ze wielkosci sil s3 poréwnywalne.
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5.6.3.3. Dokumentacja badar ptyt tréjwarstwowych
z rdzeniem z keramzytobetonu przeprowadzonych
z zastosowaniem systemu Aramis

Badania wykonano dla trzech plyt tréjwarstwowych z rdzeniem z keramzytobetonu
o danych geometrycznych zgodnych z punktem 5.6.2. Ponizej przedstawiono
wybrane wyniki z systemu Aramis dla jednej z plyt z rdzeniem z keramzytobetonu.

Ptyta BZK nr 1 z rdzeniem z keramzytobetonu

Rys. 5.40. Widok przygotowanej proby badawczej zarejestrowany przez jedna z kamer

Zré6dto: materialy wiasne.

[In]
0,060

! 0,050
0,040

0,030
0,020
0,010
0
-0,010
-0,020
-0,039

Rys. 5.41. Mapa odksztalcen bezposrednio przed zniszczeniem (sita — 19,94 kN, nie zareje-
strowano powstania zarysowania, zniszczenie nastapilo w przedziale migedzy pomiarami —
w czasie 0,2 s)

Zrédto: oprac. whasne.
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Rys. 5.42. Mapa odksztalcen bezposrednio przed zniszczeniem — widok w przyblizeniu

Zrédto: oprac. wlasne.

Rys. 5.43. Widok bezpo$rednio przed zniszczeniem

Zrédto: oprac. wlasne.

126



Rys. 5.44. Widok calkowicie zniszczonej plyty bezposrednio przed upadkiem (ukazany w celu
zobrazowania finalnego charakteru zniszczenia)

Zrédto: materialy wiasne.

Rys. 5.45. Mapa przemieszczen pionowych powierzchni plyty w czasie 0,2 s przed powsta-
niem rysy (przy sile zarejestrowanej przed powstaniem rysy)

Zrédto: oprac. wlasne.

Podsumowanie wynikéw badan z systemu Aramis:

*  Zniszczenie nastgpowalo natychmiast po powstaniu pierwszej i jedynej rysy.

» Forma zniszczenia byla przewidywana i charakterystyczna dla plyt bez zbrojenia
(pojedyncza rysa i natychmiastowe zniszczenie).

* Rozdzielczo$¢ pomiaréw wizyjnych wynosita 0,2 s. W tej jednostce czasowej
mozliwe jest zwykle zarejestrowanie pierwszego zarysowania.
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5.7. Analiza porownawcza wynikdw badan
doswiadczalnych i obliczer numerycznych

Badania doswiadczalne przeprowadzono dla trzech plyt tréjwarstwowych o parame-
trach: 1, = 120 cm, 1, = 60 cm, & = 3 cm, 2h = 6 cm, obcigzenia: ciezarem wlasnym
(plyta o wymiarach 1,2 x 0,6 m wazyla 188 kg) q = 2,61 kN/m* oraz sitg skupiona
dzialajaca w centralnym punkcie plyty. Sita niszczaca s$rednia z trzech badan
P =17,4 kN. Wyniki pomiaréw poréwnano z obliczeniami dla nast¢pujacych da-
nych: modul sprezystosci E = 30 000 MPa, modut Kirchoffa przyjeto G, = 4450 MPa
oraz G, = 450 MPa.

W tabeli zamieszczono zalezno$ci przedstawione w przykladach obliczeniowych
112 (patrz punkty 4.5.114.5.2) dla obcigzen ptyt rownomiernie roztozonych (q) i sila
skupiong (P) w $rodku centralnym plyty.

Wartoéci obcigzen, ktdre nalezy podstawi¢ do wzoréw q = 2,61 kN/m* = 2,61 - 10~
MPa; P=174kN=17,4-10" MN.

Tabela 5.14. Wyniki obliczen MRS i wyniki eksperymentalne

Poréwnywane Wyniki obliczen MRS Wyniki obliczen MRS Pomiary
wielkosci Gy =450 MPa Gw =4450 MPa na modelach
w 0,009793q + 0,026274P = 0,007328q + 0,017441P = & 047 mm
0,483 mm 0,323 mm -
o 4,212 -1073q + 0,04691P = 3,267 - 1073q + 0,018549P =
* 0,827 mm 0,331 kNm
N 1,881q + 4,95P = 1,899q + 5,301P =
* 91,039 kN/m 97,194 kN/m
M 0,178q + 0,5393P = 0,177q + 0,5142P =
* 9,848 kNm 9,409 kNm
6 62,7q + 165P = 63,3q + 176,7P =
" 3034,647 kN/m? 3239,793 kN/m?>
6 90,78q + 478P = 85,089 + 300,36P =
e 8554,136 kN/m? 5448,323 kN/m?

Zrédto: oprac. wlasne.

Pomierzone podczas badan modelowych ugiecia byly zblizone do obliczonych
dla parametréw betonu E = 30 GPa i rdzenia G,, = 450 MPa.

Srednie naprezenia rozciggajace (obliczone) w dolnej okltadzinie dla powyzszych
parametrow wynosily 64 = 3034 kN/m”.

Srednia wytrzymalo§¢ betonu na rozcigganie fum wynosi odpowiednio:
2200 kN/m?dla C20/25; 2600 kN/m?* dla C25/30; 2900 kN/m? dla C30/37.
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5.8. Wptyw modutu Kirchoffa na prace statyczna
konstrukcji przektadkowych ptyt tréjwarstwowych

Modul odksztalcenia postaciowego ma istotny wplyw na prace statyczna zginanego
elementu tréjwarstwowego, szczegolnie na wielkos$¢ ugiecia i sit tarczowych. Analize
wplywu modutu Gy na ugiecia i sity tarczowe dla tréjwarstwowego pasma swobodnie
podpartego na krawedziach i rownomiernie obcigzonego przedstawit Mikolajczak
(1977).

Wryniki tych obliczen dla pasma o rozpietosci miedzy podporami |l = 120 cm
(o rozpietosci odpowiadajacej badanym ptytom) zamieszczono ponize;.

SN
/////////I//////////////////a -
Al 8=3cm

_— - -
| | T ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

| | N 12 g 2h=6¢m
| y | b W N

| " |

R R RN : -
|500000000007000000000000000% ] 0=3cm

N
- - -1
Dla: C20/25, E =30 GPa,v=0
Sztywno$¢ plyty
_ E8(2h+6)?
D, = 2(1——1/2) +2D
Sztywnos¢ okladziny
3 . 3
-0 _30000°005° _ 0675 MNm = 67,5 kNm
12(1-v2) 12

_30000000-0,03-0,09°
- 2

D. +2-67,5=3645 + 135 = 3780 kNm

1=120cm a=60cm

Obliczenia dla plyty tréjwarstwowej przy zalozeniu, ze modut Kirchoffa mate-
riatu rdzenia G, Seo.
Maksymalne ugiecie dla obcigzenia réwnomiernego

w= — (x*-6a’x2+ 5a%) dlax=0 w=— 5a*

" 24D, 24D,
q°50,6* 6 )
Winax = =7,14q-10°m np. q =5 kN/m* Wma = 0,0357 mm
243780

Obliczenia dla plyty tréjwarstwowej przy zalozeniu, ze modut Kirchoffa mate-
riatu rdzenia G, >0.
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__4a 4_ o202 4 _ __4a 4
W= aD) (x*-6a’x*+ 5a%) dlax=0 w= 72(2D) 5a
_ a506* _ 104 _ 2 _
Winax = 5= = 2:10"q np. q=5kN/m* Wp=1mm

W celach poréwnawczych zamieszczono stosowne wyniki:
+ dla plyty jednorodnej obliczonej MRS h = 0,12 m, E = 30 GPa

4 3 . 3
Wane = 271,58 =t _ 01 m, p = EA _30000°0227 _ 4 35 MNm = 4320 kNm
D 12 12 12
_ q0,1* _ a _ ) _ 5
Winax = 271,5 =0,02715— dlaq=5kN/m* W = 0,02715 ——=0,0314 mm
D D 4320

W tabeli 5.15 poréwnano wyniki obliczen numerycznych plyty o przekroju tréj-
warstwowym, swobodnie podpartej na dwdch przeciwleglych krawedziach i dwoch
pozostatych swobodnych, réwnomiernie obcigzonej przy dwdch wartosciach mo-
dutu Gy. Dodatkowo zamieszczono wyniki obliczen plyty jednorodnej, izotropowej
o identycznym schemacie statycznym, a takze wyniki rozwigzan asymptotycznych
przy wartosci G, zmniejszajace do zera i do nieskonczonosci.

Wyniki zestawione w tabeli 5.15 dotycza nastepujacych danych: dlugos¢ plyty
I, = 120 cm, szerokoé¢ I, = 60 cm, plyta wolnopodparta na dwoch przeciwlegtych
krawedziach, rownomiernie obcigzona, grubos¢ okladzin 8 = 3 cm, grubo$¢ rdzenia
2h = 6 cm, grubos¢ plyty jednorodnej H =12 cm, modul sprezystosci betonu plyty
jednorodnej oraz okladzin w plycie tréjwarstwowej, E = 30 000 MPa i modut od-
ksztalcenia postaciowego Gy = 450 MPa, Gy = 4450 MPa oraz Gy >0 i Gy >eo. Ob-
cigzenie rownomierne.

Tabela 5.15. Poréwnywalna warto$¢ ugiecia w punkcie srodkowym

Porowny- Pasma owe (Mikotaj-
.y Plyta jedno- Plyta trojwarstwowa phyt ( )
wana wiel- . czak 1977)
.. rodna, izo-
ko$¢ ugiecia
] tropowa Gw =450 MPa | Gy =4450 MPa
w punkcie
centralnym G20 G oo
(4.6.3.1) (4.6.1.1) (4.6.2.1)
plyty
Wnax 6,285-10°q | 9,793-107q 7,328 -10%q 200-10°q | 7,14-10q

Zrédto: oprac. wlasne.

Po podstawieniu wartoéci obcigzenia ¢ w kN/m? otrzymuje si¢ wartoéci ugie¢
w [m].
Na przyklad: dla G,, = 450 MPa i q=5kN/m*

Winax = 9,793 - 1076- 5 =4,897 - 10° m = 0,049 mm

ciezar wlasny g = 2,61 kN/m?
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+ dla ciezaru wlasnego i obcigzenia uzytkowego 5 kN/m?
q=2,61+5=7,61kN/m’
Wmax = 9,793 - 7,61 - 10 =7,45- 10" m = 0,075 mm
dla G,, = 4450 MPa
Winax = 7,328 - 107 - 7,61 = 7,45 -10° m = 0,056 mm
+ dla pasma plytowego Mikotajczak (1977) dla Gy, »oo

Wmnax = 7,14 - 107°- 7,61 = 5,43 - 10~ m = 0,054 mm

3(2h+8)

__ 3@h+8)  (xy
dla (3w9°<> Nxmax_8(3h2+3h6+6z) (2) q

dlah =0,03m, 8 =0,03 m, k= 1,2 m, Nymax = 1,929q

Dla poréwnania zamieszczono wyniki uzyskane z obliczen MRS (patrz rozdz.
45.114.5.2):
dla G, = 450 MPa, N, = 1,881q
dla G, = 4450 MPa, N, = 1,899q

Wartosci z obliczenn numerycznych sg zblizone do uzyskanych z obliczen anali-
tycznych, co wskazuje na poprawno$¢ tych pierwszych.

Przeprowadzone obliczenia wykazaty pelna zgodno$¢ wynikéw uzyskanych me-
toda rdznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym dla plyt tréjwarstwowych z wyni-
kami porownywanymi dla ptyt izotropowych, z wynikami analitycznymi dla pasma
plytowego o przekroju tréjwarstwowym oraz wynikami badan modelowych dla piyt
trojwarstwowych.
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6. Podsumowanie i wnioski koncowe

Plyty tréjwarstwowe modelu Hoffa moga by¢ z powodzeniem stosowane jako nowo-
czesne rozwigzania systemow stropowych. Do wykonania takich plyt mozna uzy¢
pelnowartosciowych materialéw, takich jak beton, i materialéw izolacyjnych,
jak np. styropian czy szklo piankowe. Z kolei do betonowych okladzin mozna z po-
wodzeniem wykorzysta¢ kruszywa odpadowe, jak np.: piasek odpadowy pozostajacy
z hydroklasyfikacji czy kruszywa z recyklingu. Rdzen moze powsta¢ z tradycyjnych
materialow izolacyjnych, jak styropian czy szklo piankowe, ale rowniez mozna tu za-
stosowac perlit lub keramzyt.

Oktladziny betonowe moga by¢ zbrojone tradycyjnie, przy wykorzystaniu zbro-
jenia stalowego lub niemetalicznego, a takze moga by¢ fibrobetonowe.

Plyty trojwarstwowe mozna wykonywac¢ w sposob tradycyjny w formach, na sto-
tach wibracyjnych lub jako plyty sprezone.

Jesli zas chodzi o transport wyprodukowanych ptyt, mozna wykorzysta¢ systemy
transportowe powszechnie stosowane w branzy prefabrykatéw. Jednym z takich roz-
wigzan jest system z kotwami gwintowymi 1D o podwyzszonej nosnosci firmy
TERWA, uzywany przy produkgji, transporcie oraz montazu elementéw na placu
budowy.

Zamieszczone w pracy wyniki obliczen, badan i analiz wykazaly mozliwos¢ i za-
sadno$¢ wykonywania plyt stropowych o konstrukgji tréjwarstwowej charakteryzu-
jacych sie stosunkowo matym ciezarem, duza no$noscig i dobrymi parametrami do-
tyczacymi izolacyjnosci termicznej i akustycznej. Przedstawiono tez mozliwosé¢ sto-
sowania do ich konstrukcji materiatéw z recyklingu i odpadowych.

Przeprowadzone badania modelowe potwierdzily prawidtowos¢ obliczen nume-
rycznych wykonanych z uzyciem metody réznic skoniczonych w ujeciu wariacyjnym.
Stosowanie tej metody do obliczania plyt tréjwarstwowych powinno w znacznym
stopniu ulatwi¢ projektowanie takich konstrukcji.

Badania modelowe opisane w monografii ograniczono do plyt o niewielkich wy-
miarach, co wynikalo z mozliwoéci sprzgtowych wyposazenia laboratoryjnego,
a takze z kosztéw przeznaczonych na badania. W literaturze opisano pojedyncze
przyktady wykonanych plyt stropowych tréjwarstwowych o rozpietosci 3,0 m, ktore
wykazaly si¢ duzg nosnoscig (rys. 3.1 i 3.2), co potwierdza realne mozliwosci pro-
dukgji ptyt o wymiarach nadajacych sie do stosowania w budownictwie.

Stosunkowo duzg trudnosciag w powszechnym zastosowaniu plyt tréjwarstwo-
wych moga by¢ problemy z prawidlowym wykonywaniem obliczen statyczno-
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-wytrzymalosciowych, ktdre sg bardzo czasochtonne. Bazujac na toku postepowania
opisanym w monografii, nalezy dazy¢ do zbudowania programu numerycznego, co
w zdecydowany sposob ulatwiloby projektowanie takich piyt.

Charakterystyczne zalety plyt tréjwarstwowych to: duza no$nos¢, dobra izolacyj-

no$¢ termiczna i akustyczna, maly ciezar, brak stosowania podpér przy montazu,
réwnos¢ powierzchni, mate zuzycie betonu na budowie, szybki montaz.

Przeprowadzone badania wtasne, obliczenia statyczne i ich analizy potwierdzily

osiggniecie postawionych na wstepie celow oraz pozwolily na sfomulowanie naste-
pujacych wnioskow:

metoda réznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym, stosowana z powodzeniem
w teorii plyt izotropowych, w pelni nadaje si¢ do rozwigzywania zagadnien plyt
trojwarstwowych modelu Hoffa;

wykonane plyty tréjwarstwowe uzyte do badan modelowych potwierdzity,
ze mozna skonstruowa¢ element plytowy stropowy, ktéry spetnia wymogi no-
$nosci, izolacyjnosci termicznej i akustycznej, a jedoczesnie ma duzy stopien wy-
konczenia;

wykazano, ze ptyty stropowe modelu Hoffa majg lepsze parametry techniczne od
dotychczas stosowanych rozwigzan systemdow stropowych, a do ich wykonania
mozna uzy¢ dowolnych materialéw, dla ktérych nalezy okresli¢ parametry wy-
trzymatosciowe. Dzieki odpowiedniemu doborowi materialow skltadowych
mozna otrzymac element optymalnie wykorzystujacy ich parametry;
przeprowadzone obliczenia wykazaly petng zgodnos¢ wynikéw uzyskanych me-
toda rdéznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym dla plyt tréjwarstwowych z wy-
nikami poréwnywanymi dla plyt izotropowych, z wynikami analitycznymi dla
pasma plytowego o przekroju tréjwarstwowym oraz z wynikami badan modelo-
wych dla plyt tréjwarstwowych;

zbudowana i zamieszczona w pracy macierz globalna na wspétczynnikach ogol-
nych w prosty sposéb moze by¢ wykorzystana do stworzenia programu kompu-
terowego, ktéry pozwoli na szybkie uzyskiwanie rozwigzan dla dowolnych para-
metrow materiatéw skladowych i parametréw geometrycznych plyty tréjwar-
stwowej oraz na przeanalizowanie wptywu poszczegdlnych parametréw na wiel-
kosci ugied i sit wewnetrznych w obliczanych plytach;

przeprowadzone badania modelowe na plytach o przekroju tréjwarstwowym
polegaly na okresleniu zaleznosci pomiedzy wielkoscig obcigzenia a pomierzo-
nymi przemieszczeniami pionowymi (ugieciami). Na podstawie badan laborato-
ryjnych okres§lono parametry wytrzymalosciowe materialéw sktadowych dla wy-
konanych modeli ptytowych. Dla tych parametréw wykorzystujac zamieszczong
w pracy globalng macierz, zbudowano uklady réwnan przemieszczeniowych
i wykonano obliczenia statyczne. Wyniki zmierzone podczas badan modelo-
wych byly catkowicie zgodne z wynikami obliczert numerycznych.

Wyniki zawarte w monografii moga by¢ z powodzeniem wykorzystane przez

profesjonalnych producentéw elementéw betonowych.
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Streszczenie

Praca dotyczy plyt tréjwarstwowych modelu Hoffa w aspekcie zastosowania ich jako
samodzielnych plytowych elementow stropowych. Plyty modelu Hoffa sktadajg sie
z trzech warstw i sg symetryczne wzgledem ptaszczyzny $rodkowej. Warstwy ze-
wnetrzne — okfadziny — muszg spelnia¢ zalozenia teorii plyt cienkich izotropowych
jednorodnych, a warstwa srodkowa, czyli rdzen, jest nieodksztalcalna w kierunku
pionowym, material za§ powinien zapewnia¢ plycie odpowiednie parametry izola-
cyjnosci termicznej i akustyczne;j.

Dzigki odpowiednio dobranym materialom skltadowym na okfadziny i rdzen
konstrukcje tréjwarstwowg mozna zaliczy¢ do konstrukeji o rozwigzaniach prawie
optymalnych, w ktorej kazdy element sktadowy przyczynia sie do uzyskania najlep-
szych w danych warunkach wlasciwosci catej struktury. Konstrukcje warstwowe sg
szeroko stosowane w takich dziedzinach, jak budowa pojazdéw kosmicznych, samo-
lotéw i okretow, a takze w budownictwie. Sg to jednak konstrukcje sktadajace
z dwdch cienkich warstw no$nych z tworzywa konstrukcyjnego o wysokich wlasci-
wosciach wytrzymalosciowych (stal, dural, tworzywa sztuczne, kompozyty), prze-
dzielone warstwa wypelniajaca, ktéra ma zapewnia¢ konstrukcjom odpowiednig
sztywnos¢ oraz parametry izolacyjne i akustyczne.

Pomimo powszechnego stosowania stropéw w kazdej dziedzinie budownictwa
w ostatnich latach obserwuje sie dynamiczny rozwdj plytowych elementéw stropo-
wych. Po przegladzie aktualnie proponowanych wspoétczesnych rozwigzan systemow
stropowych autorka monografii doszla do wniosku, ze jednym z bardzo dobrych
sposobow w tym zakresie moze by¢ uzycie w budownictwie plytowych elementéw
stropowych bazujacych na rozwigzaniach ptyt tréjwarstwowych modelu Hoffa. Cho¢
ich teoria znana jest od potowy XX w., konstrukcje te nie doczekaly sie powszech-
nego zastosowania w budownictwie. Pojedyncze proby opracowania takich ptyt stro-
powych z przeznaczeniem dla budownictwa rolniczego podjeto w osrodku poznan-
skim w latach 70.-80. XX stulecia.

Zagadnienie plyt tréjwarstwowych z matematycznego punktu widzenia nalezy
do trudnych i z tego powodu brakuje przystepnych metod ich obliczania. W prezen-
towanej monografii autorka — po krotkim przedstawieniu teorii ptyt tréjwarstwo-
wych modelu Hoffa - zaproponowata, aby do ich obliczenia zastosowaé numeryczng
metode réznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym. Pokazata sposéb postepowania
przy budowie macierzy uktadu réwnan przemieszczeniowych, zbudowata macierz
globalng na wspolczynnikach ogélnych, ktérg mozna wykorzysta¢ do obliczania ptyt
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tréjwarstwowych swobodnie podpartych na dwoch przeciwlegltych krawedziach,
o dowolnych parametrach materiatlowych elementéw skladowych (dotyczy to plyt
o stosunku dtugosci do szerokosci jak 2 : 1). W celu zweryfikowania otrzymanych
rozwigzan numerycznych zbudowano modele plyt tréjwarstwowych o wymiarach
120 x 60 x 12 cm. Okladziny betonowe modeli miaty grubos¢ 3 cm, a rdzenie 6 cm.
Rdzenie wykonano z perlitobetonu i keramzytobetonu. W trakcie badan okreslono
niezbedne parametry wytrzymalo$ciowe okltadzin i rdzeni: wytrzymaltos¢ betonu na
$ciskanie, modul sprezystosci, modut odksztalcenia postaciowego. Wyniki badan
modelowych potwierdzily wyniki obliczenn numerycznych, a wiec wykazaly stusz-
nos$¢ uzytej metody obliczeniowej i mozliwos¢ jej stosowania przy projektowaniu ele-
mentow plytowych w skali naturalne;j.
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Summary

The paper is concerned with three-layer slabs based on the Hoff model in terms
of their use as independent slab elements. The Hoff model slabs consist of three lay-
ers and are symmetrical with respect to the median plane. The outer cladding layer
must comply with the theory of thin, isotropic, homogeneous slabs, while the core
layer is non-deformable in the vertical direction, and the material should provide the
slab with adequate thermal and acoustic insulation.

Thanks to the properly selected component materials for the cladding and core,
the three-layer structure can be categorised as a near-optimal solution where each
component contributes to the best performance of the overall structure under spe-
cific conditions. Layered structures are widely used in fields such as aerospace vehi-
cle, aircraft, and ship manufacturing, as well as in the construction industry. How-
ever, they are structures consisting of two thin support layers made of high-strength
structural material (steel, dural, plastic, composites) separated by a filler layer, which
is intended to provide the structure with adequate rigidity as well as ensure proper
insulation and acoustic performance. Despite the widespread use of floors in every
area of construction, recent years have seen a rapid development of slab-based floor
elements. Following a review of the currently proposed contemporary floor system
solutions, the author of the monograph concluded that one very good solution in this
area could be the use of slab floor elements based on the Hoff model three-layer slab
solutions for construction purposes. Although the theory of three-layer slabs based
on the Hoff model has been known since the mid-twentieth century, such structures
have not seen widespread use in construction. Single attempts to develop such floor
slabs for agricultural buildings were made in a Poznan centre in the 1970s and 1980s.
The probable reason for the lack of widespread interest in such structures was that
the issue of three-layer slabs is mathematically a difficult one, so there are no acces-
sible methods for their calculation. After briefly presenting the theory of three-layer
slabs based on the Hoff model in the monograph, the author proposed that the nu-
merical finite difference method from the variational perspective should be em-
ployed to calculate them. She showed the procedure for constructing the matrix
of a system of displacement equations and built a global matrix based on general co-
efficients, which can be used to calculate three-layer slabs freely supported on two
opposite edges with arbitrary material parameters of the components (this applies
to slabs with a 2 : 1 length-to-width ratio. Models of three-layer panels with dimen-
sions of 120 x 60 x 12 cm were built to verify the numerical solutions obtained.
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The concrete cladding of the models was 3 cm thick, and the cores were 6 cm thick.
The cores were made of perlite concrete and expanded clay aggregate concrete.
In the course of the study, the necessary strength parameters of the cladding
and cores were determined: the compressive strength of the concrete, the modulus
of elasticity, and the modulus of non-dilatational strain. The results of the model
tests confirmed the results of the numerical calculations, thus demonstrating the va-
lidity of the calculation method applied as well as its applicability to the design of nat-
ural-scale slab elements.
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