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WSTEP

Niniejszy podrecznik powstal z mysla o studentach Wydzialu Inzynierii Zarzadzania
Politechniki Bialostockiej ksztalcacych si¢ na kierunkach: logistyka, zarzadzanie,
zarzadzanie i inZynieria produkcji, zarzadzanie i inzynieria ustug oraz inzynieria me-
blarstwa. Moze on réwniez stuzy¢ innym mtodym adeptom matematyki - studen-
tom studidw licencjackich i inzynierskich, ktérzy poznaja tajniki analizy rézniczko-
wej funkgeji jednej zmiennej. Ksigzka zawiera bowiem podstawowe tresci, ktore
s zgodne z obowigzujacym programem przedmiotu matematyka na wielu kierun-
kach studiow.

Podrecznik sklada si¢ z czterech rozdzialéw. W pierwszym przedstawiono pod-
stawowe pojecia zwigzane z pochodng oraz wzory i reguly rézniczkowania. W roz-
dziale drugim oméwiono mozliwosci zastosowania pochodnych do badania wtasno-
$ci funkcji. W tych dwdch rozdziatach znalazlo si¢ wiele przykladow ze szczegolo-
wym opisem ich rozwigzania, a takze zadania do samodzielnej pracy wraz z odpo-
wiedziami. Rozdzialy trzeci i czwarty zawierajg material powtdrzeniowy w formie
testu jednokrotnego wyboru oraz zadan do samodzielnego rozwigzania.

Podrecznik zostal napisany przez nauczycieli akademickich, ktorzy od wielu lat
ksztalca studentéw podlaskich wyzszych uczelni, w tym Wydzialu Inzynierii Zarza-
dzania Politechniki Bialostockiej, w zakresie matematyKki i jej zastosowan w naukach
ekonomicznych i technicznych. Publikacja jest czg$cig zaplanowanej serii obejmujg-
cej calo$¢ materialu z matematyki wykladanego na pierwszym roku wielu studiéw
technicznych i ekonomicznych. Dotychczas ukazaly si¢ podreczniki z zakresu
rachunku macierzowego oraz granic funkgji jednej zmienne;.

Zyczymy milej pracy z podrecznikiem.

Autorki



OZNACZENIA

N — zbidr liczb naturalnych

R — zbidr liczb rzeczywistych

R, — zbidr liczb rzeczywistych dodatnich

Z — zbidr liczb catkowitych

X,Y - zbiory

X,y - elementy zbioréw X, Y (odpowiednio)

[a,b) - przedziallewostronnie zamknigty (przy a), prawostronnie otwarty (przy b)
|x| - modul (warto$¢ bezwzgledna) liczby definiowany wzorem:

Ix| :{xdlaxZO
—xdlax <0

Q(xg,6) - otoczenie punktu xy o promieniu § (§ > 0):
Q(xg,80) ={x ER:|x —x0| <6} = (x9g — 8, x9 + )
S(xg,8) - sasiedztwo punktu x4 o promieniu § (6 > 0):
S(x0,0) ={x ER:0< |x — x| <8} = (xg — 8,%0) U (x0,x0 + )
S7(xg,8) - sgsiedztwo lewostronne punktu x, o promieniu § (§ > 0):
§7(x0,6) = (xo — 8, x0)
S*(xg,68) - sasiedztwo prawostronne punktu x, o promieniu § (§ > 0):

S$*(x0,6) = (x9, %9 + 8)
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Podstawowe pojecia i wzory

1 1 - Definicja pochodnej

Pochodne sg narzedziem analizy matematycznej, stosuje si¢ je miedzy innymi w pro-
cesie badania przebiegu zmiennosci funkcji, tj. badania monotonicznosci i wypukto-
$ci funkgji oraz znajdowania ekstremow i punktow przegiecia. Pochodne majg row-
niez szerokie zastosowanie w fizyce czy tez naukach przyrodniczych. Za ich tworcow
uznaje sie wybitnych matematykéw — Izaaka Newtona' i Gottfrieda Wilhelma Leib-
niza’.

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (a, b) i niech punkty x, € (a, b)
oraz xo + Ax € (a, b), gdzie Ax — przyrost zmiennej x. Przyrostowi zmiennej (nie-
zaleznej) x odpowiada przyrost wartosci funkcji Ay = f(xo + Ax) — f(xo).

Oprocz zapisu symbolu funkgeji literg f funkcje oznaczaé bedziemy réwniez
przez f(x) luby = f(x).

Ilorazem réznicowym funkgji f w punkcie x¢ dla przyrostu Ax nazywamy stosunek:

Ay _ fGo+Ax)—f (%)
Ax Ax ’

Pochodna funkcji y = f(x) w punkcie xy nazywamy granice wlasciwa (o ile ist-

nieje) ilorazu réznicowego:

. A . Xo+Ax)—f(x
llm _y — llm f( 0 ) f( 0)'
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

O funkcji y = f(x) moéwimy, ze jest rézniczkowalna w punkcie x.

Jezeli powyzsza granica nie istnieje, to funkcja w tym punkcie nie ma pochodnej,
czyli nie jest rozniczkowalna.

Jezeli funkcja y = f(x) jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x € (a, b),
to mowimy, ze funkgcja jest rozniczkowalna w przedziale (a, b).

! Izaak Newton (1642-1727) - angielski fizyk i matematyk.
2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) - niemiecki filozof i matematyk.
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Pochodng funkcji y = f(x) oznaczamy:

1 ; df(x) d_y
f(x)' Yo dx ' dx’

Podane wyzej symbole moga mie¢ nastepujace znaczenie:

1. Jedli pochodna funkcji f istnieje w kazdym punkcie x pewnego zbioru X,
to w tym zbiorze okre$lona jest nowa funkcja f'(x), zwana funkcja pochodng
funkciji f.

2. Jezeli obliczamy pochodng w pewnym ustalonym punkcie x, to symbol f'(x)
oznacza warto$¢ pochodnej w tym punkcie.

B Projkiad 1.1 |

Korzystajac z definicji, oblicz (o ile istnieje) pochodng funkgji f(x) = 3x2 w dowol-
nym punkcie x.

Rozwiazanie:
Wezmy dowolny punkt x €Dy. Obliczamy granice ilorazu réznicowego’:

flx+Ax)—f(x) .. 3(x+Ax)%? —3x?
= lim =

F1e =

Ax Ax—0 Ax
_ 3x% + 6xAx + 3(Ax)? — 3x?
= lim
Ax—0 Ax
 Ax(6x +3Ax)
= lim ——— = lim (6x + 3Ax) = 6x.
Ax—0 Ax Ax—0

Czyli f'(x) = (3x2)" = 6x.

B Proykad12 |

Korzystajac z definicji, oblicz (o ile istnieje) pochodna funkgji f(x) = % w punkcie
x #0.

> Metody obliczania granic funkcji czytelnik moze znalezé w: A.M. Olszewska, B. Madras-Kobus,
J. Koztowska, M. Jarocka, Funkcje jednej zmiennej i ich granice. Podrecznik dla studentéw studiow
licencjackich i inzynierskich, Oficyna Wydawnicza Politechniki Biatostockiej, Bialystok 2021.
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Rozwiazanie:

Obliczamy granice ilorazu réznicowego:

1 1
x+Ax) — f(x Y+ Ar  x
o = Jim LS iy TR
x— (x + Ax)
= lim M = lim u =
Ax—0 Ax Ax—-0 x(x + Ax)Ax
_ —Ax _ ~1 1
- Alalclllo x(x + Ax)Ax - Alalcl—r}o x(x + Ax) X

Z powyzszych obliczen wynika, ze istnieje pochodna funkgji f(x) = % i wynosi
, 1
f (X) = —;, dlax * 0.

®)
Zalezno$¢ miedzy funkcja majacg pochodna w danym przedziale a jej ciagtoscia
opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli funkcja f ma pochodng wlasciwa w punkcie x, to jest ciagta w tym punkcie.

Uwaga:

Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe.

Przyktadowo funkcja f(x) = |x| jest ciagta® w punkcie x, = 0, a nie jest w nim réz-
niczkowalna.

Zadania

1. Korzystajac z definicji pochodnej, oblicz (o ile istniejg) pochodne podanych
funkcji w dowolnym punkcie x:
a) f(x)=3x3—-5x2+2

b) f(x)=vx—2,x>2
c) f(x) =sin3x
d) f(x)=7,x#0

e) f(x)=ﬁ, x # -3

* Metody badania cigglosci funkcji czytelnik moze znalezé w: ibidem.
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2. Korzystajac z definicji, oblicz (o ile istnieja) pochodne ponizszych funkcji
w podanym punkcie:
a) f(x)=3x3-5x2+2,x,=-1
b) f(x)=Vx—2,xy=4

¢) f(x) =sinx,x, =0
d) fG)=5x=1
& f()=—5.% =2

Odpowiedzi
1.
a) f'(x) =9x?—10x
b (=575
¢) f'(x) =3cos3x
1

d) flx)=-=

x2

) ') =~
2.

a) f'(x)=19

b f'0) =55

o fl=1

d f'ex)=-1

o f'()=-5

10
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1 . 2 - Pochodne funkcji elementarnych
i reguly rézniczkowania

W przykladzie 1.1 zostal wyznaczony wzor funkgji, ktora jest pochodng funkeji
f(x) = 3x2. W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ wzory pochodnych innych

funkcji elementarnych, co przedstawiono w tabeli 1.1.

Tabela 1.1. Pochodne funkcji elementarnych

Lp. Funkcja Pochodna funkcji
1. f(x)=a,a€R f'(x)=0
2 f(x)=x"n€EN f'(x) =nx"1
3. f(x) =x%x>0,a €R f'(x) = ax*1
4 fx)=x fl) =1
5. Flo) = xin,x £0,n€EN F10x) = —xfﬂ
; 1o, 1
. f0)=2x fe ===
1
7. =1 ! -
fG) = Vx>0 MO
oo L
8. f(x)=vVx,x>0 f(x)—z\/;
9. f(x)=a*a>0 f'(x) =a*lna
10. fx)=¢€* f'(x) =e*
11. f(x)=logy,x,a>0,a#¥1,x>0 f’(x)lena
12. f(x)=Inx,x>0 f’(x)zi
13. f(x) =sinx f'(x) =cosx
14. f(x) =cosx f'(x) = —sinx
15. fx)=tgx f'(x) = ox
16. flx) =ctgx f’(x)=—m
. ! — 1
17. f(x) = arcsinx ') = —m

,—l<x<1
2
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Lp. Funkcja Pochodna funkcji
18. f(x) = arccosx f’(x)=—\/%,—1<x<1
19. f(x) = arctgx f’(x)=ﬁ
20. f(x) = arcctgx f’(x)=—1_:x2

B Proykiadis

Wykorzystujac wzory na pochodne funkcji elementarnych (tabela 1.1), wyznacz
pochodne funkgji:

a) f(x)=7
b f(x) =x°
o fG)=1
d) f(x) ==
) f(x)=+x
H fO)=Vx
g fkx)=5"
h) f(x) =e*
i) f(x)=logx
) flx) =Inx

k) f(x) =sinx

) f(x)=arccosx

Rozwiazanie:
a) f'(x) =0(zwzorul)

b) f'(x) =3x3"1 = 3x2 (zwzoru 2)
o f'(x)= —xiz (z wzoru 6)
d) f'(x) = -5 = — = (zwzoru’5)
lub przeksztalcamy funkcje do postaci:
f)=—=x75

12
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i obliczamy pochodna:

f'(x) = —5x">"1=-5x"6= —% (z wzoru 3)

e) f'(x)= % (z wzoru 8)

I —;z 1
f f (96)—3;1/F —3W(zwzoru7)

lub przeksztatcamy funkcje do postaci:
f)=¥x=x5
i obliczamy pochodna:
) = it 2 1
=307 =3x" =g
g) f'(x) =5%In5 (zwzoru9)
h) f'(x) = e* (zwzoru 10)
h ff)=

N MEI) =§ (z wzoru 12)

(z wzoru 3)

1
x1In10

(zwzoru 11)

k) f'(x) = cosx (zwzoru 13)

D flx) = —ﬁ (z wzoru 18)

©

W praktyce czgsto mamy do czynienia z funkcjami, ktére powstaja w wyniku

dzialan algebraicznych na funkcjach elementarnych, takich jak dodawanie, odejmo-

wanie, mnozenie funkcji przez liczbe, mnozenie i dzielenie funkcji. Wtedy do obli-

czania pochodnych funkcji nalezy stosowa¢ odpowiednie reguly rézniczkowania.

Twierdzenie (reguty rézniczkowania)

Zatozmy, ze funkcje o wartoéciach f(x) i g(x) majg pochodne wlasciwe f'(x)

i g'(x) w punkcie x. Wéwczas:

1) (k-f() =k f'(x),k €R;

2) (fO) £g() =f'(x)+g'(x);

3) (fFg(®) =f'@)g(x) + F(x)g' ()

F@\ _ g -fx)g' (x)
4) (g(x)) = G ,dla g(x) # 0.

13
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Przyktad 1.4

Wykorzystujac reguly rézniczkowania oraz wzory na pochodne funkgji elementar-

nych, wyznacz pochodne podanych funkgji:

a)
b)

<)
d)

f(x)=3x3+2Inx —x
1 3 1
f) =E+2\/E—%
f(x) =2e*+5*—=3logx +7Inx

f(x) =2sinx —3tgx —5arccosx

Rozwiazanie:

a)

b)

14

Wykorzystujac reguly rézniczkowania 1 i 2, pochodng funkcji
f(x) = 3x3 + 2Inx — v/x mozemy zapisa¢ jako
fle)=3-%"+2-(nx) - (Vx)',
a nastepnie, wykorzystujac wzory 2, 12 i 8, obliczamy:
"(x)=3-3-x3"142.2 L —gp242__L
f'(x)=3-3-x +2x x—9x + .
Wykorzystujac reguty rozniczkowania 1 i 2, pochodna funkcji
f(x) = % +2Vx — ‘V% mozemy zapisac jako
' (1Y) Nl IR AY
Fe=(5)"+2 (5 - (g)"
a nastepnie, wykorzystujac wzory 5 i 7, mozemy obliczy¢ pierwsze dwa skladniki

pochodnej, przy czym ostatni element najtatwiej policzy¢, przeksztalcajac go
W nastepujacy sposob:

1 3
=x 2
4[x3
i korzystajac z wzoru 3, wtedy:
- 15 34 5 2 5 7
f(x)_ x5+1+2 33/x3-1 X = x6+33x/ﬁ e

Uwaga: obliczajac pochodng funkcji

F) =+ 2V~ o7

Ve

mozna przeksztalci¢ wzor funkgji f (x) do postaci
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3

fx)=x"5+ 2x5 — x 77
i pochodne obliczy¢ z wykorzystaniem wzoru 3:

1 2
-5- 1, .3-1_3 -3 6 , 2. -= 3__7
f'(x)=—5'x51+2-§-x3 —Zx41=—5x6+—x 3-xTi=
5 2
x6  3%x2 g

BN

c) Wykorzystujac reguly rozniczkowania 1 i 2, pochodng funkgji
f(x) = 2e* + 5* — 3logx + 7 Inx mozemy zapisac jako
ffx)=2-(€*"+(G*) -3 -logx) +7-(Inx),
a nastgpnie, wykorzystujac wzory 9, 10, 11 i 12, obliczamy:

f(x) = 2e* +5In5 - ——+2,
d) Wykorzystujac reguly rézniczkowania 1 i 2, pochodng funkcji
f(x) = 2sinx — 3 tg x — 5 arc cos x mozemy zapisac jako
f'(x)=2-(sinx)' —3 - (tgx)' — 5 (arccosx)’
a nastepnie, wykorzystujac wzory 13, 15 i 18, mozemy obliczy¢:

s 3 5
f'(x) =2cosx COSZx+—\/m.

N

Wykorzystujac reguly rézniczkowania oraz wzory na pochodne funkcji elementar-
nych, wyznacz pochodne podanych funkgji:

a) f(x)=x%cosx
b) f(x) =3%ctgx —e*Ilnx
0 flr) =22

d) f(x) — 2sinx+3

Cosx

15
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Rozwiazanie:

Obliczajac pochodne funkgji, korzystamy z trzeciej (pochodna iloczynu dwdéch funk-

cji) oraz czwartej (pochodna ilorazu dwoéch funkcji) reguly rézniczkowania, a takze

z wzoréw na pochodne funkcji elementarnych.
a) f'(x) = (%) -cosx+ x%-(cosx) =2xcosx +x?-(—sinx) =

= 2xcosx — x?sinx

b) f'(x)=@B%) -ctgx +3*-(ctgx) — ((e*)' *Inx +e*(Inx)") =
—e*lnx —%x

— 22X . —
=3%Inx- ctgx — ———

_ (3x3+7x-2)"(x+1)-(3x5+7x-2) (x+1)" _ (15x*+7)-(x+1)-(3x5+7x-2)1 _

) f&x) @+1)? @+1)?

_ 15x5+15x*+7x+7-3x5-7x+2 _ 12x5+15x*+9
(x+1)2 (x+1)?
(2sinx+3)"-cos x—(2 sin x+3)-(cos x)’ __2cosx:cosx—(2sinx+3)-(—sinx) _
(cosx)? - (cosx)? -

d) f)=

__2cos?x+2sin?x+3sinx _ 2 (cos?x+sin?x)+3sinx _ 2+3sinx
(cosx)? (cosx)? (cosx)?

©

Powyzsze przyklady obrazuja, jak obliczy¢ pochodne funkcji elementarnych

oraz funkgji, ktére powstaja w wyniku dziatan algebraicznych na funkcjach elemen-

tarnych. Inaczej liczy sie natomiast pochodne funkgji ztozonych®. Takie funkcje na-

lezy najpierw rozlozy¢ na funkcje sktadowe (wewnetrzne i zewnetrzne), nastepnie

obliczy¢ ich pochodne, ktére na koniec trzeba pomnozy¢. Dla funkcji zlozonych

prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o pochodnej funkcji ztozone;

Jezeli:

1) funkcja f ma pochodng wlasciwg w punkcie x,

2) funkcja g ma pochodng wlasciwa w punkcie yq = f(x),
to

(gof)(x0) =@ (x))) = f'(x0) - ' o), gdzie ¥y = f(x).

> Wigcej na temat ztozenia funkgji czytelnik moze znalezé w: ibidem.

16



Podstawowe pojecia i wzory

Wyznacz pochodne podanych funkgji:

a)

f(x) =sin(2x — 6)

b) f(x)=e***1

c)

fG)=Vx*+x2+1

d) f(x) =log(2x + Ix —3)

Rozwiazanie:

Funkcje sg funkcjami zlozonymi, wigc do policzenia pochodnych korzystamy

z twierdzenia na pochodne funkgji ztozonych.

a)

b)

W celu obliczenia pochodnej funkgji ztozonej f (x) = sin(2x — 6) nalezy rozto-
zy¢ ja na funkgcje skladowe.
Oznaczmy

y = 2x — 6 (funkcja wewnetrzna)
oraz
g(y) = siny (funkcja zewnetrzna),
wtedy ich pochodne wynosza:
y' =2 oraz g'(y) = cosy.

Wiedzac, ze pochodna funkcji ztozonej jest illoczynem pochodnych funkcji
zewnetrznej i wewnetrznej, obliczamy szukang pochodna:

f'(x) =2-cosy = 2cos(2x — 6).

W celu obliczenia pochodnej funkgji zlozonej f(x) = e* *+1 nalezy rozlozy¢ ja

na funkcje skltadowe.
Oznaczmy

y = x3 + 1 (funkcja wewnetrzna)

oraz

g() = e” (funkcja zewnetrzna).
Wtedy ich pochodne wynosza:
y' =3x%oraz g'(y) = e”.
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Wiedzac, ze pochodna funkgji ztozonej jest iloczynem pochodnych funkcji
zewnetrznej i wewnetrznej, obliczamy szukang pochodna:

F'(x) = 3x2 - e¥ = 3x2e* 1,

c) W celu obliczenia pochodnej funkcji ztozonej f(x) = Vx* + x2 + 1 nalezy roz-
tozy¢ ja na funkcje skladowe.
Oznaczmy

y = x* 4+ x? + 1 (funkcja wewnetrzna)
oraz
g9 = [y (funkcja zewnetrzna).

Wtedy ich pochodne wynosza:
1
2

Wiedzac, ze pochodna funkcji ztozonej jest iloczynem pochodnych funkeji

y' =4x3 + 2xoraz g'(y) =

zewnetrznej i wewnetrznej, obliczamy szukang pochodna:

1 4x3+42x 2(2x3+x 2x3+x
fl(x) = (4x3 +2x%?) - —== =X )
2y 2Vxt+x?+1 2VxA4x241 0 Vxt+xZ+1

d) W celu obliczenia pochodnej funkcji ztozonej f (x) = log(2x + 3/x — 3) nalezy
rozlozy¢ ja na funkcje sktadowe.
Oznaczmy
y=2x+3¥x—-3=2x+ x% — 3 (funkcja wewnetrzna)
oraz
g() = logy (funkcja zewnetrzna).

Wtedy ich pochodne wynosza:

1
yln10’

2
y' =2+ gx? oraz g'(y) =

Wiedzac, ze pochodna funkcji ztozonej jest iloczynem pochodnych funkeji
zewnetrznej i wewnetrznej, obliczamy szukang pochodna:

2
1 -2
+-x 3
1 2 3x

yln10 ~ (2x+¥x-3)In10’

o) = @+3x75):
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Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotne;j

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1) jest ciagta w otoczeniu Q(x, 6),

2) jest malejaca lub rosnaca w otoczeniu Q (X, 9),
3) ma pochodng wlasciwg f'(xy) # 0,

to

VN T
(7 00) = iy 8471e Yo = f (o)

Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej, wyznacz pochodng funkeji

g(x) =log, x w punkcie x, = 4.

Rozwiazanie:
Funkcjalogarytmiczna g(x) = log, x jest funkcja odwrotng do funkcji wykladniczej
fx) = 2%
Z tabeli 1.1 pkt 9 wiadomo, ze f'(x) = 2¥In 2.
Ponadto jesli 4 = 2%, to x = 2, wtedy
f'(2)=2%2In2=41In2.

Wigc na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej

IW =YW ==

Zadania
1. Wyznacz pochodne podanych funkgji:

a) f(x)=%x4+§x3+%x2+x+1
b) f(x) = ——+ =+ 7x + 5x°

x*+1
x

o f(x)=
d fx)=

4x%+4x5-3x*+5x—4
5x%
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3x+/x+2x2
6x2

e) flx)=
D f) =¥+

g) f(x)=3x3+21nx—\/§+4im
h) f(x)=sinx+cosx—$

i) f(x)=5logx —tgx+4*+e*

j) flx)=x%e*

k) f(x)=x3sinx

) f(x)=@x%2-3x+3)(x2+2x—-1)
m) f(x) = (Inx + 2)ctgx

) f@) = (x* =) (ctgx + ¥x)

0 f()=(\x+1) (£-1)

P f) =52
3vx
q) f(x) - x2+4+1
N f) =3
) fO0) =300
0 f =12
W flx) =m0
v =32
W) fO) =5
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. Wyznacz pochodne podanych funkgji zlozonych:

Q) fx)=e™

b) f(x) =tg3x?
o flx)=tgVx

d) f(x) =sin(x3+2x+1)
e) f(x) = (cos2x + x?)3

) fx)=V3x5+2

g flx)=x*+2)°

h) f(x) =32

) f)=2x-Vx2-1

P oFe=
K flx) = Va¥/xz
D foo = (22

x—1
m) f(x) =logy(1 +x?)
n) f(x) =sinx?

o) f(x)=sin’x

p) f(x) = cos5x

q f(x) =sin(3x + 2)

r) f(x) =arc tg2x

) f(x) =ctgVx

t) f(x) =log(x — cosx)
W flx) = e

V) f(x) — Ccos2x

1+x2

w) f(x)=1In

1-e*
ex
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Odpowiedzi
1.
a) flx)=x3+x2+x+1
b) f'(x) =25x%+ S - +7

5x2

’ 3x%-1 1
o f'(x)= xxz =3x2—x—2
, 1,16 15
d) f (X)=E ;—F+8X+4)
o f(x)="207
4x2

2 3
B f/(x)=2xT5+2xs

1 2 1 3 _7
g) f(x)=9x2+——m—zx 4

X

h) f'(x) =x3—4—sinx + cosx

: ’ _ 5 _ 1
D fl)=e*+_—+4"In4—-——
i) f'(x) =xe*(x+2)
k) f'(x) = x?(3sinx + x cosx)
) f'(x)=4x3>—-3x2—8x+9
’ _ ctgx_lnx+2
m) f'(x) = x sin? x
, 4 2 1 1
n [0 = (4 +5) (Vr+ ) + (¢ - 2) (7= 5m)
0) f'(x)="5
2x2
, 8
p) f'(x) =ﬁ
3-9x2

qQ f'(x)= Va2 11)?
1) flx)=—-e*(x—-1)

5) f, (x) _ sin? x—>5 sin x+cos? x+x cos x+4
(x+cosx)?

In 3(—x2—2"+x(2x+2x In21n x))

x (Inx)?

N fx)=
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e *(vV5x+xInx—1)

w f'(x) = .
v) fl(x) = sz
w) f'(x) = —e* .%
a) fi(x)=-2e"%x
b) f'(x )—Sm23x2
Vx

o fl(x)= PN

d) f'(x)=Bx%+2)cosx®>+2x+1
e) f'(x)= 6(x — sin 2x)(x? + cos 2x)?
H fix)= 0

g) f(x)= 20x3(x +2)*

h) f'(x) =1In9-35"2¥ cos2x

===

4x2—2

1

) fl)=-——F7=
J (x—l)Z\/E

5x2
k) f'(x) = ———
I e
3
D fG0=- B(Sff)l
m) f (x) = x21n2+In2

n) f'(x) = 2x cos x?
o) f'(x) =2sinxcosx
p) f'(x) =—5sin5x

qQ f'(x) =3cos3x+2
r) f(x)_m

' Vx
s) f (x) - 2v/xsin2 x
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t) f’(x) — sinx+1

X—COSX

, oy
w) 1) == NTY:

2((1+x2) sin 2x+x cos Zx)

v) f'(x) = L)

w) f(x) = —

eX—1
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1 .3. Pochodne wyzszych rzedow

Zatozmy, ze pochodna f'(x) funkcji f (x) istnieje w kazdym punkcie pewnego prze-
dziatu. Otrzymujemy wtedy wzor funkgji f'(x), ktory nazywamy pochodng funkcji
f (%) lub pochodng rzedu pierwszego funkgji f (x). Przyjmijmy, ze funkcja f'(x) jest
rézniczkowalna w kazdym punkcie pewnego przedzialu. Wtedy mozna policzy¢
pochodng funkgji f'(x), ktéra nazywamy pochodng rzedu drugiego funkgji f (x).

Pochodna rzedu drugiego funkcji y = f(x) w punkcie x, nazywamy granice wla-

$ciwg (o ile istnieje) ilorazu réznicowego:

lim [ (xo+dx)—f (xo)_
Ax—0 Ax

Z powyzszej definicji wynika:

Pochodng obliczong z funkgji f'(x) nazywamy pochodng rzedu drugiego lub druga
pochodng funkgji f(x) i oznaczamy f"'(x), czyli

£ = ()"

Druga pochodna funkcji y = f(x) oznaczamy tez:

o d*f(x) d*y

odx? 7’ odx?

Przyktad 1.8

Oblicz pochodne drugiego rz¢du podanych funkgji:
a) f(x)=3x3+4+2Inx—+x

b) f(0) =+ 2Vx — 1

) f(x) =2e*+5*—-3logx+7Inx

d) f(x) =2sinx —3tgx —5arccosx
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Pochodne pierwszego rzedu powyzszych funkgji zostaly obliczone w przyktla-
dzie 1.4.

Rozwiazanie:
a) Pochodna funkgji f(x) = 3x3 + 2 Inx — vx wynosi

1

f'(x) =9x2+§—%=9x2+§—%x7,

3

wiec f''(x) = 18x —% + %x‘z,

. e 2 1
co mozna zapisac tez jako f"'(x) = 18x — 2t

b) Pochodna funkgji f(x) = % +2Vx — ‘V% wynosi

7

2 -7 - 2 2 -7
3 = —5x 6+§X 3—%35 4

) = -2 42 _
f1e) = P A

»

5 11
wiec f"'(x) =30x~7 — %x‘i + %x'T,

co mozna zapisac tez jako f"'(x) = ; - 934? + #1?.
X X
c) Pochodna funkgji f(x) = 2e* + 5* — 3logx + 7 In x wynosi

3
x1In10

£'(x) = 2¢* +5%In5 — +2,

wige £ (x) = 2e* + 5 In?5 + o— — —.

x2ln10  x2

d) Pochodna funkgji f(x) = 2sinx — 3 tg x — 5 arc cos x wynosi

3 + 5
cos2x = V1-x2

We wzorze pochodnej wystepuja funkcje ztozone, ktérych pochodne mozna

f'(x) =2cosx —

policzy¢ oddzielnie:

3 !
(cos2 x) = (3(cosx)™?)" = 6(cosx) > sinx

oraz

5 ! _1\/ 3 3
(=) = (5 -x)7) =5-(=3) A -x)7 (-20) = 5x(1 —x) 2.
Biorac pod uwagg powyzsze pochodne, liczymy druga pochodng funkcji:

f"(x) = —2sinx + 6(cosx) 3sinx + 5x(1 — xz)—;
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Mozemy ja rdwniez zapisa¢ w nastepujacej postaci:

" 9 6sinx 5x
f'(x) = 251nx+cos3x+m.

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ pochodne dowolnych rzedow.

Pochodna drugiego rzedu funkcji y = f(x) w punkcie x, nazywamy granice wia-
$ciwg (o ile istnieje) ilorazu réznicowego:

f'(xo + Ax) — f'(x0)
Ax

(@) = Jim

dlaneN.

Z powyzszej definicji wynika:

Pochodng obliczong z funkgji f'(x) nazywamy pochodng drugiego rzedu lub druga
pochodng funkgji f(x) i oznaczamy f”'(x) lub f @ (x), czyli f"' (%) = (f'(x))'.

Analogiczne pochodne wyzszych rzedéw definiujemy nastepujaco:

Pochodng obliczong z funkgji f ™~ (x) nazywamy pochodng n-tego rzedu lub n-ta
pochodng funkgji f(x) i oznaczamy f ™ (x), czyli

f®e) = (F* @)’

dlaneN.

Pochodna n-tego rzedu funkcji y = f(x) oznaczamy tez:

m 4G dly
Y dxm ' dxn’

Przyktad 1.9

Oblicz wszystkie pochodne wyzszych rzedéw funkgji f (x) = 3x* + x3 — 5x% + 7.
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Rozwiazanie:
Pochodna pierwszego rzedu wynosi:
f'(x) = 12x3 + 3x% — 10x.
Pochodna drugiego rzedu wynosi:
f'"(x) = 36x% + 6x — 10.
Pochodna trzeciego rzedu wynosi:
@) =72x + 6.

Pochodna czwartego rzedu wynosi:

f®(x) =72
Pochodna pigtego rzedu wynosi:

FO@ = 0.
Pochodna szdstego rzedu wynosi:

f®(x) =0.

Kazda kolejna pochodna wyzszego rzedu niz szésty funkeji f(x) bedzie rowniez
wynosita 0, wiec mozna zapisaé: f Q) (x) =0,dlan > 5.

©
Sprawdz, czy funkcjay = e* spelnia réwnaniey — 3y’ + 2y = 0.
Rozwiazanie:
Obliczamy pochodne pierwszego i drugiego rzedu funkcji y:
y' = e* oraz y" = e*.
Nastepnie wstawiamy je do lewej strony réwnania:
L=e*—-3e*+2e*=0.
Prawa strona réwnania rowniez jest réwna zero (P = 0).
Czyli L = P, wigc funkcjay = e”* spelnia podane rownanie.
(®)
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Zadania
1. Wyznacz pochodne drugiego rzedu podanych funkcji:

a) f(x)=x*2-5x+6
b) f(x) =5x—3+2x"* + 8x2

o f(x)= 12x5+%x4+x—4

d) f(0) ==
e) f(x)=V1—-x
H f) =1

9 flx)=—
h) f(x) = 7=
) f)=——
) flx)=ctgx
k) flx)=e"

) f(x) =e**Inx
m) f(x)=In(x3+1)

n) f(x)= 1n\/g

o) f(x) =arccosx

p) f(x) =arc tgx

2. Sprawdz, czy funkcja y spelnia podane réwnanie:
-3 / 1
) y="72002-(@-1y"=0
12 nm 1, 2
b) y=In*x—-2Inx, y +2y xzy—O
o y=V2x—x%,y®y"+1=0

d) y= |2x+pdyy" = () =x

e) y==xe*3y® —2y" -5y +4y=0
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) y=e*+2e7%,y3) —13y' —12y =0
g) y=e*sinx,y" =2y +2y=0

Odpowiedzi
1.
a) f'(x)=2
b) f"(x)="3+16

o f"(x)=6x%(40x+1)

" . 8x? 2 _ 4x
d) f (x)_x((xz+1)3 (x2+1)2) (x2+1)2
1
e) fr(x)= 7
4(1-x)2
n 2
H e ==
64

8 ["() =

s 16
h) f70) = 9(2x—3)2-3/2x=3

1

. " _ tg2x+coszx
1) f (x) - CosXx
. 17 __ 2ctgx
J) f (x)_sinzx
k) f"(x) = 2eX (2x% +1)
D Fre) = e2X(4x? 1;12x+4x—1)
" 3 3-2
m) f (X) =- ();(39:_1)2)
" 2
n) f (x) - (xz_l)z
0 ') =——
(1-x2)2
n 2
P[00 =~
2.
a) tak
b) nie
¢) nie
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d)
e)

nie
tak
nie

tak
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1 .4. Rdzniczka funkcji

Zal6zmy, ze dana jest funkcja f: (a, b) = R. Niech dla x, € (a, b) istnieje f'(xp).
Rézniczka funkcji f dla argumentu x, i przyrostu Ax nazywamy iloczyn po-
chodnej f'(xq) i przyrostu Ax.
Roézniczke oznaczamy df (x, Ax), czyli:

df (xg, Ax) = f'(x0)Ax.

Oblicz rézniczke funkeji f(x) = 3x% — 2x + 5 w punkcie x, i przyroécie Ax.

Rozwiazanie:
Obliczamy pochodnag funkgji f(x):
f'(x) =6x—2,
wiec
df (xq, Ax) = (6x — 2)Ax.
©
Przyrost funkcji Af (z przyktadu 1.11) wywolany przyrostem argumentu x, o Ax
mozna zapisa¢ wzorem:
Af (xg,Ax) = f(xo + Ax) — f(xo) =
= 3(xg + Ax)? — 2(xg + Ax) + 5 — 3x° + 2x9 — 5 =
= 3x9% + 6x0Ax + 3Ax? — 2%y — 2Ax + 5 — 3x° + 2xy — 5 =
= 6xoAx + 3Ax% — 2Ax =
= Ax(6xq — 2) + 3Ax2% = f'(x¢)Ax + 3Ax? = df (xy, Ax) + 3Ax2.

Przy bardzo malym przyroécie Ax mozna przyja¢ przyblizenie Af (xy, Ax) =
~ df (XOI AX)

[ eiElE

Oblicz rézniczke funkcji f(x) = 3x? — 2x + 5 w punkcie xo = 1, gdy przyrost
Ax = 0,01, oraz przyrost wartosci funkcji w tym punkcie i podanym przyroscie

argumentu.
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Rozwiazanie:
Z przykfadu 1.11 wiemy, ze
df (xq, Ax) = (6x — 2)Ax,
wiec
df(1; 0,01) =4-0,01 = 0,04.
Z przykladu 1.11 wiemy, ze
Af (x9,0x) = df (x, Ax) + 3Ax2,
wiec
Af(1; 0,01) = df(1; 0,01) + 3(0,01)% = 0,04 + 0,0003 = 0,0403 =~ 0,04.
©

Z powyzszych przykladow wynika, ze przyrost wartoséci funkcji wywotany ma-

tym przyrostem argumentu w przyblizeniu jest rdwny rézniczce funkcji. Wasnosé

ta dotyczy nie tylko funkcji kwadratowych, prawdziwe bowiem jest ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie

Jezeli funkgja f* jest rézniczkowalna w punkcie x, to
f(xo + Ax) — f(xg) = f'(x9)Ax + a(Ax)Ax,

2c;dz1eAl)16r_r)10 a(Ax) = 0.

Zatem dla matych Ax otrzymujemy wzor

f(xo + Ax) — f(x9) = f'(x0)Ax.

Z powyzszego wzoru, po przeksztalceniu, otrzymujemy wzdr pozwalajacy
na obliczenie przyblizonych wartosci funkgji:

fxg + Ax) = f(xg) + f'(xg)Ax.

| Prajkiad 1413

Oblicz przyblizong warto$¢ funkeji f (x) = 3x2 — 2x + 5 w punkcie x = 1,01.

Rozwiazanie:
Mozemy zapisa¢ x jako sume x = 1,01 = 1 + 0,01, wiec mozna przyjac, ze

xo = 1 oraz Ax = 0,01.
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Wtedy z twierdzenia obliczamy

f(1,01) = f(1+0,01) = f(1) + f'(1)-0,01.
Nastepnie obliczamy
f(1)=3-24+5=6

oraz
fl(x) =6x—2,wiecf'(1)=6—-2=4
Przyblizona wartos¢ funkeji f (x) = 3x% — 2x + 5 w punkcie x = 1,01 wynosi:
f(1,01) = 6 +4-0,01 = 6,04.

Przyktad 1.14

Oblicz przyblizong wartos¢ 3/15,8.

Rozwiazanie:
Przyjmijmy
f(x) = Vx, xg = 16 oraz Ax = —0,2.

Wtedy mozna zapisac:

158 =16 —0,2 = 16 + (—0,2) = x, + Ax.

Obliczamy
f(16) = V16 = 2,
a takze
fx) = 4(‘V_)
oraz
f'(xo) = £'(16) = ==

(‘g/—) 423 32°
Przyblizona wartos¢ 1/ 15,8 wynosi:
V158 =f(15,8) = f(16 + (—0,2)) = f(16) +f'(16) - (—=0,2) =

159
=2-—-2-2_1 -1
32 10 160
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Zadania
1. Oblicz rézniczki funkeji f(x) = x3 — 2x? + x dla xo = 2, przyjmujac:
a) Ax=1
b) Ax =0,1
c) Ax=10,01
d) Ax=-0,1
2. Oblicz przyblizong warto$¢ funkeji:
a) f(x)=x3-2x?+xdlax, =0,01
b) f(x) =2x%?—2x+5dlax, = 0,01
¢) f(x)=3x*—-2x%2—1dlax,=0,01
d) f(x)=x3+x>+x+1dlax, =0,01
3. Oblicz przyblizong warto$¢:
a) 16,2
b) 3/7,97
c) e
d) In(1,01)
Odpowiedzi
1.
a) d(2;1)=5
b) d(2;0,1) =05
c) d(2;0,01) =0,05
d) d(2;,-0,1) =-05

a) f'(0,01) = 0,01
b) £'(0,01) = 4,98
o f'(0,01) = -1
d) £'(0,01) = 1,01
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3.
a) 2 ﬁ
b) 1
c) 1,2
d) 0,01
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1 . 5 - Interpretacje pochodnej funkcji

Interpretacja geometryczna pochodne;

Jezeli funkcja f(x) ma pochodng w punkcie x,, to wykres funkcji ma w punkcie
(x0, f (x0)) styczna, ktérej wspdtczynnik kierunkowy jest rowny f'(xp).
Réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(x) w punkcie x, ma postac:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0).

Uzasadnienie powyzszego wzoru mozna omowic¢ na podstawie rysunku 1.1.

YA

Sl + M) ¢

flx,)t

S

S

>

3

I
1
1
l
s
, X, xO+Ax X

Rys. 1.1. Interpretacja geometryczna pdchodnej funkciji

Oznaczenia:

A - punkt o wspolrzednych (x,, f (%)),

B - punkt o wspoétrzednych (xq + Ax, f (xo + Ax)),
C - punkt o wspdtrzednych (xy + Ax, f(x)).

Korzystajac ze znanych wzordéw z trygonometrii, mozna zapisac:

tgy = % - f(x0+A22_f(xO)‘
Jezeli Ax — 0, to punkt B — A, a wigc sieczna AB zbliza sie do stycznej wykresu
funkgji f (x) w punkcie A.
Z definicji pochodnej funkcji w paragrafie 1.1 wynika, ze

f(xo+Ax)—f(x0)
dm =~ fx0)
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czyli f'(xo) = tg a,

wiec pochodna jest wspofczynnikiem kierunkowym stycznej do wykresu funkeji
f(x) w punkcie x,.

B Proykiad 115

©

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkgeji f(x) = % w punkcie xo, = 1.

Rozwiazanie:
Réwnanie stycznej jest okreslone wzorem y = f'(x0) (x — xo) + f (xo). Aby je wy-
znaczy¢, obliczamy pochodng funkgji f'(x) oraz wartosci f(1) i f'(1):

fle)=-=
f=1=1,
ff)=-5=-1

Nastepnie, podstawiajac otrzymane wartosci do wzoru, otrzymujemy rownanie
stycznej:
y=—-1(x—-1)+1,

y=—-x+1+1,

y=—-x+2.
Interpretacja ekonomiczna pochodnej ©

Niech:

X — wielkos¢ produkgcji pewnego dobra (jedn.),

K(x) - funkgcja kosztu catkowitego wyprodukowania x jednostek produktu,

X0 - ustalony poziom produkcji,

Xo + Ax - zwigkszony poziom produkgji,
wtedy:

AK = K(xg + Ax) — K(xg) - koszt wyprodukowania Ax jednostek produk-

dji,
AK _ K(xo+Ax)—K(x0)

v v - $redni koszt wyprodukowania kazdej z dodat-

kowych Ax jednostek produkgji,
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Alim0 W = K'(xq) - kosztkraiicowy przy produkdji x,, czyli przy-
X—>
blizony koszt wyprodukowania dodatkowej

jednostki produktu powyzej poziomu x.

Przyblizony koszt wytworzenia dodatkowych Ax jednostek, przy produkeji x,
jednostek, mozna obliczy¢ jako rézniczke kosztu catkowitego:

AK =~ K'(xq)Ax.

Dla Ax = 1 otrzymujemy AK =~ K'(x,), wiec w ekonomii pochodna jest wyko-
rzystywana do obliczania przyblizonego kosztu wyprodukowania dodatkowej jed-
nostki produktu powyzej poziomu x.

Podobnie wykorzystuje si¢ pochodna innych funkcji stosowanych w ekonomii
do obliczenia kategorii kranncowych, przyktadowo:

e jesli U(x) - funkcja utargu ze sprzedazy x jednostek produkeji, to U'(x) - utarg
krancowy przy popycie x, jednostek, czyli przyblizony utarg ze sprzedazy do-
datkowej jednostki produktu powyzej poziomu xg;

e jesli Z(x) - funkcja zysku uzyskanego ze sprzedazy x jednostek produkcji,
to Z'(xy) - zysk kraficowy przy popycie X, jednostek, czyli przyblizony zysk uzy-
skany ze sprzedazy dodatkowej jednostki produktu powyzej poziomu x itp.

Cena pewnego produktu zalezy od wielkosci podazy i wyraza si¢ wzorem
p(x) =38 —0,01x.

1. Oblicz wielko$¢ utargu calkowitego przy popycie x, = 100 jednostek.

2. O ile wzroénie utarg catkowity przy zwigkszeniu popytu o 1 jednostke?

Rozwigzanie:
Wyznaczamy funkgje utargu U(x) = x - p(x), czyli:
U(x) =x-(38—0,01x),U(x) = 38x — 0,01x2.
1. Dlaxy, = 100 obliczamy wielko$¢ utargu catkowitego:
U(100) = 38-100— 0,01 - 100% = 3800 — 100 = 3700.

Utarg calkowity uzyskany ze sprzedazy 100 jednostek produktu wynosi 3700 jed-
nostek pienigznych.
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2. W celu wyznaczenia zmiany wartosci utargu calkowitego przy zwigkszeniu po-
pytu o 1 jednostke liczymy pochodna funkeji utargu U (x):

U'(x) =38 —0,02x.
Jesli popyt na dobro wzro$nie o 1 jednostke, to utarg wzro$nie w przyblizeniu o:
U'(100) =38 —-0,02-100 = 38 — 2 = 36.

Jesli popyt na dobro réwny 100 jednostek wzrosnie o 1 jednostke, to utarg wzro-
$nie w przyblizeniu o 36 jednostek pienieznych.

Elastycznos¢ funkcji f (x) w punkcie x wyraza si¢ wzorem:
= f(x) - ——
Ecf(0) = F(0) " 7.

Elastycznos¢ jest przyblizong miarg procentowej zmiany wartosci funkeji f(x)

©

wywolang wzrostem argumentu x o 1%.

Przyktad 1.17

Niech funkcja popytu wyraza sie wzorem:

q(x) = 80 — 3x — 0,02x2, gdzie 0 < x < 50 - cena produktu.
Oblicz, jak zmieni si¢ popyt na dany produkt przy zwigkszeniu ceny o 1%.
Rozwiazanie:
Pochodna funkcji popytu wynosi:
q'(x) = —3 — 0,04x, wiec:

x _ —3x-0,04x2
80-3x—0,02x2  80—3x—0,02x2"

Exq(x) = q'(x) - o5 = (=3 - 0,04x) -

Czyli jezeli cena produktu x jednostek pienieznych wzrosnie o 1%, to popyt

—3x—0,04x>

na to dobro zmieni si¢ w przyblizeniu 0 ————— %
80—3x—-0,02x

Na przyklad dla ceny x, = 20,

—3:20—0,04-207 1
J— _6 =

Exa(20) = 5 50002207 = 03
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co oznacza, ze jezeli cena dobra wynoszaca 20 jednostek pieni¢znych wzro$nie o 1%,

to popyt na ten produkt zmaleje w przyblizeniu o 6% %.
©

Interpretacja pochodnej w fizyce

Niech:
s(t) - funkcja opisujgca zalezno$¢ drogi s od czasu t w ruchu prostoliniowym,
to - czas poczatkowy,
At - czas przebycia drogi,

wtedy:
As = s(ty + At) — s(ty) - droga przebyta w czasie At,
% = w - $rednia predkos¢ w czasie At,

. S(to+At)—s(ty)
v(ty) = Jlim ==—r——" =

Przyktad 1.18

s'(ty) - predkos¢ w chwili t = t,,.

Dana jest funkcja opisujaca zaleznos¢ drogi s od czasu t w ruchu prostoliniowym
w postaci
s(t) =t? -3t +5.

Oblicz predkos¢ w chwili t = ¢.
Rozwigzanie:

Wiemy, ze
s(t) =t?2 -3t +5,

wiec
v(t) =s'(t) =2t -3,

zatem predkos¢ w chwili t = ¢ wynosi
2ty — 3.
Na przyklad w chwili t; = 4 predkos¢ wynosi
v(4)=2-4-3=5.
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Zadania

1. Wyznacz réwnanie stycznej do danej krzywej w podanym punkcie:
a) f(x) =5x3—2x?+x wpunkciexy = 1
b) f(x) =+2x + 5w punkcie x5 = 2
o fx)= x%w punkcie xo = 0
d) f(x) =log(1+ x?) w punkcie x, = 3

2. Wiadomo, ze calkowite koszty wyprodukowania pewnego elementu zalezg
od wielko$ci produkcji i wynoszg K(x) = 2000 + 10x — 0,2x? + 0,03x3,
x > 0. Oblicz przyblizong warto$¢ naktadéw poniesionych na wyprodukowanie
dodatkowego elementu przy produkcji wynoszacej 100 szt.

3. Funkcja popytu na pewne dobro podstawowe zalezy od dochodu i wyraza si¢
wzorem f(x) = %, x > 0. Oblicz i zinterpretuj elastycznos¢ dochodowa funk-
gji f(x) dla dochodu wynoszacego x = 4 jednostki pieniezne.

4. Wyznacz elastycznos$¢ funkeji i podaj interpretacje otrzymanego wyniku:

a) f(x)=3x—6,dlax =10

b) f(x) =120—-0,4x2,dlax =4
o) f(x)=e* dlax=2

d) f(x)=xInx,dlax=e

5. Koszt catkowity wytworzenia x jednostek pewnego produktu okreslony jest wzo-
rem K(x) = 1000 + 20x — 0,01x3, dla x > 0. Wyznacz i zinterpretuj koszt
krancowy.

6. Dane jest rwnanie ruchu ciala wznoszacego si¢ po réwni pochylej s(t) = 30t —
— 1,5t2. Znajdz:

a) predkos¢ ciata w chwili t = t,
b) predkosc ciala w chwilit = 4 orazt = 8,
c) czast, po ktdrego uptywie predkos¢ ciata bedzie rowna 0.

Odpowiedzi
1.

a) y=12x—8

b) y=1x+2

ak T

c) y=—22x+5

d) y=m(x—3)+1
2. 870j.p.
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c) —2
d) 2
K'(x) = 20 — 0,03x2

a) v(ty) =30— 3¢,
b) v(4) =18, v(8) =6
c) t=10
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Zastosowanie pochodnych do badania wlasnosci funkcji

2. 1 . Twierdzenia o wartosci Sredniej

Jednym z podstawowych twierdzen analizy matematycznej jest twierdzenie Rolle’a’.

Twierdzenie Rolle’a

Jezeli funkgja f(x) jest:
1) ciggta w przedziale domknietym [a, b],

2) rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b), czyli ma w przedziale (a, b) po-
chodng wtasciwg lub niewlasciwg,
3) f(a) = f(b),

to istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze f'(c) = 0.

Geometrycznie twierdzenie Rolle’a oznacza, ze dla funkcji ciaglej i rézniczko-
walnej w pewnym przedziale, jezeli na jego krancach przyjmuje ona jednakowe war-
tosci, istnieje wewnatrz tego przedzialu punkt, dla ktérego styczna do wykresu funk-
cji jest rownolegta do osi 0X. Graficznie zalezno$¢ ta zostala zilustrowana na ry-
sunku 2.1.

YA
flef-m—mm=m=m= ==

y=fx)

f@=fm) ¢

styczna

|

|

|

|

|

|

|
fle)f -+

|
0l a
Rys. 2.1. llustracja twierdzenia Rolle'a

(o 4

c, c, b

¢ Michel Rolle (1652-1719) - francuski matematyk.
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Sprawdz, czy funkcja f(x) = x? + 2 spelnia w przedziale [—2; 2] warunki i teze
twierdzenia Rolle’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt ¢, dla ktérego f'(c) = 0.

Rozwiazanie:
Podana funkgja f (x) = x? + 2 jest ciagta i rézniczkowalna w kazdym punkcie prze-
dziatu [—2; 2] oraz f(2) = f(—2) = 6. Zatem spelnione sg zalozenia twierdzenia
Rolle’a, wiec istnieje taki punkt ¢, dla ktérego f'(c) = 0. Wyznaczmy ten punkt.
Wryliczajac pochodng funkgji f (x), otrzymujemy
f'(x) = 2x.

Funkgja ta przyjmuje warto$¢ 0 dla x = 0.

Przyktad 2.2

Sprawdz, czy funkcja f(x) = cosx spelnia w przedziale [—m; ] warunki i teze
twierdzenia Rolle’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt ¢, dla ktérego f'(c) = 0.

Rozwiazanie:
Podana funkgja f(x) = cos x jest ciggla i rézniczkowalna w kazdym punkcie przedziatu
[—m; 7). Na jego kranicach przyjmuje takg samg wartosé: f () = f(—m) = —1. Zatem
spetnione s3 zalozenia twierdzenia Rolle’a. Istnieje wiec taki punkt ¢ € [—m; 7],
dla ktérego pochodna przyjmuje warto$¢ 0. Wyznaczmy ten punkt.

Obliczajgc pochodna funkgji f (x), otrzymujemy

f'(x) = —sinx.
Pochodna ta jest rowna zero dla x = 2km, gdzie k € Z. Uwzgledniajac zakres
[-m; ], sa to punkty: x =0, x =i x = —7.

©
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Kolejnym waznym twierdzeniem w analizie matematycznej jest twierdzenie La-
grange’a’.

Twierdzenie Lagrange’a

Jezeli funkgja f(x) jest:
1) ciggta w przedziale domknietym [a, b],
2) rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b), czyli ma w przedziale (a, b) po-

chodng wtasciwg lub niewlasciwa,
f)-f(a)

b—a

to istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze f'(c) =

Geometrycznie twierdzenie Lagrange’a oznacza, ze dla funkcji ciaglej i roznicz-
kowalnej w przedziale i wewnatrz tego przedziatu istnieje punkt, dla ktorego styczna
do wykresu funkgji jest rownolegla do siecznej faczacej jego krance. Graficznie zalez-
no$¢ ta zostala zilustrowana na rysunku 2.2.

YA
flc)

f(b)

f(a)

fle)

=V

\

\

\

|

|

|

|

|

|

| |
| |
0 a c c

Rys. 2.2. llustracja twierdzenia Lagrange’a

Warto$¢ f'(c) interpretuje sie jako $rednig szybko$¢ zmian wartosci funkgji f (x)
w przedziale [a, b].

Latwo zauwazy¢, ze twierdzenie Rolle’a jest szczegolnym przyktadem twierdze-
nia Lagrange’a, gdzie f (a) = f(b).

7 Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) - francuski matematyk i astronom.
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Przyktad 2.3

Sprawdz, czy funkcja f(x) = x? — 2x — 1 spelnia w przedziale [—1; 4] warunki

iteze; twierdzenia Lagrange’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt c, dla ktorego

Rozwiazanie:

Podana funkgja f (x) = x? — 2x — 1 jest ciggla i rézniczkowalna w kazdym punkcie
przedzialu [—1;4]. Zatem spelnione s3g zalozenia twierdzenia Lagrange’a, wiec
istnieje taki punkt c, dla ktorego

f)-f(a)
fl(e) = L@

Wyznaczmy ten punkt. Z lewej strony powyzszej zaleznosci podstawmy po-
chodna, ktéra dla funkgji f(x) wynosi f'(x) = 2x — 2, a do prawej strony granice
przedziatu:
f@-£(-1)

4—(-1) °’

_ (#7-24-1) (D22 (1)~ 1)
4+1

2x—2 =

2x — 2

3
Zatem punkt ¢ = >

Przyktad 2.4

Sprawdz, czy funkcja f(x) =log, x spelnia w przedziale [2;8] warunki i teze
twierdzenia Lagrange’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt c, dla ktérego

" b-a
Rozwiazanie:
Podana funkcja f(x) = log, x jest ciagla i r6zniczkowalna w kazdym punkcie prze-
dzialu [2; 8]. Zatem spelnione s3 zatozenia twierdzenia Lagrange’a, wiec istnieje taki

punkt ¢, dla ktorego
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Wyznaczmy ten punkt. Z lewej strony réwnania podstawmy pochodna, ktéra dla
funkgji f (x) wynosi: f'(x) = riz, a do prawej strony réwnania granice przedziatu:

1 =f(8)—f(2)
xIn2 8-2 ’

1 log,8-log;2
xln2 g—2
1 3-1

xIn2 >

6
11
3

>

x1In2

xIn2 =3,

X =—
In2

3
Zatem punkt c = —.
In2

B Projkiad 25

Wyznacz $rednig szybko$¢ zmian wartoéci funkgji f(x) = 2x? + 4x — 1 w prze-
dziatach [—1; 1] oraz [—3; —2].

Rozwiazanie:
Srednig szybko$¢ zmian mozna wyznaczyé z wzoru Lagrange’a w nastepujacy spo-
sob:

10y — FB)—f(@)
f (C) - b—a >

ey — FTW-f(=1)
f (C) - 1-(-1) >
2:12+4-1-1—(2-(-1)%+4-(-1)-1)

1+1 ’

f'(©) =
) 5-(-3
flo =52
f'(c) =4
Zatem warto$¢ funkcji w przedziale [—1; 1] $rednio wzrastala o cztery jednostki

przy wzrosécie argumentu o jedna jednostke (czyli przy wzroscie argumentu o dwie
jednostki wartos$¢ funkcji wzrosnie o osiem jednostek).

Jezeli z kolei rozwazymy badang funkcje w przedziale [—3; —2], to $rednia szyb-
kos$¢ zmian wartosci wynosi w nim:
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1 _ f(=2)-f(=3)
fley= (-2)-(-3)’
' _ 2:(=2)%+4-(-2)-1—(2:(-3)%+4-(-3)-1)
file)= —2+3 ’
/ _ (=1-5
f (C) - 1 )
f'(c) = —6.

Warto$¢ funkcji w przedziale [—3; —2] $rednio malala o sze$¢ jednostek przy

wzroscie argumentu o jedng jednostke.
©

Jako pewne uogodlnienie zaleznosci wystepujacej w twierdzeniu Lagrange’a moze
by¢ traktowany wzér Taylora® oraz w szczegdlnych przypadkach wzér Maclaurina’.

Niech funkcja f(x) ma w punkcie a cigglta pochodng wlasciwg k-tego rzedu, przy
czym k € N U {0}. Wéwczas wielomian

fo =@+ T2 -0 1 a1 D
()
+ fk—!(a)(x —a)k

nazywamy wielomianem Taylora rzedu k funkgji f (x) w punkcie a.

Jezeli a = 0, to wielomian ten nazywany jest wielomianem Maclaurina. Przyj-
muje on wowczas nastepujacag postac:

"0 "o "o (k)O
fx) =f(0)+f1(!)x+f2(! )x2+f 3(! )x3 ...+f—k!( )x".

Twierdzenie Taylora

Jezeli funkcja f(x):

1) ma ciagte pochodne do rzedu n — 1 w przedziale domknietym [a, b],
2) ma pochodng f ™ (x) dla kazdego punktu x € (a, b),

to istnieje taki punkt ¢ € (a, b), ze dla kazdego x € [a, b] zachodzi wzor

8 Brook Taylor (1685-1731) - angielski matematyk.
? Colin Maclaurin (1698-1746) — szkocki matematyk.
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/ " (n-1)
f@ =@+ 52w -0+ L2 -t + s D
+Ry()
gdzie
(m)
Ra) =L D ey

nazywana jest n-tg reszta Lagrange’a.

Powyzszy wzor nazywany jest wzorem Taylora. W przypadku, gdy n = 1, twier-
dzenie Taylora redukuje si¢ do twierdzenia Lagrange’a.
Jezeli zas a = 0, to wzdr Taylora przyjmuje postaé

- OISO P00 nog, FE
fG) = FO) + 570 + 5 2% 4o b PR+

Nazywany jest wowczas wzorem Maclaurina.

Przyktad 2.6

Zapisz wzory Taylora dla podanych funkgji:
a) f(x) =x*+5x3 + 2x? + 3x + 1, przyjmujgc a = —1,
b) f(x) =Inx,przyjmujaca = 1.

Rozwiazanie:
a) Zacznijmy od wyznaczenia warto$ci funkgji f (x) w punkcie a = —1:
f(-D) =(CD*+5-(-1)3+2-(-1)*+3-(-D+1=
=1-5+2-3+1=-4

Nastepnie wyznaczamy pierwszg pochodna funkcji f (x) i obliczamy jej war-
tosci w punkcie a = —1:

f'(x) = 4x3+15x% + 4x + 3,
f'(-1)=4-(-1)3+15-(-1)*+4-(-1)+3=—-4+15-4+ 3 = 10.
Analogicznie postepujemy dla kolejnych pochodnych:
f"(x) =12x% 4+ 30x + 4,
F(-1)=12-(-1)2+30-(-1) +4=12-30+ 4 = —14,
"' (x) = 24x + 30,
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f"(=1)=24-(-1)+30=-24+30 =6,
FO(x) = 24,
f®(=1) = 24.
Kolejne pochodne funkeji f(x) i ich wartosci w punkcie —1, poczynajac

od piatej, s3 rowne 0.

Podstawiajac do wzoru Taylora, otrzymujemy

f(x)=f(—1)+f( f(

(x— D)+ (- (-1)" +
+ 00 (- (-1))° +%(x NENN

Wobec tego
f)=—44+10(x+1) -7+ 1)?+ (x+1)3+ (x+ 1*

jest szukanym rozwigzaniem.

b) Zacznijmy, podobnie jak w poprzednim przykiadzie, od wyznaczenia wartosci
funkgji f(x) w punkcie a = 1, a nastepnie kolejnych jej pochodnych i ich war-
tosci dla a = 1. Mamy

f)=In1=0
fie) =1 fay=1=1
e == fry=-5=-1
e =5 [ =5=

f®e0 = -3
fO =%

120

rOw=-2
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Zatem ogolny wzér na n-tg pochodnag funkgeji f(x) = In x przyjmuje postaé
f®E) = (-t D
Wyznaczamy warto$¢ n — 1 pochodnej w punkcie a = 1

FD) = (~1)n2 ("1;?! = (~1)"2 (n - 2)!

oraz jej n-ta pochodng w punkcie ¢

f™@) = (—prr &2

Podstawiajac otrzymane wartosci i ogélny wzor n-tej pochodnej do wzoru
Taylora, otrzymujemy

') '@ D) -
f@=fO+ERPG-D+5Ra -2+ P -+

£™ ()
+T(x—1)",

1 -1 , 2 s
f(X):O'FE(X—l)-}‘T(X—l) +§(x—1) +
-6 24 5
+ D+ (-1 +

— —1)"2.(n—
+ 220 — 1) 4 ER 2

~ (_1)n_1(n—1)!
6! (n-1)! -1+

—< (x—1)".

n!

Stad

f@=G-D-5@-12+;6 -1 - —-D*+(x -1+

Ll )b EDTE o ynm1 GV yn
6(x Do+ -+ D) (x—-1) + (x—1D™

n-ch

Bl Proyad27

Zapisz wzory Maclaurina dla podanych funkgji:
a) f(x) =sinx,
b) f(x) =e*.
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Rozwiazanie:

a) Aby zapisa¢ wzér Maclaurina, nalezy najpierw, podobnie jak w poprzednim
przykladzie, rozpoczaé od wyznaczenia wartosci funkcji w punkcie 0 oraz jej ko-
lejnych pochodnych i ich wartosci w punkcie 0. Mamy

f(0) =sin0=0
f'(x) = cosx
f"(x) = —sinx
f""(x) = —cosx

f®(x) = sinx
F®(x) = cosx

f'(0) =cos0=1
f"(0)=-sin0=0
f""(0) = —cos0=-1
f®(0)=sin0=0
Ff®(0)=cos0=1

Zatem n-tg pochodng podanej funkcji mozna zapisaé nastepujaco:
M (x) = si T
f(x) = sin (x +n2).

Po podstawieniu wartoéci x = 0 otrzymujemy dla pochodnych parzystego
rzedu i na zmiane wartosci 1 i —1 dla podanych nieparzystych rzedow. Zapisuje
sie to w nastepujacy sposob:

0 dlan = 2k
™) =
F7(0) {(—1)'c dlan=2k+1, k=01,2,..

Podstawiajac uzyskane wartosci do wzoru Maclaurina, otrzymujemy

(€D]
sinx =0+ x+ x+ x+ x+ x+ +f ©)
Zatem
_ x3 x5 x x9 sm(c+n—) n
SInx =x =+ - tg PR
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. T
sin( c+n—
Poniewaz reszta %x" — 0 (bo funkcja sinus jest ograniczona), wzor

przyjmuje postac

x3 x5 x7 x°

smx—x—§+§—7+a+

Powyzsza zalezno$¢ daje mozliwos¢ wyznaczenia wartosci funkgji sin x dla
wybranych x. Przykladowo dla x = m otrzymujemy

b) Rozwijajac funkcje f(x) = e* w szereg Maclaurina, nalezy najpierw wyznaczy¢
jej kolejne pochodne

fO =) =f")=f"()=fB@) = =fMx) =e*

iich warto$ci dla zera

f0)=F(0) = £7(0) = f"'(0) = fP(0) = - = fFPD(0) = ¢ = 1.

Podstawiajac uzyskane wartosci do wzoru Maclaurina, otrzymujemy
2 3 4 5 6 7 8 c
e i T e e e A S SR P

Reszta —x — 0, wiec wykorzystujac powyzszy wzoér, mozna przyblizy¢

przykladowo wartos¢ liczby e = 2,71828 ..
I TP T A GO R O N LA L
e=e —1+E+Z+;+Z+a+a+;+a+'“—

1+1+1+1+1 L + ! + ! + L + 2,71828
B 2 6 24 120 720 5040 40320 o

©

Zadania

1. Sprawdz, czy funkcja f(x) = x? — 4x + 3 spelnia w przedziale [1; 3] warunki
i teze twierdzenia Rolle’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt c, dla ktorego
f'ey=0.

2. Sprawdz, czy funkcja f(x) = sinx spelnia w przedziale [ ] warunki i teze

twierdzenia Rolle’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt c, dla ktérego

f'(c) =0.
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3. Sprawdz, czy funkcja f (x) = 3x% — x + 2 spelnia w przedziale [—2; 2] warunki
i teze twierdzenia Lagrange’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt c.
4. Sprawdz, czy funkcja f(x) = sinx spelnia w przedziale [—% ; g] warunki i teze
twierdzenia Lagrange’a oraz, jezeli spelnia, to wyznacz punkt c.
5. Zapisz wzory Taylora dla podanych funkcji:
a) f(x) =x5—x*+x3—2x% + 5x — 10, przyjmujaca = 1
b) f(x)= xl, przyjmujagc a = —1
6. Zapisz wzory Maclaurina dla podanych funkgji:
a) f(x) =cosx
b) f(x)=e™™
c) f(x)=In(1+x)
Odpowiedzi
1. x=2
2. x=12
i
3. x=<
3
4. x=+2
5.
a) f()=—-6+5x—-D+2(x—-1D?+7(x—-1)3+
+4(x — 1D* + (x — 1)°
b) f)=-1-(x+D)—-(x+D*—(x+1)3—-—
1
—(x+ D"+ C—n(x + )"
6.
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2 4 6 8 cos\c+n—-
X X X X
a) cosx=1——+———+—+---+gx"
20 41 6 8! n!
2 3 4 5 6 7 8 n,—c
— x x x x x x x (-1)"e
b) e*=1-x+=—-=4+=——-"+4+=——-=4=—+ -4 —x"
20 31 4 51 6 71 8! n!
1 1 1 1 1 -1t
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2 . 2 - Monotonicznos¢ funkcji

Przypomnijmy najpierw, co oznacza monotoniczno$é¢ funkcji'’.

Funkcje y = f(x) nazywamy stala w X C R, jezeli dla dowolnych argumentow

przyjmuje takie same wartosci, co mozemy zapisa¢ nastepujaco:
/\xl,xzexf(xl) = f(x2)-
Funkcje y = f(x) nazywamy rosnacag w X C R, gdy wraz ze wzrostem ar-
gumentu ro$nie warto$¢ funkgeji, co zapisujemy nastepujaco:
Nayxex(1 < X2 = f(x1) < f(x2)).

Funkcje y = f(x) nazywamy malejaca w X € R, gdy wraz ze wzrostem argu-
mentu maleje warto$¢ funkcji, co zapisujemy nastepujaco:

Ny xpex(X1 < xp = f(x1) > f(x2)).

Funkcje y = f(x) nazywamy niemalejaca w X C R, gdy wraz ze wzrostem ar-
gumentu nie maleje warto$¢ funkgji, co zapisujemy nastepujaco:

Nayxex(X1 < X2 = f(x1) < f(x2)).

Funkgje y = f(x) nazywamy nierosnaca w X C R, gdy wraz ze wzrostem argu-
mentu nie ro$nie warto$¢ funkcji, co zapisujemy nastepujaco:

Nipeex(1 < xp = f(xq) = f(x2)).

Funkcje y = f(x) nazywamy monotoniczna w X C R, jezeli jest to funkcja
rosnaca, malejaca, nierosnaca lub niemalejaca w X.

Funkgcje y = f(x) nazywamy $cisle monotoniczng w X C R, jezeli jest to funk-
cja rosngca lub malejaca w X.

1% Pojecie monotonicznosci funkgji czytelnik moze znalezé w: A.M. Olszewska, B. Madras-Kobus,
J. Koztowska, M. Jarocka, Funkcje jednej zmiennej i ich granice. ..
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Jesli zbior X, w ktérym okreslona jest funkcja, mozna przedstawi¢ w postaci
sumy przedziatow, w ktorych funkcja jest monotoniczna, to méwimy, ze funkcja jest
przedzialami monotoniczna.

W ujeciu graficznym przyktadowe funkcje monotoniczne przedstawione zostaty
na wykresach zaprezentowanych na rysunkach 2.3 i 2.4.

YA

P 4

<V

Rys. 2.4. Wykres funkcji malejacej

Do okredlania przedzialéw monotonicznosci mozna wykorzysta¢ wnioski
z twierdzenia Lagrange’a.

58



Zastosowanie pochodnych do badania wlasnosci funkcji

Whnioski z twierdzenia Lagrange’a

Jezeli funkcjay = f(x) jest ciagta w przedziale domknietym [a, b] i rézniczkowalna

wewnatrz tego przedzialu, to jest ona stala w przedziale (a, b) wtedy i tylko wtedy,
gdy
/\xe(a,b) f,(x) =0.

Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b] i rézniczko-
walna wewnatrz tego przedziatu oraz
/\xe(a,b)f’(x) >0,

to f(x) jest funkcja rosnaca w przedziale (a, b).

Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b] i rézniczko-
walna wewnatrz tego przedziatu oraz
/\xe(a,b)f’(x) <0,

to f(x) jest funkcjg malejaca w przedziale (a, b).

Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b] i réZniczko-
walna wewnatrz tego przedziatu oraz
/\xe(a,b)f’(x) =0,

to f(x) jest funkcjg niemalejaca w przedziale (a, b).

Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b] i rézniczko-
walna wewnatrz tego przedziatu oraz
/\xe(a,b)f,(x) <0,

to f(x) jest funkcjg nierosnaca w przedziale (a, b).

Uwaga:
Jezeli f'(x) = 0 dla dowolnego xe[a, b], przy czym f'(x) = 0 dla skoficzonej
liczby punktéw z przedziatu [a, b], to funkeja f jest rosngca w przedziale (a, b).
Jezeli f'(x) < 0 dla dowolnego x€[a, b], przy czym f'(x) = 0 dla skoniczonej
liczby punktéw z przedziatu [a, b], to funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).
Funkcje rosngcg oznacza si¢ symbolicznie /~, funkcje malejaca zas jako .
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Przyktad 2.8

Wyznacz przedzialy monotonicznos$ci podanych funkgji:
a) f(x) = §x3 +%x2 —6x+1

b) f(x)=x3-3x2+3x—4
) f) =2

x2-1

d) f(x) =(x—1e*
e) f(x)=In(1-x?)

Rozwiazanie:

a) Wyznaczanie przedzialéw monotonicznosci rozpoczyna si¢ od wyznaczenia
dziedziny funkcji. W przypadku analizowanej funkgcji f(x) = §x3 +%x2 -
— 6x + 1 jest to zbidr liczb rzeczywistych.

W kolejnym kroku wyznaczamy pochodna tej funkgji:
fla)=53x2+5-2x—6-1+0,
f'(x)=x*+x—6.

Otrzymang pochodng f'(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy punkty,
dla ktérych pochodna przyjmuje warto$¢ zero:
flx)=0 © x?+x—-6=0 & x=-3Vx=2.

Nastepnie wyznaczamy przedzialy, w ktorych pochodna funkeji f(x) jest
dodatnia i w ktorych jest ujemna:

flX)>0 & x2+x—-6>0 & x€ (—o0;—3)U(2;0),
flx)<0 & x24+x-6<0 o x€(-3;2).

Graficznie mozemy to przedstawi¢ w postaci ponizszego wykresu.

fx)
N /o,

Zatem funkcja jest rosnaca w przedziatach (—oo; —3), (2; ), malejaca za$
w przedziale (—3; 2).
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b) Funkgcja f(x) = x3 — 3x% + 3x — 4 jest okreslona na zbiorze liczb rzeczywi-
stych.

Wyznaczamy pochodna tej funkeij:
f'(x) =3x%—6x + 3.

Wylaczajac wspdlny czynnik przed nawias oraz korzystajac z wzoréw skro-
conego mnozenia, mozemy pochodnag zapisa¢ w postaci

fl(x) =3(x%-2x+1) =3(x—-1)>2%
Zatem pochodna ,zeruje si¢” dlax = 1.

Nastepnie wyznaczamy przedzialy, w ktorych pochodna funkcji f(x) jest
dodatnia i w ktdrych jest ujemna:

ffX)>0 © 3(x—1)?2>0 & x€ (—x;1)U(1;0).

W wyznaczaniu przedzialéw monotonicznosci positkujemy si¢ ponizszym

)
@ @

-+ >
X

1
Pochodna funkgji nie przyjmuje wartosci ujemnych, zatem funkgcja jest ro-

wykresem.

sngca w zbiorze R, czyli w calej swojej dziedzinie.

2x .
x2-1"

¢) Rozpoczynamy od wyznaczenia dziedziny funkgji f (x) =
Dr = {xeR: x* =1 # 0} = {xeR:x # 1 Ax # —1} = R\{-1;1}.
Przystepujemy do wyliczenia pochodnej. Skorzystamy z wzoru na pochodna

ilorazu funkgji:

reoy _ 2(x*-1)—2x2x _ 2x%-2-4x? _ -2x%-2 _ -2(x%*+1)
fO) =" = TG T G T e

Sprawdzamy, dla jakich warto$ci pochodna przyjmuje warto$¢ zero:

)
flx)=0 & (Zx(f_:)lz)=0 © x?4+1=0 @ x*=-1 o x€e0.

Dla xeR\{—1; 1} otrzymali$my sprzecznos¢, zatem pochodna funkgji f(x)
nie przyjmuje wartosci zero.
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Sprawdzmy teraz, w jakich przedziatach pochodna funkcji f(x) przyjmuje
warto$ci dodatnie:
—-2(x?>+1)
'"*)>0 & ———=->0.
'@ e —c
Przypomnijmy, ze rozwigzujac nieréwnos¢, w ktérej mamy do czynienia
z ilorazem dwoch wielomianéw, iloraz ten zastepujemy iloczynem i w takiej po-
staci poszukujemy rozwigzania:

2x?2+1)(x*-1)>>0 ©x€0.

Analizujac znaki poszczegdlnych czynnikéw powyzszego iloczynu, wnio-
skujemy, ze podane wyrazenie nigdy nie bedzie dodatnie.
Sprawdzmy teraz, kiedy pochodna funkgji f (x) przyjmuje wartoéci ujemne:

PYow:
f'x)<0 & %<0.
To prowadzi do nastepujacej nieréwnosci:
-2(x>+1D(x2-1)?<0.
Aby okresli¢ znak iloczynu —2(x? + 1)(x? — 1)?, korzystamy z poniz-
szego rysunku.

»
>
X

© /1N © /1\ ©

Stad pochodna funkgji jest ujemna dlax € (—oo; —=1) U (—=1;1) U (1; 00).
Oznacza to, ze funkcja jest malejaca w calej dziedzinie, czyli dla xeR\{—1; 1}.

Trzeba zwrdci¢ uwage na to, iz zapisujac przedzialy monotonicznosci,
uwzgledniono to, ze x = 11ix = —1 nie nalezaly do dziedziny podanej funkcji.

d) Rozpoczynamy od podania dziedziny funkcji f(x) = (x — 1)e?*, ktorg jest
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych. Teraz mozemy przystapi¢ do wyznaczenia
pochodnej, korzystajac z wzoru na pochodng iloczynu:

fl(x)=1-e**+ (x —1)e?* -2 = e?* + 2xe?* — 2e?* = 2xe?* — e?*

= (2x — De?*.
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e)

Nastepnie wyznaczmy miejsca zerowe pochodnej:
Fl)=0 e (2x—1)e*=0 o 2x—1=0 < x=§,
oraz przedzialy, w ktérych pochodna przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne:
F)>0 e 2x—1De?*>0 o 2x—-1>0 & xe(%;w),
fl)<0 & r-1e¥<0 o 2x-1<0 & x€(-o;2).

W wyznaczeniu ich dla funkcji 2x — 1 positkujemy si¢ ponizszym wykre-
sem.

Stad funkcja jest malejaca w przedziale (—00;%)1 rosngca w przedziale
1
i)
Wyznaczmy najpierw dziedzine funkgji f(x) = In(1 — x2):
Dy = {xeR: 1 —x* > 0} = {xeR:x > -1 Ax < 1}.

Zatem dziedzine stanowi przedzial (—1; 1).
Mozemy przystapi¢ do wyznaczenia pochodnej funkgji, korzystajac z wzoru
na pochodng funkgji zlozone;:
, 1 -2
Fie) = (20 = 2%

1-x2'

Wyznaczamy punkty, w ktérych pochodna przyjmuje wartos¢ zero:

—-2x

f'x)=0 & 1—x2=0 = —2x=0 & x=0.

Nastepnie wyznaczamy przedzial, w ktérym pochodna przyjmuje wartosci
dodatnie:

—-2x
1—x2

f'x)>0 & > 0.

Podobnie jak w przykladzie d), rozwiazujac powyzsza nieréwnos$¢, zamie-
niamy iloraz wielomianéw na ich iloczyn:
2x(1-x)>02xx*-1D>0=2x(x-1Dx+1) >0
= x € (—1;0) U (1; ).
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Wykonujgc analogiczne przeksztalcenia dla f'(x) < 0, otrzymujemy
2x(1-x3)<0e2x(x—1)(x+1)<0 & x € (—oo;—1) U (0; 1).

W wyznaczaniu przedzialéw monotonicznosci positkujemy sie ponizszym

SN [

Uwzgledniajac dziedzine funkgji, czyli przedzial (—1;1), stwierdzamy,

wykresem.

ze funkcja jest rosnaca w przedziale (—1; 0) i malejgca w przedziale (0; 1).
©

Zadania

Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci podanych funkgji:

a) f(x)=2x3-3x2—-12x+1
b) f(x)= %x‘* +§x3 —%
o) f(x)=—x3—x%2+x+5
d) f(x)=x*-2x2-5
e) f(x)=x5-5x*+5x3+1
f) f(x)=x-2Inx
9 f) =20
x%—x+1
h) f(x) = x2+x:1
D=2
) () = (x*+ 1e*
k) f(x)=x%e"*
) f(x)=x-Inx
m) f) =5
n) f(x)=In(x*—4)
o) f(x)=x—-In(x2+1)
p) f(x)=—-x*xZ+2
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Odpowiedzi

a)

b)
c)

d)
e)
f)

g

h)

Funkgja jest rosnaca w przedziatach (—oo; —1), (2; 00), malejgca w przedziale
(-1;2).
Funkcja jest rosnaca w przedziale (—1; ), malejaca w przedziale (—oo; —1).

Funkcja jest rosngca w przedziale (—1 ; %), malejgca w przedziatach (—oo; —1),
1

Gie)

Funkgja jest rosnaca w przedzialach (—1;0), (1; ), malejaca w przedziatach

(=o0; =1), (0; ).

Funkgja jest rosngca w przedziatach (—o0; 0), (0; 1), (3; ), malejagca w prze-

dziale (1; 3).

Funkcja jest rosngca w przedzialach (—o0;0), (2;00), malejagca w przedziale

(0;2).

Funkgcja jest rosngca w przedziatach (—oo; —3), (—1; o), malejaca w przedzia-

tach (-3;-2),(—2; —1).

Funkcja jest rosngca w przedziatach (—oo; —1), (1;0), malejgca w przedziale

(-1; 1.

Funkcja jest rosnagca w przedziale (—2;0), malejaca w przedzialach

(=00; =2), (0; ).

Funkcja jest rosngca w zbiorze R.

Funkgja jest rosnaca w przedziale (0;2), malejagca w przedziatach (—o0;0),

(2; ).

Funkcja jest rosnaca w przedziale (e; ), malejaca w przedziale (0; e).

Funkcja jest rosngca w przedziale (0;4), malejgca w przedziatach

(=00; 0), (4; ).

Funkgcja jest rosngca w przedziale (2; o), malejgca w przedziale (—oo; —2).

Funkcja jest rosngca w zbiorze R.

Funkcja jest rosnaca w przedziale (—o0; 0), malejaca w przedziale (0; o).
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2 . 3 - Ekstrema lokalne funkgcji

Zacznijmy od zdefiniowania ekstremum lokalnego funkgji.

Niech funkcja f: X — Y bedzie okreslona w otoczeniu Q punktu xy, xg € X.
Funkcja y = f(x) ma w punkcie x, maksimum lokalne, jezeli istnieje takie

sgsiedztwo tego punktu S(x,, §) zawarte w otoczeniu Q, ze

V>0 Axes f(x0) = f(x).

Funkcja y = f(x) ma w punkcie x, minimum lokalne, jezeli istnieje takie s3-
siedztwo tego punktu S(xo, §) zawarte w otoczeniu Q, ze

V50 Axes f(x0) < f(x).

Jezeli funkcjay = f(x) ma w punkcie minimum lub maksimum lokalne, to mo-
wimy, Ze ma ona w tym punkcie ekstremum lokalne.

Funkcjay = f(x) ma w punkcie x, maksimum lokalne wlasciwe, jezeli istnieje
takie sgsiedztwo tego punktu S(xy, §) zawarte w otoczeniu Q, ze

V50 Axes f(x0) > f(x).

Funkcja y = f(x) ma w punkcie X, minimum lokalne wlasciwe, jezeli istnieje
takie sgsiedztwo tego punktu S(xy, §) zawarte w otoczeniu Q, ze

V>0 Axes f(x0) < f(x).

W ujeciu graficznym ekstrema lokalne wilasciwe funkcji mozna przedstawi¢
w postaci wykresdw zaprezentowanych na rysunkach 2.5 2.6.
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VA

flx))

=<V

0
Rys. 2.5. Minimum lokalne wiasciwe

YA

/|

fx,)

(A 4

0
Rys. 2.6. Maksimum lokalne wtasciwe

Aby wskazany punkt byl ekstremum lokalnym, musza by¢ spelnione dwa
warunki: konieczny i wystarczajacy. Pierwszy z nich — warunek konieczny istnienia
ekstremum - nazywany jest twierdzeniem Fermata''.

Twierdzenie Fermata — warunek konieczny

istnienia ekstremum lokalnego funkcji

Jezeli funkcja y = f(x) ma w punkcie x, ekstremum oraz jezeli istnieje pochodna

f'(x0), to f'(xo) = 0.

Podane twierdzenie jest warunkiem koniecznym, ale niewystarczajacym do tego,
aby w danym punkcie istniato ekstremum. Zatem implikacja odwrotna jest falszywa.
Przyktadem, kiedy nie jest ona spelniona, jest funkcja f(x) = x3, dla ktérej po-
chodna wynosi f'(x) = 3x2. Pochodna ta przyjmuje warto$¢ 0 dla x, = 0. Wartoé¢

! Pierre de Fermat (1601-1665) - francuski matematyk.
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funkcji w punkcie xy = 0 jest rdwna 0. Funkcja ta przyjmuje wartosci mniejsze
0d 0 (x3® < 0) dla x < 0 oraz wiecksze od 0 (x3 > 0) dlax > 0. Oznacza to, ze funk-
cja ta nie ma ekstremum w punkcie x4 = 0.

Geometrycznie twierdzenie Fermata oznacza, ze jezeli funkcja ma ekstremum
lokalne w punkcie oraz jezeli istnieje styczna do wykresu funkgji, to ta styczna jest
réownolegla do osi 0X. Graficzna interpretacja tego faktu zostala przedstawiona
na rysunku 2.7.

YA
max. lokalne

styczna

Y=

min. lokalne

>
X

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

‘ ‘

|

| |
0 X, X,
Rys. 2.7. Geometryczna interpretacja twierdzenia Fermata

Uwaga: Podany warunek konieczny istnienia ekstremum oznacza, ze funkcja moze
mie¢ ekstremum jedynie w punktach, w ktérych jej pochodna jest réwna zero lub
w punktach, w ktérych pochodna nie istnieje.

Oprécz warunku koniecznego istnienia ekstremum, aby rzeczywiscie dany
punkt byt punktem ekstremalnym, powinien by¢ spelniony przynajmniej jeden
z dwdch warunkow wystarczajacych.

Twierdzenie - Pierwszy warunek wystarczajacy

istnienia ekstremum lokalnego funkcji

Jezeli funkcja y = f(x) ma w sgsiedztwie S punktu x, pochodng f'(x) i funkcja
f(x) jest ciagta w punkcie x,, a dodatkowo
jezeli f'(x) < 0 dlalewostronnego sgsiedztwa S_ punktu x,
i
f'(x) > 0 dla prawostronnego sgsiedztwa S, punktu x,
to funkcja ma w punkcie x, minimum lokalne wlasciwe.
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Jezeli funkcja y = f(x) ma w sgsiedztwie S punktu x, pochodng f'(x) i funkcja
f (x) jest ciggta w punkcie x,, a dodatkowo
jezeli f'(x) > 0 dla lewostronnego sasiedztwa S_ punktu x,
i
f'(x) < 0 dla prawostronnego sgsiedztwa S, punktu x,
to funkcja ma w punkcie x, maksimum lokalne wlasciwe.

Pierwszy warunek wystarczajacy mozna rozumie¢ w ten sposdb, ze jezeli funkcja
ciagla jest malejaca w lewostronnym sgsiedztwie punktu x, i rosngca w prawostron-
nym, to w punkcie x, osigga minimum lokalne, jezeli za$ jest rosngca w lewostron-
nym sasiedztwie punktu x, i malejaca w prawostronnym, to w punkcie x, osiaga
maksimum lokalne.

Jezeli w sgsiedztwie punktu x; pochodna f'(x) ma staly znak, to w punkcie x,
ekstremum nie istnieje.

Twierdzenie - Drugi warunek wystarczajacy

istnienia ekstremum lokalnego funkciji

Jezeli funkcja y = f(x) ma w otoczeniu punktu x, pochodne do rzedu n wlacznie
i pochodna f ™ (x), ktéra jest ciggta w punkcie x,, przy czym n jest liczba parzysta,
a dodatkowo f ™ (xo) = 0dlak = 1,2,...,n — 1i f™(x,) # 0, to funkcja f (x) ma
w punkcie x, maksimum lokalne whasciwe, gdy f ™ (x,) < 0, minimum lokalne
whasciwe zas, gdy ™ (x,) > 0.

Szczegdlnym przypadkiem warunku wystarczajacego jest sytuacja, gdy n z twier-
dzenia jest rowne 2. Wowczas twierdzenie to przyjmuje nastepujaca postac.

Twierdzenie - Drugi warunek wystarczajacy

istnienia ekstremum - szczeg6lny przypadek

Jezeli funkcjay = f(x) ma w otoczeniu punktu x, drugg pochodng, ktdra jest ciagta
w punkcie x4, a dodatkowo f'(xq) =0 oraz f''(xy) # 0, to funkcja f(x) ma
w punkcie x, maksimum lokalne, gdy f''(xy) < 0, minimum lokalne za$, gdy

f''(x0) > 0.
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Wyznacz ekstrema podanych funkgji:
a) f(x)= §x3 +%x2 —6x+1

b) f(x)=x3-3x2+3x—4

O fl) =2

d) f() = (x—De*

e) f(x)=In(1-x?)

Rozwiazanie:
a) Procedura wyznaczania ekstremdw rozpoczyna si¢ — podobnie jak przy badaniu
monotonicznosci — od wyznaczenia dziedziny i pochodnej funkgji f(x).
W przypadku funkgji f (x) = §x3 + %xz — 6x + 1 dziedzing jest zbior liczb
rzeczywistych.
Pochodna natomiast wynosi

fl(x) =x*+x—6.

Otrzymang pochodng f'(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy punkty,
w ktorych pochodna sie zeruje:

flx)=0 © x?+x-6=0 & x=-3Vx=2.

W podanych punktach, zgodnie z warunkiem koniecznym, moze istnie¢ eks-
tremum.

Chcac sprawdzié, czy rzeczywiscie w wyznaczonych powyzej punktach funk-
cja osigga ekstremum oraz, jezeli tak, okresli¢, jakiego typu jest to ekstremum,
nalezy skorzystac z jednego z warunkéw wystarczajacych.

Zastosujmy najpierw pierwszy warunek wystarczajacy.

Zgodnie z nim musimy sprawdzi¢, jaki znak ma pierwsza pochodna w sasiedz-
twie punktow, dla ktérych przyjmuje wartos¢ zero. Do tego potrzebujemy informacji
o przedziatach, w ktérych pochodna przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne. Prze-
dziaty te zostaly wyznaczone podczas analizy monotonicznosci funkeji (przyklad 2.8,
podpunkt a). Sg one nastepujace:

ff[X)>0 © x2+x—-6>0 & x€ (—o0;—3) U (2;0),
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fl(x)<0 & x2+x-6<0 o x€(-3;2).

Na podstawie znaku pochodnej w sgsiedztwie wyznaczonych punktéw zerowa-
nia si¢ pochodnej wnioskujemy, ze w lewostronnym sasiedztwie punktu x = —3 po-
chodna przyjmuje wartoéci dodatnie, a w prawostronnym ujemne. Zatem w lewo-
stronnym sasiedztwie funkcja f(x) jest malejagca, a w prawostronnym rosngca.
To wskazuje, ze w punkcie x = —3 funkcja osigga maksimum lokalne. Z kolei w le-
wostronnym sgsiedztwie punktu x = 2 pochodna jest ujemna (czyli tam funkcja
maleje), a w prawostronnym dodatnia (czyli tam funkcja rosnie). Oznacza to,
ze w punkcie x = 2 funkcja osigga minimum lokalne.

W wyznaczaniu znakéw pochodnej w sasiedztwie podanych punktéw positku-
jemy si¢ ponizszym wykresem.

\ vy
= €] S, = =X

-3 2

Pozostaje wyznaczy¢ wartoséci funkcji w tych punktach, x = —3ix = 2, miano-
wicie
£(=3) =§- (—3)3 +§(—3)2 —6-(-3)+1= —9+§+ 18+1 =%= 5%,

f@ =122+l 2-62+1=2+2-1241=-2=-6,

Dla skrocenia zapisu czesto wyniki obliczen zwigzane ze znajdowaniem ekstre-
mow zapisuje si¢ w postaci ponizszej tabeli.

x (=;-3) -3 (=3;2) 2 (2; )
Ji0) + 0 = 0 +
fx) Y 5% N —6% Val
max min
Drugi sposob

W celu wyznaczenia ekstremdéw funkcji mozna takze wykorzysta¢ drugi warunek
wystarczajacy. Stosujac go, nalezy najpierw wyznaczy¢ druga pochodng badanej
funkgji:

f'(x)=(x?>+x-6) =2x+ 1.
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Nastepnie trzeba sprawdzi¢, jaki znak przyjmuje druga pochodna w punktach,
w miejscach zerowych pierwszej pochodnej:

f'(=3)=2-(-3)+1=-5,
f'@)=2-2+1=5.
Poniewaz w punkcie x = —3 druga pochodna przyjmuje warto$¢ ujemna, wigc
funkcja osigga maksimum lokalne dla x = —3.

W punkcie x = 2 druga pochodna przyjmuje wartos¢ dodatnia, zatem funkcja
osigga minimum lokalne dla x = 2.

Odpowiedz:
Funkcja osigga minimum lokalne w punkcie (2; —6;), maksimum lokalne zag
w punkcie (—3; 52).
b) Dziedzing funkgji f (x) = x3 — 3x? + 3x — 4 jest zbi6r liczb rzeczywistych. Na-
lezy wyznaczy¢ pierwsza pochodna, ktéra w tym przypadku wynosi
f'(x) =3(x—1)2

Pochodna przyjmuje wartos¢ zero dla x = 1.

Stosujac pierwszy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum, nalezy
sprawdzi¢, czy w prawostronnym i lewostronnym sgsiedztwie tego punktu po-
chodna przyjmuje przeciwne znaki. Poniewaz po obu stronach punktu x =1
pierwsza pochodna ma wartoé¢ dodatnig (3(x — 1)2 > 0 dla x # 1), zatem
w tym punkcie funkcja nie ma ekstremum.

Uzyskane wyniki zapisujemy w tabeli.

x (=0 1) 1 (1; )
f’(x) + 0 +
f&) Pl brak ekstremum A

Analizujgc zestawienie zawarte w tabeli, wida¢, ze pochodna przyjmuje tylko
warto$ci dodatnie, zatem funkcja jest rosngca. Pochodna nie zmienia znakéw
na przeciwne, dlatego mozna wnioskowac, ze funkcja nie ma ekstremow.

Drugi sposob
Istnienie ekstreméw funkcji mozemy réwniez sprawdzi¢, wykorzystujac drugi warunek
wystarczajacy istnienia ekstremow funkgcji. W tym celu wyznaczamy drugg pochodna:

f"(x) = 6x — 6.

72



Zastosowanie pochodnych do badania wlasnosci funkcji

Podstawiajac warto$¢ x = 1, otrzymujemy
") =6-1-6=0.

Poniewaz druga pochodna jest tozsamosciowo réowna zero, nalezy wyznaczy¢
pochodne wyzszych rzedéw i sprawdzi¢, jakie przyjmuja znaki. Zacznijmy od po-
chodnej trzeciego rzedu:

f""(x) =6.

Widzimy, ze drugie kryterium wystarczajace nie rozstrzyga kwestii istnienia eks-
tremum (aby kryterium to rozstrzygalo, pierwsza rézna od zera pochodna wyzszego
rzedu powinna by¢ parzysta).

¢) Dziedzing funkdji f(x) = (x — 1)e?* jest zbiér liczb rzeczywistych.
Pochodna funkcji f (x) wynosi

f'(x) = (2x — 1)e?*.
Pochodna przyjmuje warto$¢ zero dla x = %

Zastosujmy teraz pierwszy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum. Pierw-
. . . . 1. .
sza pochodna jest dodatnia w prawostronnym sgsiedztwie punktu x = - i ujemna

w lewostronnym. Zatem w tym punkcie funkcja osigga minimum lokalne.

Pozostaje wyznaczy¢ warto$¢ funkcji w tym punkcie:

FR)= (1)t demt

Uzyskane wyniki zapisujemy w tabeli.

x ) : i)
f’(x) - 0 +
f) “ - a
min
Drugi sposob

Zastosowanie drugiego warunku wystarczajacego nalezy rozpocza¢ od wyznaczenia
drugiej pochodne;j:

(%) = (2x — 1)e?* 4 4e* = (2x + 3)e™.
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Podstawiajac x = %, otrzymujemy

)= (3ot -aeo

. 1 . -
Zatem w punkcie x = 3 funkcja ma minimum lokalne.

Wartos¢ funkcji w tym punkcie wynosi — g.

Odpowiedz:

Funkcja osiaga minimum lokalne w punkcie G, - g )

d) Zauwazmy, ze dziedzing funkcji f(x) = In(1 — x?) jest przedzial x € (—1; 1).
Pochodna funkcji wynosi

() = —2x _ —2x _ 2x
f x_l—xz_—(xz—l)_xz—l

oraz przyjmuje wartos$¢ zero dla x = 0.
Pochodna funkcji w lewostronnym sasiedztwie punktu x = 0 przyjmuje
wartosci dodatnie, a w prawostronnym ujemne, gdyz

x
f’(x)=x2_1>0<=>2x(x2—1)>0<=>2x(x—1)(x+1)>0<=>
S x€e(—1;0)U (1;0)
oraz
x
f’(x)=x2_1<O<=>2x(x2—1)<0<=>2x(x—1)(x+1)<0(:)

= x € (—o0; —1) U (0; 1).

Zatem w punkcie x = 0 funkcja osigga maksimum.
Wartos¢ funkcji w tym punkcie wynosi

f(0)=In(1-0%)=In1=0.

Uzyskane wyniki przedstawiamy w tabeli.

x (=1;0) 0 01
(0 + 0 _
f(x) W 0 “a

max
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Drugi sposob
Sprawdzmy, czy w tym przypadku mozna wykorzysta¢ drugi warunek wystarczajacy
istnienia ekstremow funkcji. Wyznaczamy najpierw druga pochodna:

" _ —2(1-x?)—(-2x)(-2x) _ —2+2x2-4x? _ —2-2x2
f (x) - (1-x2)2 - (1-x2)2 - (1—x2)2'

Podstawiajac x = 0, otrzymujemy

’r -2-2:02
() = 102 =-2<0.

Zatem w punkcie x = 0 funkcja osigga maksimum lokalne (bo wartos$¢ drugiej
pochodnej w tym punkcie jest ujemna).

Odpowiedz:
Funkgja osigga maksimum lokalne w punkcie (0; 0).

Zadania
Wyznacz ekstrema lokalne podanych funkgji:
a) f(x)=3x2—x3+6
b) f(x) =x3—6x%+9x
=1ya41,3 1
c) f(x)—4x +3x° =3
d) f(x)=x*—2x2-5
e) f(x)=x°>—5x*+5x3+1
) f(x)=x—-2Inx

g F@) =In( +x2)
hy f(o) =222

i) f(x)=x%e™
) =(x?—-2x+1)e*

e

2_

k) fx) =52
2_

b £ =T
3x2%+4x+4

m) 6 = “Far

n) f(x) =xlnx

75



Rachunek rézniczkowy funkcii jednej zmiennej. Podrecznik dla studentoéw studiéw licencjackich i inzynierskich

o) f(x)=x—In(x?+1)
p) f(x)=—-x*xZ+2
Odpowiedzi

a)
b)

c)
d)

e)
f)

g
h)
i)
)
k)
1)
m)
n)
0)
p)
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Minimum lokalne w punkcie (0; 6), maksimum lokalne w punkcie (2; 10).

Maksimum lokalne w punkcie (1; 4), minimum lokalne w punkcie (3; 0).
Minimum lokalne w punkcie (— 1;— %)
Minimum lokalne w punktach (—1; —6) oraz (1; —6), maksimum lokalne

w punkcie (0; =5).

Maksimum lokalne w punkcie (1; 2), minimum lokalne w punkcie (3; —26).
Maksimum lokalne w punkcie (0; —1), minimum lokalne w punkcie
(2;2—-1In2).

Brak ekstremoéw lokalnych.

Minimum lokalne w punkcie (—1; —2e), maksimum lokalne w punkcie (3 ; 6—63).
. . . . 4
Minimum lokalne w punkcie (0; 0), maksimum lokalne w punkcie (2 ; e—z).

Maksimum lokalne w punkcie (—1 ; g), minimum lokalne w punkcie (1; 0).
Maksimum lokalne w punkcie (1; —1), minimum lokalne w punkcie (2; 0).
Maksimum lokalne w punkcie (—1; 3), minimum lokalne w punkcie (1 ; %)
Minimum lokalne w punkcie (—2 ; 2%), maksimum lokalne w punkcie (0; 4).
Minimum lokalne w punkcie G, - é)

Brak ekstremow lokalnych.

Maksimum lokalne w punkcie (0; 0).
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2 . 4 - Ekstrema absolutne funkc;ji

Liczb¢ m € R nazywamy wartoscig najmniejszg funkcji (minimum absolutnym lub
minimum globalnym) y = f(x) w zbiorze A C Dy, jezeli

Vigeaf(x0) = m oraz Ayeqs f(x) 2 m.

Liczbe M € R nazywamy wartoscig najwieksza funkcji (maksimum absolutnym
lub maksimum globalnym) y = f(x) w zbiorze A < Dy, jezeli

Vxoeaf (o) = M oraz Ayea f(x) < M.

Uwaga: Jezeli funkcjay = f(x) jest rosngca w przedziale domknietym [a, b], to war-
toscig najwiekszg jest f(b), a najmniejszg f(a). Jezeli natomiast funkcja y = f(x)
jest malejgca w przedziale domknietym [a, b], to f(a) jest warto$cig najwieksza,
a f(b) najmniejsza.

Na rysunku 2.8 przedstawiono przyklad wykresu funkeji osiagajacej minimum
absolutne m dla minimum lokalnego oraz maksimum absolutne M na krancu dzie-
dziny.

YA

M =f(b)
flx)

fix,)
fx,)

fla)
m = f{x,)

0| a X, X, X, X, b X

Rys. 2.8. Warto$¢é najmniejsza i najwieksza funkcji w przedziale domknigtym

Niech funkeja f:[a, b] = R bedzie ciagta w przedziale [a, b] i niech ma po-
chodng wlasciwg lub niewlasciwg poza skonczong liczba punktéw tego przedziatu.
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Aby wyznaczy¢ warto$ci najwigksza i najmniejszg tej funkcji w podanym przedziale,

nalezy:

1) znalez¢ pochodng funkcji i wyznaczy¢ jej miejsca zerowe w przedziale (a, b) oraz
punkty, w ktérych pochodna tej funkeji nie istnieje;

2) obliczy¢ wartosci funkcji w punktach krancowych przedziatu, to jest dla x = a
i x = b, oraz w miejscach zerowych pierwszej pochodnej i w punktach, w kto-
rych pochodna nie istnieje (o ile istnieja);

3) sposrdéd wyznaczonych wartosci funkeji f wybra¢ najmniejsza i najwigksza,
ktére s3 odpowiednio minimum absolutnym i maksimum absolutnym w prze-
dziale [a, b].

Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwigksza podanych funkcji we wskazanych prze-
dziatach:
a) f(x)=x3-3x%2+4 dlax € [-2;4]

b) f(x) =%x4+§x3 —%xz —2x+1dlax € [—%%]

o) f(x)=(x*+2x—2)e*dlax€[-2;1]

Rozwiazanie:

a) Wyznaczenie najmniejszej i najwiekszej wartoséci funkcji, podobnie jak w przy-
padku ekstremoéw lokalnych, nalezy rozpocza¢ od wyznaczenia dziedziny funk-
cji, ktéra w tym przypadku jest zbiorem liczb rzeczywistych. Jest to krok nie-
zbedny, gdyz dzigki niemu wiadomo, czy wszystkie punkty z analizowanego
przedziatu nalezy uwzglednia¢ podczas poszukiwania wartosci najwigkszej i naj-
mniejszej. Nastepnie obliczamy pochodna funkeji f(x) = x3 — 3x2 + 4, ktéra
w tym przypadku wynosi

f'(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2).
Otrzymang pochodng f'(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy jej miej-
sca zerowe:
f'x)=0 & 3x(x—2)=0 & x=0Vx=2.

W tych punktach moze istnie¢ ekstremum. Zatem poszukujac najmniejszej
i najwiekszej wartosci funkeji, nalezy uwzgledni¢ je wraz z punktami kranco-
wymi przedziatu [—2; 4]. Obliczamy:

f(=2)=(-2)*-3-(-2)2+4=-8—-12+4=—16,
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b)

f(0)=03-3-0%2+4=4,
f(2)=23-3:224+4=8-12+4=0,
f(4)=43-3-42+4 =64 —48 + 4 = 20.

Spo$réd wyznaczonych wartoséei funkgji f(x) = x3 — 3x? + 4 najwieksza
jest f(4) = 20, najmniejszg za$ f(—1) = —16. W tym przypadku sa to wartosci
funkcji na krancach analizowanego przedzialu (patrz ponizszy rysunek).

A
f4) 1

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, rozwigzywanie zadania nalezy rozpo-
cza¢ od wyznaczenia dziedziny funkcji. W tym przypadku jest to przedziat

[—%;%], mimo ze funkcja jest okreslona dla x € R. Nastepnie obliczamy po-
chodng funkgji

—1,4,2 3 12
f(x)—4x +ox7 =X 2x + 1,
ktéra wynosi
ff)=x34+2x2—x—-2=x3—x+2x>-2=x(x>-1)+2(x*-1) =
=(x+2)x*-1D=x+2)(x+1(x—1).

Pochodna ta przyjmuje warto$¢ zero dla x = —2lubx = —11lub x = 1.
Z wyznaczonych punktéw jedynie x = —11ix = 1 nalezg do wskazanego w tre-
$ci przykladu przedzialu [—%,%] i tylko je, wraz z krafdcami przedzialow,

uwzgledniamy, wyznaczajac wartosci funkcji:
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fED =3 D 42 (D -5 (CDP -2 (D 1=24

1 7

1 1.42_9. - _7
21 2-14+1= =

f)=3-1*+2-13-
3} 1 3\* 2 3\3 1 3\? 3 57
F(=3)=3(3) +5(=3) -3 (=3) -2 (-5)+1=13
3\ 1 % 2 3\3 1 [3)\2 3 25
r3)=36) +3C) 3G -2()+1=2
Spo$réd wyznaczonych wartosci funkdji f(x) = %x“ + §x3 - %xz —2x+1
najwieksza wartoscia jest f(—1) = 21—12, najmniejsza za$ f(1) = —%, ktore
w tym przypadku sg rowniez ekstremami lokalnymi funkcji wewnatrz wskaza-

nego przedziatu (patrz ponizszy rysunek).

A-1)

-2 -1,5-1 -0,5 \G\yl,s 5 X
f[=7

c) Dziedzing funkgji f (x) = (x? + 2x — 2)e* jest zbiér liczb rzeczywistych, zatem
funkgja f jest okre$lona w catym przedziale [—2; 1]. Pochodna funkcji wynosi

fl(x) = 2x +2)e* + (x2 + 2x — 2)e* = (x? + 4x)e* = x(x + 4)e”.

Pochodna przyjmuje warto$¢ zero w punktach x = —4 lub x = 0. Jedynie punkt
x = 0 nalezy do przedzialu [—2; 1], wiec tylko on wraz z punktami kranicowymi be-

dzie uwzgledniany podczas wyznaczania wartosci funkgji:

£(0) = —2€° = —2,

F(=2)=((-2)2+2-(-2)—2)e 2 =—2¢2 = —ez—z ~ —0,27,
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f)=01%2+2-1-2)et=e=~2,72.

Warto$cig najwieksza jest f (1) = e, najmniejszg za$ f (0) = —2 (patrz ponizszy

rysunek).

YA
3,57

31

2,5¢
21

1,57
14

0,57

-1,5-2.-1,5-1-0,5 0]

Zadania

Wyznacz najmniejszg i najwieksza warto$¢ podanych funkcji:

a) f(x)=x34+x%2—x+1dlax€[-2;0]

b) f(x) =x%—5x*+5x3+1dlax €[-1;2]

) f(x)=x—-2Inxdlax € [1;e]

d) f(x)=2xInxdlax € [1;e]

e) f(x)=x%e*dlax€[-1;2]

D fG) =2 daxe[L;5]

g) f(x)=mn(1+x?)daxe[-2;1]

Odpowiedzi

a) Warto$¢ najmniejsza f(—2) = —1, najwieksza za$ f(—1) = 2.
b) Warto$¢ najmniejsza f(—1) = —10, najwieksza za$ f (1) = 2.
c) Warto$¢ najmniejsza f(2) = 2 — 21In2 = 0,614, najwigksza zas f (1) = 1.
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d) Wartoé¢ najmniejsza f(1) = 0, najwieksza za$ f(e) = 2e = 5,437.
e) Warto$¢ najmniejsza f(0) = 0, najwieksza za$ f(—1) = e = 2,718.
f) Warto$¢ najmniejsza f(1) = i ~ 0,368, najwieksza zas f(4) = 26—546 ~ 4,6809.

g) Warto$¢ najmniejsza f(0) = 0, najwieksza za$ f(—2) =In5 =~ 1,609.
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2 . 5 - Wypuktos$é, wklestosé i punkty przegiecia funkciji

Niech funkcjay = f(x) bedzie okreslona w przedziale (a, b) (gdzie—c0 < a < b < o0).
Funkcja f jest wypukla (wypukla ku dolowi) w przedziale (a, b), jezeli

Na<x,<x,<b No<t<1 f(Ex1 + (1 = O)x3) < tf (%) + (1 — ) f(x3).

Niech funkcja y = f(x) bedzie okreslona w przedziale (a, b) (gdzie —o0 < a <
< b < 00). Funkgja f jest $cisle wypukla (silnie wypukla ku dotowi) w przedziale
(a,b), jezeli

Na<x,<x,<b No<t<1 f(Ex1 + (1 = O)x3) < tf (x1) + (1 — 1) f(x3).

Niech funkcja y = f(x) bedzie okres$lona w przedziale (a, b) (gdzie —o0 < a <
< b < ). Funkgja f jest wklesta (wypukla ku gérze) w przedziale (a, b), jezeli

Na<xy<xy<b No<t<1 f(Ex1 + (1= 8)x2) = tf (%) + (1 — ) f(x2).

Niech funkcja y = f(x) bedzie okres$lona w przedziale (a, b) (gdzie —o0 < a <
< b < ). Funkcja f jest $cisle wklesla (silnie wypukla ku gorze) w przedziale
(a,b), jezeli

Na<xy<xy<b No<t<1 f(Ex1 + (1= 8)x2) > tf (%) + (1 — ) f(x2).

Geometrycznie wypuklos¢ funkcji oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu
funkcji lezy wyzej niz fragment wykresu funkcji potozony miedzy punktami, przez
ktore przechodzi sieczna (rys. 2.9). Z kolei wklestos¢ funkcji oznacza, ze kazdy odci-
nek siecznej wykresu funkcji lezy ponizej fragmentu wykresu funkeji potozonego
miedzy punktami, przez ktdre przechodzi sieczna (rys. 2.10).
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YA
y=f()
|
[
|
| |
|
| } :
| | |
' . I »
0 x,  tx+1-t)x, x, x
Rys. 2.9. Funkcja scisle wypukta
YA
Y=/
|
‘ |
| [
| [
| L
| L
\ . I ,
0 X, tx+(1-0x, x, x

Rys. 2.10. Funkcja Scisle wklesta

Geometrycznie wypuklo§¢ oznacza réwniez, ze dowolna styczna do wykresu
funkgcji lezy ponizej krzywej (rys. 2.11), wklestos¢ zas oznacza, ze dowolna styczna
znajduje si¢ powyzej krzywej (rys. 2.12).

YA
v =flx)

StyCZﬂa

o

0

Rys. 2.11. Funkcja scisle wypukta
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JA

sty cn?

y=fx)

¥

0
Rys. 2.12. Funkcja $cisle wklesta

Funkgje $cisle wypukla oznacza si¢ symbolicznie \/, a funkgje $cisle wklesta jako /M.

Jezeli funkcja jest jednoczesnie:

1) rosngca i wypukla, to zapisywana jest symbolicznie jako _J} co oznacza, ze naj-
pierw ro$nie wolniej, a nastepnie szybciej;

2) rosnaca i wklesla, to zapisywana jest symbolicznie jako (", co oznacza, ze naj-
pierw roénie szybciej, a nastepnie wolniej;

3) malejaca i wypukla, to zapisywana jest symbolicznie jako \+, co oznacza, ze naj-
pierw maleje szybciej, a nastepnie wolniej;

4) malejaca i wklesla, to zapisywana jest symbolicznie jako "V, co oznacza, ze naj-
pierw maleje wolniej, a nastgpnie szybciej.

Twierdzenie — Warunek wystarczajgcy wypuktosci i wklestosci

Jezeli funkcja y = f(x) ma drugg pochodng dla x € (a, b), przy czym
Axe(ap) f"(x) >0,

to wykres krzywej y = f(x) jest $cisle wypukly w przedziale (a, b).

Jezeli funkcja y = f(x) ma drugg pochodna dla x € (a, b), przy czym
/\xe(a,b)f”(x) <0,

to wykres krzywej y = f(x) jest $cisle wklesty w przedziale (a, b).

Uwaga: Jezeli f" (x) = 0 dla kazdego x € (a, b), przy czym réwnos¢ f''(x) = 0 za-
chodzi jedynie dla skonczonej liczby punktéw z przedziatu (a, b), to funkgja f jest
$cisle wypukta w przedziale (a, b).
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Analogicznie, jezeli f''(x) < 0 dla kazdego x € (a,b), przy czym réwnoéé
f"(x) = 0 zachodzi jedynie dla skonczonej liczby punktéw z przedziatu (a, b),
to funkgja f jest $cisle wklesta w przedziale (a, b).

Niech funkcja y = f(x) bedzie okre§lona w otoczeniu Q punktu x,. Ponadto ma
W tym otoczeniu pochodng wlasciwg badz niewtasciwa. Punkt P(xo, f (o)) nazy-
wamy punktem przegiecia wykresu funkcji y = f(x), jezeli w lewostronnym sg-

siedztwie S_ tego punktu funkgcja f jest $cisle wypukta, a w prawostronnym sasiedz-
twie S, $cisle wklesta lub na odwrot.

Podana definicja punktu przegiecia oznacza, ze funkcja w tym punkcie zmienia
w nim rodzaj wypuklosci, czyli ze wykres funkcji przechodzi w punkcie przegiecia
z jednej strony stycznej na druga. Geometrycznie zostalo to przedstawione na ry-
sunku 2.13.

¥

YA

flx,)

f- wklesta

[ 4

|
|
|
|
|
0 X
Rys. 2.13. Funkcje z punktami przegiecia
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Twierdzenie — Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia

Jezeli funkcja f spelnia warunki:

1) (xo, f(xq)) jest punktem przegiecia,
2) istnieje f"'(xg),

to

f"(xp) = 0.

Z warunku koniecznego wynika, Ze funkcja moze mie¢ punkty przegiecia jedynie
w punktach bedacych miejscami zerowymi drugiej pochodnej albo w punktach,
w ktorych ta pochodna nie istnieje.

Twierdzenie - Pierwszy warunek wystarczajacy

istnienia punktu przegiecia

Jezeli xo € R oraz niech funkcjay = f(x) bedzie okre§lona przynajmniej w otocze-
niu tego punktu. Ponadto niech funkcja y = f(x) ma w tym otoczeniu pochodng
wlasciwg lub niewtasciwg. Jezeli f”(x) > 0 w lewostronnym sasiedztwie tego
punktu oraz f''(x) < 0 w prawostronnym sasiedztwie lub na odwr6t, to punkt
P(xo, f (xo)) jest punktem przegiecia wykresu tej funkgji.

Twierdzenie - Drugi warunek wystarczajacy

istnienia punktu przegiecia

Jezeli funkcja y = f(x) bedzie okres$lona przynajmniej w otoczeniu punktu x, € R
oraz jezeli f®(xg) =0 dla k=12,..,n—11 f™(xy) # 0, przy czym n jest
liczbg nieparzysta, gdzie n > 3, to punkt P(xo, f (xo)) jest punktem przegiecia wy-
kresu analizowanej funkcji.

B Froskadlz |

Wyznacz przedzialy, w ktorych funkcja jest wklesta, wypukla, oraz wskaz punkty

przegiecia wykresu podanych funkgji:
a) f(x)=x3+3x2—-4x-5

b) f(x)=x74—x3+6
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c)
d)
e)

x%-1

f(x) = x2+4
f() = (x — 1e*
f(x) =In(1 - x?)

Rozwiazanie:

a)

88

Wyznaczajac przedzialy wklestosci i wypuklosci oraz punkty przegiecia, nalezy,
podobnie jak przy analizie pierwszej pochodnej wyznacza si¢ przedzialty mono-
tonicznosci i ekstrema funkcji, rozpocza¢ od podania dziedziny funkcji. W ana-
lizowanym przykladzie dziedzing funkcji f(x) = x3 4+ 3x2 — 4x — 5 jest zbior
liczb rzeczywistych.

W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ pierwszg i druga pochodna:

f'(x) =3x%+6x —4,
f"(x) =6x+6.

Druga pochodng f"'(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy jej miejsca
zerowe:

f'x)=0 & 6x+6=0 & x=-1.

Nastepnie wyznaczamy przedzialy, w ktérych druga pochodna funkcji
f (x) przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne:

f'(x)>0 © 6x+6>0 & x€(—1;0),
f'x)<0 © 6x+6<0 & x€(—w—-1).

W wyznaczaniu przedziatéw, w ktorych funkcja jest wypukla lub wklesta,
positkujemy sie ponizszym wykresem.

fx)
o
Zatem funkcja jest wklesta w przedziale (—oo; —1), a wypukla w przedziale
(=1; c0).
Dla x = —1 druga pochodna funkgji f(x) przyjmuje warto$¢ zero (jest to
warunek konieczny istnienia punktéw przegiecia), w lewostronnym sasiedztwie

\4

funkcja jest wklesta, a w prawostronnym wypukla (jest to warunek wystarczajacy
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istnienia punktéw przegiecia). Tak wiec dla x = —1 funkcja ma punkt przegie-
cia, ktorego wartos¢ (druga wspoétrzedna tego punktu) wyznaczamy nastepujaco:

f(-1D)=(1)3+3-(-1)2-4-(-1)-5=1.

Zatem funkcja f (x) = x® + 3x2? — 4x — 5 ma punkt przegiecia P = (—1,1).
Uzyskane powyzej wyniki mozna przedstawi¢ réwniez w postaci tabeli.

x (=o0; —1) -1 (=1; )
f”(x) — 0 +
1
f(x) M op I\

b)

4
Dziedzing funkgji f(x) = x: — x3 + 6 jest zbidr liczb rzeczywistych.
Wyznaczamy jej pierwsza i drugg pochodna:
f'(x) = x3 + 3x2,
f"(x) =3x% + 6x = 3x(x + 2).

Drugg pochodng f"'(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy jej miejsca
zerowe:
f'"x)=0 & 3x(x+2)=0 x=0V x=-2.

Nastepnie wyznaczamy przedzialy, w ktérych druga pochodna funkcji
f (x) przyjmuje wartoéci dodatnie i ujemne:

f'(x)>0 © 3x(x+2)>0 © x € (—o;—2) U (0; ),
f'x)<0 & 3x(x+2)<0 & xe€(-2;0).

W wyznaczaniu przedziatow, w ktorych funkcja jest wypukla lub wklesta,
positkujemy sie ponizszym wykresem.

f)
@\\ /9 g

Zatem funkcja jest wypukla w przedzialach (—oo; —2) i (0; o), a wklesla
w przedziale (—2; 0).
Poniewaz dla x = —2 ix = 1 druga pochodna funkgji f (x) przyjmuje war-

tosci zerowe (warunek konieczny istnienia punktéw przegiecia), jak tez w obu
sasiedztwach (lewostronnym i prawostronnym) tych punktéw ma przeciwne
znaki (warunek konieczny istnienia punktow przegiecia), wigc ma dla nich
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punkty przegiecia. Ponizej wyznaczone sg wartosci funkcji w tych punktach
(a tym samym drugie wsp(’)h'ze;dne punktéw przegiecia):

F-2) =52 (—2)*+6=4+8+6=18,
— - _ 13 —_ - — 4=
f(1)_4 P+6=1-1+6=4

Zatem analizowana funkcja ma dwa punkty przegiecia: P; = (—2,18) oraz
1
P, = (147).

Uzyskane wyniki zapisujemy w tabeli.

x (—o0;=2) -2 (=2;1) 1 (1; )
700 n 0 — 0 +
1
165 ), ;ﬁ ~ K Y,
pp

¢) Dziedzing funkeji f(x) = ]est zbidr liczb rzeczywistych.

Wyznaczamy jej p1erwsze} i druga pochodna:
£ = 2x-(x%+4)—(x?-1)2x _  10x

(x2+4)2 T (x2+4)?

£(x) = 10-(x2+4)° —10x2(x2+4)2x _ —30x2+40 _ —10(3x%+4)

(x2+4)* To(x2+4)3 T (x2+4)3
Drugg pochodng f"'(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy jej miejsca
zerowe:
" _ —10(3x*-4) _ A 23 zv—
ffx)=0 & IV =0 © 3x? =0 e x=—-—Vx==

Nastepnie wyznaczamy przedzialy, w ktérych druga pochodna funkcji
f (x) przyjmuje wartoéci dodatnie i ujemne:

— 2
fu(x)>0 @%>0 S 3f-4>0 o xe(_%g;%g)’
— 2
[l <0e X 0o 30— 4> 0 o xe(—m - 22)u

(x2+4)3 3
(L)

Zatem funkcja jest wypukta w przedziale ( 2;/_ ; 2;/_) a wklesta w przedzia-
2V3) (23
tach (—e0; =52 (575 e2).
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Ponadto x = — ? ix= ? s3 pierwszymi wspolrzednymi punktow prze-
giecia. Wyznaczamy dla nich wartosci funkeji (drugie wspoéirzedne punktéow
przegiecia):

732
T T e B
3/ 2 716
R
2
o e A
3 ) 232 16
(?) +4
. . .. 2v3 1
Analizowana funkcja ma dwa punkty przegiecia: P; = (== »7g) oraz
_2V3 1
P = G019

Uzyskane wyniki zapisujemy w tabeli.

. 23 23 _2V3 243 243 23
"3 T3 3° 3 3 3’
f'(x) — 0 + 0 —
ES ES
fx) M 16 N\ 16 M
pp pp

d) Dziedzing funkdcji f(x) = (x — 1)e?* jest zbidr liczb rzeczywistych.
Wyznaczamy jej pierwsza i druga pochodna:
fl(x) =1-e?* + (x — 1)e?* -2 = (2x — 1)e?*,
f'(x) =2-e* + (2x — 1)e?* - 2 = 4xe?*.
Drugg pochodng f"(x) przyréwnujemy do zera i wyznaczamy jej miejsca ze-

rowe:
f'(x)=0 © 4xe?* =0 © x=0.

Nastepnie wyznaczamy przedzialy, w ktérych druga pochodna funkcji

f (x) przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne:
f'(x) >0 © 4xe** >0 & x € (0; ),
f'(x)<0 © 4xe?* <0 & x€ (—x;0).

Zatem funkcja jest wypukla w przedziale (0; 00), a wklesta w przedziale (—oo; 0).
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Poniewaz dla x = 0 druga pochodna funkgji f(x) przyjmuje warto$¢ zero,

jak tez w sgsiedztwie zaréwno lewostronnym, jak i prawostronnym tego punktu

ma przeciwne znaki, to x = 0 jest pierwsza wspolrzedng punktu przegiecia. Ponizej

wyznaczono wartos¢ funkgji dla x = 0:

f(0)=(0—1)e?%=—-1.
Stad punkt P = (0, —1) jest punktem przegiecia.
Powyzsze wyniki zapisujemy w tabeli.

x (=;0) 0 (0; )
') — 0 n
-1
) M op \
e) Dziedzing funkgji f(x) = In(1 — x?2) jest zbiér liczb rzeczywistych spelniaja-
cych nastepujacy warunek: 1 —x? > 0. Zatem dziedzine tworzy przedzial
x €(-1;1).
Wyznaczamy drugg pochodng funkgji f(x):
, -2
f®) =%
' _ —2(1-x?)—(—2x)(-2x) _ —2-2x% _ -2(1+x?)
f (x) - (1-x2)2 - (1-x2)2 - (1-x2)2 °
Druga pochodna dla x € (—1;1) przyjmuje wylacznie wartoéci ujemne,
wiec funkcja f(x) jest wklesla w calej swojej dziedzinie. Nie ma tez punktéw
przegiecia.
©
Zadania

Wyznacz przedzialy, w ktérych funkcja jest wklesta oraz wypuktla, wskaz réwniez

punkty przegiecia wykresu podanych funkgji:

a)
b)
<)
d)
e)
f)
g
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f(x) =%x4—3x2+x+1
fx) = (x —1)e*
flx)=x*—2x+2

flx) =x3+x?—12x
flx) =x*—2x%2-5
f(x) =x2%e™™

f(x) =xInx
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h)
i)
)
k)
Dy

f(x) = xv4 — x?
f(x) =log(1 +x?)
fG)=In(x3+1)

fx)=+vx%2 -1
f@) ===

m) f) = 25

Odpowiedzi

a) Funkgcja jest wypukla w przedziatach (—oo; —1) i (1; ), wklesta w przedziale
(=1;1), punkty przegiecia maja wspotrzedne (— 1,-2 %) , (1, - %)

b) Funkgja jest wklesta w przedziale (—oo; —1), wypukla w przedziale (—1; o),
punkt przegiecia ma wspdtrzedne (—1, - E)

c) Funkgja jest wypukla w przedzialach (—oo; 0) i (0; 00), nie ma punktow przegie-
cia.

d) Funkgcja jest wklesta w przedziale (—00; - %), wypukia w przedziale (—é ; 00),
punkt przegiecia ma wspdtrzedne (— g, 4 22—7)

e) Funkgcja jest wypukta w przedziale (—oo ;— ?) i (? ; 00), wklesta w przedziale
(— ?; ?), punkty przegiecia majg wspotrzedne (— ?; —52), (?, —52).

f) Funkcja jest wypukla w przedziatach (—o0;2 —v2) i (2 + v2; ), wklesta
w  przedziale (2 —V2;2+4++2), punkty przegiecia maja wspélrzedne
(2-vZ (6 — 4v2)e¥22), (2 = VZ; (6 + 4V2)eV22),

g) Funkgja jest wypukta w przedziale (0; o), nie ma punktéw przegiecia.

h) Funkgja jest wypukla w przedziale (—2; 0), wklesta w przedziale (0; 2), punkt
przegiecia ma wspolrzedne (0,0).

i) Funkcja jest wklesta w przedziatach (—oo; —1) i (1; 00), wypukla w przedziale
(=1;1), punkty przegiecia majg wspotrzedne (—1,log 2), (1,log 2).

j)  Funkcja jest wklesta w przedzialach (—oo;0) i (?{/E, ), wypukla w przedziale
(0; ¥/2), punkty przegiecia maja wspétrzedne (0,0), (V2,1n 3).

k) Funkgja jest wklesta w przedziatach (—oo; —1) i (1; 00), nie ma punktéw prze-

giecia.
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1) Funkgja jest wklesta w przedziatach (—o0; 0) i (0; o), nie ma punktéow prze-
giecia.

m) Funkgja jest wklesta w przedziale (—o0; 0), wypukla w przedziatach (0;1) i (1;
o), punkt przegiecia ma wspolrzedne (0, 0)
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2. 6 Reguta de I'Hospitala

Przy obliczaniu granic wyrazen nieoznaczonych postaci [%], [g], [0 — o0], [0 - 0],

[1], [°] i [0°] wykorzystuje sie twierdzenie de I'Hospitala .

Twierdzenie - Reguta de I'Hospitala dla nieoznaczonosci [g]

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa okreslone w otoczeniu Q punktu x, oraz spelniaja
warunki:

1) xln;rcl fx)=0i 11m gx)=0ig(x) # 0w Q(xg,6),

2) istniejg pochodne f'(x) i g'(x) dla kazdego x € Q,

3) g'(x) # 0dlakazdego x € Q,

4) istnieje granica lim ; ,(x; (skonczona lub nieskonczona),
XX

to istnieje granica lim % (skoniczona lub nieskonczona), przy czym
x-x9 9

f(x) [ ] f JCI)]

x—>x0 gx) x—>x0 g'x)’

Twierdzenie - Reguta de I'Hospitala dla nieoznaczonosci g

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa okreslone w otoczeniu Q punktu x, oraz spelniaja
warunki:
1) lim f(x) =ocolub llm f(x) =—0i llm g(x) =oolub llm gx) =

XX
2) istniejg pochodne f'(x) i g'(x) dla kazdego x € Q,
3) g'(x) # 0dlakazdego x € Q,

4)

f ()
g'(x)

to istnieje granica lim % (skoniczona lub nieskonczona), przy czym
x-xy 9

12 Guillaume de 'Hospital (1661-1704) - francuski matematyk.
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[oe]

lim 1) [2] = lim re

x—xo 9(x) x—x0 9" ()

Powyzsze twierdzenia sa prawdziwe dla granic jednostronnych oraz dla granic
w nieskonczonosci.
Dla nieoznaczonosci [co — oo] stosowana jest tozsamos¢

11
F) - gy = LT
7o 90

. L. . o
sprowadzaJ 4qcCa wyrazenie do nieoznaczono$ci [6]

Z kolei w przypadku nieoznaczonodci [0 - o] wykonywane jest przeksztalcenie

f)-gx) = &
g(x)
sprowadzajace wyrazenie do postaci [%] lub przeksztalcenie
£ g0 = L2
fG)

sprowadzajace wyrazenie do postaci [g]

Natomiast w odniesieniu do nieoznaczonosci [1%], [0°] i [0°] nalezy prze-
ksztalci¢ je w nastepujacy sposob:
f(x)9®) = ggx)Infx)

uzyskujgc nieoznaczono$¢ [0 - oo].

B Proykad 212

Oblicz granice podanych funkgji, wykorzystujac regute 'Hospitala:

—x%4+x-1
a)hxxx

x—00 X3+x2+2x—2

b) l]m eX—cosx

x—0 x+sinx

. In2x
¢) lim .
x—0* In(sinx)

d) limxInx
x—07t
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o lim (12 )Zx+1

X—00 3x-1
f) lim x*

x-0
Rozwiazanie:

x*—x%+x—1 o . 4x3-2x+1 o . 12x%-2

a) lims———==|=|=lm 5—==|7|= =

x—00 X3+x24+2x—2 o] g x—oo0 3x2 +2x+2 ol g x>0 6x+2

= [—] = 11m — = lim4x = oo
H x—>oo X—00

b) i ex—cosx [ ] x+smx 1

x—>0 x+sinx H x—>0 T1+cosx 2

1
In2x x'2 . 2sinx . sinx
c) = lim = lim

x—>0+ In(sin x)

H x—>0+ e cosx x—-0% 2x:cosx  x—0tx-cosx

cosx
=1

[ ]= lim -

0] H x»0*cosx — x -sinx
1 1

nx —00 . ~ x
d) limxInx =[0":(—o0)] = lim —— = [—] = lim %= lim — =

x—0% x-0+ < tool H x-0* ——  x-0* X

= lim (—x)=0

= lim (—x)

)2x+1

e) lim (1 —%)2“1 = [1%] = lim (1757

X—00 x—1 X—00
2 - In(1-=2—
= lim e(2x+1)'ln(1_m) = eggl»no]o (@x+1) ln(l 3x—1)
X—>00

Nalezy wyznaczy¢ granice znajdujaca si¢ w potedze.

(=15 —1) _

lim(2x+1)-ln<1— )=[oo-0]=lim
X—00

T i —E
(2x+1)
o3 Ho13:Ge-D-Br-3)3
~ MEED [y, B -
X—00 0] H x> _—12
(2x+1) (2x + 1)?

i (9x —3—-9x+9) - (2x + 1)? — lim 3-(2x+1)°
Txow —2-(3x-1)-(3x-3)  xw-1-Gx-1-Gx-3)
_ g 122 +12x+3 [ = 12x+12 _
= x—>oo _9x2 +12x — H x—>oo —9x + 12

4
—[— ;xﬂf.?o__c):‘?
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. . 2 2x+1 _4 1
Zatem granica lim (1 - ) =e 3=+
xX—00 3x—1 e*
. ot . x . . lim, x-1n x
) lim x* = [0+ ] = lim e®*" = lim e*1n¥ = gx-0*
x>0t x—-07% x—0%

Oddzielnie zostanie wyznaczona granica z potegi:

1
. . Inx —o0 . o . —=x?
limx-Inx = [0% - (—o0)] = lim 4 = [—] = lim %= lim — =
x—-0+ x-0t - © 1 7 x->0% -z x-0t X

Jig (-3 =0

Podstawiajac do granicy, uzyskujemy:

lim x* =e% =1
x—-0%

Zadania
Oblicz granice podanych funkgcji, wykorzystujac regule I'Hospitala:

. ex-2
a) lim ———
x—00 X2+2x—1
2
x“—=2x—10
b) lim———
) x—5 x3-125
. x+lnx
¢) lim
X—00 X
. X 1
& tim (-2
x—1 \x—1 Inx
eX—e™*
e) lim———
x—0 Sinx-cosx
f In(1+x2)
x—0 cosx—e~*
. In(x2+x+1
g) 11m¥
x—0 sinx
2
. x“=3x+1
h) lim 2220
x—o00 eX*+2x
. . x-—arctgx
1) lim —Zg
x-0" X
. . 1
j)  lim xx-1

x—1

k) lim (tgx)®*
xo%5
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Odpowiedzi

a)
b)
c)
d)

8

Al

© B O N NP g

©
8

o
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Badanie przebiegu zmiennosci funkgji realizowane jest zgodnie z pewnym schema-
tem opisanym w nastepujacy sposob:

Etap A
1. Wyznaczenie dziedziny funkgji.
2. Wskazanie podstawowych wlasnosci funkgji:
a) parzysto$¢ lub nieparzystos¢,
b) okresowo$,
c) miejsca zerowe,
d) ciagtosc.
3. Obliczenie granic lub wartosci na krancach dziedziny.
4. Wyznaczenie asymptot wykresu funkgji.

Etap B
5. Zbadanie wlasnosci funkcji wynikajacych z pierwszej pochodnej funkgji:
a) obliczenie pierwszej pochodnej i wyznaczenie jej dziedziny,
b) wyznaczenie miejsc zerowych pierwszej pochodnej, czyli punktéw, w kto-
rych funkcja moze mie¢ ekstrema,
c) wyznaczenie przedzialdw monotonicznosci funkgji,
d) wyznaczenie ekstremow funkcji.

Etap C
6. Zbadanie wlasnosci funkeji wynikajacych z drugiej pochodnej funkgji:
a) obliczenie drugiej pochodnej i wyznaczenie jej dziedziny,
b) wyznaczenie miejsc zerowych drugiej pochodnej, czyli punktow, w ktorych
funkcja moze mie¢ punkty przegiecia,
c) wyznaczenie przedziatéw wkiestosci i wypuklosci,
d) wyznaczenie punktéw przegiecia wykresu funkcji.

Etap D
7. Sporzadzenie tabeli.
8. Sporzadzenie wykresu funkgji.
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Przeprowadz badanie przebiegu zmiennosci nastepujacych funkgji:

a) flx)=—-x3+x2+x-1
b) f(x) ==x3e™*

O foo=52
Rozwiazanie:
a)

Wyznaczenie dziedziny funkcji

Badanie przebiegu zmiennosci funkeji rozpoczynamy od wyznaczenia jej
dziedziny, ktorg dla funkcji f(x) = —x3 + x2 + x — 1 jest zbi6r liczb rze-
czywistych.

Wskazanie podstawowych wiasnosci funkcji
Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja jest parzysta, czy nieparzysta, czyli spraw-
dzamy, czy f(—x) = f(x), czy f(—x) = —f(x). Zacznijmy od wyliczenia
nastepujacych wyrazen:
f)=-x3+x*+x—1,
f(=x)= =23+ (x)?+(x)—1=x3+x*-x—1,
—f(x)=x3—-x*—x+1.
Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy, ze f(—x) # f(x)
if(—x) # —f(x). Zatem funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.

Nie jest tez funkcjg okresowa.
Nastepnie wyznaczamy miejsca zerowe funkgji:

f)=-x3+x2+x—-1=(x—-1)*x+1)=0x=1vx=-1
Podana funkcja, bedaca funkcja wielomianows, jest funkcja ciagla.

Obliczenie granic lub wartosci na kranicach dziedziny
Wyznaczamy, jakie wartosci funkcja przyjmuje na krancach dziedziny:

lim (—x3 +x? + x — 1) = oo,

xX——00

lim(—=x3 +x%2+x—1) = —oo.

X—00

4. Wyznaczenie asymptot wykresu funkcji
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102

Kolejnym etapem badania przebiegu zmiennosci funkcji jest wyznaczenie
asymptot. Poniewaz dziedzing funkcji jest caly zbidr liczb rzeczywistych,
wigc funkcja nie ma asymptot pionowych. Z punktu 3. wynika, Ze nie ma tez
asymptot poziomych.
Asymptoty uko$ne réwniez nie istnieja, gdyz
&)

. . —x3+x24x—1
m= lim —= lim ————=
x—t+oo X xX—+oo X

—00,

Zbadanie wlasnosci funkcji wynikajacych z pierwszej pochodnej funkgcji
Nastepnie przystepujemy do analizy pierwszej pochodnej, zaczynajac od jej
wyznaczenia:
f'(x) = =3x% +2x + 1.

Na jej podstawie wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema

funkgji:
fl(x)=-3x>+2x+1=0 & x=—§Vx=1,
Flx)=-3x2+2x+1>0 & x€ (—§;1),
fl(x)=-3x?+2x+1<0 © x € (—00;—9 U (1; 00).

Zatem funkcja jest rosngca w przedziale (— %; 1), malejaca zas w prze-
dziatach (—00 ;— %) i (1;00). W celu wyznaczenia ekstreméw funkeji obli-

czamy wartosci funkcji dla x = —%ix =1:
1\ 1\3 1\? 1 _ 5
(D= (Y (D112,
f=-13+12+1-1=0.
Dla x = —é i x = 1 funkcja osigga ekstrema lokalne, przy czym dla
x=- % osigga minimum réwne —1 %, adlax = 1 maksimum wynoszace 0.

Zbadanie wlasnosci funkcji wynikajacych z drugiej pochodnej funkcji
Nastepnie przeprowadzamy analize drugiej pochodnej, ktora rozpoczynamy
od jej wyznaczenia:

f"(x) = —6x + 2.
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Wyznaczamy przedzialy wklestosci i wypuklosci funkcji oraz punkty
przegiecia:

f/l(x)=—6x+2=0 = xzé’
f'(x)=—-6x+2>0 & x € (_oo;l)’
3
f'lx)=—6x+2<0 & xE(%;oo),

Zatem funkgja jest wypukla w przedziale (—oo ; é), wklesta w przedziale

G; 00). Punkt przegiecia zlokalizowany jest dla x = %, przy czym przyjmuje

R ORORER e

Punkt przegiecia wynosi wiec P = (l - 16).

3’ 27

warto$é

Sporzadzenie tabeli
Majac przeprowadzong analize pierwszej i drugiej pochodnej, mozna wyko-
nac tabele, w ktorej uwzgledniamy wszystkie punkty otrzymane podczas wy-

znaczania dziedziny funkcji oraz analizy pierwszej i drugiej pochodne;j.
Punktami tymi, ustawionymi w porzadku rosnacym, s3: x = —%, x =§

oraz x = 1. Zatem w tabeli oprocz nich nalezy uwzgledni¢ przedzialy, ktére
s3 nimi rozdzielone.

1 1 11 1 1
T Bl I Gy B e B Gt M A L G2 IR S M OB
fle) | - — 0 + + + 0 - -
/e |+ + + + 0 - - - —
e _16 0
R e I A 8 I B
8. Sporzadzenie wykresu funkcji

Kreslac wykres, zaczynamy od zaznaczenia asymptot, a nastepnie punktow:
miejsca zerowego funkgji, ekstremdéw oraz punktow przegiecia. Punkty te ta-
czymy w taki sposdb, jak zapisane zostalo to w ostatnim wierszu powyzszej
tabeli.
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VA
2 +

1,51

b) Badanie przebiegu zmiennosci funkcji rozpoczynamy od wyznaczenia jej
dziedziny, ktérg dla funkcji f(x) = x3e ™ jest zbior liczb rzeczywistych.
Nalezy sprawdzi¢, czy funkeja jest parzysta, czy nieparzysta:

f(x) =x3e7,
f(=x) = (=x)%e™* = —x’e”,
—f(x) = —x3e™*.

Poréwnujac uzyskane wyniki, otrzymujemy, ze f(—x) # f(x)
if(=x) # =f(x).

Zatem funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta. Nie jest tez funkcja
okresows.

Nastepnie wyznaczamy miejsca zerowe:

fx)=x3e*=0ox=0.

Podana funkcja, bedaca iloczynem ciagtych funkcji wielomianowej i wy-
ktadniczej, rowniez jest funkcja ciagla.
Wyznaczamy warto$ci funkcji na krancach dziedziny:

lim x3e_x=[—oo-e°°]:[—oo-oo]=—oo’
X——00
- o - x3 oo o 3x%2 oo
limx’e™ = [0:e™®] = [0 0]—11m—=[—]=11m——[—]=
X—00 x—o0 @ ool H x>0 eX [¢'e)
.6 .6 6
=11m—f=[2 =11m—x=[—]=0
H x—o0 € 0l H x—>ooé€ (o8]
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Kolejnym etapem badania przebiegu zmiennosci jest wyznaczenie
asymptot. Poniewaz dziedzing funkgji jest zbior liczb rzeczywistych, nie ma
ona asymptot pionowych. Asymptoty uko$ne nalezy wyznaczy¢ oddzielnie

dla +00i—00
m= lim
X——00

@) lim

x3eX

X X—>—00 X

= lim x%e™* = [o0 - e®]

xX—>—00

Zatem nie istnieje asymptota ukosna w —oo.

f(x) x3e™* 9 oy
= lim —= = lim = lim x“e
x—oo X X—00 X—00
_hm__[oo] x—>oo x

n = lim(f(x) —mx) = lim (x3e x
X—00 X—00

Tak wiec

H x> o eX

prosta

= lim —
x—co eX

3]20

—0-x) = limx3e™ =0

X—00

y=mx+n=0-x+0=0

jest asymptota uko$ng (pozioma) w +co.

[oo-oo]:oo_

Nastepnie przystepujemy do analizy pierwszej pochodnej, zaczynajac
od jej wyznaczenia:

f'(x) =3x%e™™ —

3

e =x%(3—x)e™*.

Na jej podstawie wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema:

fl(x)=x*B—-x)e*=0© x=0vx=3,

fl(x) =x?2(3—x)e™* >0 & x € (—x;3),
f'(x) =x2(3—x)e™*

<0 © x € (3;,).

Zatem funkcja jest rosnaca w przedziale (—oo; 3), malejaca za§ w prze-
dziale (3; ).

x —0 (=0;0) 0 (0,3-v3) | 3-v3 | (3-+3;3)
') + + 0 + + +
f”(x) - - 0 + 0 _

0 0,574
fO | - - pp M pp 3

Wyznaczamy warto$¢ funkgeji dla x = 3:

— 2
f@)=3e?=5~

1,344.
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Funkcja ma minimum lokalne dla x = 3 i wynosi ono 1,344.

Nastepnie przeprowadzamy analize drugiej pochodnej, rozpoczynajac
od jej wyznaczenia:
f"(x) = (3x%e™* —x3e™™) = 6xe™* — 3x%e ¥ — 3x%e ¥ + x3e™¥ =

= x(6 — 6x + x2)e™*,

Wyznaczamy przedzialy wklestosci i wypuklosci funkcji oraz punkty

przegiecia:
f'x)=x(6—6x+x%)e™*=0 &
©x=0vVx=3-V3~1268Vx=3+V3=%4732,

frl) =x(6-6x+x¥)e*>0 @xe(0;3-V3) vxe
(3 ++/3; ),

f'(x)=x(6—6x+x*)e™*<0 & x€(—x;0)x € (3—\/?;3+\/§).

Zatem funkcja jest wypukta w przedziatach (0;3 —v3) i (3 + V3; ),
wklesta w przedziatach (—o0; 0) i (3 —-V3;3+ \/§)

Punkty przegiecia zlokalizowane sa dla x =0, x = 3 — /3 ~ 1,268
oraz dla x = 3 + V3 = 4,732, przy czym wartosci funkcji w tych punktach
$3 nastepujace:

f(0)=03e"=0,

F(3=v3) = (3 =v3) e"C~¥3) = 6(9 — 5v3)e~3+3 ~ 0,574,
F(3+v3) = (3 +v3) e"(+3) = 6(9 + 5v3)e 3"V ~ 0,933,

Tak wiec analizowana funkcja ma trzy punkty przegiecia: P; = (0; 0),
P, = (3—+/3; 0,574) oraz P; = (3 ++/3; 0,933).

Po dokonaniu analizy pierwszej i drugiej pochodnej mozna sporzadzi¢
tabele, w ktorej uwzgledniamy wszystkie punkty otrzymane podczas wyzna-
czania dziedziny funkgcji oraz analizy pierwszej i drugiej pochodnej. Punk-
tami tymi, ustawionymi w porzadku rosnacym, sg: x = 0, x = 3 — V3 =
~ 1,268, x = 3 oraz x = 3 + /3 = 4,732. Zatem w tabeli oprécz nich na-
lezy uwzgledni¢ przedzialy, ktére sa nimi rozdzielone.
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3

x (3;3+V3) 3+43 (3+V3;) o
f'(x) 0 - - - -
f"(x) — - 0 + +

1,344 0,933
0 "X N op - 0

Kreslac wykres, zaczynamy od zaznaczenia asymptot, a nastepnie punk-
tow: miejsc zerowych funkgji, ekstreméw oraz punktéow przegiecia. Punkty
te faczymy w taki sposdb, jak zapisane zostalo to w ostatnim wierszu powyz-
szej tabeli.

c) Badanie przebiegu zmiennosci funkeji rozpoczynamy od wyznaczenia jej dzie-

dziny, ktéra dla funkgji f (x) = ij:: jest zbiorem R\{—1,1}.
Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja jest parzysta, czy nieparzysta, czyli spraw-
dzamy, czy f(—x) = f(x), czy f(—x) = —f(x). Zacznijmy od wyliczenia na-

stepujacych wyrazen:

x?—4
o=

(—x)° -4 x%2-4
(—02—1 x2-1
x?—4 —x*+4
x2—1 x2-1

f(=x) =

—fx) =-
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Poréwnujgc uzyskane wyniki, otrzymujemy, ze f(—x) = f(x) i f(—x) #
# —f(x). Zatem funkcja jest parzysta (jest symetryczna wzgledem osi 0Y).

Nie jest funkcja nieparzysta ani tez okresowa.
Nastepnie wyznaczamy miejsca zerowe funkdji:

f(x)—

Podana funkcja, bedaca ilorazem funkcji wielomianowych, jest funkcja cig-

—O@x—ZVx——Z.

gla w dziedzinie.
Wyznaczamy warto$ci funkcji na krancach dziedziny:

2
. x“—4
lim ——=1,
x——oo0 X“—1
2
. x“—4
lim ——=1
x—o00 X“—1

Nalezy rowniez zbadal, czy wykres funkcji ma asymptoty pionowe dla

x=—-1lix=1
lim =2 = [_—3 = -0
x—-—-1" xz 1 - ot - >
x%-4 -3
1 _ [—_ = +OO,
xo—1+x2-1 0
. ox2-4 -3
lim —— = [—_] = +oo,
x-1" x“—1
lim = [ ] =
x—1t x2-1 ot
Zatem zaréwno prostax = —1,jakix = 1 sg asymptotami pionowymi obu-
stronnymi. Nastepnie wyznaczamy asymptoty ukosne:
. x?—4 1 x%—4
m= lim 22 = |im 2-=1m3=0,
x—+oo X x—>+oox 1 x x—+00 X°—x
x“—4 x%—4
—0- x) = lim =1.

n= llm (f(x) m: x)_ hm (xZ x—+o0 x3—x

Prostay = mx +n = 0-x + 1 = 1 jest asymptota ukosna (pozioma) obu-

stronna.
Kolejnym krokiem jest analiza pierwszej pochodnej, ktora zaczynamy od jej
wyznaczenia:
, _2x(x2-1)—(x2-4)2x _ 2x3-2x-2x3+8x _  6x
f1e0) = (x2-1)2 G-z -

Na jej podstawie wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema
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, 6
f(x)=ﬁ=0@x=0,

[0 =g >0 & 6x (2 =12 >0 & x € (1) U (1;00),
f’(x):wff"l)zm S 6x-(x2—1)2< 0 x € (—o;—1) U (=1;0).

Zatem funkgcja jest rosngca dla x € (0; 1) i dla x € (1; 00), malejgca za$ dla
x € (—o0;—1)1i x € (1;0).
Funkcja dla x = 0 osigga minimum lokalne réwne 4:
0%-4 -4
f(O) = m = _—1 = 4
Nastepnie przeprowadzamy analiz¢ drugiej pochodnej, rozpoczynajac od jej
wyznaczenia:

weon _ (x2=4\" _ 6(x2-1)’-6x-(x2-4)2x _ —18x?—6 _ —6(3x%+1)
f (x) - (xz—l) - (x2-1)* T o(x2-1)3 T (x2-1)3
Wyznaczamy przedzialy wklestosci i wypuklosci funkcji oraz punkty prze-
giecia. Druga pochodna nigdy nie przyjmuje wartosci 0, wigc funkcja nie ma
punktow przegiecia. Mimo to wyznaczamy przedzialy, w ktérych druga po-
chodna przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne:

_ 2
F(x) = % >0 & —63x2+1) (x2-13>0e xe(-11),
—-6(3x%+1
f”(x)=ﬁ<0 @—6(3x2+1)(x2—1)3 <0&

& x € (—o0; —1) U (1; ).

Zatem funkcja jest wypukta w przedziale (—1; 1), wklesta za§ w przedziatach
(=00; =1) i (1; 0).

Majac przeprowadzong analiz¢ pierwszej i drugiej pochodnej, mozna spo-
rzadzic tabele, w ktorej uwzgledniamy wszystkie punkty otrzymane podczas wy-
znaczania dziedziny funkcji oraz analizy pierwszej i drugiej pochodnej. Punk-

tami tymi, ustawionymi w porzadku rosnacym, sg: x = —1, x = 0 oraz x = 1.
Tak wigc w tabeli oprdcz nich nalezy uwzgledni¢ przedzialy, ktére sa nimi roz-
dzielone.

x —0 | (—o0;—1) -1 (-1,0) 0 (0;1) 1 (0;0) | o
f'(x) — - - 0 + + |+
' | - - + + + - |-
fx) 1 Y —00 o m4in _/A 0 —oo [' 1
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Kreslac wykres, zaczynamy od zaznaczenia asymptot, a nastepnie punktow
miejsc zerowych funkcji i ekstremdw. Punkty te taczymy w taki sposob, jak zapisane
zostalo to w ostatnim wierszu powyzszej tabeli. Wowczas wykres funkcji przyjmuje

postac:
x=-1 A x=1
7L |1
| |
el |1
| |
| _ |
| |
| |
| |
| |
| 3T |
2t )
| | =
S 4
N
4 3 A-10| 1 /2 3 4 52X
| =11 |
| |
| -2+ |
| |
-3+ |
| |
g4+ |
| |
©
Zadania

1. Przeprowadz badanie przebiegu zmiennosci nastepujacych funkcji:
a) flx)=x3-2x2+x+1

b) f(x)=3x*—4x3-1

O fl)=os+1

) f@) =2
e f(0) =5
D f0) =

g f(x)=vx*-1

2. Sporzadz wykres funkcji okreslonej i ciaglej w przedziale [—4;8), dla ktdrej
f-H)=1,f2)=f(7) =0, xlirg_f(x) = oo oraz spelnione sg warunki po-

dane w ponizszej tabeli:
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x (—4;0) 0 (0;3) 3 (3;5) 5 (5;8)
JH65) + - - - 0 +
f'(x) + — 0 + + +

3 -3 -5
f(x) ..) max —\ pp k’ min J
Odpowiedzi
1.

a)

x —00 (—o0; —1) -1 (-1;0) 0 (0;1) 1 (1; ) ©
f'(x) + + 0 — - — 0 + +
JHONE - - - 0 + + + +
f | e | (7 + 2 S N AR R

max pp min
-+ o
_2 4
-34

b)

x —oo | (—0;0) 0 (02 g) g (g. 1) 1 (1; 0) ©
e | - = 0 - - 0 + +
e | + + 0 — 0 ¥ n y

N e S s BV e R
f(x) 00 pp pp min @
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YA

1-.

0,57

X

<)
x o] (couv2) | V2 [ (VB0 [ 0 [(0vD) ][ V2 | (Vzw) [
e | + + + 0 - - -
00 |+ + - 0 = + |+
f@ 1| A ee| 7Y e | |1

4 -3 -2
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d)

x —00 (—o0; —3) -3 (—3,‘ —\/§) -3 (—\/§; O) 0
) + 0 - = 0
f'(x) - - * + +

4,5 0
fG) |~ - max R e - PP

x (0.' \/§) V3 (\/§, 3) 3 (3; ) )
f'(x) - - 0 + +
f'(x) - + + +

f | Y| e o 5, 0
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e)

x — (=,0) 0 (0; ) o
F@ - - - 5
f”(x) _ - + O
fx) -1 \y —00 K» 0

YA
x=0
4_.
34
2_.
1+

y=0

1 2 3 X

f)

x —© | (=9;0) 0 (0;1) 1 (1;3) 3 (3;00) |
O + 0 + - 0 + +
/e | - - 0 + + + + +

0 6,75
JA€9) —o0 (' op J 00 K» min J 00
|
|
il I | il Il »
6 4,270 |2 4 6 X
/, [
/ -2+ |
J I
/ 4+ }
:x =1
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g)

x —® (=00, =1) -1 =11 (1;0) 0
JH6) = - B -
f"(x) — — + 0
f) © Y\ 0 - P

9 ]
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Powtorzeniowe pytania testowe

Dla funkgcji o wartosciach f(x) i g(x), ktére majg pochodne f'(x) i g'(x)
i g(x) # 0 w punkcie x, prawdziwy jest wzor:
a) (@) _ '@,

9@/ gy
) (Lx)) _ ' @)g®)-f(x)g' (%)
g(x) (9(x))? ’
) (Lx)) _ ['0)g@)+f (g’ ()
9(x) (g(x))? ’

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Dla funkgcji o wartosciach f(x) i g(x), ktére majg pochodne f'(x) i g'(x)
i g'(x) # 0 w punkcie x, falszywy jest wzor:

Y _ fe
2) (g(x>) Ak

b (Fg@) = f g + f(x)g' (x);
o (k-f(x) =k f'(x),k € R;
d (f)+9®) =f'(x)+g' ().

Dla funkgcji o wartosciach f(x) i g(x), ktére majg pochodne f'(x) i g'(x)
w punkcie x, prawdziwy jest wzor:
a) (k-f() =) f'(x),keR;
b) (F()g(x)) =f'(x)gx) — f(x)g' (x);
@\ _ @,
2 (g<x>) raeo;

A (FE)+9®) =)+ g .

Pochodna funkdji f(x) = 2x> — 3x3 + x% — 4 wynosi:
a) f'(x)=5x*—3x2+2

b) f'(x) =5x*+9x? +x;

o) f'(x) =10x* —9x? + 2x;

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Pochodna funkdji f (x) = x2e* wynosi:
a) f'(x) =xe*(2+x);

b) f'(x) =e*(2+x%);

o f'(x)=e%

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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6. Pochodna funkgji f(x) = ex—x Wynosi:
a) f'(x)= eix;

b) £ =
o fe) =2

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

7. Pochodna funkdji f (x) = Vx? — 4 wynosi:
) () ==

VxZ-4

b) f'(0) ==

, 1
) F0 ==
d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

8. Pochodna funkgji f(x) = sin(3x — 6) wynosi:
a) f'(x) = cos(3x — 6);
b) f'(x) = 3cos(3x — 6);
c) f'(x) =3sin(3x — 6);
d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

9. Pochodna funkgji f (x) = In(2x2 + 1) wynosi:
) 4x+1
) [0 =5ay
) 4
b f()=7a
) i
) f@) =

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

10. Druga pochodna funkgji f(x) = 2x° — 3x3 + x% — 4 wynosi:
a) f'(x)=4x3-2x+2;
b) f"(x) = 40x3 —18x + 2;
o) f"(x) =10x* —9x? + 2x;
d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

11. Druga pochodna funkcji f(x) = sin(2x + 3) wynosi:
a) f"(x) = 2cos(2x + 3);
b) f"(x) = 2sin(2x + 3);
c) f"(x) = cos(2x + 3);
d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Druga pochodna funkgji f(x) = e3**1

a) f"(x) = 3e3¥t1;

b) £7(x) = 93+,

o) f"(x) = (Bx+1)e3¥tL

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Wynosi:

Przyblizona warto$¢ 1/16,1 wynosi:

a) 4,125;

b) 4,0125;

c) 4,25;

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Styczna do wykresu funkcji f(x) = 2x°> — 3x3 + x2 — 4 w punkcie x, = 1
ma wzor:

a) y=3(x—-1)—4;

b) y=(x-1-4%

) y=3(x—-1)+4;

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Koszt calkowity wytworzenia x jednostek pewnego produktu okreslony jest wzo-
rem K (x) = 1000 + 20x — 0,01x3, dla x > 0. Koszt kraicowy wynosi:

a) 20—0,03x%

b) 20x —0,01x3;

¢) 1000;

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Koszt calkowity wytworzenia x jednostek pewnego produktu okreslony jest wzo-
rem K(x) = 1000 + 20x — 0,01x3, dla x > 0. Koszt wyprodukowania dodat-
kowej jednostki tego produktu powyzej 10 jedn. wynosi:

a) 20;

b) 17;

c) 10;

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Elastycznos¢ funkgji f(x) w punkcie x:

a) jest przyblizong miarg procentowej zmiany wartosci funkcji f (x) wywolang
wzrostem argumentu x o 1%;
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18.

19.

20.

120

b) jest przyblizong miarg zmiany wartosci funkeji f(x) wywolang wzrostem
argumentu x o 1;

c) jest przyblizong miarg procentowej zmiany wartosci funkcji f (x) wywotang
wzrostem argumentu x o 1;

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Jezeli funkcja f(x) jest ciaggla w przedziale domknietym [a, b], rézniczkowalna
w przedziale otwartym (a, b) oraz f (a) = f(b), to istnieje taki punkt ¢ € (a, b),
ze f'(c) = 0. Powyzsze twierdzenie, to:

a) twierdzenie Fermata;

b) twierdzenie Rolle’a;

c) twierdzenie Lagrange’a;

d) twierdzenie de 'Hospitala.

Dany jest wykres funkgji f'(x).

T M .
S % 1 2 O *

Funkgja f(x) ma maksimum lokalne dla:

a) x=0;
b) x=1;
c) x=2;
d) x=3.

Dany jest wykres funkgcji f'(x).

fx)
Y e ®

% 1 2 O *
Funkgja f(x) jest malejaca w przedziatach dla:
a) (0;1)i(1; 3);
b) (0,5;1)i (2; );
) (=00;0)i(3;);
d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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21.

22.

23.

Dany jest wykres funkgji f'(x).

fx)
Y e ®

% 1 2 IO
Funkgja f(x) jest rosngca w przedziatach dla:
a) (0;1)i(1; 3);
b) (=;0,5)1(1;2);
) (=00;0)i(3;);
d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Dany jest wykres funkgji f''(x).

f(x)
L

SZ I

Funkgja f(x) ma punkt przegiecia dla:

4

ST O

INO ¥

a) x=0;
b) x=1;
) x=2

d) zadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Dany jest wykres funkgji f''(x).

) ) @

% 1 2 NGO ¥
Funkgja f(x) jest wypukta w przedziatach dla:

a) (0;1)i(1;3);

b) (1;2)1(3; )

) (=00;0)i(3;);

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.
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24.

25.

26.

27.

28.

122

Dany jest wykres funkeji f"'(x).

f(x)
Y ®

&%
Funkgja f(x) jest wklesta w przedziatach:
a) (0;1)i(1;3);

b) (1;2)i(3;);

) (=;0)i(3;);

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

NTO®

NGO *

Wiadomo, ze funkcja f (x) jest funkcja ciggla oraz f'(4) = 0if''(4) > 0. Funk-
¢ja f(x) w punkcie x = 4:

a) nie ma ekstremum;

b) ma minimum lokalne;

¢) ma maksimum lokalne;

d) nie wiadomo, czy ma ekstremum.

Wiadomo, ze funkcja f(x)jest funkcja cigglta oraz f'(3) =0,f""(3) <O.
Funkcja f(x) w punkcie x = 3:

a) nie ma ekstremum;

b) ma minimum lokalne;

¢) ma maksimum lokalne;

d) nie wiadomo, czy ma ekstremum.

Wiadomo, ze funkcja f (x) jest funkeja ciagly oraz f'(7) = 0 f"'(7) = 0. Funk-
¢ja f(x) w punkcie x = 7:

a) nie ma ekstremum;

b) ma minimum lokalne;

¢) ma maksimum lokalne;

d) nie wiadomo, czy ma ekstremum.

Wiadomo, ze funkgcja f'(x) > 0 w przedziale (a, b). Wtedy funkcja f(x) jest
w tym przedziale:

a) rosnaca;

b) malejaca;

c) stala;

d) zbyt malo informacji, aby wnioskowa¢ o monotonicznosci funkgji.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Wiadomo, ze funkgja f'(x) < 0 w przedziale (a, b). Wtedy funkcja f(x) jest
w tym przedziale:

a) rosnaca;

b) malejaca;

c) stata;

d) zbyt malo informacji, aby wnioskowa¢ o monotonicznosci funkcji.

Wiadomo, ze funkcja f''(x) > 0 w przedziale (a, b). Wtedy funkcja f(x) jest
w tym przedziale:

a) wypukla;

b) wklesta;

c) zbyt malo informacji, aby wnioskowac¢ o ksztalcie wykresu funkcji;

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Wiadomo, ze funkcja f''(x) < 0 w przedziale (a, b). Wtedy funkcja f(x) jest
w tym przedziale:

a) wypukla;

b) wklesta;

c) zbyt malo informacji, aby wnioskowac¢ o ksztalcie wykresu funkcji;

d) Zzadnaz powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Wiadomo, ze funkcja f(x) jest funkcja ciagly oraz f'(x) <0 i f"(x) <0
w przedziale (a, b). Wtedy w przedziale (a, b) funkcja:

a) jest rosngca wypukla;

b) jest malejaca wypukla;

c) jest rosngca wklesta;

d) jest malejaca wklesta.

Wiadomo, ze funkcja f(x) jest funkcjg ciagly oraz f'(x) >0 i f"'(x) <0
w przedziale (a, b). Wtedy w przedziale (a, b) funkgja:

a) jest rosngca wypukla;

b) jest malejaca wypukla;

c) jest rosngca wklesta;

d) jest malejaca wklesta.

Wiadomo, ze funkcja f(x) jest funkcjg ciaglta oraz f'(x) <0 i f'"(x) >0
w przedziale (a, b). Wtedy w przedziale (a, b) funkgja:
a) jest rosngca wypukla;
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b) jest malejaca wypukta;
c) jest rosngca wklesta;
d) jest malejaca wklesta.

35. Wiadomo, ze funkcja f(x) jest funkcjg ciagla oraz f'(x) >0 1i f""(x) >0
w przedziale (a, b). Wtedy w przedziale (a, b) funkcja:
a) jest rosngca wypukla;
b) jest malejaca wypukta;
c) jest rosngca wklesta;
d) jest malejaca wklesta.

36. Wiadomo, ze funkcja f(x) najpierw roénie wolniej, a nastepnie coraz szybciej,
wtedy:
a) f'(x)<0if"(x)<0;
b) f'(x)>0if"(x)<0;s
o f'(x)<0if"(x)>0;
d) f'(x)>0if"(x)>0.

37. Wiadomo, ze funkcja f(x) najpierw roénie szybciej, a nastepnie coraz wolniej,
wtedy:
a) f'(x)<0if"(x)<0;
b) f'(x)>0if"(x) <0
o f'(x)<0if"(x)>0;
d) f'(x)>0if"(x)>0.

38. Wiadomo, ze funkgja f (x) najpierw maleje wolniej, a nastepnie coraz szybciej,
wtedy:
a) f'(x)<0if"(x)<0;
b) f'(x)>0if"(x) <0
o f'(x)<0if"(x)>0;
d) f'(x)>0if"(x)>0.

39. Wiadomo, ze funkgja f (x) najpierw maleje szybciej, a nastepnie coraz wolniej,
wtedy:
a) f'(x)<0if"(x)<0;
b) f'(x)>0if"(x) <0
o f'(x)<0if"(x)>0;
d) f'(x)>0if"(x)>0.
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Powtorzeniowe pytania testowe

40. Dana jest tabelka przebiegu zmiennosci funkgji f(x):

x —o | (=o0;-1) -1 (=1,0) 0 (0;1) | 1 | (1;00) | oo
') + + 0 - - - 0 + +
' [ = - - - 0 + + + +
f@ | -e| (7 4 O A NG L (R

max pp min

Wrynika z niej, ze wykres funkgji f(x) to:

a)

33 Px

b)

3 Px
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c)

3 2

-3+

d) zadna z powyzszych odpowiedzi nie jest prawdziwa.

126



4 o ZADANIA
DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA



Zadania do samodzielnego rozwiazania

Korzystajac z definicji pochodnej, oblicz (o ile istnieja) pochodne funkcji w do-
wolnym punkcie x:

a) f(x)=x2+5x—1
b) f(x)=vx+3,x>-3
c) f(x) =cos3x

d) f(x)=—x#0

e) f(x)= lz,x *2

x—
Korzystajac z definicji, oblicz (o ile istniejg) pochodne funkeji w podanym punk-
cie:
a) fx)=x3-2x2+xx,=1
b) f(x)=vVx+1,x9=2
c) f(x) =cosx,xy=1

d) f(x)==,x =2

Q) f(0) =552 =2

Oblicz pochodne nastepujacych funkgji:

a) f(x)=2x3—4Vx+e*—3cosx +15
b) f(x) = 4x° —§+ 5% —7cosx+ 12

c) f(x) =%x3 + i/}+%

d) f(x)=3x3+2Inx—3+Vx3+12sinx+5

0 f(x)=x2—2x+3
D foo=228
g fl)=22
h) f) =2

) fx)=xVx
i) flx)=x5Yx3
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

k)
)

f(x) =x3Inx
f(x) =x%logx

m) f(x) = Yxlogs x

n)
0)
p)
q

r)
s)
t)

u)

a)
b)
<)
d)

e)
f)
g
h)
i)
)
k)
)

f(x) = x5e*
f(x) = (3x% + 2x) cosx
f(x)=(nx+2)ctgx

fx) = (x4 —é) (ctg x + Vx)

F =2
fay =2
=35
o) =1

. Oblicz pochodne nastepujacych funkgji zlozonych:

f(x) =cos (3x + 2)
f(x) =sin(x3-5)
f(x) = sin Vx2

flx)= cosx;

f@) = cosT !
f(x) = sinx3
f(x) =sin®x

f(x)=In(Bx +2)

f(x) = In(cosx? 4+ Vx3 — 3x)
f(x) = @x*+1)°
fx)=e"

Flx) = e3x+t

m) f(x) = (cos2x + x?2)3

129



Rachunek rézniczkowy funkcii jednej zmiennej. Podrecznik dla studentoéw studiéw licencjackich i inzynierskich

n) f(x) = (x"?sin5x)100

0) £ = (22"

p) f(x) =(2x —2)log(x + 2)

Q) fx) = x—4e3*1

5. Oblicz pochodne rzedu drugiego podanych funkcji:
a) fx)=x2+2x-3
b) f(x) = Va2
¢) f(x) =sinx
d) f(x) =x>Vx
e) f(x) =xInx
H ) =3
g) f(x)=—cos(3x +2)
h) f(x) =5+t

6. Oblicz rozniczki funkcji f(x) = —x3 + 2x% + x dla x, = 1, przyjmujac:

a) Ax =2

b) Ax =0,2
c) Ax =0,02
d) Ax =-0,2

7. Oblicz przyblizone wartosci podanych funkgji:
a) f(x)=x%+2x—4dlax,=1,02
b) f(x) =2x3—3x%—xdlax, = 1,02
o) f(x)=x*+1dlax,=1,02
d) f(x)=x3—x%—xdlax,=1,02
8. Oblicz przyblizone wartosci:
a) V273
b) V319
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Zadania do samodzielnego rozwiazania

10.

11.

12.

13.

14.

15.

c) e%t

d) In0,9

Wyznacz réwnanie stycznej do podanej krzywej:

a) f(x) =+v2x+ 5 wpunkciexy, =2

b) f(x)= x%w punkcie xo = 0

o fx)= % w punkcie xy = 1

d) f(x) =log(1 + x?) w punkcie x, = 3

Cena pewnego produktu zalezy od wielkosci podazy i wyraza si¢ wzorem
p(x) =22 +0,2x.

a) Oblicz wielko$¢ utargu catkowitego przy popycie xq = 100 jednostek.
b) O ile wzro$nie utarg calkowity przy zwigkszeniu popytu o 1 jednostke?

Niech funkcja popytu wyraza sie wzorem q(x) = 10 + 2x + 0,01x?, gdzie
0 < x < 15 - cena dobra. Oblicz, jak zmieni si¢ popyt na dobro przy zwigksze-
niu ceny o 1%.

Dane jest rownanie opisujace zaleznos¢ drogi s od czasu ¢t w ruchu prostolinio-
wym: s(t) = t? + t — 1. Oblicz predkos¢ w chwili t = t, oraz w chwili t = 5.

Wyznacz elastycznos¢ podanych funkcji i podaj interpretacje otrzymanego
wyniku:

a) f(x)=2x+4dlax=5

b) f(x)=-0,2x>+10dlax =2

) f(x) =e*dlax =2

Sprawdz, czy funkcja f(x) = x? + x — 2 spelnia w przedziale [1;4] warunki

i tez¢ twierdzenia Rolle’a oraz, jezeli spetnia, wyznacz punkt c, dla ktérego

£(c) = 0.

Sprawdz, czy funkcja f(x) = cosx spelnia w przedziale E ; T[] warunki i teze

twierdzenia Rolle’a oraz, jezeli spelnia, wyznacz punkt c, dla ktérego f'(¢) = 0.
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16. Sprawdz, czy funkcja f(x) = —x2?+4 2x + 2 spelnia w przedziale [—1;1]
warunki i tez¢ twierdzenia Lagrange’a oraz, jezeli spelnia, wyznacz punkt c,
dla ktérego f'(c) = 0.

17. Sprawdz, czy funkcja f(x) = cosx spelnia w przedziale E ; %] warunki i teze

twierdzenia Lagrange’a oraz, jezeli spelnia, wyznacz punkt c, dla ktérego
f'(©)=0.

18. Zapisz wzory Taylora dla podanych funkcji:
a) f(x) =2x54+x*—x3+x? + x + 2, przyjmujagca = 1

b) f(x) = xiz,przyjmujqc a=-1

19. Zapisz wzory Maclaurina dla podanych funkgji:
a) f(x) =sinx
b) f(x) =e*
20. Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne podanych funkcji:
a) f(x)=3x2+6x—-9
b) f(x) =2x3+9x%—24x+8
) f(x)=x3-3x2-24x-5
d) flx)=x3—-2x2+x
e) f(x)=x*—6x2+x
f) f(x)=—x*—2x3+36x

9 fl)=x+>

h) ) =
D0 =

D fe)=xVI—x2
k) f(x) =(x+1e*
) f(x)=(x%+1)e*
m) f(x) =e*+x
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21.

22.

) f) ==

o) f(x)=xInx
p) f(x)=x%Inx

X

qQ fx) =~

Inx

1) f(x)=x%*
s) f(x)=x—In(x+1)

Wyznacz wartosci najmniejszg i najwigksza podanych funkgji:
a) f(x) =x*—2x%+ 5w przedziale (—2,2)

b) f(x) =x3—3x%+ 6x — 10 w przedziale (—1,1)

o) f(x) =—-2x3—10x%+ 1w przedziale (—5,2)

d fx)= i—;i w przedziale (0,4)

e) f(x)=x%e* wprzedziale (—1,1)

f) f(x) = xInx w przedziale (0, e)

Wyznacz przedzialy wklestosci i wypuklosci oraz punkty przegiecia wykresu
podanych funkgji:

a) f(x)=x*+x%-4

b) f(x)=x3+x%—16x—16

o) f(x)=x*—12x3+48x% —6x + 2

d f)=Vx2+6

e fx)=—=
f) f(x)=1-In(x?—-4)
g f)="-

h) f(x)=x4—zx+%
i) f(x)=x—Inx
)=

k) f(x)=xInx
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23. Korzystajac z reguly de 'Hospitala, oblicz nastepujace granice:

.1
a) lim —

X—>+0c0 X
. 2x%+x
b) lim
x-0 X
. x?>-5x+6
¢ lim=——
x—3 x%2-9
2
. X“—5x+4
d) lim———
x-1 1—x
. 3%-1
e) lim
x-0 X
. In(e*+1)
) lim ——=
X—+00 X
) im sinx
g x—0 Sin 2x
. tgx
h) lim-£=
x-0 X
. . 1—cosx
i) lim—;
x>0 X
. . a2
i) lim x%e™*
X—+00
k) limxlnx
x—-07t
2
. x“—5x+6
) lim=——+
x52 x2=7x+10
. e*—1
m) lim
x—-0 X
. e*
n) lim —
xX—+o00 X
. Inx
o) lim —=
X—>+0c0 X
p) lim xe™
X—+00

24. Przeprowadz badanie przebiegu zmiennoéci nastepujacych funkgji:
a) f(x)=x3+2x2+x—-1
b) f(x)=2x*+x3
o) f(x)=—-x*+2x3—x%2+5
d 00 =15

x+1
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e fx)=5=
Hofe) =%
g f(x)= ﬁ

h) F0) =22

i) f(x)=xInx
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