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SEOWO WSTEPNE

Niniejsza ksigzka jest skryptem przeznaczonym dla studentéw kierunkdw inzynier-
skich, na ktérych matematyka stanowi podstawe dalszych zastosowan w zagadnie-
niach technicznych. Opracowanie to stanowi kontynuacje¢ publikacji Matematyka.
Wybrane zagadnienia algebry liniowej i geometrii analitycznej. Zakres tematyczny
jest dostosowany do obowigzujacych programéw nauczania i realizacji zatozonych
efektow uczenia si¢ przedmiotu matematyka 1.

Zalozeniem autorki bylo przedstawienie podstawowych zagadnien aparatu ma-
tematycznego w sposob jak najbardziej przystepny i zrozumiaty. Uklad tresci opiera
sie na rozwigzanych przykladach wzbogaconych komentarzami, ktére utatwig stu-
dentowi przyswojenie niezb¢dnej wiedzy oraz nabycie wymaganych umiejetnosci.
Niniejsza ksigzka sklada sie z czterech rozdziatow.

Rozdzial pierwszy poswigcony jest liczbom zespolonym. Czytelnik znajdzie
tu tresci, ktore pozwola okredli¢ postaé algebraiczng liczby zespolonej, wskazaé
czedci rzeczywista i urojong liczby zespolonej, wykona¢ dzialania na liczbach zespo-
lonych w postaci algebraicznej, obliczy¢ modut liczby zespolonej, wyznaczy¢ jej ar-
gument glowny, wyznaczy¢ liczbe sprz¢zona do liczby zespolonej, okresli¢ postaé
trygonometryczng liczby zespolonej, wreszcie wykona¢ dziatania na liczbach zespo-
lonych w postaci trygonometrycznej.

Drugi rozdzial dotyczy ciggow i szeregdw liczbowych. Po zdefiniowaniu pojecia
ciaggu liczbowego poruszono zagadnienie jego monotonicznoséci, sformulowano
definicje ciagow arytmetycznego i geometrycznego, ale przede wszystkim skupiono
sie na obliczaniu granic réznych rodzajow ciagow. W dalszej czesci tego rozdziatu
zdefiniowano pojecie szeregu liczbowego oraz zaprezentowano metody badania
zbieznosci tych szeregdw z wykorzystaniem kryterium poréwnawczego, kryterium
Cauchy’ego i kryterium d’Alemberta.

W rozdziale trzecim omoéwiono wybrane tresci dotyczace funkcji jednej zmien-
nej. Duzo uwagi poswiecono istotnej kwestii wyznaczania dziedziny funkcji. Poru-
szono tez problematyke wyznaczania ztozenia funkeji i wyznaczania funkeji odwrot-
nej do danej. W tym rozdziale mozna znalez¢ przyklady odnosnie do obliczania
granicy funkcji oraz granicy funkcji w punkcie, badania ciaglosci funkgji, jak réwniez
wyznaczania asymptot wykresu funkgji.

Ostatni, czwarty rozdzial skupia si¢ na pochodnej funkcji, pochodnej funkcji
zlozonej, pochodnych wyzszych rzedéow oraz ich zastosowaniu przy badaniu



monotonicznosci funkgji, jak tez na wyznaczaniu ekstreméw funkeji, przedzialow
wklestosci i wypuktosci oraz punktow przegiecia.

Matematyka. Wybrane zagadnienia analizy matematycznej ma charakter po-
mocniczego wydawnictwa zredagowanego na potrzeby ¢wiczen z przedmiotu mate-
matyka 1 na kierunkach technicznych. Pozycja zostata w calosci zredagowana przez
wykladowce z duzym do$wiadczeniem akademickim, ktéry dostrzegt potrzebe stwo-
rzenia takiego skryptu.

Elzbieta Gotgbeska



1. LICZBY ZESPOLONE

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu pierwszego mozna bez trudu:

poda¢ definicje liczby zespolonej,

okresli¢ posta¢ algebraiczna liczby zespolonej,

wskazac cze$¢ rzeczywista i cze$¢ urojona liczby zespolonej,

wykonywac¢ dzialania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej,
oblicza¢ modul liczby zespolonej,

wyznaczac argument glowny liczby zespolonej,

wyznaczac liczbe sprzezona do liczby zespolonej,

okresli¢ postac trygonometryczng liczby zespolone;j,

wykonywac¢ dzialania na liczbach zespolonych w postaci trygonometryczne;j.

1.1. Pojecie liczby zespolonej

Liczby zespolone sg elementami rozszerzenia zbioru liczb rzeczywistych o jednostke

urojona i, to znaczy pierwiastek wielomianu x? + 1, czyli rozwigzanie réwnania

x? + 1 = 0. Liczby zespolone rozszerzajg koncepcje jednowymiarowej osi liczbowej

do dwuwymiarowej plaszczyzny zespolonej przy zastosowaniu osi poziomej do ozna-

czenia liczb rzeczywistych, a pionowej do oznaczenia liczb urojonych. Liczba zespo-

lona moze by¢ okreslona za pomocg wspoirzednych na plaszczyznie zespolone;.



bl -+ (ab)

Definicja liczby zespolonej
Liczbg zespolong nazywa si¢ uporzadkowang pare liczb (a, b), gdzie: a,b € R.
Zbior liczb zespolonych oznacza si¢ C = R X R.

1.2. Postac algebraiczna liczby zespolonej

Kazdg liczbe zespolona z = (a, b) mozna zapisa¢ w postaci z = a + bi, gdziea i b
s3 pewnymi liczbami rzeczywistymi, i jest natomiast jednostka urojong. Postac te
nazywa sie postacig algebraiczng (albo kanoniczna) liczby zespolone;.

Definicja postaci algebraicznej liczby zespolonej
Postacig algebraiczng liczby zespolonej z nazywa si¢ z = a + bi, gdziea, b € R.




Imz

bl --qz=atbi

Re z

0 a

Przyktad 1.2.1.
Przedstawic liczbe zespolona w postaci algebraicznej.
a) (2,7)

b) (—4,1)

c) (2,0)

d) (0,3)
Rozwigzanie

a) (2,7)=2+7i
b) (—4,1)=—-4+i
c) (2,0)=2

d) (0,3)=3i

1.3. Czes¢ rzeczywista i urojona liczby zespolonej

Dla liczby z = a + bi definiuje si¢ jej cz¢$¢ rzeczywista oraz czes¢ urojona:

a =Rez - cze$¢ rzeczywista liczby zespolonej,
b=1Imz - czegs¢ urojona liczby zespolonej,
i - jednostka urojona.

Uwaga: Liczba zespolona w postaci algebraicznej moze mie¢ cze$¢ rzeczywista i czes¢
urojong r6zng od zera, moze mie¢ tylko czg$¢ rzeczywista rozng od zera i nie mie¢
cze$ci urojonej (tzn. czes¢ urojona jest rowna zero) — taka liczbe nazywa sie



rzeczywista, lub moze mie¢ czes¢ urojona roézng od zera i nie mie¢ czesci rzeczywistej
(tzn. czes$¢ rzeczywista jest rowna zero), wtedy mowi sie, ze liczba jest czysto urojona.

Przyktad 1.3.1.
Poda¢ przyktady liczb zespolonych z czedcia rzeczywisty i czg$cig urojong rozna
od zera.

Rozwigzanie
a) 2+ 3i
b) 5+i

) —5—6i

d) V3 +4i

Przyktad 1.3.2.
Podac¢ przyktady liczb zespolonych z czescig rzeczywista rézna od zera i czescia uro-
jong rowng zero.

Rozwigzanie
a) 2
b) 5

1

C) —E

d) V5

Przyktad 1.3.3.
Poda¢ przyktady liczb zespolonych czysto urojonych.

Rozwiazanie
a) 3i
b) i
¢) —=b5i
d) i
Uwaga: W zbiorze liczb zespolonych mozna wycigga¢ pierwiastki z liczb ujemnych,
co jest niewykonalne w zbiorze liczb rzeczywistych.
Pierwiastek (parzystego stopnia) z liczby ujemnej jest tzw. liczbg urojona i zapi-
suje sie¢ go za pomoca jednostki urojonej i. Liczbe i definiuje si¢ jako:

i?2=-1 (1.1)
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Dokladniej o pierwiastkach z liczby zespolonej w dalszej czesci.

Jezeli x € R, to réwnanie x2 = —1 nie ma rozwigzan.
Jezeli x € C, to réwnanie x> = —1 ma dwa rozwigzania:
X=1 lub x=—i

1.4. Rownos¢ liczb zespolonych

Dwie liczby zespolone s3 rdwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesci rzeczywiste
sg rowne i czesci urojone sg rowne. Innymi slowy, liczby zespolone a + bi oraz
¢ + di s3 réwne wtedy i tylko wtedy, gdy a = c oraz b = d.

Przyktad 1.4.1.
Wyznaczy¢ a, b € R spelniajace rownanie 2a + 3i = 4 + 2bi.

Rozwiazanie

Czes$¢ rzeczywista lewej strony rdwnania ma by¢ rowna czesci rzeczywistej prawej
strony réwnania Re(2a + 3i) = Re(4 + 6bi) oraz cze$¢ urojona lewej strony
ma by¢ réwna czegsci urojonej liczby zespolonej z prawej strony réwnania
Im(2a + 3i) = Im(4 + 6bi).

Re(2a + 3i) = Za} ) _
Re(4 + 6bi) = 4 J V€20 =14 a=2
Im(2a+3i)=3} , _ b=-
Im(4 + 6bi) = 6b) V1€ 0P =3

Przyktad 1.4.2.
Wyznaczy¢ a, b € R spelniajace rownanie —4a — 2bi = 5 — 4i.

Rozwigzanie
Analogicznie do rozwiazania przykladu 1.4.1 uzyskuje sie:
Re(—4a — 2bi) = —4a
Re(5—4i) =5
Im(—4a — 2bi) = —2b
Im(5 — 4i) = —4

}wiqc—4a=5 s

4

}wiqc—2b=—4 b=2

11



1.5. Dzialania na liczbach zespolonych
w postaci algebraicznej

Dzialania na liczbach zespolonych wykonuje si¢ bardzo podobnie jak na wyraze-
niach algebraicznych - opiera si¢ je na grupowaniu wyrazéw. Kazde dzialanie
na liczbach zespolonych mozna uprosci¢ do liczby zespolonej postaci a + bi, gdzie
a,b €R.
e Dodawanie liczb zespolonych w postaci algebraicznej

(a,b) + (c,d) € (a+c,b+d)

(a@a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i (1.2)

Przyktad 1.5.1.

Wykona¢ dodawanie liczb zespolonych z; + z, w postaci algebraiczne;j.
a) Zl=2+3l 5 ZZ=5+

b) z;=-5+3i , z,=7-—4i
c) z,=6-—8i , L =—4-3i
d) z;=7-6i ,  Z;=3+6i
Rozwiazanie

a) Zl=2+3l > ZZ=5+i

2 +2,=Q+3)+G+)=Q+5) +@+1)i=7+4i
b) Zl=_5+3i, Z2=7—4‘i

21 +72, = (=5+30)+ (7 —4)=(-5+7)+(3—-4)i=2—1i

) z,=6-8i , z,=-4—3i
Zi+72,=(6—4)+(-8—3)i=2—11i
d) z,=7-6i , z,=3+6i

zy+2;=(7+3)+(—=6+6)i =10+ 0i = 10
e Odejmowanie liczb zespolonych w postaci algebraicznej

(a,b) —(c,d) € (a—c,b—d)
(a+bi))—(c+di)=(a—c)+ (b —-d)i (1.3)
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Przyktad 1.5.2.

Wykona¢ odejmowanie liczb zespolonych z; — z, w postaci algebraiczne;j.

a) z4 =2+3i , Z, =541
b) z;=-5+43i , z,=7-4i
¢) z,=6-—8i , 2, =—4-3i
d) z,=7-6i ,  Z; =346
Rozwigzanie
a) z; =2+3i ,  Zp; =541
21 —2,=2+3)-G+)=2-5+@B-1)i=-3+2i
b) zz=-5+4+3i , z,=7-4i
71— 2y =(-5+3i )= (7-4)=(-5-7)+@B+4)i=-12+7i
¢) 2, =6-8i . Zy=—4-3i
71— 2, =(6—-8))—(—4—-3i))=(6+4)+(—8+3)i =10— 5
d) z=7-6i ,  Z; =346

2, —2,=(7—-60)—3+60))=(7-3)+(-6—-6)i=4—12i
e Mnozenie liczb zespolonych w postaci algebraicznej
(a,b) - (c,d) & (ac — bd,ad + bc)
(a+ bi) - (c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i (1.4)

Przyktad 1.5.3.

Wykonaé mnozenie liczb zespolonych z, - z, w postaci algebraicznej.

a) z4 =2+3i s, Z; =541

b) z;=-5+43i , z,=7-4i

) 7z, =6-8i , Zp=—4-—3i

d) z,=7-6i ,  Z; =346

Rozwiazanie

a) z; =2+3i ,  Z;=5+41i

7212, =2+3)-G+)=2-5-3-1)+(2-1+3:5i=7+17i

b) zy==-5+3i , z,=7-4i

712, =(=54+3i )-(7—-4i) =
=((-5)"7-3-(—49)+((-5) - (-4) +3-7)i = =23 + 41i
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c) 2z, =6-8i , 2y =—4-3i
2,2, = (6 —8i) - (=4 —3i) =
=(6:(—4)—(-8)-(-3))+ (6-(=3) + (—8) - (—4))i = —48 + 14i
d z;=7-6i , z,=3+6i
Z, 2, = (7 —60) - (3+6i) =
=(73—(-6)6)+ (7-6+(—6)-3)i =57 + 24i

Uwaga: Mozna zignorowa¢ wzér na mnozenie liczb zespolonych i wykonywa¢ mno-
zenie nawiasow tak, jak wykonuje si¢ to na liczbach rzeczywistych.

Przyktad 1.5.4.

Przedstawic liczby zespolone w postaci algebraicznej, korzystajac ze wzoru (1.1).
a) i3

b) i*

c) i°

d) i®
Rozwigzanie
a) i3=1i%- D-i=-—i

by i*=id-i=—-iri=—-i’=—-(-1)=1
o P=itri=1-i=i

d i®=ii=i-i=i*=-1

e Drzielenie liczb zespolonych w postaci algebraicznej

~=

(a,b) _ (ac+bd bc—ad
(c,d) ~ \c2+d2’ c2+d2

a+bi ac+bd | bc—ad . . i
crdi  c2+d? " c24az v gdzie c + di # (0,0) (1.5)

), gdzie (c,d) # (0,0)

Przyktad 1.5.5.

Wykonac¢ dzielenie liczb zespolonych j—: w postaci algebraicznej.
a) z4 =2+3i s, Z; =541

b) zz=-5+43i , z,=7-4i

¢) 7z, =6-—8i , 2, =—4-3i

d) z,=7-6i ,  Z; =346

14



Rozwigzanie
a) Z1=2+3l 5 Z2=5+i

Zy _ 2430 _ (2543-D+(35-2:1)i _ 13+13i _ 1 + li
Zy 5+i 52+12 26 2 2
b) z=-54+3i , Zy =7 —4i
7y —=5+3i _ ((=5)7+3(-4)+(3-7-(=5)-(-9)i _ —-47+i 47 | 1 i
7, 7—4i 724 (—4)2 T 65 65 65

) z,=6-8 , z,=-4-3i

21 _ 6-81 _ (6(-O+(=8)(=3N+(=8) (-H)=6:(-3NI _ 04500 _

z, —4-3i (—4)2+(-3)2 25

d) Z1=7_6i 5 ZZ=3+6l
zy _ 7-6i _ (7:3+((=6)-6)+((-6)-3-7-6)i _ -15-60i _ 1 4.
Z,  3+60 32462 =T 4 3 3t

1.6. Modut liczby zespolonej

Modut liczby zespolonej to rozszerzenie pojecia wartosci bezwzglednej z liczb
rzeczywistych na liczby zespolone. Nalezy mie¢ na uwadze, ze liczbe zespolong
z = a + bi interpretuje si¢ na plaszczyznie jako punkt (a, b). W sensie geometrycz-
nym modut liczby zespolonej jest miarg odleglosci punktu z od poczatku uktadu

wspotrzednych, czyli dlugos$¢ wektora 0z.

Im z
S Y z=a+bi
N
/ Z :
' o
0 : Ja Re z
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Definicja modutu liczby zespolonej

czedci rzeczywistej i czedci urojonej tej liczby

|z| = Va? + b2

Modulem liczby zespolonej z = a + bi nazywa si¢ pierwiastek sumy kwadratéw

(1.6)

Przyktad 1.6.1.

Wyznaczy¢ modut liczby zespolonej z.
a) z=3+4i

b) z=3—4i
¢) z=-2+5i
d) z=l—ﬁi
2 2
Rozwigzanie
a) z=3+4i
lz| =V32+42=+25=5
b) z=3—4i

lz| = /32 + (—4)2 =25 =5

¢) z=-2+05i

J(=2)7 +52 =29

3

-1

|z|
d z=

N | =

2
2

= J + () = 1=

2

Wiasnosci modutu liczby zespolonej
Dla dowolnych z,z,,z, € C zachodzi:
1) z-zZ=|z|%

2) lzq - z3| = |z4] - |2,
3) lzq +z3| < |z4] + |21,
4) |z| = |z,

5) z = 0 wtedy i tylko wtedy |z| = 0.

16




1.7. Argument gtowny liczby zespolonej

Liczbe zespolong mozna opisa¢ nie tylko za pomoca punktu, lecz takze za pomoca
wektora o poczatku w punkcie (0,0) i konicu w punkcie o wspolrzednych liczby ze-
spolonej przedstawionej jako para liczb (a, b). Jednak dla pewnych punktéw odleg-
to$¢ od poczatku ukladu wspdtrzednych plaszczyzny zespolonej bedzie taka sama,
poniewaz w przypadku plaszczyzny zespolonej, wodzac wektorem o znanej dtugosci,
zakredli si¢ okrag o promieniu r = |z|. Korzystajac z wlasnosci trdjkata prostokat-
nego oraz z twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinuséw, mozna wyznaczy¢ kat o
pomiedzy wektorem a osig rzeczywista. Argument liczby zespolonej jest miarg kata
skierowanego miedzy wektorem reprezentujacym liczbe zespolona z = a + bi
na plaszczyznie zespolonej a osig rzeczywista.

Im z

= Rez

Definicja argumentu liczby zespolonej
Argumentem liczby zespolonej z = a + bi # 0 nazywa si¢ kazda liczbe rzeczywi-
sta a spelniajaca jednocze$nie dwa warunki:

. b b
sIn = — =
|z| va2+b?

(1.7)

a

a
cosqx = — =
|lz]  Va2+b2
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Kazda liczba zespolona ma nieskonczenie wiele argumentéw (co wynika z okre-
sowosci funkcji sinus i cosinus). Dlatego wprowadzono argument gtéwny liczby
zespolonej, ktory miesci sie w przedziale od 0° do 360°.

Definicja argumentu gléwnego liczby zespolonej
Argumentem gléwnym liczby zespolonej z # 0, oznaczanym symbolem Arg z,
nazywa si¢ te sposrdd liczb a, ktdra spelnia nieréwnos¢

0<Argz<2m

Tabela 1.7.1. Wartosci funkcji sinus i cosinus

0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120°| 135°| 150°| 180°| 210°| 225°| 240°| 270°| 300°| 315°| 330°| 360°
ol n]n|zm]sn]sm 7m| Sm| 4w | 3w | 5w | 7w | lm |
6 4 3 2 3 4 6 T 6 4 3 2 3 4 6 T
sina| 0 | 2|2 B 1 [ B Z| 2] o |22 8 1 |_B_¥_1,
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
cosa| 1 NERN INER 0|-2 V23 1|8 L] - 0 B R E 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Przyktad 1.7.1.

Wyznaczy¢ argument gléwny liczby zespolonej z.

a) z=3-3i

b) z=1+1i

¢) z=-2-2i
d) z=-1++3i
Rozwiazanie

a) z=3-3i

Nalezy wyznaczy¢ modut liczby zespolonej z

lz| = /32 + (-3)2 =V18 = 32

Nalezy obliczy¢ sina oraz cosa, korzystajac ze wzoru (1.7)

b _ -3 _ V2
mna—m—ﬁ——?

_a _ 3 _\/5
COS(X—E—ﬁ—T

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze a = %n
Zatem argument glowny ma warto$¢
Arg(3 —3i) = ==
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b)

<)

d)

z=1+1i
Nalezy wyznaczy¢ modut liczby zespolonej z

lz| = V12 + 12 =2

Nalezy obliczy¢ sina oraz cosa, korzystajac ze wzoru (1.7)

b _ 1 _ V2
51na—m—v—5—?

a1 _ V2
COSO(—E—E—7

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a = E
Zatem argument glowny ma warto$¢

Arg(1 +10) = E

z=—-2-2i

Nalezy wyznaczy¢ modut liczby zespolonej z

2l = /(=22 + (-2)? = VB =2V2

Nalezy obliczy¢ sina oraz cosa, korzystajac ze wzoru (1.7)

b _ -2 _ 2
mna—m—ﬁ——?

_a _ -2 N2
COSO(_E__Z\/E__7

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a = %ﬂ
Zatem argument gtéwny ma wartos§¢
Arg(—2 — 2i) = %ﬁ

z=-1++3i

Nalezy wyznaczy¢ modut liczby zespolonej z

2l = (-7 + (VB)? = VA = 2

Nalezy obliczy¢ sina oraz cosa, korzystajac ze wzoru (1.7)

. b V3
sSin = — = —
|z| 2

a -1

cosqt = — = —
|z 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a = 2?“

Zatem argument glowny ma warto$¢
Arg(—l + \/§L) = 2?“
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1.8. Sprzezenie liczby zespolonej

Sprzgzeniem zespolonym nazywa si¢ jednoargumentowe dziatanie algebraiczne
okreslone na liczbach zespolonych, ktére polega na zmianie znaku czesci urojonej
liczby zespolone;j.

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej z oraz liczby zespolonej sprzezo-
nej Z wskazuje, ze w liczbie zespolonej z oraz liczbie sprz¢zonej do niej znaki czesci
urojonych sa wzgledem siebie przeciwne.

Im z
bl - - 4 (ab)
0 a = Rez
-bj- - - 4z =q—bi

Jak wynika z wykresu, liczba sprzezona do liczby zespolonej jest jej odbiciem
w symetrii wzgledem osi rzeczywistej Re z.

Definicja sprzeZenia liczby zespolonej
Sprzezeniem liczby zespolonej w postaci algebraicznej z = a + bi,z = a + bi

gdzie a,b € R, jest liczbaZ = a — — bi nazywana liczbg sprzezong do z.

Przyktad 1.8.1.

Wyznaczy¢ sprzezenie liczby zespolonej z.

a) z=4+42i
b) z=3-75i
) z=-2-—4i
d) z=—-6+5i
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Rozwigzanie

a) Z=4-2i
b) Zz=3+5i
c) Z=-2+4+4i
d Z=-6-5i

Wilasnosci sprzezenia

Niech z, z4, z, beda liczbami zespolonymi. Wéwczas:

liczbg sprzezona do liczby zespolonej z, ktdrej czes¢ urojona jest rowna zero,
a cze$¢ rzeczywista jest rézna od zera, nazywa sie te sama liczbe zespolong
liczbg sprzezong do sumy liczb zespolonych zii z, jest suma liczb sprzezo-
nychz;iz,
21 +2, =7 +7;

liczbg sprzezong do iloczynu liczb zespolonych z,i z, jest iloczyn liczb sprzezo-
nychz;iz,

212 =72 7
modut liczby sprzezonej z jest taki sam, jak modul danej liczby zespolonej z

|z| = |z|

suma danej liczby zespolonej z oraz liczby do niej sprzezonej Z jest liczba rzeczy-
wista i wynosi

Zz+Z=2Rez
iloczyn danej liczby zespolonej z i liczby do niej sprzezonej Z jest nieujemna
liczbg rzeczywista i wynosi

z-Z=|z|?

Uwaga: Wykorzystujac sprzezenie liczby zespolonej, iloraz liczb zespolonych mozna

zapisa¢ w postaci:

i _n%

(1.8)

Z2 Zz  |z2l?

Przyktad 1.8.2.

Wykonac¢ dzielenie liczb zespolonych z, oraz z,, wykorzystujac sprz¢zenie.
a) 7z, =2+3i s, Zp =541
b) z;=4+1 s, Z;=5-2i
c) zy=1—1i s Zp=1+1i
d) zy=2+3i , z,=2-3i
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Rozwigzanie
a) Z1=2+3l N Z2=5+i

z; 2430 5-i _ (243i)-(5-i) _ 1 1
z,  5+i 5-i ( /—52+12)2 2 2
b) Z1=4+i 5 Z2=5_2i
zy _ 4+i 5+2i _ (4+i)-(5+2i) _ 18 FREP
z,  5-2i 5+2i 29 29 29
C) Z1=1_i N Z2=1+i
zy _ 1-i 1-i _ (1-D? _ 1-2i+i?
z, 1+ 1-i 2 2
d) Zl=2+3l 5 ZZ=2_3i
z; _ 2+30 2430 _ (24302 5 n 12,
z,  2-3i 2+3i 13 13 13

1.9. Postac trygonometryczna liczby zespolonej

Opierajac si¢ na postaci algebraicznej liczby zespolonej z oraz jej interpretacji geo-
metrycznej, mozna zauwazy¢ kat a.

Imz |

Re z

Wyznaczajac sin a oraz cos a, otrzymuje sie:

. b a
sinod = — oraz cosa = —
z| z|
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Z powyzszych réwno$ci mozna wyznaczy¢ a i b:
a = |z|lcosa oraz b = |z|sina
Na podstawie powyzszego liczbe zespolona z mozna przedstawi¢ w innej postaci
z = |z| * (cosa + isina)

ktdra nazywa si¢ postacig trygonometryczng liczby zespolonej z.

Definicja postaci trygonometrycznej liczby zespolonej
Posta¢ trygonometryczng liczby zespolonej z przedstawia si¢ jako:

z = |z|(cosa + isina) = r(cos a + i sin ) (1.9)
gdzie:
|z| =r - modul liczby zespolonej (dtugo$¢ promienia wodzacego),

a - kat pomiedzy osig biegunowg a promieniem wodzacym (argument
liczby zespolonej)

. b b
sin = — =
|z| va2+b?
cosa = 2= a
lz|  Va?+b?

Przyktad 1.9.1.

Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczbe zespolona z.

a) z=1+1,

b) z=6—6i

) z=-1—-+3i
d z=2i
Rozwiazanie

a) z=1+1

Aby podanag liczbe zespolong z przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej, nalezy
najpierw obliczy¢ modut tej liczby

|z| = V12412 =2

Nastepnie wyznacza si¢
. b _ 1 _ 2
Sll’l(X—m—ﬁ—;
_a _ 1 _ 2
COS(X—E—E—7
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b)

c)

d)

24

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze @ = %

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:

Z= \/f(cosg +i sing)

Z=6—06I0

Aby podang liczbe zespolong z przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej, nalezy
najpierw obliczy¢ modut tej liczby

2] = 62 ¥ (<6)7 = 6v2

Nastepnie wyznacza si¢

. b _ -6 _ 2

mna—m—ﬁ——?
_a 6 _\/E

COSQ—E—E—?

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze @ = %n

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
7M. . 7T

z =62 (cosT+ [ smT)

z=-1-+3i

Aby podana liczbe zespolona z przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej, nalezy
najpierw obliczy¢ modut tej liczby

ol = =12 + (—V3) =2

Nastepnie wyznacza si¢
. b _ V3 V3
sina=—=—=——
|z| 2 2

a _ -1 1

cosqa=—=—=—-

|z| 2 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze a = 4?”

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
z=2 (cos4—n +i sin4—n)

3 3
z=2i
Aby podana liczbe zespolong z przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej, nalezy
najpierw obliczy¢ modut tej liczby

|z| =v0%2+22=2
Nastepnie wyznacza si¢
. b 2
siha=—=-=1
|z| 2
cosa=+=2=0

N

|z|



Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze @ = %
Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:

TT . . T
7= 2(cos;+151n5)

1.10. Dzialania na liczbach zespolonych
w postaci trygonometrycznej

Na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej mozna wykonywac¢ dziatania:
mnozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania.
Niech dane bedg dwie liczby zespolone

7z, =r;(cosa; + isinay) oraz z, = ry(cosa, + isina,)
e Mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
71 Zy =r1(cosa; + isinay) -ry(cosa, +isinay) =

=r;-ry" (COS((Xl + ay) + isin(oy + 0(2)) (1.10)

Przyktad 1.10.1.

Wykona¢ mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometryczne;.

a) 7, =V3+i .z, =1++3i
b) z; =2 .z, =—14+3i
) z;=1—1i . 2, =2+2V3i
d) zg=1+i ,  Z;=6—06I
Rozwigzanie

a) 7, =V3+i .z, =1++3i

Liczby zostaty podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
je do postaci trygonometrycznej:

2
2l = (VE 412 = VE =2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a; = %
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b)

26

Stad w postaci trygonometrycznej
g =2 (cosg + ising)
Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|z2|=,/12+\/§2=\/1=2

. V3
sina, = —

cosa, =

NP

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytad, ze o, = g
Stad w postaci trygonometrycznej

T . . T
Zy, = 2(cos§+ lSll’l;)

Nalezy wykona¢ mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

T . . T s . . T
Z1'Z, =2(cos=+isin—)-2(cos-+isin—-) =
1 %2 6 6 3 3

= 4(COS (g+§) + isin (g+g)) = 4(cosg+ ising)

Zl=2 5 ZZ=_1+\/§l

Liczby zostaly podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢

je do postaci trygonometrycznej:
|z,| = V22402 =V4 =2
sinay =-=0

cosoy =-=1

NINDNIO

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a; = 0

Stad w postaci trygonometryczne;j

z; = 2(cos 0 +isin0)

Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|z2|=1/(—1>2+\@2=ﬁ=z

. V3
sina, = —
2

cosa, = —=

L

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze o, = 2?“
Stad w postaci trygonometrycznej

2m | . . 2m
Zy, = 2(cos?+ lsm?)



c)

d)

Nalezy wykona¢ mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
712, = 2(cos0 +isin0) -2 (cosz?“+ isinz?n) =
21 . 2T _ 2m . . 2T
= 4(COS(0+?) +Lsm(0 +?)) = 4(COS 5 T isin 3)
z;=1—1i . 2, =2+2V3i

Liczby zostaty podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
je do postaci trygonometrycznej:

|z4| = ,/12+<-1)2 =2

-1

=

2

cosoy = =2
1727 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytad, ze a; = %ﬂ

sinoy =

-~ Sl

Stad w postaci trygonometrycznej
7T A
Z1 = \/f(cosT + lsmr)

Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|z, | = /22 +(2V/3)2 =V16 = 4

. 2v3 V3
sina, =—=—
4 2

2 1

cosQ, =-=-=

4~ 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytad, ze o, = g

Stad w postaci trygonometrycznej
Z, =4 (cosE + isinE)
3 3
Nalezy wykona¢ mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
7T . . 7T s , LT
Z1"Zy = \/E(cosr + LsmT) . 4(cos§ + lSlIl;) =
M T .. (7T W _ 25m . . 25T\ _
= 4\/§(cos (T+§) + isin (T + §) ) =42 (cos 1, Tisin—/ ) =
T .. T
=442 (cosE + isin E)
co wynika z okresowosci funkgji sinus i cosinus:
sin (21‘[ + 1) = sin-- oraz cos (21‘[ + 1) = coS——
12 12 12 12
Z1=1+i 5 Z2=6_6i

Liczby zostaly podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
je do postaci trygonometrycznej:

|ze] = V12412 =2
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sinoay = 1L_¥2
1=z~ 2
cos oy = L_¥2
1=2" 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a; = E

Stad w postaci trygonometryczne;j
Z, = \/f(cosg + ising)
Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|zy| = /62 + (—6)2 =72 = 62

. _ -6 _ 2
SN =37~ "2

6 V2
S =evz =72

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze o, = %ﬁ

Stad w postaci trygonometrycznej

Z, = 6V2 (cos%1T + isin%“)

Nalezy wykona¢ mnozenie liczb zespolonych w postaci trygonometryczne;j
T . .. T 7T . . IT

217y = \/E(cosz + lSll’lz) . 6\/§(cosT + lsmT) =

=12 (cos G + %T[) + isin G + %n) ) = 12(cos2m + isin2m) =

= 12(cos0 + isin0)

co wynika z okresowosci funkgji sinus i cosinus:
sin(2m + 0) = sin 0 oraz cos(2m + 0) = cos 0

e Dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

ri(cosay+isinay ) Iy _ .. _
Ty (cosa T i) T (cos(ay — ap) + isin(a; — ay)) (1.11)

Przyktad 1.10.2.

Wykona¢ dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej.

a) 7z, =1—1i . oz, =1+i

b) z, =V3+i . Zy = 1+V3i
¢) 2, =2 . 2, = —1+/3i
d) z;=1—1i . 7, =242V3i
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Rozwigzanie

a)

b)

71 = 1—-1i 5 Zy, = 1 + i
Liczby zostaty podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
je do postaci trygonometrycznej:

nn=ﬁ%mf=ﬁ

sin a ——__1— 2

=% __VZ

cosa, = 1_— 2
1__2__;

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a; = %ﬁ

Stad w postaci trygonometryczne;j
M, . . 7T
Z, = \/i(COST + LsmT)
Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|ze] = V12412 =2

sinay = L_¥2
1= 2" 2
cos oy = 1 _¥2
1=%T2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a; = %
Stad w postaci trygonometrycznej
T ., .. T
Z1 = \/E(cosz + lSlnz)
Nalezy wykona¢ dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

71T . . 7T
Zl_ﬁ(COST‘FlSlnT)_ﬁ M w . (7 m\) _
- = T V2 cos|———J)+isin|———)) =
Z, \/E(cosz +i smz) 2 4 4 4 4

= cos%1T + isin%1T = cos‘%1T + isin%1T

z; =V3+i , Z, = 1+V3i

Liczby zostaly podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
je do postaci trygonometrycznej:

2

|ze| = (V3 +1P =V4 =2

ina =1
sinoy = >

V3

COS 0q =7

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a; = %
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Stad w postaci trygonometrycznej
g =2 (cosg + ising)
Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|z2|=,/12+\/§2=\/1=2

. V3
sina, = —

cosa, =

NP

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytad, ze o, = g
Stad w postaci trygonometrycznej
T . . T
Zy, =2 (cos; + lSll’l;)
Nalezy wykonac¢ dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

m . .. T
zy 2(C08g+l smg)

T T P T T
=7 = COS(———) +lSln(———) =

Z2 2(C0$—+l sm—) 6 3 6 3

3 3

T P i T . .. T
= cos (——) + isin (——) = cos— —isin—

6 6 6 6
Skorzystano z parzystosci i nieparzystosci funkcji trygonometrycznych:
sin( —x) = —sinx oraz cos( —X) = cosX
Zl = 2 N Zz = _1+ﬁl

Liczby zostaly podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢

je do postaci trygonometrycznej:
|zy| = V22+0* =4 =2
0

sina; =-=0

NN N

cosoy =-=1

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a; = 0

Stad w postaci trygonometrycznej

z; = 2(cos 0 + i sin0)

Podobnie sprowadza sie do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

22l = (-1 + V3 = Vi =2

. V3
sina, = —
2

cosa, = —=

27
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Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze o, = 5



d)

Stad w postaci trygonometrycznej
2 L2
Z, =2 (cos—1T + lsm—n)
3 3
Nalezy wykonac¢ dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
Zq 2(cos 0+isin0) ( 21'[) . . ( 21'[) 2T . . 2T
= =——r——m =cos|——)+isin(——)=cos— —isin—
Z2 2(cos?+1 sm?) 3 3 3 3
zp=1—1 . 7y, =242V3i

Liczby zostaly podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢

je do postaci trygonometrycznej:

|z,| = ,/12+(-1)2 =2

-1 V2

2

sinoy =

Sl Sl
[

cosoy =

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a; = %ﬁ

Stad w postaci trygonometrycznej
Mo, . 7T
71 =V2 (COST + LsmT)

Podobnie sprowadza si¢ do postaci trygonometrycznej liczbe z,:

|z, | = /22 +(2V3)2=V16=14

. 2v3 V3
sina, = —=—
4 2

2 1

cosoy, ===-=

4 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze o, = g
Stad w postaci trygonometrycznej
Z, =4 (cosE +i sinE)
3 3
Nalezy wykona¢ dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej
V2(cos™™+isin’~
1 L) 2 (g5 (25— T) 4 dsin (22— T)) =
Z3 4(cos§+t sm;) 4 4 3 4 3
V2 1

7Tt . . 17T
= —(cos— + lsm—)
4 12 12

Potegowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

[1z|(cosa + i sina)]™ = |z|™(cosna + isinna) (1.12)

Powyzszy wzor nazywa sie wzorem de Moivre’a.
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Przyktad 1.10.3.

Korzystajac ze wzoru de Moivre’a, obliczy¢ z1° liczb zespolonych.

a) z=1+1i
b) z=2-23;

2 2
) z=—V3+i
d) z=—-6—-+2i
Rozwigzanie
a) z=1+1i

Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

lz| = V12412 = V2

Nastepnie wyznacza si¢
. b _ 1 _ 2
sina = m = ﬁ = 7
_a _ 1 _ 2
cosa = m = ﬁ = 7
Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a = I

4
Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:

Z = \/f(cosg+ [ sing)

Podstawiajac do wzoru de Moivre’a, otrzymuje sie

[|z|(cosa + i sin a)]'® = [x/i (Cosg + isin%)]lo =

= \/EIO (cos 10 E+ isin10 E) =25 (cos%n+ isins?n) =
=32 (cos (211 + g) + isin (211 + g)) =32 (cosg + ising)

b) z=1-23;
2 2

Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

=) +(-D) =1

Nastepnie wyznacza si¢
V3
. b 5 V3
sina=—=—*=——
|z| 1 2
1
a 2 1
cosaa=—===-
|z| 1 2
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c)

d)

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze a = 5?“

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
5T . . 5m

Z= (cos— +1 sm—)
3 3

Podstawiajac do wzoru de Moivre’a, otrzymuje sie

10

[|z|(cosa + i sin a))]* = [1 : (coss?“+ isins?n)] =

=(C0510~5—n+isin10-5—“)==C0$50—n+isin50—“:
3 3 3 3

= COS (161T +2?“) + isin(1611 +2?“) = cosz?n+ isin%1T

z=—V3+i

Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

2l = | (—V3)"+12 = 2

Nastepnie wyznacza si¢
. b 1
sina=—=-
|z| 2
a _ -3
cosa =—=——
|zl 2

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze a = 5?“
Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
5T . . 5m
z=2 (cos— +i sm—)
6 6
Podstawiajac do wzoru de Moivre’a, otrzymuje sie
10
[|1z| (cosa + i sin a)]'® = [2 . (cos%1T + isins?n)] =
=210. (cos 10 -2+ isin10 -S—H) =210. (coszs—n+ isinzs—n) =
6 6 3 3
=210. (cos (81‘[ + g) + isin (81‘[ + g)) =210. (cosg + ising)
z=—V6 —V2i

Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

2l = (V) +(—V2)" = 22

Nastepnie wyznacza si¢
b _—V2_ 1
Slna—m—ﬁ——z
_a_=6_ 3
COS(X—E—E——7

33



Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze a = 7?“

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:

z =22 (cos%ﬂ+ [ sin%“)

Podstawiajac do wzoru de Moivre’a, otrzymuje sie

[1z|(cosa + i sin a)]'* = [2\/5 (cos%1T + isin%“)]lo =

= (2\/5)10 : (cosm?1T + isiann) =

=21 (cos (101‘[ + 5?“) + isin (101‘[ + 5?“)) =21 (cos%1T + isin%“)
e Pierwiastkowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej

o+2KT . . o+2km

+ i sin

2 = YTzl - (cos ) dlak=01..n1  (113)

n
Uwaga 1: Przed zastosowaniem wzoru na pierwiastki z liczby zespolonej z liczbe te
nalezy przedstawi¢ w postaci trygonometryczne;.

Uwaga 2: Liczba pierwiastkow z liczby zespolonej jest rowna stopniowi pierwiastka.

Przyktad 1.10.4.

Stosujac postac trygonometryczng, obliczy¢ pierwiastek liczby zespolone;.
4

a) v—1

b) V141

o Vi

d) V2-2v3i

Rozwigzanie

a) V-1
Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

lzl = J(=D2+(0)? = 1

Nastepnie wyznacza si¢
. b _ 0
sina=—=-=0
lzl 1
a _ -1
cosa=—=—=-1
lz| 1

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytaé, ze a = T
Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
z = (cosm + i sinm)
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b)

Podstawiajac do wzoru de Moivre’a
n m+2km . m+2km
7. = +/|z| - [ cos + isin

nalezy zauwazy¢, ze stopien pierwiastka wynosi 4, wigc zgodnie z Uwagga 2 ist-

niejg cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczy¢, nalezy za k
wstawiac kolejno: 0, 1, 2 3

Zo = Vz = \/_( T4 “+2'0‘n)—cos—+151n—
zl—Ai/_ \/_( T4 )—cos—+lsm—
7, = \Vz = \/_( T+ 'ﬂ+22n) cosT+isinST
23—‘§/_ \/_( T4 1T+23“) cos%n+isin%1T

V-1+i
Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

|zl = /(=1)2+1% = V2

Nastepnie wyznacza si¢
. b _ 1 _ 2
mna—m—ﬁ—?
_a -1 V2
COSO(—E—E——7

Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a = %ﬂ

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
Z= \/f(cos%n +i sin%n)

Podstawiajac do wzoru de Moivre’a

n T+ 2km T+ 2km
7 = |zl - (COST+ isinT)

nalezy zauwazy¢, ze stopien pierwiastka wynosi 3, wiec zgodnie z Uwagg 2 ist-
nieja cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczy¢, nalezy za k
wstawiac kolejno: 0, 1, 2.

320w 3Mi2.0m

3 PR T ., . T
zo=ﬁ-<cos"‘ 3 + isin2 3 >=COSZ+lSIHZ

31 31
—+2-1-1t —+2-1-1t
3 .. 11T . . lm
21=\/1'<cos4 . + isin2 . >=cos—12 +isin—

3T 3T
—+2-2'1 —+2-2'1
3 .. 191 . . 19w
Zz=\/1-<cos4 . + isin2 . >——cos—12 +isin—
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c)

d)

36

6\/’{
Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

|z] = V02+12 = 1
Nastepnie wyznacza si¢
. b 1

sina=—=-=

|z| 1

a 0
cosa=—=—-=

|z| 1

Z tabeli 1.7.1 mozna odczyta¢, ze a = g

Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
T . . T

Z= (cos— +1 sm—)
2 2

Podstawiajac do wzoru de Moivre’a

2km . mt2k
7 = Vz| - (cos UL lsmMTn)

n

nalezy zauwazy¢, ze stopien pierwiastka wynosi 6, wiec zgodnie z Uwagg 2 ist-
nieja cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczy¢, nalezy za k
wstawiac kolejno: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

T
Ty20m Ty20m
6 .. . T
zo=\/1-(cos2 S + isin2 S >=COS—2+lSIIlE
T T
—+2-1'T -+2-1'Tt
6 P . 5Tt
z; = V1-|cos? + isin? =cos— + isin—
6 2 12
T T
T Ty22m 9
6 T
Z, = V1-|cos? + i sin 2 = cos— + isin—
2 6 12
T
-+2:3'1 -+2-3'1t
6 P 31
Z3_V1'(COSZ + isin? >=cos—+lsm—2
T T
—+2-4-T —+2-4-T
6 . . 7T
z4=\/1'(cos2 + isin? S )=cos—+tsm—2
T s
—+2-5'1 —+2-5'T 21 1
6 . T P N1
zs=\/1-<cos2 + isin2 S >=cos?+151 -
5 ,
2-2v3i

Liczba zostala podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzi¢
ja do postaci trygonometrycznej:

lz| = /22+(-2\/§)2 —4



Nastepnie wyznacza si¢

. b _ -2y3 _ 3
sma=—=—-—=—
|z| 4 2
a 2 1
cosa=—=—-—=-—-
|z| 4 2

. . . 5
Z tabeli 1.7.1 mozna odczytac, ze a = ?n
Zatem liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci trygonometrycznej jako:
5T . . 5m
z=4 (cos— +i sm—)
3 3
Podstawiajac do wzoru de Moivre’a

koL k
zx = V|z| - (cos$+ lsmwrrz1 n)

nalezy zauwazy¢, ze stopien pierwiastka wynosi 5, wigc zgodnie z Uwagga 2 ist-

niejg cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczy¢, nalezy za k
wstawia¢ kolejno: 0, 1, 2, 3, 4.

i20m

5T
5 , . S t20m 5 Mmoo, . T
zo=v4'<cos3 - + isin-2 . =ﬁ~(cos§+151n§)

51T+2 51T+2 11 11 11
5 3 . .3 ! 5 T P T
21=V4-<cos3 + isin-2 >=\/4'(COS?+1511’1?)
5Tt 5Tt
My22.m Ti22m
5 .. 5 171 P V14
22=V4-<Cos3 + isin-2 >= \/4~(cos?+151n?)
5Tt 5Tt
—+2-3-1 —+2-3-1
5 .. 5 23T , .. 23T
Z3 = V4 - | cos= + isin-2 = \/4~(cos—+151n—)
5 5 15 15
5TC 5TC
4241 T42.4-m
5 , 5 291 , . 29T
Z4=\/4'<COS3 + isin-2 >=\/4-(Cos?+lsm?)
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2. CIAGI | SZEREGI LICZBOWE

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu drugiego mozna bez trudu:
e zdefiniowa¢ pojecie ciagu liczbowego,

e zbada¢ monotonicznos¢ ciagu,

o zdefiniowac ciag arytmetyczny i ciag geometryczny,

e oblicza¢ granice roznych rodzajow ciagow,

o zdefiniowac pojecie szeregu liczbowego,

e zbada¢ zbieznos¢ szeregu liczbowego.

2.1. Pojecie ciaggu liczhowego

Do$¢ naturalnym pojeciem w matematyce jest ciag liczbowy, przez ktéry nalezy ro-
zumie¢ uporzadkowany, wedlug okreslonej reguly, ciag liczb.

Przyktad 2.1.1.
1,2,3,4,56,.... k— 1,k k+1

cigg kolejnych liczb naturalnych.

2,4,6,8,10,12,14, ... - ciag kolejnych liczb parzystych dodatnich.
2 ., =, = iag odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych
T3 3 e B - cigg odwrotnoéci kolejnych liczb naturalnych.
2,4,8,16,32, ... - ciag kolejnych poteg liczby 2.

3,-1,2,5,—-7 - ciag liczbowy skonczony.

0,3, 0,03, 0,003, 0,0003, ... ciag liczbowy nieskonczony.

Definicja ciggu liczbowego

Jezeli kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowana zostata jakas liczba rzeczywista,
to mowi sig, ze zostal okreslony ciag liczbowy (nieskoriczony). Formalnie oznacza
to, ze cigg liczbowy jest funkcja o dziedzinie bedacej zbiorem liczb naturalnych
a:N - R.

Przyporzadkowanie liczbom naturalnym wartosci ciggu (tak jak wartosci funk-
cji) odbywa sie wedlug pewnej reguly, ktorg nazywa si¢ wzorem ciggu (tak jak wzor
funkgcji). Warto$¢ ciggu (podobnie jak wartos$¢ funkeji) dla konkretnej liczby natu-
ralnej n nazywa si¢ n-tym wyrazem ciaggu i oznacza symbolem a,. Mozna
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powiedzie¢, ze wyraz ciagu liczbowego jest elementem tego ciagu, czyli po prostu
jedna z liczb.

Przyktad 2.1.2.

Dla ciggu liczbowego 3, 6,9, 12,15, 18, 21 ... pierwszym wyrazem jest liczba 3, dru-
gim wyrazem jest liczba 6, piatym wyrazem jest liczba 15 itd. Krdcej mozna by zapi-
salto tak: a; = 5,a, = 6,a5 = 15.

Z uwagi na fakt, Ze ciag zawsze musi pokazywaé pewng regule (porzadek), to
mozna traktowac go jak funkcje. Jednak nalezy pamietac, ze jest to taka funkcja, kto-
rej argumentami sg liczby naturalne.

Przyktad 2.1.3.

Niech dana bedzie funkcja f(n) = 3ndlan € N.
Ta funkcja dla kolejnych argumentéw n przyjmuje nastepujace wartosci:
f(1)=3-1=3,f2)=3-2=6,13) =3-3 =9, f(4) =3-4 = 12,
f(5) =3-5 =15, ...itd.
Zatem ta funkcja opisuje ciag kolejnych liczb podzielnych przez 3: 3, 6,9, 12, 15, ...

Przyktad 2.1.4.
Niech dana bedzie funkeja f(n) = n_12 dlan € N.

Ta funkcja dla kolejnych argumentéw n przyjmuje nastepujace wartosci:

1 11 11 11 .
f(l) = = = 1,f(2) = >z = Z,f(3) = 2 = g,f(‘l-) = Pe] = o itd.
Zatem ta funkcja opisuje ciag odwrotnosci kwadratow kolejnych liczb natural-
11 1 1
nych: 1,1,5,1—6,£,

Regule (funkcje), wedlug ktorej powstaje dany cigg, mozna wyrazi¢ wzorem
ogolnym ciagu.
Zamiast pisa¢ f(n) = 3n dlan € N, mozna zapisa¢ a,, = 3n.
. o 1 . o, 1
Zamiast pisa¢ f(n) = = dlan € N, mozna zapisa¢ a,, = =
Wzér ogélny ciggu pozwala wyznaczac kolejne wyrazy tego ciagu.

Przyktad 2.1.5.
Wiedzac, ze a,, = 3ndlan € N, wyznaczy¢ piaty i sioddmy wyraz tego ciagu.

Rozwigzanie
W celu obliczenia pigtego wyrazu danego ciagu nalezy do wzoru wstawi¢ liczbe n = 5.
Woéwczas otrzyma si¢ as = 15.
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W celu obliczenia siédmego wyrazu danego ciaggu nalezy do wzoru wstawi¢
liczbe n = 7. Wéwczas otrzyma si¢ a; = 21.

Przyktad 2.1.6.

. . 1 . ce .
Wiedzac, ze a,, = = dlan € N, wyznaczy¢ trzeci i szosty wyraz tego ciagu.

Rozwigzanie
W celu obliczenia trzeciego wyrazu danego ciggu nalezy do wzoru wstawic liczbe n = 3.

‘ . 1
Wowczas otrzyma si¢ az = .
W celu obliczenia szdstego wyrazu danego ciagu nalezy do wzoru wstawic liczbe

. . 1
n = 6. Woéwczas otrzyma si¢ ag = T

2.2. Monotonicznos$¢ ciggu

Wartosci liczbowe kolejnych wyrazéw ciagu moga wykazywaé pewne zaleznosci,

ktdére pozwalajg okresli¢ jego rodzaj pod wzgledem monotonicznosci.

1. Niech dany bedzie ciag a,, = ﬁ Latwo zauwazy¢, ze kazdy kolejny wyraz tego
ciagu jest mniejszy od poprzedniego. O takim ciggu méwi sie, Ze jest malejacy.
Dla kazdego n spelniony jest wowczas warunek: a, 1 < a,.

Definicja ciggu malejgcego
Ciag (a,) nazywa sie ciagiem malejacym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej

liczby naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nieréwnos¢ a4 < ay.

Przyktad 2.2.1.
Wsrod podanych ciggdéw wskazac ciagi liczbowe malejace.
a) 3,6,9,12,15, ..

11 1 1
b) IIZIEIE’EI'“
c) 6,54,3,0,—4,-5-7,-8,-9,-10, ...

101 1 1

d) _1’_ZI_EI_E’_£""
Rozwigzanie

Ciggami malejacymi sa ciagi z podpunktéw b) oraz c), poniewaz kolejne wyrazy kaz-
dego z nich s3 coraz mniejsze.
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2. Niech dany bedzie ciag a,, = 3n. Latwo zauwazy¢, ze kazdy kolejny wyraz tego
ciagu jest wiekszy od poprzedniego. O takim ciaggu moéwi sie, Ze jest rosngcy.
Dla kazdego n spelniony jest wowczas warunek: a, 1 > a,.

Definicja ciggu rosngcego
Ciag (a,,) nazywa sie ciggiem rosngcym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby
naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nieréwnos¢ a, 1 > a,.

Przyktad 2.2.2.

Wisrod podanych ciggdéw wskazac ciagi liczbowe rosnace.
a) 2,4,6,8,10,...

b) =5,4,-3,2,-1,0,1,2, ...

¢y —1,-2,-3,—4,-5, ...

d) T 2m, 3™, 4m, 5T, ...

Rozwiazanie
Ciggami rosngcymi sg ciagi z podpunktow a) i d), poniewaz kolejne wyrazy kazdego
z nich sg coraz wieksze.

3. Niech dany bedzie ciag a, = 5. Wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw tego
ciagu: 5,5,5,5,5, ..., mozna zauwazy¢, ze kazdy nastepny wyraz tego ciagu jest
doktadnie taki sam jak poprzedni. O takim ciggu moéwi sie, ze jest staly. Dla kaz-
dego n spelniony jest wowczas warunek: a, 1 = a,.

Definicja ciggu statego
Ciag (a,) nazywa sie ciggiem staltym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby

naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nierownos¢ a, 1 = a,.

Przyktad 2.2.3.

Wisrdd podanych ciaggdéw wskazac ciagi liczbowe state.

a) 3,9,27,81,..

11 1 1
b 1,-,-,—,—,..
) ’4’9’ 16’25’

0 1,1,1,1,111,..
d) V2,V2,¥2,V2,V2,V2, ..
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Rozwigzanie
Ciggami stalymi sa ciagi z podpunktéw c) i d), poniewaz kolejne wyrazy kazdego
z nich sg takie same.

4. Niech dany bedzie ciag a,, = 2 - (—1)™. Wyznaczajac kilka kolejnych wyrazow
tego ciagu, latwo mozna zauwazy¢, ze wyrazy przybieraja tylko dwie wartosci,
przy czym wystepuja one na przemian - 2,2,-2,2,-2, ... O takim ciggu méwi
sie, ze jest przemienny (albo naprzemienny). Nie jest on ani rosngcy, ani male-
Jacy.

Przyktad 2.2.4.

Ktory z podanych ciagow jest ciggiem liczbowym naprzemiennym?

a) 3,—-6,9,—12,15,-17,19,-21, ...

b) -1,1,-1,1,-1,1,-1, ...

o) V2,—V2,V2,V2,—V2,V2, ..

d -1,-2,-3,—4,-5, ...

Rozwiazanie

Ciggami naprzemiennymi sg ciagi z podpunktéw b) i ¢), poniewaz kolejne wyrazy
przybieraja tylko dwie wartosci, przy czym wystepuja one na przemian.

5. Niech dany bedzie ciag a,, = j_;: Wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw tego
ciggu:

-1 1
dan=1 aq="—=—
23 o
dan=2 a,="—=—
58 o
dan=3 a3=—=—
I
dan=4 aq="—=—
4-5 -1

nalezy zwrdci¢ uwage, jaka warto$¢ ma piaty wyraz ciagu a,. Czy da sie ja obli-
czy¢? Jak wida¢, dla n = 5 warto$¢ ciagu nie istnieje, gdyz wowczas pojawia si¢
dzielenie przez 0, ktére jest niewykonalne. Zatem ten ciagg jest dobrze okreslony
dlan # 5.

Whiosek: Ciag, ktory jest rosnacy lub malejacy, nazywa si¢ monotonicznym (monos
[gr.] = jednakowy, tonika [gr.] = wzrastanie). Jesli ciag nie jest monotoniczny,
to wcale nie oznacza, Ze musi by¢ naprzemienny lub staty.
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W celu udowodnienia, Ze ciag (a.) jest monotoniczny, nalezy pokazaé, ze dla

kazdego n zachodzi:

* a,.q < a, (zatem nalezy pokaza¢, ze zachodzi a, 1 — a, < 0) i wowczas mowi
sie, ze ciag jest malejacy;

® a,.1 > a, (zatem nalezy pokaza¢, ze zachodzi a, 1 — a,, > 0) i wowczas mowi
sie, ze ciag jest rosnacy;

o jedli cigg jest zadany wzorem w postaci funkcji potegowej, wowczas tatwiej jest
bada¢ iloraz dowolnego wyrazu ciggu (np. (n + 1)-szego) przez wyraz go po-
przedzajacy i okresla¢ monotoniczno$¢ na podstawie znaku wyniku:

- gdy % < 1dlaa, # 0iwowczas cigg jest malejacy,

- gdy % > 1dla a, # 01iwowczas cigg jest rosnacy.

Przyktad 2.2.5.

Zbada¢ monotonicznos¢ ciggu.
a) a,=3n+7

b) a,=-2n+7

¢ a,=2"
n
d) a,=—
) an n+3
Rozwiazanie

Aby zbada¢ monotoniczno$¢ ciagu a,,, nalezy obliczy¢ réznice a, .1 — a, albo iloraz
a) Dlaa,=3n+7
nastepny wyraz ciagu jest postaci a4 = 3(n+ 1) + 7 = 3n + 10.
Badajac rdéznice
Aps1—ap=3n+10—-3n+7)=3n+10—-3n—7 =3 >0, zatem cigg
jest rosnacy.
Badajac iloraz

a 3n+10 _ 3n4743 _ 3n47 | 3 o
ot = = = = > 1, zatem cigg jest ro-
an  3n47  3n47  3n+7 | 3n+7 3n+7

snacy.

W tym przypadku tatwiej bylo zbadac¢ réznice.

b) Dlaa, =-2n+7
nastepny wyraz jest postaci a,41 = —2(n +1) +7 = —=2n + 5.
Badajgc roznice
Api1—ap=—2n+5—-(-2n+7)=2n+5+2n—-7=-2<0, zatem
ciag jest malejacy.

43



Badajac iloraz

a —-2n+5 —-2n+7-2 -2n+7 -2 2 . .
ol = = = =1- <1, zatem ciag jest
an —2n+7 —2n+7 —2n+7 —2n+7 —2n+7

malejacy.

W tym przypadku fatwiej bylo zbada¢ rdznice.
c) Dlaa, =2"
nastepny wyraz jest postaci a4, = 2™t .
Badajac rdéznice
Apyq — Ap = 21— 2" = 2™(2 — 1) = 2™ > 0, zatem cigg jest rosnacy.

Badajac iloraz

Ane1 on+l 2.2M o

o, 7 s T 2 > 1, zatem ciag jest rosnacy.
W tym przypadku tatwiej bylo zbadac¢ réznice.

d) Dlaa, = %

. . _ n+l _ n+l
nastepny wyraz jest postaci a1 = (D43 nia
Badajac réznice
n+1 n _ (n+1)-n+3)-n-(n+4) _ n?+3n+n+3-n-4n _
n+d  n+3 (n+4)-(n+3) T (n+4)(n+3)

An+1 —An =
_ 3

T (n+4) (n+3)
Badajac iloraz

> 0, zatem ciag jest rosnacy.

n+1

a 2 (m+Dm+3) n?+4n+3  n?+4n 3 3

Tl_+1=nT+4—= = = =1+ >1,Zatem
an e n(n+4) n2+4n n2+4n = n2+4n n2+4n

ciag jest rosnacy.

W tym przypadku fatwiej byto zbada¢ iloraz.

2.3. Ciag arytmetyczny

Dany jest cigg opisany wzorema, =5+ (n—1) - 3.
Wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw tego ciagu, otrzymuje sig:
dlan=1 a;=5+(1-1)-3=5
dlan =2 a,=54+2-1)-3=8
dlan =3 az=5+(3-1)-3=11
dlan =4 a,=5+(4-1)-3=14
Latwo zauwazy¢, ze kazdy wyraz tego ciggu jest wiekszy od poprzedniego o te
sama warto$¢ rowna 3.
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Mozna tez powiedzie¢, ze roznica migdzy dowolnym wyrazem tego ciggu a wy-
razem bezposrednio go poprzedzajacym jest stata. Nazywa si¢ jg ,,r6znica” i oznacza
symbolem r.

Definicja ciggu arytmetycznego
Ciag liczb, w ktorym kazda kolejna liczba rézni si¢ od poprzedniej o ustalong war-
to$¢ r, dla kazdego n € N, co mozna zapisac

MAneN Gpi1— A =T (2.1)

nazywa sie ciggiem arytmetycznym.

Ciag arytmetyczny moze by¢ malejacy badz rosnacy. Zalezy to od wartosci roz-
nicy r. Gdy réznica ciggu arytmetycznego jest réwna zero, wéwczas wszystkie wyrazy
ciaggu majg te samg warto$¢. O takim ciggu mowi sie, ze jest staly. Nie wzrasta on ani
nie maleje.

Gdy znane sg wyraz pierwszy i réznica tego ciggu, wowczas mozna wyznaczy¢
kazdy wyraz takiego ciagu arytmetycznego. Wzor na n-ty wyraz ciagu arytmetycz-
nego przyjmuje postac:

a,=a;+(n—-1)r (2.2)

Sume n pierwszych wyrazéw ciggu mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

a;t+an

Sp = 5

(2.3)

2.4. Ciag geometryczny

Dany jest ciag opisany wzorem rekurencyjnym

a1=6
1
an+1=5'an

Wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw tego ciggu, otrzymuje sie:
dlan=1 a, =6

dan=2 a=36=3
dan=3 a;=>-3=15
dan=4 a;=5-15=075
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Warto sprawdzi¢, jak zachowuje si¢ iloraz dowolnego wyrazu tego ciagu
(bez pierwszego) przez wyraz bezposrednio go poprzedzajacy:

3

G _z_1

as 3 2
3

4 _z_1

=4=

a = 2

4 2

Jak wida¢, kazdy wyraz tego ciggu powstaje z poprzedniego przez pomnozenie
go przez % Zatem stosunek dowolnego wyrazu tego ciggu (z wyjatkiem a,) do bez-
posrednio go poprzedzajacego jest staly i wynosi tutaj % Nazywa sie go ilorazem”

i oznacza symbolem q.

Definicja ciggu geometrycznego
Ciag liczb, w ktérym stosunek danego wyrazu do wyrazu bezposrednio go poprze-
dzajacego jest staly dla kazdego n € N\{1}, co mozna zapisac

Anen\(1} % = const = q (2.4)

a

nazywa sie ciggiem geometrycznym.

Ciag geometryczny w zakresie monotoniczno$ci nie spetnia takich warunkoéw jak
ciag arytmetyczny. Na rodzaj monotonicznosci ciggu geometrycznego wplywaja
wielko$¢ q i wyraz pierwszy a, ciagu.

Dowolny wyraz ciggu geometrycznego zalezy od wyrazu pierwszego a, oraz ilo-
razu q.

Wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego przyjmuje postac:

an =a;-q""" (2.5)

Sume n pierwszych wyrazéw ciaggu mozna wyznaczy<¢ ze wzoru:

dlag #1 (2.6)

a,-n dlag=1
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2.5. Granica ciggu

Dany jest cigg opisany wzorem a,, = ﬁ
Wyznaczajac kilka kolejnych wyrazéw tego ciagu, otrzymuje sig:
dlan=1 a; =

dlan =2 a, =

B lWw [ NN |-

dlan=3 as =

Mozna zauwazy¢, ze wartosci liczbowe wyrazow tego ciagu zblizaja si¢ do pewnej
liczby. Méwi sie, ze taki ciag jest zbiezny. Liczbe, do ktorej daza kolejne wyrazy ciagu,
nazywa si¢ granica tego ciagu. Granice ciggu liczbowego (a,) oznacza si¢ jako
lima, = g.

n—-oo

Definicja granicy ciggu

Liczba g jest granica ciagu (a,), jezeli dla kazdej dodatniej liczby ¢ istnieje taka
liczba k € N, ze dla wszystkich n wiekszych od k zachodzi |a,, — g| < €, co mozna
zapisac:

lima, =g AV Ala,—gl<c¢ (5.7)

n-oo e>0keNn>k

Podstawowe reguly obliczania granic ciggow
e lim(a, +b,) = lima, + limb,

n—-oo n—-oo n—oo
e lim(a, —b,) = lima, — limb,

n—oo n—-oo n—-oo

e limc-a, =c-lima,, gdziec€R
n—-oo n—-oo

e lim(a, b, = lima, - limb,

n—oo n—-oo n
. an lim a,, oo
o lim (%) =222 gdgie limb, # 0
n—oo \bp 1P—>r§obn n—oo
lim by,
o lim((ay)) = (lim an)"_’oo
n—oo n—oo
. k k|(q: .
) = , iek=2,3,4,..
ALV = e gdiek=2,3,4
. k .
e Jimva=1, dziea > 0
8
n—oo

e limn=o0
n—-0o
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limn™ = o0

n—oo
1
. (1\n _
+ Jm () =1
Przyktad 2.5.1.
Wykazag, ze lima, = g.
S -
A = £73
b) ap =logy14 g=0
Rozwiazanie
) _ n+3 _1
A An = 73
Nalezy znalez¢ takie k € N, ze dla kazdego n > k spelniona jest nieréwnos¢
la, — gl < e.
Na poczatku nalezy oszacowaé réznice:
|a . | _ |n+3 _l| _ |2-(n+3)—(2n+1) _ |2n+6—2n—1 _ | 5 | _ 5
n =8l = | 2l T 2-(2n+1) T 2en+)) | T l2-@n+)l T 2:2n+1)
Nastepnie nalezy wyznaczy¢ n w zaleznosci od €
5
2:(2n+1)
2:(2n+1) 1
5 €
5
2n+1>—
2¢
m>>_1=2>2_1_5_1_1,1_5 1 _>5*2 4
2e 48 2 48 2 2 2 4e 2 4¢
5+2¢
—1.
4¢
Zatem po powyzszych rachunkach mozna przeprowadzi¢ dowod.

. . L 5+2¢ 5+2¢ . .
Niech € > 0, biorgc k € N takie, ze k = [ yrai 1] = [ ” ] — 1 (gdzie [x] jest
czedcig catkowity z liczby x). Zatem dlan > k zachodzi |a, — g| = 2D

b) a, =logn14 g=0

48

Nalezy znalez¢ takie k € N, ze dla kazdego n > k spelniona jest nieréwnos¢
|an - gl <&

Na poczatku nalezy oszacowa¢ réznice:

lan, — gl = logn41 4 — 0| = [logy 41 4| = logp4q 4

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ n w zaleznosci od €

logn+14<£ m<8
1

1
log,(n+1) > P log, 4=



n+1>4% stad n>4%—1

Zatem po powyzszych rachunkach mozna przeprowadzi¢ dowdd.

Niech € > 0, bioragc k € N takie, ze k = [4% - 1] = [4%] -1

(gdzie [x] jest czescia catkowity z liczby x). Zatem dlan > k zachodzi |a,, — g| =
=log,414 <&

Klasyczne przyklady obliczania granic ciagow liczbowych

1. Obliczanie granicy ciagu danego utamkiem
Jezeli ciag a,, dany jest utamkiem, to aby obliczy¢ jego granice, nalezy kazdy wy-

raz tego ciggu podzieli¢ przez najwyzsza potege n mianownika, przy czym mozna

zauwazy¢, ze:

e jezeli najwyzsza potega n w mianowniku jest taka sama jak najwyzsza potega n
w liczniku, to granice ciagu a,, tworzg wspolczynniki przy nich;

e jezeli najwyzsza potega n w mianowniku jest wyzsza niz najwyzsza potega n
w liczniku, to granica ciggu a,, jest zawsze 0;

e jezeli najwyzsza potega n w mianowniku jest nizsza niz najwyzsza potega n
w liczniku, to granica ciagu a,, jest +00 lub —oo.

Przyktad 2.5.2.
Obliczy¢ granice ciagu a,,.
3n
a) an = 5n+1
7n
b) an =5
9n®
) an =
-nS5+n?+2
d) an = 4n343n2+1
Rozwiazanie
.3 3 T . .
a) lim—==: (stopien licznika i mianownika sg takie same)
n-oo 5n+1 5
b) lim sn =0 (stopien licznika jest nizszy niz mianownika)
n—-oo n°>+1
. 9nS T . S .
c) 711_{20 S = T® (stopien licznika jest wyzszy niz mianownika)
. —n®+n2+2 T . S .
d) lim = —oo (stopien licznika jest wyzszy niz mianownika)

nooo 4n3+3n2+1
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2.

Obliczanie granicy ciggu z wykorzystaniem twierdzenia o trzech ciggach

Twierdzenie o trzech ciggach

Niech dane bedg trzy ciagi liczb rzeczywistych a,, by, c,,. Jedli dla prawie wszyst-
kich wyrazéw tych ciagéw, tzn. dla wszystkich n wigkszych od pewnego wskaz-
nika N, zachodzi

a, < b, < ¢y, przy czym lima,, = limc, = g, to wtedy limb,, = g.
n—-oo n—-oo n—-oo

Przyktad 2.5.3.
Obliczy¢ granice ciagu.

a)

by = VZT+ 37 57

nlr1\" 1\" 1\"
b) by = J(z) +(3) +6)
) b, = 2"+t +3"
d) b, = 2"+n"+3n+ 71 + 8"
Rozwigzanie

a)

50

b, = ¥/2" + 3" 4+ 57

Aby obliczy¢ 1’11—1}010 /27 + 37 + 57, nalezy wskaza¢ dwa ciagi a,, i ¢, tego samego
rodzaju co ciag b, = V2™ + 3™ + 5" takie, ze a, < b, < ¢y, przy czym ciagi
a, i ¢, maja te samg granice g.

Niech zatem a, = /5" (sposréd liczb pod pierwiastkiem wybrano najwieksza).
Nalezy obliczy¢ granice tego ciagu

lim /5" = lim5 =5

n—oo n—-oo

Niech natomiast ¢, = V5% + 5" + 57
Nalezy obliczy¢ granice tego ciagu

lim R/5" + 5% + 5% = lim V/3 - 5% = lim 5 - lim V/3 =

n—-oo n—oo n—oo n—oo

=5-1limVY3=5-1=5

n—oo
Na podstawie twierdzenia o trzech ciagach z faktu, ze
lima, = limc, = 5 wynika, ze lim b, = 5.
n—-oo

n—oo n—oo



b b=+ + ()

n n n n
Aby obliczy¢ lim (%) + (l) + (%) , nalezy wskaza¢ dwa ciagi a, i ¢, tego

n—oo 3

samego rodzaju co ciag b, = i/(%)n + G)n + G)n takie, ze a, < b, < ¢,

przy czym ciagi a, i ¢, maja te sama granice g.

Niech zatem a,, = i/g)n (sposrod liczb pod pierwiastkiem wybrano najwieksza).
Nalezy obliczy¢ granice tego ciagu

Jim Y6 = Jim 3=

Niech natomiast ¢, = n\/G)n + G)n + G)n

Nalezy obliczy¢ granice tego ciagu

. B +G) + () =t 3 () = 3 im V3 -

llm"3—— 1——

n—-oo

Na podstawie tw1erdzen1a o trzech ciqgach z faktu, ze

lima, = limc, == wynlka ze lim b,

n—-oo n—oo n-—oo
b, = V2" + " + 37
Aby obliczy¢ lim ¥/2™ + " + 37, nalezy wskaza¢ dwa ciagi a,, i ¢, tego samego

n-co
rodzaju co ciag b, = V2™ + " + 37 takie, ze a, < b, < Cy, przy czym ciagi
a, i ¢, majg te sama granice g.

Niech zatem a,, = Vm™ (sposréd liczb pod pierwiastkiem wybrano najwieksza).
Nalezy obliczy¢ granice tego ciagu

lim V" = limm=mn

n—-oo n—-oo

Niech natomiast ¢, = Ym" + " + "

Nalezy obliczy¢ granice tego ciggu

lim Y/m" + it + it = llm V3ot = llmTr lim V3 =m- lim V3 =

n—oo n—oo n—oo
=mn-l=m

Na podstawie twierdzenia o trzech ciagach z faktu, ze

lima, = 11m ncy = T wynika, ze 11m b, = m.

n—oo
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d) by="V2"+m+3"+ 7748
Aby obliczy¢ lim /2" + w4+ 3™ + 7™ + 8", nalezy wskaza¢ dwa ciagi a,, i ¢,
n—-oo

tego samego rodzaju co ciag b, takie, ze a,, < b,, < ¢y, przy czym ciagi a, i ¢,
majg te samga granice g.

Niech zatem a,, = V8™ (sposrdd liczb pod pierwiastkiem wybrano najwieksza).
Nalezy obliczy¢ granice tego ciagu

lim V8" = lim8 =8

n—-oo n—oo

Niech natomiast c,, = /8" + 8" + 8" + 8" + 8"

Nalezy obliczy¢ granice tego ciggu

lim V/8" + 8" + 8" + 8" + 8" = lim V58" = lim8 - lim V5 =

n—oo n—oo n—oo n—>oo

=8-limV5=8-1=8

n—-oo

Na podstawie twierdzenia o trzech ciggach z faktu, ze

rlli_r>£10an = Tlli_r)rgocn = 8 wynika, ze 711_)1’1;10 b, = 8.
3. Obliczanie granicy ciggu z wykorzystaniem metody mnozenia przez sprzezenie
Metoda mnozenia przez sprzezenie odnosi sie do ciagow, w ktorych wystepuje
roznica z pierwiastkami, a celem jest sprowadzenie tego ciagu do postaci utamkowe;j.
Woéwczas nalezy go pomnozy¢, a nastepnie podzieli¢ przez to samo wyrazenie.

Przyktad 2.5.4.

Obliczy¢ granice ciagu.

a) a, =V9n2 +5n—3n
b) a, =V4n2+5—2n

¢) a, =V16n2 +5n—4n

1
d a,=————
) n VienZ+5n—-4n

Rozwiazanie

. 5 _ _ 1. (Von?+5n-3n)(Von2+5n+3n)
%) Jim (V9n? + 5n—3n) = lim (ontesmesm)

5n
9n?+5n—9n? 3 5

5n
=lim —/———= lim —= lim —&——
n-o Von2+5n+3n n-o Von2+5n+3n n-o  [9n? sn 3n 6

n2 'nZ' n
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b) lim (m_ Zn) = lim (\/4n2+5—2n)(\/4n2+5+2n) _

n-oo n—oo (\/4n2+5+2n)
5
= lim dnftsodan? _ lim > = lim n =
n—ooo V4n2+5+2n nooo V4n2+5+2n n—-oo ﬁ 5 ,2n
\an nZ2 n
3 0
= lim ——=2=0
n=0 442
n
(VienZ+5n-4n)(VienZ+5n+4n)
¢) lim(v16n2 +5n—4n) = lim =
) n—»oo( ) n-oo (v16n2+5n+4n)
5 5 sn
— lim l6n“+5n—-16n- lim 5n = lim n _
n-ooo V16nZ2+5n+4n n-ooo V16n2+5n+4n n—-oo 16n2+5_n+4_n
nZ n2 n
. 5
= lim =3
o0 164244
n
a i 1 i (V1ien2+5n+4n)
1m ——-—= 11m =
noowoVienZ+sn—-4n  noowo (VienZ+5n—4n)(Vien2+5n+4n)
. v1i6n2+5n+4n . viénZ+5n+4n . viénZ+5n+4n
=11m —_— = m—=11m —_ =
n-ooo 16n%2+5n—-16n2 n-oo 16n2+5n—16n2 n—oo 5n
16n2 sn  4n 5
R e T A
= lim V55— = lim ——=-
n-oo = n—-oo 5 5

n

4. Obliczanie granicy ciggu z wykorzystaniem definicji liczby e

Metoda obliczania granic ciaggdéw z wykorzystaniem definicji liczby e (liczby Eu-
lera) odnosi si¢ do ciggow, ktore mozna sprowadzi¢ do postaci liczby Eulera.

Definicja liczby Eulera

n
Jezeli ciag a, = (1 + %) jest ciagiem rosnagcym i ograniczonym (czyli jest cig-
giem zbieznym do pewnej liczby), to jest zbiezny do liczby e. Woéwczas liczba e
(nazywana liczba Eulera) jest granica takiego ciagu, co mozna zapisa¢

lim (1 + %)n —e (2.8)

przy czym e = 2,71828 ...

Uwaga: Do obliczania granic tego typu mozna wykorzystywac tez fakt

an
lim (1 + i) =e (2.9)

n—oo ( an
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gdy ciag (a,) jest ciagiem o wyrazach dodatnich i granicg tego ciagu jest +oo lub

lim (1+ a—ln)k'a” -

n—-oo

gdzie k - dowolna liczba rézna od zera.

Przyktad 2.5.5.
Obliczy¢ granice ciagu.
2\3n
D o= (57
_ 2n \on
b) ayn = (2n+2)
3n+7
9 an= ()
__(3n+6 5n
d) an = (3n+2)
Rozwigzanie

a) 1

n—oo \2n+2 n—oo

13 (=5)

= lim (1 + —) =
n—oo n

o lim (”—”)3”+7 = lim

n—-oo n n—oo

n

3n 3n
im (n—+2) = lim (E+£) = lim (1 +%>
n—-oo n n—-oo \n n n—-oo 3

b) lim ( 2n )Sn = lim (2

n+2
n-oo \2n
-5
3n+7
n 2 .
-+ —) = lim (1
n n—-oo

ek

N!S

6

) = him (24 2) " =

2n

n

_‘6
+%)2 ~(1 +
2

n
1\2'® 1)’
=lim(1+7> ~lim(1+w) =eb.17 =¢®
n—-oo ; n—oo ;
5n 5n 5n
. 3n+6 . 3n+2+4 . 3n+2 4
) lim (2257 = qim ( ) =1im (224 )7 <
n—-oo \3n+2 n—oo 3n+2 n—oo \3n+2 3n+2

= lim (1 +
n—-oo 3n+
3n+2'2
. 1 43
= lim |1+ 5755
n—-o0o 2
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1 3
' <1 + 3n+2> =
P

1\ @
- lim 1-F§ﬁ¢7
n—-oo

1 4
lim {1+ sz

5n
4\ . 1
) = lim |1+ 555 =
2 n—oo - n—oo

4

(5.10)



2.6. Szeregi liczbowe

Zagadnienia dotyczace szeregdw liczbowych sg Scisle zwigzane z tematyka ciagu licz-
bowego, a w szczegdlnosci granicg ciagu. Jesli (a,,) jest danym ciggiem o wyrazach
w zbiorze liczb rzeczywistych, to przez szereg o wyrazach a,, mozna rozumie¢ for-
malne wyrazenie )5, a,, ktére czesto zapisuje sie réwniez w postaci a, + a, +
+az+ .
Kolejne wyrazy ciggu sum cz¢sciowych mozna przedstawi¢ jako:
Sl = aq
SZ = aq + a,

S3=a1+a2+a3

Sp=a;+a,taz+--+ay

Mozna zatem powiedzie¢, ze szereg liczbowy jest to nieskoniczona suma liczb.

Definicja szeregu liczbowego nieskoticzonego
Szeregiem liczbowym nieskoniczonym nazywa sie ciag (S,,) sum czesciowych
Si1=a
SZ = aq + a;
S3 =aq + a, + as
Sp=ay+a,+az+--+ay,

Szereg oznacza si¢ symbolem Y.;_; a,. Liczby a,, nazywa si¢ wyrazami sze-
regu, natomiast S, jest to n-ta suma czesciowa szeregu.

Przyktad 2.6.1.

Dany jest szereg jako wyraz ogdlny ciagu geometrycznego, ktorego pierwszy wyraz

to ay, natomiast iloraz to q. Wyznaczy¢ kolejne sumy czesciowe tego szeregu i zbadac

jego zbieznos¢.
o 1

b) it

Q
iy
I

Q
iy
|
NlWw NP
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Rozwigzanie

1 1 1
a) 25:127 a; =73 q=73
Nalezy wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu sum czgsciowych
1
S1=3
1,1
S, = > + "
S; = 1,141
2 4 8
1,1,1 1
Sp=sH ittt

Ze wzoru na sume n wyrazow ciqgu geometrycznego uzyskuje sie
1,11 11 () 1—() 1 2 1\"1 _
Sty tet T T =331-G) 1=

2 1- 2 2 1 2
11’1
=1-(3)
2

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ granice ciggu sum czgsciowych

. . 1\" . 1
Jlimsy = Jim (1-(5)) = lim (1-5) =1
Poniewaz granicg jest liczba, zatem dany ciag jest zbiezny.

NIRIE

3" 3 3
b) Ynmizm a =3 q=3
Nalezy wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu sum czgsciowych
3
S1=3
3,9
S, = > + "
S; = 3424727
2 4 8
3,9 27 3"
Sp=sHL At

Ze wzoru na sume¢ n wyrazow ciggu geometrycznego uzyskuje sie

n n
_3.9 v 3.0 320 _
S—E+Z+ Ty o

2 1__ =2 _% -

2 (- (-() - e

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ granice ciagu sum czesciowych
3 n

Jlims, = him (=3+3-(5)) = +e0

Poniewaz granicg jest +0, zatem dany ciag jest rozbiezny.
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Przyktad 2.6.2.

Wyznaczy¢ kolejne sumy czesciowe szeregu i zbadac jego zbieznos¢.

a)
b)
c)

oo 1

3"-1
Z?le Zn

2"—1
Z?le 3n

Rozwigzanie

a)

b)

o 1
Ln=1 n(n+1)
Nalezy wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu sum czeg$ciowych
S1
Sz

S3

Il
N[RN|RN |~
+ +
[N NN NN
[

1 1 1
Sp=-+-+—+-+
2 6 12

n(n+1)

Poniewaz

Stad

0= (D4 G- bt (o) =1-5 -

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ granice ciagu sum czesciowych
i = i R
Jim s, = im (1-25)=1

Poniewaz granicg jest liczba, zatem dany ciag jest zbiezny.

3n-1
Z‘;?: 1 2n

Nalezy wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu sum czeg$ciowych
3

1 . | 1
mozna zapisa¢ jako—— ——dlan # 0.
n(n+1) n n+1

S, =>-2

2 2

3 1 9 1
%-Q—9+ﬁ—ﬁ
- (-9+ -2+ (3D

2 2 4 4 8 8

3 1 9 1 27 1 3n 1
Si=(C-)+C-D+E-3)++GE-5)
_3_ 1,9 1. 27 1. .3 1

2 2 4 4 8 8 2n 2n
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(R ) rdees )
=—-3+4+3. (;)n—(l—zin)=—4+ 3ntlyg

2n
W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ granice ciggu sum czgsciowych

n+1
lim S, = lim (—4 +32 +1) = +4oo
n-oo n-oo 2n
Poniewaz granica jest +00, zatem dany ciag jest rozbiezny.
2"-1
C) Z’)i.lo:l 311

Na poczatku nalezy zauwazy¢, ze
o 21 _ wow 2\ 1
S =25 () - %)
Nalezy wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu sum czeg$ciowych
2 1
S1

“Grirr @) - Qe rd)-
gt o il = 5 EER NG ODRERH R O)
2 (=) (- @) =2 - -1+ =1+

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ granice ciggu sum czgsciowych

. . 2\" | (n\"
pims: = fim (=1 (5) + (5) ) =1
Poniewaz granica jest liczba, zatem dany ciag jest zbiezny.

I
w N
VRS
=
wlh

Definicja szeregu zbieznego

Szeregiem liczbowym zbieznym nazywa sie taki szereg, dla ktorego istnieje skon-

czona granica S = lim S,,. Liczbe S nazywa sie wowczas sumg szeregu Y.n—q Qp,
n—oo

co mozna zapisac ;=1 Ay = S.
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Definicja szeregu rozbieznego
Szeregiem liczbowym rozbieznym nazywa sie taki szereg, ktdry nie jest zbiezny.

Wilasnosci szeregow

Y1 Gn = Ype1bn © a, = b, dlakazdegon € N.

Jezeli szeregi Yp—1 Qn i Din=1 by sa zbiezne, to suma szeregdw jest szeregiem
zbieznym.

Yne1(an +by) = X0 an + X5-1by

Jezeli szeregi Yip—q @y 1 Din=1 by, sa zbiezne, to rdznica szeregéw jest szeregiem
zbieznym.

Yn=1(@n —by) = X521 an — X1 by

Jezeli szeregi Yp—1 Ay 1 Yin=1 by sa zbiezne, to iloczyn szeregu przez liczbe jest
szeregiem zbieznym.

k-Yria, = Yn-1k-a, dlakazdegok € R

Podstawowe wzory zbiezZnosci szeregow

Yme1q" jest zbiezny dla |q| < 1irozbiezny dla |q| > 1.
2%0:1% jest rozbiezny.

Yot n_12 jest zbiezny.

Y1 % jest zbiezny dlas > 1irozbiezny dla s < 1.

Istnieje istotny zwigzek miedzy zbieznoécig szeregu liczbowego Yin—; a, a za-

chowaniem ciagu (a,) jego wyrazéw. Zwigzek ten nosi nazwe warunku koniecznego

zbieznosci szeregu.

Twierdzenie warunek konieczny zbieznosci szeregu
Jezeli szereg Y.n—1 @y, jest zbiezny, to lim a,, = 0.
n—-oo

Dowdd
Oznaczajac S,, = a4 + a, + az + --- + a, zachodzi
a,=S,—Sp,_.1dlaneNin=2.

Poniewaz z zalozenia istnieje skonczona granica lim S,, = S,
n—oo

wieca, =S, —S,-1 dazydoS—S =0 przyn — oo.

Podany w twierdzeniu warunek nie jest warunkiem dostatecznym zbieznosci

szeregu.
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Przyktad 2.6.3.

Sprawdzi¢ warunek konieczny zbieznosci szeregu.
o] 371

a) Yp—1 on
o] Zn

b) an 13n

2n—-1

<) Xn=1

Rozwigzanie

. . 3" . (3\" i
a) lima, = lim — = lim (—) = +oo # 0, zatem to szereg rozbiezny,
n-oo n-o 2"  nooo \2

n n
b) lima, = lim z_ lim (Z) = 0, zatem to szereg zbiezny,

n—oo n—oo 3" n-ooo \3
. . 2" .2n . 1 . 2\" . 1

¢) lima, = lim = lim — — lim — = lim (—) — lim = =0,
n—-oo n-oo n—oo 3" n—oo 3" n-oo \3 n—oo 3M

zatem to szereg zbiezny.

Przyktad 2.6.4.
Wyznaczy¢ kolejne sumy czeSciowe szeregu ) ,—q \/iﬁ i zbadac jego zbieznos¢.
Rozwigzanie
o 1
Z’n:l \/_ﬁ
Nalezy wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu sum czeg$ciowych
1
S1 = 7
1,1
Sz - ﬁ + ﬁ
S, = I
1 V2 3
....... IRRRRIIERPE )
Ss=mtmtEt vt e
o1 1 1 1 , . 1
Poniewaz FtEtst -t 5 moima zapisac jako n - N dlan # 0.
Stad
1,1 1 1 1
Sn _ﬁ+ﬁ+ﬁ+ ---+v—%—n-ﬁ

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ granice ciaggu sum czesciowych:
lim§S, = limn-— = lim mn _ lim Vn = 4o
n—-oo n—-oo \/ﬁ n—-oco N n—-oo

Poniewaz granicg jest +00, zatem ciag jest rozbiezny, mimo ze lim N
n—-oo
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Badajac zbiezno$¢ szeregdw, warto zacza¢ od warunku koniecznego zbieznosci.

Nalezy jednak uwazaé, poniewaz powyzsze twierdzenie nie dziala w obie strony

(jak to wida¢ w przykladzie 2.6.4). Ma ono zastosowanie tylko wtedy, gdy granica

ciagu jest rozna od zera. Mozna wowczas stwierdzi¢, ze warunek konieczny zbiezno-

$ci szeregu nie jest spelniony, zatem szereg jest rozbiezny. Jezeli ciagg ma granice

réwna zero, to nalezy zastosowac inne kryterium.

Reasumujac:

jezeli lim a,, # 0, to szereg jest rozbiezny,
n—-oo

jezeli lim a,, = 0, to do zbadania zbiezno$ci szeregu nalezy zastosowac inne kry-
n—-oo

teria.
Kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregu
Jezeli szeregi Yip—q Ay i Din=1 by S8 szeregami o wyrazach nieujemnych oraz ist-

nieje takie ny, ze dla kazdego n > n, spelniona jest nieréwnos¢ a,, < by, to:

jezeli szereg ), ay, jest rozbiezny, to szereg Y4 by, tez jest rozbiezny,
jezeli szereg Y. ;7_1 by, jest zbiezny, to szereg ). ;-1 a, tez jest zbiezny.

Przyktad 2.6.5.

Stosujac kryterium poréwnawcze, zbadac zbiezno$¢ szeregu.

a)
b)

c)
d)

o |cosn|
Yn=1

Zn
Yn=1

n(n+1)
T ——
n=1gpn4r

Zfﬂ(Vn +1-— \/ﬁ)

Rozwigzanie

a)

b)

o |cosn|
anl 2n

Nalezy zauwazy¢, ze zbiorem wartosci funkcji cosinus jest przedzial [-1; 1], za-

o o ‘o Icosnl
tem prawdziwa jest nierdwnos¢

—. Szereg Y- 12n jest oczywiscie

|cosn|
Zn

zbieiny, zatem szereg Yin—q
Y=l

Poniewaz n? > n(n+ 1) > 0 dla kazdego n € N, to 0 <

r(’)wmez jest zbiezny.

n(n+1)

< —. Zatem

n(n +1)
. . 1. .
z kryterium poréwnawczego Y- s jest szeregiem zbieznym, gdyz szereg

1, .
Yt — Jest zbiezny.
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1
) =i

Poniewaz 0 < n < 3n + 2 dla kazdegon € N, to 0 < % < ﬁ Zatem z kryte-

rium poréwnawczego Y, -1 jest szeregiem rozbieznym, gdyz szereg .51 -

3n+2
jest rozbiezny.

d) Zf=1(\/n+ - \/ﬁ)
Poniewaz \/n+1—\/ﬁ=(\/n+1—\/ﬁ) Vadltyn _ _n+lon !
Vtl+vn \/—+\/_ Vn+i+Vn’
dodatkowo vn < \/n+ 1,czylivn + 1 +\/_> 2v/n, sta{d\/_h/_ \1/_ Za-

tem Vn+1—Vn=— Z tego, ze Y- 157 Zn 1\/_ Zn 1 = szereg
nz

jest rozbiezny (s = E < 1), na podstawie kryterlum poréwnawczego szereg

Y¥_Vn+1— vnjest rozbieiny.

2. Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregu
Jezeli szereg Y.n-q a, jest szeregiem o wyrazach nieujemnych oraz #_IEO Va, =
= g, to:
o jezelig < 1, to szereg jest zbiezny,
o jezelig > 1, to szereg jest rozbiezny.

Uwaga: Kryterium Cauchy’ego zwykle stosuje sie, gdy wzoér ciagu zawiera funkcje
potegowa badz funkcje wyktadniczg. Nie jest to oczywiscie zasadg, jednak czesto wy-
stepuje.

Przyktad 2.6.6.

Stosujac kryterium Cauchy’ego, zbada¢ zbieznos¢ szeregu.

a) Y= 1(5n+3)
by m, ()
c) anlz_n

d) Xz n\g
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Rozwigzanie

a)

b)

c)

d)

S (o)
n=1\s5n+3

n n
Nalezy obliczy¢ granice przy n dazacym do nieskonczonosci lim /(Snn+3) =

n—oo

. 1 s .. . ..
= lim 5nn+3 =z Wynik jest mniejszy od 1, zatem szereg jest zbiezny.
n—->0oo

yo (3n+1)”

2n

n n
Nalezy obliczy¢ granice przy n dazacym do nieskonczonosci lim (37;1) =
n—-oo
= lim 3121:;1 = % Wynik jest wigkszy od 1, zatem szereg jest rozbiezny.
n—-oo

n
Yn=15m

Nalezy obliczy¢ granice przy n dazacym do nieskonczonoéci lim " |- =

n—oo \J 2™
. Am 1
= lim —=-
n-oo 2 2

nin
Yn=1 o

Nalezy obliczy¢ granice przy n dazacym do nieskonczonosci lim ilzzn =

< 1, czyli szereg jest zbiezny.

n—-oo
2
L NV | : . :
= 1%1_{1010 - = 1%1_{1010 L ikt 1, czyli kryterium nie rozstrzyga. Wystarczyloby

n
. . L .onln . Wn 1
sprawdzi¢ warunek konieczny zbieznosci szeregu lim [— = lim — === 0,
n—oo 1\ 2 n—oo 2

czyli szereg jest rozbiezny.

Kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu
An+1

Jezeli szereg )1 @y, jest szeregiem o wyrazach dodatnich oraz lim -
n—oo Gn

=g, to:
jezeli g < 1, to szereg jest zbiezny,
jezeli g > 1, to szereg jest rozbiezny.

Uwaga: Kryterium d’Alemberta zwykle stosuje si¢, gdy wzor ciagu zawiera silnie

badz funkcje wyktadnicza. Nie jest to oczywiscie zasada, jednak czgsto wystepuje.

Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci badz rozbieznosci szeregu, jezeli

g = 1. W takim wypadku nalezy zastosowa¢ inne kryterium.
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Przyktad 2.6.7.
Stosujac kryterium d’Alemberta, zbada¢ zbiezno$¢ szeregu.

n
a) Z‘?]?:l 2_11

o 3"
b) Z’n:l_
n
w N ’ n
c) anl on
o n!
d) Xz
Rozwigzanie
o) n
a) anlz_n
R n
Jezeli a, = g
n+1
0 an+1 = iy
Z kryterium d’Alemberta
n+1 n Tl( )
. n+1 ...on+l 2 . 27" (n+1 1
lim 55— = lim — - —— = lim ———=-<1
n-co oq n-co N 2 n—oo 2M-2m 2

Wynik jest mniejszy od 1, zatem szereg jest zbiezny.
w 3"
b) anl n

L 3"
ezelia, = —
Jezeli a, = =

3n+1
to a =—
n+1 = 7
Z kryterium d’Alemberta
zn+1
. . n 37! . 3"3n
lim 25 = lim —- = lim———=3>1
n-oo 2_ n-oon+l 3n n—oo 3" (n+1)

n

Wrynik jest wigkszy od 1, zatem szereg jest rozbiezny.

o n’n
. n,n n
Jezeli a, = P

n+1 /—n+1
0 Apyy =——
Z kryterium d’Alemberta
n+1i
yn+1
lim —2— = lim NAFT 1 _ 1
noow Vn n-ow Vn 1
2
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Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci tego szeregu. Ten przyklad
rozwazany byt dla kryterium Cauchy’ego (2.6.6 d) i wowczas stwierdzono, ze waru-
nek konieczny wyklucza zbieznos¢ tego szeregu. Gdyby na poczatku sprawdzony zo-
stal warunek konieczny, rozpatrywanie zbieznosci od razu byloby wykluczone
i zbedne byloby zastanawianie si¢, ktére kryterium rozstrzygnie, czy szereg jest
zbiezny, czy rozbiezny.
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3. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu trzeciego mozna bez trudu:
e zdefiniowac pojecie funkcji,

e wyznaczy¢ dziedzine funkgji,

e wyznaczy¢ zlozenie funkgji,

e wyznaczy<¢ funkcje odwrotna do danej,

e obliczy¢ granice funkgcji oraz granice funkcji w punkcie,

e zbada¢ ciaglos¢ funkgji,

e wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkgji.

3.1. Pojecie funkcji

Funkcja jest formalnym zapisem pewnej zaleznosci pomiedzy okreslonymi zjawi-
skami, obiektami badz wielko$ciami. Nalezy jednak pamietaé, ze nie kazde odwzo-
rowanie jest funkcja. Funkcja nazywa sie $cisle okreslong zaleznos¢, ktéra kazdemu
elementowi z jednego zbioru przyporzagdkowuje dokladnie jeden element z drugiego
zbioru.

Definicja funkcji

Jezeli dane s3 dwa zbiory X i Y i jezeli kazdemu elementowi zbioru X odpowiada
doktadnie jeden element zbioru Y, to takie przyporzadkowanie nazywa si¢ funkcjg
okreslong na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y, co mozna zapisa¢: f: X — Y.

Zbidr X nazywa si¢ dziedzina, a jego elementy to argumenty funkcji. Zbiér Y na-
zywa si¢ przeciwdziedzing, a jego elementy to warto$ci funkcji dla poszczegdlnych
argumentow.
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Dziedzing funkcji oznacza si¢ najczesciej literg D.
Dziedzing tej funkgji jest zbiér D = {a, b, ¢, d, e, f},
przeciwdziedzing zbidr {k,1, m, n, p, q,r},

a zbiorem wartosci funkcji zbior {k,1, m, p, r}.

Przyktad 3.1.1.

Ktore z ponizszych przyporzadkowan sg funkcjami?

a) Kazda dzialka gruntu ma doktadnie jednego wlasciciela.

b) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowany jest kwadrat tej liczby.
c) Realizatorem kazdej budowy jest jeden wykonawca.

d) Kazdej dzialce gruntu przyporzadkowany jest jeden numer.

Rozwiazanie
Funkcjami sg przyporzadkowania b) i d).

Gdy mowa o jednej funkcji, oznacza si¢ ja pojedyncza literg (najczesciej literg f),
natomiast gdy rozwaza si¢ wiecej funkcji, mozna oznaczac je np. f;, f5, f3, ... lub f, g, h.
Funkcje czesto zapisuje si¢ jako f(x), co nalezy czytaé: ,.f od x”. Oznacza to warto$¢
funkcji f dla elementu x.

W sensie geometrycznym funkcje nalezy rozumiec jako zbiér par uporzadkowa-
nych. Pierwsza liczba jest argumentem funkgji i zaznacza si¢ ja na osi X (osi argu-
mentow), a druga liczba w parze jest warto$cig funkcji dla danego argumentu i za-
znacza sie¢ ja na osi Y (osi wartosci).
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y =f(x)

.
@-- - ----®

Rys. 3.1. Wykres funkcji w prostokatnym ukfadzie wspéirzednych

Wykresem funkcji f jest zbiér par uporzadkowanych, co mozna zapisac
{(xy)rxeXyeY y=fx)}

3.2. Dziedzina funkgc;ji

Z definicji funkcji wynika istnienie dwoch zbioréw (wyjsciowego X i konicowego Y).
Jezeli zbiory X 1Y nie sg z géry zadane i funkcja podana jest tylko za pomoca pewnego
wzoru, wowczas przyjmuje sie, ze dziedzing funkgji jest zbior tych wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktérych wyrazenie podane wzorem funkcji ma sens liczbowy. Taki
zbidr nazywa si¢ dziedzing funkgcji.

Definicja dziedziny funkcji
Dziedzina funkgji jest to zbidr argumentéw funkeji, czyli zbiér wszystkich x-ow
nalezacych do tej funkgji.

W praktyce s3 to wszystkie liczby, ktére mozna wpisa¢ do wzoru funkgji. Dzie-
dzine funkcji mozna réwniez odczytac z wykresu. Wéowczas nalezy patrzeé, w jakiej
czesci osi X leza punkty danego wykresu.
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Sposoby wyznaczania dziedziny funkcji danej wzorem

W zasadzie wigkszos¢ zadan dotyczacych wyznaczania dziedziny ze wzoru oparta jest

na trzech warunkach i odnosi si¢ do funkcji danych ulamkiem, pierwiastkiem stop-

nia parzystego oraz logarytmem. Zmieniaja sie tylko funkcje wystepujace w mianow-

niku, pod pierwiastkiem badz logarytmowane. Dlatego wyznaczajac dziedzine funk-

cji, nalezy opiera¢ sie na trzech podstawowych zalozeniach:

1)
2)

3)

mianownik musi by¢ rézny od zera,
wyrazenie podpierwiastkowe musi by¢ wigksze badz réwne zero (w przypadku
pierwiastka stopnia parzystego),

wyrazenie logarytmowane musi by¢ wieksze od zera.

Przyktad 3.2.1.
Wyznaczy¢ dziedzing funkcji.

a)
b)

c)
d)

f(x) =3x2+2x+6

f(X) — ZXX_-I-Sl

fx) =vx? —x — 6
f(x) = log(x? —9)

Rozwigzanie

a)

b)

f(x) =3x2+2x+6

Jest to funkcja kwadratowa. W jej zapisie nie wystepuja ani ulamek, ani pierwia-
stek stopnia parzystego, ani tez logarytm. Wykresem tej funkcji jest parabola
skierowana ramionami do géry (a > 0). Ramiona paraboli rozszerzajg sig
i wszystkie ich punkty zrzutowane na o$ X (0§ argumentéw obrazujacych dzie-
dzine) pokrywaja calg te o$. Zatem dziedzing tej funkgji jest caly zbidr R, co
mozna zapisa¢: D¢ = R.

f (X) — ZXX_-I-51

Funkcja dana jest utamkiem. Wyrazenie w liczniku nie wymaga zadnych dodat-

kowych zatozen. Dlatego wystarczy zaja¢ si¢ mianownikiem. Wiadomo, ze aby
zapis f(x) = % miat sens, to wyrazenie w mianowniku musi by¢ rézne od zera.
Nalezy zatozy¢ zatem, zex — 5 # 0,stad x # 5. Zatem dziedzing tej funkgji jest
R oprécz liczby 5, co mozna zapisaé: Dy = R — {5}.

f(x) =Vx2 —x—6

Funkcja dana jest pierwiastkiem stopnia parzystego. Wiadomo, ze aby zapis
f(x) = Vx2 — X — 6 mial sens, to wyrazenie podpierwiastkowe musi by¢ wieksze
badZz réwne zero. Nalezy zalozy¢ zatem, ze x> —x — 6 = 0. Jest to funkcja
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d)

70

kwadratowa. Nalezy obliczy¢ delte: A = (—1)% — 4 - 1 - (—6) = 25. Stad VA = 5.

. 1-5 . 1+5
Miejsca zerowe to: X, = - = —21ix,= - = 3.

Ramiona tej paraboli skierowane sg do gory, miejsca zerowe to 2 i 3. Zatem funk-
cja ta przyjmuje wartoéci wicksze badz rowne zero w przedziatach (—oo, —2)
oraz (3, +00).

Wrynika stad, ze dziedzing funkcji f(x) = Vx? —x — 6 jest suma przedzialéw
(—o0, —2) oraz (3,40), co mozna zapisac:

Dg:x € (—00,—2) U (3, +0).

f(x) = log(x? —9)

Funkcja dana jest logarytmem dziesietnym. Wiadomo, ze aby zapis f(x) =
= log(x? —9) mial sens, to wyrazenie logarytmowane musi by¢ wieksze
od zera. Nalezy zalozy¢ zatem, ze x?> —9 > 0. Jest to funkcja kwadratowa.
Wyrazenie po lewej stronie mozna zapisaé, korzystajac ze wzordéw skroconego
mnozenia jako (x + 3) - (x — 3). Nalezy zalozy¢ wigc, ze (x + 3) - (x —3) > 0.
Miejsca zerowe tox; = —31ix, = 3.

Ramiona tej paraboli skierowane sg do gory, zatem funkcja ta przyjmuje wartosci
wieksze od zera w przedziatach (—oo, —3) oraz (3, +00). Wynika stad, ze dzie-
dzing funkcji f(x) =log(x% —9) jest suma przedzialéw (—oo,—3) oraz
(3, +0), co mozna zapisac:

Df:x € (—00,—3) U (3, +0).



Przyktad 3.2.2.
Wyznaczy¢ dziedzine funkcji.

Q) f(x) =—

Inx

b) f(x) =Vx? — 25

o) f(x) = Gf—logx(f;)
d) f(x) = “/_Ingj-”

Rozwigzanie
X
) () =13

W zapisie wystepuje utamek, wiec nalezy zatozy¢, ze mianownik musi by¢ rézny
od zera. W mianowniku wystepuje logarytm naturalny, wiec nalezy zalozy¢,
ze liczba logarytmowana jest wieksza od zera.

Inx#0 i x>0

Inx#Inl i x>0

x#1 i x>0
yd » .
0 r 2 3

Dziedzing funkgji jest: D¢ = (0, +0)\{1} = (0,1) U (1, +0).
b) f(x) =vx%? — 25
W zapisie wystepuje pierwiastek stopnia parzystego, wiec nalezy zalozy¢, ze wy-
razenie pod pierwiastkiem musi by¢ wieksze badz rowne zero.
x? = 2520
x—5)-x+5) =0

Dziedzing funkcji jest: Dg: X € (—00, =5) U (5, 400).
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f(X) = 6’—10gx(f2_7)

W zapisie wystepuja utamek, pierwiastek stopnia parzystego i logarytm, wigc na-
lezy przyjac trzy zalozenia.

%20 i x—2+#0 i x—7>0
x—2)logx—7)=0 i X+ 2 i x>7

pozostaje pierwsze zalozenie do rozwigzania

x—2)=0i logx—7)=0 lub (x—2)<0 i logx—7)<0
Xx=>2 i log(x—7)>=1logl lub x<2 i log(x—7) <logl
podstawa logarytmu jest liczba wigksza od 1, wiec opuszczajac

logarytm, kierunek nieréwnosci pozostaje bez zmian
x=22 1 x=-721 lub x<2 i x-7<1

x=2 i x=8 lub x<2 i x<8
stad ostatecznie
x=>8 lub x<2

co mozna zapisa¢ X € (—o0,2) U (8, +).
Ostatecznie: X € (—0,2) U(8,+) i x#2 i x> 7.

Dziedzing funkgji jest: (8, +00), co mozna zapisa¢ Dy: X€(8, +0).

i = o

W zapisie wystepujg utamek, pierwiastek stopnia parzystego i logarytm, wiec na-
lezy przyjac trzy zalozenia.
log(2x—-3)

e*#0 i 2x—3>0 i — = 20
XER i X>% i log(2x—3) >0

x €ER i x>§ i log(2x —3) > log1
x €R i x>§ i 2x—-32=21

x€ER i x>2 i ox=2

Dziedzing funkgji jest przedziat (2, +00), co mozna zapisaé: Dg: x € (2, +00).



3.3. Skiadanie funkcji. Funkcja ztozona

W zagadnieniach dotyczacych badania funkeji czesto wystepuja funkcje zlozone

z funkgji elementarnych. Zanim w niniejszych rozwazaniach pojawig sie funkcje zto-

zone, warto zajac sie zagadnieniem sktadania funkcji.

Definicja zlozenia funkcji
Niech dane beda funkcje f: X — Yz g: Y — Z. Dla kazdego elementu x € X istnieje
wowczas doktadnie jeden element z € Z taki, ze z = g(f(x)).

Funkgje f z g wyznaczajg wigc nowa funkcje h: X — Y okreslong w nastepujacy
sposob: h(x) = g(f(x)) dla kazdego x € X.

Funkcje h nazywa si¢ superpozycja lub zlozeniem funkcji f z g i oznacza sie¢
symbolem g o f.

Definicja funkcji wewnetrznej i zewnetrznej w funkcji ztoZonej

Niech dane beda funkcje f: X = Yz g: Y — Z.Jezeli funkcja h spelniajaca warunek:
h(x) = g(f(x)), dla kazdego x € X, jest superpozycja (zlozeniem) funkdji f z g,
to funkcje f przyjeto nazywac funkcja wewnetrzng, g za$ funkcja zewnetrzng funk-

cjih.

Uwaga: Zlozenie funkgji nie zawsze jest mozliwe. Aby to okresli¢, trzeba mie¢ pew-

nos¢, ze przeciwdziedzina funkcji wewnetrznej zawiera si¢ w dziedzinie funkcji ze-

wnetrznej. Niech dziedzina funkcji oznaczona bedzie przez Dy, a przeciwdziedzina

przez D¢-1.

Schemat skladania funkcji

1.

Zlozenie funkcji f z g oznacza sie przez (g o f) (x) = g(f(x)). Funkcja f(x) ma by¢
funkcja wewnetrzng, a funkcja g(x) — zewnetrzng. Nalezy sprawdzié, czy przeciw-
dziedzina funkcji wewnetrznej D¢-1 zawiera sie (lub jest réwna) w dziedzinie
funkcji zewngtrznej, czyli Dg.

Aby wyznaczy¢ zlozenie funkgji f z g, nalezy za zmienng x funkgji g podstawic¢
warto$¢ funkgji f.
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Przyktad 3.3.1.
Dane sa funkcje f(x) i g(x). Wyznaczy¢ ztozenia funkcjif o gi g o f (o ile to mozliwe).
a) f(x) = —x%+2x+3 g(x) =Vx

b) f(x) == g(x) = logx
c) f(x) =vx?+3x—4 g(x) = logx
d) f(x) =log(x+5) gx)=2x+1
Rozwiazanie

a) f(x) =—x%+2x+3 g(x) = Vx
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedziny i przeciwdziedziny funkcji fi g.
Funkgja f(x) = —x? + 2x + 3 jest funkcja kwadratowg, zatem jej
dziedzing jest zbidr liczb rzeczywistych, co mozna zapisa¢ D¢ = R.
Aby wyznaczy¢ przeciwdziedzine, trzeba wyznaczy¢ wspdtrzedne
wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f.
—x?+2x+3=0
A=22—-4.(-1)-3=16 stad VA=14
Zatem wspOlrzedne wierzchotka to:

-b _ -2 -A _ -16

XOZZ:_—Zzl oraz yOZE:_—‘l:‘}
Oznacza to, ze przeciwdziedzing funkdji f jest przedziat (—oo, 4),
co mozna zapisaé: Dg-1 = (—00, 4).

X
-2 1 0
1 0 le 2
-1 -1
y = 1(x) y=1x)

Funkcja g(x) = VX jest funkcja dang pierwiastkiem stopnia parzystego, zatem
aby wyznaczy¢ jej dziedzine, nalezy zalozy¢, ze wyrazenie podpierwiastkowe jest
wigksze badz réwne zero. Zatem x > 0, co oznacza, ze dziedzing funkeji g
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jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich wraz z zerem, co mozna zapisac:
D =R, U {0}.

Przeciwdziedzing funkcji g jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich wraz z ze-
rem, co mozna zapisa¢: Dg-1 = R, U {0}

y =1(x)

2. Zakladajac, ze f mialaby by¢ funkcja wewnetrzng, nalezy wyznaczy¢
(g o H(x) = g(f(x)). Wowczas jej przeciwdziedzina Dg-1 = (—o0, 4) zawie-
ra¢ by sie musiala (lub by¢ jej rowna) w dziedzinie funkcji zewnetrznej, czyli
Dy = R, U {0}. Jak wida, tak nie jest. Dlatego nie mozna utworzy¢ ztozenia
funkgji f z g. Mozna zatem powiedzie¢, Ze nie istnieje superpozycja funkcji
(g o H(x) = g(f(x)). Jezeli jednak funkcje f i g ograniczone zostatyby tak, by
Dg-1 = Dy, czyli D1 N Dy = (0,4).
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4d (X0:¥0)

y=1f(x)

I
>

-2

—_
(=}
—_
8]

y=1x)
Woéwezas mozna znalezé ztozenie (g o f)(x) = g(f(x)).

Aby znalez¢ ztozenie funkgji f z g, nalezy za zmienng x w funkcji g podstawi¢
wartos¢ funkcji f.

(goH(X) = g(f(x)) = g(—x? + 2x +3) = V—x% + 2x + 3.

1

y = g(fx)

| 0 1 2

we

Zakladajac, ze g miataby by¢ funkcjg wewnetrzng, nalezy wyznaczy¢ (f o g)(x) =
= f(g(x)). Wowczas jej przeciwdziedzina Dg-1 = Ry U {0} zawiera¢ by sie mu-
siata (lub by¢ jej réwna) w dziedzinie funkcji zewnetrznej, czyli D¢ = R. Jak wi-
da¢, Dg-1 = Dy tylko na odcinku R, U {0},



b)

y=1x)

y=2g(Xx)

czyli na tym odcinku mozna utworzy¢ zlozenie funkgji g i f. Mozna zatem po-
wiedzie¢, ze istnieje superpozycja funkgji (f o g)(x) = f(g(x)).

Aby znalez¢ zlozenie funkgji g i f, nalezy za zmienna x funkcji w funkcji f pod-
stawi¢ wartos$¢ funkeji g.

(fog)(®) = f(g(X)) = f(VX) = —VX +2VX+3 = —x + 2VX + 3

y
5
y = f(g(x))
[ ]
0 5 \w\ 15 20
f(x) = 4;_26 g(x) = logx

1. Nalezy wyznaczy¢ dziedziny i przeciwdziedziny funkcji fi g.

Funkgcja f(x) = 4;_26 = % + 4 jest homografig, ktérej wykresem
ad

. . _ax+b _b—— 4

jest hiperbola f(x) = od —ora Tz
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D¢ = R\{—%} zatem Df = R\{~2}

De1 = R\ {%} zatem D1 = R\{4}

[ %]

D - - - -

b
=
|
—
(=]
—-b----5

10 I)f 20

Funkcja g(x) = logx jest logarytmem dziesigtnym, zatem

Dy =R,
Dg-1 =R
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2. Zakladajac, ze f mialaby by¢ funkcja wewnetrzng, nalezy wyznaczy¢
(g o H(x) = g(f(x)). Wowczas jej przeciwdziedzina Dg-1 = R\{4} zawieral
by sie musiafa (lub by¢ jej rowna) w dziedzinie funkcji zewnetrznej, czyli
D, = R,. Jak widac, tak nie jest. Dlatego nie mozna utworzy¢ ztozenia funk-
cji fi g. Mozna zatem powiedzieé, Ze nie istnieje superpozycja funkcji
(g o H(x) = g(f(x)). Jezeli jednak funkcje f i g ograniczone zostalyby tak, by
Dg-1 = Dy, czyli Dg-1 N Dg = Ry \{4}

Woéwcezas mozna znalezé ztozenie (g o f)(x) = g(f(x)).
Aby znalez¢ zlozenie funkgji f z g, nalezy za zmienng x w funkcji g podstawi¢
wartos¢ funkdji f.

(8o H() = g(f() = g

4X—6 4X—-6

X+2) - lOg X+2
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c)

80

1,0
0.8
0.6 -
0,4 y =(gof)(x))

0,2

—40 20 O 20 40 60 80 100 120

Zakladajac, ze g miataby by¢ funkcjg wewnetrzng, nalezy wyznaczy¢ (f o g)(x) =
= f(g(x)). Wéweczas jej przeciwdziedzina Dg-1 = Rzawieral by si¢ musiata (lub
by¢ jej rowna) w dziedzinie funkeji zewnetrznej, czyli Dy = R\{—2}. Jak wida¢,
tak nie jest. Dlatego nie mozna utworzy¢ zlozenia funkcji g i f. Mozna zatem po-
wiedzie¢, ze nie istnieje superpozycja funkgji (f o g)(x) = f(g(x)). Jezeli jednak
funkcje g i f ograniczone zostalyby tak, by Dg-1 = Dy, czyli Dg-1 N Dg =
= R\{—2}, wowczas mozna znalez¢ ztozenie (f o g)(x) = f(g(x)).

Aby znalez¢ zlozenie funkcji g z f, nalezy za zmienng x w funkgji f podstawic¢
wartos¢ funkcji g:

(fo g)(x) = f(g(x)) = f(logx) _ 4logx—6

logx+2
f(x) =vx?+3x—4 g(x) =logx

1. Takjak wpoprzednich przykladach, najpierw nalezy ustali¢ dziedziny i prze-

ciwdziedziny funkgji f i g (pomijajac juz wykresy):
Df = (=00, —4) U(1, +0)
Df—l = <—6i,+oo)
D, =R,

Dg-1 =R



d)

2. Aby wyznaczy¢ ztozenie funkgji f z g, nalezy ograniczy¢ si¢ do Dg N Dg-1 =
= Ry, zatem nalezy ograniczy¢ sie do zbioru R;. W celu wyznaczenia zto-
zenia f z g nalezy za zmienng x w funkcji g podstawi¢ warto$¢ funkgiji f:

(g°H(®) = g(f(®) = g(Vx2 + 3x — 4) = log(Vx% + 3x — 4)

Aby znalez¢ ztozenie funkeji g z f, nalezy ograniczy¢ si¢ do D¢ N Dg-1 = Dy, za-

tem nalezy ograniczy¢ si¢ do zbioru D¢. W celu wyznaczenia zlozenia g z f nalezy

za zmienng x w funkgji f podstawi¢ wartos¢ funkgji g.

(fog)(x) = f(g(x)) = f(logx) = /log?x + 3log — 4

f(x) = log(x+5) gx)=2x+1

1. Takjak w poprzednich przykladach, najpierw nalezy ustali¢ dziedziny i prze-

ciwdziedziny funkgji f i g (pomijajac juz wykresy):
Df = (_51 -|-OO)
Df—l =R
Dgs =R
Dg-1 =R
Aby wyznaczy¢ zlozenie funkgji f z g, nalezy sprawdzi¢ Dg N Dg-1 = R, zatem
mozna wyznaczy¢ ztozenie funkcji f z g. W celu wyznaczenia ztozenia fz g
nalezy za zmienng x w funkcji g podstawi¢ wartos$¢ funkcji f.

(g° N = g(f(x)) = gllog(x +5)) = 2log(x +5) +1

Aby znalez¢ ztozenie funkeji g z f, nalezy ograniczy¢ si¢ do D¢ N Dg-1 = Dy, za-
tem ograniczy¢ si¢ do zbioru Dy.

W celu wyznaczenia zlozenia g z f nalezy za zmienng x w funkgji f podstawic¢
warto$¢ funkgji g:

(feg)(x) =f(g(x)) =f(2x+ 1) =log((2x+ 1) + 5) = log(2x + 6)

Wilasnosci superpozycji

Laczno$¢ sktadania funkeji oznacza, ze (fo g) o h = fo (go h), czyli ze ztozenie
funkcji nie zalezy od kolejnosci obliczania kolejnych zlozen. Stad uprawniony
jest zapis fo g o h.

Istotna cechg zlozenia funkgji jest nieprzemienno$¢. Tak wiec f o g nie jest toz-
same ze zlozeniem g o f. Jest to (wyjatkowo) mozliwe tylko wtedy, gdy zbiér X
jest tozsamy ze zbiorem Z.

Kolejnym zagadnieniem jest funkcja zlozona, w ktérej mozna wskaza¢ funkcje

wewnetrzng (oznaczang przez ,w’) i zewnetrzng (oznaczang przez ,,z”). Identyfika-

cja funkeji ztozonej i rozklad na funkcje wewnetrzng i zewnetrzng ma duze znaczenie

przy obliczaniu pochodnej funkcji.
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Przyktad 3.3.2.

W podanych funkcjach zlozonych wskazaé funkcje wewnetrzng i zewnetrzna.
a) f(x) =ext!

b) f(x) = log 4X_26

X+

o f(x) =./logx

d) f(x) =sin(2x+5)

Rozwigzanie

a) f(x) =ex*!
Funkcja f(x) jest funkcja ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzna
w = x + 11 funkcje¢ zewnetrzng z = eV,

b) f(x) = log2=*®

X+2
Funkcja f(x) jest funkcja ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzna

w = 4XXT_26 i funkcje zewnetrzna z = log w.

o) f(x) =logx
Funkcja f(x) jest funkcjg ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzng
w = log x i funkcje zewnetrzna z = vw.

d) f(x) =sin(2x +5)
Funkgja f(x) jest funkcja ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzna
w = 2x + 5 i funkcje zewnetrzng z = sinw.
Funkcje moga by¢ tez wielokrotnie ztozone.

Przyktad 3.3.3.

W podanych funkcjach zlozonych wskazaé funkcje wewnetrzng i zewnetrzna.
a) f(x) = log(x+1)

b) f(x) = Vsin2x

o) f(x) = Vsinx?

d) f(x) =InVsinx?

Rozwigzanie

a) f(x) =/log(x+1)
Funkcja f(x) jest funkcjg ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzng
w = log(x + 1) i funkcje zewnetrzng z = V' w.
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b)

d)

Funkcja w = log(x + 1) jest funkcja ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng wy = X + 1 i funkcje zewnetrzng z, = logw;. Zatem funkcja f(x) =
= \/m jest przykladem funkcji dwukrotnie ztozonej.

f(x) = Vsin2x

Funkcja f(x) jest funkcjg ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzng
w = sin2x i funkcje zewnetrzng z = Yw.

Funkcja w = sin2x jest funkcjg ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng wy = 2X i funkcje zewnetrzng z; = sinw,. Zatem funkgcja f(x) =
= sin2x jest przyktadem funkcji dwukrotnie ztozonej.

f(x) = Vsinx?

Funkgja f(x) jest funkcja ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzna
w = sinx? i funkcje zewnetrzng z = w.

Funkcja w = sinx? jest funkcjg zlozona. Mozna w niej wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng wy = x? i funkcje zewnetrzng z; = sinw;.

Funkcja w; = x? jest funkcja zfozona. Mozna w niej wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng w, = X i funkcje zewnetrzng z, = w2

Zatem funkcja f(x) = Vsinx2 jest przykladem funkgji trzykrotnie ztozonej.
f(x) = InVsinx?

Funkgja f(x) jest funkcja ztozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje wewnetrzna
w = V sinx? i funkcje zewnetrzng z = Inw.

Funkcja w = v sinx? jest funkcja ztozona. Mozna w niej wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng w; = sinx? i funkcje zewnetrzng z; = /wj.

Funkcja w, = sinx? jest funkcja ztozona. Mozna w niej wskaza¢ funkcje
wewnetrzng w, = x? i funkcje zewnetrzng z, = sinw,.

Funkcja w, = x? jest funkcjg zlozong. Mozna w niej wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng ws = X i funkcje zewnetrzng z, = w2,

Zatem funkcja f(x) = In Vsin x? jest przykladem funkgji czterokrotnie ztozonej.

3.4. Funkcja odwrotna

Zanim zostanie wprowadzone pojecie funkeji odwrotnej do danej funkgji f, nalezy

zapozna¢ si¢ z zagadnieniem réznowartosciowosci funkcji, czyli tzw. injekcja, oraz

z zagadnieniem funkcji ,na”, czyli tzw. surjekcja.
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Definicja funkcji roznowartosciowej (injekcji)
Funkcja f: X = Y jest funkcjg réznowartosciowa (injekcja) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych dwoéch elementéw xq,x, € X spelniony jest warunek:
X1 # Xy = f(xq) # f(x).

Stosuje si¢ takze rownowazng posta¢ powyzszej implikacji (powstalg przez

kontrapozycje): f(x1) = f(x;) = x; = X;.

W injekcji kazdy element przeciwdziedziny przyjmowany jest co najwyzej raz.
Mowiac kroétko, funkcja réznowartosciowa to taka, ktora dla réznych argumentéw
przyjmuje rézne warto$ci.

To, czy dana funkgcja jest réznowartosciowa, mozna sprawdzi¢ na kilka sposobow.

Przyktad 3.4.1.
Korzystajac z definicji, wykaza¢, ze funkcja jest réznowartosciowa.
a) f(x)=3x—-9
X
b)) =55
o) fx)=x%+3
d) f(x) =e¥*™5+4

Rozwigzanie:

a) f(x)=3x-9
Zgodnie z definicja zaklada sig, ze dla dowolnych x4, X, € X spelniony jest wa-
runek x; # X,.
Nalezy pokazac, ze przy tych zalozeniach f(x;) # f(x;), czyli 3x; — 9 # 3x, — 9.
Widag, ze skoro x; # X,, to réwniez 3x; # 3X,. Jesli od obu stron odejmie si¢ 9,
to konsekwentnie otrzymuje si¢ 3x; — 9 # 3x, — 9, co nalezalo dowies¢.
Zatem funkcja jest réznowarto$ciowa, co mozna krotko oznaczy¢, ze jest
»1 — 17 (czytaj: jeden na jeden).
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X

b) f(X) - 2x+5

Zgodnie z definicja zaklada sig, ze dla dowolnych x4, X, € X spelniony jest wa-

runek x; # X,.
X X
1 i 2 )
2x1+5 2X+5
Wida¢, ze skoro x; # X,, to rOwniez 2X; # 2X,. Jesli do obu stron doda si¢ 5,

Nalezy pokaza¢, ze przy tych zalozeniach f(x;) # f(x;), czyli

to konsekwentnie otrzymuje si¢ 2x; + 5 # 2x, + 5. Jedli mianowniki sg rézne,
X1 X2

2x1+5 2X,+5

funkcja jest réznowartosciowa, co mozna krotko oznaczy¢, ze jest ,1 —17

to przy réznych licznikach rowniez , co nalezato dowies¢. Zatem
(czytaj: jeden na jeden).
o) fx)=x%+3
Zgodnie z definicjg zaklada sig, ze dla dowolnych x4, X, € X spelniony jest wa-
runek x; # X,.
Nalezy pokazaé, ze przy tych zalozeniach f(x;) # f(x,), czylix;? + 3 # x,2 + 3.
Widag¢, ze z faktu, iz X; # X,, nie wynika, ze X2 # x,2. Zatem funkcja nie jest
réznowartos$ciowa.
d) f(x) =e3*>+4
Zgodnie z definicjg zaklada sig, ze dla dowolnych x4, X, € X spelniony jest wa-
runek X; # X.
Nalezy pokazaé, ze przy tych zalozeniach f(x,) # f(x;), czyli e3*1%5 4+ 4 =
# e3ts 4 4
Wida¢, ze skoro x; # X5, to rowniez 3x; # 3X,. Jesli do obu stron doda si¢ 5,
to konsekwentnie otrzymuje si¢ 3x; + 5 # 3x, + 5. Jesli te sama liczbe e pod-
niesie si¢ do poteg, ktorych wyktadniki s3 rézne, to réwniez e3%1+5 % e3%1+5,
Jesli dalej do obu stron doda si¢ 4, to konsekwentnie e3%1+5 + 4 = e3%1%5 4 4,
co nalezalo dowies¢. Zatem funkcja jest roznowartosciowa, co mozna krotko
oznaczy¢, ze jest ,1 — 17 (czytaj: jeden na jeden).
Réznowartosciowos$¢ funkeji mozna tez zbada¢ metodg ,,nie wprost”. Zaklada-
jac, ze dla x4, X, € X spelniony jest warunek f(x;) = f(x;), nalezy pokaza¢, ze przy
tych zalozeniach x; = x,. Wéwczas funkcja jest réznowartosciowa.

Przyktad 3.4.2.

Metodg ,,nie wprost” wykaza¢, ze funkcja jest réznowartosciowa.
a) fx)=x3+4

b) f(x) =log(x +5)

o) f(x)=3**1

d) f(x)=eX*+2
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Rozwiazanie:

a)

b)

c)

d)
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fx) =x3+4

Zakladajac, ze dla x4, X, € X spelniony jest warunek f(x;) = f(x;), nalezy poka-
za¢, ze przy tych zalozeniach x; = x,.

Jedli f(x1) = f(x3), to %3 + 4 = x,3 + 4.

Wida¢, ze gdy od obu stron odejmie sie 4, to x;3 = x,3. Skoro trzecie potegi liczb
s3 sobie réwne, wynika stad, Ze X; = X, co nalezalo dowies$¢. Zatem funkgcja jest
réznowartosciowa, co mozna krétko oznaczy¢, ze jest ,1 — 1”7 (czytaj: jeden na
jeden).

f(x) = log(x+ 5)

Zakladajac, ze dla x4, X, € X spelniony jest warunek f(x;) = f(x,), nalezy poka-
zaé, ze przy tych zalozeniach x; = x,.

Jesli f(x4) = f(x3), tolog(x, + 5) = log(x, + 5). Jesli logarytmy przy tej samej
podstawie sg sobie rowne, to wyrazenia logarytmowane rowniez sg sobie réwne,
co mozna zapisac: X; + 5 = X, + 5. Wida¢, ze gdy od obu stron odejmie si¢ 5,
to X, = Xy, co nalezalo dowies¢. Zatem funkcja jest réznowartosciowa, co mozna
krotko oznaczyé, ze jest ,1 — 1”7 (czytaj: jeden na jeden).

f(X) — 3x+1

Zakladajac, ze dla x4, X, € X spelniony jest warunek f(x,) = f(x,), nalezy poka-
za¢, ze przy tych zalozeniach x; = x,.

Jesli f(x1) = f(x,), to 3*1*t1 =3%+1 Jedli potegi przy tej samej podstawie
s3 sobie réwne, to ich wykladniki rowniez sg sobie réwne, co mozna zapisac:
X1 + 1 = x, + 1. Wida¢, ze gdy od obu stron odejmie si¢ 1, to X; = X5, co nale-
zato dowie$¢. Zatem funkcja jest roznowartosciowa, co mozna krétko oznaczy¢,
ze jest ,1 — 17 (czytaj: jeden na jeden).

f(x) = e?* + 2

Zakladajac, ze dla x4, X, € X spelniony jest warunek f(x,) = f(x,), nalezy poka-
za¢, ze przy tych zalozeniach x; = x,.

Jesli f(x1) = f(x5), to e2*1 + 2 = e?*2 + 2. Wida¢, ze gdy od obu stron odejmie
sie 2, to e2X1 = e?X2_ Jedli potegi przy tej samej podstawie sg sobie rowne, to ich
wykladniki réwniez s3 sobie réwne, co mozna zapisaé: 2x; = 2X,. Dzielac obie
strony przez 2, otrzymuje si¢ X; = X,, co nalezalo dowies¢. Zatem funkcja jest
réznowartosciowa, co mozna krotko oznaczy¢, ze jest ,1 — 17 (czytaj: jeden
na jeden).



Definicja funkcji ,na” (surjekcji)

Funkgja f: X = Y jest funkcja ,,na” (surjekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ele-
ment zbioru Y jest wartoscig funkcji w pewnym punkcie.

Dla kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze f(x) =y.

Stosuje si¢ takze rownowazng posta¢ powyzszej implikacji (powstalg przez kon-
trapozycje): f(x1) = f(x3) = x1 = X,.

W surjekeji kazdemu elementowi przeciwdziedziny odpowiada co najmniej je-
den element dziedziny.

Przyktad 3.4.3.

Sprawdzi¢, czy dana funkcja jest funkcja ,na”.
a) fiR— (0, + ) f(x) = x?

b) fR->R f(x) = x?

¢ FR->R f(x) = sinx

d) f:R-(-1,1) f(x) = cosx
Rozwigzanie

a) iR-> (0, +o0) f(x) =x?
Aby wykaza¢, ze podana funkcja f(x) = x? okreslona f:R —» (0, + o) jest
funkcjg ,,na”, nalezy dowie$¢, ze dla kazdego elementu y z przedzialu (0, + o)
mozna wskaza¢ taki x ze zbioru R, ze podniesiony do kwadratu daje wartos¢
z przedziatu (0, + oo).
Jak wida¢, tak wlasnie jest. Dlatego mozna powiedzie¢, ze tak okreslona funkcja
jest funkcja ,na”.
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b)

c)

d)

f:R->R f(x) = x?

Aby wykazaé, ze podana funkcja y = x? okre$lona f: R — R jest funkcjg ,na”,
nalezy dowie$¢, ze dla kazdego elementu y ze zbioru R mozna wskaza¢ taki x
ze zbioru R, ze podniesiony do kwadratu daje wartos$¢ ze zbioru R.

Jak wida¢, tym razem tak nie jest. Z latwosciag mozna zauwazyg¢, ze jesli wybierze
sie ze zbioru R dowolny y ujemny, to nie istnieje taki x, ktéry podniesiony
do kwadratu dalby ten ujemny y (np. dla y nie istnieje rozwigzanie réwnania

XZ

= —1 w zbiorze R). Dlatego mozna powiedzie¢, ze tak okreslona funkcja
nie jest funkcja ,na”.

ffR->R f(x) = sinx

Aby wykaza¢, ze podana funkcja f(x) = sinx okreslona f:R — R jest funkcja
»na’, nalezy dowies¢, ze dla kazdego elementu y € R mozna wskaza¢ taki x
ze zbioru R, ze sinus daje warto$¢ z R.

Jak wida¢, tym razem tak nie jest. Z fatwoscig mozna zauwazy¢, ze jesli wybierze
sie ze zbioru R dowolny y > 1 lub y < —1, to nie istnieje taki x, ktorego sinus
dalby nam te wartos¢, a wiadomo, ze wartosci sinusa dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej x nalezg do przedzialu (—1,1) # R, dlatego mozna powiedzie¢, ze tak
okreslona funkcja nie jest funkcja ,na”.

f:R - (-1,1) f(x) = cosx

Aby wykaza¢, ze podana funkgja f(x) = cos x okreslona f: R = (—1,1) jest funk-
¢jg »,na”, nalezy dowies¢, ze dla kazdego elementu 'y € (—1,1) mozna wskazaé
taki x ze zbioru R, Ze cosinus daje warto$¢ z (—1,1).

Z definicji funkcji cosinus wiadomo, ze —1 < cosx < 1 dla dowolnego x € R,
czyli tak wiasnie jest. Dlatego mozna powiedzie¢, ze tak okreslona funkcja jest
funkcja ,,na”.

Jezeli funkcja f jest funkcjg réznowartosciowg (injekcja) i funkcja ,,na” (surjek-

cja), to funkcja f jest bijekcja i wowczas istnieje do niej funkcja odwrotna.
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Definicja funkcji odwrotnej
Funkcja odwrotng do funkgji f: X =Y, ktoéra jest bijekcja, nazywa sie funkcje
f1:Y - X okre$long nastepujaco: f~1(y) = x, gdzie x € X, taki, ze y = f(x).

f: X—Y

f.y—Xx
\ [
=) (=

Wiasnosci funkcji odwrotnej:

e funkcja odwrotng do funkcji f~1 jest funkcja f,

e funkcja odwrotna jest bijekcja (injekcja i surjekcja),

o dla kazdej funkcji, ktora jest bijekeja, istnieje dokladnie jedna funkcja odwrotna,
e wykresy funkgji fif~! s3 symetryczne wzgledem prostej y = x,

e zlozenie funkji f i funkcji do niej odwrotnej f 1 jest identycznoscia.

Schemat wyznaczania funkcji odwrotnej

1. Sprawdzi¢, czy dana funkgja f jest réznowartosciowa.

2. Sprawdzi¢, czy dana funkgja f jest ,,na”.

3. W podanym réwnaniu funkcji y = f(x) dokona¢ zamiany zmiennych i prze-
ksztalci¢ rownanie tak, aby wyznaczy¢ y.

Definicja funkcji odwracalnej
Jezeli istnieje funkcja odwrotna do funkgji f, to méwi sie, ze funkeja f jest odwra-
calna.

Przyktad 3.4.4.

Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do danej funkcji (o ile istnieje).
a) f(x) =x3—6x%+12x

b) f(x) = x? f:R = (0, +)

o) f(x) =x? f: (0, +00) = (0, +o0)

d) f(x) =3*+5
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Rozwigzanie

a)

90

f(x) = x3 — 6x% + 12x
1. Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = x3 — 6x% + 12x jest ,na”.
Aby wykaza¢, ze podana funkgja f(x) = x3 — 6x? + 12x jest ,na”, nalezy wy-
znaczy¢ jej dziedzing i przeciwdziedzing. Df = R, Dg-1 = R. Jak wida¢, dla kaz-
dego elementu y ze zbioru R mozna wskaza¢ taki x ze zbioru R, ze wyrazenie
x3 — 6x% + 12x daje warto$¢ ze zbioru R. Podana funkcja jest wiec funkcjg ,,na”.
2. Nalezy sprawdzi¢, czy funkgja f(x) = x> — 6x% + 12xjest ,1 — 1”.

AN x3—6x,%2 4+ 12x; = x,3 — 6x,% + 12x,

X1,X2ER

(x;1 —2)3 4+ 8 = (x, — 2)% + 8. Odejmujac od obu stron 8, otrzymuje sie
(x; — 2)3 = (x5 — 2)3. Jesli trzecie potegi (nieparzyste) s sobie réwne, to ich
podstawy sa sobie rowne x; — 2 = x, — 2. Dodajac do obu stron liczbe 2, otrzy-
muje sie X; = X, zatem funkgja jest ,1 — 1”.

f(x) = x3 — 6x% + 12x

Funkcje wyj$ciowa mozna zapisac jako

y =x3 —6x% + 12x

Dokonujac zamiany zmiennych, otrzymuje si¢

x=y3 —6y?+ 12y

x=(y—-2)3+8

Réwnanie nalezy przeksztalci¢ tak, aby y znalazl sie po lewej stronie
(y—2)?=x-8

y—2= Vx—8

y=Vx—8+2

Uzyskana funkcja jest funkcja odwrotng do danej, co zapisuje si¢ jako

f~1(x) = ¥x— 8 + 2.



b)

c)

gl %
/y =x’—6x*+ 12x

Z wykresu wida¢, ze funkgcja f i funkcja do niej odwrotna s symetryczne wzgle-
dem prostej y = x.

f(x) = x? f:R - (0, +)

1. Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = x2 jest ,na”i,1-1"

Rozwazana funkcja f(x) = x? jest ,na”, gdy f: R = (0, + ). Podana funkcja nie
jest funkcja r6znowartosciows, wigc nie istnieje funkcja odwrotna do nie;j.

f(x) = x? f: (0, +0) — (0, +)

1. Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = x? jest,na”i,l-1"

Rozwazana funkgja f(x) = x? jest ,na”, gdy f: (0, +0) — (0, + ).

2. Podana funkcja okreslona w przedziale (0, +o0) jest funkcja réznowarto-
$ciowa, wigc istnieje funkcja odwrotna do niej.

3. Funkcje mozna zapisa¢ jako

y=x°

Dokonujac zamiany zmiennych, otrzymuje si¢

x=y?

Réwnanie nalezy przeksztalci¢ tak, aby y znalazl sie po lewej stronie

y = V.

Pamietajac, ze f~1: (0, +0) — (0, +), otrzymuje sie y = vx. Uzyskana funk-
cja jest funkcja odwrotna do danej, co zapisuje sie jako f =1 (x) = Vx.
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d)

92

y = x"dla x&(0,+o0) X

1 2 3 4 5 6

y=X

Z wykresu wida¢, ze funkgcja f i funkcja do niej odwrotna sg symetryczne wzgle-
dem prostej y = x.

f(x) =3*+5

1. Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = 3% + 5 jest ,,na”.

Aby wykaza¢, ze podana funkcja f(x) = 3*¥ + 5 jest ,na”, nalezy wyznaczy¢ jej
dziedzing i przeciwdziedzing. Podana funkcja jest funkcja wykladnicza.
Ze wzoru wynika, ze jest okreslona f: R — (5, +00). Nalezy dowies¢, ze dla kaz-
dego elementu y z przedzialu (5, +00) mozna wskaza¢ taki x ze zbioru R, ze wy-
razenie 3* 4+ 5 daje wartos¢ z przedziatu (5, +0).

Jak widag, tak wlasnie jest. Dlatego mozna powiedzie¢, ze tak okreslona funkcja
jest funkcja ,na”.

2. Nalezy sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = 3* + 5 jest réznowartosciowa.

A R3"1 +5=3% 45 = 3% = 3% 3 x; =X,, zatem funkcja jest ,1 — 1”.
X1,X2€

3. f(x)=3*+5
Funkcje wyjsciowa mozna zapisa¢ jako

y=3%+5
Dokonujac zamiany zmiennych, otrzymuje si¢
x=3"+5

Réwnanie nalezy przeksztalci¢ tak, aby y znalazt sie po lewej stronie

3 =x-5

Poniewaz jest to funkcja wyktadnicza, to aby wyznaczy¢ y, nalezy zlogarytmowac
obie strony, przyjmujac za podstawe logarytmu liczbe, ktora jest podstawa potegi
log; 3Y = log;(x — 5)



Korzystajac z lewej strony ze wzoru log, ak =k, otrzymuje sie
y = logs(x = 5)
Uzyskana funkcja jest funkcja odwrotna do danej, co zapisuje si¢ jako

f7H(x) = logs(x — 5)

by/ /

/6
Ll
—_ |
%7" | y=log, (x-5)

Z wykresu wida¢, ze funkgja f i funkcja do niej odwrotna s symetryczne wzgle-
dem prostej y = x.

3.5. Granica funkcji

Omawianie zagadnienia dotyczacego granicy funkcji nalezy odnies¢ do granicy ciaggu
liczbowego (ciag jest specyficznym rodzajem funkcji okreslonej na zbiorze liczb na-
turalnych N).

Niech dana bedzie prosta (o$ liczbowa), na ktérej znajduja sie punkt a oraz do-
wolna liczba € > 0.

_ +
a—¢& aTteE X
° : -

Przedzial otwarty (a - €; a + €) nazywa si¢ otoczeniem punktu a.
Zwrot ,,prawie wszystkie wyrazy ciggu” odnosi si¢ do ciggdw nieskonczonych
i oznacza tyle, co wszystkie wyrazy ciggu z wyjatkiem skonczonej ich liczby. Méwi

sie, ze liczba a jest granicg ciagu, jesli do dowolnego otoczenia liczby a naleza prawie
wszystkie wyrazy ciagu, co zapisuje si¢ lima,, = a.
n—oo
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Ciag, ktéry ma granice, nosi nazwe ciggu zbieznego.
Niech teraz dana bedzie funkcja f(x) i ustalony punkt x.

@
/xO
|

y=1()

Biorgc dowolny cigg argumentéw (z dziedziny funkcji) {x,} zbiezny do punktu
Xo 0 wyrazach réznych od x,

X
@ 9o oo >

X0 - X3 XX

y = f(x)

{Xn} = Xo
mozna zauwazy¢, ze ciggowi argumentéw {X,} odpowiada pewien ciagg wartosci

f({xn})-
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y =1fx)

f({xn}) > 8

Jezeli ciag wartosci f({x,,}) zmierza do granicy g, to mowi sie, ze funkcja f(x)

ma w punkcie X, granice réwna g, co zapisuje si¢: lim f(x) = g.
X—-Xq

Powyzsze rozumowanie prowadzi do definicji granicy funkcji w punkcie sfor-

mulowanej przez Heinego.

Definicja granicy funkcji w punkcie (Heinego)

lim f(x,,) = g.
n—-oo

Liczbe g nazywa sie granicg funkcji f w punkcie a (ozn: lim f(x) = g), jezeli dla
X—Xg

kazdego ciagu {x,,} zbieznego do a i o wyrazach roznych od a zachodzi réwnos¢:

Definicja granicy prawostronnej funkcji

co zapisuje si¢ lim f(x) = g.
X—Xg

Jezeli ciag {x, } spelnia warunek x,, > X, to granica g jest granicg prawostronng,

Definicja granicy lewostronnej funkcji

co zapisuje sie lim f(x) = g.
XX,

Jezeli ciag {x,,} spelnia warunek x,, < X,, to granica g jest granicg lewostronng,

Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia granicy funkcji w punkcie
Funkcja f(x) ma w punkcie x, granice wtedy i tylko wtedy, gdy granice

prawo- i lewostronna sg sobie réwne.
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lim f(x) = lim f(x) =
- €9 Kot x) =g
Co mozna ostatecznie zapisa¢

limf(x) =g

X—Xg
Mozna zatem powiedzie¢, ze jesli dla dowolnego ciggu {x,,} zbieznego do X,
(zaréwno z lewej, jak i z prawej strony) wartosci f({x, }) zbiegaja do liczby g, to g jest
granicg funkcji f(x) w punkcie x,.
Jesli granicg funkgji f(x) w punkcie x, jest nieskonczonos¢, to mowi sie, ze funk-
cja ta ma w punkcie X, granice niewlasciwa.

Wilasnosci granic funkcji
Niech fi g maja granice wlasciwe w punkcie X, wtedy:
e lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X—Xp X—Xp X—Xp
e lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)
X—Xgo X—Xp X—Xp
e lim[c-f(x)] =c- limf(x),c ER
X—Xp X—Xp
e lim [f(x) - g(x)] = limf(x) - lim g(x)
X—Xo X—Xg X—Xg

o i f0O AR

limg(x) # 0

Xoxo 8X) Xllr){log(x) " X=X

Jig,
o lim (f(x))8™ = (lim f(x)) 0
X—Xp X—Xp

Uwaga: W przypadku granic niewlasciwych zachodzi:
e agt+ow=00 dla —o<a< o
e gro=0 dla 0<a<ow

. %=0 dla —co<a<ow
° (%=00 dla 0<a<ow
e a®=0 dla 0t<a<1
e a® =0 dla 1<a<om
e a¥=o0 da 0<a<w
e %= dla —0<a<0

Uwaga: Analogicznie jak w przypadku ciggow, jezeli podczas liczenia granicy otrzy-
muje sie symbol nieoznaczony, to nalezy funkcje przeksztalci¢ i ponownie liczy¢ gra-
nice.
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Przyktad 3.5.1.
Wyznaczy¢ z definicji granice funkcji f w punkcie x,.

a) fx)=x2-5 , x9=2
X+2

b) f(x)=; , Xo=1

o f(x) = x;‘_l , X0 =3

d) f(x) = X%Z ;X =—2
Rozwigzanie

a) f(x)=x2-5 , xy=2

Niech x,, bedzie dowolnym ciggiem takim, ze lim x,, = 2, wowczas

n—-00
lim f(x,,) = lim (x,2 —=5) =22 -5=—1.
n—-oo n—oo
Na mocy definicji Heinego lin%(x2 -5)=-1
X—
+2
b) f() == , Xp=1
Niech x,, bedzie dowolnym ciggiem takim, ze #_ILIO X, = 1, woéwczas
. ol Xnt2 142 3 3
rl}_r)l;)f(xn) o 7111_{{}0 Xp-3 1-3 -2 2
Na mocy definicji Heinego lim o3
x—1X—3 2
X
o fx)= o) , Xo=3
Niech x,, bedzie dowolnym ciggiem takim, ze #_ILIO X, = 3, woéwczas
; — i ¥n _ 3 _3_3
rlll_{l;,f(X") - 7111_{{}0 Xp?2-1 9-1 8 &8
ST . x _3
Na mocy definicji Heinego Ll_)n} Rl
1
d) f(X)— m 5 XO——Z
Niech x,, bedzie dowolnym ciggiem takim, ze lim x,, = —2, woéwczas
n—oo
. . 1 . 1 1
rl}_r)l;)f(xn) - 7111_{20 xn+2| - 7111_{20 Xp+2|  |-2+2] ot too
Na mocy definicji Heinego lim —| = +o.
x—-—-2 Ix+2

1. Obliczanie granicy funkcji w punkcie, gdy wystarczy do wzoru funkcji wsta-
wi¢ punkt, do ktorego dazy x (wéwczas granica funkcji réwna jest wartosci
tej funkcji)
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Przyktad 3.5.2.
Wyznaczy¢ z definicji granice funkcji f w punkcie x,.
a) f(x) =(2x*+3x-5) , x,=5

x343x%+2x

b) f(X) = N p— , Xo = 2
O f)=VZZFT3x=5 , x=5
d) f(x) = (2 +sinmx) , X =%
Rozwigzanie

a) f(x) =(2x*+3x-5) , x,=5
lirr%(2x2+3x—5)=2-52+3-5—5=60
X—

3 2
X°+3X“+2X
b) f(x) = ———= Xg = 2
) ( ) XZ—X—6 > 0
. X343x%+2x 23+43-2%2+422 24
lim = =—=-6
x—>2 X2—X—6 22-2-6 -4

o) f(x)=v2x?+3x—5 , xo=5
1irr51va2+3x—5=x/2-52+3-5—5=\/%=2x/ﬁ
X—

d) f(x) = (2 +sinmx) , X =

1
2
lin}(2+sinnx)=2+sin1‘t-§=2+sin§=2+1=3

5
=3

2. Obliczanie granicy funkcji w punkcie, gdzie nie jest mozliwe wstawienie za x
;. Lo . . . 0.
wartosci, do ktorej ten x dazy, bo wychodzi symbol nieoznaczony o i ko-

nieczne jest przeksztalcenie wzoru tej funkcji

Przyktad 3.5.3.
Wyznaczy¢ z definicji granice funkcji f w punkcie x,.
a) f(x) = ;;_24 ,  Xg=—2
b) f0) =220, xy=2
o) f(x) = iz: ,  Xo=-—1
d fx) = ejz:ix , X=0
Rozwigzanie
a) f(x) = XX2+_24 , Xg=—2
X+2 242 _ 0
om ey T [(—2)2—4 - E]
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b)

c)

d)

Jak wida¢, wstawiajac xq = —2 do funkeji w miejsce x, otrzymuje sie symbol nie-

oznaczony, zatem nalezy przeksztalci¢ Wyrazeme o> Korzystajac ze wzoru

2

skréconego mnozenia x? —a? = (x — a)(x + a), dla mlanowmka uzyskujac

X2 X2 _ 1 Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia
x2—4  (x=2)(x+2)  x-2 ¢pnie ) Y PrZystap
granicy
X+2 . X+2 . 1 1 1
lim =— = lim ————:= lim = =_1
x—>-2X?—4  x5-2(x-2)(x+2) x--2(x-2) (-2-2) 4
X% +Xx—6
f(x) = , Xg=2
limX +X— 6 _ [22+2—6 _ 0]
x>2 x2-4 L 22-a T o

Jak wida¢, wstawiajac Xy = 2 do funkcji w miejsce x, otrzymuje sie symbol nie-
2

. Ny .. X°+X-6 . .
oznaczony, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie ——=, korzystajac ze wzoréw

skréconego mnozenia x? — a® = (x — a)(x + a) dla mianownika i postaci ilo-
x2+x—6
-4

czynowej ax? + bx + ¢ = a(x — x; — X — X;), dla licznika uzysku;qc =
= % = :—2 Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obhczenia

granicy
. X2 tx— x+3 243 5
lim = lim — ==
X—-2 X“—4 x—)2X+2 2+2 4-
3
x3+1
f(x) = 5= , Xo=-1

x3+1 0
lim H
Xx>—1X%%2-1 0

Jak wida¢, wstawiajac xo = —1 do funkcji w miejsce x, otrzymuje sie symbol
3
nieoznaczony, zatem nalezy przeksztalac wyrazenie —— korzysta;gc ze Wzo-

réw skréconego mnozenia a? — b? = (a — b)(a + b) dla mianownika oraz

2_
a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) dlalicznika, uzysku)qc X1 G oxr)

-1 x-1)(x+1)
Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia granicy
3 2_ 2_
lim x2+1 - lim (x+1)(x%-x+1) o (x2-x+1) _
Xx——1X%x%-1 x—»—1 x-1)(x+1) x—>—-1 x—1
_(v*-(=pD+1) 3 _ 3
- (-1)-1 T2 2
eX-1
f(X) = oZX_oX , Xg = 0

eX-1 0
}(1_>0 e2X_eX [6]
Jak wida¢, wstawiajac xo = 0 do funkcji w miejsce x, otrzymuje si¢ symbol nie-

e .
e2X_gX’ WYIQCZEUE}C

oznaczony, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie
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X X

-1 —

w mianowniku e* przed nawias, uzyskujac Nastepnie jeszcze

e2X—eX  eX(eX-1)
raz nalezy przystapi¢ do obliczenia granicy
e*—1 . e*-1 o1

1
lim — = lim =lim====1
x—0 e2X—eX x—0 eX(eX-1) x—0 eX 1

3. Obliczanie granicy funkcji w punkcie, gdzie nie jest mozliwe wstawienie za x
wartosci, do ktorej ten x dazy, i konieczne jest usuniecie niewymiernosci
ze wzoru tej funkcji
Przyktad 3.5.4.
Wyznaczy¢ z definicji granice funkeji f w punkcie xq.
X—4

a) f(X) = m , X9 = 4
)

b) f(X) = ﬂ ) Xo = 9
VX+25-5 _

C) f( ) \/)F 2 » Xo =

d) f(x) = M—z , Xo=0

Rozwigzanie

a) f(x) = X_42 , Xo=4%

X—4 0
lim 7 = [3
Jak widaé, wstawiajac X = 4 do funkcji w miejsce x, otrzymuje si¢ symbol
nieoznaczony, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie @, korzystajac
z tzw. sprzg¢zenia (pomnozenia i podzielenia danego wyrazenia przez te sama
warto$¢), aby w mianowniku mozna byto zastosowaé wzdr skroconego mnoze-

. _ w2 2 . X—4 X=4  Vx+2 (x4)(\/_+2)
nia (x —a)(x+ a) = x* — a*, uzyskujac S s .
= (\/)_(+ 2). Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia granicy
lim(Vx + 2) = 4.
X—4 <=9
b) f(X):ﬂ , X0:9

x—9 0

lim s [5]
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Jak wida¢, wstawiajac xo = 9 do funkcji w miejsce X, otrzymuje sie symbol nie-

oznaczony, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie -=— korzysta)qc z tzw. sprze-

\/—

zenia (pomnozenia i podzielenia danego wyrazenia przez t¢ samag wartosc),
aby w mianowniku mozna bylo zastosowa¢ wzoér skréconego mnozenia
x—9 x=9 Vx+3 _ (x-9) (\/_+3)
VX-3  Vx-3 Vx+3 x-9

(x—a)(x+a) =x?—a?%  uzyskujac



d)

= (Vx + 3). Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia granicy

hm@F+3)=a

VX+25-5
f(x) = s 0 X0 = 0
lim LS En . [9]
x>0 VX+4-2 0
Jak wida¢, wstawiajac xq = 0 do funkcji w miejsce X, otrzymuje sie symbol nieoz-

> Korzystajac z t -
\/_ > ystajac z tzw. sprze
zenia (pomnozenia i podzielenia danego wyrazenia przez te sama wartosc¢), uzy-
VEFEE-5 _ VX¥25-5 VXFA+2 VXIZ5+5 _ (VihZ5-5)(Vika+2) (ViF25+5) _
Vx+t4-2  Vx+4-2 Vx+4+2 Vx+25+5 x(Vx+25+5)
_ x(Vx+4+2) _ Vx+4+2
T x-(VX+25+5)  VX+25+5
VX+4+2 4 2

naczony, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie

skujac

Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia

ranicy lim =—=-
g Yx—)O Vx+25+5 10 5

f(x) = T 0 %= 0

hm_JL_:P]

X—0 VX+4-2 0

Jak wida¢, wstawiajac xq = 0 do funkcji w miejsce X, otrzymuje si¢ symbol nieoz-

naczony, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie ———, korzystajac z tzw. sprzeze-

Vx+4-2’
nia (pomnozenia i podzielenia danego wyrazema przez te samg wartos$c¢), uzy-
X x  Ax¥a+z _ ox(Vx+a+2) X(\/X+ +2) T4
VX+4-2  Vx+4-2 Vx+4+2  x+4-4 4+2.
Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenla granicy llr%(\/x + 4+
X—

+2)=4

skujac

Obliczanie granicy funkcji w nieskonczonosci

Definicja granicy funkcji w +oco

Niech f(x) oznacza funkgcje, ktora jest okreslona w przedziale (a; +00). Funkcja
f(x) ma w nieskonczonosci granice g (co zapisuje sie: XEwa(X) = g), jezeli dla
kazdego ciagu argumentéw (x,) o wyrazach nalezacych do przedziatu (a; +0)
rozbieznego do plus nieskonczonosci ciag wartosci (f(x,,)) jest zbiezny do g.

Definicja granicy funkcji w —oo

Niech f(x) oznacza funkgcje, ktora jest okreslona w przedziale (—oo; a). Funkcja

f(x) ma w nieskonczonosci granice g (co zapisuje sie: lim f(x) = g), jezeli dla
X——00
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kazdego ciagu argumentéw (X,) o wyrazach nalezacych do przedzialu (—oo; a)
rozbieznego do minus nieskonczonosci ciag wartosci (f(x,,)) jest zbiezny do g.

Zasady obliczania granic funkcji w nieskonczonosci:

e w przypadku obliczania granicy wielomianu wylacza si¢ przed nawias zmienna
w najwyzszej potedze,

e w przypadku, gdy oblicza sie granice funkcji wymiernej, wytacza si¢ przed na-
wias, w liczniku i mianowniku, zmienng w najwyzszej potedze, w ktdrej wyste-
puje w mianowniku.

Przyktad 3.5.5.

Wyznaczy¢ z definicji granice funkgji f w nieskonczonosci.
a) fX) =vVx+2+Vvx , x>

b) f(x)—\/m—x , X—o o0

o f(x) = X2+ , X—> 00
3x%+4

&) 1) =2 , x> —o

Rozwigzanie

a) fx)=vx+2+Vx , x-®
liELn(\/x+2+\/§)=oo+00=+oo
X—+00

Jak wida¢, obliczajac granice funkcji (Vx + 2 + VX)) przy x — +0o, otrzymuje si¢
o0 + 00, co w wyniku daje +oo.

b) fx)=vx%2+2—x , X—>
lim (Vx+ 2 —vx) = o0 — o (symbol nieoznaczony)
X—+00

Jak wida¢, obliczajac granice funkcji (Vx + 2 — vX) przy x — +0o, otrzymuje si¢
symbol nieoznaczony [0o —oo], zatem nalezy przeksztalcié wyrazenie

(Vx + 2 — Vx), korzystajac z tzw. sprzezenia (pomnozenia i podzielenia danego

wyrazenia przez te samg warto$¢), uzyskujac (\/ Xx+2- \/)_() : %
Nastqpme jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia granicy Xl_1)r+nOO x/£+ N
=—=0.
) f(X)_ x2+3 -x > X=0
1 1

m ———
X—400 VX2+43—x 00—o00
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d)

Jak wida¢, obliczajac granice funkgji ﬁ przy x — +0o, otrzymuje si¢ sym-

1 1
bol nieoznaczon zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie ———, korzy-
Y ore’ YP Wy Vs oY

stajac z tzw. sprzezenia (pomnozenia i podzielenia danego wyrazenia przez

1 (x%434x) _ VxZ43+x .
te sama warto$¢), uzyskujac i (emam) - 3 Nastepnie jeszcze
VxZ+434x

raz nalezy przystapic¢ do obliczenia granicy llg_n s 3=
X—+00

3x%44
f()_xxz4 » X2 7%

2
Jak widac, obliczajqc granice funkcji i;(i przy X - —oo, otrzymuje si¢ sym-
2
bol n1eoznaczony —, zatem nalezy przeksztalci¢ wyrazenie ?L wylaczajac

przed nawias, w hczmku i mianowniku, zmienng w najwyzszej potedze, w kto-
x2.(3+5 ) x2(3455) (3+ )
X /xz 1—— x-|x| ,1——

. Nastepnie jeszcze raz nalezy przystapi¢ do obliczenia granicy

rej wystepuje w mianowniku, uzyskujac

X—>—00

3.6. Ciagtosé funkcji

Rozwazania dotyczace funkgji jednej zmiennej rozpoczeto od wyznaczania jej dzie-

dziny. W poprzednim podpunkcie tego rozdzialu omoéwiono temat granicy funkcji

w punkcie. Méwigc o ciaglosci funkgji, nalezy polaczy¢ ze sobg te dwa zagadnienia.

Granice funkcji bada si¢ zazwyczaj w punktach niecigglosci - tam, gdzie funkcja

nie przyjmuje zadnej warto$ci. W punktach niecigglosci granica moze nie istniec.

Takie punkty wskazuje si¢ na podstawie dziedziny tej funkgji.

Definicja cigglosci funkcji w punkcie
Funkgja f jest ciggla w punkcie x, jesli spelniony jest warunek

lim f(x) = f(xq).
X—-Xg
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Z powyzszej definicji wynika, ze aby zbada¢ cigglo$¢ funkcji w punkcie x,
nalezy zbada¢ granice jednostronne tej funkcji w tym punkcie oraz warto$¢ funk-
cji w punkcie xg.

Stad, jezeli zachodzi réwno$¢ Xll)r)r(lo_ f(x) = Xllglg f(x) = f(xq), to funkcja f jest

ciggla w punkcie x,.

Przyktad 3.6.1.
Zbadac cigglos¢ funkgji.
_x+1 dlax <1
A f0={{7, dlax =1
1—x2 dlax <0
b) f(x) ={(x—1)? dla0<x<2
4—x dlax > 2
_ (x? dlax< 0
<) fJ = 2% dlax>0
—-x2-3 dlax <0
d) f =17 =
) 100 Vx—3 dlax >0
Rozwigzanie
_x+1 dlax<1
A f0={{7, dlax =1

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o niecigglos¢, ktérym jest xq = 1.
Nalezy zatem zbada¢ ciaglos¢ funkcji w punkcie xy = 1.
fl)=1-2=-1

XILI{L(X—Z)=1+—2=—1

liril_(x+ D=1"+1)=2

X—

Poniewaz granice prawo- i lewostronna nie sg réwne, wiec funkcja nie jest ciggla

wxo = 1.
1 — x? dlax<0
b) f(x) ={(x-1)? dao<x<2
4—x dlax > 2

Funkcja f ma dwa punkty podejrzane o niecigglos¢, ktérymisax; = 0 i x, = 2.
Nalezy zatem zbada¢ ciaglos¢ funkcji w punkcie x; = 0.

fO)=0-1)%=1

Jim (1-x) = (1= (0)?) =1

lim(x—1)2=(0t-1)%=1

x-0%
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Poniewaz granice prawo- i lewostronna sg sobie réwne i réwne s3 tez wartosci

funkcji w punkcie x4, to funkcjaf jest ciagtawx; = 0.
Nalezy teraz zbadac¢ ciagtos¢ funkcji w punkcie x, = 2.
f()=2-1D%=1

lim(x—1)?=(2 " -1)2=1

X—>27

lim (4—x) =4—2* =2
Jim (4 =)

Poniewaz granice prawo- i lewostronna nie sg sobie réwne, zatem funkcja f nie
jest ciagta w punkcie x, = 2.

_ (x? dlax< 0
o )= {ZX dlax>0
Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o niecigglos¢, ktérym jest x, = 0.
Nalezy zatem zbada¢ cigglos¢ funkeji w punkcie xy = 0.
f0)=2°=1
lim 2¥ = 2" =1
x-0%
limx?=(07)?2=0
X—0~
Poniewaz granice prawo- i lewostronna nie sg réwne, wiec funkcja nie jest ciggla
WXg = 0.
—x%-3 dlax <0
@ 160 = { =
) 100 Vx—3 dlax>0
Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciaglos¢, ktérym jest x, = 0.
Nalezy zatem zbada¢ cigglos¢ funkeji w punkcie xy = 0.
f(0) = =02 -3 =-3
limvx—3=+0*-3=-3
x-07%
lim —x*-3=(07)2-3=-3
xX—0~
Poniewaz granice prawo- i lewostronna sg sobie rowne i réwne s3 tez wartosci
funkcji w punkcie x,, to funkgeja f jest ciggta w xy = 0.
Przyktad 3.6.2.
Okresli¢, dla jakiej wartoéci parametru m funkcja jest ciagta w zbiorze R.
) f(X)_{ZX+8 dlax <0
a “(x—m)? dlax >0
_ (m+ 3x dlax<1
b) () = {ex+2 dlax>1
_ (m+ 3x dlax < =3
9 0 ={5 dlax > -3
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sinx dlax<m
4 160 ={mx—4 dlax>mn
Rozwigzanie
2*+8 dlax<0
a) f(x) = {(x —m)? dlax>0
Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciaglos¢, ktérym jest xo = 0.
Nalezy zbada¢ cigglos¢ funkeji w punkcie x, = 0.
f(0)=2°+8=9
lim2*+8=2% +8=9

x-0"

i —a)2 =?
i G a)” =

Aby funkgcja byta ciagta w xy = 0,
to lim (x—m)?2 =9
x-0%

lim (x — m)? = (0" — m)? = m?
x—-0%

Stgdm? =9
m=3 lub m=-3
_ (m+3x dlax<1
b) 00 = { dlax>1

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o niecigglos¢, ktérym jest xo = 1.
Nalezy zbada¢ ciaglo$¢ funkeji w punkcie xo = 1.

f(1) = el*t2 =¢3

)}Lr{;(m+3x):a+3-1=a+3:?

lim eX*2 = ¢3
x-1t

Aby funkcja byta ciagtaw xq = 1,
to liril_(m+ 3x) =m+3=¢
X—

stgdm =e3 -3

_ (m+ 3x dlax < -3
<) fJ = {Zx —4 dlax > -3
Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o niecigglos¢, ktérym jest xq = —3.
Nalezy zbada¢ cigglos¢ funkeji w punkcie xy = —3.

f(-3)=2-(=3)—4 =—-10
lim (m+3x)=a+3:-(-3)=m—9=?

X—>—3"
lim (2x—4) =2-(=3)—4 = —10
x—»>—3%
Aby funkcja byta ciagta w xq = —3,
to lim (m+3x)=m—-9=-10

X—->—=3"

Stadm = -1
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__ (sinx dlax<m
d) f(X)_{mx—él dlax>T1

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o niecigglos¢, ktérym jest xq = .
Nalezy zbada¢ ciaglos¢ funkeji w punkcie xq = .

f(m) =sint=0
lim sinx =sinmt™ =0
X->T

lim(ax—4)=a-m—4 =?
x->Tt

Aby funkgcja byta ciaglta w xq = m,
to lim+(mx—4) =m-m—4=0

X->TU

Stad m = 2

s

Wiasnosci funkgji ciaglych

e Suma, réznica, iloczyn, iloraz funkcji ciagtych sa funkcjami ciggtymi.

e Zlozenie (superpozycja) funkeji ciaglych jest funkcja ciagla.

e Funkcja ciggta w przedziale domknietym jest ograniczona i osiaga swoje kresy.

e Funkgcje: trygonometryczne, cyklometryczne, wielomianowa, potegowa, logaryt-
miczna, wymierna s3 ciagte w swoich dziedzinach.

3.7. Asymptoty wykresu funkcji

Asymptota jest to prosta, do ktorej coraz bardziej ,,zbliza si¢” wykres pewnej funkcji.
W dostatecznie odlegtych punktach krzywa, ktéra jest wykresem danej funkgji, pra-
wie pokrywa si¢ ze swoja asymptota. Wyrdznia sie trzy rodzaje asymptot: poziome,
pionowe i uko$ne. Pamietac nalezy, ze nie s3 one czescig wykresu, stanowia jedynie
linie pomocnicze przy jego szkicowaniu.

Definicja asymptoty poziomej
Jezeli funkcja f(x) jest okre$lona w przedziale (a,+o0) i istnieje granica
Xl_i)ELnoof(X) = b, to prostg o rdwnaniu y = b nazywa si¢ asymptotg pozioma wy-
kresu funkcji w plus nieskonczonosci.

Jezeli funkcja f(x) jest okreslona w przedziale (—oo,a) i istnieje granica
Xl_i)moof(x) = b, to prostg o rdwnaniu y = b nazywa si¢ asymptotg pozioma wy-

kresu funkcji w minus nieskonczonosci.
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Jesli asymptota pozioma w plus i minus nieskoniczonosci ma to samo réwna-
nie, to nazywa si¢ ja asymptota obustronna.

Definicja asymptoty pionowej

Jezeli funkcja f(x) jest okre$lona w przedziale (a, b) i istnieje granica Xl_i)rcrll+f(x) =
= o0, to prosta o rownaniu X = a nazywa si¢ asymptota pionowa wykresu funk-
¢ji prawostronna.

Jezeli funkcja f(x) jest okre$lona w przedziale (a,b) i istnieje granica
X1_i)r‘£1_f(x) = +oo, to prosta o rownaniu X = a nazywa sie asymptota pionowa wy-
kresu funkcji lewostronna.

Jesli asymptota prawo- i lewostronna opisane sg tym samym réwnaniem,
to nazywa si¢ ja asymptota obustronna.

Definicja asymptoty ukosnej (skosnej, pochylej)
Jezeli istnieja skoniczone granice:
f(x)

Xl_l)E_nooT = a+X1_1>£_nw[f(X) —a.x] =b,

to prosta o réwnaniu y = a, X + b, jest asymptota ukosng prawostronna.
Jezeli istniejg skonczone granice:

0 _
lim — =a_ lim [f(x) —a_x] =b_
X——00 X X——00

to prosta o rownaniu y = a_x + b_ jest asymptota ukosng lewostronna.

Jezeli powyzsze granice nie istnieja, to funkcja nie ma asymptoty ukos$ne;.
Szczegélnym przypadkiem jestay = 0. Wowczas asymptota ukosna staje sie
asymptota pozioma.

Praktyczne uwagi dotyczace istnienia asymptot

Aby wyznaczy¢ réwnania asymptot poziomych i ukos$nych, najpierw nalezy wy-
znaczy¢ dziedzing funkcji. Jesli w dziedzinie wystepuje nieskonczono$¢ (plus lub mi-
nus), to asymptota pozioma istnieje. Jesli dziedzing funkgji jest np. D¢ = R\ {5}, ktéra
mozna zapisa¢ inaczej jako D¢ = (=00, 5) U (5, +00), czyli wystapity nieskonczono-
$ci, wowczas moga by¢ asymptoty poziome, ukosne. Jesli dziedzing funkcji jest
np. D¢ = (5, +), wtedy mozna si¢ spodziewaé asymptoty tylko prawostronnej
(bo +00).
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Przyktad 3.7.1.
Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji.

x2+1
a) f(x) =3
x2-1
b) f(X) - 4x2
2_
0 ) =22
x2-2
& 100 =55
Rozwiazanie
x2+1
a) f(X) - 2%2
Aby wyznaczy¢ asymptote poziomg, nalezy obliczy¢ granice f(x) w plus i minus
nieskonczonosci.
li X*+1 1
x—1>l;-noo 2x2 2
li X*+1 1
X_1>r_noo 2x2 2

Jak wida¢, granice prawo- i lewostronna s3 sobie réwne, zatem funkcja
ma asymptote pozioma obustronng o réwnaniu y = %

Aby wyznaczy¢ asymptote pionowa, nalezy okresli¢ dziedzine funkgji.
W tym przypadku jest to zbidr R\{0}. Dlatego wlasnie w punkcie xq = 0 nalezy
obliczy¢ granice prawo- i lewostronna.

x*+1 1 - too
xo0+ 2x2 0+
2
X“+1 1
= — =400

im

X—0— 2x2 ot

Jak wida¢, granice prawo- i lewostronna f(x) sa sobie réwne, zatem funkcja
ma asymptote pionowg obustronng o réwnaniu X = 0.

. . . . . . fx N
Aby wyznaczy¢ asymptote uko$ng, nalezy obliczy¢ granice LG plus i minus
X
nieskonczonosci.
f( ) X“+1 2

. X . ] . X“+1

lim === lim #~= lim — =0
X—+00 X X—+00 X X—+00 2X

x2+1

. f(x . 2 . x%+1

lim 2= jim 2= = |im =0
X—-—0o X X—-—00 X X—>—00 2X3

Jak wida¢, jest to szczegdlny przypadek, poniewaz a, = 0. W takiej sytuacji
asymptota ukosna pokrywa si¢ z asymptota pozioma.
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b)

<)
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x2+1

Ostatecznie mozna stwierdzi¢, ze funkcja f(x) = ma asymptote pozioma

2x?
1, .
y =7 ipionowg x = 0.

2
x2-1
f(x) =

( ) 4x2
Aby wyznaczy¢ asymptote poziomg, nalezy obliczy¢ granice f(x) w plus i minus
nieskonczonosci.

0 1 1 0 1
2_q|— 2(1-= 1-= 2_q|— x2(1-—

. X —1[ ] . X 2 . z 1 . X —1[ ] . 2
lim ——- Lo 11mM= lim —*=- lim Lol lim ¥=
Xx—+00 4x X—>+00  4X X->+00 4 X——00 4X X—>—00  4X

1
|
= lim —*=-

Xx—>—oco 4 4

Jak wida¢, granice prawo- i lewostronna s3 sobie rowne, zatem funkcja
ma asymptote poziomg obustronng o réwnaniu y = %.

Aby wyznaczy¢ asymptote pionowa, nalezy okresli¢ dziedzing funkcji.
W tym przypadku jest to zbiér R\{0}. Dlatego wlasnie w punkcie Xy = 0 nalezy
obliczy¢ granice prawo- i lewostronna.

x2-1 _ -1 _
XL%L axz o+t
li x2-1 _ -1 _
xi%l— 4x2 - 0_+ -

Jak wida¢, granice prawo- i lewostronna f(x) sg sobie réwne, zatem funkcja
ma asymptote pionowa obustronng o réwnaniu x = 0.

Aby wyznaczy¢ asymptote uko$na, nalezy obliczy¢ granice % w plus i minus

nieskonczonosci.
f() X“=1 2
. X . 2 . x“-1
lim — = lim #*~= lim —=0
X—-+o0o X Xx—-+00 X X—+o0o0 4X
0 xZ2-1 5
. X . 2 . x“—-1
lim — = lim 2~ = lim - =
X—>—00 X Xx—-—00 X X——o0o 4X

Jak widag, jest to szczegdlny przypadek, poniewaz ay = 0. W takiej sytuacji
asymptota ukos$na pokrywa sie z asymptotg pozioma. Ostatecznie mozna stwier-

2_

dzi¢, ze funkcja f(x) = X4X21 ma asymptote poziomay = % i pionowa x = 0.
x%2-3

f(x) = =

Aby wyznaczy¢ asymptote poziomg, nalezy obliczy¢ granice f(x) w plus i minus
nieskonczonosci.



d)

2 .
lim = 2 = lim L =—=o00
x—>+00 X—2 7 x—>+4o x(l—;) X—400  1- 1

2 3 3

x“|1 i . X 1——2 —00
lim = []llm —’2‘)=11m ( ’2‘)=—=—oo
X——00 X—2 X——00 x 1——) X——00 1—; 1

Jak wida¢, granice prawo- i lewostronna nie s3 sobie réwne, zatem funkcja
nie ma asymptoty poziome;.

Aby wyznaczy¢ asymptote pionowa, nalezy okresli¢ dziedzine funkcji.
W tym przypadku jest to zbiér R\{2}. Dlatego wtasnie w punkcie X, = 2 nalezy

obliczy¢ granice prawo- i lewostronna.
2
x*-3 _ 1

lim =—=00
x—2t+ X—2 ot

. x%-3 1

lim =—=—00

X—2~ X—2 0~
Zatem funkcja ma asymptote pionowa obustronng o réwnaniu x = 2. Aby wy-

, , X . , I (6:9) .. . ,
znaczy¢ asymptote ukosna, nalezy obliczy¢ granice — W plus i minus nieskon-

Czonosci.
x2-3 3
L fx) ), 2 _ 1 x*-3 .. x*-3 .. Xz(l_x_z)_
lim — = lim = lim = lim —= lim —%x =
X—>4+00 X X—>+00 X X—400 X(X—Z) X—+00 X4—2X X—+00 x2(1—;)
13
. X2
= lim %=1
X—>+00 1-=
x2-3 3
. (%) . 2 . x2-3 . x2-3 . Xz(l_x_z)
lim — = lim = lim = lim —= lim —%5 =
X——00 X Xx——00 X x——o00 X(X—-2) X——00 X“—2X X——00 x2(1—;)

Jak wida¢, a; = 1. W takiej sytuacji nalezy obliczy¢ wyraz wolny b. W tym celu
oblicza sie granice [f(x) — a,x] w plus i minus nieskoniczonosci.

. x?-3 _oqe 2x-3

b+ B Xl—l>r-l¥loo [f(X) N a+X] xl—l>r-|¥loo [X—Z - X] - Xl—1>I-Eloo X—2 - 2
s s X*-3 1 _ i 2X=3 _

b_ = X1—1>r—noo[f(x) B a_X] - xl—l>l;noo [X—Z X] - Xl_l)l’_noo x-2 2

Czyli asymptota uko$na obustronna dana jest réwnaniem y = x + 2. Ostatecz-
2_
nie mozna stwierdzi¢, ze funkcja f(x) = % nie ma asymptoty poziomej,
ma asymptote pionowa x = 2 oraz asymptote ukosng y = x + 2.
7x%-5
160 =53
Aby wyznaczy¢ asymptote poziomg, nalezy obliczy¢ granice f(x) w plus i minus

nieskonczonosci.
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[00] 5 5
lim 7X2_5@ lim i 7_3_2) = lim X(7_§_2) =Z2-w
x>+ X+3 X—+00 x( —;) Xt 1-- 1
e I o (o S
X——o00 X X——00 x(l——) X——00 1—; 1

Jak wida¢, granice prawo- i lewostronna nie s3 sobie réwne, zatem funkcja
nie ma asymptoty poziome;j.

Aby wyznaczy¢ asymptote pionowa, nalezy okredli¢ dziedzine funkcji.
W tym przypadku jest to zbiér R\{—3}. Dlatego wtasnie w punkcie x, = —3 na-
lezy obliczy¢ granice prawo- i lewostronna.

7x?-5 _ 58
im =—=
x—»—3+t X+3 ot
. 7x*-5 58
lim =—=—
x——3— X+3 0
Zatem funkcja ma asymptote pionowa obustronng o réwnaniu x = —3. Aby wy-
. . . . . . f(®) L . ,
znaczy¢ asymptote ukosna, nalezy obliczy¢ granice W plus i minus nieskon-
€ZOonosci.
7x%-5 o 2 5
. f(x . . 7x%-5 . 7x%-5 [_] . X7
lim 2 = jim 22— |im = lim = ol = lim ( ’§)=7
X—+00 X Xx—-+00 X x—+00 X(X+3) X—+00 X“+3X X—+00 xz(l—;)
7x% -5 — 5
. f®) . 43 . 7x2-5 . 7x2-5 [—] . X2(7—;)
lim — = lim *£-= lim = lim —ol = lim 5=
x——00 X x——00 X x——00 X(X+3) X——00 X2+3X X——00 Xz(l_;)

Jak wida¢, a;. = 7. W takiej sytuacji nalezy obliczy¢ wyraz wolny b. W tym celu
oblicza sie granice [f(x) — a,x] w plus i minus nieskoriczono$ci.

7x%2-5
b, = lim fx—ax=lim[ —7x]=
+ x—>+oo[ ( ) + ] Xx—+o00 L X+3
7x2—5-7x%2-21 521[_001 X(521)
. X“—5-7x“-21x . =5-21x |— . X
= ]lim ———————— = lim ©l= lim —*=r=-21
X—+00 X+3 X—+00 X+3 X—+00 x(1+;)
. . 7x2%-5
b_ = lim [f(x) —a_x] = lim [ — 7x] =
X——00 x——oo L X+3
7x2-5-7x%2-21 521[—Oo] X(521)
. X" =0—=/X"— X . -0 X . —y
= lim ———= lim ——Ll=»l = |im —*-*=-21
X——00 x+3 Xx——00 X+3 X——00 X(1+;)

Czyli asymptota ukosna obustronna dana jest réwnaniem y = 7x — 21. Osta-

2
-5 . . .
73 Dhie ma asymptoty poziomej,

ma asymptote pionowa x = —3 oraz asymptote ukosng y = 7x — 21.

tecznie mozna stwierdzi¢, ze funkcja f(x) =



4. POCHODNA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu czwartego mozna bez trudu:

poda¢ definicje pochodnej funkcji,

obliczy¢ pochodng funkgji z wykorzystaniem okreslonych wzordéw, regul i wlas-
nosci,

obliczy¢ pochodng funkcji zlozonej,

obliczy¢ pochodne wyzszych rzedow,

zbada¢ monotonicznos¢ funkgji przy uzyciu pierwszej pochodne;j,
wyznaczy¢ ekstrema funkcji przy uzyciu drugiej pochodnej,

wyznaczy¢ przedzialy wklestosci i wypuklosci funkcji oraz punkty przegiecia
przy uzyciu drugiej pochodnej.

4.1. Pojecie pochodnej funkcji

Pochodng funkcji interpretuje si¢ jako miar¢ szybkosci zmian wartosci funkcji

wzgledem zmian jej argumentéw. Pochodna funkcji w punkcie mozna zdefiniowaé

jako granice ilorazu réznicowego.

Definicja pochodnej funkcji

Niech f(x) bedzie dang funkejg, a Xy € R dowolnym argumentem, w otoczeniu
ktorego funkcja f(x) jest okre$lona. Pochodng funkcji f(x) w punkcie X, oznacza
sie symbolem f'(x() i definiuje jako granice:

f'(x9) = lim fG)~f(xo) (4.1)

X—Xg X—Xp
lub jako granice

f’(XO) = }E}})W (4.2)

. ..l h)-f .. re . . .
gdzie wyrazenie fxo 1) ~1x0) nazywa sie ilorazem réznicowym tej funkcji, definio-
wanym jako stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu tej

funkgji.
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Mowi sie, ze funkgja f: (a,b) — R ma pochodna w punkcie xy € (a, b), gdy ist-

. . .. e . f(xg+h)—f(xq)
nieje granica ilorazu réznicowego %1”% A
5

, 1 wowczas uznaje sig, ze funkcja f
jest rozniczkowalna w punkcie X,.

W sensie geometrycznym warto$¢ pochodnej funkeji w danym punkcie réwna
jest tangensowi kata pomiedzy osig X a styczng do krzywej w punkcie o wspolrzed-
nych (x, y). Kat ten liczy si¢ od dodatniej pétosi X w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazdwek zegara.

Pochodna funkgji f oznaczana moze by¢ na kilka sposobow:
o dla funkgji zapisanej jako f(x) = wzor funkgji:

f'(x) - oznaczenie wprowadzone przez Lagrange’a,

df(x) : a

5~ ozmaczenie wprowadzone przez Leibniza,

Df(x) - oznaczenie wprowadzone przez Cauchy’ego,
o dla funkgji zapisanej jako y = wzdr funkgji:

y' - oznaczenie wprowadzone przez Lagrange’a,

y - oznaczenie stosowane w fizyce,

dy . s

I - oznaczenie wprowadzone przez Leibniza,

Dy oznaczenie wprowadzone przez Cauchy’ego.
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Przyktad 4.1.1.
Korzystajac z definicji, obliczy¢ pochodnag funkgji.

a) f(x) =x3
1
o) f(x) =¢e*
d) f(x) =Inx
Rozwiazanie
a) f(x) =x3
Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych D¢ = R
Najpierw nalezy sprawdzi¢, czy istnieje granica funkcji w punkcie x.
Dla danej funkgji iloraz réznicowy przyjmuje postac¢
f(Xo+h)—f(X0) _ (X0+h)3—X03
h - h
Granica takiego ilorazu réznicowego wynosi
. (x+h)3-x3 . x3+3x?h+3xh?+h3-x3 . 3x?h+3xh?+h3
lim = lim = lim =
h-0 h h-0 h h-0 h
= }li ow 11m(3x + 3xh + h?) = 3x2
Oznacza to, ze funkcja f(x) = x3 ma pochodng w kazdym punkcie i pochodna
ta wynosi f'(x) = 3x2.
Inaczej mowigc, funkcja jest rézniczkowalna w calej swojej dziedzinie.
b) f(x) =
V=R

Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych D = R
Najpierw nalezy sprawdzi¢, czy istnieje granica funkeji w punkcie x.
Dla danej funkgji iloraz réznicowy przyjmuje postaé
fGro+h)—f(x0) _ Jﬁ'ﬁ

h h
Granica takiego ilorazu réznicowego wynosi

1

\/ﬁ‘% — lim Vx—Vx+h — i (Vx=Vx+h)-(vVx+vx+h )

1l1i_r>r(1) h  hoohvx+hvx h—% hVx+hvx-(Vx+vVx+h)
— lim x—(x+h) -1
B0 hVxFhyx-(VE+VRTh)
Oznacza to, ze funkc]a f(x) = ﬁ ma pochodng w kazdym punkcie i pochodna

ta wynosi f'(x) = 2x\/_

Inaczej mowigc, funkcja jest rézniczkowalna w calej swojej dziedzinie.
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<)

d)

f(x) = e*

Dziedzing tej funkgji jest zbidr liczb rzeczywistych D¢ = R.
Najpierw nalezy sprawdzi¢, czy istnieje granica funkcji w punkcie x.
Dla danej funkgji iloraz réznicowy przyjmuje postac¢

f(xo+h)—f(xg) _ eXoth_eXo

h h
Granica takiego ilorazu réznicowego wynosi
. eXth_gx . eXel—eX . eX(eh-1
lim = lim = lim &1 = ox
h-0 h h-0 h h-0 h

z uwagi na fakt, ze )I(% % =1.

Oznacza to, ze funkcja f(x) = e* ma pochodng w kazdym punkcie i pochodna
ta wynosi f'(x) = e*.

Inaczej mowiac, funkgeja jest rézniczkowalna w catej swojej dziedzinie.

f(x) = Inx

Dziedzing tej funkgji jest zbidr liczb rzeczywistych D = R,..

Najpierw nalezy sprawdzi¢, czy istnieje granica funkcji w punkcie x.

Dla danej funkgji iloraz réznicowy przyjmuje postacé

f(xo+h)—f(x¢) _ In(xg+h)-Inx,

h h
Granica takiego ilorazu réznicowego wynosi
+h h h
. In(x+h)—Inx . 1HXT . 1n(1+;) ] ln(1+;) 1
lim————— = lim = lim = lim X =
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 X X
In(1+x) _ 1

z uwagi na fakt, ze liI‘I(l)
X—

4.2. Reguly obliczania pochodnych

Pochodne funkcji mozna liczy¢, korzystajac z definicji (jak pokazano wyzej), ale duzo

tatwiej mozna je oblicza¢, wykorzystujac wzory i okreslone reguty obliczania po-

chodnych.

Wzory na pochodne wybranych funkcji
©" =0 c - stala
(x)'=1
x%)' = ax*1 a €ER

1\’ 1
) R x#0
(&) = 2—\/; x>0
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e (a®)' =a*Ina a>0
° (eX)’ — eX
o (logyx)' =
e (Inx) = i
e (sinx)’' =cosx

e (cosx) = —sinx

o (tgx)' = ! x¢§+kn,kEZ

cos2 x

1
xlna

x€R,, a>0 a+1
x ER,

o (ctgx) =— x#kmkeZ

sin2 x

Przyktad 4.2.1.
Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji, wykorzystujac wzory rachunku réznicz-

kowego.
a) f(x) =x3
b) f(x) =x72
o f(x)=Vx?
d)y f(x) =2%
Rozwigzanie
a) f(x) =x3
f'(x) = (x3) = 3x371 = 3x?
b) f(x) =x72
f'(x) = (x72) = —2x271 = —2x3

o f(x)=Vx%= %3

f'(x) = (xg) = §x§_1 = %x_§
d) f(x) = 2%

f'(x) = (2*¥) =2¥In2

4.3. Wiasnosci pochodnej funkcji

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa rézniczkowalne, to zachodza nastepujace wlasnosci:
e (f)+gx) =1f'x) +g'®

e (f)-gx) =1 -g'®

o (f(0 g =f'(x) -g(x) +f(x) -8’
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(f(_x) ) _ P g0-f(x) g'®)
g8(x) g%(x)
o (c-HXx =c-f'(x) c - stala

Przyktad 4.3.1.
Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji, wykorzystujac wzory rachunku réznicz-

kowego oraz wlasnosci pochodne;j.
a) f(x) =3x*>+2x-5
b) f(x) =5x"2— gx—s
o f(x)=2Vx?
d) f(x) =Inx+e*
Rozwiazanie
a) f(x) =3x2+2x-5
f'(x) = 3x* +2x—5)' = Bx*)'+ (2x)' — (5)' = 6x + 2
b) f(x) =5x2— §X_5
f'(x) = (5)(‘2 — gx‘S) = (5x72%) — GX_S) =
=5-(=2) x 7 =2 (=5) x7* = —10x7? + 2t
o f(x)=2Vx?
’ _ 3 I 2y’ _ 2 _
f(x) = (2\/X_2) = (2x3) =2-3-x
d) f(x) =Inx+e*
F(0 = (nx+ e = (Inx)' + (9 =2+

Wl

Wik

* X

w i

Przyktad 4.3.2.
Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji, wykorzystujac wzory rachunku réznicz-

kowego oraz wtasno$ci pochodne;j.

a) f(x) =2x-Inx

b) f(x) = 3x?-sinx

) f(x)=(@Bx+7)e*

d) f(x) =sinx-e*

Rozwigzanie

a) f(x) =2x-Inx
f'(x) = 2x-Inx)' = (2x)' - Inx + 2x - (Inx)’ = 2Inx + 2x~§ =
=2Inx+2
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b) f(x) = 3x?-sinx
f'(x) = (3x? - sinx)’ = (3x?)’ - sinx + 3x? - (sinx)’ =
= 6x - sinx + 3x% - cosx
) f(x) =(@Bx+7)e*
f'(x) = (Bx+7)e¥) = Bx+7) X+ Bx + 7)(e¥) =
= 3e* 4+ (3x+ 7)e* = e*(3x + 10)
d) f(x) =sinx-e*
f'(x) = (sinx - €¥)" = (sinx)’ - e* + sinx - (e*)’ = cosx €* + sinxe* =
= (cosx + sinx) - e¥
Przyktad 4.3.3.

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji, wykorzystujac wzory rachunku réznicz-

kowego oraz wlasnosci pochodne;j.

2x3+1
a) f(x) = cosx
b) f(x) = —
) ) = 4x343
Inx
o fx)=—
sinx
d) oo =2
Rozwigzanie
2x3+1
a) f(x) = cosx
£(x) = (2x3+1)' _ (2x3+1) -cosx—(2x3+1)-(cosx)’ _
" Ncosx/ (cosx)? -
__ 6x%cosx—(2x3+1)-(-sinx) _ 6x*cosx+2x°sinx+sinx
- (cosx)? - (cosx)?
b) f(x) = ——
) ) = 4x3+43
£(x) = ( eX )' (9 (4x343)—eX-(4x3+3)r _ eX(4x3+3)—e¥-12x2
T \ax3+3/ T (4x3+3)2 - (4x3+3)2
_eX(4x3-12x2+3)
T (4x3+3)2
Inx
o fx)=—
F'(x) = (lnx)' _ (lnx)'-xz—lnx-(xz)’ _ i'XZ—lnX'ZX _ x—2xinx _
~ \ x2 - (x2)2 - x4 - x4 -

__ xX(1-2Inx) __ 1-2Inx
- x4 T x3
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d) f(X) — sinx

eX
. i . ! . I .
' __ (sinx\ _ (sinx)’-e*-sinx-(e¥)’ _ cosx-e*-sinx-e*
f (X) - (e_x) - (e¥)2 - e2x -
__ (cosx—sinx)e® _ cosx-sinx
- e2X - eX
Przyktad 4.3.4.

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji, wykorzystujac wzory rachunku réznicz-
kowego oraz wlasnosci pochodne;j.

a) f(x) = 3sinx — 2e* + 2020x + 2021

b) f(x) =7 —5cosx + 2x292° — 81Inx

c) f(x) =sin?x+ cos?x

d) f(x) = ——— + (3x2920 + 2021x) - e

2x3+1

Rozwiazanie
a) f(x) =3sinx— 2e* + 2020x + 2021
f'(x) = (3sinx — 2e* 4+ 2020x + 2021)" = 3 cosx — 2e* + 2020
b) f(x) =7 —5cosx + 2x2%20 — 8lnx
f'(x) = (7 — 5cosx + 2x2%2% — 8Inx)’ = 5sinx + 4040x2°1? —g
¢) f(x) =sin?x + cos?x
f'(x) = 0,z uwagi na fakt, ze sin?x + cos?x = 1, a pochodna stalej wynosi zero

d) f(0) = 25—+ (3x%92° + 2021x) - €*

x)! (2x3+1)—eX(2x3+1)’

(2x3+1)2
2020 . X\/ _ ex(2X3—6X2+1)
+(3x + 2021x) - (eX)' = it

+(6060x2°19 + 2021) - ¥ + (3x2920 + 2021x) - eX =

3_,o2
= (B + 3x70%° + 6060x2°1% + 2021x + 2021 - €

f(x) = & + (3x2020 4 2021x)" - e* +

4.4. Pochodna funkcji zlozonej

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa rézniczkowalne, to pochodna ztozenia tych funkgji jest
iloczynem pochodnej funkcji wewnetrznej i pochodnej funkcji zewnetrznej,
co mozna zapisac:
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(f(g(x)))l =f'(gx)-g'®) (4.3)

Praktyczny sposob postepowania przy obliczaniu pochodnej funkeji ztozonej

opiera si¢ na wyznaczeniu funkcji wewnetrznej i funkeji zewnetrznej, obliczeniu ich

pochodnych, a nastgpnie wymnozeniu uzyskanych wynikow.

Przyktad 4.4.1.

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji ztozonych.

a) f(x) =e?*

b) f(x) = eX'*5

C) f(X) — e2X3+5X2

d) f(X) — exE'+6x"‘+5x2

Rozwiazanie

a) f(x) =e?*
Funkgja f(x) = €2* jest funkcjg zlozona. Trzeba wskaza¢ funkcje wewnetrzng
oraz funkcje zewnetrzng
w = 2x z=eV
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
w' =2 7' =eW =e?*
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkeji
f'(x) =2 e

b) f(x) = eX'*5
Funkgcja f(x) = X' +5 jest funkcja zlozong. Trzeba wskaza¢ funkcje wewnetrzng
oraz funkcje zewnetrzng
w=x?+5 z=-e"
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkgcji
w' = 2x 7/ = eW = X’ *+5
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje sie pochodng szukanej funkeji
f/(x) = 2x - eX°¥5

0 f(x) = e2x*+5%%

Funkcja f(x) = g2x +5%* jest funkcja zlozong. Trzeba wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng oraz funkcje zewnetrzng

w = 2x3 + 5x? z=-e"
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
w' = 6x% + 10x 7' = W = g2’ +5%°
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Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkeji
f'(x) = (6x2 + 10x) - e2X’+5%

d) f(x) = eX°t6x*+5x
Funkgcja f(x) = gx®+éx*+5x* jest funkcjg ztozong. Trzeba wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng oraz funkcje zewnetrzng
w = x® + 6x* + 5x2 z=¢e"
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkcji
w' = 6x° + 24x3 + 10x 7' = eW = eXx°tox*+5x*
Po wymnozeniu w' i z" uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkeji
f'(x) = (6x5 + 24x3 + 10x) - eX*+ox*+5x*

Przyktad 4.4.2.

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji ztozonych.

a) f(x) =sin2x

b) f(x) =+/sinx

c) f(x) = (cos x + 2x)7

d) f(x) = cos'’x

Rozwigzanie

a) f(x) =sin2x
Funkgja f(x) = sin 2x jest funkcja zlozona. Trzeba wskaza¢ funkcje wewnetrzng
oraz funkcje zewnetrzng
w = 2x z = sinw
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
w' =2 z' = cosw = c0s2x
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje sie pochodng szukanej funkcji
f'(x) = 2 - cos2x

b) f(x) = Vsinx
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Funkgja f(x) = v'sin x jest funkcja ztozona. Trzeba wskaza¢ funkcje wewnetrzng
oraz funkcje zewnetrzng

w = sinx z=+w
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
r_ I 1
W = COSX Z = m = m
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje sie pochodng szukanej funkeji
f'(x) = cosx - L - o
2+v/sinx 2+/sinx




¢) f(x) = (cosx + 2x)’
Funkgja f(x) = (cosx + 2x)7 jest funkcja zlozong. Trzeba wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng oraz funkcje zewnetrzng
W = COSX + 2X z=w’
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkgji
w' = —sinx + 2 z' = 7w® = 7(cosx + 2x)°
Po wymnozeniu w' i z’ uzyskuje sie pochodng szukanej funkeji
f'(x) = 7(—sinx + 2)(cosx + 2x)°®
d) f(x) = cos'’x
Funkcja f(x) = cos'” x jest funkcjg zlozong. Trzeba wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng oraz funkcje zewnetrzng
W = COSX z=wl’
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
w' = —sinx z' = 17w® = 17 cos'®x
Po wymnozeniu w' i z’ uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkeji
f'(x) = —17sinx cos'® x
Przyktad 4.4.3.

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji ztozonych.

a)
b)

<)
d)

f(x) = In(x? + 4)
f(X) — exlnx

Inx

f(x) =ex

f(x) = 3/In(x + 4)

Rozwiazanie

a)

b)

f(x) = In(x? + 4)

Funkgja f(x) = In(x? + 4) jest funkcja ztozong. Trzeba wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng oraz funkcje zewnetrzng

w=x?+4 z = Inw

Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
W, = 2x Z’ = i = 21
W x%+4
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje sie pochodng szukanej funkcji
’ _ . 1 02X
(%) = 2x X244 x2+4
f(x) = eXInx

Funkcja f(x) = X! jest funkcja ztozong. Trzeba wskazaé funkcje wewnetrzng

oraz funkcj¢ zewnetrzng

w=xInx z=e%V
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Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkcji

w =) Inx+x-(Inx) =Inx+ 1 7' = eW = eXInx
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkeji
f'(x) = (Inx + 1) - eXInx

Inx
o fx)=ex
Inx
Funkcja f(x) = e x jest funkcjg ztozong. Trzeba wskaza¢ funkcje wewnetrzna
oraz funkcje zewnetrzng
Inx W
w=— z=e¢e
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
Iy . , 1 -1 _ Inx
" (Inx) szlnx (%) _ XXXZHX _ 1 Xlznx 2 = eV — o x
Po wymnozeniu w' i z" uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkeji

, 1—-1Inx Inx
f'(x) =—=
X

ce X
d) fx) = YIn(x+ 4)
Funkgja f(x) = 3/In(x + 4) jest funkcja ztozona. Trzeba wskaza¢ funkcje we-
wnetrzng oraz funkcje zewnetrzng

1
w =1In(x+4) z=3w=ws
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji, zauwazajac, ze funkcja w jest

zlozona. Trzeba wskaza¢ w niej funkcje wewnetrzng oraz funkcje zewnetrzng
wy =x+4 z, = lnwy
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkgcji

' ' 1 1
Wy = Z, =—=—
W1 X+4
stad
1 1
w=1-—=—
X+4 X+4

1 -2 1 _4
z’=§w 5=§(ln(x+4)) 5 =

1
5%/(In(x+4))*
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje sie pochodng szukanej funkcji

! — L . L = :
00 = xt+4 53 (nGx+a)?  5(x+4)-VInt(x+4)

Przyktad 4.4.4.

Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji ztozonych.
a) f(x) = (4x8 — 5x7 + 9x3 + 2x — m)?020

b) 00 = [55
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22x—5

) )=

d) fx) = esin?x . gcos?x

Rozwigzanie

a) f(x) = (4x8 — 5x7 + 9x3 + 2x — m)?020

b)

Funkgja f(x) = (4x8 — 5x7 + 9x3 + 2x — 1m)?920 jest funkcjg zlozona. Trzeba
wskaza¢ funkcje wewnetrzng oraz funkcje zewnetrzng

w=14x8-5x"+9x3 +2x — z = w2020

Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji

w' =32x7 —35x® + 27x% + 2

z' = 2020w?%1% = 2020(4x8 — 5x” + 9x3 + 2x — )

Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje si¢ pochodng szukanej funkgji

f'(x) = 2020 - (32x” —35x% + 27x% + 2) - (4x8 — 5x7 + 9x3 + 2x — 1)

3 ’2 +1
f(X) = X)Z(—Z
Funkgja f(x) = ’ ’ift; jest funkcja ztozona. Trzeba wskaza¢ funkcje wewnetrzng
oraz funkcje zewnetrzng
2x+1 3 1
w = 7 = \/V_V = W3

x2-2
Nastepnie nalezy obliczy¢ pochodne tych funkeji
W' = @x+1)"(x2-2)-(2x+1)-(x?-2)r _ 2:(x*-2)—(2x+1)-2x _

(=22 =22
_ 2(x2-2-2x2—x) _ 2(-x?-x-2)
&= (22
= 1W_§ 1 1
3 T 3302 T 3[axr1n2
&
Po wymnozeniu w' i z' uzyskuje sie pochodng szukanej funkeji
, _2(-x*-x-2) 1 _ 2(-x*—x-2)
G0 = &2-2)2  3[rax41)2 B 3(x2_p2. (1)
5 22 @5
22X-5 22x-5
f(x) = =
) Vx¥+5 (x3+5)%

Funkgja f(x) jest dana ilorazem, zatem aby obliczy¢ jej pochodng, nalezy skorzy-
sta¢ ze wzoru na pochodng ilorazu

1 1\/
22X=5 ' (ZZX_S),'(X3+5)§_22X_5'<(X3+5)§>
f’(X) = ( 1) = 1\2

(x3+5)3 ((x3+5)§>
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1 !
(22%75)'§ ((X3 + 5)5) sg pochodnymi funkgji ztozonych. Trzeba wiec wskazad

w nich funkcje wewnetrzne oraz funkcje zewnetrzne.

w; =2x—5 z; = 2W1
Wll = 2 le = 2W11n2 = 22X_51n2
1

w, =x3+5 z; = (Wp)3

1 2 1 _2
w,’ = 3x? ZZ’=§(W2) 3=§(X3+5) 3
Zatem
(22%75)' = 2-2%7%In2 = 21 - 22*7°In2 = 22*"*In2
oraz

A 1 _2 2
(G3+5)3) =32 23 +5) 5 =x (£ +5)7
Wracajac do pochodnej funkcji wyjsciowej, otrzymuje sie

1 2
22%—41p 2~(x3+5)§—22X_54x2-()(3+5)_§ _

2
((x3+5)§>

1 )
=255 (x3 +5)3 - (2 In2 — x2(x3 + 5) 3)
d) f(x) = esinzx . ecoszx

Nie kazda funkcja, ktora wyglada na funkcje zlozong (cho¢ mozna ja tak potrak-

f'(x) =

towac i liczy¢ pochodng funkcji ztozonej), jest taka. W tym przypadku wystarczy
zauwazyc, ze

f(x) = esinzx . ecosz

X = gsin®x+cos®x — 1 = ¢ zatem f’(x) = (&)’ = 0

4.5. Pochodne wyzszych rzedow

Jesli pochodna funkcji f(x) jest rézniczkowalna, oznacza to, ze w danym punkcie x
mozna obliczy¢ jej pochodng, czyli pochodng pochodnej, ktérg oznacza sie f” (x).
Jesli pochodna pochodnej f'(x) jest dalej rozniczkowalna, oznacza to, ze w danym
punkcie x, mozna policzy¢ jej kolejna pochodna, czyli pochodna pochodnej pochod-
nej, zatem f'''(x). Jesli mozna liczy¢ kolejne: czwarty, pigta i dalsze pochodne,
to n-tg pochodng oznacza sie:

fM(xo) = (FOV(xp)) dla n=1 (4.4)
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Przyktad 4.5.1.
Obliczy¢ pierwsza, druga i trzecig pochodng funkgji.
a) f(x) =5x*—3x3+ %XZ + %sinx — 64
b) f(x) = Vx°
¢ f(x) =e*cosx
X

d) f(x) ===

Inx
Rozwiazania
a) f(x) =5x*-3x3 +zx2 + %sinx - 64

!
f'(x) = (SX4 —3x3 +3x2 + 1sinx — 64) = 20x3 — 9x2 + >x + ~cosx
4 3 2 3
f"(x) = (ZOX3 — 9x2 +§X+lcosx) = 60x% — 18x + > — ~sinx
273 2 3
f""(x) = (60)(2 —18x+ 32— lsinx) = 120x — 18 — ~sinx
2 3 3
b) f(x) = Vx5
12 5./ 2
') = (Vx5) =(x5) =3

- 5 2y 10 1
f'"(x) = (—XE) ==X 3
™) = (3 5
14
10 -1 10 -2
f”’(X)z(—X 3) = ——x 3
9 27

¢ f(x) =e*cosx
f'(x) = (e*- cosx)' = e*-cosx — e*-sinx
f"(x) = (eX- cosx — eXsinx)’ = (e* - cosx)' — (e*-sinx)’ =
=eX-cosx—e* sinx—e*-sinx —e*-cosx = —2e* - sinx
f""(x) = (—2e* - sinx)’ = —2(e* - sinx)’ = —2(e* - sinx + e* - cosx) =
= —2e*(sinx + cosx)

X

d) f(x) ==

Inx
1
! 1 Inx-x= |px—
X nx—1
f'(x) = (_) = X —
In x (Inx)2 In2 x
2 2
Inx—1 ’ l-lnzx—(lnx—l)zmx In“x 2In“x-2Ilnx
f//(X) — ( ) — X X — X X —
In2 x In* x In*x
_ —In?x+2Inx _ Inx(2-Inx) _ 2-Inx
- xIn%x T xIln*x  xIn3x
2
2 Inx\ —i-xln3 x—(2—lnx)~(1n3x+3]nTx)
f”’ X = ( ) = =
( ) xIn3x (xIn3x)2
3 2 3 2 g n® x—31n3
—1n3 X—(Z—lnX)‘Xln x-)i(-sln X —In3x 2x1In” x+61n xxxln x—31n° x
- x2In® x - x21Iné x -
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—x1n3 —2x1n3 x+61In2 x-xIn* x-31n3x

_ < _ -3xIn®x+6In?x—xIn*x-3Inx _
- x2 In® x o x3In® x -
_ In?x(-3xInx+6-xIn’x-3Inx _ —3xInx+6-xIn?x-3Inx

- x31né x - x3In%x

Obliczanie pochodnych wyzszych rzedéw dla funkcji wielokrotnie ztozonych
czy tez iloczynu badz ilorazu funkcji czasami jest dosy¢ pracochtonne. Niemniej jed-
nak znajduje ono zastosowanie np. przy okreslaniu monotonicznosci funkcji,
wyznaczaniu ekstremow funkcji, przedzialéw wklestosci i wypuklosci oraz punktow
przegiecia funkgji.

4.6. Zastosowanie pochodnej
do badania monotonicznosci funkc;ji

Badanie monotonicznosci funkcji jest to okreslanie, czy funkcja jest rosngca, male-
jaca, stala, nierosngca badz niemalejaca. Istnieje Scisty zwigzek pomigdzy pochodna
funkgji a jej monotonicznoscig. Okreslajg go ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a, b) oraz jej po-
chodna jest w kazdym punkcie tego przedzialu dodatnia, z wyjatkiem co najwyzej
skonczonej liczby punktéw, w ktérych jest réwna zeru, to funkcja jest w tym prze-
dziale rosngca.

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest w przedziale (a, b) rézniczkowalna i rosnaca, to f'(x) = 0 dla
kazdego x € (a, b).

Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a, b) oraz jej po-
chodna jest w kazdym punkcie tego przedzialu ujemna, z wyjatkiem co najwyzej
skonczonej liczby punktéw, w ktérych jest rowna zeru, to funkeja jest w tym prze-

dziale malejaca.
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Twierdzenie
Jezeli funkgcja f jest w przedziale (a, b) rézniczkowalna i malejaca, to f'(x) < 0
dla kazdego x € (a, b).

Na podstawie powyzszych twierdzen mozna powiedzie¢, ze istnieje Scisly zwig-
zek pomiedzy pochodng funkgji a jej monotonicznoscig. Krotko mowiac, jezeli funk-
cja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b), czyli ma pochodng w kazdym punkcie
tego przedziatu, to zwigzek pochodnej z monotonicznoscia tej funkeji wyraza si¢ na-
stepujaco:

. A f'(x) = 0, to funkgja jest stata,
x€(a,b)

. A f'(x) > 0, to funkcja jest rosnaca,
x€(a,b)

J A )f '(x) < 0, to funkcja jest malejaca.

x€(a,b
y = (%)
x
1 X3
|

X X2
|
| |

y=1f'(x)
Rys. 4.1. Wykres funkcji i jej pochodnej

Funkcja f(x) jest rosnaca dla x € (xq,X,) oraz (X3, +90), tzn. w przedziatach,
w ktoérych pochodna jest wigksza od zera, i malejaca dla x € (—0,%,) oraz (x,,X3),
czyli w przedzialach, w ktérych pochodna jest mniejsza od zera.

Schemat badania monotonicznosci funkgji

f(x) - dana funkcja

1) wyznaczy¢ dziedzing Dy,

2) obliczy¢ pochodng f'(x) i wyznaczy¢ jej dziedzing Dy,
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3) przyréwnaé pochodna do zera f'(x) = 0; rozwigza¢, tzn. wyznaczy¢ miejsca
zerowe, a nastepnie naszkicowac i odczytaé, jak zachowuje si¢ pochodna w po-
szczegdlnych przedziatach:

f'(x) > 0, to f(x) rosnaca,
f'(x) < 0, to f(x) malejgca.

Przyktad 4.6.1.

Stosujac rachunek pochodnych, wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci funkgji.
a) f(x) =—x3+3x—2

b) f(x) =22
0 f(x) ==

d) f(x) =x%Inx

Rozwiazanie

a) f(x) =—x3+3x—-2
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkcji: D = R
2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:
f'(x) = -3x> Dy =R
3. Nalezy przyrownac pochodng funkgcji do zera i zbadac jej znak:
ffx) =0 -3x*+3=0
-3x-1DEx+1)=0
stadx =1 lub x = —1 przy czym Dy =R
Nalezy sprawdzi¢
ffx) >0 -3x—1Dx+1)>0
ffx)<0e -3x-1DE+1)<0

y=f'()

Podsumowujac:
f'(x) > 0 funkcja jest rosngca na przedziatach (—1,1),
f'(x) < 0 funkgja jest malejaca na przedziale (—oo, —1) oraz (1, +).
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X2 -2x+4

b) f(x) =
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzing funkcji: D¢ = R\{2}
2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:

rron _ (X2-2x+4) _ (2x-2)(x=2)—(x®-2x+4)1 _ x(x—4) _
f (X) - ( X—2 ) - (x=2)2 - (x—2)2 Df’ - R\{Z}

3. Nalezy przyrownac pochodng funkgcji do zera i zbadac jej znak:

] _ X(X—4) _ . _ 2\2
ffx)=0 o 0] - ((x—2)%)

x(x—4)(x—2)2=0

x=0 lub x =2 lubx =4 przy czym Dy = R\{2}
Nalezy sprawdzi¢

f'(x) > 0 czyli x(x—4)(x—-2)2>0

f'(x) < 0 czyli x(x—4)(x—-2)2<0

X—2

Podsumowujac:
f'(x) > 0 funkcja jest rosngca na przedziale (—oo, 0) oraz (4, +0),
f'(x) < 0 funkcja jest malejgca dla x € (0,2) oraz x € (2,4).

Inx

o fx)=—
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkcji: D¢ = R,
2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:
(0 = (
3. Nalezy przyrownac pochodng funkgcji do zera i zbadac jej znak:
’ 1-Inx
f'x) =0 = = 0] - (x?)?
(1 —1Inx)-x? =0 przy czym Dy = R, zatem

1—-Inx=0
Inx=1

= D¢ =Ry

1
Inx\" _ (Inx)/x-(nx)-(x)' _ 2x—(nx)1 __1-Inx
- x2 - x2 x2

X

Inx=Ine
X=e

131



d)

132

Nalezy sprawdzi¢

f'(x) >0 © (1 —1nx)-x?>>0 przy czym Dg = R,
zatem 1—1Inx >0

Inx <1

Inx <Ine

stad 0 <x < e tzn. X € (0,e)

f'fx) <0 & (1—1Inx)-x*<0 przyczym Dy = Ry,
zatem 1 —Inx < 0

Inx>1

Inx >1Ine

stad x > e tzn. X € (e, +0)

Podsumowujac:

f'(x) > 0 funkcja jest rosngca dlax € (0, e),

f'(x) < 0 funkgja jest malejaca dlax € (e, +0).

f(x) = x?Inx

1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkcji: D¢ = R,

2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:

f'(x) = (x*Inx)’ = (Inx)" - x? + (Inx) - (x?)’ =§-X2 + (Inx) - 2x =
=x(1+2Inx) Dy =R,

3. Nalezy przyrownac pochodng funkgcji do zera i zbadac¢ jej znak:
ffx) =0 & x-(1+2lnx)=0

x=0 lub1+2Inx=0

x=0 lub lnx=—%
1
x=0 lub Inx=1Ilne 2

x=0 lub x= e_%

Nalezy sprawdzi¢

f'(x) >0 © x-(1+2Inx) > 0 przy czym Dy = R,
zatem 1+ 2Inx >0

Inx > —%

1
Inx >Ine 2

1
lnx>lnﬁ

1 1
Stqd X > NS tzn. X € (O,E)

ffx) <0 © x(1+2lnx) <0



14+2Inx<0

1
Inx > —-=

2

1
Inx > In NG

1 1
stad x < NG tzn. X € (ﬁ’ +oo)
Podsumowujac:

f'(x) > 0 funkgja jest rosngca dlax € (0, %),
f'(x) < 0 funkcja jest malejgca dlax € (%, +00).

4.7. Zastosowanie pochodnej
do wyznaczania ekstreméw funkcji

Wyznaczanie ekstremow funkgji jest to wyznaczenie punktéw, w ktorych funkcja
osigga maksimum badz minimum lokalne. Pojecia minimum i maksimum lokalnego
nie nalezy myli¢ z pojeciem warto$ci najmniejszej i najwigkszej w danym przedziale.
Maksima i minima to punkty, w ktérych krzywa znajduje si¢ najwyzej i najnize;j. Jesli
dobrze si¢ przyjrze¢, mozna zauwazy¢, ze tuz przed jest tym samym co tuz po.
Ta wilasciwo$¢ charakteryzuje ekstremum. Istnieje $cisly zwigzek pomiedzy pochodna
funkcji a jej ekstremum. Okreslajg go ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie Fermata (warunek konieczny istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f ma w punkcie x, ekstremum i pochodng f'(x,), to f'(xy) = 0.
Funkcja f moze mie¢ ekstremum jedynie w tych punktach, w ktérych po-

chodna jest réwna zero.

Twierdzenie (I warunek wystarczajqcy istnienia ekstremum)

Jezeli funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu X,, to ma ona

w tym punkcie ekstremum, przy czym:

o f'(x)>0dla x<xyif'(x) <0 dla x>xy, to w punkcie X, funkcja
osigga maksimum,

o f'(x) <0 dlax<xyif'(x) >0 dla x>x, to w punkcie X, funkcja
osigga minimum.
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Reasumujac:

Jezeli pochodna przy przejSciu zmiennej x przez punkt x, zmienia znak
z ujemnego na dodatni, to funkcja f(x) osigga minimum w tym punkcie.

Jezeli pochodna przy przejsciu zmiennej x przez punkt X, zmienia znak z do-
datniego na ujemny, to funkcja f(x) osiaga maksimum w tym punkcie.

Na podstawie powyzszego twierdzenia wiadomo jak oblicza¢ ekstrema funkcji
za pomocg obserwacji zmiany monotonicznosci w otoczeniu punktu x4 lub znaku
pierwszej pochodnej w otoczeniu tego punktu.

Inna mozliwo$¢ wyznaczenia ekstreméw funkcji polega na obliczaniu pochod-
nych wyzszych rzedow (najczesciej wystarcza druga) i sprawdzaniu znakéw tych po-
chodnych.

Twierdzenie (II warunek wystarczajqcy istnienia ekstremum) wersja uprosz-
czonadlan=2

Jezeli funkcja f(x) ma drugg pochodng f”(x) w pewnym otoczeniu U (X, €), f' (%)
jest ciagta w punkcie xg, f'(x) = 0if"(x) # 0, to funkcja f ma w punkcie x,:

e minimum wlasciwe, gdy f"' (x) > 0,

e maksimum wlasciwe, gdy f" (x) < 0.

y=f()

y=1"(x)

Zamiast rysowania wykresow, tabelek, znakow wystarczy wyznaczy¢ pochodna
drugiego rzedu, czyli pochodng z pochodnej, nastepnie obliczy¢ jej wartos¢ w punk-
cie Xq. Jezeli ta warto$¢ jest ujemna, funkcja osigga w tym punkcie maksimum
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lokalne. Jezeli ta warto$¢ jest dodatnia, funkcja osigga w tym punkcie minimum
lokalne. Natomiast jezeli ta warto$¢ jest rwna 0, nalezy oblicza¢ pochodne wyzszych
rzedow i sprawdza¢ ich znak w punkcie x,. Postepowanie nalezy prowadzi¢ do mo-
mentu, az pochodna nie wyzeruje si¢ w punkcie x,.

Uwaga: Jezeli jest to pochodna rzedu nieparzystego, funkcja nie osiaga ekstremum
w tym punkcie.

Uwaga: Jezeli jest to pochodna rzedu parzystego, to jesli jej wartos¢ w punkcie xq jest
dodatnia, funkcja osigga minimum lokalne w tym punkcie, a jesli ujemna, to funkcja
osigga maksimum lokalne w tym punkcie.

Schemat wyznaczania ekstreméw funkcji

f(x) - dana funkcja

1) wyznaczy¢ dziedzing Dy,

2) obliczy¢ pochodng f'(x) i wyznaczy¢ jej dziedzine,

3) przyréwna¢ pochodng do zera f'(x) = 0; rozwigzaé, tzn. wyznaczy¢ miejsca ze-
rowe, ktére sa miejscami podejrzanymi o ekstrema (sprawdzi¢, czy naleza
do dziedziny, a te, ktdre nie nalezg - odrzucic),

4) obliczy¢ f"(x), wyznaczy¢ dziedzine drugiej pochodnej, a nastepnie wstawic ko-
lejno do drugiej pochodnej miejsca podejrzane o ekstrema (te nieodrzucone)
i sprawdzi¢, jak zachowuje sie ta pochodna:
f"(x9) > 0, to w x; funkcja osigga minimum,
f"(x9) < 0, to w x; funkcja osigga maksimum,

5) obliczy¢ warto$¢ min i (lub) max f(x).

Przyktad 4.7.1.

Stosujac rachunek pochodnych, wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkgji.
a) f(x) =x3—4x? + 4x
x%2+6x+10

b) f(x) =————

X+3
¢) f(x) =x%Inx
d) f(x) = x%e¥

Rozwiazanie
a) f(x) =x3—4x? + 4x
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkcji Df=R

2. Nalezy obliczy¢ pochodnag funkcji
f'(x) = (x3 —4x% + 4x)' = 3x?> —8x + 4 Dy =R
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3. Nalezy przyréowna¢ pochodng funkcji do zera i wyznaczy¢ miejsca podej-
rzane o ekstremum

3x> —8x+4=0

X1 =§ i X, = 2 s3 miejscami podejrzanymi o ekstrema

4. Nalezy wyznaczy¢ druga pochodng funkcji

f"(x) = (3x*—8x+4) =6x—8 Dy =R

Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawi¢ x; = g i sprawdzi¢ znak
2 2

f(2)=6-2-8=—4

Poniewaz f” G) <0, zatem wx, = % funkcja osiaga max.

Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawi¢ x, = 2 i sprawdzi¢ znak

f"(2)=6-2—-8=4

Poniewaz f”(2) > 0, zatem w X, = 2 funkcja osigga min.

5. Nalezy obliczy¢ warto$¢ max i min, wstawiajac kolejno x; = % oraz X, = 2
do wzoru wyjsciowego funkcji f(x).

warto$¢ max:

3 2
f(Z)z(E) _4'(2) +4.2=2 10,8 8 72 _ 32 artos¢ min:
3 3

3 3 3 T 27 9 27 27 27 27
f2) =23 -4-(2)?+4-2=8-16+8=0
_ X%46x+10
f(x) = x+3
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkcji D¢ = R\{-3}

2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji

Dy = R\{-3}

L _ (X24+6x410\ _ x2+6x+8
f (X) - ( X+3 ) T (x+3)2
3. Nalezy przyrownac pochodna do zera i wyznaczy¢ miejsca podejrzane o eks-

tremum
X2+6X+8 _ . 2N\2
8 0] (x+3))

x?2+6x+8)(x+3)2=0

Xy =—4 X, =-2 X3=-3, przyczym Dy = R\{-3}

Jak wida¢é, X3 = —3 nie nalezy do dziedziny, zatem do dalszej analizy mozna
przyjac tylko x; = —4 oraz x, = —2.

4. Nalezy wyznaczy¢ druga pochodng funkcji

" _(x%+6x+8) _ 2(x+3) 2
00 = ( (x+3)? ) T o3t (3

Dgr = R\{-3}
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Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawi¢ x; = —4 i sprawdzi¢ znak

£7(—4) = -2

(—4+3)3
Poniewaz f”(—4) < 0, zatem w X; = —4 funkcja osigga max.
Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawi¢ x, = —2 i sprawdzi¢ znak

f"(=2) = 2

(=2+3)3

Poniewaz f"(—2) > 0, zatem w X, = —2 funkcja osigga min.

5. Nalezy obliczy¢ warto$¢ max i min, wstawiajgc kolejno x; = —4 oraz
X, = —2 do wzoru wyjsciowego funkgji f(x).

warto$¢ max:

f(—4) _ (-4)%+6-(-4)+10 _

—4+3
warto$¢ min:

_ (=2)%+6:(-2)+10 _
f(=2) = —243 -
f(x) = x?Inx

1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkcji Df =R,

-2

2

2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji

f’(x)=(lenx)’=2xlnx+x2§=x(21nx+1) Dy =Ry

3. Nalezy przyréwna¢ pochodng do zera, wyznaczajac miejsca podejrzane
o ekstremum

x-(2lnx+1)=0

Xy =0 lub 2Inx+1 =0, przyczym Dy = R,

Jak wida¢, x; = 0 nie nalezy do dziedziny, zatem do dalszej analizy mozna przy-

ja¢tylko 2Inx+1 =0

2lnx+1=0

1
Inx =—=

2

_1
Inx =1Ine 2

1
Inx = lnﬁ
Xy = % nalezy do dziedziny, zatem jest miejscem podejrzanym o ekstremum
4. Nalezy wyznaczy¢ druga pochodng funkcji
f”(x)=(x(21nx+1))’=21nx+2=2(lnx+1) D = Ry

. . Ny 1 . Ny
Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawi¢ X, = — i sprawdzi¢ znak

Ve

f”(%)=2(ln% +1)=2(1ne‘§ +1)=1
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L ie funkcja osigga min.

Poniewaz f” ( ) > 0, zatem w X, =

A L . .
5. Nalezy obliczy¢ warto$¢ min, wstawiajac x, = N do wzoru wyjsciowego
funkcji f(x).

warto$¢ min:

1 1 1 1 _1 1
f(x/_E) = gll‘lx/—E = Elne 2 = —Z
f(x) = x%e*
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzing funkcji D¢ =R

2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji

f'(x) = (x2eX)’ = 2xe* + x%e* = xe*(2 + x) Dy =R

3. Nalezy przyréwnaé¢ pochodng do zera, wyznaczajac miejsca podejrzane
o ekstremum

x-eX-24+x)=0

x=0Iube*=01Ilub2+x=0

x; =0 lub e* # 0 lub x, = =2 przy czym Dy =R

Jak wida¢, x; = 0 oraz x, = —2 naleza do dziedziny, zatem s3 miejscami podej-

rzanymi o ekstrema

4. Nalezy wyznaczy¢ druga pochodng funkcji

7(x) = (xe*(2 + %)) = (X(2x +x2)) = eX*(2x +x2) + (2 + 2x)e* =

=e*(x? +4x + 2) D =R

Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawi¢ kolejno x; = 0 oraz x, = —2

i sprawdzi¢ znak

£f7(0) =e®(02+4-0+2)=2

Poniewaz f”(0) > 0, zatem w x; = 0 funkcja osigga min.

f"(=2) = e 2((-2)2+4-(-2) +2) = —2e72

Poniewaz f”(0) < 0, zatem w X, = —2 funkcja osigga max.

I
|
()

5. Nalezy obliczy¢ warto$¢ max i min, wstawiajac kolejno x; = 0 orazx, =
do wzoru wyjsciowego funkgji f(x).

warto$¢ min:

f(0) =02-e°=0

warto$¢ max:

f(-2) = (-2)? e 2 =4e 2 =2
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4.8. Zastosowanie pochodnej do badania wklestosci,
wypuklosci oraz punktow przegiecia funkcji

Okreslanie wklestosci i wypuklosci funkeji polega na wyznaczeniu przedziatow,
w ktorych wykres funkcji y = f(x) rézniczkowalnej w xo lezy powyzej (ponizej)
stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie o odcigtej x,.

Wykres funkcji y = f(x) rézniczkowalnej w x, nazywa si¢ wypuklym w tym
punkcie, jezeli dla x, istnieje takie sasiedztwo S, ze dla kazdego x € S punkt
P = (x,f(x)) wykresu lezy powyzej stycznej poprowadzonej do wykresu w punkcie
o odcietej Xg.

Wykres funkcji y = f(x) rozniczkowalnej w x, nazywa si¢ wklestym w tym
punkcie, jezeli dla x, istnieje takie sasiedztwo S, ze dla kazdego x € S punkt
P = (x,f(x)) wykresu lezy ponizej stycznej poprowadzonej do wykresu w punkcie
o odcietej Xg.

Istnieje $cisty zwigzek pomiedzy pochodng funkeji a jej wklestoscia i wypukto-
$cig. Okreslajg go ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie
Jezeli funkcja f ma pierwsza pochodna ciagla w przedziale (a, b), przy czym ist-
nieje f"(x¢) > 0 dla kazdego x € (a, b), to wykres funkgji f jest wypukly w prze-
dziale (a, b).

wykres funkcji wypuktlej rosnacej wykres funkcji wypuklej malejacej

Twierdzenie
Jezeli funkcja f ma pierwsza pochodng ciagla w przedziale (a, b), przy czym ist-
nieje f”(xq) < 0 dla kazdego x € (a, b), to wykres funkcji f jest wklesty w prze-
dziale (a, b).
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wykres funkcji wklestej malejacej wykres funkcji wklestej rosngcej

Definicja punktu przegiecia

Punkt P(xo, f (xo)), gdzie xy € (a,b), nazywa si¢ punktem przegiecia wykresu
funkgji f, jezeli wykres ten jest:

o wklesly w sgsiedztwie S™(x, 8) i wypukly w sasiedztwie S* (x¢, 5),

e wypukly w sgsiedztwie S~ (X, 8) i wklesty w sasiedztwie S* (xo, 8).

wklesta

wypukta

wklesta

wypukta

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia)
Warunkiem koniecznym na to, aby punkt P(xo, f(x,)) byt punktem przegiecia
wykresu funkgji f, jest f” (xq) = 0.

Twierdzenie (I warunek wystarczajgcy istnienia punktu przegiecia)
Warunkiem wystarczajacym na to, aby punkt P(xo, f(xo)) byt punktem przegie-
cia wykresu funkgiji f, jest:

o f"(x)<0dlax<xg

e f"(x)>0dlax>x,
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albo
o f"(x)>0dlax<x,
o f"(x)<0dlax>x,

Twierdzenie (II warunek wystarczajqcy istnienia punktu przegiecia)
Jezeli funkgja f spelnia warunki:

o f"(x0) =" (%) =...= f@V(x4) = 0,

o fMW(xy)#0,

e njest liczbg nieparzysta, gdzie n > 3,

to (X, f(Xg)) jest punktem przegiecia wykresu funkeji.

Schemat wyznaczania przedzialow wklestosci i wypuklos$ci oraz punktow przegie-

cia funkgji

f(x) - dana funkcja

1) wyznaczy¢ dziedzing Dy,

2) obliczy¢ pochodna f’(x) i wyznaczy¢ dziedzine pochodnej D¢,

3) obliczy¢ drugg pochodng f” (x) i wyznaczy¢ dziedzine drugiej pochodnej D¢,

4) przyréwna¢ drugg pochodng do zera f” (x) = 0; rozwigzaé, tzn. wyznaczy¢ miej-
sca zerowe, ktdre s3 miejscami podejrzanymi o to, Ze s3 tam punkty przegiecia
tunkgcji (sprawdzi¢, czy naleza do dziedziny. Te, ktére nie naleza do Dy, odrzuci¢),

5) naszkicowac i sprawdzi¢, jak zachowuje si¢ druga pochodna funkgji - £ (x) > 0,
to w Xo funkcja jest w tym przedziale wypukla, f”(x) < 0, to w X, funkgcja jest
w tym przedziale wklesta,

6) wykorzystujac I lub II warunek wystarczajacy istnienia punktu przegiecia, stwier-
dzi¢, ktére z miejsc podejrzanych o to, Ze tam sa miejsca przegiecia, s3 nimi.

Przyktad 4.8.1.

Stosujgc rachunek pochodnych, wyznaczy¢ punkty przegiecia oraz przedzialy wkles-
tosci i wypuklosci wykresu funkgji.

a) f(x) =2x3—4x>+9x-5

b) f(x) = 3x> + 10x* + 10x3

o) f(x)= %xs —2x* + 7x

d)y f(x) =

3
x2-1
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Rozwigzanie

a)

b)

142

f(x) = 2x3 —4x>+9x—5

1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzing funkcji: D¢=R
2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:

f'(x) = (2x3 —4x?> +9x—5)' = 6x* —8x+9 Dy =R
3. Nalezy obliczy¢ druga pochodna funkgji:

f"(x) = (6x? —8x+9) = 12x— 8 Dy =R

4. Nalezy druga pochodna funkeji przyréwnac do zera, aby wyznaczy¢ miejsca
podejrzane o to, Ze jest tam punkt przegiecia

f"x) =0 12x—8=0

Z powyzszego wynika, ze miejscem podejrzanym o to, iz jest tam punkt przegie-

cia, jest Xy = g

Punkt ten nalezy do D¢ = Dy = Dgr. Jest zatem miejscem podejrzanym o to,

ze w nim znajduje si¢ punkt przegiecia.

5. Nalezy okresli¢ przedzialy wklestosci i wypuklosci funkeji

y=f"x)

" 2 2
f"x) >0 x> 3 Zatem dlax € (§,+oo)
funkcja wypukla
f"x)<0ex< g, zatem dlax € (—oo, é)

funkcja wklesta
Z 1 warunku wystarczajacego istnieniu punktu przegiecia wynika, ze punkt prze-

giecia jest w (xo, f(x0)) = (g,f (g)) = G, _%)

f(x) = 3x5+ 10x* + 10x3

1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzing funkcji: D¢ =R
2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:

f'(x) = (3x® + 10x* + 10x3)’ = 15x* + 40x3 +30x> Dy =R



3. Nalezy obliczy¢ druga pochodng funkgji:

f7(x) = (15x* + 40x3 + 30x%)’ = 60x3 + 120x?> + 60x Dg =R

4. Nalezy druga pochodng funkeji przyréwnac do zera, aby wyznaczy¢ miejsca
podejrzane o to, ze jest tam punkt przegiecia

f"(x) = 0 © 60x3 + 120x% + 60x = 0

60x - (x2+2x+1)=0

60x-(x+1)2=0

Z powyzszego wynika, ze miejscami podejrzanymi o to, iz jest tam punkt prze-

giecia,sa x; = 0ix, = —1.

Obydwa punkty nalezg do D¢ = Dy = D¢

5. Nalezy okresli¢ przedzialy wklestosci i wypuklosci funkcji

[ y=f"6)

f"(x) > 0 © x> 0, zatem dlax € (0, +o0)

funkgcja jest wypukta

f"(x) <0 e x<0ix # —1, zatem dla X € (—o0,—1) U (—1,0) funkcja jest
wklesta.

Na podstawie I lub II warunku wystarczajacego istnieniu punktu przegiecia mozna
stwierdzi¢, ktore z miejsc podejrzanych o to, ze tam s3 miejsca przegiecia, sg nimi
rzeczywiscie:

dlax; =0

Z 1T warunku wystarczajacego istnienia punktu przegiecia wynika:

f'(0) =£"(0) =0

Ponadto
f”(x) = (60x3 + 120x% + 60x)’" = 180x2 + 240x + 60
f"(0) =60 # 0,

zatem punkt w (x4, f(x1)) = (0,0) jest rzeczywiscie punktem przegiecia.
dla Xy = -1
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Z 1 warunku wystarczajacego istnieniu punktu przegiecia wynika, Ze nie ma

punktu przegiecia.

f(x) = %xS —2x* + 7x

1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzing funkgji: D¢ =R

2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:

f(x)—(X—ZX +7X) =x*-8x3+7 Dy =R

3. Nalezy obliczy¢ druga pochodna funkgji:

f"(x) = (x* —8x3 + 7) = 4x3 — 24x? D =R

4. Nalezy druga pochodna funkeji przyréwnac do zera, aby wyznaczy¢ miejsca
podejrzane o to, ze jest tam punkt przegiecia

f"(x) =0 4x3 —24x2 =0

4x- (x> —-6) =0

Z powyzszego wynika, ze miejscami podejrzanymi o to, iz jest tam punkt prze-

giecia, s3 x; = 0, x, =V6 oraz x3 = —V6, przy czym Df = Dy = Dpr = R,

Trzeba zauwazy¢, ze wszystkie punkty naleza do dziedziny, zatem wszystkie sg

podejrzane o to, ze s3 punktami przegiecia.

5. Nalezy okresli¢ przedzialy wklestosci i wypuktosci funkeji

/
,/
O L

-6

/ \ /
/!
[y=1")

f7(x) > 0 © 4x(x? — 6) > 0, zatem dla x € (—0,%;) U (X,X3) funkcja jest
wypukta

f"(x) <0 © 4x(x? — 6) < 0, zatem dla x € (X1,X;) U (X3, +%0) funkcja jest
wklesta

Na podstawie I lub IT warunku wystarczajacego istnieniu punktu przegiecia mozna
stwierdzi¢, ktore z miejsc podejrzanych o to, ze tam s3 miejsca przegiecia, s3 nimi
rzeczywiscie:

dlax; =0



d)

Z 1 warunku wystarczajacego istnienia punktu przegiecia wynika, Ze punkt prze-
giecia jest w (x4, f(x1)) = (0,0).

dlax, =6

Z 1 warunku wystarczajacego istnienia punktu przegiecia wynika, zZe punkt prze-
giecia jest w (Xp, f(x3)) = (\/_ 72 + 71\/_)

dlaxs = —/6

Z 1 warunku wystarczajacego istnienia punktu przegiecia wynika, Ze punkt prze-

giecia jest w (x3,f(x3)) = ( V6,-72 — ﬂ_)
f(X) - x2 1
1. Nalezy wyznaczy¢ dziedzine funkgji: Df = R\{-1,1}
2. Nalezy obliczy¢ pochodng funkcji:
_ " x2(x%-3) _ _

f’ (X) (XZ 1) T (x2-1)2 Df’ - R\{ 1'1}
3. Nalezy obhczyc’ drugg pochodng funkgji:

" (*-3)\ _ 2x(x*+3) = —
f ( ) ((XZ 1)2) (X2—1)3 Df” - R\{ 111}
4. Nalezy druga pochodng funkcji przyréwnac do zera, aby wyznaczy¢ miejsca

2x(x2+3) _
(-1

podejrzane o to, Ze jest tam punkt przegiecia f”(x) = 0 &
2x- (x> +3)-x2-1%=0
Z powyzszego wynika, ze miejscami podejrzanymi o to, iz jest tam punkt prze-
giecia, sa x; = 0,X, = —1 orazx3 = 1, przy czym D¢ = Dg = Dpr = R.
Trzeba zauwazy¢, ze punkty X, = —1 orazx3 = 1 nie naleza do dziedziny, zatem
jedynym punktem podejrzanym o to, ze jest punktem przegiecia, pozostaje
x; = 0.
5. Nalezy okresli¢ przedzialy wklestosci i wypuktosci funkeji

[y=1"(x)
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f'(x) >0 2x(x?2+3)x2—1)3>0, zatem dla x€ (—1,0) U (1,+)
funkgcja jest wypukta

f"(x) <0 2x(x?2+3)x2—1)3<0, zatem dla x € (—o,—1) U (0,1)
funkcja jest wklesta

Na podstawie I lub II warunku wystarczajacego istnieniu punktu przegiecia mozna
stwierdzi¢, ktore z miejsc podejrzanych o to, ze tam s3 miejsca przegiecia, s3 nimi
rzeczywiscie:

dlax; =0

Z I warunku wystarczajgcego istnienia punktu przegiecia wynika, ze punkt prze-
giecia jest w (x4, f(x1)) = (0,0).
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