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SŁOWO WSTĘPNE 

Niniejsza książka jest skryptem przeznaczonym dla studentów kierunków inżynier-
skich, na których matematyka stanowi podstawę dalszych zastosowań w zagadnie-
niach technicznych. Opracowanie to stanowi kontynuację publikacji Matematyka. 
Wybrane zagadnienia algebry liniowej i geometrii analitycznej. Zakres tematyczny 
jest dostosowany do obowiązujących programów nauczania i realizacji założonych 
efektów uczenia się przedmiotu matematyka 1.  

Założeniem autorki było przedstawienie podstawowych zagadnień aparatu ma-
tematycznego w sposób jak najbardziej przystępny i zrozumiały.  Układ treści opiera 
się na rozwiązanych przykładach wzbogaconych komentarzami, które ułatwią stu-
dentowi przyswojenie niezbędnej wiedzy oraz nabycie wymaganych umiejętności. 
Niniejsza książka składa się z czterech rozdziałów.  

Rozdział pierwszy poświęcony jest liczbom zespolonym. Czytelnik znajdzie 
tu treści, które pozwolą określić postać algebraiczną liczby zespolonej, wskazać  
części rzeczywistą i urojoną liczby zespolonej, wykonać działania na liczbach zespo-
lonych w postaci algebraicznej, obliczyć moduł liczby zespolonej, wyznaczyć jej ar-
gument główny, wyznaczyć liczbę sprzężoną do liczby zespolonej, określić postać 
trygonometryczną liczby zespolonej, wreszcie wykonać działania na liczbach zespo-
lonych w postaci trygonometrycznej.  

Drugi rozdział dotyczy ciągów i szeregów liczbowych. Po zdefiniowaniu pojęcia 
ciągu liczbowego poruszono zagadnienie jego monotoniczności, sformułowano  
definicje ciągów arytmetycznego i geometrycznego, ale przede wszystkim skupiono 
się na obliczaniu granic różnych rodzajów ciągów. W dalszej części tego rozdziału 
zdefiniowano pojęcie szeregu liczbowego oraz zaprezentowano metody badania 
zbieżności tych szeregów z wykorzystaniem kryterium porównawczego, kryterium 
Cauchy’ego i kryterium d’Alemberta. 

W rozdziale trzecim omówiono wybrane treści dotyczące funkcji jednej zmien-
nej. Dużo uwagi poświęcono istotnej kwestii wyznaczania dziedziny funkcji. Poru-
szono też problematykę wyznaczania złożenia funkcji i wyznaczania funkcji odwrot-
nej do danej. W tym rozdziale można znaleźć przykłady odnośnie do obliczania  
granicy funkcji oraz granicy funkcji w punkcie, badania ciągłości funkcji, jak również 
wyznaczania asymptot wykresu funkcji.  

Ostatni, czwarty rozdział skupia się na pochodnej funkcji, pochodnej funkcji  
złożonej, pochodnych wyższych rzędów oraz ich zastosowaniu przy badaniu 
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monotoniczności funkcji, jak też na wyznaczaniu ekstremów funkcji, przedziałów 
wklęsłości i wypukłości oraz punktów przegięcia.  

Matematyka. Wybrane zagadnienia analizy matematycznej ma charakter po-
mocniczego wydawnictwa zredagowanego na potrzeby ćwiczeń z przedmiotu mate-
matyka 1 na kierunkach technicznych. Pozycja została w całości zredagowana przez 
wykładowcę z dużym doświadczeniem akademickim, który dostrzegł potrzebę stwo-
rzenia takiego skryptu.  

 
Elżbieta Gołąbeska 
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1. LICZBY ZESPOLONE 

Po zapoznaniu się z treścią rozdziału pierwszego można bez trudu: 
 podać definicję liczby zespolonej, 
 określić postać algebraiczną liczby zespolonej, 
 wskazać część rzeczywistą i część urojoną liczby zespolonej, 
 wykonywać działania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej, 
 obliczać moduł liczby zespolonej, 
 wyznaczać argument główny liczby zespolonej, 
 wyznaczać liczbę sprzężoną do liczby zespolonej, 
 określić postać trygonometryczną liczby zespolonej, 
 wykonywać działania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej. 

1.1. Pojęcie liczby zespolonej  

Liczby zespolone są elementami rozszerzenia zbioru liczb rzeczywistych o jednostkę 
urojoną i, to znaczy pierwiastek wielomianu xଶ ൅ 1, czyli rozwiązanie równania 
xଶ ൅ 1 ൌ 0. Liczby zespolone rozszerzają koncepcję jednowymiarowej osi liczbowej 
do dwuwymiarowej płaszczyzny zespolonej przy zastosowaniu osi poziomej do ozna-
czenia liczb rzeczywistych, a pionowej do oznaczenia liczb urojonych. Liczba zespo-
lona może być określona za pomocą współrzędnych na płaszczyźnie zespolonej. 
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Definicja liczby zespolonej 
Liczbą zespoloną nazywa się uporządkowaną parę liczb ሺ𝑎, 𝑏ሻ, gdzie: 𝑎, 𝑏 ∈ R. 
Zbiór liczb zespolonych oznacza się ℂ ൌ R ൈ R. 

1.2. Postać algebraiczna liczby zespolonej 

Każdą liczbę zespoloną z ൌ ሺ𝑎, 𝑏ሻ można zapisać w postaci z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖, gdzie 𝑎 i 𝑏 
są pewnymi liczbami rzeczywistymi, 𝑖 jest natomiast jednostką urojoną. Postać tę 
nazywa się postacią algebraiczną (albo kanoniczną) liczby zespolonej. 

Definicja postaci algebraicznej liczby zespolonej 
Postacią algebraiczną liczby zespolonej 𝑧 nazywa się z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖, gdzie 𝑎, 𝑏 ∈ R. 
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Przykład 1.2.1. 
Przedstawić liczbę zespoloną w postaci algebraicznej. 

 ሺ2, 7ሻ 
 ሺെ4, 1ሻ  
 ሺ2, 0ሻ 
 ሺ0, 3ሻ 

Rozwiązanie 
 ሺ2, 7ሻ ൌ 2 ൅ 7i 
 ሺെ4, 1ሻ ൌ െ4 ൅ 𝑖 
 ሺ2, 0ሻ ൌ 2 
 ሺ0, 3ሻ ൌ 3𝑖 

1.3. Część rzeczywista i urojona liczby zespolonej 

Dla liczby z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 definiuje się jej część rzeczywistą oraz część urojoną: 
𝑎 ൌ Rez – część rzeczywista liczby zespolonej, 
𝑏 ൌ Imz – część urojona liczby zespolonej, 
𝑖  – jednostka urojona. 
Uwaga: Liczba zespolona w postaci algebraicznej może mieć część rzeczywistą i część 
urojoną różną od zera, może mieć tylko część rzeczywistą różną od zera i nie mieć 
części urojonej (tzn. część urojona jest równa zero) – taką liczbę nazywa się 
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rzeczywistą, lub może mieć część urojoną różną od zera i nie mieć części rzeczywistej 
(tzn. część rzeczywista jest równa zero), wtedy mówi się, że liczba jest czysto urojona.  

Przykład 1.3.1.  
Podać przykłady liczb zespolonych z częścią rzeczywistą i częścią urojoną różną 
od zera. 

Rozwiązanie 
 2 ൅ 3𝑖  
 5 ൅ 𝑖  
 െ

ଵ

ଶ
െ 6𝑖 

 √3 ൅ 4𝑖 

Przykład 1.3.2. 
Podać przykłady liczb zespolonych z częścią rzeczywistą różną od zera i częścią uro-
joną równą zero. 

Rozwiązanie 
 2 
 5  
 െ

ଵ

ଶ
  

  √5   

Przykład 1.3.3. 
Podać przykłady liczb zespolonych czysto urojonych. 

Rozwiązanie 
 3𝑖 
 𝑖 
 െ5𝑖 
 ଵ

ସ
𝑖 

Uwaga: W zbiorze liczb zespolonych można wyciągać pierwiastki z liczb ujemnych, 
co jest niewykonalne w zbiorze liczb rzeczywistych. 

Pierwiastek (parzystego stopnia) z liczby ujemnej jest tzw. liczbą urojoną i zapi-
suje się go za pomocą jednostki urojonej 𝑖. Liczbę 𝑖 definiuje się jako: 

 𝑖ଶ ൌ െ1 (1.1) 
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Dokładniej o pierwiastkach z liczby zespolonej w dalszej części. 
Jeżeli x ∈ R, to równanie xଶ ൌ െ1  nie ma rozwiązań. 
Jeżeli x ∈ ℂ, to równanie xଶ ൌ െ1 ma dwa rozwiązania: 
 x ൌ 𝑖     lub     x ൌ െ𝑖 

1.4. Równość liczb zespolonych 

Dwie liczby zespolone są równe wtedy i tylko wtedy, gdy ich części rzeczywiste 
są równe i części urojone są równe. Innymi słowy, liczby zespolone 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 oraz   
𝑐 ൅ 𝑑𝑖 są równe wtedy i tylko wtedy, gdy 𝑎 ൌ 𝑐 oraz 𝑏 ൌ 𝑑. 

Przykład 1.4.1. 
Wyznaczyć 𝑎, 𝑏 ∈ R spełniające równanie 2𝑎 ൅ 3𝑖 ൌ 4 ൅ 2𝑏𝑖. 

Rozwiązanie 
Część rzeczywista lewej strony równania ma być równa części rzeczywistej prawej 
strony równania Reሺ2𝑎 ൅ 3𝑖ሻ ൌ Reሺ4 ൅ 6𝑏𝑖ሻ oraz część urojona lewej strony 
ma być równa części urojonej liczby zespolonej z prawej strony równania 
Imሺ2𝑎 ൅ 3𝑖ሻ ൌ Imሺ4 ൅ 6𝑏𝑖ሻ.  
Reሺ2𝑎 ൅ 3𝑖ሻ ൌ 2𝑎
Reሺ4 ൅ 6𝑏𝑖ሻ ൌ 4   

ൠwięc 2𝑎 ൌ 4

Imሺ2𝑎 ൅ 3𝑖ሻ ൌ 3  
Imሺ4 ൅ 6𝑏𝑖ሻ ൌ 6𝑏

ൠwięc 6𝑏 ൌ 3
ൢ   

𝑎 ൌ 2
𝑏 ൌ

ଵ

ଶ
  

Przykład 1.4.2. 
Wyznaczyć 𝑎, 𝑏 ∈ R spełniające równanie െ4𝑎 െ 2𝑏𝑖 ൌ 5 െ 4𝑖. 

Rozwiązanie 
Analogicznie do rozwiązania przykładu 1.4.1 uzyskuje się: 
Reሺെ4𝑎 െ 2𝑏𝑖ሻ ൌ െ4𝑎
Reሺ5 െ 4𝑖ሻ ൌ 5               

ൠwięc െ 4𝑎 ൌ 5

Imሺെ4𝑎 െ 2𝑏𝑖ሻ ൌ െ2𝑏
Imሺ5 െ 4𝑖ሻ ൌ െ4           

ൠwięc െ 2𝑏 ൌ െ4
ൢ    𝑎 ൌ െ

ହ

ସ
𝑏 ൌ 2
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1.5. Działania na liczbach zespolonych 
w postaci algebraicznej 

Działania na liczbach zespolonych wykonuje się bardzo podobnie jak na wyraże-
niach algebraicznych – opiera się je na grupowaniu wyrazów. Każde działanie 
na liczbach zespolonych można uprościć do liczby zespolonej postaci 𝑎 ൅ 𝑏𝑖, gdzie 
𝑎, 𝑏 ∈ R. 
 Dodawanie liczb zespolonych w postaci algebraicznej 

 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൅ ሺ𝑐,𝑑ሻ ≝ ሺ𝑎 ൅ 𝑐, 𝑏 ൅ 𝑑ሻ 

 ሺ𝑎 ൅ 𝑏𝑖ሻ ൅ ሺ𝑐 ൅ 𝑑𝑖ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑐ሻ ൅ ሺ𝑏 ൅ 𝑑ሻ𝑖 (1.2) 

Przykład 1.5.1. 
Wykonać dodawanie liczb zespolonych zଵ ൅ zଶ w postaci algebraicznej. 

 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 
 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 
 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 

Rozwiązanie 
 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖     ,      zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 

zଵ ൅ zଶ ൌ ሺ2 ൅ 3𝑖ሻ ൅ ሺ5 ൅ 𝑖ሻ ൌ ሺ2 ൅ 5ሻ ൅ ሺ3 ൅ 1ሻ𝑖 ൌ 7 ൅ 4𝑖  
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖   ,      zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 

zଵ ൅ zଶ ൌ ሺെ5 ൅ 3𝑖ሻ ൅ ሺ7 െ 4𝑖ሻ ൌ ሺെ5 ൅ 7ሻ ൅ ሺ3 െ 4ሻ𝑖 ൌ 2 െ 𝑖  
 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖     ,       zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 

zଵ ൅ zଶ ൌ ሺ6 െ 4ሻ ൅ ሺെ8 െ 3ሻ𝑖 ൌ 2 െ 11𝑖  
 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖     ,       zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 

zଵ ൅ zଶ ൌ ሺ7 ൅ 3ሻ ൅ ሺെ6 ൅ 6ሻ𝑖 ൌ 10 ൅ 0𝑖 ൌ 10  
 Odejmowanie liczb zespolonych w postaci algebraicznej 

 ሺ𝑎, 𝑏ሻ െ ሺ𝑐,𝑑ሻ ≝ ሺ𝑎 െ 𝑐, 𝑏 െ 𝑑ሻ  

 ሺ𝑎 ൅ 𝑏𝑖ሻ െ ሺ𝑐 ൅ 𝑑𝑖ሻ ൌ ሺ𝑎 െ 𝑐ሻ ൅ ሺ𝑏 െ 𝑑ሻ𝑖  (1.3) 
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Przykład 1.5.2. 
Wykonać odejmowanie liczb zespolonych zଵ െ zଶ w postaci algebraicznej.  

 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  ,  zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 
 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 
 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 

Rozwiązanie 
 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 

zଵ െ zଶ ൌ ሺ2 ൅ 3𝑖ሻ െ ሺ5 ൅ 𝑖ሻ ൌ ሺ2 െ 5ሻ ൅ ሺ3 െ 1ሻ𝑖 ൌ െ3 ൅ 2𝑖  
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 

zଵ െ zଶ ൌ ሺെ5 ൅ 3𝑖   ሻ െ ሺ7 െ 4𝑖ሻ ൌ ሺെ5 െ 7ሻ ൅ ሺ3 ൅ 4ሻ𝑖 ൌ െ12 ൅ 7𝑖  
 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 

zଵ െ zଶ ൌ ሺ6 െ 8𝑖ሻ െ ሺെ4 െ 3𝑖ሻ ൌ ሺ6 ൅ 4ሻ ൅ ሺെ8 ൅ 3ሻ𝑖 ൌ 10 െ 5𝑖  
 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 

zଵ െ zଶ ൌ ሺ7 െ 6𝑖ሻ െ ሺ3 ൅ 6𝑖ሻ ൌ ሺ7 െ 3ሻ ൅ ሺെ6 െ 6ሻ𝑖 ൌ 4 െ 12𝑖  
 Mnożenie liczb zespolonych w postaci algebraicznej 

 ሺ𝑎, 𝑏ሻ ⋅ ሺ𝑐,𝑑ሻ ≝ ሺ𝑎𝑐 െ 𝑏𝑑,𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻ 

 ሺ𝑎 ൅ 𝑏𝑖ሻ ⋅ ሺ𝑐 ൅ 𝑑𝑖ሻ ൌ ሺ𝑎𝑐 െ 𝑏𝑑ሻ ൅ ሺ𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻ𝑖 (1.4) 

Przykład 1.5.3. 
Wykonać mnożenie liczb zespolonych zଵ ∙ zଶ w postaci algebraicznej. 

 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 
 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 
 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 

Rozwiązanie 
 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 

zଵ ⋅ zଶ ൌ ሺ2 ൅ 3𝑖ሻ ⋅ ሺ5 ൅ 𝑖ሻ ൌ ሺ2 ⋅ 5 െ 3 ⋅ 1ሻ ൅ ሺ2 ⋅ 1 ൅ 3 ⋅ 5ሻ𝑖 ൌ 7 ൅ 17𝑖  
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 

zଵ ⋅ zଶ ൌ ሺെ5 ൅ 3𝑖   ሻ ⋅ ሺ7 െ 4𝑖ሻ ൌ  
ൌ ൫ሺെ5ሻ ∙ 7 െ 3 ∙ ሺെ4ሻ൯ ൅ ൫ሺെ5ሻ ∙ ሺെ4ሻ ൅ 3 ∙ 7൯𝑖 ൌ െ23 ൅ 41𝑖  
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 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 

zଵ ⋅ zଶ ൌ ሺ6 െ 8𝑖ሻ ⋅ ሺെ4 െ 3𝑖ሻ ൌ  
ൌ ൫6 ∙ ሺെ4ሻ െ ሺെ8ሻ ∙ ሺെ3ሻ൯ ൅ ൫6 ∙ ሺെ3ሻ ൅ ሺെ8ሻ ∙ ሺെ4ሻ൯𝑖 ൌ െ48 ൅ 14𝑖  

 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 

zଵ ⋅ zଶ ൌ ሺ7 െ 6𝑖ሻ ⋅ ሺ3 ൅ 6𝑖ሻ ൌ  
ൌ ሺ7 ∙ 3 െ ሺെ6ሻ ∙ 6ሻ ൅ ሺ7 ∙ 6 ൅ ሺെ6ሻ ∙ 3ሻ𝑖 ൌ 57 ൅ 24𝑖  

Uwaga: Można zignorować wzór na mnożenie liczb zespolonych i wykonywać mno-
żenie nawiasów tak, jak wykonuje się to na liczbach rzeczywistych. 

Przykład 1.5.4. 
Przedstawić liczby zespolone w postaci algebraicznej, korzystając ze wzoru (1.1). 

 𝑖ଷ 
 𝑖ସ 
 𝑖ହ 
 𝑖଺ 

Rozwiązanie 
 𝑖ଷ ൌ 𝑖ଶ ∙ 𝑖 ൌ ሺെ1ሻ ∙ 𝑖 ൌ െ𝑖 
 𝑖ସ ൌ 𝑖ଷ ∙ 𝑖 ൌ െ𝑖 ∙ 𝑖 ൌ െ𝑖ଶ ൌ െሺെ1ሻ ൌ 1 
 𝑖ହ ൌ 𝑖ସ ∙ 𝑖 ൌ 1 ∙ 𝑖 ൌ 𝑖 
 𝑖଺ ൌ 𝑖ହ ∙ 𝑖 ൌ 𝑖 ∙ 𝑖 ൌ 𝑖ଶ ൌ െ1 

 Dzielenie liczb zespolonych w postaci algebraicznej 

 ሺ௔,௕ሻ

ሺ௖,ௗሻ
ൌ ቀ௔௖ା௕ௗ

௖మାௗమ
,
௕௖ି௔ௗ

௖మାௗమ
ቁ ,   gdzie ሺ𝑐,𝑑ሻ ് ሺ0,0ሻ  

 ௔ା௕௜

௖ାௗ௜
ൌ

௔௖ା௕ௗ

௖మାௗమ
൅

௕௖ି௔ௗ

௖మାௗమ
𝑖,   gdzie 𝑐 ൅ 𝑑𝑖 ് ሺ0,0ሻ (1.5) 

Przykład 1.5.5. 
Wykonać dzielenie liczb zespolonych ௭భ

௭మ
 w postaci algebraicznej. 

 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 
 zଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 7 െ 4𝑖 
 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 
 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 
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Rozwiązanie 
 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

ଶାଷ௜

ହା௜
ൌ

ሺଶ∙ହାଷ∙ଵሻାሺଷ∙ହିଶ∙ଵሻ௜

ହమାଵమ
ൌ

ଵଷାଵଷ௜

ଶ଺
ൌ

ଵ

ଶ
൅

ଵ

ଶ
𝑖  

 𝑧ଵ ൌ െ5 ൅ 3𝑖  , 𝑧ଶ ൌ 7 െ 4𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

ିହାଷ௜

଻ିସ௜
ൌ

൫ሺିହሻ∙଻ାଷ∙ሺିସሻ൯ା൫ଷ∙଻ିሺିହሻ∙ሺିସሻ൯௜

଻మାሺିସሻమ
ൌ

ିସ଻ା௜

଺ହ
ൌ െ

ସ଻

଺ହ
൅

ଵ

଺ହ
𝑖  

 zଵ ൌ 6 െ 8𝑖  , zଶ ൌ െ4 െ 3𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

଺ି଼௜

ିସିଷ௜
ൌ

ሺ଺∙ሺିସሻାሺି଼ሻ∙ሺିଷሻሻାሺሺି଼ሻ∙ሺିସሻି଺∙ሺିଷሻሻ௜

ሺିସሻమାሺିଷሻమ
ൌ

଴ାହ଴௜

ଶହ
ൌ 2𝑖  

 zଵ ൌ 7 െ 6𝑖  , zଶ ൌ 3 ൅ 6𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

଻ି଺௜

ଷା଺௜
ൌ

ሺ଻∙ଷା൫ሺି଺ሻ∙଺൯ା൫ሺି଺ሻ∙ଷି଻∙଺൯௜

ଷమା଺మ
ൌ

ିଵହି଺଴௜

ସହ
ൌ െ

ଵ

ଷ
െ

ସ

ଷ
𝑖  

1.6. Moduł liczby zespolonej 

Moduł liczby zespolonej to rozszerzenie pojęcia wartości bezwzględnej z liczb  
rzeczywistych na liczby zespolone. Należy mieć na uwadze, że liczbę zespoloną  
z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 interpretuje się na płaszczyźnie jako punkt ሺ𝑎, 𝑏ሻ. W sensie geometrycz-
nym moduł liczby zespolonej jest miarą odległości punktu z od początku układu 
współrzędnych, czyli długość wektora Ozሬሬሬሬ⃗ . 
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Definicja modułu liczby zespolonej 
Modułem liczby zespolonej z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 nazywa się pierwiastek sumy kwadratów 
części rzeczywistej i części urojonej tej liczby 

 |𝑧| ൌ √𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ (1.6) 

Przykład 1.6.1. 
Wyznaczyć moduł liczby zespolonej z. 

 z ൌ 3 ൅ 4𝑖 
 z ൌ 3 െ 4𝑖 
 z ൌ െ2 ൅ 5𝑖 

 z ൌ
ଵ

ଶ
െ √ଷ

ଶ
𝑖 

Rozwiązanie 
 z ൌ 3 ൅ 4𝑖 

|z| ൌ √3ଶ ൅ 4ଶ ൌ √25 ൌ 5   
 z ൌ 3 െ 4𝑖 

|z| ൌ ඥ3ଶ ൅ ሺെ4ሻଶ ൌ √25 ൌ 5  
 z ൌ െ2 ൅ 5𝑖 

|z| ൌ ඥሺെ2ሻଶ ൅ 5ଶ ൌ √29  
 z ൌ

ଵ

ଶ
െ √ଷ

ଶ
𝑖 

|z| ൌ ටቀଵ
ଶ
ቁ
ଶ
൅ ቀെ √ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ √1 ൌ 1  

Własności modułu liczby zespolonej 
Dla dowolnych z, zଵ, zଶ ∈  ℂ zachodzi: 
1) z ∙ zത ൌ |z|ଶ, 
2) |zଵ ∙ zଶ| ൌ |zଵ| ∙ |zଶ|, 
3) |zଵ ൅ zଶ| ൑ |zଵ| ൅ |zଶ|, 
4) |z| ൌ |zത|, 
5) z ൌ 0 wtedy i tylko wtedy  |z| ൌ 0. 
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1.7. Argument główny liczby zespolonej 

Liczbę zespoloną można opisać nie tylko za pomocą punktu, lecz także za pomocą 
wektora o początku w punkcie (0,0) i końcu w punkcie o współrzędnych liczby ze-
spolonej przedstawionej jako para liczb ሺ𝑎, 𝑏ሻ. Jednak dla pewnych punktów odleg-
łość od początku układu współrzędnych płaszczyzny zespolonej będzie taka sama, 
ponieważ w przypadku płaszczyzny zespolonej, wodząc wektorem o znanej długości, 
zakreśli się okrąg o promieniu r ൌ |z|. Korzystając z własności trójkąta prostokąt-
nego oraz z twierdzenia sinusów i twierdzenia cosinusów, można wyznaczyć kąt α 
pomiędzy wektorem a osią rzeczywistą. Argument liczby zespolonej jest miarą kąta 
skierowanego między wektorem reprezentującym liczbę zespoloną z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 
na płaszczyźnie zespolonej a osią rzeczywistą. 

 

Definicja argumentu liczby zespolonej 
Argumentem liczby zespolonej z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 ് 0 nazywa się każdą liczbę rzeczywi-
stą 𝛼 spełniającą jednocześnie dwa warunki: 

 ቐ
sinα ൌ

௕

|୸|
ൌ

௕

√௔మା௕మ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

௔

√௔మା௕మ
 
  (1.7) 
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Każda liczba zespolona ma nieskończenie wiele argumentów (co wynika z okre-
sowości funkcji sinus i cosinus). Dlatego wprowadzono argument główny liczby  
zespolonej, który mieści się w przedziale od 0∘ do 360∘. 

Definicja argumentu głównego liczby zespolonej 
Argumentem głównym liczby zespolonej z ് 0, oznaczanym symbolem Arg z, 
nazywa się tę spośród liczb α, która spełnia nierówność  

 0 ൑ Arg z ൏ 2π  

Tabela 1.7.1. Wartości funkcji sinus i cosinus 

α 
0∘ 30∘ 45∘ 60∘ 90∘ 120∘ 135∘ 150∘ 180∘ 210∘ 225∘ 240∘ 270∘ 300∘ 315∘ 330∘ 360∘ 

0 ஠

଺
  ஠

ସ
  ஠

ଷ
  ஠

ଶ
  ଶ஠

ଷ
  ଷ஠

ସ
  ହ஠

଺
  π ଻஠

଺
  ହ஠

ସ
  ସ஠

ଷ
  ଷ஠

ଶ
  ହ஠

ଷ
  ଻஠

ସ
  11஠

଺
  2π 

sinα  0 ଵ

ଶ
  √ଶ

ଶ
  √ଷ

ଶ
  1  √ଷ

ଶ
  √ଶ

ଶ
  

ଵ

ଶ
  0 െ

ଵ

ଶ
  െ√ଶ

ଶ
 െ√ଷ

ଶ
 െ1 െ√ଷ

ଶ
 െ√ଶ

ଶ
 െ

ଵ

ଶ
  0 

cosα  1 √ଷ

ଶ
  √ଶ

ଶ
  

ଵ

ଶ
  0 െ

ଵ

ଶ
  െ√ଶ

ଶ
 െ√ଷ

ଶ
 െ1 െ√ଷ

ଶ
 െ√ଶ

ଶ
 െ

ଵ

ଶ
  0 ଵ

ଶ
  √ଶ

ଶ
  √ଷ

ଶ
  1 

Przykład 1.7.1. 
Wyznaczyć argument główny liczby zespolonej z. 

 z ൌ 3 െ 3𝑖 
 z ൌ 1 ൅ 𝑖 
 z ൌ െ2 െ 2𝑖 
 z ൌ െ1 ൅ √3𝑖 

Rozwiązanie 
 z ൌ 3 െ 3𝑖 

Należy wyznaczyć moduł liczby zespolonej z 
|z| ൌ ඥ3ଶ ൅ ሺെ3ሻଶ ൌ √18 ൌ 3√2  
Należy obliczyć sinα oraz cosα, korzystając ze wzoru (1.7) 

sinα ൌ
ୠ

|୸|
ൌ

ିଷ

ଷ√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ
  

cosα ൌ
௔

|௭|
ൌ

ଷ

ଷ√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ଻஠

ସ
  

Zatem argument główny ma wartość 
Argሺ3 െ 3𝑖ሻ ൌ

଻஠

ସ
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 z ൌ 1 ൅ 𝑖 
Należy wyznaczyć moduł liczby zespolonej z 
|z| ൌ √1ଶ ൅ 1ଶ ൌ √2  
Należy obliczyć sinα oraz cosα, korzystając ze wzoru (1.7) 

sinα ൌ
ୠ

|୸|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
  

cosα ൌ
௔

|௭|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że  α ൌ ஠

ସ
  

Zatem argument główny ma wartość 
Argሺ1 ൅ 𝑖ሻ ൌ

஠

ସ
  

 z ൌ െ2 െ 2𝑖 
Należy wyznaczyć moduł liczby zespolonej z 
|z| ൌ ඥሺെ2ሻଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൌ √8 ൌ 2√2  
Należy obliczyć sinα oraz cosα, korzystając ze wzoru (1.7) 

sinα ൌ
ୠ

|୸|
ൌ

ିଶ

ଶ√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ
  

cosα ൌ
௔

|௭|
ൌ

ିଶ

ଶ√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że  α ൌ ହ஠

ସ
  

Zatem argument główny ma wartość 
Argሺെ2 െ 2𝑖ሻ ൌ

ହ஠

ସ
  

 z ൌ െ1 ൅ √3𝑖 
Należy wyznaczyć moduł liczby zespolonej z 

|z| ൌ ටሺെ1ሻଶ ൅ ሺ√3ሻଶ ൌ √4 ൌ 2  
Należy obliczyć sinα oraz cosα, korzystając ze wzoru (1.7) 

sinα ൌ
ୠ

|୸|
ൌ √ଷ

ଶ
  

cosα ൌ
௔

|௭|
ൌ

ିଵ

ଶ
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że  α ൌ ଶ஠

ଷ
  

Zatem argument główny ma wartość 
Arg൫െ1 ൅ √3𝑖൯ ൌ

ଶ஠

ଷ
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1.8. Sprzężenie liczby zespolonej 

Sprzężeniem zespolonym nazywa się jednoargumentowe działanie algebraiczne 
określone na liczbach zespolonych, które polega na zmianie znaku części urojonej 
liczby zespolonej.  

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej 𝑧 oraz liczby zespolonej sprzężo-
nej 𝑧̄ wskazuje, że w liczbie zespolonej 𝑧 oraz liczbie sprzężonej do niej znaki części 
urojonych są względem siebie przeciwne. 

  

Jak wynika z wykresu, liczba sprzężona do liczby zespolonej jest jej odbiciem 
w symetrii względem osi rzeczywistej Re z. 

Definicja sprzężenia liczby zespolonej 
Sprzężeniem liczby zespolonej w postaci algebraicznej z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖, z ൌ 𝑎 ൅ 𝑏𝑖 
gdzie 𝑎, 𝑏 ∈ R, jest liczba zത ൌ 𝑎 െ െ 𝑏𝑖 nazywana liczbą sprzężoną do z. 

Przykład 1.8.1. 
Wyznaczyć sprzężenie liczby zespolonej z. 

 z ൌ 4 ൅ 2𝑖 
 z ൌ 3 െ 5𝑖 
 z ൌ െ2 െ 4𝑖 
 z ൌ െ6 ൅ 5𝑖 
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Rozwiązanie 
 zത ൌ 4 െ 2𝑖 
 zത ൌ 3 ൅ 5𝑖 
 zത ൌ െ2 ൅ 4𝑖 
 zത ൌ െ6 െ 5𝑖 

Własności sprzężenia 
Niech z, zଵ, zଶ będą liczbami zespolonymi. Wówczas: 
 liczbą sprzężoną do liczby zespolonej z, której część urojona jest równa zero, 

a część rzeczywista jest różna od zera, nazywa się tę samą liczbę zespoloną 
 liczbą sprzężoną do sumy liczb zespolonych zଵi zଶ jest suma liczb sprzężo-

nych zଵ i zଶ 
𝑧ଵ ൅ 𝑧ଶ ൌ 𝑧ଵ ൅ 𝑧ଶ 

 liczbą sprzężoną do iloczynu liczb zespolonych zଵi zଶ jest iloczyn liczb sprzężo-
nych zଵ i zଶ 

zଵ ⋅ zଶ ൌ zଵ ⋅ zଶ 
 moduł liczby sprzężonej z jest taki sam, jak moduł danej liczby zespolonej z 

|zത| ൌ |z| 
 suma danej liczby zespolonej z oraz liczby do niej sprzężonej zത jest liczbą rzeczy-

wistą i wynosi 
z ൅ zത ൌ 2Re z 

 iloczyn danej liczby zespolonej z i liczby do niej sprzężonej zത jest nieujemną 
liczbą rzeczywistą i wynosi 

𝑧 ⋅ 𝑧̅ ൌ |𝑧|ଶ 
Uwaga: Wykorzystując sprzężenie liczby zespolonej, iloraz liczb zespolonych można 
zapisać w postaci: 

 ୸భ
୸మ
∙
୸మ
୸మ
ൌ

୸భ∙୸మ
|୸మ|మ

  (1.8) 

Przykład 1.8.2. 
Wykonać dzielenie liczb zespolonych zଵ oraz zଶ, wykorzystując sprzężenie. 

 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖  
 zଵ ൌ 4 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 5 െ 2𝑖 
 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 1 ൅ 𝑖 
 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 2 െ 3𝑖 
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Rozwiązanie 
 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 5 ൅ 𝑖  
୸భ
୸మ
ൌ

ଶାଷ௜

ହା௜
⋅
ହି௜

ହି௜
ൌ

ሺଶାଷ௜ሻ⋅ሺହି௜ሻ

ቀඥହమ+1మቁ
మ ൌ

ଵ

ଶ
൅

ଵ

ଶ
𝑖  

 zଵ ൌ 4 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 5 െ 2𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

ସା௜

ହିଶ௜
⋅
ହାଶ௜

ହାଶ௜
ൌ

ሺସା௜ሻ⋅ሺହାଶ௜ሻ

29
ൌ

18
29
൅

13
29
𝑖  

 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 1 ൅ 𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

ଵି௜

ଵା௜
⋅
ଵି௜

ଵି௜
ൌ

ሺଵି௜ሻమ

ଶ
ൌ

ଵିଶ௜ା௜మ

ଶ
ൌ െ𝑖  

 zଵ ൌ 2 ൅ 3𝑖  , zଶ ൌ 2 െ 3𝑖 
୸భ
୸మ
ൌ

ଶାଷ௜

ଶିଷ௜
⋅
ଶାଷ௜

ଶାଷ௜
ൌ

ሺଶାଷ௜ሻమ

13
ൌ െ

ହ

13
൅

12
13
𝑖  

1.9. Postać trygonometryczna liczby zespolonej 

Opierając się na postaci algebraicznej liczby zespolonej z oraz jej interpretacji geo-
metrycznej, można zauważyć kąt α. 

  
Wyznaczając sinα oraz cosα, otrzymuje się: 

 sinα ൌ
௕

|୸|
      oraz    cosα ൌ

௔

|୸|
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Z powyższych równości można wyznaczyć 𝑎 i 𝑏: 

 𝑎 ൌ |𝑧|𝑐𝑜𝑠𝛼     oraz      𝑏 ൌ |𝑧|𝑠𝑖𝑛𝛼 

Na podstawie powyższego liczbę zespoloną 𝑧 można przedstawić w innej postaci 

𝑧 ൌ |𝑧| ∙ ሺ𝑐𝑜𝑠𝛼 ൅ 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼ሻ 

którą nazywa się postacią trygonometryczną liczby zespolonej 𝑧. 

Definicja postaci trygonometrycznej liczby zespolonej 
Postać trygonometryczną liczby zespolonej 𝑧 przedstawia się jako: 

 z ൌ |z|ሺcosα ൅ 𝑖sinαሻ ൌ rሺcosα ൅ 𝑖 sinαሻ  (1.9) 

gdzie:  
|z| ൌ r  –  moduł liczby zespolonej (długość promienia wodzącego), 
α  –  kąt pomiędzy osią biegunową a promieniem wodzącym (argument 

liczby zespolonej) 

 ቐ
sinα ൌ

௕

|୸|
ൌ

௕

√௔మା௕మ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

௔

√௔మା௕మ
 
  

Przykład 1.9.1. 
Przedstawić w postaci trygonometrycznej liczbę zespoloną z. 

 z ൌ 1 ൅ 𝑖, 
 z ൌ 6 െ 6𝑖 
 z ൌ െ1 െ √3𝑖 
 z ൌ 2𝑖 

Rozwiązanie 
 z ൌ 1 ൅ 𝑖 

Aby podaną liczbę zespoloną z przedstawić w postaci trygonometrycznej, należy 
najpierw obliczyć moduł tej liczby 
|z| ൌ ඥ1ଶ+1ଶ ൌ √2  
Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

ቑ  
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Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że 𝛼 ൌ గ

ସ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ √2 ቀcos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
ቁ  

 z ൌ 6 െ 6𝑖 
Aby podaną liczbę zespoloną z przedstawić w postaci trygonometrycznej, należy 
najpierw obliczyć moduł tej liczby 
|z| ൌ ඥ6ଶ ൅ ሺെ6ሻଶ ൌ 6√2  
Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ି଺

଺√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

଺

଺√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
   
ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że 𝛼 ൌ ଻గ

ସ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ 6√2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ  

 z ൌ െ1 െ √3𝑖 
Aby podaną liczbę zespoloną z przedstawić w postaci trygonometrycznej, należy 
najpierw obliczyć moduł tej liczby 

|z| ൌ ටሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ√3ሻଶ ൌ 2  

Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ି√ଷ

ଶ
ൌ െ√ଷ

ଶ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ିଵ

ଶ
ൌ െ

ଵ

ଶ
    
ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że 𝛼 ൌ ସగ

ଷ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ 2 ቀcos

ସ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ସ஠

ଷ
ቁ  

 z ൌ 2𝑖 
Aby podaną liczbę zespoloną z przedstawić w postaci trygonometrycznej, należy 
najpierw obliczyć moduł tej liczby 
|z| ൌ √0ଶ ൅ 2ଶ ൌ 2  
Następnie wyznacza się  
sinα ൌ

௕

|୸|
ൌ

ଶ

ଶ
ൌ 1

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

଴

ଶ
ൌ 0

ቑ  
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Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że 𝛼 ൌ గ

ଶ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ 2 ቀcos

஠

ଶ
൅ 𝑖 sin

஠

ଶ
ቁ  

1.10. Działania na liczbach zespolonych 
w postaci trygonometrycznej 

Na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej można wykonywać działania: 
mnożenia, dzielenia, potęgowania i pierwiastkowania. 

Niech dane będą dwie liczby zespolone 

 zଵ ൌ rଵሺcosαଵ ൅ 𝑖 sinαଵሻ  oraz  zଶ ൌ rଶሺcosαଶ ൅ 𝑖 sinαଶሻ 

 Mnożenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 

 zଵ ∙ zଶ ൌ rଵሺcosαଵ ൅ 𝑖 sinαଵሻ ∙ rଶሺcosαଶ ൅ 𝑖 sinαଶሻ ൌ  
 ൌ rଵ ∙ rଶ ∙ ൫cosሺαଵ ൅ αଶሻ ൅ 𝑖sinሺαଵ ൅ αଶሻ൯  (1.10) 

Przykład 1.10.1. 
Wykonać mnożenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej. 

 zଵ ൌ √3 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 1 ൅ √3𝑖  
 zଵ ൌ 2  , zଶ ൌ െ1 ൅ √3𝑖  
 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 2 ൅ 2√3𝑖  
 zଵ ൌ 1 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 6 െ 6𝑖 

Rozwiązanie 
 zଵ ൌ √3 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 1 ൅ √3𝑖 

Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 

|zଵ| ൌ ට√3
ଶ

+1ଶ ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଵ ൌ

ଵ

ଶ
  

cosαଵ ൌ
√ଷ

ଶ

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
గ

଺
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Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଵ ൌ 2 ቀcos

஠

଺
൅ 𝑖 sin

஠

଺
ቁ  

Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 

|zଶ| ൌ ට1ଶ ൅ √3
ଶ
ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଶ ൌ

√ଷ

ଶ

cosαଶ ൌ
ଵ

ଶ
  
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
஠

ଷ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 2 ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ  

Należy wykonać mnożenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
zଵ ∙ zଶ ൌ 2 ቀcos

஠

଺
൅ 𝑖 sin

஠

଺
ቁ ∙ 2 ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ ൌ  

ൌ 4 ቀcos ቀ
஠

଺
൅

஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖sin ቀ

஠

଺
൅

஠

ଷ
ቁ ቁ ൌ 4 ቀcos

஠

ଶ
൅ 𝑖sin

஠

ଶ
ቁ  

 zଵ ൌ 2  , zଶ ൌ െ1 ൅ √3𝑖  
Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 
|zଵ| ൌ ඥ2ଶ+0ଶ ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଵ ൌ

଴

ଶ
ൌ 0

cosαଵ ൌ
ଶ

ଶ
ൌ 1

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ 0   
Stąd w postaci trygonometrycznej   
zଵ ൌ 2ሺcos 0 ൅ i sin 0ሻ  
Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 

|zଶ| ൌ ටሺെ1ሻଶ ൅ √3
ଶ
ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଶ ൌ

√ଷ

ଶ
    

cosαଶ ൌ െ
ଵ

ଶ
  
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
ଶ஠

ଷ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 2 ቀcos

ଶ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ଶ஠

ଷ
ቁ  
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Należy wykonać mnożenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
zଵ ∙ zଶ ൌ 2ሺcos 0 ൅ 𝑖 sin 0ሻ ∙ 2 ቀcos

ଶ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ଶ஠

ଷ
ቁ ൌ  

ൌ 4 ቀcos ቀ0 ൅
ଶ஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖sin ቀ0 ൅

ଶ஠

ଷ
ቁ ቁ ൌ 4 ቀcos

ଶ஠

ଷ
൅ 𝑖sin

ଶ஠

ଷ
ቁ  

 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 2 ൅ 2√3𝑖 
Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 

|zଵ| ൌ ට1ଶ+(-1)ଶ ൌ √2  

ቐ
sinαଵ ൌ

ିଵ

√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ

cosαଵ ൌ
ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
    

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
଻஠

ସ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଵ ൌ √2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ  

Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 

|zଶ| ൌ ට2ଶ ൅ ሺ2√3ሻଶ ൌ √16 ൌ 4  

ቐ
sinαଶ ൌ

ଶ√ଷ

ସ
ൌ √ଷ

ଶ

cosαଶ ൌ
ଶ

ସ
ൌ

ଵ

ଶ
      

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
஠

ଷ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 4 ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ  

Należy wykonać mnożenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
zଵ ∙ zଶ ൌ √2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ ∙ 4 ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ ൌ  

ൌ 4√2 ቀcos ቀ
଻஠

ସ
൅

஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖sin ቀ

଻஠

ସ
൅

஠

ଷ
ቁ ቁ ൌ 4√2 ቀcos

ଶହ஠

ଵଶ
൅ 𝑖sin

ଶହ஠

ଵଶ
ቁ ൌ  

ൌ 4√2 ቀcos
஠

ଵଶ
൅ 𝑖sin

஠

ଵଶ
ቁ  

co wynika z okresowości funkcji sinus i cosinus: 
sin ቀ2π ൅

஠

ଵଶ
ቁ ൌ sin

஠

ଵଶ
  oraz cos ቀ2π ൅

஠

ଵଶ
ቁ ൌ cos

஠

ଵଶ
  

 zଵ ൌ 1 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 6 െ 6𝑖 
Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 
|zଵ| ൌ ඥ1ଶ+1ଶ ൌ √2  
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ቐ
sinαଵ ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

cosαଵ ൌ
ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
஠

ସ
   

Stąd w postaci trygonometrycznej   
zଵ ൌ √2 ቀcos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
ቁ  

Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 
|zଶ| ൌ ඥ6ଶ ൅ ሺെ6ሻଶ ൌ √72 ൌ 6√2  

ቐ
sinαଶ ൌ

ି଺

଺√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ

cosαଶ ൌ
଺

଺√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
     

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
଻஠

ସ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 6√2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ  

Należy wykonać mnożenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
zଵ ∙ zଶ ൌ √2 ቀcos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
ቁ ∙ 6√2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ ൌ  

ൌ 12 ቀcos ቀ
஠

ସ
൅

଻஠

ସ
ቁ ൅ 𝑖sin ቀ

஠

ସ
൅

଻஠

ସ
ቁ ቁ ൌ 12ሺcos2π ൅ 𝑖sin2πሻ ൌ  

ൌ 12ሺcos0 ൅ 𝑖sin0ሻ  
co wynika z okresowości funkcji sinus i cosinus: 
sinሺ2π ൅ 0ሻ ൌ sin 0 oraz cosሺ2π ൅ 0ሻ ൌ cos 0 

 Dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 

 ୰భሺୡ୭ୱ஑భା௜ୱ୧୬஑భ ሻ 

୰మሺୡ୭ୱ஑మା௜ୱ୧୬஑మ ሻ
ൌ

୰భ
୰మ
ሺcosሺαଵ െ αଶሻ ൅ 𝑖 sinሺαଵ െ αଶሻሻ (1.11) 

Przykład 1.10.2. 
Wykonać dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej. 

 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 1 ൅ 𝑖   
 zଵ ൌ √3 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 1+√3𝑖 
 zଵ ൌ 2  , zଶ ൌ െ1+√3𝑖 
 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 2+2√3𝑖 
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Rozwiązanie 
 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 1 ൅ 𝑖 

Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 

|zଵ| ൌ ට1ଶ+(-1)ଶ ൌ √2  

ቐ
sinαଵ ൌ

ିଵ

√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ

cosαଵ ൌ
ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
    

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
଻஠

ସ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej   
zଵ ൌ √2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ  

Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 
|zଵ| ൌ ඥ1ଶ+1ଶ ൌ √2  

ቐ
sinαଵ ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

cosαଵ ൌ
ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
஠

ସ
   

Stąd w postaci trygonometrycznej   
zଵ ൌ √2 ቀcos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
ቁ  

Należy wykonać dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
௭భ
௭మ
ൌ

√ଶቀୡ୭ୱ
ళಘ
ర

 ା ௜ ୱ୧୬
ళಘ
ర
ቁ

√ଶቀୡ୭ୱ
ಘ
ర

 ା ௜ ୱ୧୬
ಘ
ర
ቁ
ൌ √ଶ

√ଶ
ቀcos ቀ

଻஠

ସ
െ

஠

ସ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ

଻஠

ସ
െ

஠

ସ
ቁቁ ൌ  

ൌ cos
଺஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଺஠

ସ
ൌ cos

ଷ஠

ଶ
൅ 𝑖 sin

ଷ஠

ଶ
  

 zଵ ൌ √3 ൅ 𝑖  , zଶ ൌ 1+√3𝑖 
Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 

|zଵ| ൌ ට√3
ଶ

+1ଶ ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଵ ൌ

ଵ

ଶ
   

cosαଵ ൌ
√ଷ

ଶ

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
గ

଺
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Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଵ ൌ 2 ቀcos

஠

଺
൅ 𝑖 sin

஠

଺
ቁ  

Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 

|zଶ| ൌ ට1ଶ ൅ √3
ଶ
ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଶ ൌ

√ଷ

ଶ

cosαଶ ൌ
ଵ

ଶ
  
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
஠

ଷ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 2 ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ  

Należy wykonać dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
୸భ
୸మ
ൌ

ଶቀୡ୭ୱ
ಘ
ల
ା௜ ୱ୧୬

ಘ
ల
ቁ

ଶቀୡ୭ୱ
ಘ
య
ା௜ ୱ୧୬

ಘ
య
ቁ
ൌ cos ቀ

஠

଺
െ

஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ

஠

଺
െ

஠

ଷ
ቁ ൌ  

ൌ cos ቀെ
஠

଺
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀെ

஠

଺
ቁ ൌ cos

஠

଺
െ 𝑖 sin

஠

଺
 

Skorzystano z parzystości i nieparzystości funkcji trygonometrycznych:  
sinሺ െ xሻ ൌ െ sin x  oraz  cosሺ െ xሻ ൌ cos x 

 zଵ ൌ 2  , zଶ ൌ െ1+√3𝑖 
Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 
|zଵ| ൌ ඥ2ଶ+0ଶ ൌ √4 ൌ 2 

ቐ
sinαଵ ൌ

଴

ଶ
ൌ 0

cosαଵ ൌ
ଶ

ଶ
ൌ 1

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ 0   
Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଵ ൌ 2ሺcos 0 ൅ 𝑖 sin 0ሻ  
Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 

|zଶ| ൌ ටሺെ1ሻଶ ൅ √3
ଶ
ൌ √4 ൌ 2  

ቐ
sinαଶ ൌ

√ଷ

ଶ
    

cosαଶ ൌ െ
ଵ

ଶ
  
  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
ଶ஠

ଷ
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Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 2 ቀcos

ଶ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ଶ஠

ଷ
ቁ  

Należy wykonać dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
୸భ
୸మ
ൌ

ଶሺୡ୭ୱ଴ା௜ ୱ୧୬ ଴ሻ

ଶቀୡ୭ୱ
మಘ
య
ା௜ ୱ୧୬

మಘ
య
ቁ
ൌ cos ቀെ

ଶ஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀെ

ଶ஠

ଷ
ቁ ൌ cos

ଶ஠

ଷ
െ 𝑖 sin

ଶ஠

ଷ
  

 zଵ ൌ 1 െ 𝑖  , zଶ ൌ 2+2√3𝑖 
Liczby zostały podane w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
je do postaci trygonometrycznej: 

|zଵ| ൌ ට1ଶ+(-1)ଶ ൌ √2  

ቐ
sinαଵ ൌ

ିଵ

√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ

cosαଵ ൌ
ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
    

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଵ ൌ
଻஠

ସ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଵ ൌ √2 ቀcos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
ቁ  

Podobnie sprowadza się do postaci trygonometrycznej liczbę zଶ: 

|zଶ| ൌ ට2ଶ ൅ ሺ2√3ሻଶ ൌ √16 ൌ 4  

ቐ
sinαଶ ൌ

ଶ√ଷ

ସ
ൌ √ଷ

ଶ

cosαଶ ൌ
ଶ

ସ
ൌ

ଵ

ଶ
      

  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że αଶ ൌ
஠

ଷ
 

Stąd w postaci trygonometrycznej    
zଶ ൌ 4 ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ  

Należy wykonać dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 
୸భ
୸మ
ൌ

√ଶቀୡ୭ୱ
ళಘ
ర
ା௜ ୱ୧୬

ళಘ
ర
ቁ

ସቀୡ୭ୱ
ಘ
య
ା௜ ୱ୧୬

ಘ
య
ቁ
ൌ √ଶ

ସ
ቀcos ቀ

଻஠

ସ
െ

஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ

଻஠

ସ
െ

஠

ଷ
ቁቁ ൌ  

ൌ √ଶ

ସ
ቀcos

17஠
12
൅ 𝑖 sin

17஠
12
ቁ  

 Potęgowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 

 ሾ|z|ሺcosα ൅ 𝑖 sinαሻሿ୬ ൌ |z|୬ሺcosnα ൅ 𝑖sinnαሻ (1.12) 

Powyższy wzór nazywa się wzorem de Moivre’a. 
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Przykład 1.10.3. 
Korzystając ze wzoru de Moivre’a, obliczyć zଵ଴ liczb zespolonych. 

 z ൌ 1 ൅ 𝑖 

 z ൌ
ଵ

ଶ
െ √ଷ

ଶ
𝑖 

 z ൌ െ√3 ൅ 𝑖 
 z ൌ െ√6 െ √2𝑖 

Rozwiązanie 
 z ൌ 1 ൅ 𝑖 

Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 
|z| ൌ ඥ1ଶ+1ଶ ൌ √2  
Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ

ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ஠

ସ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ √2 ቀcos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a, otrzymuje się 

ሾ|z|ሺcosα ൅ 𝑖 sinαሻሿ10 ൌ ቂ√2 ቀcos
஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
ቁቃ

10
ൌ  

ൌ √2
10
ቀcos 10 ⋅

஠

ସ
൅ 𝑖 sin 10 ⋅

஠

ସ
ቁ ൌ 2ହ ቀcos

ହ஠

ଶ
൅ 𝑖 sin

ହ஠

ଶ
ቁ ൌ  

ൌ 32 ቀcos ቀ2π ൅
஠

ଶ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ2π ൅

஠

ଶ
ቁቁ ൌ 32 ቀcos

஠

ଶ
൅ 𝑖 sin

஠

ଶ
ቁ  

 z ൌ
ଵ

ଶ
െ √ଷ

ଶ
𝑖  

Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 

|z| ൌ ටቀଵ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ቀെ √ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ 1  

Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ି√
య
మ

ଵ
ൌ െ√ଷ

ଶ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

భ
మ

ଵ
ൌ

ଵ

ଶ
        ⎭

⎬

⎫
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Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ହ஠

ଷ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ ቀcos

ହ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ହ஠

ଷ
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a, otrzymuje się 

ሾ|z|ሺcosα ൅ 𝑖 sinαሻሿ10 ൌ ቂ1 ⋅ ቀcos
ହ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ହ஠

ଷ
ቁቃ

10
ൌ  

ൌ ቀcos 1 0 ⋅
ହ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin 1 0 ⋅

ହ஠

ଷ
ቁ ൌ ൌ cos

50஠
ଷ
൅ 𝑖 sin

50஠
ଷ
ൌ  

ൌ cos ቀ16π ൅ ଶ஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ16π ൅ ଶ஠

ଷ
ቁ ൌ cos

ଶ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ଶ஠

ଷ
  

 z ൌ െ√3 ൅ 𝑖 
Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 

|z| ൌ ට൫െ√3൯
ଶ

+1ଶ ൌ 2  

Następnie wyznacza się  
sinα ൌ

௕

|୸|
ൌ

ଵ

ଶ
     

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ି√ଷ

ଶ

ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ହ஠

଺
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ 2 ቀcos

ହ஠

଺
൅ 𝑖 sin

ହ஠

଺
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a, otrzymuje się 

ሾ|z|ሺcosα ൅ 𝑖 sinαሻሿ10 ൌ ቂ2 ⋅ ቀcos
ହ஠

଺
൅ 𝑖 sin

ହ஠

଺
ቁቃ

10
ൌ  

ൌ 210 ⋅ ቀcos 10 ⋅
ହ஠

଺
൅ 𝑖 sin 10 ⋅

ହ஠

଺
ቁ ൌ 210 ⋅ ቀcos

25஠
ଷ
൅ 𝑖 sin

25஠
ଷ
ቁ ൌ  

ൌ 210 ⋅ ቀcos ቀ8π ൅
஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ8π ൅

஠

ଷ
ቁቁ ൌ 210 ⋅ ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ  

 z ൌ െ√6 െ √2𝑖 
Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 

|z| ൌ ට൫െ√6൯
ଶ

+൫െ√2൯
ଶ
ൌ 2√2  

Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ି√ଶ

ଶ√ଶ
ൌ െ

ଵ

ଶ
    

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ି√଺

ଶ√ଶ
ൌ െ√ଷ

ଶ

ቑ  
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Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ଻஠

଺
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ 2√2 ቀcos

଻஠

଺
൅ 𝑖 sin

଻஠

଺
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a, otrzymuje się 

ሾ|z|ሺcosα ൅ 𝑖 sinαሻሿ10 ൌ ቂ2√2 ⋅ ቀcos
଻஠

଺
൅ 𝑖 sin

଻஠

଺
ቁቃ

10
ൌ  

ൌ ൫2√2൯
10
⋅ ቀcos

70஠
଺
൅ 𝑖 sin

70஠
଺
ቁ ൌ  

ൌ 215 ⋅ ቀcos ቀ10π ൅ ହ஠

ଷ
ቁ ൅ 𝑖 sin ቀ10π ൅ ହ஠

ଷ
ቁቁ ൌ 215 ⋅ ቀcos

ହ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ହ஠

ଷ
ቁ  

 Pierwiastkowanie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej 

 z୩ ൌ ඥ|z|౤ ⋅ ቀcos
஑ାଶ୩஠

୬
൅ 𝑖 sin

஑ାଶ୩஠

୬
ቁ     dla k ൌ 0,1, … , n-1 (1.13) 

Uwaga 1: Przed zastosowaniem wzoru na pierwiastki z liczby zespolonej z liczbę tę 
należy przedstawić w postaci trygonometrycznej. 
Uwaga 2: Liczba pierwiastków z liczby zespolonej jest równa stopniowi pierwiastka. 

Przykład 1.10.4. 
Stosując postać trygonometryczną, obliczyć pierwiastek liczby zespolonej. 

 √െ1ర  
 √-1 ൅ 𝑖య  
 √𝑖

ల  

 ඥ2-2√3𝑖
ఱ

 

Rozwiązanie 
 √െ1ర  

Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 
|z| ൌ ඥሺെ1ሻଶ+ሺ0ሻଶ ൌ 1  
Następnie wyznacza się  
sinα ൌ

௕

|୸|
ൌ

଴

ଵ
ൌ 0      

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ିଵ

ଵ
ൌ െ1

ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ π 
Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ ሺcosπ ൅ 𝑖 sinπሻ  

  



35 

Podstawiając do wzoru de Moivre’a 
z୩ ൌ ඥ|z|౤ ⋅ ቀcos

஠ାଶ୩஠

୬
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ୩஠

୬
ቁ  

należy zauważyć, że stopień pierwiastka wynosi 4, więc zgodnie z Uwagą 2 ist-
nieją cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczyć, należy za k 
wstawiać kolejno: 0, 1, 2, 3.    
z଴ ൌ √zర ൌ √1ర ⋅ ቀcos

஠ାଶ⋅଴⋅஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ⋅଴⋅஠

ସ
ቁ ൌ cos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
  

zଵ ൌ √zర ൌ √1ర ⋅ ቀcos
஠ାଶ⋅ଵ⋅஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ⋅ଵ⋅஠

ସ
ቁ ൌ cos

ଷ஠

ସ
൅ 𝑖 sin

ଷ஠

ସ
  

zଶ ൌ √zర ൌ √1ర ⋅ ቀcos
஠ାଶ⋅ଶ⋅஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ⋅ଶ⋅஠

ସ
ቁ ൌ cos

ହ஠

ସ
൅ 𝑖 sin

ହ஠

ସ
  

zଷ ൌ √zర ൌ √1ర ⋅ ቀcos
஠ାଶ⋅ଷ⋅஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ⋅ଷ⋅஠

ସ
ቁ ൌ cos

଻஠

ସ
൅ 𝑖 sin

଻஠

ସ
   

 √-1 ൅ 𝑖య  
Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 
|z| ൌ ඥሺെ1ሻଶ+1ଶ ൌ √2  
Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
      

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ିଵ

√ଶ
ൌ െ√ଶ

ଶ
  
ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ଷ஠

ସ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ √2 ቀcos

ଷ஠

ସ
൅ 𝑖 sin

ଷ஠

ସ
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a 

z୩ ൌ ඥ|z|౤ ⋅ ൬cos
π ൅ 2kπ

n
൅ 𝑖 sin

π ൅ 2kπ
n

൰ 

należy zauważyć, że stopień pierwiastka wynosi 3, więc zgodnie z Uwagą 2 ist-
nieją cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczyć, należy za k 
wstawiać kolejno: 0, 1, 2.    

z଴ ൌ √1య ⋅ ቆcos
యಘ
ర
ାଶ⋅଴⋅஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

యಘ
ర
ାଶ⋅଴⋅஠

ଷ
ቇ ൌ cos

஠

ସ
൅ 𝑖 sin

஠

ସ
  

zଵ ൌ √1య ⋅ ቆcos
యಘ
ర
ାଶ⋅ଵ⋅஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

యಘ
ర
ାଶ⋅ଵ⋅஠

ଷ
ቇ ൌ cos

11஠
12
൅ 𝑖 sin

11஠
12

  

zଶ ൌ √1య ⋅ ቆcos
యಘ
ర
ାଶ⋅ଶ⋅஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

యಘ
ర
ାଶ⋅ଶ⋅஠

ଷ
ቇ ൌ cos

19஠
12
൅ 𝑖 sin

19஠
12
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 √𝑖
ల  
Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 
|z| ൌ √0ଶ+1ଶ ൌ 1  
Następnie wyznacza się  
sinα ൌ

௕

|୸|
ൌ

ଵ

ଵ
ൌ 1

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

଴

ଵ
ൌ 0

ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ஠

ଶ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ ቀcos

஠

ଶ
൅ 𝑖 sin

஠

ଶ
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a 
z୩ ൌ ඥ|z|౤ ⋅ ቀcos

஠ାଶ୩஠

୬
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ୩஠

୬
ቁ  

należy zauważyć, że stopień pierwiastka wynosi 6, więc zgodnie z Uwagą 2 ist-
nieją cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczyć, należy za k 
wstawiać kolejno: 0, 1, 2, 3, 4, 5.    

z଴ ൌ √1ల ⋅ ൬cos
ಘ
మ
ାଶ⋅଴⋅஠

଺
൅ 𝑖 sin

ಘ
మ
ାଶ⋅଴⋅஠

଺
൰ ൌ cos

஠

12
൅ 𝑖 sin

஠

12
  

zଵ ൌ √1ల ⋅ ൬cos
ಘ
మ
ାଶ⋅ଵ⋅஠

଺
൅ 𝑖 sin

ಘ
మ
ାଶ⋅ଵ⋅஠

଺
൰ ൌ cos

ହ஠

12
൅ 𝑖 sin

ହ஠

12
  

zଶ ൌ √1ల ⋅ ൬cos
ಘ
మ
ାଶ⋅ଶ⋅஠

଺
൅ 𝑖 sin

ಘ
మ
ାଶ⋅ଶ⋅஠

଺
൰ ൌ cos

ଽ஠

12
൅ 𝑖 sin

ଽ஠

12
  

zଷ ൌ √1ల ⋅ ൬cos
ಘ
మ
ାଶ⋅ଷ⋅஠

଺
൅ 𝑖 sin

ಘ
మ
ାଶ⋅ଷ⋅஠

଺
൰ ൌ cos

13஠
12
൅ 𝑖 sin

13஠
12

  

zସ ൌ √1ల ⋅ ൬cos
ಘ
మ
ାଶ⋅ସ⋅஠

଺
൅ 𝑖 sin

ಘ
మ
ାଶ⋅ସ⋅஠

଺
൰ ൌ cos

17஠
12
൅ 𝑖 sin

17஠
12

  

zହ ൌ √1ల ⋅ ൬cos
ಘ
మ
ାଶ⋅ହ⋅஠

଺
൅ 𝑖 sin

ಘ
మ
ାଶ⋅ହ⋅஠

଺
൰ ൌ cos

21஠
12
൅ 𝑖 sin

21஠
12

   

 ඥ2-2√3𝑖
ఱ

 
Liczba została podana w postaci algebraicznej, zatem najpierw trzeba sprowadzić 
ją do postaci trygonometrycznej: 

|z| ൌ ට2ଶ+൫-2√3൯
ଶ
ൌ 4  
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Następnie wyznacza się  

sinα ൌ
௕

|୸|
ൌ

-2√ଷ
ସ
ൌ

-√ଷ
ଶ

cosα ൌ
௔

|୸|
ൌ

ଶ

ସ
ൌ

ଵ

ଶ
        

ቑ  

Z tabeli 1.7.1 można odczytać, że α ൌ ହ஠

ଷ
 

Zatem liczbę zespoloną z można zapisać w postaci trygonometrycznej jako: 
z ൌ 4 ቀcos

ହ஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

ହ஠

ଷ
ቁ  

Podstawiając do wzoru de Moivre’a 
z୩ ൌ ඥ|z|౤ ⋅ ቀcos

஠ାଶ୩஠

୬
൅ 𝑖 sin

஠ାଶ୩஠

୬
ቁ  

należy zauważyć, że stopień pierwiastka wynosi 5, więc zgodnie z Uwagą 2 ist-
nieją cztery pierwiastki z danej liczby zespolonej. Aby je wyznaczyć, należy za k 
wstawiać kolejno: 0, 1, 2, 3, 4.    

z଴ ൌ √4ఱ ⋅ ቆcos
ఱಘ
య
ାଶ⋅଴⋅஠

ହ
൅ 𝑖 sin

ఱಘ
య
ାଶ⋅଴⋅஠

ହ
ቇ  ൌ √4ఱ ⋅ ቀcos

஠

ଷ
൅ 𝑖 sin

஠

ଷ
ቁ 

zଵ ൌ √4ఱ ⋅ ቆcos
ఱಘ
య
ାଶ⋅ଵ⋅஠

ହ
൅ 𝑖 sin

ఱಘ
య
ାଶ⋅ଵ⋅஠

ହ
ቇ ൌ √4ఱ ⋅ ቀcos

11஠
15
൅ 𝑖 sin

11஠
15
ቁ 

zଶ ൌ √4ఱ ⋅ ቆcos
ఱಘ
య
ାଶ⋅ଶ⋅஠

ହ
൅ 𝑖 sin

ఱಘ
య
ାଶ⋅ଶ⋅஠

ହ
ቇ ൌ  √4ఱ ⋅ ቀcos

17஠
15
൅ 𝑖 sin

17஠
15
ቁ 

zଷ ൌ √4ఱ ⋅ ቆcos
ఱಘ
య
ାଶ⋅ଷ⋅஠

ହ
൅ 𝑖 sin

ఱಘ
య
ାଶ⋅ଷ⋅஠

ହ
ቇ ൌ  √4ఱ ⋅ ቀcos

23஠
15
൅ 𝑖 sin

23஠
15
ቁ  

zସ ൌ √4ఱ ⋅ ቆcos
ఱಘ
య
ାଶ⋅ସ⋅஠

ହ
൅ 𝑖 sin

ఱಘ
య
ାଶ⋅ସ⋅஠

ହ
ቇ ൌ √4ఱ ⋅ ቀcos

29஠
15
൅ 𝑖 sin

29஠
15
ቁ  
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2. CIĄGI I SZEREGI LICZBOWE 

Po zapoznaniu się z treścią rozdziału drugiego można bez trudu: 
 zdefiniować pojęcie ciągu liczbowego, 
 zbadać monotoniczność ciągu, 
 zdefiniować ciąg arytmetyczny i ciąg geometryczny, 
 obliczać granice różnych rodzajów ciągów,  
 zdefiniować pojęcie szeregu liczbowego, 
 zbadać zbieżność szeregu liczbowego.  

2.1. Pojęcie ciągu liczbowego 

Dość naturalnym pojęciem w matematyce jest ciąg liczbowy, przez który należy ro-
zumieć uporządkowany, według określonej reguły, ciąg liczb.  

Przykład 2.1.1. 
1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . , k െ 1, k, k ൅ 1  –  ciąg kolejnych liczb naturalnych. 
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, …  –  ciąg kolejnych liczb parzystych dodatnich. 
ଵ

ଵ
,  
ଵ

ଶ
,  
ଵ

ଷ
, … ,  

ଵ

୩ିଵ
,  
ଵ

୩
,  

ଵ

୩ାଵ
  –  ciąg odwrotności kolejnych liczb naturalnych. 

2, 4, 8, 16, 32, …  –  ciąg kolejnych potęg liczby 2. 
3,െ1, 2, 5,െ7  –  ciąg liczbowy skończony. 
0,3,  0,03,  0,003,  0,0003, …  –  ciąg liczbowy nieskończony.  

Definicja ciągu liczbowego 
Jeżeli każdej liczbie naturalnej przyporządkowana została jakaś liczba rzeczywista, 
to mówi się, że został określony ciąg liczbowy (nieskończony). Formalnie oznacza 
to, że ciąg liczbowy jest funkcją o dziedzinie będącej zbiorem liczb naturalnych 
𝑎: N → R. 

Przyporządkowanie liczbom naturalnym wartości ciągu (tak jak wartości funk-
cji) odbywa się według pewnej reguły, którą nazywa się wzorem ciągu (tak jak wzór 
funkcji). Wartość ciągu (podobnie jak wartość funkcji) dla konkretnej liczby natu-
ralnej n nazywa się n-tym wyrazem ciągu i oznacza symbolem 𝑎௡. Można 
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powiedzieć, że wyraz ciągu liczbowego jest elementem tego ciągu, czyli po prostu 
jedną z liczb. 

Przykład 2.1.2. 
Dla ciągu liczbowego 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21 … pierwszym wyrazem jest liczba 3, dru-
gim wyrazem jest liczba 6, piątym wyrazem jest liczba 15 itd. Krócej można by zapi-
sać to tak: 𝑎ଵ ൌ 5,𝑎ଶ ൌ 6,𝑎ହ ൌ 15. 

Z uwagi na fakt, że ciąg zawsze musi pokazywać pewną regułę (porządek), to 
można traktować go jak funkcję. Jednak należy pamiętać, że jest to taka funkcja, któ-
rej argumentami są liczby naturalne. 

Przykład 2.1.3. 
Niech dana będzie funkcja fሺnሻ ൌ 3n dla n ∈ N. 

Ta funkcja dla kolejnych argumentów n przyjmuje następujące wartości: 
fሺ1ሻ ൌ 3 ⋅ 1 ൌ  3,  fሺ2ሻ ൌ 3 ⋅ 2 ൌ 6,  fሺ3ሻ  ൌ 3 ⋅ 3 ൌ 9,  fሺ4ሻ ൌ 3 ⋅ 4 ൌ  12,  
fሺ5ሻ ൌ 3 ⋅ 5 ൌ 15, … itd.  
Zatem ta funkcja opisuje ciąg kolejnych liczb podzielnych przez 3: 3, 6, 9, 12, 15, ... 

Przykład 2.1.4. 
Niech dana będzie funkcja fሺnሻ ൌ ଵ

୬మ
  dla n ∈ N. 

Ta funkcja dla kolejnych argumentów n przyjmuje następujące wartości: 
fሺ1ሻ ൌ

ଵ

ଵమ
ൌ 1, fሺ2ሻ ൌ

ଵ

ଶమ
ൌ

ଵ

ସ
, fሺ3ሻ ൌ

ଵ

ଷమ
ൌ

ଵ

ଽ
, fሺ4ሻ ൌ

ଵ

ସమ
ൌ

ଵ

ଵ଺
, … itd. 

Zatem ta funkcja opisuje ciąg odwrotności kwadratów kolejnych liczb natural-

nych: 1,
ଵ

ସ
,
ଵ

ଽ
,
ଵ

ଵ଺
,
ଵ

ଶହ
, … 

Regułę (funkcję), według której powstaje dany ciąg, można wyrazić wzorem 
ogólnym ciągu.  

Zamiast pisać fሺnሻ ൌ 3n dla n ∈ N, można zapisać 𝑎௡ ൌ 3𝑛. 
Zamiast pisać fሺnሻ  ൌ  

ଵ

୬మ
 dla n ∈ N, można zapisać 𝑎௡ ൌ

ଵ

୬మ
. 

Wzór ogólny ciągu pozwala wyznaczać kolejne wyrazy tego ciągu.  

Przykład 2.1.5. 
Wiedząc, że 𝑎௡ ൌ 3n dla n ∈ N, wyznaczyć piąty i siódmy wyraz tego ciągu. 

Rozwiązanie 
W celu obliczenia piątego wyrazu danego ciągu należy do wzoru wstawić liczbę n ൌ 5. 
Wówczas otrzyma się 𝑎ହ ൌ 15. 
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W celu obliczenia siódmego wyrazu danego ciągu należy do wzoru wstawić 
liczbę n ൌ 7. Wówczas otrzyma się 𝑎଻ ൌ 21. 

Przykład 2.1.6. 
Wiedząc, że 𝑎௡ ൌ

ଵ

୬మ
 dla 𝑛 ∈ N, wyznaczyć trzeci i szósty wyraz tego ciągu. 

Rozwiązanie 
W celu obliczenia trzeciego wyrazu danego ciągu należy do wzoru wstawić liczbę 𝑛 ൌ 3. 
Wówczas otrzyma się  𝑎ଷ ൌ

ଵ

ଽ
. 

W celu obliczenia szóstego wyrazu danego ciągu należy do wzoru wstawić liczbę 
𝑛 ൌ 6. Wówczas otrzyma się  𝑎଺ ൌ

ଵ

ଷ଺
. 

2.2. Monotoniczność ciągu 

Wartości liczbowe kolejnych wyrazów ciągu mogą wykazywać pewne zależności, 
które pozwalają określić jego rodzaj pod względem monotoniczności. 
1. Niech dany będzie ciąg 𝑎௡ ൌ

ଵ

୬
. Łatwo zauważyć, że każdy kolejny wyraz tego 

ciągu jest mniejszy od poprzedniego. O takim ciągu mówi się, że jest malejący. 
Dla każdego n spełniony jest wówczas warunek: 𝑎௡ାଵ ൏ 𝑎௡. 

Definicja ciągu malejącego 
Ciąg ሺ𝑎௡ሻ nazywa się ciągiem malejącym wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej 
liczby naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nierówność 𝑎௡ାଵ ൏ 𝑎௡. 

Przykład 2.2.1. 
Wśród podanych ciągów wskazać ciągi liczbowe malejące. 

 3, 6, 9, 12, 15, …  
 1,

ଵ

ସ
,
ଵ

ଽ
,
ଵ

ଵ଺
,
ଵ

ଶହ
, … 

 6, 5, 4, 3, 0,െ4,െ5,െ7,െ8,െ9,െ10, … 
 െ1,െ

ଵ

ସ
,െ

ଵ

ଽ
,െ

ଵ

ଵ଺
,െ

ଵ

ଶହ
, … 

Rozwiązanie  
Ciągami malejącymi są ciągi z podpunktów b) oraz c), ponieważ kolejne wyrazy każ-
dego z nich są coraz mniejsze. 
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2. Niech dany będzie ciąg 𝑎௡ ൌ 3𝑛. Łatwo zauważyć, że każdy kolejny wyraz tego 
ciągu jest większy od poprzedniego. O takim ciągu mówi się, że jest rosnący. 
Dla każdego n spełniony jest wówczas warunek: 𝑎௡ାଵ ൐ 𝑎௡. 

Definicja ciągu rosnącego 
Ciąg ሺ𝑎௡ሻ nazywa się ciągiem rosnącym wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby 
naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nierówność 𝑎௡ାଵ ൐ 𝑎௡. 

Przykład 2.2.2. 
Wśród podanych ciągów wskazać ciągi liczbowe rosnące. 

 2, 4, 6, 8, 10, …  
 െ5, 4,െ3, 2,െ1, 0, 1, 2, … 
 െ1,െ2,െ3,െ4,െ5, … 
 π, 2π, 3π, 4π, 5π, … 

Rozwiązanie  
Ciągami rosnącymi są ciągi z podpunktów a) i d), ponieważ kolejne wyrazy każdego 
z nich są coraz większe. 

3. Niech dany będzie ciąg 𝑎௡ ൌ 5. Wyznaczając kilka kolejnych wyrazów tego 
ciągu: 5, 5, 5, 5, 5, …, można zauważyć, że każdy następny wyraz tego ciągu jest 
dokładnie taki sam jak poprzedni. O takim ciągu mówi się, że jest stały. Dla każ-
dego n spełniony jest wówczas warunek: 𝑎௡ାଵ ൌ 𝑎௡. 

Definicja ciągu stałego 
Ciąg ሺ𝑎௡ሻ nazywa się ciągiem stałym wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej liczby 
naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nierówność 𝑎௡ାଵ ൌ 𝑎௡. 

Przykład 2.2.3. 
Wśród podanych ciągów wskazać ciągi liczbowe stałe. 

 3, 9, 27, 81, … 
 1,

ଵ

ସ
,
ଵ

ଽ
,
ଵ

ଵ଺
,
ଵ

ଶହ
, … 

 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, … 
 √2,√2,√2,√2,√2,√2, … 
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Rozwiązanie  
Ciągami stałymi są ciągi z podpunktów c) i d), ponieważ kolejne wyrazy każdego 
z nich są takie same. 

4. Niech dany będzie ciąg 𝑎௡ ൌ 2 ⋅ ሺെ1ሻ௡. Wyznaczając kilka kolejnych wyrazów 
tego ciągu, łatwo można zauważyć, że wyrazy przybierają tylko dwie wartości, 
przy czym występują one na przemian – 2, 2, – 2, 2, – 2, … O takim ciągu mówi 
się, że jest przemienny (albo naprzemienny). Nie jest on ani rosnący, ani male-
jący. 

Przykład 2.2.4. 
Który z podanych ciągów jest ciągiem liczbowym naprzemiennym? 

 3,െ6, 9,െ 12, 15,െ17, 19,െ21, … 
 െ1, 1,െ1, 1,െ1, 1,െ1, … 
 √2,െ√2,√2,√2,െ√2,√2, … 
 െ1,െ2,െ3,െ4,െ5, … 

Rozwiązanie  
Ciągami naprzemiennymi są ciągi z podpunktów b) i c), ponieważ kolejne wyrazy 
przybierają tylko dwie wartości, przy czym występują one na przemian. 

5. Niech dany będzie ciąg 𝑎௡ ൌ  
ଶି௡

௡ିହ  
. Wyznaczając kilka kolejnych wyrazów tego 

ciągu: 
dla 𝑛 ൌ 1       𝑎ଵ ൌ

ଶିଵ

ଵିହ
ൌ

ଵ

ିସ
 

dla 𝑛 ൌ 2       𝑎ଶ ൌ
ଶିଶ

ଶିହ
ൌ

଴

ିଷ
 

dla 𝑛 ൌ 3       𝑎ଷ ൌ
ଶିଷ

ଷିହ
ൌ

ିଵ

ିଶ
 

dla 𝑛 ൌ 4       𝑎ସ ൌ
ଶିସ

ସିହ
ൌ

ିଶ

ିଵ
 

należy zwrócić uwagę, jaką wartość ma piąty wyraz ciągu an. Czy da się ją obli-
czyć? Jak widać, dla 𝑛 ൌ 5 wartość ciągu nie istnieje, gdyż wówczas pojawia się 
dzielenie przez 0, które jest niewykonalne. Zatem ten ciąg jest dobrze określony 
dla 𝑛 ് 5. 

Wniosek: Ciąg, który jest rosnący lub malejący, nazywa się monotonicznym (monos 
[gr.] = jednakowy, tonika [gr.] = wzrastanie). Jeśli ciąg nie jest monotoniczny, 
to wcale nie oznacza, że musi być naprzemienny lub stały. 
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W celu udowodnienia, że ciąg (an) jest monotoniczny, należy pokazać, że dla 
każdego n zachodzi: 
 𝑎௡ାଵ ൏ 𝑎௡ (zatem należy pokazać, że zachodzi 𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ ൏ 0) i wówczas mówi 

się, że ciąg jest malejący; 
 𝑎௡ାଵ ൐ 𝑎௡ (zatem należy pokazać, że zachodzi 𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ ൐ 0) i wówczas mówi 

się, że ciąg jest rosnący; 
 jeśli ciąg jest zadany wzorem w postaci funkcji potęgowej, wówczas łatwiej jest 

badać iloraz dowolnego wyrazu ciągu (np. ሺ𝑛 ൅ 1ሻ-szego) przez wyraz go po-
przedzający i określać monotoniczność na podstawie znaku wyniku: 
− gdy  ௔೙శభ

௔೙
൏ 1 dla 𝑎௡ ് 0 i wówczas ciąg jest malejący, 

− gdy  ௔೙శభ
௔೙

൐ 1 dla 𝑎௡ ് 0 i wówczas ciąg jest rosnący. 

Przykład 2.2.5. 
Zbadać monotoniczność ciągu. 

 𝑎௡ ൌ 3𝑛 ൅ 7   
 𝑎௡ ൌ െ2𝑛 ൅ 7 
 𝑎௡ ൌ 2௡ 
 𝑎௡ ൌ

௡

௡ାଷ
 

Rozwiązanie  
Aby zbadać monotoniczność ciągu 𝑎௡, należy obliczyć różnicę 𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ albo iloraz 
௔೙శభ
௔೙

. 
 Dla 𝑎௡ ൌ 3𝑛 ൅ 7  

następny wyraz ciągu jest postaci 𝑎௡ାଵ ൌ 3ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 7 ൌ 3𝑛 ൅ 10. 
Badając różnicę  
𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ ൌ 3𝑛 ൅ 10 െ ሺ3𝑛 ൅ 7ሻ ൌ 3𝑛 ൅ 10 െ 3𝑛 െ 7 ൌ 3 ൐ 0, zatem ciąg 
jest rosnący. 
Badając iloraz  
௔೙శభ
௔೙

ൌ
ଷ௡ାଵ଴

ଷ௡ା଻
ൌ

ଷ௡ା଻ାଷ

ଷ௡ା଻
ൌ

ଷ௡ା଻

ଷ௡ା଻
൅

ଷ

ଷ௡ା଻
ൌ 1 ൅

ଷ

ଷ௡ା଻
൐ 1, zatem ciąg jest ro-

snący. 
W tym przypadku łatwiej było zbadać różnicę. 

 Dla 𝑎௡ ൌ െ2𝑛 ൅ 7  
następny wyraz jest postaci 𝑎௡ାଵ ൌ െ2ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 7 ൌ െ2𝑛 ൅ 5. 
Badając różnicę 
𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ ൌ െ2𝑛 ൅ 5 െ ሺെ2𝑛 ൅ 7ሻ ൌ 2𝑛 ൅ 5 ൅ 2𝑛 െ 7 ൌ െ2 ൏ 0, zatem 
ciąg jest malejący.  
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Badając iloraz  
௔೙శభ
௔೙

ൌ
ିଶ௡ାହ

ିଶ௡ା଻
ൌ

ିଶ௡ା଻ିଶ

ିଶ௡ା଻
ൌ

ିଶ௡ା଻

ିଶ௡ା଻
൅

ିଶ

ିଶ௡ା଻
ൌ 1 െ

ଶ

ିଶ௡ା଻
൏ 1, zatem ciąg jest 

malejący. 
W tym przypadku łatwiej było zbadać różnicę. 

 Dla 𝑎௡ ൌ 2୬  
następny wyraz jest postaci 𝑎௡ାଵ ൌ 2௡ାଵ .  
Badając różnicę 
𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ ൌ 2௡ାଵ െ 2௡ ൌ 2௡ሺ2 െ 1ሻ ൌ 2௡ ൐ 0, zatem ciąg jest rosnący. 
Badając iloraz  
௔೙శభ
௔೙

ൌ
ଶ೙శభ

ଶ೙
ൌ

ଶ⋅ଶ೙

ଶ೙
ൌ 2 ൐ 1, zatem ciąg jest rosnący. 

W tym przypadku łatwiej było zbadać różnicę. 
 Dla 𝑎௡ ൌ

௡

௡ାଷ
  

następny wyraz jest postaci 𝑎௡ାଵ ൌ
௡ାଵ

ሺ௡ାଵሻାଷ
ൌ

௡ାଵ

௡ାସ
. 

Badając różnicę  

𝑎௡ାଵ െ 𝑎௡ ൌ
௡ାଵ

௡ାସ
െ

௡

௡ାଷ
ൌ

ሺ௡ାଵሻ⋅ሺ௡ାଷሻି௡⋅ሺ௡ାସሻ

ሺ௡ାସሻ⋅ሺ௡ାଷሻ
ൌ

௡మାଷ௡ା௡ାଷି௡మିସ௡

ሺ௡ାସሻ⋅ሺ௡ାଷሻ
ൌ   

 ൌ
ଷ

ሺ௡ାସሻ⋅ሺ௡ାଷሻ
൐ 0, zatem ciąg jest rosnący. 

Badając iloraz 
௔೙శభ
௔೙

ൌ
೙శభ
೙శర
೙

೙శయ

ൌ
ሺ௡ାଵሻሺ௡ାଷሻ

௡ሺ௡ାସሻ
ൌ

௡మାସ௡ାଷ

௡మାସ௡
ൌ

௡మାସ௡

௡మାସ௡
൅

ଷ

௡మାସ௡
ൌ 1 ൅

ଷ

௡మାସ௡
൐ 1 , zatem 

ciąg jest rosnący. 
W tym przypadku łatwiej było zbadać iloraz. 

2.3. Ciąg arytmetyczny 

Dany jest ciąg opisany wzorem 𝑎௡ ൌ 5 ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ ⋅ 3. 
Wyznaczając kilka kolejnych wyrazów tego ciągu, otrzymuje się: 

dla 𝑛 ൌ 1  𝑎ଵ ൌ 5 ൅ ሺ1 െ 1ሻ ⋅ 3 ൌ 5 
dla 𝑛 ൌ 2  𝑎ଶ ൌ 5 ൅ ሺ2 െ 1ሻ ⋅ 3 ൌ 8 
dla 𝑛 ൌ 3  𝑎ଷ ൌ 5 ൅ ሺ3 െ 1ሻ ⋅ 3 ൌ 11 
dla 𝑛 ൌ 4  𝑎ସ ൌ 5 ൅ ሺ4 െ 1ሻ ⋅ 3 ൌ 14 

Łatwo zauważyć, że każdy wyraz tego ciągu jest większy od poprzedniego o tę 
samą wartość równą 3. 
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Można też powiedzieć, że różnica między dowolnym wyrazem tego ciągu a wy-
razem bezpośrednio go poprzedzającym jest stała. Nazywa się ją „różnicą” i oznacza 
symbolem r.  

Definicja ciągu arytmetycznego 
Ciąg liczb, w którym każda kolejna liczba różni się od poprzedniej o ustaloną war-
tość r, dla każdego 𝑛 ∈ N, co można zapisać 

 ⋀ 𝑎௡ାଵ െ  𝑎௡௡∈୒  ൌ  r  (2.1) 

nazywa się ciągiem arytmetycznym. 

Ciąg arytmetyczny może być malejący bądź rosnący. Zależy to od wartości róż-
nicy r. Gdy różnica ciągu arytmetycznego jest równa zero, wówczas wszystkie wyrazy 
ciągu mają tę samą wartość. O takim ciągu mówi się, że jest stały. Nie wzrasta on ani 
nie maleje. 

Gdy znane są wyraz pierwszy i różnica tego ciągu, wówczas można wyznaczyć 
każdy wyraz takiego ciągu arytmetycznego. Wzór na n-ty wyraz ciągu arytmetycz-
nego przyjmuje postać: 

 𝑎௡ ൌ 𝑎ଵ ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ ⋅ r  (2.2) 

Sumę 𝑛 pierwszych wyrazów ciągu można wyznaczyć ze wzoru: 

 S௡ ൌ
௔భା௔೙

ଶ
⋅ 𝑛  (2.3) 

2.4. Ciąg geometryczny 

Dany jest ciąg opisany wzorem rekurencyjnym 

൝
𝑎ଵ ൌ 6

𝑎௡ାଵ ൌ
1
2

 ⋅ 𝑎௡
 

Wyznaczając kilka kolejnych wyrazów tego ciągu, otrzymuje się: 
dla 𝑛 ൌ 1  𝑎ଵ ൌ 6 
dla 𝑛 ൌ 2  𝑎ଶ ൌ

ଵ

ଶ
⋅ 6 ൌ 3 

dla 𝑛 ൌ 3  𝑎ଷ ൌ
ଵ

ଶ
⋅ 3 ൌ 1,5 

dla 𝑛 ൌ 4  𝑎ସ ൌ
ଵ

ଶ
⋅ 1,5 ൌ 0,75 
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Warto sprawdzić, jak zachowuje się iloraz dowolnego wyrazu tego ciągu 
(bez pierwszego) przez wyraz bezpośrednio go poprzedzający: 

 ௔మ
௔య
ൌ

య
మ

ଷ
ൌ

ଵ

ଶ
  

 ௔య
௔ర
ൌ

య
ర
య
మ

ൌ
ଵ

ଶ
  

Jak widać, każdy wyraz tego ciągu powstaje z poprzedniego przez pomnożenie 
go przez ଵ

ଶ
. Zatem stosunek dowolnego wyrazu tego ciągu (z wyjątkiem 𝑎ଵ) do bez-

pośrednio go poprzedzającego jest stały i wynosi tutaj ଵ
ଶ
. Nazywa się go „ilorazem” 

i oznacza symbolem q. 

Definicja ciągu geometrycznego 
Ciąg liczb, w którym stosunek danego wyrazu do wyrazu bezpośrednio go poprze-
dzającego jest stały dla każdego 𝑛 ∈ N\ሼ1ሽ, co można zapisać 

 ⋀
௔೙
௔೙షభ

௡∈୒\ሼଵሽ  ൌ const ൌ q  (2.4) 

nazywa się ciągiem geometrycznym. 

Ciąg geometryczny w zakresie monotoniczności nie spełnia takich warunków jak 
ciąg arytmetyczny. Na rodzaj monotoniczności ciągu geometrycznego wpływają 
wielkość q i wyraz pierwszy 𝑎ଵ ciągu.  

Dowolny wyraz ciągu geometrycznego zależy od wyrazu pierwszego 𝑎ଵ oraz ilo-
razu q. 

Wzór na n-ty wyraz ciągu geometrycznego przyjmuje postać: 

 𝑎௡ ൌ 𝑎ଵ ⋅ q௡ିଵ  (2.5) 

Sumę n pierwszych wyrazów ciągu można wyznaczyć ze wzoru: 

 S௡ ൌ  ൝
𝑎ଵ ⋅

ଵି୯೙

ଵି୯
             dla q ് 1

 𝑎ଵ ⋅ 𝑛                   dla q ൌ  1
  (2.6) 
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2.5. Granica ciągu 

Dany jest ciąg opisany wzorem 𝑎௡ ൌ
௡

௡ାଵ
. 

Wyznaczając kilka kolejnych wyrazów tego ciągu, otrzymuje się: 
dla 𝑛 ൌ 1  𝑎ଵ ൌ

ଵ

ଶ
  

dla 𝑛 ൌ 2  𝑎ଶ ൌ
ଶ

ଷ
 

dla 𝑛 ൌ 3  𝑎ଷ ൌ
ଷ

ସ
   

… 
Można zauważyć, że wartości liczbowe wyrazów tego ciągu zbliżają się do pewnej 

liczby. Mówi się, że taki ciąg jest zbieżny. Liczbę, do której dążą kolejne wyrazy ciągu, 
nazywa się granicą tego ciągu. Granicę ciągu liczbowego ሺ𝑎௡ሻ oznacza się jako 
lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ g. 

Definicja granicy ciągu 
Liczba g jest granicą ciągu ሺ𝑎௡ሻ, jeżeli dla każdej dodatniej liczby ε istnieje taka 
liczba k ∈ N, że dla wszystkich n większych od k zachodzi |𝑎௡ െ g| ൏ ε, co można 
zapisać: 

 lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ g ⇔  ⋀
கவ଴

⋁
୩∈ே

⋀
௡வ୩

|𝑎௡ െ g| ൏  ε  (5.7) 

Podstawowe reguły obliczania granic ciągów 
 lim

௡→ஶ
ሺ𝑎௡ ൅ 𝑏௡ሻ ൌ lim

௡→ஶ
𝑎௡ ൅ lim

௡→ஶ
𝑏௡ 

 lim
௡→ஶ

ሺ𝑎௡ െ 𝑏௡ሻ ൌ lim
௡→ஶ

𝑎௡ െ lim
௡→ஶ

𝑏௡ 

 lim
௡→ஶ

𝑐 ∙ 𝑎௡ ൌ 𝑐 ∙ lim
௡→ஶ

𝑎௡,  gdzie 𝑐 ∈ R 

 lim
௡→ஶ

ሺ𝑎௡ ∙ 𝑏௡ሻ ൌ lim
௡→ஶ

𝑎௡ ∙ lim
௡→ஶ

𝑏௡ 

 lim
௡→ஶ

ቀ௔೙
௕೙
ቁ  ൌ

୪୧୫
೙→ಮ

௔೙

୪୧୫
೙→ಮ

௕೙
 ,  gdzie lim

௡→ஶ
𝑏௡ ് 0 

 lim
௡→ஶ

൫ሺ𝑎௡ሻ௕೙൯ ൌ ቀ lim
௡→ஶ

𝑎௡ቁ
୪୧୫
೙→ಮ

௕೙
 

 lim
௡→ஶ

ඥ𝑎௡
ౡ ൌ ට lim

௡→ஶ
𝑎௡

ౡ ,  gdzie k ൌ 2, 3, 4, … 

 lim
௡→ஶ

√𝑎ౡ ൌ 1,  gdzie 𝑎 ൐ 0 

 lim
௡→ஶ

𝑛 ൌ ∞ 
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 lim
௡→ஶ

𝑛௡ ൌ ∞ 

 lim
௡→ஶ

ቀଵ
௡
ቁ
భ
೙ ൌ 1 

Przykład 2.5.1. 
Wykazać, że lim

௡→ஶ
𝑎௡ ൌ g. 

 𝑎௡ ൌ
௡ାଷ

ଶ௡ାଵ
  g ൌ

ଵ

ଶ
 

 𝑎௡ ൌ log௡ାଵ 4  g ൌ 0 
Rozwiązanie 

 𝑎௡ ൌ
௡ାଷ

ଶ௡ାଵ
  g ൌ

ଵ

ଶ
 

Należy znaleźć takie k ∈ N, że dla każdego 𝑛 ൐ k spełniona jest nierówność 
|𝑎௡ െ g| ൏  ε.  
Na początku należy oszacować różnicę: 
|𝑎௡ െ g| ൌ ቚ ௡ାଷ

ଶ௡ାଵ
െ

ଵ

ଶ
ቚ ൌ ቚଶ⋅

ሺ௡ାଷሻିሺଶ௡ାଵሻ

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ
ቚ ൌ ቚଶ௡ା଺ିଶ௡ିଵ

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ
ቚ ൌ ቚ ହ

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ
ቚ ൌ

ହ

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ
  

Następnie należy wyznaczyć n w zależności od ε 
ହ

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ
൏ ε  

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ

ହ
൐

ଵ

க
  

2𝑛 ൅ 1 ൐
ହ

ଶக
  

2𝑛 ൐
ହ

ଶக
െ 1 ൌ

ହ

ସக
െ

ଵ

ଶ
ൌ

ହ

ସக
െ

ଵ

ଶ
െ

ଵ

ଶ
൅

ଵ

ଶ
ൌ

ହ

ସக
൅

ଵ

ଶ
െ 1 ൌ

ହାଶக

ସக
െ 1  

𝑛 ൐
ହାଶக

ସக
െ 1.  

Zatem po powyższych rachunkach można przeprowadzić dowód. 
Niech ε ൐ 0, biorąc k ∈ N takie, że k ൌ ቂହାଶக

ସக
െ 1ቃ ൌ ቂହାଶக

ସக
ቃ െ 1 (gdzie ሾxሿ jest 

częścią całkowitą z liczby x). Zatem dla 𝑛 ൐ k zachodzi |𝑎௡ െ g| ൌ
ହ

ଶ⋅ሺଶ௡ାଵሻ
൏ ε 

 𝑎௡ ൌ log௡ାଵ 4  g ൌ 0 
Należy znaleźć takie k ∈ N, że dla każdego 𝑛 ൐ k spełniona jest nierówność 
|𝑎௡ െ g| ൏  ε.  
Na początku należy oszacować różnicę: 
|𝑎௡ െ g| ൌ |log௡ାଵ 4 െ 0| ൌ |log௡ାଵ 4| ൌ log௡ାଵ 4 
Następnie należy wyznaczyć 𝑛 w zależności od 𝜀 
log௡ାଵ 4 ൏ ε ଵ

୪୭୥రሺ௡ାଵሻ
൏ ε 

logସሺ 𝑛 ൅ 1ሻ ൐
1
ε
ൌ logସ 4

ଵ
க  
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𝑛 ൅ 1 ൐ 4
భ
಍  stąd  𝑛 ൐ 4

భ
಍ െ 1 

Zatem po powyższych rachunkach można przeprowadzić dowód. 

Niech ε ൐ 0, biorąc k ∈ N takie, że k ൌ ቂ4
భ
಍ െ 1ቃ ൌ ቂ4

భ
಍ቃ െ 1  

(gdzie ሾxሿ jest częścią całkowitą z liczby x). Zatem dla 𝑛 ൐ k zachodzi |𝑎௡ െ g| ൌ
ൌ log௡ାଵ 4 ൏ ε. 

Klasyczne przykłady obliczania granic ciągów liczbowych 
1. Obliczanie granicy ciągu danego ułamkiem 

Jeżeli ciąg 𝑎௡ dany jest ułamkiem, to aby obliczyć jego granicę, należy każdy wy-
raz tego ciągu podzielić przez najwyższą potęgę 𝑛  mianownika, przy czym można 
zauważyć, że: 
 jeżeli najwyższa potęga 𝑛 w mianowniku jest taka sama jak najwyższa potęga 𝑛 

w liczniku, to granicę ciągu 𝑎௡ tworzą współczynniki przy nich; 
 jeżeli najwyższa potęga 𝑛 w mianowniku jest wyższa niż najwyższa potęga 𝑛 

w liczniku, to granicą ciągu 𝑎௡ jest zawsze 0; 
 jeżeli najwyższa potęga 𝑛 w mianowniku jest niższa niż najwyższa potęga 𝑛 

w liczniku, to granicą ciągu 𝑎௡ jest ൅∞ lub െ∞. 

Przykład 2.5.2. 
Obliczyć granicę ciągu 𝑎௡. 

 𝑎௡ ൌ
ଷ௡

ହ௡ାଵ
  

 𝑎௡ ൌ
଻௡

௡ఱାଵ
 

 𝑎௡ ൌ
ଽ௡ల

௡ఱାଵ
 

 𝑎௡ ൌ
ି௡ఱା௡మାଶ

ସ௡యାଷ௡మାଵ
 

Rozwiązanie 
  lim

௡→ஶ

ଷ௡

ହ௡ାଵ
ൌ

ଷ

ହ
  (stopień licznika i mianownika są takie same) 

 lim
௡→ஶ

଻௡

୬ఱାଵ
ൌ 0  (stopień licznika jest niższy niż mianownika) 

 lim
௡→ஶ

ଽ௡ల

௡ఱାଵ
ൌ ൅∞  (stopień licznika jest wyższy niż mianownika) 

 lim
௡→ஶ

ି௡ఱା௡మାଶ

ସ௡యାଷ௡మାଵ
ൌ െ∞  (stopień licznika jest wyższy niż mianownika) 
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2. Obliczanie granicy ciągu z wykorzystaniem twierdzenia o trzech ciągach 

Twierdzenie o trzech ciągach 
Niech dane będą trzy ciągi liczb rzeczywistych 𝑎௡, 𝑏௡, 𝑐௡. Jeśli dla prawie wszyst-
kich wyrazów tych ciągów, tzn. dla wszystkich 𝑛 większych od pewnego wskaź-
nika N, zachodzi  

 𝑎௡ ൑ 𝑏௡ ൑ 𝑐௡, przy czym lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

𝑐௡ ൌ g, to wtedy lim
௡→ஶ

𝑏௡ ൌ g. 

Przykład 2.5.3. 
Obliczyć granicę ciągu. 

 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ 3௡ ൅ 5௡೙  

 𝑏௡ ൌ ටቀଵ
ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଷ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

଻
ቁ
௡೙

 

 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡೙  
 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡ ൅ 7௡ ൅ 8௡೙  

Rozwiązanie 
 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ 3௡ ൅ 5௡೙  

Aby obliczyć lim
௡→ஶ

√2௡ ൅ 3௡ ൅ 5௡೙ , należy wskazać dwa ciągi 𝑎௡ i 𝑐௡ tego samego 

rodzaju co ciąg 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ 3௡ ൅ 5௡೙  takie, że 𝑎௡ ൑ 𝑏௡ ൑ 𝑐௡, przy czym ciągi 
𝑎௡ i 𝑐௡ mają tę samą granicę g. 
Niech zatem 𝑎௡ ൌ  √5௡೙  (spośród liczb pod pierwiastkiem wybrano największą). 
Należy obliczyć granicę tego ciągu 
lim
௡→ஶ

√5௡೙ ൌ  lim
௡→ஶ

5 ൌ 5   

Niech natomiast 𝑐௡ ൌ  √5௡ ൅ 5௡ ൅ 5௡೙  
Należy obliczyć granicę tego ciągu 
lim
௡→ஶ

√5௡ ൅ 5௡ ൅ 5௡೙ ൌ lim
௡→ஶ

√3 ⋅ 5௡೙ ൌ lim
௡→ஶ

5 ⋅ lim
௡→ஶ

√3೙ ൌ  

ൌ 5 ⋅ lim
௡→ஶ

√3೙ ൌ 5 ⋅ 1 ൌ 5  

Na podstawie twierdzenia o trzech ciągach z faktu, że   
lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

𝑐௡ ൌ 5 wynika, że  lim
௡→ஶ

 𝑏௡ ൌ 5. 
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 𝑏௡ ൌ ටቀଵ
ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଷ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

଻
ቁ
௡೙

 

Aby obliczyć lim
୬→ஶ

ටቀଵ
ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଷ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

଻
ቁ
௡೙

, należy wskazać dwa ciągi 𝑎௡ i 𝑐௡ tego 

samego rodzaju co ciąg 𝑏௡ ൌ ටቀଵ
ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଷ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

଻
ቁ
௡೙

 takie, że 𝑎௡ ൑ 𝑏௡ ൑ 𝑐௡, 

przy czym ciągi 𝑎௡ i 𝑐௡ mają tę samą granicę g. 

Niech zatem 𝑎௡ ൌ  ටቀ
ଵ

ଶ
ቁ
௡೙

 (spośród liczb pod pierwiastkiem wybrano największą). 

Należy obliczyć granicę tego ciągu 

lim
௡→ஶ

ටቀଵ
ଶ
ቁ
௡೙
ൌ  lim

௡→ஶ

ଵ

ଶ
ൌ

ଵ

ଶ
   

Niech natomiast 𝑐௡ ൌ  ටቀ
ଵ

ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡೙

 

Należy obliczyć granicę tego ciągu 

lim
௡→ஶ

ටቀଵ
ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡೙
ൌ lim

௡→ஶ
ට3 ⋅ ቀ

ଵ

ଶ
ቁ
௡೙
ൌ lim

௡→ஶ

ଵ

ଶ
⋅ lim
௡→ஶ

√3೙ ൌ  

ൌ
ଵ

ଶ
⋅ lim
௡→ஶ

√3೙ ൌ
ଵ

ଶ
⋅ 1 ൌ

ଵ

ଶ
  

Na podstawie twierdzenia o trzech ciągach z faktu, że   
lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

𝑐௡ ൌ
ଵ

ଶ
  wynika, że lim

௡→ஶ
 𝑏௡ ൌ

ଵ

ଶ
. 

 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡೙  
Aby obliczyć lim

௡→ஶ
√2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡೙ , należy wskazać dwa ciągi 𝑎௡ i 𝑐௡ tego samego 

rodzaju co ciąg 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡೙  takie, że 𝑎௡ ൑ 𝑏௡ ൑ 𝑐௡, przy czym ciągi 
𝑎௡ i 𝑐௡ mają tę samą granicę g. 
Niech zatem 𝑎௡ ൌ  √π௡

೙  (spośród liczb pod pierwiastkiem wybrano największą). 
Należy obliczyć granicę tego ciągu 
lim
௡→ஶ

√π௡
೙ ൌ  lim

௡→ஶ
π ൌ π   

Niech natomiast 𝑐௡ ൌ  √π௡ ൅ π௡ ൅ π௡೙  
Należy obliczyć granicę tego ciągu 
lim
௡→ஶ

√π௡ ൅ π௡ ൅ π௡೙ ൌ lim
௡→ஶ

√3 ⋅ π௡೙ ൌ lim
௡→ஶ

π ⋅ lim
௡→ஶ

√3೙ ൌ π ⋅ lim
௡→ஶ

√3೙ ൌ  

ൌ π ⋅ 1 ൌ π  
Na podstawie twierdzenia o trzech ciągach z faktu, że 
lim
୬→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

𝑐௡ ൌ π wynika, że lim
௡→ஶ

 𝑏௡ ൌ π. 
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 𝑏௡ ൌ √2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡ ൅ 7௡ ൅ 8௡೙  
Aby obliczyć lim

௡→ஶ
√2௡ ൅ π௡ ൅ 3௡ ൅ 7௡ ൅ 8௡೙ , należy wskazać dwa ciągi 𝑎௡ i 𝑐௡ 

tego samego rodzaju co ciąg 𝑏௡ takie, że 𝑎௡ ൑ 𝑏௡ ൑ 𝑐௡, przy czym ciągi 𝑎௡ i 𝑐௡ 
mają tę samą granicę g. 
Niech zatem 𝑎௡ ൌ  √8௡೙  (spośród liczb pod pierwiastkiem wybrano największą). 
Należy obliczyć granicę tego ciągu 
lim
௡→ஶ

√8௡೙ ൌ  lim
௡→ஶ

8 ൌ 8   

Niech natomiast 𝑐௡ ൌ  √8௡ ൅ 8௡ ൅ 8௡ ൅ 8௡ ൅ 8௡೙  
Należy obliczyć granicę tego ciągu 
lim
௡→ஶ

√8௡ ൅ 8௡ ൅ 8௡ ൅ 8௡ ൅ 8௡೙ ൌ lim
௡→ஶ

√5 ⋅ 8௡
೙

ൌ lim
௡→ஶ

8 ⋅ lim
௡→ஶ

√5
೙

ൌ 

ൌ 8 ⋅ lim
௡→ஶ

√5೙ ൌ 8 ⋅ 1 ൌ 8  

Na podstawie twierdzenia o trzech ciągach z faktu, że 
lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

𝑐௡ ൌ 8 wynika, że lim
௡→ஶ

 𝑏௡ ൌ 8. 

3. Obliczanie granicy ciągu z wykorzystaniem metody mnożenia przez sprzężenie 
Metoda mnożenia przez sprzężenie odnosi się do ciągów, w których występuje 

różnica z pierwiastkami, a celem jest sprowadzenie tego ciągu do postaci ułamkowej. 
Wówczas należy go pomnożyć, a następnie podzielić przez to samo wyrażenie. 

Przykład 2.5.4. 
Obliczyć granicę ciągu. 

 𝑎௡ ൌ √9𝑛ଶ ൅ 5𝑛 െ 3𝑛 
 𝑎௡ ൌ √4𝑛ଶ ൅ 5 െ 2𝑛 
 𝑎௡ ൌ √16𝑛ଶ ൅ 5𝑛 െ 4𝑛 
 𝑎௡ ൌ

ଵ

√ଵ଺௡మାହ௡ିସ௡
  

Rozwiązanie 

  lim
௡→ஶ

൫√9𝑛ଶ ൅ 5𝑛 െ 3𝑛൯ ൌ lim
௡→ஶ

 
൫√ଽ௡మାହ௡ିଷ௡൯൫ √ଽ௡మାହ௡ାଷ௡൯

൫ √ଽ௡మାହ௡ାଷ௡൯
ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

 
ଽ௡మାହ௡ିଽ௡మ

√ଽ௡మାହ௡ାଷ௡
 ൌ  lim

௡→ஶ
 

ହ௡

√ଽ௡మାହ௡ାଷ௡
ൌ  lim

௡→ஶ
 

ఱ೙
೙

ටవ೙
మ

೙మ
ା
ఱ೙
೙మ
ା
య೙
೙

ൌ  
ହ

଺
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 lim
௡→ஶ

൫√4𝑛ଶ ൅ 5 െ 2𝑛൯ ൌ lim
௡→ஶ

 
൫√ସ௡మାହିଶ௡൯൫ √ସ௡మାହାଶ௡൯

൫ √ସ௡మାହାଶ௡൯
ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

 
ସ௡మାହିସ௡మ

√ସ௡మାହାଶ௡
ൌ lim

௡→ஶ
 

ହ

√ସ௡మାହାଶ௡
ൌ lim

௡→ஶ
 

ఱ
೙

ටర೙
మ

೙మ
ା

ఱ
೙మ
ା
మ೙
೙

ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

 
ఱ
೙

ටସା
ఱ
೙మ
ାଶ

ൌ
଴

ସ
ൌ 0  

 lim
௡→ஶ

൫√16𝑛ଶ ൅ 5𝑛 െ 4𝑛൯ ൌ lim
௡→ஶ

 
൫√ଵ଺௡మାହ௡ିସ௡൯൫√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡൯

൫ √ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡൯
ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

 
ଵ଺௡మାହ௡ିଵ଺௡మ

√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡
 ൌ  lim

௡→ஶ
 

ହ௡

√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡
ൌ lim

௡→ஶ
 

ఱ೙
೙

ටభల೙
మ

೙మ
ା
ఱ೙
೙మ
ା
ర೙
೙

ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

 
ହ

ටଵ଺ା
ఱ
೙
ାସ
ൌ  

ହ

଼
  

 lim
௡→ஶ

ଵ

√ଵ଺௡మାହ௡ିସ௡
ൌ lim

௡→ஶ
 

൫√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡൯

൫√ଵ଺௡మାହ௡ିସ௡൯൫ √ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡൯
ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

 
√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡

ଵ଺௡మାହ௡ିଵ଺௡మ
ൌ lim

௡→ஶ
 
√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡

ଵ଺௡మାହ௡ିଵ଺௡మ
ൌ lim

௡→ஶ
 
√ଵ଺௡మାହ௡ାସ௡

ହ௡
ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

ටభల೙
మ

೙మ
ା
ఱ೙
೙మ
ା
ర೙
೙

ఱ೙
೙

ൌ lim
௡→ஶ

ටଵ଺ା
ఱ
೙
ାସ

ହ
ൌ

଼

ହ
  

4. Obliczanie granicy ciągu z wykorzystaniem definicji liczby e 
Metoda obliczania granic ciągów z wykorzystaniem definicji liczby e (liczby Eu-

lera) odnosi się do ciągów, które można sprowadzić do postaci liczby Eulera. 

Definicja liczby Eulera 

Jeżeli ciąg 𝑎௡ ൌ ቀ1 ൅
ଵ

௡
ቁ
௡

 jest ciągiem rosnącym i ograniczonym (czyli jest cią-
giem zbieżnym do pewnej liczby), to jest zbieżny do liczby e. Wówczas liczba e 
(nazywana liczbą Eulera) jest granicą takiego ciągu, co można zapisać 

 lim
௡→ஶ

ቀ1 ൅
ଵ

௡
ቁ
௡
ൌ e  (2.8) 

przy czym e ൎ 2,71828 … 

Uwaga: Do obliczania granic tego typu można wykorzystywać też fakt 

 lim
௡→ஶ

ቀ1 ൅
ଵ

௔೙
ቁ
௔೙
ൌ e  (2.9) 
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gdy ciąg ሺ𝑎௡ሻ jest ciągiem o wyrazach dodatnich i granicą tego ciągu jest ൅∞ lub 

 lim
௡→ஶ

ቀ1 ൅
ଵ

௔೙
ቁ
୩⋅௔೙

ൌ e୩  (5.10) 

gdzie k – dowolna liczba różna od zera. 

Przykład 2.5.5. 
Obliczyć granicę ciągu. 

 𝑎௡ ൌ ቀ௡ାଶ
௡
ቁ
ଷ௡

 

 𝑎௡ ൌ ቀ ଶ௡

ଶ௡ାଶ
ቁ
ହ௡

 

 𝑎௡ ൌ ቀ௡ାଶ
௡
ቁ
ଷ௡ା଻

 

 𝑎௡ ൌ ቀଷ௡ା଺
ଷ௡ାଶ

ቁ
ହ௡

 

Rozwiązanie 

 lim
௡→ஶ

ቀ௡ାଶ
௡
ቁ
ଷ௡
ൌ lim

௡→ஶ
ቀ௡
௡
൅

ଶ

௡
ቁ
ଷ௡
ൌ lim

௡→ஶ
൬1 ൅

ଵ
೙
మ

൰

೙
మ
⋅଺
ൌ e଺ 

 lim
௡→ஶ

ቀ ଶ௡

ଶ௡ାଶ
ቁ
ହ௡
ൌ lim

௡→ஶ
ቀଶ௡ାଶ

ଶ௡
ቁ
ିହ௡

ൌ lim
௡→ஶ

ቀଶ௡
ଶ௡
൅

ଶ

ଶ௡
ቁ
ିହ௡

ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

൬1 ൅
1
𝑛
൰
௡⋅ሺିହሻ

ൌ eିହ 

 lim
௡→ஶ

ቀ௡ାଶ
௡
ቁ
ଷ௡ା଻

ൌ lim
௡→ஶ

ቀ௡
௡
൅

ଶ

௡
ቁ
ଷ௡ା଻

ൌ lim
௡→ஶ

൬1 ൅
ଵ
೙
మ

൰

೙
మ
⋅଺
⋅ ൬1 ൅

ଵ
೙
మ

൰
଻
ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

൬1 ൅
ଵ
೙
మ

൰

೙
మ
⋅଺
⋅ lim
௡→ஶ

൬1 ൅
ଵ
೙
మ

൰
଻
ൌ e଺ ⋅ 1଻ ൌ e଺  

 lim
௡→ஶ

ቀଷ௡ା଺
ଷ௡ାଶ

ቁ
ହ௡
ൌ lim

௡→ஶ
ቀଷ௡ାଶାସ

ଷ௡ାଶ
ቁ
ହ௡
ൌ lim

௡→ஶ
ቀଷ௡ାଶ
ଷ௡ାଶ

൅
ସ

ଷ௡ାଶ
ቁ
ହ௡
ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

ቀ1 ൅
ସ

ଷ௡ାଶ
ቁ
ହ௡
ൌ lim

௡→ஶ
ቆ1 ൅

ଵ
య೙శమ
ర

ቇ
ହ௡

ൌ lim
௡→ஶ

ቆ1 ൅
ଵ

య೙శమ
ర

ቇ

య೙శమ
ర

⋅
ర
య
⋅ହି

మ
య
⋅ହ

ൌ   

ൌ lim
௡→ஶ

ቆ1 ൅
ଵ

య೙శమ
ర

ቇ

య೙శమ
ర

⋅
మబ
య

⋅ ቆ1 ൅
ଵ

య೙శమ
ర

ቇ
ି
భబ
య

ൌ  

ൌ lim
௡→ஶ

ቆ1 ൅
ଵ

య೙శమ
ర

ቇ

య೙శమ
ర

⋅
మబ
య

⋅ lim
௡→ஶ

ቆ1 ൅
ଵ

య೙శమ
ర

ቇ
ି
భబ
య

ൌ e
మబ
య ⋅ 1ି

భబ
య ൌ e

మబ
య   
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2.6. Szeregi liczbowe 

Zagadnienia dotyczące szeregów liczbowych są ściśle związane z tematyką ciągu licz-
bowego, a w szczególności granicą ciągu. Jeśli ሺ𝑎௡ሻ jest danym ciągiem o wyrazach 
w zbiorze liczb rzeczywistych, to przez szereg o wyrazach 𝑎௡ można rozumieć for-
malne wyrażenie ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ , które często zapisuje się również w postaci 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൅

൅ 𝑎ଷ ൅ ⋯ . 
Kolejne wyrazy ciągu sum częściowych można przedstawić jako: 

Sଵ ൌ 𝑎ଵ 

Sଶ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ 

Sଷ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷ 

… … … … … … … … … … … … 

S௡ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷ ൅⋯൅ 𝑎௡ 

Można zatem powiedzieć, że szereg liczbowy jest to nieskończona suma liczb. 

Definicja szeregu liczbowego nieskończonego 
Szeregiem liczbowym nieskończonym nazywa się ciąg ሺS௡ሻ sum częściowych 

 Sଵ ൌ 𝑎ଵ 
 Sଶ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ 
 Sଷ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷ 
 … … … … … … … … … … … … 
 S௡ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷ ൅ ⋯൅ 𝑎௡ 
 ………………………………….. 

Szereg oznacza się symbolem ∑ 𝑎௡
ஶ
௡ୀଵ . Liczby 𝑎௡ nazywa się wyrazami sze-

regu, natomiast S௡ jest to n-ta suma częściowa szeregu. 

Przykład 2.6.1. 
Dany jest szereg jako wyraz ogólny ciągu geometrycznego, którego pierwszy wyraz 
to 𝑎ଵ, natomiast iloraz to q. Wyznaczyć kolejne sumy częściowe tego szeregu i zbadać 
jego zbieżność. 

 ∑ ଵ

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ           𝑎ଵ ൌ

ଵ

ଶ
           q ൌ ଵ

ଶ
 

 ∑ ଷ೙

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ           𝑎ଵ ൌ

ଷ

ଶ
           q ൌ ଷ

ଶ
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Rozwiązanie 
 ∑ ଵ

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ           𝑎ଵ ൌ

ଵ

ଶ
           q ൌ ଵ

ଶ
 

Należy wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu sum częściowych 
Sଵ ൌ

ଵ

ଶ
  

Sଶ ൌ
ଵ

ଶ
൅

ଵ

ସ
  

Sଷ ൌ
ଵ

ଶ
൅

ଵ

ସ
൅

ଵ

଼
  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  
S௡ ൌ

ଵ

ଶ
൅

ଵ

ସ
൅

ଵ

଼
൅ ⋯൅

ଵ

ଶ೙
  

Ze wzoru na sumę n wyrazów ciągu geometrycznego uzyskuje się 

S௡ ൌ
ଵ

ଶ
൅

ଵ

ସ
൅

ଵ

଼
൅ ⋯൅

ଵ

ଶ೙
ൌ

ଵ

ଶ
⋅
ଵି ቀ

భ
మ
ቁ
೙

ଵି 
భ
మ

ൌ
ଵ

ଶ
⋅
ଵି ቀ

భ
మ
ቁ
೙

 
భ
మ

ൌ
ଵ

ଶ
⋅
ଶ

ଵ
ቂ1 െ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
ቃ ൌ  

ൌ 1 െ ቀଵ
ଶ
ቁ
௡

  

W kolejnym kroku należy obliczyć granicę ciągu sum częściowych 

lim
௡→ஶ

S௡ ൌ  lim
௡→ஶ

ቀ1 െ ቀଵ
ଶ
ቁ
௡
ቁ ൌ lim

௡→ஶ
ቀ1 െ

ଵ

ଶ೙
ቁ ൌ 1   

Ponieważ granicą jest liczba, zatem dany ciąg jest zbieżny. 
 ∑ ଷ೙

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ           𝑎ଵ ൌ

ଷ

ଶ
           q ൌ ଷ

ଶ
 

Należy wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu sum częściowych 
Sଵ ൌ

ଷ

ଶ
  

Sଶ ൌ
ଷ

ଶ
൅

ଽ

ସ
  

Sଷ ൌ
ଷ

ଶ
൅

ଽ

ସ
൅

ଶ଻

଼
  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  

S௡ ൌ
ଷ

ଶ
൅

ଽ

ସ
൅

ଶ଻

଼
൅ ⋯൅

ଷ೙

ଶ೙
  

Ze wzoru na sumę n wyrazów ciągu geometrycznego uzyskuje się 

S௡ ൌ
ଷ

ଶ
൅

ଽ

ସ
൅

ଶ଻

଼
൅ ⋯൅

ଷ೙

ଶ೙
ൌ

ଷ

ଶ
⋅
ଵି ቀ

య
మ
ቁ
೙

ଵି 
య
మ

ൌ
ଷ

ଶ
⋅
ଵି ቀ

య
మ
ቁ
೙

 ି
భ
మ

ൌ  

ൌ െ
ଷ

ଶ
⋅
ଶ

ଵ
ቂ1 െ  ቀ

ଷ

ଶ
ቁ
௡
ቃ ൌ െ3 ⋅ ቀ1 െ ቀଷ

ଶ
ቁ
௡
ቁ ൌ െ3 ൅ 3 ⋅ ቀ

ଷ

ଶ
ቁ
௡

  

W kolejnym kroku należy obliczyć granicę ciągu sum częściowych  

lim
௡→ஶ

S௡ ൌ lim
௡→ஶ

ቀെ3 ൅ 3 ⋅ ቀ
ଷ

ଶ
ቁ
௡
ቁ ൌ ൅∞   

Ponieważ granicą jest ൅∞, zatem dany ciąg jest rozbieżny. 
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Przykład 2.6.2. 
Wyznaczyć kolejne sumy częściowe szeregu i zbadać jego zbieżność. 

 ∑ ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଷ೙ିଵ

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଶ೙ିଵ

ଷ೙
ஶ
௡ୀଵ  

Rozwiązanie 
 ∑ ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
ஶ
௡ୀଵ  

Należy wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu sum częściowych 
Sଵ ൌ

ଵ

ଶ
  

Sଶ ൌ
ଵ

ଶ
൅

ଵ

଺
  

Sଷ ൌ
ଵ

ଶ
൅

ଵ

଺
൅

ଵ

ଵଶ
  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  
S௡ ൌ

ଵ

ଶ
൅

ଵ

଺
൅

ଵ

ଵଶ
൅ ⋯൅

ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
  

Ponieważ ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
 można zapisać jako ଵ

௡
െ  

ଵ

௡ାଵ
 dla 𝑛 ് 0. 

Stąd  
S௡ ൌ ቀଵ

ଵ
െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅  ቀ

ଵ

ଶ
െ

ଵ

ଷ
ቁ ൅ ⋯൅  ቀ

ଵ

௡
െ

ଵ

௡ାଵ
ቁ ൌ 1 െ

ଵ

௡ାଵ
ൌ 1  

W kolejnym kroku należy obliczyć granicę ciągu sum częściowych  
lim
௡→ஶ

S௡ ൌ lim
௡→ஶ

ቀ1 െ
ଵ

௡ାଵ
ቁ= 1. 

Ponieważ granicą jest liczba, zatem dany ciąg jest zbieżny. 
 ∑ ଷ೙ିଵ

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

Należy wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu sum częściowych 
Sଵ ൌ

ଷ

ଶ
െ

ଵ

ଶ
  

Sଶ ൌ ቀଷ
ଶ
െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅ ቀଽ

ସ
െ

ଵ

ସ
ቁ  

Sଷ ൌ ቀଷ
ଶ
െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅ ቀଽ

ସ
െ

ଵ

ସ
ቁ ൅ ቀଶ଻

଼
െ

ଵ

଼
ቁ  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  

S௡ ൌ ቀଷ
ଶ
െ

ଵ

ଶ
ቁ ൅ ቀଽ

ସ
െ

ଵ

ସ
ቁ ൅ ቀଶ଻

଼
െ

ଵ

଼
ቁ ൅ ⋯൅ ቀଷ

೙

ଶ೙
െ

ଵ

ଶ೙
ቁ ൌ  

ൌ
ଷ

ଶ
െ

ଵ

ଶ
൅

ଽ

ସ
െ

ଵ

ସ
൅

ଶ଻

଼
െ

ଵ

଼
൅ ⋯൅

ଷ೙

ଶ೙
െ

ଵ

ଶ೙
ൌ  
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ൌ ቀଷ
ଶ
൅

ଽ

ସ
൅

ଶ଻

଼
⋯൅

ଷ೙

ଶ೙
ቁ െ ቀଵ

ଶ
൅

ଵ

ସ
൅

ଵ

଼
൅ ⋯൅

ଵ

ଶ౤
ቁ ൌ  

ൌ െ3 ൅ 3 ⋅  ቀ
ଷ

ଶ
ቁ
௡
െ ቀ1 െ

ଵ

ଶ೙
ቁ ൌ െ4 ൅  

ଷ೙శభାଵ

ଶ೙
   

W kolejnym kroku należy obliczyć granicę ciągu sum częściowych  

lim
௡→ஶ

S௡ ൌ lim
௡→ஶ

ቀെ4 ൅
ଷ೙శభାଵ

ଶ೙
ቁ ൌ ൅∞   

Ponieważ granicą jest ൅∞, zatem dany ciąg jest rozbieżny. 
 ∑ ଶ೙ିଵ

ଷ೙
ஶ
௡ୀଵ  

Na początku należy zauważyć, że 

∑ ଶ೙ିଵ

ଷ೙
ஶ
௡ୀଵ ൌ ∑ ቀቀଶ

ଷ
ቁ
௡
െ

ଵ

ଷ೙
ቁஶ

௡ୀଵ   

Należy wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu sum częściowych 
Sଵ ൌ

ଶ

ଷ
െ

ଵ

ଷ
  

Sଶ ൌ ቀଶ
ଷ
െ

ଵ

ଷ
ቁ ൅ ቀସ

ଽ
െ

ଵ

ଽ
ቁ  

Sଷ ൌ ቀଶ
ଷ
െ

ଵ

ଷ
ቁ ൅ ቀସ

ଽ
െ

ଵ

ଽ
ቁ ൅ ቀ ଼

ଶ଻
െ

ଵ

ଶ଻
ቁ  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  

S௡ ൌ ቀଶ
ଷ
െ

ଵ

ଷ
ቁ ൅ ቀସ

ଽ
െ

ଵ

ଽ
ቁ ൅ ቀ ଼

ଶ଻
െ

ଵ

ଶ଻
ቁ ൅ ⋯൅ ቀଶ

೙

ଷ೙
െ

ଵ

ଷ೙
ቁ ൌ  

ൌ
ଶ

ଷ
െ

ଵ

ଷ
൅

ସ

ଽ
െ

ଵ

ଽ
൅

଼

ଶ଻
െ െ

ଵ

ଶ଻
൅ ⋯൅

ଶ೙

ଷ೙
െ

ଵ

ଷ೙
ൌ  

ൌ ቀଶ
ଷ
൅

ସ

ଽ
൅

଼

ଶ଻
⋯൅ ቀଶ

ଷ
ቁ
௡
ቁ െ ቀଵ

ଷ
൅

ଵ

ଽ
൅

ଵ

ଶ଻
൅ ⋯൅

ଵ

ଷ೙
ቁ ൌ  

ൌ
ଶ

ଷ
⋅  ቆ

ଵିቀ
మ
య
ቁ
೙

ଵି
మ
య

ቇ െ
ଵ

ଶ
⋅  ቆ

ଵିቀ
భ
మ
ቁ
೙

ଵି
భ
మ

ቇ ൌ
ଶ

ଷ
⋅
ଷ

ଵ
 ቀ1 െ ቀଶ

ଷ
ቁ
௡
ቁ െ

ଵ

ଶ
⋅  
ଶ

ଵ
ቀ1 െ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
ቁ ൌ  

ൌ 2 ቀ1 െ ቀଶ
ଷ
ቁ
௡
ቁ െ ቀ1 െ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
ቁ ൌ 2 െ ቀଶ

ଷ
ቁ
௡
െ 1 ൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
ൌ 1 െ ቀଶ

ଷ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡

  

W kolejnym kroku należy obliczyć granicę ciągu sum częściowych  

lim
௡→ஶ

S௡ ൌ lim
௡→ஶ

ቀൌ 1 െ ቀଶ
ଷ
ቁ
௡
൅ ቀଵ

ଶ
ቁ
௡
ቁ= 1   

Ponieważ granicą jest liczba, zatem dany ciąg jest zbieżny. 

Definicja szeregu zbieżnego 
Szeregiem liczbowym zbieżnym nazywa się taki szereg, dla którego istnieje skoń-
czona granica S ൌ lim

௡→ஶ
S௡. Liczbę S nazywa się wówczas sumą szeregu ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ , 

co można zapisać ∑ 𝑎௡
ஶ
௡ୀଵ ൌ S. 
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Definicja szeregu rozbieżnego 
Szeregiem liczbowym rozbieżnym nazywa się taki szereg, który nie jest zbieżny. 

Własności szeregów 
 ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ ൌ ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ ⇔ 𝑎௡ ൌ 𝑏௡ dla każdego 𝑛 ∈ N.  

 Jeżeli szeregi ∑ 𝑎௡
ஶ
௡ୀଵ  i ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ  są zbieżne, to suma szeregów jest szeregiem 

zbieżnym.  
∑ ሺ𝑎௡ ൅ 𝑏௡ሻ
ஶ
௡ୀଵ ൌ ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ ൅ ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ   

 Jeżeli szeregi ∑ 𝑎௡
ஶ
௡ୀଵ  i ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ  są zbieżne, to różnica szeregów jest szeregiem 

zbieżnym.  
∑ ሺ𝑎௡ െ 𝑏௡ሻ
ஶ
௡ୀଵ ൌ ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ െ ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ   

 Jeżeli szeregi ∑ 𝑎௡
ஶ
௡ୀଵ  i ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ  są zbieżne, to iloczyn szeregu przez liczbę jest 

szeregiem zbieżnym. 
k ⋅ ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ ൌ  ∑ k ⋅ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ    dla każdego k ∈ R 

Podstawowe wzory zbieżności szeregów 
 ∑ q௡ஶ

௡ୀଵ  jest zbieżny dla |q| ൏ 1 i rozbieżny dla |q| ൐ 1. 
 ∑ ଵ

௡
ஶ
௡ୀଵ     jest rozbieżny. 

 ∑ ଵ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ   jest zbieżny. 

 ∑ ଵ

୬౩
ஶ
௡ୀଵ   jest zbieżny dla s ൐ 1 i rozbieżny dla s ൑ 1. 

Istnieje istotny związek między zbieżnością szeregu liczbowego ∑ 𝑎௡
ஶ
௡ୀଵ  a za-

chowaniem ciągu ሺ𝑎௡ሻ jego wyrazów. Związek ten nosi nazwę warunku koniecznego 
zbieżności szeregu. 

Twierdzenie warunek konieczny zbieżności szeregu 
Jeżeli szereg ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ  jest zbieżny, to lim

௡→ஶ
𝑎௡ ൌ 0. 

Dowód 
Oznaczając S௡ ൌ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷ ൅⋯൅ 𝑎௡ zachodzi  
𝑎௡ ൌ S௡ െ S௡ିଵ dla 𝑛 ∈ N i 𝑛 ൒ 2.  

Ponieważ z założenia istnieje skończona granica lim
௡→ஶ

S௡ ൌ S,  
więc 𝑎௡ ൌ S௡ െ S௡ିଵ  dąży do S െ S ൌ 0  przy 𝑛 → ∞. 

Podany w twierdzeniu warunek nie jest warunkiem dostatecznym zbieżności 
szeregu. 
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Przykład 2.6.3. 
Sprawdzić warunek konieczny zbieżności szeregu. 

 ∑ ଷ೙

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଶ೙

ଷ೙
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଶ೙ିଵ

ଷ೙
ஶ
௡ୀଵ  

Rozwiązanie 

 lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

ଷ೙

ଶ೙
ൌ lim

௡→ஶ
ቀଷ
ଶ
ቁ
௡
ൌ ൅∞ ് 0, zatem to szereg rozbieżny, 

 lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

ଶ೙

ଷ೙
ൌ lim

௡→ஶ
ቀଶ
ଷ
ቁ
௡
ൌ 0, zatem to szereg zbieżny, 

 lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ lim
௡→ஶ

ଶ೙ିଵ

ଷ೙
ൌ lim

௡→ஶ

ଶ೙

ଷ೙
െ lim

௡→ஶ

ଵ

ଷ೙
ൌ lim

௡→ஶ
ቀଶ
ଷ
ቁ
௡
െ lim

௡→ஶ

ଵ

ଷ೙
ൌ 0, 

zatem to szereg zbieżny. 

Przykład 2.6.4. 
Wyznaczyć kolejne sumy częściowe szeregu ∑ ଵ

√௡
ஶ
௡ୀଵ  i zbadać jego zbieżność. 

Rozwiązanie 
∑ ଵ

√௡
ஶ
௡ୀଵ   

Należy wyznaczyć kolejne wyrazy ciągu sum częściowych 
Sଵ ൌ

ଵ

√ଵ
  

Sଶ ൌ
ଵ

√ଵ
൅

ଵ

√ଶ
  

Sଷ ൌ
ଵ

√ଵ
൅

ଵ

√ଶ
൅

ଵ

√ଷ
  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  
Sଷ ൌ

ଵ

√ଵ
൅

ଵ

√ଶ
൅

ଵ

√ଷ
൅ ⋯൅

ଵ

√௡
  

Ponieważ ଵ
√ଵ
൅

ଵ

√ଶ
൅

ଵ

√ଷ
൅ ⋯൅

ଵ

√௡
  można zapisać jako 𝑛 ⋅

ଵ

√௡
  dla 𝑛 ് 0. 

Stąd 
S௡ ൌ

ଵ

√ଵ
൅

ଵ

√ଶ
൅

ଵ

√ଷ
൅ ⋯൅

ଵ

√௡
ൌ 𝑛 ⋅

ଵ

√௡
   

W kolejnym kroku należy obliczyć granicę ciągu sum częściowych:  

lim
௡→ஶ

S௡ ൌ lim
௡→ஶ

𝑛 ⋅
ଵ

√௡
ൌ lim

௡→ஶ

௡√௡

௡
ൌ lim

௡→ஶ
√𝑛 ൌ ൅∞  

Ponieważ granicą jest ൅∞, zatem ciąg jest rozbieżny, mimo że lim
௡→ஶ

ଵ

√௡
ൌ 0. 
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Badając zbieżność szeregów, warto zacząć od warunku koniecznego zbieżności. 
Należy jednak uważać, ponieważ powyższe twierdzenie nie działa w obie strony 
(jak to widać w przykładzie 2.6.4). Ma ono zastosowanie tylko wtedy, gdy granica 
ciągu jest różna od zera. Można wówczas stwierdzić, że warunek konieczny zbieżno-
ści szeregu nie jest spełniony, zatem szereg jest rozbieżny. Jeżeli ciąg ma granicę 
równą zero, to należy zastosować inne kryterium.  

Reasumując: 
 jeżeli lim

௡→ஶ
𝑎௡ ് 0, to szereg jest rozbieżny, 

 jeżeli lim
௡→ஶ

𝑎௡ ൌ 0, to do zbadania zbieżności szeregu należy zastosować inne kry-
teria.    

1.  Kryterium porównawcze zbieżności szeregu 
Jeżeli szeregi ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ  i ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ  są szeregami o wyrazach nieujemnych oraz ist-

nieje takie 𝑛଴, że dla każdego 𝑛 ൐ 𝑛଴ spełniona jest nierówność 𝑎௡ ൑ 𝑏௡, to: 
 jeżeli szereg ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ  jest rozbieżny, to szereg  ∑ 𝑏௡

ஶ
௡ୀଵ  też jest rozbieżny, 

 jeżeli szereg ∑ 𝑏௡
ஶ
௡ୀଵ  jest zbieżny, to szereg ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ  też jest zbieżny. 

Przykład 2.6.5. 
Stosując kryterium porównawcze, zbadać zbieżność szeregu.  

 ∑ |ୡ୭ୱ௡|

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଵ

ଷ௡ାଶ
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ൫√𝑛 ൅ 1 െ  √𝑛൯ஶ
௡ୀଵ  

Rozwiązanie 
 ∑ |ୡ୭ୱ௡|

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

Należy zauważyć, że zbiorem wartości funkcji cosinus jest przedział [−1; 1], za-
tem prawdziwa jest nierówność |ୡ୭ୱ௡|

ଶ೙
൑

ଵ

ଶ೙
. Szereg  ∑ ଵ

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ   jest oczywiście 

zbieżny, zatem szereg  ∑ |ୡ୭ୱ௡|

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ   również jest zbieżny. 

 ∑ ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
ஶ
௡ୀଵ  

Ponieważ 𝑛ଶ ൐ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൐ 0 dla każdego 𝑛 ∈ N, to 0 ൏
ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
൏

ଵ

௡మ
. Zatem 

z kryterium porównawczego ∑ ଵ

௡ሺ௡ାଵሻ
ஶ
௡ୀଵ  jest szeregiem zbieżnym, gdyż szereg 

∑ ଵ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ  jest zbieżny. 
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 ∑ ଵ

ଷ௡ାଶ
ஶ
௡ୀଵ  

Ponieważ 0 ൏ 𝑛 ൏ 3𝑛 ൅ 2 dla każdego 𝑛 ∈ N, to 0 ൏ ଵ

௡
൏

ଵ

ଷ௡ାଶ
. Zatem z kryte-

rium porównawczego ∑ ଵ

ଷ௡ାଶ
ஶ
௡ୀଵ  jest szeregiem rozbieżnym, gdyż szereg ∑ ଵ

௡
ஶ
௡ୀଵ  

jest rozbieżny. 
 ∑ ൫√𝑛 ൅ 1 െ  √𝑛൯ஶ

௡ୀଵ  

Ponieważ √𝑛 ൅ 1 െ √𝑛 ൌ ൫√𝑛 ൅ 1 െ √𝑛൯ ⋅
√௡ାଵା √௡

√௡ାଵା √௡
ൌ

௡ାଵି௡

√௡ାଵା √௡
ൌ

ଵ

√௡ାଵା √௡
, 

dodatkowo √𝑛 ൏  √𝑛 ൅ 1, czyli √𝑛 ൅ 1 ൅ √𝑛 ൐  2√𝑛, stąd ଵ

√௡ାଵା√௡
൏

ଵ

 ଶ√௡
. Za-

tem √𝑛 ൅ 1 െ √𝑛 ൌ
ଵ

ଶ√௡
. Z tego, że ∑ ଵ

ଶ√௡
ஶ
௡ୀଵ ൌ

ଵ

ଶ
∑ ଵ

√௡
ஶ
௡ୀଵ ൌ

ଵ

ଶ
∑ ଵ

௡
భ
మ

ஶ
௡ୀଵ  szereg 

jest rozbieżny ሺs ൌ ଵ

ଶ
൏ 1), na podstawie kryterium porównawczego szereg 

∑ √𝑛 ൅ 1 െ  √𝑛ஶ
௡ୀଵ  jest rozbieżny. 

2.  Kryterium Cauchy’ego zbieżności szeregu 
Jeżeli szereg ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ  jest szeregiem o wyrazach nieujemnych oraz lim

௡→ஶ
ඥ𝑎௡
೙ ൌ 

ൌ g, to: 
 jeżeli g ൏ 1, to szereg jest zbieżny, 
 jeżeli g ൐ 1, to szereg jest rozbieżny. 

Uwaga: Kryterium Cauchy’ego zwykle stosuje się, gdy wzór ciągu zawiera funkcję 
potęgową bądź funkcję wykładniczą. Nie jest to oczywiście zasadą, jednak często wy-
stępuje. 

Przykład 2.6.6. 
Stosując kryterium Cauchy’ego, zbadać zbieżność szeregu.  

 ∑ ቀ ௡

ହ௡ାଷ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ቀଷ௡ାଵ
ଶ௡

ቁ
௡

ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ௡

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ට
௡

ଶ೙
೙ஶ

௡ୀଵ  
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Rozwiązanie 

 ∑ ቀ ௡

ହ௡ାଷ
ቁ
௡

ஶ
௡ୀଵ  

Należy obliczyć granicę przy n dążącym do nieskończoności lim
௡→ஶ

ටቀ ௡

ହ௡ାଷ
ቁ
௡೙
ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

௡

ହ௡ାଷ
ൌ

ଵ

ହ
. Wynik jest mniejszy od 1, zatem szereg jest zbieżny. 

 ∑ ቀଷ௡ାଵ
ଶ௡

ቁ
௡

ஶ
௡ୀଵ   

Należy obliczyć granicę przy n dążącym do nieskończoności lim
௡→ஶ

ටቀଷ௡ାଵ
ଶ௡

ቁ
௡೙
ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

ଷ௡ାଵ

ଶ௡
ൌ

ଷ

ଶ
. Wynik jest większy od 1, zatem szereg jest rozbieżny. 

 ∑ ௡

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ   

Należy obliczyć granicę przy n dążącym do nieskończoności lim
௡→ஶ

ට
௡

ଶ೙
೙

ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

√௡
೙

ଶ
ൌ

ଵ

ଶ
൏ 1, czyli szereg jest zbieżny. 

 ∑ ට
௡

ଶ೙
೙ஶ

௡ୀଵ  

Należy obliczyć granicę przy n dążącym do nieskończoności lim
௡→ஶ

ඨට
௡

ଶ೙
೙೙

ൌ 

ൌ lim
௡→ஶ

ට √௡
೙

ଶ

೙
ൌ lim

௡→ஶ

√௡
೙మ

√ଶ
೙ ൌ

ଵ

ଵ
ൌ 1, czyli kryterium nie rozstrzyga. Wystarczyłoby 

sprawdzić warunek konieczny zbieżności szeregu lim
௡→ஶ

ට
௡

ଶ೙
೙

ൌ lim
௡→ஶ

√௡
೙

ଶ
ൌ

ଵ

ଶ
് 0, 

czyli szereg jest rozbieżny. 

3.  Kryterium d’Alemberta zbieżności szeregu 
Jeżeli szereg ∑ 𝑎௡

ஶ
௡ୀଵ  jest szeregiem o wyrazach dodatnich oraz lim

௡→ஶ

௔೙శభ
௔೙

ൌ g, to: 
 jeżeli g ൏ 1, to szereg jest zbieżny, 
 jeżeli g ൐ 1, to szereg jest rozbieżny. 

Uwaga: Kryterium d’Alemberta zwykle stosuje się, gdy wzór ciągu zawiera silnię 
bądź funkcję wykładniczą. Nie jest to oczywiście zasadą, jednak często występuje. 
Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieżności bądź rozbieżności szeregu, jeżeli 
g ൌ 1. W takim wypadku należy zastosować inne kryterium. 
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Przykład 2.6.7. 
Stosując kryterium d’Alemberta, zbadać zbieżność szeregu. 

 ∑ ௡

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ଷ೙

௡
ஶ
௡ୀଵ  

 ∑ ට
௡

ଶ೙
೙ஶ

௡ୀଵ  

 ∑ ௡!

௡೙
ஶ
௡ୀଵ  

Rozwiązanie 
 ∑ ௡

ଶ೙
ஶ
௡ୀଵ  

Jeżeli 𝑎௡ ൌ
௡

ଶ೙
 

to 𝑎௡ାଵ ൌ
௡ାଵ

ଶ೙శభ
  

Z kryterium d’Alemberta  

lim
௡→ஶ

೙శభ
మ೙శభ
೙
మ೙

ൌ lim
௡→ஶ

௡ାଵ

௡
⋅

ଶ೙

ଶ೙శభ
ൌ lim

௡→ஶ

ଶ೙ሺ௡ାଵሻ

ଶ೙⋅ଶ⋅௡
ൌ

ଵ

ଶ
൏ 1  

Wynik jest mniejszy od 1, zatem szereg jest zbieżny. 
  ∑ ଷ೙

௡
ஶ
௡ୀଵ  

Jeżeli 𝑎௡ ൌ
ଷ೙

௡
 

to  𝑎௡ାଵ ൌ
ଷ೙శభ

௡ାଵ
 

Z kryterium d’Alemberta  

lim
௡→ஶ

య೙శభ

೙శభ
య೙

೙

ൌ lim
௡→ஶ

௡

௡ାଵ
⋅
ଷ೙శభ

ଷ೙
ൌ lim

௡→ஶ

ଷ೙⋅ଷ⋅௡

ଷ೙⋅ሺ௡ାଵሻ
ൌ 3 ൐ 1  

Wynik jest większy od 1, zatem szereg jest rozbieżny. 

 ∑ ට
௡

ଶ೙
೙ஶ

௡ୀଵ  

Jeżeli 𝑎௡ ൌ ට
௡

ଶ೙
೙

ൌ √௡
೙

ଶ
 

to  𝑎௡ାଵ ൌ
√௡ାଵ

೙శభ

ଶ
 

Z kryterium d’Alemberta  

lim
௡→ஶ

√೙శభ
೙శభ

మ
√೙೙

మ

ൌ lim
௡→ஶ

√௡ାଵ
೙శభ

√௡
೙ ൌ

ଵ

ଵ
ൌ 1  
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Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga zbieżności tego szeregu. Ten przykład 
rozważany był dla kryterium Cauchy’ego (2.6.6 d) i wówczas stwierdzono, że waru-
nek konieczny wyklucza zbieżność tego szeregu. Gdyby na początku sprawdzony zo-
stał warunek konieczny, rozpatrywanie zbieżności od razu byłoby wykluczone 
i zbędne byłoby zastanawianie się, które kryterium rozstrzygnie, czy szereg jest 
zbieżny, czy rozbieżny. 
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3. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ 

Po zapoznaniu się z treścią rozdziału trzeciego można bez trudu: 
 zdefiniować pojęcie funkcji, 
 wyznaczyć dziedzinę funkcji, 
 wyznaczyć złożenie funkcji, 
 wyznaczyć funkcję odwrotną do danej,  
 obliczyć granicę funkcji oraz granicę funkcji w punkcie, 
 zbadać ciągłość funkcji, 
 wyznaczyć asymptoty wykresu funkcji.  

3.1. Pojęcie funkcji  

Funkcja jest formalnym zapisem pewnej zależności pomiędzy określonymi zjawi-
skami, obiektami bądź wielkościami. Należy jednak pamiętać, że nie każde odwzo-
rowanie jest funkcją. Funkcją nazywa się ściśle określoną zależność, która każdemu 
elementowi z jednego zbioru przyporządkowuje dokładnie jeden element z drugiego 
zbioru.  
 

Definicja funkcji 
Jeżeli dane są dwa zbiory X i Y i jeżeli każdemu elementowi zbioru X odpowiada 
dokładnie jeden element zbioru Y, to takie przyporządkowanie nazywa się funkcją 
określoną na zbiorze X o wartościach w zbiorze Y, co można zapisać:  f: X → Y. 

 
Zbiór X nazywa się dziedziną, a jego elementy to argumenty funkcji. Zbiór Y na-

zywa się przeciwdziedziną, a jego elementy to wartości funkcji dla poszczególnych 
argumentów. 
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Dziedzinę funkcji oznacza się najczęściej literą D. 
Dziedziną tej funkcji jest zbiór D ൌ ሼa, b, c, d, e, fሽ,  
przeciwdziedziną zbiór ሼk, l, m, n, p, q, rሽ, 
a zbiorem wartości funkcji zbiór ሼk, l, m, p, rሽ. 

Przykład 3.1.1. 
Które z poniższych przyporządkowań są funkcjami? 

 Każda działka gruntu ma dokładnie jednego właściciela. 
 Każdej liczbie rzeczywistej przyporządkowany jest kwadrat tej liczby. 
 Realizatorem każdej budowy jest jeden wykonawca. 
 Każdej działce gruntu przyporządkowany jest jeden numer. 

Rozwiązanie 
Funkcjami są przyporządkowania b) i d). 

Gdy mowa o jednej funkcji, oznacza się ją pojedynczą literą (najczęściej literą f), 
natomiast gdy rozważa się więcej funkcji, można oznaczać je np. fଵ, fଶ, fଷ, … lub f, g, h. 
Funkcję często zapisuje się jako fሺxሻ, co należy czytać: „f od x”. Oznacza to wartość 
funkcji f dla elementu x. 

W sensie geometrycznym funkcję należy rozumieć jako zbiór par uporządkowa-
nych. Pierwsza liczba jest argumentem funkcji i zaznacza się ją na osi X (osi argu-
mentów), a druga liczba w parze jest wartością funkcji dla danego argumentu i za-
znacza się ją na osi Y (osi wartości). 
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Rys. 3.1. Wykres funkcji w prostokątnym układzie współrzędnych 

Wykresem funkcji f jest zbiór par uporządkowanych, co można zapisać 
ሼሺx,  yሻ: x ∈ X,  y ∈ Y,  y ൌ fሺxሻሽ. 

3.2. Dziedzina funkcji  

Z definicji funkcji wynika istnienie dwóch zbiorów (wyjściowego X i końcowego Y). 
Jeżeli zbiory X i Y nie są z góry zadane i funkcja podana jest tylko za pomocą pewnego 
wzoru, wówczas przyjmuje się, że dziedziną funkcji jest zbiór tych wszystkich liczb 
rzeczywistych, dla których wyrażenie podane wzorem funkcji ma sens liczbowy. Taki 
zbiór nazywa się dziedziną funkcji. 

Definicja dziedziny funkcji 
Dziedzina funkcji jest to zbiór argumentów funkcji, czyli zbiór wszystkich x-ów 
należących do tej funkcji. 

W praktyce są to wszystkie liczby, które można wpisać do wzoru funkcji. Dzie-
dzinę funkcji można również odczytać z wykresu. Wówczas należy patrzeć, w jakiej 
części osi X leżą punkty danego wykresu. 
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Sposoby wyznaczania dziedziny funkcji danej wzorem 
W zasadzie większość zadań dotyczących wyznaczania dziedziny ze wzoru oparta jest 
na trzech warunkach i odnosi się do funkcji danych ułamkiem, pierwiastkiem stop-
nia parzystego oraz logarytmem. Zmieniają się tylko funkcje występujące w mianow-
niku, pod pierwiastkiem bądź logarytmowane. Dlatego wyznaczając dziedzinę funk-
cji, należy opierać się na trzech podstawowych założeniach: 
1) mianownik musi być różny od zera, 
2) wyrażenie podpierwiastkowe musi być większe bądź równe zero (w przypadku 

pierwiastka stopnia parzystego), 
3) wyrażenie logarytmowane musi być większe od zera. 

Przykład 3.2.1. 
Wyznaczyć dziedzinę funkcji. 

 fሺxሻ ൌ 3xଶ ൅ 2x ൅ 6   
 fሺxሻ ൌ

ଶ୶ାଵ

୶ିହ
 

 fሺxሻ ൌ √xଶ െ  x െ  6  
 fሺxሻ ൌ logሺ xଶ െ 9ሻ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ 3xଶ ൅ 2x ൅ 6  

Jest to funkcja kwadratowa. W jej zapisie nie występują ani ułamek, ani pierwia-
stek stopnia parzystego, ani też logarytm. Wykresem tej funkcji jest parabola 
skierowana ramionami do góry (𝑎 ൐ 0). Ramiona paraboli rozszerzają się 
i wszystkie ich punkty zrzutowane na oś X (oś argumentów obrazujących dzie-
dzinę) pokrywają całą tę oś. Zatem dziedziną tej funkcji jest cały zbiór R, co 
można zapisać: D୤ ൌ R. 

 fሺxሻ ൌ
ଶ୶ାଵ

୶ିହ
 

Funkcja dana jest ułamkiem. Wyrażenie w liczniku nie wymaga żadnych dodat-
kowych założeń. Dlatego wystarczy zająć się mianownikiem. Wiadomo, że aby 
zapis fሺxሻ ൌ ଶ୶ାଵ

୶ିହ
 miał sens, to wyrażenie w mianowniku musi być różne od zera. 

Należy założyć zatem, że x െ 5 ് 0, stąd x ് 5. Zatem dziedziną tej funkcji jest 
R oprócz liczby 5, co można zapisać: D୤ ൌ R െ ሼ5ሽ. 

 fሺxሻ ൌ √xଶ െ x െ 6 
Funkcja dana jest pierwiastkiem stopnia parzystego. Wiadomo, że aby zapis 
fሺxሻ ൌ √xଶ െ x െ 6 miał sens, to wyrażenie podpierwiastkowe musi być większe 
bądź równe zero. Należy założyć zatem, że xଶ െ x െ 6 ൒ 0. Jest to funkcja 
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kwadratowa. Należy obliczyć deltę: Δ ൌ ሺെ1ሻଶ െ 4 ⋅ 1 ⋅ ሺെ6ሻ ൌ 25. Stąd √Δ ൌ 5. 
Miejsca zerowe to:  xଵ ൌ

ଵିହ

ଶ
ൌ െ2  i  xଶ ൌ

ଵାହ

ଶ
ൌ 3.  

 
Ramiona tej paraboli skierowane są do góry, miejsca zerowe to 2 i 3. Zatem funk-
cja ta przyjmuje wartości większe bądź równe zero w przedziałach ሺെ∞,െ2⟩ 
oraz ⟨3,൅∞ሻ. 
Wynika stąd, że dziedziną funkcji fሺxሻ ൌ √xଶ െ x െ 6 jest suma przedziałów 
ሺെ∞,െ2⟩ oraz  ⟨3,൅∞ሻ, co można zapisać:  
D୤: x ∈ ሺെ∞,െ2⟩ ∪ ⟨3,൅∞ሻ. 

 fሺxሻ ൌ logሺ xଶ െ 9ሻ 
Funkcja dana jest logarytmem dziesiętnym. Wiadomo, że aby zapis fሺxሻ ൌ
ൌ logሺ xଶ െ 9ሻ miał sens, to wyrażenie logarytmowane musi być większe 
od zera. Należy założyć zatem, że xଶ െ 9 ൐ 0. Jest to funkcja kwadratowa.  
Wyrażenie po lewej stronie można zapisać, korzystając ze wzorów skróconego 
mnożenia jako ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ⋅ ሺ𝑥 െ 3ሻ. Należy założyć więc, że ሺx ൅ 3ሻ ⋅ ሺx െ 3ሻ ൐ 0. 
Miejsca zerowe to xଵ ൌ െ3 i xଶ ൌ 3. 

 
Ramiona tej paraboli skierowane są do góry, zatem funkcja ta przyjmuje wartości 
większe od zera w przedziałach ሺെ∞,െ3ሻ oraz ሺ3,൅∞ሻ. Wynika stąd, że dzie-
dziną funkcji fሺxሻ ൌ logሺ xଶ െ 9ሻ jest suma przedziałów ሺെ∞,െ3ሻ oraz 
ሺ3,൅∞ሻ, co można zapisać: 
D୤: x ∈ ሺെ∞,െ3ሻ ∪ ሺ3,൅∞ሻ. 
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Przykład 3.2.2. 
Wyznaczyć dziedzinę funkcji. 

 fሺxሻ ൌ
୶

୪୬ ୶
  

 fሺxሻ ൌ √xଶ െ  25  

 fሺxሻ ൌ ට୪୭୥ሺ୶ି଻ሻ

୶ିଶ

ల
 

 fሺxሻ ൌ ට୪୭୥ሺଶ୶ିଷሻ

ୣ౮
ర

 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ

୶

୪୬ ୶
 

W zapisie występuje ułamek, więc należy założyć, że mianownik musi być różny 
od zera. W mianowniku występuje logarytm naturalny, więc należy założyć, 
że liczba logarytmowana jest większa od zera. 
ln x ് 0  i  x ൐ 0 
ln x ് ln 1  i  x ൐ 0 
x ് 1  i  x ൐ 0 

 
Dziedziną funkcji jest: D୤ ൌ ሺ0,൅∞ሻ\ሼ1ሽ ൌ ሺ0,1ሻ ∪ ሺ1,൅∞ሻ. 

 fሺxሻ ൌ √xଶ െ  25  
W zapisie występuje pierwiastek stopnia parzystego, więc należy założyć, że wy-
rażenie pod pierwiastkiem musi być większe bądź równe zero. 
xଶ െ  25 ൒ 0  
ሺx െ  5ሻ ⋅ ሺx ൅ 5ሻ ൒ 0  

 
Dziedziną funkcji jest: D୤: x ∈ ሺെ∞,െ5⟩ ∪ ⟨5,൅∞ሻ. 
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 fሺxሻ ൌ ට୪୭୥ሺ୶ି଻ሻ

୶ିଶ

ల
 

W zapisie występują ułamek, pierwiastek stopnia parzystego i logarytm, więc na-
leży przyjąć trzy założenia. 
୪୭୥ሺ୶ି଻ሻ

୶ିଶ
൒ 0  i  x െ 2 ് 0  i x െ 7 ൐ 0 

ሺx െ 2ሻ logሺx െ 7ሻ ൒ 0   i  x ് 2  i x ൐ 7 
pozostaje pierwsze założenie do rozwiązania 
ሺx െ 2ሻ ൒ 0   i  logሺx െ 7ሻ ൒ 0  lub  ሺx െ 2ሻ ൑ 0  i  logሺx െ 7ሻ ൑ 0 
x ൒ 2  i  logሺx െ 7ሻ ൒ log1  lub  x ൑ 2  i  logሺx െ 7ሻ ൑ log1 
podstawą logarytmu jest liczba większa od 1, więc opuszczając  
logarytm, kierunek nierówności pozostaje bez zmian 
x ൒ 2  i  x െ 7 ൒ 1  lub  x ൑ 2  i  x െ 7 ൑ 1 
x ൒ 2  i  x ൒ 8  lub  x ൑ 2  i  x ൑ 8 
stąd ostatecznie 
x ൒ 8  lub  x ൑ 2   
co można zapisać x ∈ ሺെ∞, 2⟩ ∪ ⟨8,൅∞ሻ.  
Ostatecznie: x ∈ ሺെ∞, 2⟩ ∪ ⟨8,൅∞ሻ   i   x ് 2   i   x ൐ 7. 

 
Dziedziną funkcji jest: ⟨8,൅∞ሻ, co można zapisać D୤: xϵ⟨8,൅∞ሻ. 

 fሺxሻ ൌ ට୪୭୥ሺଶ୶ିଷሻ

ୣ౮
ర

 

W zapisie występują ułamek, pierwiastek stopnia parzystego i logarytm, więc na-
leży przyjąć trzy założenia. 
e୶ ് 0  i   2x െ 3 ൐ 0  i  ୪୭୥ሺଶ୶ିଷሻ

ୣ౮
൒ 0 

x ∈ R  i x ൐
ଷ

ଶ
  i  logሺ2x െ 3ሻ ൒ 0 

x ∈ R  i  x ൐
ଷ

ଶ
  i  logሺ2x െ 3ሻ ൒ log 1 

x ∈ R  i  x ൐
ଷ

ଶ
  i  2𝑥 െ 3 ൒ 1 

x ∈ R  i  x ൐
ଷ

ଶ
  i  𝑥 ൒ 2 

 
Dziedziną funkcji jest przedział ሺ2,൅∞ሻ, co można zapisać: D୤: 𝑥 ∈ ⟨2,൅∞ሻ.  
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3.3. Składanie funkcji. Funkcja złożona  

W zagadnieniach dotyczących badania funkcji często występują funkcje złożone 
z funkcji elementarnych. Zanim w niniejszych rozważaniach pojawią się funkcje zło-
żone, warto zająć się zagadnieniem składania funkcji. 

Definicja złożenia funkcji 
Niech dane będą funkcje f: X → Y z g: Y → Z. Dla każdego elementu x ∈ X istnieje 
wówczas dokładnie jeden element z ∈ Z taki, że z ൌ gሺfሺxሻሻ. 

Funkcje f z g wyznaczają więc nową funkcję h: X → Y określoną w następujący 
sposób: hሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ dla każdego x ∈ X. 

Funkcję h nazywa się superpozycją lub złożeniem funkcji f z g i oznacza się 
symbolem g ∘ f. 

 

Definicja funkcji wewnętrznej i zewnętrznej w funkcji złożonej 
Niech dane będą funkcje f: X → Y z g: Y → Z. Jeżeli funkcja h spełniająca warunek: 
hሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ, dla każdego x ∈ X, jest superpozycją (złożeniem) funkcji f z g, 
to funkcję f przyjęto nazywać funkcją wewnętrzną, g zaś funkcją zewnętrzną funk-
cji h. 

Uwaga: Złożenie funkcji nie zawsze jest możliwe. Aby to określić, trzeba mieć pew-
ność, że przeciwdziedzina funkcji wewnętrznej zawiera się w dziedzinie funkcji ze-
wnętrznej. Niech dziedzina funkcji oznaczona będzie przez D୤, a przeciwdziedzina 
przez  D୤షభ . 

Schemat składania funkcji 
1. Złożenie funkcji f z g oznacza się przez ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. Funkcja f(x) ma być 

funkcją wewnętrzną, a funkcja g(x) – zewnętrzną. Należy sprawdzić, czy przeciw-
dziedzina funkcji wewnętrznej D୤షభ  zawiera się (lub jest równa) w dziedzinie 
funkcji zewnętrznej, czyli D୥. 

2. Aby wyznaczyć złożenie funkcji f z g, należy za zmienną x funkcji g podstawić 
wartość funkcji f. 
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Przykład 3.3.1. 
Dane są funkcje fሺxሻ i gሺxሻ. Wyznaczyć złożenia funkcji f ∘ g i g ∘ f (o ile to możliwe). 

 fሺxሻ ൌ െxଶ ൅ 2x ൅ 3  gሺxሻ ൌ √x 
 fሺxሻ ൌ

ସ୶ି଺

୶ାଶ
  gሺxሻ ൌ log x 

 fሺxሻ ൌ √xଶ ൅ 3x െ 4  gሺxሻ ൌ log x 
 fሺxሻ ൌ logሺ x ൅ 5ሻ  gሺxሻ ൌ 2x ൅ 1 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ െxଶ ൅ 2x ൅ 3  gሺxሻ ൌ √x 

1. Należy wyznaczyć dziedziny i przeciwdziedziny funkcji f i g. 
Funkcja fሺxሻ ൌ െxଶ ൅ 2x ൅ 3 jest funkcją kwadratową, zatem jej  
dziedziną jest zbiór liczb rzeczywistych, co można zapisać D୤ ൌ R.  
Aby wyznaczyć przeciwdziedzinę, trzeba wyznaczyć współrzędne  
wierzchołka paraboli, która jest wykresem funkcji f. 
െ𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 3 ൌ 0  
Δ ൌ 2ଶ െ 4 ⋅ ሺെ1ሻ ⋅ 3 ൌ 16   stąd   √Δ ൌ 4  
Zatem współrzędne wierzchołka to:   
x଴ ൌ

ିୠ

ଶ௔
ൌ

ିଶ

ିଶ
ൌ 1   oraz   y଴ ൌ

ି୼

ସ௔
ൌ

ିଵ଺

ିସ
ൌ 4 

Oznacza to, że przeciwdziedziną funkcji f jest przedział ሺെ∞, 4⟩,  
co można zapisać: D୤షభ ൌ ሺെ∞, 4⟩. 

 

Funkcja gሺxሻ ൌ √x jest funkcją daną pierwiastkiem stopnia parzystego, zatem 
aby wyznaczyć jej dziedzinę, należy założyć, że wyrażenie podpierwiastkowe jest 
większe bądź równe zero. Zatem x ൒ 0, co oznacza, że dziedziną funkcji g 
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jest zbiór liczb rzeczywistych dodatnich wraz z zerem, co można zapisać:  
D୥ ൌ Rା ∪ ሼ0ሽ. 

 
Przeciwdziedziną funkcji g jest zbiór liczb rzeczywistych dodatnich wraz z ze-
rem, co można zapisać: D୥షభ ൌ Rା ∪ ሼ0ሽ. 

 
2. Zakładając, że f miałaby być funkcją wewnętrzną, należy wyznaczyć 

ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. Wówczas jej przeciwdziedzina D୤షభ ൌ ሺെ∞, 4⟩ zawie-
rać by się musiała (lub być jej równa) w dziedzinie funkcji zewnętrznej, czyli 
D୥ ൌ Rା ∪ ሼ0ሽ. Jak widać, tak nie jest. Dlatego nie można utworzyć złożenia 
funkcji f z g. Można zatem powiedzieć, że nie istnieje superpozycja funkcji 
ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. Jeżeli jednak funkcje f i g ograniczone zostałyby tak, by 
D୤షభ ൌ D୥, czyli D୤షభ ∩ D୥ ൌ ⟨0,4⟩. 
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Wówczas można znaleźć złożenie ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. 
Aby znaleźć złożenie funkcji f z g, należy za zmienną x w funkcji g podstawić 
wartość funkcji f. 
ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ ൌ gሺെxଶ ൅ 2x ൅ 3ሻ ൌ √െxଶ ൅ 2x ൅ 3.  

 
Zakładając, że g miałaby być funkcją wewnętrzną, należy wyznaczyć ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ
ൌ fሺgሺxሻሻ. Wówczas jej przeciwdziedzina D୥షభ ൌ Rା ∪ ሼ0ሽ zawierać by się mu-
siała (lub być jej równa) w dziedzinie funkcji zewnętrznej, czyli D୤ ൌ R. Jak wi-
dać, D୥షభ ൌ D୤ tylko na odcinku 𝑅ା ∪ ሼ0ሽ, 
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czyli na tym odcinku można utworzyć złożenie funkcji g i f. Można zatem po-
wiedzieć, że istnieje superpozycja funkcji ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ fሺgሺxሻሻ. 
Aby znaleźć złożenie funkcji g i f, należy za zmienną x funkcji w funkcji f pod-
stawić wartość funkcji g. 
ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ fሺgሺxሻሻ ൌ f൫√x൯ ൌ െ√x

ଶ
൅ 2√x ൅ 3 ൌ െx ൅ 2√x ൅ 3  

 

 fሺxሻ ൌ
ସ୶ି଺

୶ାଶ
                       gሺxሻ ൌ log x 

1. Należy wyznaczyć dziedziny i przeciwdziedziny funkcji f i g. 

Funkcja fሺxሻ ൌ ସ୶ି଺

୶ାଶ
ൌ

ିଵସ

୶ାଶ
൅ 4 jest homografią, której wykresem   

jest hiperbola fሺxሻ ൌ ୟ୶ାୠ

ୡ୶ାୢ
ൌ

ୠି
౗ౚ
ౙ

ୡ୶ାୢ
൅

ୟ

ୡ
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D୤ ൌ R\ ቄെ
ୢ

ୡ
ቅ    zatem    D୤ ൌ R\ሼെ2ሽ 

D୤షభ ൌ R\ ቄ
ୟ

ୡ
ቅ     zatem     D୤షభ ൌ R\ሼ4ሽ 

 
Funkcja gሺxሻ ൌ log x jest logarytmem dziesiętnym, zatem  
D୥ ൌ Rା  
D୥షభ ൌ R  

 



79 

2. Zakładając, że f miałaby być funkcją wewnętrzną, należy wyznaczyć 
ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. Wówczas jej przeciwdziedzina D୤షభ ൌ R\ሼ4ሽ zawierać 
by się musiała (lub być jej równa) w dziedzinie funkcji zewnętrznej, czyli 
D୥ ൌ Rା. Jak widać, tak nie jest. Dlatego nie można utworzyć złożenia funk-
cji f i g. Można zatem powiedzieć, że nie istnieje superpozycja funkcji 
ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. Jeżeli jednak funkcje f i g ograniczone zostałyby tak, by 
D୤షభ ൌ  D୥, czyli D୤షభ ∩ D୥ ൌ Rା\ሼ4ሽ 

 

Wówczas można znaleźć złożenie ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ. 
Aby znaleźć złożenie funkcji f z g, należy za zmienną x w funkcji g podstawić 
wartość funkcji f. 
ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ ൌ g ቀ

ସ୶ି଺

୶ାଶ
ቁ ൌ log

ସ୶ି଺

୶ାଶ
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Zakładając, że g miałaby być funkcją wewnętrzną, należy wyznaczyć ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ
ൌ f൫gሺxሻ൯. Wówczas jej przeciwdziedzina D୥షభ ൌ R zawierać by się musiała (lub 
być jej równa) w dziedzinie funkcji zewnętrznej, czyli D୤ ൌ R\ሼെ2ሽ. Jak widać, 
tak nie jest. Dlatego nie można utworzyć złożenia funkcji g i f. Można zatem po-
wiedzieć, że nie istnieje superpozycja funkcji ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ f൫gሺxሻ൯. Jeżeli jednak 
funkcje g i f ograniczone zostałyby tak, by D୥షభ ൌ  D୤, czyli D୥షభ ∩ D୤ ൌ 
ൌ R\ሼെ2ሽ, wówczas można znaleźć złożenie ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ fሺgሺxሻሻ. 
Aby znaleźć złożenie funkcji g z f, należy za zmienną x w funkcji f podstawić 
wartość funkcji g: 
ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ fሺgሺxሻሻ ൌ fሺlog xሻ ൌ

ସ ୪୭୥ ୶ି଺

୪୭୥ ୶ାଶ
  

 fሺxሻ ൌ √xଶ ൅ 3x െ 4       gሺxሻ ൌ log x 
1. Tak jak w poprzednich przykładach, najpierw należy ustalić dziedziny i prze-

ciwdziedziny funkcji f i g (pomijając już wykresy):  
D୤ ൌ ሺെ∞,െ4⟩ ∪ ⟨1,൅∞ሻ  

D୤షభ ൌ ർെ6
ଵ

ସ
,൅∞ቁ  

D୥ ൌ Rା  
D୥షభ ൌ R. 
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2. Aby wyznaczyć złożenie funkcji f z g, należy ograniczyć się do D୥ ∩ D୤షభ ൌ
ൌ Rା, zatem należy ograniczyć się do zbioru Rା. W celu wyznaczenia zło-
żenia f z g należy za zmienną x w funkcji g  podstawić wartość funkcji f: 

ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ ൌ g൫√xଶ ൅ 3x െ 4൯ ൌ logሺ √xଶ ൅ 3x െ 4ሻ  
Aby znaleźć złożenie funkcji g z f, należy ograniczyć się do D୤ ∩ D୥షభ ൌ D୤, za-
tem należy ograniczyć się do zbioru D୤. W celu wyznaczenia złożenia g z f należy 
za zmienną x w funkcji f podstawić wartość funkcji g. 
ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ fሺgሺxሻሻ ൌ fሺlogxሻ ൌ ඥlogଶx ൅ 3log െ 4  

 fሺxሻ ൌ logሺ x ൅ 5ሻ           gሺxሻ ൌ 2x ൅ 1 
1. Tak jak w poprzednich przykładach, najpierw należy ustalić dziedziny i prze-

ciwdziedziny funkcji f i g (pomijając już wykresy): 
D୤ ൌ ሺെ5,൅∞ሻ  
D୤షభ ൌ R  
D୥ ൌ R  
D୥షభ ൌ R  

2. Aby wyznaczyć złożenie funkcji f z g, należy sprawdzić D୥ ∩ D୤షభ ൌ R, zatem 
można wyznaczyć złożenie funkcji f z g. W celu wyznaczenia złożenia f z g 
należy za zmienną x w funkcji g podstawić wartość funkcji f. 
ሺg ∘ fሻሺxሻ ൌ gሺfሺxሻሻ ൌ gሺlogሺ x ൅ 5ሻሻ ൌ 2 logሺ x ൅ 5ሻ ൅ 1  
Aby znaleźć złożenie funkcji g z f, należy ograniczyć się do D୤ ∩ D୥షభ ൌ D୤, za-
tem ograniczyć się do zbioru D୤. 
W celu wyznaczenia złożenia g z f należy za zmienną x w funkcji f podstawić 
wartość funkcji g: 
ሺf ∘ gሻሺxሻ ൌ fሺgሺxሻሻ ൌ fሺ2x ൅ 1ሻ ൌ logሺሺ 2x ൅ 1ሻ ൅ 5ሻ ൌ log ሺ2x ൅ 6ሻ  

Własności superpozycji 
 Łączność składania funkcji oznacza, że ሺf ∘ gሻ ∘ h ൌ f ∘ ሺg ∘ hሻ, czyli że złożenie 

funkcji nie zależy od kolejności obliczania kolejnych złożeń. Stąd uprawniony 
jest zapis f ∘ g ∘ h. 

 Istotną cechą złożenia funkcji jest nieprzemienność. Tak więc f ∘ g nie jest toż-
same ze złożeniem g ∘ f. Jest to (wyjątkowo) możliwe tylko wtedy, gdy zbiór X 
jest tożsamy ze zbiorem Z. 

Kolejnym zagadnieniem jest funkcja złożona, w której można wskazać funkcję 
wewnętrzną (oznaczaną przez „w”) i zewnętrzną (oznaczaną przez „z”). Identyfika-
cja funkcji złożonej i rozkład na funkcje wewnętrzną i zewnętrzną ma duże znaczenie 
przy obliczaniu pochodnej funkcji. 
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Przykład 3.3.2. 
W podanych funkcjach złożonych wskazać funkcje wewnętrzną i zewnętrzną. 

 fሺxሻ ൌ e୶ାଵ  
 fሺxሻ ൌ log

ସ୶ି଺

୶ାଶ
 

 fሺxሻ ൌ ඥlog x  
 fሺxሻ ൌ sinሺ 2x ൅ 5ሻ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ e୶ାଵ 

Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ  x ൅ 1 i funkcję zewnętrzną z ൌ  e୵. 

 fሺxሻ ൌ log
ସ୶ି଺

୶ାଶ
  

Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ  

ସ୶ି଺

୶ାଶ
  i funkcję zewnętrzną z ൌ log w. 

 fሺxሻ ൌ ඥlog x 
Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ  log 𝑥 i funkcję zewnętrzną z ൌ  √w. 

 fሺxሻ ൌ sinሺ 2x ൅ 5ሻ  
Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ 2x ൅ 5 i funkcję zewnętrzną z ൌ sin w. 
Funkcje mogą być też wielokrotnie złożone. 

Przykład 3.3.3. 
W podanych funkcjach złożonych wskazać funkcje wewnętrzną i zewnętrzną. 

 fሺxሻ ൌ ඥlog ሺx ൅ 1ሻ 

 fሺxሻ ൌ √sin2xయ  

 fሺxሻ ൌ √sin xଶ 

 fሺxሻ ൌ ln√sin xଶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ ඥlog ሺx ൅ 1ሻ 

Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ logሺx ൅ 1ሻ i funkcję zewnętrzną z ൌ √ w. 
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Funkcja w ൌ logሺx ൅ 1ሻ jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję we-
wnętrzną wଵ ൌ x ൅ 1 i funkcję zewnętrzną zଵ ൌ log wଵ. Zatem funkcja fሺxሻ ൌ
ൌ ඥlog ሺx ൅ 1ሻ jest przykładem funkcji dwukrotnie złożonej. 

 fሺxሻ ൌ √sin2xయ  
Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ sin2x i funkcję zewnętrzną z ൌ √wయ . 
Funkcja w ൌ sin2x jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję we-
wnętrzną wଵ ൌ 2x i funkcję zewnętrzną zଵ ൌ sin wଵ. Zatem funkcja fሺxሻ ൌ 
ൌ √sin2xయ   jest przykładem funkcji dwukrotnie złożonej. 

 fሺxሻ ൌ √sin xଶ 
Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ  sin𝑥ଶ i funkcję zewnętrzną z ൌ  √w.  
Funkcja w ൌ sin xଶ jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję we-
wnętrzną wଵ ൌ xଶ i funkcję zewnętrzną zଵ ൌ sin wଵ. 
Funkcja wଵ ൌ xଶ jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję we-
wnętrzną wଶ ൌ x i funkcję zewnętrzną zଶ ൌ wଶ

ଶ. 
Zatem funkcja fሺxሻ ൌ √sin xଶ jest przykładem funkcji trzykrotnie złożonej. 

 fሺxሻ ൌ ln√sin xଶ 
Funkcja f(x) jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję wewnętrzną 
w ൌ √ sin𝑥ଶ i funkcję zewnętrzną z ൌ  ln w. 
Funkcja w ൌ √ sin𝑥ଶ jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję we-
wnętrzną wଵ ൌ sin𝑥ଶ i funkcję zewnętrzną zଵ ൌ √wଵ.  
Funkcja wଵ ൌ sin𝑥ଶ jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję  
wewnętrzną wଶ ൌ xଶ i funkcję zewnętrzną zଶ ൌ sinwଶ. 
Funkcja wଶ ൌ xଶ jest funkcją złożoną. Można w niej wskazać funkcję we-
wnętrzną 𝑤ଷ ൌ x i funkcję zewnętrzną zଶ ൌ wଶ. 
Zatem funkcja  fሺxሻ ൌ ln√sin xଶ jest przykładem funkcji czterokrotnie złożonej. 

3.4. Funkcja odwrotna  

Zanim zostanie wprowadzone pojęcie funkcji odwrotnej do danej funkcji f, należy 
zapoznać się z zagadnieniem różnowartościowości funkcji, czyli tzw. injekcją, oraz 
z zagadnieniem funkcji „na”, czyli tzw. surjekcją. 
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Definicja funkcji różnowartościowej (injekcji) 
Funkcja f: X → Y jest funkcją różnowartościową (injekcją) wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla dowolnych dwóch elementów xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest warunek:  
xଵ ് xଶ ⇒ fሺxଵሻ ് fሺxଶሻ. 

Stosuje się także równoważną postać powyższej implikacji (powstałą przez 
kontrapozycję): fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ ⇒ xଵ ൌ xଶ.  

W injekcji każdy element przeciwdziedziny przyjmowany jest co najwyżej raz. 
Mówiąc krótko, funkcja różnowartościowa to taka, która dla różnych argumentów 
przyjmuje różne wartości. 

To, czy dana funkcja jest różnowartościowa, można sprawdzić na kilka sposobów. 

Przykład 3.4.1. 
Korzystając z definicji, wykazać, że funkcja jest różnowartościowa. 

 fሺxሻ ൌ 3x െ 9  

 fሺxሻ ൌ
୶

ଶ୶ାହ
 

 fሺxሻ ൌ xଶ ൅ 3 
 fሺxሻ ൌ eଷ୶ାହ ൅ 4 

Rozwiązanie: 
 fሺxሻ ൌ 3x െ 9  

Zgodnie z definicją zakłada się, że dla dowolnych xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest wa-
runek xଵ ് xଶ. 
Należy pokazać, że przy tych założeniach fሺxଵሻ ് fሺxଶሻ, czyli 3xଵ െ 9 ് 3xଶ െ 9. 
Widać, że skoro xଵ ് xଶ, to również 3xଵ ് 3xଶ. Jeśli od obu stron odejmie się 9, 
to konsekwentnie otrzymuje się 3xଵ െ 9 ് 3xଶ െ 9, co należało dowieść.  
Zatem funkcja jest różnowartościowa, co można krótko oznaczyć, że jest  
„1 െ 1” (czytaj: jeden na jeden). 
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 fሺxሻ ൌ
୶

ଶ୶ାହ
 

Zgodnie z definicją zakłada się, że dla dowolnych xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest wa-
runek xଵ ് xଶ. 
Należy pokazać, że przy tych założeniach fሺxଵሻ ് fሺxଶሻ, czyli ୶భ

ଶ୶భାହ
്

୶మ
ଶ୶మାହ

. 
Widać, że skoro xଵ ് xଶ, to również 2xଵ ് 2xଶ. Jeśli do obu stron doda się 5, 
to konsekwentnie otrzymuje się 2xଵ ൅ 5 ് 2xଶ ൅ 5. Jeśli mianowniki są różne, 
to przy różnych licznikach również ୶భ

ଶ୶భାହ
്

୶మ
ଶ୶మାହ

, co należało dowieść. Zatem 
funkcja jest różnowartościowa, co można krótko oznaczyć, że jest „1 െ 1”  
(czytaj: jeden na jeden). 

 fሺxሻ ൌ xଶ ൅ 3 
Zgodnie z definicją zakłada się, że dla dowolnych xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest wa-
runek xଵ ് xଶ. 
Należy pokazać, że przy tych założeniach fሺxଵሻ ് fሺxଶሻ, czyli xଵଶ ൅ 3 ് xଶଶ ൅ 3. 
Widać, że z faktu, iż xଵ ് xଶ, nie wynika, że  xଵଶ ് xଶଶ. Zatem funkcja nie jest 
różnowartościowa. 

 fሺxሻ ൌ eଷ୶ାହ ൅ 4 
Zgodnie z definicją zakłada się, że dla dowolnych xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest wa-
runek xଵ ് xଶ. 
Należy pokazać, że przy tych założeniach fሺxଵሻ ് fሺxଶሻ, czyli eଷ୶భାହ ൅ 4 ് 
് eଷ୶భାହ ൅ 4. 
Widać, że skoro xଵ ് xଶ, to również 3xଵ ് 3xଶ. Jeśli do obu stron doda się 5, 
to konsekwentnie otrzymuje się 3xଵ ൅ 5 ് 3xଶ ൅ 5. Jeśli tę samą liczbę e pod-
niesie się do potęg, których wykładniki są różne, to również eଷ୶భାହ ് eଷ୶భାହ. 
Jeśli dalej do obu stron doda się 4, to konsekwentnie eଷ୶భାହ ൅ 4 ് eଷ୶భାହ ൅ 4, 
co należało dowieść. Zatem funkcja jest różnowartościowa, co można krótko 
oznaczyć, że jest „1 െ 1” (czytaj: jeden na jeden). 
Różnowartościowość funkcji można też zbadać metodą „nie wprost”. Zakłada-

jąc, że dla xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest warunek fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, należy pokazać, że przy 
tych założeniach xଵ ൌ xଶ. Wówczas funkcja jest różnowartościowa. 

Przykład 3.4.2. 
Metodą „nie wprost” wykazać, że funkcja jest różnowartościowa. 

 fሺxሻ ൌ xଷ ൅ 4 
 fሺxሻ ൌ logሺx ൅ 5ሻ 
 fሺxሻ ൌ 3୶ାଵ 
 fሺxሻ ൌ eଶ୶ ൅ 2 
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Rozwiązanie: 
 fሺxሻ ൌ xଷ ൅ 4 

Zakładając, że dla xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest warunek fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, należy poka-
zać, że przy tych założeniach xଵ ൌ xଶ.  
Jeśli fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, to 𝑥ଵଷ ൅ 4 ൌ 𝑥ଶଷ ൅ 4. 
Widać, że gdy od obu stron odejmie się 4, to xଵଷ ൌ xଶଷ. Skoro trzecie potęgi liczb 
są sobie równe, wynika stąd, że xଵ ൌ xଶ, co należało dowieść. Zatem funkcja jest 
różnowartościowa, co można krótko oznaczyć, że jest „1 െ 1” (czytaj: jeden na 
jeden). 

 fሺxሻ ൌ logሺx ൅ 5ሻ 
Zakładając, że dla xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest warunek fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, należy poka-
zać, że przy tych założeniach xଵ ൌ xଶ.  
Jeśli fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, to logሺxଵ ൅ 5ሻ ൌ logሺxଶ ൅ 5ሻ. Jeśli logarytmy przy tej samej 
podstawie są sobie równe, to wyrażenia logarytmowane również są sobie równe, 
co można zapisać: xଵ ൅ 5 ൌ xଶ ൅ 5. Widać, że gdy od obu stron odejmie się 5, 
to xଵ ൌ xଶ, co należało dowieść. Zatem funkcja jest różnowartościowa, co można 
krótko oznaczyć, że jest „1 െ 1” (czytaj: jeden na jeden). 

 fሺxሻ ൌ 3୶ାଵ 
Zakładając, że dla xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest warunek fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, należy poka-
zać, że przy tych założeniach xଵ ൌ xଶ.  
Jeśli fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ,  to  3୶భାଵ ൌ 3୶మାଵ. Jeśli potęgi przy tej samej podstawie 
są sobie równe, to ich wykładniki również są sobie równe, co można zapisać: 
xଵ ൅ 1 ൌ xଶ ൅ 1. Widać, że gdy od obu stron odejmie się 1, to xଵ ൌ xଶ, co nale-
żało dowieść. Zatem funkcja jest różnowartościowa, co można krótko oznaczyć, 
że jest „1 െ 1” (czytaj: jeden na jeden). 

 fሺxሻ ൌ eଶ୶ ൅ 2 
Zakładając, że dla xଵ, xଶ ∈ X spełniony jest warunek fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, należy poka-
zać, że przy tych założeniach xଵ ൌ xଶ.  
Jeśli fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ, to eଶ୶భ ൅ 2 ൌ eଶ୶మ ൅ 2. Widać, że gdy od obu stron odejmie 
się 2, to eଶ୶భ ൌ eଶ୶మ . Jeśli potęgi przy tej samej podstawie są sobie równe, to ich 
wykładniki również są sobie równe, co można zapisać: 2xଵ ൌ 2xଶ. Dzieląc obie 
strony przez 2, otrzymuje się xଵ ൌ xଶ, co należało dowieść. Zatem funkcja jest 
różnowartościowa, co można krótko oznaczyć, że jest „1 െ 1” (czytaj: jeden 
na jeden). 
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Definicja funkcji „na” (surjekcji) 
Funkcja f: X → Y jest funkcją „na” (surjekcją) wtedy i tylko wtedy, gdy każdy ele-
ment zbioru Y jest wartością funkcji w pewnym punkcie. 
Dla każdego y ∈ Y istnieje x ∈ X taki, że fሺxሻ ൌ y. 
Stosuje się także równoważną postać powyższej implikacji (powstałą przez kon-
trapozycję): fሺxଵሻ ൌ fሺxଶሻ ⇒ xଵ ൌ xଶ.  

 
W surjekcji każdemu elementowi przeciwdziedziny odpowiada co najmniej je-

den element dziedziny.  

Przykład 3.4.3. 
Sprawdzić, czy dana funkcja jest funkcją „na”. 

 f: R →  ⟨0,  ൅∞ሻ  fሺxሻ ൌ xଶ 
 f: R → R  fሺxሻ ൌ xଶ 
 f: R → R  fሺxሻ ൌ sin x 
 f: R → ⟨െ1,1⟩  fሺxሻ ൌ cos x 

Rozwiązanie 
 f: R →  ⟨0,  ൅∞ሻ  fሺxሻ ൌ xଶ 

Aby wykazać, że podana funkcja fሺxሻ ൌ xଶ określona f: R →  ⟨0,  ൅∞ሻ jest 
funkcją „na”, należy dowieść, że dla każdego elementu y z przedziału ⟨0,  ൅∞ሻ 
można wskazać taki x ze zbioru R, że podniesiony do kwadratu daje wartość 
z przedziału ⟨0,  ൅∞ሻ.  
Jak widać, tak właśnie jest. Dlatego można powiedzieć, że tak określona funkcja 
jest funkcją „na”. 
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 f: R → R  fሺxሻ ൌ xଶ 
Aby wykazać, że podana funkcja y ൌ xଶ określona f: R → R jest funkcją „na”, 
należy dowieść, że dla każdego elementu y ze zbioru R można wskazać taki x 
ze zbioru R, że podniesiony do kwadratu daje wartość ze zbioru R.  
Jak widać, tym razem tak nie jest. Z łatwością można zauważyć, że jeśli wybierze 
się ze zbioru R dowolny y ujemny, to nie istnieje taki x, który podniesiony 
do kwadratu dałby ten ujemny y (np. dla y nie istnieje rozwiązanie równania 
xଶ ൌ െ1 w zbiorze R). Dlatego można powiedzieć, że tak określona funkcja 
nie jest funkcją „na”. 

 f: R → R  fሺxሻ ൌ sin x 
Aby wykazać, że podana funkcja fሺxሻ ൌ sin x określona f: R →  R jest funkcją 
„na”, należy dowieść, że dla każdego elementu y ∈ R można wskazać taki x 
ze zbioru R, że sinus daje wartość z R. 
Jak widać, tym razem tak nie jest. Z łatwością można zauważyć, że jeśli wybierze 
się ze zbioru R dowolny y ൐ 1 lub y ൏ െ1, to nie istnieje taki x, którego sinus 
dałby nam tę wartość, a wiadomo, że wartości sinusa dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej x należą do przedziału ⟨െ1,1⟩ ് R, dlatego można powiedzieć, że tak 
określona funkcja nie jest funkcją „na”. 

 f: R → ⟨െ1,1⟩  fሺxሻ ൌ cos x 
Aby wykazać, że podana funkcja fሺxሻ ൌ cos x określona f: R →  ⟨െ1,1⟩ jest funk-
cją „na”, należy dowieść, że dla każdego elementu y ∈ ⟨െ1,1⟩  można wskazać 
taki x ze zbioru R, że cosinus daje wartość z ⟨െ1,1⟩.  
Z definicji funkcji cosinus wiadomo, że െ1 ൑ cos x ൑ 1 dla dowolnego x ∈ R, 
czyli tak właśnie jest. Dlatego można powiedzieć, że tak określona funkcja jest 
funkcją „na”. 

Jeżeli funkcja f jest funkcją różnowartościową (injekcja) i funkcją „na” (surjek-
cja), to funkcja f jest bijekcją i wówczas istnieje do niej funkcja odwrotna. 
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Definicja funkcji odwrotnej 
Funkcją odwrotną do funkcji f: X → Y, która jest bijekcją, nazywa się funkcję 
fଵ: Y → X określoną następująco:  fିଵሺyሻ ൌ x, gdzie x ∈ X, taki, że y ൌ fሺxሻ. 

 

Własności funkcji odwrotnej: 
 funkcją odwrotną do funkcji  fିଵ jest funkcja f, 
 funkcja odwrotna jest bijekcją (injekcją i surjekcją), 
 dla każdej funkcji, która jest bijekcją, istnieje dokładnie jedna funkcja odwrotna, 
 wykresy funkcji f i fିଵ są symetryczne względem prostej y ൌ x, 
 złożenie funkcji f i funkcji do niej odwrotnej fିଵ jest identycznością. 

Schemat wyznaczania funkcji odwrotnej 
1.  Sprawdzić, czy dana funkcja f jest różnowartościowa. 
2.  Sprawdzić, czy dana funkcja f jest „na”. 
3.  W podanym równaniu funkcji y ൌ fሺxሻ dokonać zamiany zmiennych i prze-

kształcić równanie tak, aby wyznaczyć y. 

Definicja funkcji odwracalnej 
Jeżeli istnieje funkcja odwrotna do funkcji f, to mówi się, że funkcja f jest odwra-
calna. 

Przykład 3.4.4. 
Wyznaczyć funkcję odwrotną do danej funkcji (o ile istnieje). 

 fሺxሻ ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x 
 fሺxሻ ൌ xଶ   f: R → ⟨0,൅∞ሻ 
 fሺxሻ ൌ xଶ  f: ⟨0,൅∞ሻ → ⟨0,൅∞ሻ 
 fሺxሻ ൌ 3୶ ൅ 5 
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Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x 

1.  Należy sprawdzić, czy funkcja fሺxሻ ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x jest „na”. 
Aby wykazać, że podana funkcja fሺxሻ ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x jest „na”, należy wy-
znaczyć jej dziedzinę i przeciwdziedzinę. D୤ ൌ R, D୤షభ ൌ R. Jak widać, dla każ-
dego elementu y ze zbioru R można wskazać taki x ze zbioru R, że wyrażenie 
xଷ െ 6xଶ ൅ 12x daje wartość ze zbioru R. Podana funkcja jest więc funkcją „na”.  
2.  Należy sprawdzić, czy funkcja fሺxሻ ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x jest „1 െ 1”. 
⋀

୶భ,୶మ∈ୖ
 xଵଷ െ 6xଵଶ ൅ 12xଵ ൌ  xଶଷ െ 6xଶଶ ൅ 12xଶ 

ሺxଵ െ 2ሻଷ ൅ 8 ൌ ሺxଶ െ 2ሻଷ ൅ 8. Odejmując od obu stron 8, otrzymuje się 
ሺxଵ െ 2ሻଷ ൌ ሺxଶ െ 2ሻଷ. Jeśli trzecie potęgi (nieparzyste) są sobie równe, to ich 
podstawy są sobie równe xଵ െ 2 ൌ xଶ െ 2. Dodając do obu stron liczbę 2, otrzy-
muje się xଵ ൌ xଶ, zatem funkcja jest „1 െ 1”.  
fሺxሻ ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x  
Funkcję wyjściową można zapisać jako 
y ൌ xଷ െ 6xଶ ൅ 12x 
Dokonując zamiany zmiennych, otrzymuje się 
x ൌ yଷ െ 6yଶ ൅ 12y   
x ൌ ሺy െ 2ሻଷ ൅ 8  
Równanie należy przekształcić tak, aby y znalazł się po lewej stronie 
ሺy െ 2ሻଷ ൌ x െ 8  
y െ 2 ൌ √x െ 8య   
y ൌ √x െ 8య ൅ 2  
Uzyskana funkcja jest funkcją odwrotną do danej, co zapisuje się jako 
fିଵሺxሻ ൌ √x െ 8య ൅ 2.  
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Z wykresu widać, że funkcja f i funkcja do niej odwrotna są symetryczne wzglę-
dem prostej 𝑦 ൌ 𝑥. 

 fሺxሻ ൌ xଶ   f: R → ⟨0,൅∞ሻ 
1.  Należy sprawdzić, czy funkcja fሺxሻ ൌ xଶ jest „na” i „1 – 1”. 
Rozważana funkcja fሺxሻ ൌ xଶ jest „na”, gdy f: R → ⟨0,൅∞ሻ. Podana funkcja nie 
jest funkcją różnowartościową, więc nie istnieje funkcja odwrotna do niej. 

 fሺxሻ ൌ xଶ  f: ⟨0,൅∞ሻ → ⟨0,൅∞ሻ 
1.  Należy sprawdzić, czy funkcja fሺxሻ ൌ xଶ jest „na” i „1 – 1”. 
Rozważana funkcja fሺxሻ ൌ xଶ jest „na”, gdy f: ⟨0,൅∞ሻ → ⟨0,൅∞ሻ.  
2.  Podana funkcja określona w przedziale ⟨0,൅∞ሻ jest funkcją różnowarto-

ściową, więc istnieje funkcja odwrotna do niej. 
3.  Funkcję można zapisać jako 
y ൌ xଶ  
Dokonując zamiany zmiennych, otrzymuje się 
x ൌ yଶ 
Równanie należy przekształcić tak, aby y znalazł się po lewej stronie 
y ൌ േ√x.  
Pamiętając, że fିଵ: ⟨0,൅∞ሻ → ⟨0,൅∞ሻ, otrzymuje się y ൌ √x. Uzyskana funk-
cja jest funkcją odwrotną do danej, co zapisuje się jako fିଵሺxሻ ൌ √x. 
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Z wykresu widać, że funkcja f i funkcja do niej odwrotna są symetryczne wzglę-
dem prostej y ൌ x. 

 fሺxሻ ൌ 3୶ ൅ 5 
1.  Należy sprawdzić, czy funkcja fሺxሻ ൌ 3୶ ൅ 5 jest „na”. 
Aby wykazać, że podana funkcja fሺxሻ ൌ 3୶ ൅ 5 jest „na”, należy wyznaczyć jej 
dziedzinę i przeciwdziedzinę. Podana funkcja jest funkcją wykładniczą. 
Ze wzoru wynika, że jest określona f: R → ⟨5,൅∞ሻ. Należy dowieść, że dla każ-
dego elementu y z przedziału ⟨5,൅∞ሻ można wskazać taki x ze zbioru R, że wy-
rażenie 3୶ ൅ 5 daje wartość z przedziału ⟨5,൅∞ሻ. 
Jak widać, tak właśnie jest. Dlatego można powiedzieć, że tak określona funkcja 
jest funkcją „na”. 
2.  Należy sprawdzić, czy funkcja fሺxሻ ൌ 3୶ ൅ 5 jest różnowartościowa. 
⋀

୶భ,୶మ∈ୖ
3୶భ ൅ 5 ൌ 3୶మ ൅ 5 ⇒ 3୶భ ൌ 3୶మ ⇒ xଵ ൌ xଶ, zatem funkcja jest „1 െ 1”. 

3.  fሺxሻ ൌ 3୶ ൅ 5 
Funkcję wyjściową można zapisać jako 
y ൌ 3୶ ൅ 5 
Dokonując zamiany zmiennych, otrzymuje się 
x ൌ 3୷ ൅ 5 
Równanie należy przekształcić tak, aby y znalazł się po lewej stronie 
3୷ ൌ x െ 5 
Ponieważ jest to funkcja wykładnicza, to aby wyznaczyć y, należy zlogarytmować 
obie strony, przyjmując za podstawę logarytmu liczbę, która jest podstawą potęgi 
logଷ 3୷ ൌ logଷሺx െ 5ሻ  
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Korzystając z lewej strony ze wzoru logୟ a୩ ൌ k, otrzymuje się 
y ൌ logଷሺx െ 5ሻ 
Uzyskana funkcja jest funkcją odwrotną do danej, co zapisuje się jako 
𝑓ିଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑜𝑔ଷሺ𝑥 െ 5ሻ  

 
Z wykresu widać, że funkcja f i funkcja do niej odwrotna są symetryczne wzglę-
dem prostej y ൌ x. 

3.5. Granica funkcji 

Omawianie zagadnienia dotyczącego granicy funkcji należy odnieść do granicy ciągu 
liczbowego (ciąg jest specyficznym rodzajem funkcji określonej na zbiorze liczb na-
turalnych N). 

Niech dana będzie prosta (oś liczbowa), na której znajdują się punkt 𝑎 oraz do-
wolna liczba ε ൐ 0. 

 
Przedział otwarty (a - ε;  𝑎 ൅  εሻ nazywa się otoczeniem punktu a. 
Zwrot „prawie wszystkie wyrazy ciągu” odnosi się do ciągów nieskończonych 

i oznacza tyle, co wszystkie wyrazy ciągu z wyjątkiem skończonej ich liczby. Mówi 
się, że liczba a jest granicą ciągu, jeśli do dowolnego otoczenia liczby a należą prawie 
wszystkie wyrazy ciągu, co zapisuje się lim

୬→ஶ
𝑎௡ ൌ 𝑎. 
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Ciąg, który ma granicę, nosi nazwę ciągu zbieżnego.  
Niech teraz dana będzie funkcja fሺxሻ i ustalony punkt 𝑥଴. 

 
Biorąc dowolny ciąg argumentów (z dziedziny funkcji) ሼx୬ሽ zbieżny do punktu 

x଴ o wyrazach różnych od  x଴, 

ሼ𝐱𝐧ሽ → 𝐱𝟎 
można zauważyć, że ciągowi argumentów ሼx୬ሽ odpowiada pewien ciąg wartości 
fሺሼx୬ሽሻ. 
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𝐟ሺሼ𝐱𝒏ሽሻ → 𝐠 
Jeżeli ciąg wartości fሺሼx௡ሽሻ zmierza do granicy g, to mówi się, że funkcja fሺxሻ 

ma w punkcie x଴ granicę równą g, co zapisuje się: lim
୶→୶బ

fሺxሻ ൌ g. 

Powyższe rozumowanie prowadzi do definicji granicy funkcji w punkcie sfor-
mułowanej przez Heinego. 

Definicja granicy funkcji w punkcie (Heinego) 
Liczbę g nazywa się granicą funkcji f w punkcie 𝑎 (ozn: lim

୶→୶బ
fሺxሻ ൌ g), jeżeli dla 

każdego ciągu ሼx୬ሽ zbieżnego do 𝑎 i o wyrazach różnych od 𝑎 zachodzi równość: 
lim
௡→ஶ

fሺx௡ሻ ൌ g. 

 

Definicja granicy prawostronnej funkcji 
Jeżeli ciąg ሼ𝑥௡ሽ spełnia warunek x௡ ൐ x଴, to granica g jest granicą prawostronną, 
co zapisuje się lim

୶→୶బ
శ

fሺxሻ ൌ g. 

 

Definicja granicy lewostronnej funkcji 
Jeżeli ciąg ሼx௡ሽ spełnia warunek x௡ ൏ x଴, to granica g jest granicą lewostronną, 
co zapisuje się lim

୶→୶బ
షfሺxሻ ൌ g. 

Warunek konieczny i wystarczający istnienia granicy funkcji w punkcie 
Funkcja fሺxሻ ma w punkcie x଴ granicę wtedy i tylko wtedy, gdy granice  

prawo- i lewostronna są sobie równe. 
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lim
୶→୶బ

షfሺxሻ ൌ lim
୶→୶బ

శ
fሺxሻ ൌ g 

Co można ostatecznie zapisać  

lim
୶→୶బ

fሺxሻ ൌ g 

Można zatem powiedzieć, że jeśli dla dowolnego ciągu ሼx௡ሽ zbieżnego do x଴  
(zarówno z lewej, jak i z prawej strony) wartości fሺሼx௡ሽሻ zbiegają do liczby g, to g jest 
granicą funkcji fሺxሻ w punkcie x଴. 

Jeśli granicą funkcji fሺxሻ w punkcie x଴ jest nieskończoność, to mówi się, że funk-
cja ta ma w punkcie x଴ granicę niewłaściwą. 

Własności granic funkcji 
Niech f i g mają granice właściwe w punkcie x଴, wtedy: 

 lim
୶→୶బ

ሾfሺxሻ ൅ gሺxሻሿ ൌ lim
୶→୶బ

fሺxሻ ൅ lim
୶→୶బ

gሺxሻ 

 lim
୶→୶బ

ሾfሺxሻ െ gሺxሻሿ ൌ lim
୶→୶బ

fሺxሻ െ lim
୶→୶బ

gሺxሻ 

 lim
୶→୶బ

ሾc ∙ fሺxሻሿ ൌ c ∙ lim
୶→୶బ

fሺxሻ, c ∈ R 

 lim
୶→୶బ

ሾfሺxሻ ∙ gሺxሻሿ ൌ lim
୶→୶బ

fሺxሻ ∙ lim
୶→୶బ

g(x) 

 lim
୶→୶బ

୤ሺ୶ሻ

୥ሺ୶ሻ
ൌ

୪୧୫
౮→౮బ

୤ሺ୶ሻ

୪୧୫
౮→౮బ

୥ሺ୶ሻ
 , lim
୶→୶బ

gሺxሻ ് 0 

 lim
୶→୶బ

ሺfሺxሻሻ୥ሺ୶ሻ ൌ ൬ lim
୶→୶బ

fሺxሻ൰
୪୧୫
౮→౮బ

୥ሺ୶ሻ
 

Uwaga: W przypadku granic niewłaściwych zachodzi: 
 𝑎 ൅ ∞ ൌ ∞  dla  െ∞ ൏ 𝑎 ൑ ∞ 
 𝑎 ∙ ∞ ൌ ∞  dla  0 ൏ 𝑎 ൑ ∞ 
 ௔

ஶ
ൌ 0  dla  െ∞ ൏ 𝑎 ൑ ∞ 

 ௔

଴శ
ൌ ∞  dla  0 ൏ 𝑎 ൑ ∞ 

 𝑎ஶ ൌ 0  dla  0ା ൏ 𝑎 ൑ 1 
 𝑎ஶ ൌ ∞  dla  1 ൏ 𝑎 ൏ ∞ 
 𝑎ஶ ൌ ∞  dla  0 ൏ 𝑎 ൑ ∞ 
 ∞௔ ൌ 0  dla  െ∞ ൑ 𝑎 ൏ 0 

Uwaga: Analogicznie jak w przypadku ciągów, jeżeli podczas liczenia granicy otrzy-
muje się symbol nieoznaczony, to należy funkcję przekształcić i ponownie liczyć gra-
nicę. 
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Przykład 3.5.1. 
Wyznaczyć z definicji granicę funkcji f w punkcie x଴. 

 fሺxሻ ൌ xଶ െ 5  ,  x଴ ൌ 2 

 fሺxሻ ൌ
୶ାଶ

୶ିଷ
  ,  x଴ ൌ 1 

 fሺxሻ ൌ
୶

௫మିଵ
  ,   x଴ ൌ 3 

 fሺxሻ ൌ ቚ ଵ

୶ାଶ
ቚ  ,  x଴ ൌ െ2 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ xଶ െ 5  ,  x଴ ൌ 2 

Niech x௡ będzie dowolnym ciągiem takim, że lim
௡→ஶ

x௡ ൌ 2, wówczas  
lim
௡→ஶ

fሺx௡ሻ ൌ lim
௡→ஶ

ሺx௡ଶ െ 5ሻ ൌ 2ଶ െ 5 ൌ െ1.  

Na mocy definicji Heinego lim
୶→ଶ

ሺxଶ െ 5ሻ ൌ െ1. 

 fሺxሻ ൌ
୶ାଶ

୶ିଷ
  ,  x଴ ൌ 1 

Niech x௡ będzie dowolnym ciągiem takim, że lim
௡→ஶ

x௡ ൌ 1, wówczas  

lim
௡→ஶ

fሺx௡ሻ ൌ lim
௡→ஶ

୶೙ାଶ

୶೙ିଷ
ൌ

ଵାଶ

ଵିଷ
ൌ

ଷ

ିଶ
ൌ െ

ଷ

ଶ
.  

Na mocy definicji Heinego lim
୶→ଵ

୶ାଶ

୶ିଷ
ൌ െ

ଷ

ଶ
. 

 fሺxሻ ൌ
୶

୶మିଵ
  ,  x଴ ൌ 3 

Niech x௡ będzie dowolnym ciągiem takim, że lim
௡→ஶ

x௡ ൌ 3, wówczas  

lim
௡→ஶ

fሺx௡ሻ ൌ lim
௡→ஶ

୶೙
୶೙మିଵ

ൌ
ଷ

ଽିଵ
ൌ

ଷ

଼
ൌ

ଷ

଼
. 

Na mocy definicji Heinego lim
୶→ଵ

୶

୶మିଵ
ൌ

ଷ

଼
. 

 fሺxሻ ൌ ቚ ଵ

୶ାଶ
ቚ  ,  x଴ ൌ െ2 

Niech x௡ będzie dowolnym ciągiem takim, że lim
௡→ஶ

x௡ ൌ െ2, wówczas  

lim
௡→ஶ

fሺx௡ሻ ൌ lim
௡→ஶ

ቚ ଵ

୶೙ାଶ
ቚ ൌ lim

௡→ஶ

ଵ

|୶೙ାଶ|
ൌ

ଵ

|ିଶାଶ|
ൌ

ଵ

଴శ
ൌ ൅∞.  

Na mocy definicji Heinego lim
୶→ିଶ

ቚ ଵ

୶ାଶ
ቚ ൌ ൅∞. 

1.  Obliczanie granicy funkcji w punkcie, gdy wystarczy do wzoru funkcji wsta-
wić punkt, do którego dąży x (wówczas granica funkcji równa jest wartości 
tej funkcji) 
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Przykład 3.5.2. 
Wyznaczyć z definicji granicę funkcji f w punkcie x଴. 

 fሺxሻ ൌ ሺ2xଶ ൅ 3x െ 5ሻ  ,  x଴ ൌ 5  

 fሺxሻ ൌ
୶యାଷ୶మାଶ୶

୶మି୶ି଺
  ,  x଴ ൌ 2 

 fሺxሻ ൌ √2xଶ ൅ 3x െ 5  ,  x଴ ൌ 5 

 fሺxሻ ൌ ሺ2 ൅ sinπ xሻ  ,  x଴ ൌ
ଵ

ଶ
 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ ሺ2xଶ ൅ 3x െ 5ሻ  ,  x଴ ൌ 5  

lim
୶→ହ

ሺ2xଶ ൅ 3x െ 5ሻ ൌ 2 ⋅ 5ଶ ൅ 3 ⋅ 5 െ 5 ൌ 60  

 fሺxሻ ൌ
୶యାଷ୶మାଶ୶

୶మି୶ି଺
  ,  x଴ ൌ 2 

lim
୶→ଶ

୶యାଷ୶మାଶ୶

୶మି୶ି଺
ൌ

ଶయାଷ⋅ଶమାଶ⋅ଶ

ଶమିଶି଺
ൌ

ଶସ

ିସ
ൌ െ6  

 fሺxሻ ൌ √2xଶ ൅ 3x െ 5  ,  x଴ ൌ 5 
lim
୶→ହ

√2xଶ ൅ 3x െ 5 ൌ √2 ⋅ 5ଶ ൅ 3 ⋅ 5 െ 5 ൌ √60 ൌ 2√15  

 fሺxሻ ൌ ሺ2 ൅ sinπ xሻ  ,  x଴ ൌ
ଵ

ଶ
 

lim
୶→

భ
మ

ሺ2 ൅ sinπ xሻ ൌ 2 ൅ sinπ ⋅
ଵ

ଶ
ൌ 2 ൅ sin

஠

ଶ
ൌ 2 ൅ 1 ൌ 3  

2.  Obliczanie granicy funkcji w punkcie, gdzie nie jest możliwe wstawienie za x 
wartości, do której ten x dąży, bo wychodzi symbol nieoznaczony 𝟎

𝟎
 i ko-

nieczne jest przekształcenie wzoru tej funkcji 

Przykład 3.5.3. 
Wyznaczyć z definicji granicę funkcji f w punkcie x଴. 

 fሺxሻ ൌ
୶ାଶ

୶మିସ
  ,  x଴ ൌ െ2 

 fሺxሻ ൌ
୶మା୶ି଺

୶మିସ
  ,  x଴ ൌ 2 

 fሺxሻ ൌ
୶యାଵ

୶మିଵ
  ,  x଴ ൌ െ1 

 fሺxሻ ൌ
ୣ౮ିଵ

ୣమ౮ିୣ౮
  ,  x଴ ൌ 0 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ

୶ାଶ

୶మିସ
  ,  x଴ ൌ െ2 

lim
୶→ିଶ

୶ାଶ

୶మିସ
ൌ ቂ ିଶାଶ

ሺିଶሻమିସ
ൌ

଴

଴
ቃ  
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Jak widać, wstawiając x଴ ൌ െ2 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol nie-
oznaczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୶ାଶ

୶మିସ
, korzystając ze wzoru 

skróconego mnożenia xଶ െ 𝑎ଶ ൌ ሺx െ 𝑎ሻሺx ൅ 𝑎ሻ, dla mianownika uzyskując 
୶ାଶ

୶మିସ
ൌ

௫ାଶ

ሺ௫ିଶሻሺ௫ାଶሻ
ൌ

ଵ

௫ିଶ
. Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia 

granicy 
lim
୶→ିଶ

୶ାଶ

୶మିସ
ൌ lim

୶→ିଶ

୶ାଶ

ሺ୶ିଶሻሺ୶ାଶሻ
ൌ lim

୶→ିଶ

ଵ

ሺ୶ିଶሻ
ൌ

ଵ

ሺିଶିଶሻ
ൌ െ

ଵ

ସ
  

 fሺxሻ ൌ
୶మା୶ି଺

୶మିସ
  ,  x଴ ൌ 2 

lim
୶→ଶ

୶మା୶ି଺

୶మିସ
ൌ ቂଶ

మାଶି଺

ଶమିସ
ൌ

଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ 2 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol nie-

oznaczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୶
మା୶ି଺

୶మିସ
, korzystając ze wzorów 

skróconego mnożenia xଶ െ 𝑎ଶ ൌ ሺx െ 𝑎ሻሺx ൅ 𝑎ሻ dla mianownika i postaci ilo-

czynowej 𝑎xଶ ൅ 𝑏x ൅ 𝑐 ൌ 𝑎ሺx െ xଵ െ x െ xଶሻ, dla licznika uzyskując ୶
మା୶ି଺

୶మିସ
ൌ

ൌ
ሺ୶ିଶሻሺ୶ାଷሻ

ሺ୶ିଶሻሺ୶ାଶሻ
ൌ

୶ାଷ

୶ାଶ
. Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia  

granicy 

lim
୶→ଶ

୶మା୶ି଺

୶మିସ
ൌ lim

୶→ଶ

୶ାଷ

୶ାଶ
ൌ

ଶାଷ

ଶାଶ
ൌ

ହ

ସ
  

 fሺxሻ ൌ
୶యାଵ

୶మିଵ
  ,  x଴ ൌ െ1 

lim
୶→ିଵ

୶యାଵ

୶మିଵ
ൌ ቂ଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ െ1 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol  

nieoznaczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୶
యାଵ

୶మିଵ
, korzystając ze wzo-

rów skróconego mnożenia 𝑎ଶ െ 𝑏ଶ ൌ ሺ𝑎 െ 𝑏ሻሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻ dla mianownika oraz  

𝑎ଷ ൅ 𝑏ଷ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑏ሻሺ𝑎ଶ െ 𝑎𝑏 ൅ 𝑏ଶሻ dla licznika, uzyskując ୶
యାଵ

୶మିଵ
ൌ

ሺ୶ାଵሻ൫୶మି୶ାଵ൯

ሺ୶ିଵሻሺ୶ାଵሻ
. 

Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia granicy 

lim
୶→ିଵ

୶యାଵ

୶మିଵ
ൌ lim

୶→ିଵ

ሺ୶ାଵሻ൫୶మି୶ାଵ൯

ሺ୶ିଵሻሺ୶ାଵሻ
ൌ lim

୶→ିଵ

൫୶మି୶ାଵ൯

୶ିଵ
ൌ  

ൌ
൫ሺିଵሻమିሺିଵሻାଵ൯

ሺିଵሻିଵ
ൌ

ଷ

ିଶ
ൌ െ

ଷ

ଶ
  

 fሺxሻ ൌ
ୣ౮ିଵ

ୣమ౮ିୣ౮
  ,  x଴ ൌ 0 

lim
୶→଴

ୣ౮ିଵ

ୣమ౮ିୣ౮
ൌ ቂ଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ 0 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol nie-
oznaczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୣ౮ିଵ

ୣమ౮ିୣ౮
, wyłączając 
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w mianowniku e୶ przed nawias, uzyskując ୣ౮ିଵ

ୣమ౮ିୣ౮
ൌ

ୣ౮ିଵ

ୣ౮ሺୣ౮ିଵሻ
. Następnie jeszcze 

raz należy przystąpić do obliczenia granicy 
lim
୶→଴

ୣ౮ିଵ

ୣమ౮ିୣ౮
ൌ lim

୶→଴

ୣ౮ିଵ

ୣ౮ሺୣ౮ିଵሻ
ൌ lim

୶→଴

ଵ

ୣ౮
ൌ

ଵ

ଵ
ൌ 1  

3. Obliczanie granicy funkcji w punkcie, gdzie nie jest możliwe wstawienie za x 
wartości, do której ten x dąży, i konieczne jest usunięcie niewymierności 
ze wzoru tej funkcji 

Przykład 3.5.4. 
Wyznaczyć z definicji granicę funkcji f  w punkcie x଴. 

 fሺxሻ ൌ
୶ିସ

√୶ିଶ
  ,  x଴ ൌ 4 

 fሺxሻ ൌ
୶ିଽ

√୶ିଷ
  ,   x଴ ൌ 9 

 fሺxሻ ൌ √୶ାଶହିହ

√୶ାସିଶ
  ,  x଴ ൌ 0 

 fሺxሻ ൌ
ହ

√୶ାସିଶ
  ,  x଴ ൌ 0 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ

୶ିସ

√୶ିଶ
  ,  x଴ ൌ 4 

lim
୶→ସ

୶ିସ

√୶ିଶ
ൌ ቂ଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ 4 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol  
nieoznaczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୶ିସ

√୶ିଶ
, korzystając  

z tzw. sprzężenia (pomnożenia i podzielenia danego wyrażenia przez tę samą 
wartość), aby w mianowniku można było zastosować wzór skróconego mnoże-

nia ሺx െ 𝑎ሻሺx ൅ 𝑎ሻ ൌ xଶ െ 𝑎ଶ, uzyskując ୶ିସ

√୶ିଶ
ൌ

୶ିସ

√୶ିଶ
∙ √

୶ାଶ

√୶ାଶ
ൌ

ሺ୶ିସሻ∙൫√୶ାଶ൯

୶ିସ
ൌ 

ൌ ൫√x ൅ 2൯. Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia granicy 
lim
୶→ସ

൫√x ൅ 2൯ ൌ 4. 

 fሺxሻ ൌ
୶ିଽ

√୶ିଷ
  ,  x଴ ൌ 9 

lim
୶→ଽ

୶ିଽ

√୶ିଷ
ൌ ቂ଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ 9 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol nie-
oznaczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୶ିଽ

√୶ିଷ
, korzystając z tzw. sprzę-

żenia (pomnożenia i podzielenia danego wyrażenia przez tę samą wartość),  
aby w mianowniku można było zastosować wzór skróconego mnożenia 

ሺx െ aሻሺx ൅ aሻ ൌ xଶ െ aଶ, uzyskując ୶ିଽ

√୶ିଷ
ൌ

୶ିଽ

√୶ିଷ
∙ √

୶ାଷ

√୶ାଷ
ൌ

ሺ୶ିଽሻ∙൫√୶ାଷ൯

୶ିଽ
ൌ 
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ൌ ൫√x ൅ 3൯. Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia granicy 
lim
୶→ଽ

൫√x ൅ 3൯ ൌ 6. 

 fሺxሻ ൌ √୶ାଶହିହ

√୶ାସିଶ
  ,  x଴ ൌ 0 

lim
୶→଴

√୶ାଶହିହ

√୶ାସିଶ
ൌ ቂ଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ 0 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol nieoz-

naczony, zatem należy przekształcić wyrażenie √୶ାଶହିହ
√୶ାସିଶ

, korzystając z tzw. sprzę-
żenia (pomnożenia i podzielenia danego wyrażenia przez tę samą wartość), uzy-

skując √୶ାଶହିହ
√୶ାସିଶ

ൌ √୶ାଶହିହ

√୶ାସିଶ
∙ √

୶ାସାଶ

√୶ାସାଶ
∙ √

୶ାଶହାହ

√୶ାଶହାହ
ൌ

൫√୶ାଶହିହ൯∙൫√୶ାସାଶ൯∙൫√୶ାଶହାହ൯

୶൫√୶ାଶହାହ൯
ൌ

ൌ
୶∙ሺ√୶ାସାଶሻ

୶∙ሺ√୶ାଶହାହሻ
ൌ √୶ାସାଶ

√୶ାଶହାହ
. Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia 

granicy lim
୶→଴

√୶ାସାଶ

√୶ାଶହାହ
ൌ

ସ

ଵ଴
ൌ

ଶ

ହ
. 

 fሺxሻ ൌ
୶

√୶ାସିଶ
  ,  x଴ ൌ 0 

lim
୶→଴

୶

√୶ାସିଶ
ൌ ቂ଴

଴
ቃ  

Jak widać, wstawiając x଴ ൌ 0 do funkcji w miejsce x, otrzymuje się symbol nieoz-
naczony, zatem należy przekształcić wyrażenie ୶

√୶ାସିଶ
, korzystając z tzw. sprzęże-

nia (pomnożenia i podzielenia danego wyrażenia przez tę samą wartość), uzy-

skując ୶

√୶ାସିଶ
ൌ

୶

√୶ାସିଶ
∙ √

୶ାସାଶ

√୶ାସାଶ
ൌ

୶൫√୶ାସାଶ൯

୶ାସିସ
ൌ

୶൫√୶ାସାଶ൯

୶
ൌ √x ൅ 4 ൅ 2.  

Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia granicy lim
୶→଴

ሺ√x ൅ 4 ൅

൅ 2 ሻ ൌ 4. 

4. Obliczanie granicy funkcji w nieskończoności 

Definicja granicy funkcji w +∞ 
Niech fሺxሻ oznacza funkcję, która jest określona w przedziale ሺ𝑎;  ൅∞ሻ. Funkcja 
fሺxሻ ma w nieskończoności granicę g (co zapisuje się: lim

୶→ାஶ
fሺxሻ ൌ gሻ, jeżeli dla 

każdego ciągu argumentów ሺx௡ሻ o wyrazach należących do przedziału ሺ𝑎;  ൅∞ሻ 
rozbieżnego do plus nieskończoności ciąg wartości (fሺx௡ሻ) jest zbieżny do g. 

 

Definicja granicy funkcji w െ∞ 
Niech fሺxሻ oznacza funkcję, która jest określona w przedziale ሺെ∞;  𝑎ሻ. Funkcja 
fሺxሻ ma w nieskończoności granicę g (co zapisuje się: lim

୶→ିஶ
fሺxሻ ൌ gሻ, jeżeli dla 
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każdego ciągu argumentów ሺx௡ሻ o wyrazach należących do przedziału ሺെ∞;  𝑎ሻ 
rozbieżnego do minus nieskończoności ciąg wartości (fሺx௡ሻ) jest zbieżny do g. 

Zasady obliczania granic funkcji w nieskończoności: 
 w przypadku obliczania granicy wielomianu wyłącza się przed nawias zmienną 

w najwyższej potędze, 
 w przypadku, gdy oblicza się granicę funkcji wymiernej, wyłącza się przed na-

wias, w liczniku i mianowniku, zmienną w najwyższej potędze, w której wystę-
puje w mianowniku. 

Przykład 3.5.5. 
Wyznaczyć z definicji granicę funkcji f w nieskończoności. 

 fሺxሻ ൌ √x ൅ 2 ൅ √x  ,   x → ∞ 

 fሺxሻ ൌ √xଶ ൅ 2 െ x  ,   x → ∞ 

 fሺxሻ ൌ
ଵ

√୶మାଷି୶
  ,   x → ∞ 

 fሺxሻ ൌ
ଷ୶మାସ

୶√୶మିସ
  ,  x → െ∞ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ √x ൅ 2 ൅ √x  ,   x → ∞ 

lim
୶→ାஶ

൫√x ൅ 2 ൅ √x൯ ൌ ∞ ൅∞ ൌ ൅∞  

Jak widać, obliczając granicę funkcji ൫√x ൅ 2 ൅ √x൯ przy x → ൅∞, otrzymuje się 
∞൅∞, co w wyniku daje ൅∞. 

 fሺxሻ ൌ √xଶ ൅ 2 െ x  ,  x → ∞ 
lim
୶→ାஶ

൫√x ൅ 2 െ √x൯ ൌ ∞ െ∞  (symbol nieoznaczony) 

Jak widać, obliczając granicę funkcji ൫√x ൅ 2 െ √x൯ przy x → ൅∞, otrzymuje się 
symbol nieoznaczony ሾ∞ െ∞ሿ, zatem należy przekształcić wyrażenie 
൫√x ൅ 2 െ √x൯, korzystając z tzw. sprzężenia (pomnożenia i podzielenia danego 

wyrażenia przez tę samą wartość), uzyskując ൫√x ൅ 2 െ √x൯ ⋅
൫√୶ାଶା√୶൯

൫√୶ାଶା√୶൯
.  

Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia granicy lim
୶→ାஶ

ଶ

√୶ାଶା√୶
ൌ 

ൌ
ଶ

ஶ
ൌ 0. 

 fሺxሻ ൌ
ଵ

√୶మାଷି୶
  ,  x → ∞ 

lim
୶→ାஶ

ଵ

√୶మାଷି୶
ൌ

ଵ

ஶିஶ
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Jak widać, obliczając granicę funkcji ଵ

√୶మାଷି୶
 przy x → ൅∞, otrzymuje się sym-

bol nieoznaczony ଵ

ஶିஶ
 , zatem należy przekształcić wyrażenie ଵ

√୶మାଷି୶
, korzy-

stając z tzw. sprzężenia (pomnożenia i podzielenia danego wyrażenia przez 

tę samą wartość), uzyskując ଵ

√୶మାଷି୶
⋅
൫√୶మାଷା୶൯

൫√୶మାଷା୶൯
ൌ

√୶మାଷା୶

ଷ
. Następnie jeszcze 

raz należy przystąpić do obliczenia granicy lim
୶→ାஶ

√୶మାଷା୶

ଷ
ൌ

ஶ

ଷ
ൌ ∞. 

 fሺxሻ ൌ
ଷ୶మାସ

୶√୶మିସ
  ,  x → െ∞ 

Jak widać, obliczając granicę funkcji ଷ୶
మାସ

୶√୶మିସ
 przy x → െ∞, otrzymuje się sym-

bol nieoznaczony ஶ
ஶ

 , zatem należy przekształcić wyrażenie ଷ୶
మାସ

୶√୶మିସ
, wyłączając 

przed nawias, w liczniku i mianowniku, zmienną w najwyższej potędze, w któ-

rej występuje w mianowniku, uzyskując 
୶మ⋅ቀଷା

ర
౮మ
ቁ

୶ට୶మቀଵି
ర
౮మ
ቁ
ൌ

୶మ⋅ቀଷା
ర
౮మ
ቁ

୶⋅|୶|ටଵି
ర
౮మ

ൌ
୶మ⋅ቀଷା

ర
౮మ
ቁ

୶మ⋅ටଵି
ర
౮మ

ൌ 

ൌ
ଷା

ర
౮మ

ටଵି
ర
౮మ

. Następnie jeszcze raz należy przystąpić do obliczenia granicy 

lim
୶→ିஶ

ଷା
ర
౮మ

ටଵି
ర
౮మ

ൌ
ଷ

ଵ
ൌ 3. 

3.6. Ciągłość funkcji 

Rozważania dotyczące funkcji jednej zmiennej rozpoczęto od wyznaczania jej dzie-
dziny. W poprzednim podpunkcie tego rozdziału omówiono temat granicy funkcji 
w punkcie. Mówiąc o ciągłości funkcji, należy połączyć ze sobą te dwa zagadnienia. 
Granicę funkcji bada się zazwyczaj w punktach nieciągłości – tam, gdzie funkcja 
nie przyjmuje żadnej wartości. W punktach nieciągłości granica może nie istnieć. 
Takie punkty wskazuje się na podstawie dziedziny tej funkcji. 

Definicja ciągłości funkcji w punkcie 
Funkcja f jest ciągła w punkcie x଴, jeśli spełniony jest warunek  

lim
୶→୶బ

fሺxሻ ൌ fሺx଴ሻ. 
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Z powyższej definicji wynika, że aby zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴, 
należy zbadać granice jednostronne tej funkcji w tym punkcie oraz wartość funk-
cji w punkcie x଴. 

Stąd, jeżeli zachodzi równość lim
୶→୶బ

షfሺxሻ ൌ lim
୶→୶బ

శ
fሺxሻ ൌ fሺx଴ሻ, to funkcja f jest 

ciągła w punkcie x଴. 

Przykład 3.6.1. 
Zbadać ciągłość funkcji. 

 fሺxሻ ൌ ቄx ൅ 1                   dla x ൏ 1
x െ 2                   dla x ൒ 1

 

 fሺxሻ ൌ ൝
1 െ xଶ                 dla x ൏ 0
ሺx െ 1ሻଶ             dla 0 ൑ x ൑ 2
4 െ x                   dla x ൐ 2

 

 fሺxሻ ൌ ൜x
ଶ                         dla x ൏ 0

2୶                         dla x ൒ 0
 

 fሺxሻ ൌ ൜െxଶ െ 3              dla x ൑ 0
√x െ 3                dla x ൐ 0

  

Rozwiązanie 

 fሺxሻ ൌ ቄx ൅ 1                   dla x ൏ 1
x െ 2                   dla x ൒ 1

 

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ 1.  
Należy zatem zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ 1. 
fሺ1ሻ ൌ 1 െ 2 ൌ െ1  
lim
୶→ଵశ

ሺx െ 2ሻ ൌ 1ା െ 2 ൌ െ1  

lim
୶→ଵష

ሺx ൅ 1ሻ ൌ ሺ1ି ൅ 1ሻ ൌ 2  

Ponieważ granice prawo- i lewostronna nie są równe, więc funkcja nie jest ciągła 
w x଴ ൌ 1.  

 fሺxሻ ൌ ൝
1 െ xଶ                dla x ൏ 0
ሺx െ 1ሻଶ            dla 0 ൑ x ൑ 2
4 െ x                   dla x ൐ 2

 

Funkcja f ma dwa punkty podejrzane o nieciągłość, którymi są xଵ ൌ 0  i  xଶ ൌ 2. 
Należy zatem zbadać ciągłość funkcji w punkcie xଵ ൌ 0. 
fሺ0ሻ ൌ ሺ0 െ 1ሻଶ ൌ 1 
lim
୶→଴ష

ሺ1 െ xଶሻ ൌ ሺ1 െ ሺ0ିሻଶሻ ൌ 1  

lim
୶→଴శ

ሺx െ 1ሻଶ ൌ ሺ0ା െ 1ሻଶ ൌ 1  
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Ponieważ granice prawo- i lewostronna są sobie równe i równe są też wartości 

funkcji w punkcie xଵ, to funkcja f  jest ciągła w xଵ ൌ 0. 
Należy teraz zbadać ciągłość funkcji w punkcie xଶ ൌ 2. 
fሺ2ሻ ൌ ሺ2 െ 1ሻଶ ൌ 1  
lim
୶→ଶష

ሺx െ 1ሻଶ ൌ ሺ2ି െ 1ሻଶ ൌ 1  

lim
୶→ଶశ

ሺ4 െ xሻ ൌ 4 െ 2ା ൌ 2 

Ponieważ granice prawo- i lewostronna nie są sobie równe, zatem funkcja f nie 
jest ciągła w punkcie xଶ ൌ 2. 

 fሺxሻ ൌ ൜x
ଶ                         dla x ൏ 0

2୶                         dla x ൒ 0
 

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ 0. 
Należy zatem zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ 0. 
fሺ0ሻ ൌ 2଴ ൌ 1  
lim
୶→଴శ

2୶ ൌ 2଴
శ
ൌ 1  

lim
୶→଴ష

xଶ ൌ ሺ0ିሻଶ ൌ 0  

Ponieważ granice prawo- i lewostronna nie są równe, więc funkcja nie jest ciągła 
w x଴ ൌ 0. 

 fሺxሻ ൌ  ൜െxଶ െ 3           dla x ൑ 0
√x െ 3              dla x ൐ 0

  

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ 0. 
Należy zatem zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ 0. 
fሺ0ሻ ൌ െ0ଶ െ 3 ൌ െ3  
lim
୶→଴శ

√x െ 3 ൌ √0ା െ 3 ൌ െ3  

lim
୶→଴ష

െ xଶ െ 3 ൌ ሺ0ିሻଶ െ 3 ൌ െ3  

Ponieważ granice prawo- i lewostronna są sobie równe i równe są też wartości 
funkcji w punkcie x଴, to funkcja f jest ciągła w x଴ ൌ 0. 

Przykład 3.6.2. 
Określić, dla jakiej wartości parametru m funkcja jest ciągła w zbiorze R. 

 fሺxሻ ൌ ൜
2୶ ൅ 8                 dla x ൑ 0
ሺx െ mሻଶ            dla x ൐ 0 

 fሺxሻ ൌ ቄm ൅ 3x               dla x ൏ 1
e୶ାଶ                     dla x ൒ 1

 

 fሺxሻ ൌ ቄm ൅ 3x               dla x ൏ െ3
2x െ 4                 dla x ൒ െ3
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 fሺxሻ ൌ ቄsin x                    dla x ൑ π
mx െ 4               dla x ൐ π

 

Rozwiązanie 

 fሺxሻ ൌ ൜
2୶ ൅ 8                 dla x ൑ 0
ሺx െ mሻଶ            dla x ൐ 0 

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ 0. 
Należy zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ 0. 
fሺ0ሻ ൌ 2଴ ൅ 8 ൌ 9  
lim
୶→଴ష

2୶ ൅ 8 ൌ 2଴
ష
൅ 8 ൌ 9  

lim
୶→଴శ

ሺx െ aሻଶ ൌ?  

Aby funkcja była ciągła w x଴ ൌ 0,  
to lim

୶→଴శ
ሺx െ mሻଶ ൌ 9 

lim
୶→଴శ

ሺx െ mሻଶ ൌ ሺ0ା െ mሻଶ ൌ mଶ  

Stąd mଶ ൌ 9  
m ൌ 3     lub      m ൌ െ3  

 fሺxሻ ൌ ቄm ൅ 3x               dla x ൏ 1
e୶ାଶ                    dla x ൒ 1

 

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ 1.  
Należy zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ 1. 
fሺ1ሻ ൌ eଵାଶ ൌ eଷ  
lim
୶→ଵష

ሺm ൅ 3xሻ ൌ a ൅ 3 ⋅ 1 ൌ a ൅ 3 ൌ?  

lim
୶→ଵశ

e୶ାଶ ൌ eଷ  

Aby funkcja była ciągła w x଴ ൌ 1,  
to lim

୶→ଵష
ሺm ൅ 3xሻ ൌ m ൅ 3 ൌ eଷ  

stąd m ൌ eଷ െ 3  

 fሺxሻ ൌ ቄm ൅ 3x               dla x ൏ െ3
2x െ 4                dla x ൒ െ3

 

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ െ3. 
Należy zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ െ3. 
fሺെ3ሻ ൌ 2 ⋅ ሺെ3ሻ െ 4 ൌ െ10  

lim
୶→ିଷష

ሺm ൅ 3xሻ ൌ a ൅ 3 ⋅ ሺെ3ሻ ൌ m െ 9 ൌ?  

lim
୶→ିଷశ

ሺ2x െ 4ሻ ൌ 2 ⋅ ሺെ3ሻ െ 4 ൌ െ10  

Aby funkcja była ciągła w x଴ ൌ െ3,  
to lim

୶→ିଷష
ሺm ൅ 3xሻ ൌ m െ 9 ൌ െ10 

Stąd m ൌ െ1 
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 fሺxሻ ൌ ቄsin x                   dla x ൑ π
mx െ 4               dla x ൐ π

 

Funkcja f ma jeden punkt podejrzany o nieciągłość, którym jest x଴ ൌ π. 
Należy zbadać ciągłość funkcji w punkcie x଴ ൌ π. 
fሺπሻ ൌ sinπ ൌ 0  
lim
୶→஠ష

sin x ൌ sinπି ൌ 0  

lim
୶→஠శ

ሺax െ 4ሻ ൌ a ⋅ π െ 4 ൌ?  

Aby funkcja była ciągła w x଴ ൌ π,  
to lim

୶→஠శ
ሺmx െ 4ሻ ൌ m ⋅ π െ 4 ൌ 0 

Stąd m ൌ
ସ

஠
  

Własności funkcji ciągłych 
 Suma, różnica, iloczyn, iloraz funkcji ciągłych są funkcjami ciągłymi. 
 Złożenie (superpozycja) funkcji ciągłych jest funkcją ciągłą. 
 Funkcja ciągła w przedziale domkniętym jest ograniczona i osiąga swoje kresy. 
 Funkcje: trygonometryczne, cyklometryczne, wielomianowa, potęgowa, logaryt-

miczna, wymierna są ciągłe w swoich dziedzinach. 

3.7. Asymptoty wykresu funkcji 

Asymptota jest to prosta, do której coraz bardziej „zbliża się” wykres pewnej funkcji. 
W dostatecznie odległych punktach krzywa, która jest wykresem danej funkcji, pra-
wie pokrywa się ze swoją asymptotą. Wyróżnia się trzy rodzaje asymptot: poziome, 
pionowe i ukośne. Pamiętać należy, że nie są one częścią wykresu, stanowią jedynie 
linie pomocnicze przy jego szkicowaniu. 

Definicja asymptoty poziomej 
Jeżeli funkcja fሺxሻ jest określona w przedziale ሺ𝑎,൅∞ሻ i istnieje granica 
lim
୶→ାஶ

fሺxሻ ൌ b, to prostą o równaniu y ൌ b nazywa się asymptotą poziomą wy-
kresu funkcji w plus nieskończoności. 

Jeżeli funkcja fሺxሻ jest określona w przedziale ሺെ∞,𝑎ሻ i istnieje granica 
lim
୶→ିஶ

fሺxሻ ൌ b, to prostą o równaniu y ൌ b nazywa się asymptotą poziomą wy-
kresu funkcji w minus nieskończoności. 
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Jeśli asymptota pozioma w plus i minus nieskończoności ma to samo równa-
nie, to nazywa się ją asymptotą obustronną. 

 

Definicja asymptoty pionowej 
Jeżeli funkcja fሺxሻ jest określona w przedziale ሺ𝑎, bሻ i istnieje granica lim

୶→௔శ
fሺxሻ ൌ

ൌ േ∞, to prostą o równaniu x ൌ 𝑎 nazywa się asymptotą pionową wykresu funk-
cji prawostronną. 

Jeżeli funkcja fሺxሻ jest określona w przedziale ሺ𝑎, bሻ i istnieje granica 
lim
୶→௔ష

fሺxሻ ൌ േ∞, to prostą o równaniu x ൌ 𝑎 nazywa się asymptotą pionową wy-
kresu funkcji lewostronną. 

Jeśli asymptota prawo- i lewostronna opisane są tym samym równaniem, 
to nazywa się ją asymptotą obustronną. 

 

Definicja asymptoty ukośnej (skośnej, pochyłej) 
Jeżeli istnieją skończone granice: 

lim
୶→ାஶ

fሺxሻ
x

ൌ 𝑎ା lim
୶→ାஶ

ሾfሺxሻ െ 𝑎ାxሿ ൌ bା 

to prosta o równaniu y ൌ 𝑎ାx ൅ bା jest asymptotą ukośną prawostronną. 
Jeżeli istnieją skończone granice: 

lim
୶→ିஶ

fሺxሻ
x

ൌ 𝑎ି lim
୶→ିஶ

ሾfሺxሻ െ 𝑎ିxሿ ൌ bି 

to prosta o równaniu y ൌ aିx ൅ bି jest asymptotą ukośną lewostronną. 
Jeżeli powyższe granice nie istnieją, to funkcja nie ma asymptoty ukośnej. 

Szczególnym przypadkiem jest aേ ൌ 0. Wówczas asymptota ukośna staje się 
asymptotą poziomą. 

Praktyczne uwagi dotyczące istnienia asymptot 
Aby wyznaczyć równania asymptot poziomych i ukośnych, najpierw należy wy-

znaczyć dziedzinę funkcji. Jeśli w dziedzinie występuje nieskończoność (plus lub mi-
nus), to asymptota pozioma istnieje. Jeśli dziedziną funkcji jest np. D୤ ൌ R\ሼ5ሽ, którą 
można zapisać inaczej jako D୤ ൌ ሺെ∞, 5ሻ ∪ ሺ5,൅∞ሻ, czyli wystąpiły nieskończono-
ści, wówczas mogą być asymptoty poziome, ukośne. Jeśli dziedziną funkcji jest 
np. D୤ ൌ ሺ5,൅∞ሻ, wtedy można się spodziewać asymptoty tylko prawostronnej 
(bo ൅∞). 
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Przykład 3.7.1. 
Wyznaczyć asymptoty wykresu funkcji. 

 fሺxሻ ൌ
୶మାଵ

ଶ୶మ
  

 fሺxሻ ൌ
୶మିଵ

ସ୶మ
 

 fሺxሻ ൌ
୶మିଷ

୶ିଶ
 

 fሺxሻ ൌ
୶మିଶ

୶ାଵ
 

Rozwiązanie 

 fሺxሻ ൌ
୶మାଵ

ଶ୶మ
  

Aby wyznaczyć asymptotę poziomą, należy obliczyć granice fሺxሻ w plus i minus 
nieskończoności. 

lim
୶→ାஶ

୶మାଵ

ଶ୶మ
ൌ

ଵ

ଶ
  

lim
୶→ିஶ

୶మାଵ

ଶ୶మ
ൌ

ଵ

ଶ
  

Jak widać, granice prawo- i lewostronna są sobie równe, zatem funkcja 
ma asymptotę poziomą obustronną o równaniu  y ൌ ଵ

ଶ
. 

Aby wyznaczyć asymptotę pionową, należy określić dziedzinę funkcji. 
W tym przypadku jest to zbiór R\ሼ0ሽ. Dlatego właśnie w punkcie x଴ ൌ 0 należy 
obliczyć granice prawo- i lewostronną. 

lim
୶→଴శ

୶మାଵ

ଶ୶మ
ൌ

ଵ

଴శ
ൌ ൅∞  

lim
୶→଴ష

୶మାଵ

ଶ୶మ
ൌ

ଵ

଴శ
ൌ ൅∞  

Jak widać, granice prawo- i lewostronna fሺxሻ są sobie równe, zatem funkcja 
ma asymptotę pionową obustronną o równaniu x ൌ 0. 
Aby wyznaczyć asymptotę ukośną, należy obliczyć granice ୤ሺ୶ሻ

୶
 w plus i minus 

nieskończoności. 

lim
୶→ାஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

౮మశభ
మ౮మ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

୶మାଵ

ଶ୶య
ൌ 0  

lim
୶→ିஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

౮మశభ
మ౮మ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మାଵ

ଶ୶య
ൌ 0  

Jak widać, jest to szczególny przypadek, ponieważ  𝑎േ ൌ 0. W takiej sytuacji 
asymptota ukośna pokrywa się z asymptotą poziomą. 
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Ostatecznie można stwierdzić, że funkcja fሺxሻ ൌ  
୶మାଵ

ଶ୶మ
 ma asymptotę poziomą 

y ൌ
ଵ

ଶ
 i pionową x ൌ 0. 

 fሺxሻ ൌ
୶మିଵ

ସ୶మ
  

Aby wyznaczyć asymptotę poziomą, należy obliczyć granice fሺxሻ w plus i minus 
nieskończoności. 

lim
୶→ାஶ

୶మିଵ

ସ୶మ
ቂஶ
ஶ
ቃ

lim
୶→ାஶ

୶మቀଵି
భ
౮మ
ቁ

ସ୶మ
ൌ lim

୶→ାஶ

ଵି
భ
౮మ

ସ
ൌ

ଵ

ସ
 lim

୶→ିஶ

୶మିଵ

ସ୶మ
ቂஶ
ஶ
ቃ

lim
୶→ିஶ

୶మቀଵି
భ
౮మ
ቁ

ସ୶మ
ൌ 

ൌ lim
୶→ିஶ

ଵି
భ
౮మ

ସ
ൌ

ଵ

ସ
  

Jak widać, granice prawo- i lewostronna są sobie równe, zatem funkcja 
ma asymptotę poziomą obustronną o równaniu y ൌ ଵ

ସ
. 

Aby wyznaczyć asymptotę pionową, należy określić dziedzinę funkcji. 
W tym przypadku jest to zbiór R\ሼ0ሽ. Dlatego właśnie w punkcie x଴ ൌ 0 należy 
obliczyć granice prawo- i lewostronną. 

lim
୶→଴శ

୶మିଵ

ସ୶మ
ൌ

ିଵ

଴శ
ൌ െ∞  

lim
୶→଴ష

୶మିଵ

ସ୶మ
ൌ

ିଵ

଴శ
ൌ െ∞  

Jak widać, granice prawo- i lewostronna fሺxሻ są sobie równe, zatem funkcja 
ma asymptotę pionową obustronną o równaniu x ൌ 0. 
Aby wyznaczyć asymptotę ukośną, należy obliczyć granice ୤ሺ୶ሻ

୶
 w plus i minus 

nieskończoności. 

lim
୶→ାஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

౮మషభ
ర౮మ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

୶మିଵ

ସ୶య
ൌ 0  

lim
୶→ିஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

౮మషభ
ర౮మ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మିଵ

ସ୶య
ൌ 0  

Jak widać, jest to szczególny przypadek, ponieważ  𝑎േ ൌ 0. W takiej sytuacji 
asymptota ukośna pokrywa się z asymptotą poziomą. Ostatecznie można stwier-

dzić, że funkcja fሺxሻ ൌ  
୶మିଵ

ସ୶మ
 ma asymptotę poziomą y ൌ ଵ

ସ
  i pionową x ൌ 0. 

 fሺxሻ ൌ
୶మିଷ

୶ିଶ
 

Aby wyznaczyć asymptotę poziomą, należy obliczyć granice fሺxሻ w plus i minus 
nieskończoności. 
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lim
୶→ାஶ

୶మିଷ

୶ିଶ

ቂஶ
ஶ
ቃ

lim
୶→ାஶ

୶మቀଵି
య
౮మ
ቁ

୶ቀଵି
మ
౮
ቁ
ൌ lim

୶→ାஶ

୶ቀଵି
య
౮మ
ቁ

ଵି
మ
౮

ൌ
ஶ

ଵ
ൌ ∞ 

lim
୶→ିஶ

୶మିଷ

୶ିଶ

ቂஶ
ஶ
ቃ

lim
୶→ିஶ

୶మቀଵି
య
౮మ
ቁ

୶ቀଵି
మ
౮
ቁ
ൌ lim

୶→ିஶ

୶ቀଵି
య
౮మ
ቁ

ଵି
మ
౮

ൌ
ିஶ

ଵ
ൌ െ∞  

Jak widać, granice prawo- i lewostronna nie są sobie równe, zatem funkcja 
nie ma asymptoty poziomej. 
Aby wyznaczyć asymptotę pionową, należy określić dziedzinę funkcji. 
W tym przypadku jest to zbiór R\ሼ2ሽ. Dlatego właśnie w punkcie x଴ ൌ 2 należy 
obliczyć granice prawo- i lewostronną. 

lim
୶→ଶశ

୶మିଷ

୶ିଶ
ൌ

ଵ

଴శ
ൌ ∞  

lim
୶→ଶష

୶మିଷ

୶ିଶ
ൌ

ଵ

଴ష
ൌ െ∞  

Zatem funkcja ma asymptotę pionową obustronną o równaniu x ൌ 2. Aby wy-
znaczyć asymptotę ukośną, należy obliczyć granice ୤ሺ୶ሻ

୶
 w plus i minus nieskoń-

czoności. 

lim
୶→ାஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

౮మషయ
౮షమ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

୶మିଷ

୶ሺ୶ିଶሻ
ൌ lim

୶→ାஶ

୶మିଷ

୶మିଶ୶
ൌ lim

୶→ାஶ

୶మቀଵି
య
౮మ
ቁ

୶మቀଵି
మ
౮
ቁ
ൌ  

ൌ lim
୶→ାஶ

ଵି
య
౮మ

ଵି
మ
౮

ൌ 1  

lim
୶→ିஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

౮మషయ
౮షమ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మିଷ

୶ሺ୶ିଶሻ
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మିଷ

୶మିଶ୶
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మቀଵି
య
౮మ
ቁ

୶మቀଵି
మ
౮
ቁ
ൌ  

ൌ lim
୶→ିஶ

ଵି
య
౮మ

ଵି
మ
౮

ൌ 1  

Jak widać, 𝑎േ ൌ 1. W takiej sytuacji należy obliczyć wyraz wolny b. W tym celu 
oblicza się granice ሾfሺxሻ െ 𝑎ାxሿ w plus i minus nieskończoności. 

bା ൌ lim
୶→ାஶ

ሾfሺxሻ െ aାxሿ ൌ lim
୶→ାஶ

ቂ୶
మିଷ

୶ିଶ
െ xቃ ൌ lim

୶→ାஶ

ଶ୶ିଷ

୶ିଶ
ൌ 2  

bି ൌ lim
୶→ିஶ

ሾfሺxሻ െ aିxሿ ൌ lim
୶→ିஶ

ቂ୶
మିଷ

୶ିଶ
െ xቃ ൌ lim

୶→ିஶ

ଶ୶ିଷ

୶ିଶ
ൌ 2  

Czyli asymptota ukośna obustronna dana jest równaniem y ൌ x ൅ 2. Ostatecz-

nie można stwierdzić, że funkcja fሺxሻ ൌ  
୶మିଷ

୶ିଶ
 nie ma asymptoty poziomej, 

ma asymptotę pionową x ൌ 2 oraz asymptotę ukośną y ൌ x ൅ 2. 

 fሺxሻ ൌ
଻୶మିହ

୶ାଷ
 

Aby wyznaczyć asymptotę poziomą, należy obliczyć granice fሺxሻ w plus i minus 
nieskończoności. 
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lim
୶→ାஶ

଻୶మିହ

୶ାଷ

ቂஶ
ஶ
ቃ

lim
୶→ାஶ

୶మቀ଻ି
ఱ
౮మ
ቁ

௫ቀଵି
య
౮
ቁ
ൌ lim

୶→ାஶ

୶ቀ଻ି
ఱ
౮మ
ቁ

ଵି
య
౮

ൌ
ஶ

ଵ
ൌ ∞  

lim
୶→ିஶ

଻୶మିହ

୶ାଷ

ቂିஶ
ିஶ
ቃ
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మቀ଻ି
ఱ
౮మ
ቁ

௫ቀଵି
య
౮
ቁ
ൌ lim

୶→ିஶ

୶ቀ଻ି
ఱ
౮మ
ቁ

ଵି
య
౮

ൌ
ିஶ

ଵ
ൌ െ∞  

Jak widać, granice prawo- i lewostronna nie są sobie równe, zatem funkcja 
nie ma asymptoty poziomej. 
Aby wyznaczyć asymptotę pionową, należy określić dziedzinę funkcji. 
W tym przypadku jest to zbiór R\ሼെ3ሽ. Dlatego właśnie w punkcie x଴ ൌ െ3 na-
leży obliczyć granice prawo- i lewostronną. 

lim
୶→ିଷశ

଻୶మିହ

୶ାଷ
ൌ

ହ଼

଴శ
ൌ ∞  

lim
୶→ିଷష

଻୶మିହ

୶ାଷ
ൌ

ହ଼

଴ష
ൌ െ∞  

Zatem funkcja ma asymptotę pionową obustronną o równaniu x ൌ െ3. Aby wy-
znaczyć asymptotę ukośną, należy obliczyć granice ୤ሺ୶ሻ

୶
 w plus i minus nieskoń-

czoności. 

lim
୶→ାஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

ళ౮మషఱ
౮శయ

୶
ൌ lim

୶→ାஶ

଻୶మିହ

୶ሺ୶ାଷሻ
ൌ lim

୶→ାஶ

଻୶మିହ

୶మାଷ୶

ቂஶ
ஶ
ቃ
ൌ lim

୶→ାஶ

୶మቀ଻ି
ఱ
౮
ቁ

୶మቀଵି
య
౮
ቁ
ൌ 7   

lim
୶→ିஶ

୤ሺ୶ሻ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

ళ౮మషఱ
౮శయ

୶
ൌ lim

୶→ିஶ

଻୶మିହ

୶ሺ୶ାଷሻ
ൌ lim

୶→ିஶ

଻୶మିହ

୶మାଷ୶

ቂିஶ
ିஶ
ቃ
ൌ lim

୶→ିஶ

୶మቀ଻ି
ఱ
౮
ቁ

୶మቀଵି
య
౮
ቁ
ൌ 7   

Jak widać, 𝑎േ ൌ 7. W takiej sytuacji należy obliczyć wyraz wolny b. W tym celu 
oblicza się granice ሾfሺxሻ െ 𝑎ାxሿ w plus i minus nieskończoności. 

bା ൌ lim
୶→ାஶ

ሾfሺxሻ െ aାxሿ ൌ lim
୶→ାஶ

ቂ଻୶
మିହ

୶ାଷ
െ 7xቃ ൌ  

ൌ lim
୶→ାஶ

଻୶మିହି଻୶మିଶଵ௫

୶ାଷ
ൌ lim

୶→ାஶ

ିହିଶଵ௫

୶ାଷ

ቂିஶ
ஶ
ቃ
ൌ lim

୶→ାஶ

୶ቀି
ఱ
ೣ
ିଶଵቁ

୶ቀଵା
య
ೣ
ቁ
ൌ െ21  

bି ൌ lim
୶→ିஶ

ሾfሺxሻ െ aିxሿ ൌ lim
୶→ିஶ

ቂ଻୶
మିହ

୶ାଷ
െ 7xቃ ൌ  

ൌ lim
୶→ିஶ

଻୶మିହି଻୶మିଶଵ௫

୶ାଷ
ൌ lim

୶→ିஶ

ିହିଶଵ௫

୶ାଷ

ቂ ஶ
ିஶ
ቃ
ൌ lim

୶→ିஶ

୶ቀି
ఱ
ೣ
ିଶଵቁ

୶ቀଵା
య
ೣ
ቁ
ൌ െ21  

Czyli asymptota ukośna obustronna dana jest równaniem y ൌ 7x െ 21. Osta-

tecznie można stwierdzić, że funkcja fሺxሻ ൌ  
଻୶మିହ

୶ାଷ
 nie ma asymptoty poziomej, 

ma asymptotę pionową x ൌ െ3 oraz asymptotę ukośną y ൌ 7x െ 21. 



113 

4. POCHODNA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ 

Po zapoznaniu się z treścią rozdziału czwartego można bez trudu: 
 podać definicję pochodnej funkcji, 
 obliczyć pochodną funkcji z wykorzystaniem określonych wzorów, reguł i włas-

ności, 
 obliczyć pochodną funkcji złożonej, 
 obliczyć pochodne wyższych rzędów, 
 zbadać monotoniczność funkcji przy użyciu pierwszej pochodnej, 
 wyznaczyć ekstrema funkcji przy użyciu drugiej pochodnej, 
 wyznaczyć przedziały wklęsłości i wypukłości funkcji oraz punkty przegięcia 

przy użyciu drugiej pochodnej. 

4.1. Pojęcie pochodnej funkcji 

Pochodną funkcji interpretuje się jako miarę szybkości zmian wartości funkcji 
względem zmian jej argumentów. Pochodną funkcji w punkcie można zdefiniować 
jako granicę ilorazu różnicowego. 

Definicja pochodnej funkcji 
Niech fሺxሻ będzie daną funkcją, a x଴ ∈ R dowolnym argumentem, w otoczeniu 
którego funkcja fሺxሻ jest określona. Pochodną funkcji fሺxሻ w punkcie x଴ oznacza 
się symbolem f ᇱሺ𝑥଴ሻ i definiuje jako granicę: 

 f ᇱሺx଴ሻ ൌ lim
୶→୶బ

୤ሺ୶ሻି୤ሺ୶బሻ

୶ି୶బ
  (4.1) 

lub jako granicę  

 f ᇱሺx଴ሻ ൌ lim
୦→଴

୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
  (4.2) 

gdzie wyrażenie ୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ
୦

 nazywa się ilorazem różnicowym tej funkcji, definio-
wanym jako stosunek przyrostu wartości funkcji do przyrostu argumentu tej 
funkcji. 
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Mówi się, że funkcja f: ሺa, bሻ → R ma pochodną w punkcie 𝑥଴ ∈ ሺa, bሻ, gdy ist-
nieje granica ilorazu różnicowego lim

୦→଴

୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
, i wówczas uznaje się, że funkcja f 

jest różniczkowalna w punkcie x଴. 
W sensie geometrycznym wartość pochodnej funkcji w danym punkcie równa 

jest tangensowi kąta pomiędzy osią X a styczną do krzywej w punkcie o współrzęd-
nych (x, y). Kąt ten liczy się od dodatniej półosi X w kierunku przeciwnym do ruchu 
wskazówek zegara. 

 

Pochodna funkcji f oznaczana może być na kilka sposobów: 
 dla funkcji zapisanej jako fሺxሻ ൌ wzór funkcji: 

f′ሺxሻ  –  oznaczenie wprowadzone przez Lagrange’a,  
ୢ୤ሺ୶ሻ

ୢ୶
   –  oznaczenie wprowadzone przez Leibniza, 

Dfሺxሻ  –  oznaczenie wprowadzone przez Cauchy’ego, 
 dla funkcji zapisanej jako y ൌ wzór funkcji: 

yᇱ  –  oznaczenie wprowadzone przez Lagrange’a, 
yሶ   –  oznaczenie stosowane w fizyce, 
ୢ୷

ୢ୶
   –  oznaczenie wprowadzone przez Leibniza, 

Dy  –  oznaczenie wprowadzone przez Cauchy’ego. 
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Przykład 4.1.1. 
Korzystając z definicji, obliczyć pochodną funkcji. 

 fሺxሻ ൌ xଷ  

 fሺxሻ ൌ
ଵ

√௫
 

 fሺxሻ ൌ e୶ 
 fሺxሻ ൌ lnx  

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ xଷ 

Dziedziną tej funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych D୤ ൌ R. 
Najpierw należy sprawdzić, czy istnieje granica funkcji w punkcie x.  
Dla danej funkcji iloraz różnicowy przyjmuje postać 
୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
ൌ

ሺ୶బା୦ሻయି୶బయ

୦
  

Granica takiego ilorazu różnicowego wynosi 

lim
୦→଴

ሺ୶ା୦ሻయି୶య

୦
ൌ lim

୦→଴

୶యାଷ୶మ୦ାଷ୶୦మା୦యି୶య

୦
ൌ lim

୦→଴

ଷ୶మ୦ାଷ୶୦మା୦య

୦
ൌ  

ൌ lim
୦→଴

୦൫ଷ୶మାଷ୶୦ା୦మ൯

୦
ൌ lim

୦→଴
ሺ3xଶ ൅ 3xh ൅ hଶሻ ൌ 3xଶ  

Oznacza to, że funkcja fሺxሻ ൌ xଷ ma pochodną w każdym punkcie i pochodna 
ta wynosi f′ሺxሻ ൌ 3xଶ. 
Inaczej mówiąc, funkcja jest różniczkowalna w całej swojej dziedzinie. 

 fሺxሻ ൌ
ଵ

√୶
 

Dziedziną tej funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych D୤ ൌ Rା. 
Najpierw należy sprawdzić, czy istnieje granica funkcji w punkcie x.  
Dla danej funkcji iloraz różnicowy przyjmuje postać 

୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
ൌ

భ

ඥ౮బశ౞
ି

భ

ඥ౮బ

୦
  

Granica takiego ilorazu różnicowego wynosi 

lim
୦→଴

భ

√౮శ౞
ି
భ

√౮

୦
ൌ lim

୦→଴

√୶ି√୶ା୦

୦∙√୶ା୦∙√୶
ൌ lim

୦→଴

൫√୶ି√୶ା୦൯∙൫√୶ା√୶ା୦൯

୦∙√୶ା୦∙√୶∙൫√୶ା√୶ା୦൯
ൌ 

ൌ lim
୦→଴

୶ିሺ୶ା୦ሻ

୦∙√୶ା୦∙√୶∙ሺ൫√୶ା√୶ା୦൯
ൌ

ିଵ

ଶ୶√୶
  

Oznacza to, że funkcja fሺxሻ ൌ ଵ

√୶
  ma pochodną w każdym punkcie i pochodna 

ta wynosi   f′ሺxሻ ൌ ିଵ

ଶ୶√୶
. 

Inaczej mówiąc, funkcja jest różniczkowalna w całej swojej dziedzinie. 
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 fሺxሻ ൌ e୶ 
Dziedziną tej funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych D୤ ൌ R. 
Najpierw należy sprawdzić, czy istnieje granica funkcji w punkcie x. 
Dla danej funkcji iloraz różnicowy przyjmuje postać 
୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
ൌ

ୣ౮బశ౞ିୣ౮బ

୦
  

Granica takiego ilorazu różnicowego wynosi 

lim
୦→଴

ୣ౮శ౞ିୣ౮

୦
ൌ lim

୦→଴

ୣ౮ୣ౞ିୣ౮

୦
ൌ lim

୦→଴

ୣ౮ሺୣ౞ିଵሻ

୦
ൌ e୶  

z uwagi na fakt, że lim
୶→଴

ୣ౮ିଵ

୶
ൌ 1. 

Oznacza to, że funkcja fሺxሻ ൌ e୶ ma pochodną w każdym punkcie i pochodna 
ta wynosi f′ሺxሻ ൌ e୶. 
Inaczej mówiąc, funkcja jest różniczkowalna w całej swojej dziedzinie. 

 fሺxሻ ൌ lnx  
Dziedziną tej funkcji jest zbiór liczb rzeczywistych D୤ ൌ Rା. 
Najpierw należy sprawdzić, czy istnieje granica funkcji w punkcie x.  
Dla danej funkcji iloraz różnicowy przyjmuje postać 
୤ሺ୶బା୦ሻି୤ሺ୶బሻ

୦
ൌ

୪୬ ሺ୶బା୦ሻି୪୬୶బ
୦

  
Granica takiego ilorazu różnicowego wynosi 

lim
୦→଴

୪୬ሺ୶ା୦ሻି୪୬୶

୦
ൌ lim

୦→଴

୪୬
౮శ౞
౮

୦
ൌ lim

୦→଴

୪୬ቀଵା
౞
౮
ቁ

୦
ൌ lim

୦→଴

୪୬ ቀଵା
౞
౮
ቁ

୶∙
౞
౮

ൌ
ଵ

୶
  

z uwagi na fakt, że lim
୶→଴

୪୬ ሺଵା୶ሻ

୶
ൌ 1. 

4.2. Reguły obliczania pochodnych 

Pochodne funkcji można liczyć, korzystając z definicji (jak pokazano wyżej), ale dużo 
łatwiej można je obliczać, wykorzystując wzory i określone reguły obliczania po-
chodnych. 
Wzory na pochodne wybranych funkcji 
 ሺcሻᇱ ൌ 0  c – stała 
 ሺxሻᇱ ൌ 1  
 ሺx஑ሻᇱ ൌ αx஑ିଵ  α ∈ R 
 ቀଵ

୶
ቁ
ᇱ
ൌ െ

ଵ

୶మ
  x ് 0 

 ൫√x൯
ᇱ
ൌ

ଵ

ଶ√୶
   x ൐ 0 
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 ሺ𝑎୶ሻᇱ ൌ 𝑎୶ ln𝑎  𝑎 ൐ 0  
 ሺe୶ሻᇱ ൌ e୶  
 ሺlog௔ xሻᇱ ൌ

ଵ

୶ ୪୬௔
  x ∈ Rା, 𝑎 ൐ 0, 𝑎 ് 1 

  ሺln xሻᇱ ൌ
ଵ

୶
  x ∈ Rା 

 ሺsin xሻᇱ ൌ cos x  
 ሺcos xሻᇱ ൌ െ sin x 
 ሺtgxሻᇱ ൌ

ଵ

ୡ୭ୱమ ௫
  x ്

గ

ଶ
൅ kπ, k ∈ Z 

 ሺctgxሻᇱ ൌ െ
ଵ

ୱ୧୬మ ୶
  x ് kπ, k ∈ Z 

Przykład 4.2.1. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji, wykorzystując wzory rachunku różnicz-
kowego. 

 fሺxሻ ൌ xଷ 
 fሺxሻ ൌ xିଶ 
 fሺxሻ ൌ √xଶ

య   
 fሺxሻ ൌ 2୶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ xଷ 

f ᇱሺxሻ ൌ ሺxଷሻᇱ ൌ 3xଷିଵ ൌ 3xଶ  
 fሺxሻ ൌ xିଶ 

f ᇱሺxሻ ൌ ሺxିଶሻᇱ ൌ െ2xିଶିଵ ൌ െ2xିଷ  

 fሺxሻ ൌ √xଶ
య

ൌ x
మ
య 

f ᇱሺxሻ ൌ ቀx
మ
యቁ
ᇱ
ൌ

ଶ

ଷ
x
మ
య
ିଵ ൌ

ଶ

ଷ
xି

భ
య  

 fሺxሻ ൌ 2୶ 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺ2୶ሻᇱ ൌ 2୶ ln 2  

4.3. Własności pochodnej funkcji 

Jeżeli funkcje fሺxሻ i gሺxሻ są różniczkowalne, to zachodzą następujące własności: 
 ሺfሺxሻ ൅ gሺxሻሻ′ ൌ f ᇱሺxሻ ൅ gᇱሺxሻ 
 ሺfሺxሻ െ gሺxሻሻ′  ൌ f ᇱሺxሻ െ gᇱሺxሻ 
 ሺfሺxሻ ∙ gሺxሻሻ′ ൌ f ᇱሺxሻ ⋅ gሺxሻ ൅ fሺxሻ ⋅ gᇱሺxሻ 
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 ቀ୤ሺ୶ሻ
୥ሺ୶ሻ

ቁ
ᇱ

 ൌ
୤ᇲሺ୶ሻ ⋅୥ሺ୶ሻି୤ሺ୶ሻ ⋅୥ᇲሺ୶ሻ

୥మሺ୶ሻ
 

 ሺc ⋅ fሻᇱሺxሻ ൌ c ⋅ f ᇱሺxሻ  c – stała 

Przykład 4.3.1. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji, wykorzystując wzory rachunku różnicz-
kowego oraz własności pochodnej. 

 fሺxሻ ൌ 3xଶ ൅ 2x െ 5 

 fሺxሻ ൌ 5xିଶ െ
ଶ

ଷ
xିହ  

 fሺxሻ ൌ 2√xଶ
య

  
 fሺxሻ ൌ ln x ൅ e୶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ 3xଶ ൅ 2x െ 5 

f ᇱሺxሻ ൌ ሺ3xଶ ൅ 2x െ 5ሻᇱ ൌ ሺ3xଶሻᇱ ൅ ሺ2xሻᇱ െ ሺ5ሻᇱ ൌ 6x ൅ 2  
 fሺxሻ ൌ 5xିଶ െ

ଶ

ଷ
xିହ  

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ5xିଶ െ
ଶ

ଷ
xିହቁ

ᇱ
ൌ ሺ5xିଶሻᇱ െ ቀଶ

ଷ
xିହቁ

ᇱ
ൌ  

ൌ 5 ⋅ ሺെ2ሻ ⋅ xିଷ െ
ଶ

ଷ
⋅ ሺെ5ሻ ⋅ xିସ ൌ െ10xିଷ ൅

ଵ଴

ଷ
xିସ  

 fሺxሻ ൌ 2√xଶ
య   

f′ሺxሻ ൌ ൫2√xଶ
య

൯
ᇱ
ൌ ቀ2x

మ
యቁ
ᇱ
ൌ 2 ⋅

ଶ

ଷ
⋅ xି

భ
య ൌ

ସ

ଷ
⋅ xି

భ
య  

 fሺxሻ ൌ ln x ൅ e୶ 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺln x ൅ e୶ሻᇱ ൌ ሺlnxሻᇱ ൅ ሺe୶ሻᇱ ൌ

ଵ

୶
൅ e୶   

Przykład 4.3.2. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji, wykorzystując wzory rachunku różnicz-
kowego oraz własności pochodnej. 

 fሺxሻ ൌ 2x ⋅ ln x 
 fሺxሻ ൌ 3xଶ ⋅ sin x 
 fሺxሻ ൌ ሺ3x ൅ 7ሻe୶  
 fሺxሻ ൌ sin x ⋅ e୶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ 2x ⋅ ln x  

f ᇱሺxሻ ൌ ሺ2x ⋅ ln xሻ′ ൌ ሺ2xሻᇱ ⋅ ln x ൅ 2x ⋅ ሺln xሻᇱ ൌ 2 ln x ൅ 2x ⋅
ଵ

୶
ൌ  

ൌ 2 ln x ൅ 2  
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 fሺxሻ ൌ 3xଶ ⋅ sin x 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺ3xଶ ⋅ sin xሻᇱ ൌ ሺ3xଶሻᇱ ⋅ sin x ൅ 3xଶ ⋅ ሺsin xሻᇱ ൌ  
ൌ 6x ⋅ sin x ൅ 3xଶ ⋅ cos x  

 fሺxሻ ൌ ሺ3x ൅ 7ሻe୶  
f ᇱሺxሻ ൌ ൫ሺ3x ൅ 7ሻe୶൯

ᇱ
ൌ ሺ3x ൅ 7ሻᇱ ∙ e୶ ൅ ሺ3x ൅ 7ሻሺe୶ሻᇱ ൌ  

ൌ 3e୶ ൅ ሺ3x ൅ 7ሻe୶ ൌ e୶ሺ3x ൅ 10ሻ  
 fሺxሻ ൌ sin x ⋅ e୶  

f ᇱሺxሻ ൌ ሺsin x ⋅ e୶ሻᇱ ൌ ሺsinxሻ′ ⋅ e୶ ൅ sin x ⋅ ሺe୶ሻ′ ൌ cosx e୶ ൅ sinxe୶ ൌ  
ൌ ሺcos x ൅ sin xሻ ⋅ e୶  

Przykład 4.3.3. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji, wykorzystując wzory rachunku różnicz-
kowego oraz własności pochodnej.  

 fሺxሻ ൌ
ଶ୶యାଵ

ୡ୭ୱ ୶
 

 fሺxሻ ൌ
ୣ౮

ସ୶యାଷ
 

 fሺxሻ ൌ
୪୬୶

୶మ
 

 fሺxሻ ൌ
ୱ୧୬ ୶

ୣ౮
 

Rozwiązanie 

 fሺxሻ ൌ
ଶ୶యାଵ

ୡ୭ୱ ୶
 

f ᇱሺxሻ ൌ ቀଶ୶
యାଵ

ୡ୭ୱ ୶
ቁ
ᇱ
ൌ

൫ଶ୶యାଵ൯
ᇲ
∙ୡ୭ୱ୶ି൫ଶ୶యାଵ൯∙ሺୡ୭ୱ୶ሻᇲ

ሺୡ୭ୱ୶ሻమ
ൌ  

ൌ
଺୶మୡ୭ୱ୶ିሺଶ୶యାଵሻ∙ሺିୱ୧୬୶ሻ

ሺୡ୭ୱ୶ሻమ
ൌ

଺୶మୡ୭ୱ୶ାଶ୶యୱ୧୬୶ାୱ୧୬୶

ሺୡ୭ୱ୶ሻమ
  

 fሺxሻ ൌ
ୣ౮

ସ୶యାଷ
 

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ ୣ౮

ସ୶యାଷ
ቁ
ᇱ
ൌ

ሺୣ౮ሻᇲ∙ሺସ୶యାଷሻିୣ౮∙ሺସ୶యାଷሻᇱ

ሺସ୶యାଷሻమ
ൌ

ୣ౮ሺସ୶యାଷሻିୣ౮∙ଵଶ୶మ

ሺସ୶యାଷሻమ
ൌ  

ൌ
ୣ౮ሺସ୶యିଵଶ୶మାଷሻ

ሺସ୶యାଷሻమ
  

 fሺxሻ ൌ
୪୬୶

୶మ
 

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ୪୬୶
୶మ
ቁ
ᇱ
ൌ

ሺ୪୬୶ሻᇲ∙୶మି୪୬୶∙൫୶మ൯
ᇲ

ሺ୶మሻమ
ൌ

భ
౮
∙୶మି୪୬୶∙ଶ୶

୶ర
ൌ

୶ିଶ୶୪୬୶

୶ర
ൌ  

ൌ
୶ሺଵିଶ୪୬୶ሻ

୶ర
ൌ

ଵିଶ୪୬୶

୶య
  

  



120 

 fሺxሻ ൌ
ୱ୧୬ ୶

ୣ౮
  

f ᇱሺxሻ ൌ ቀୱ୧୬ ୶
ୣ౮
ቁ
ᇱ
ൌ

ሺୱ୧୬୶ሻᇲ∙ୣ౮ିୱ୧୬୶∙ሺୣ౮ሻᇲ

ሺୣ౮ሻమ
ൌ

ୡ୭ୱ୶∙ୣ౮ିୱ୧୬୶∙ୣ౮

ୣమ౮
ൌ  

ൌ
ሺୡ୭ୱ ୶ିୱ୧୬ ୶ሻୣ౮

ୣమ౮
ൌ

ୡ୭ୱ ୶ିୱ୧୬ ୶

ୣ౮
   

Przykład 4.3.4. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji, wykorzystując wzory rachunku różnicz-
kowego oraz własności pochodnej.  

 fሺxሻ ൌ 3 sin x െ 2e୶ ൅ 2020x ൅ 2021 
 fሺxሻ ൌ 7 െ 5 cos x ൅ 2xଶ଴ଶ଴ െ 8 ln x 
 fሺxሻ ൌ sinଶ x ൅ cosଶ x 

 fሺxሻ ൌ
ୣ౮

ଶ୶యାଵ
൅ ሺ3xଶ଴ଶ଴ ൅ 2021xሻ ⋅ e୶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ 3 sin x െ 2e୶ ൅ 2020x ൅ 2021 

f ᇱሺxሻ ൌ ሺ3 sin x െ 2e୶ ൅ 2020x ൅ 2021ሻᇱ ൌ 3 cos x െ 2e୶ ൅ 2020  
 fሺxሻ ൌ 7 െ 5 cos x ൅ 2xଶ଴ଶ଴ െ 8 ln x 

f ᇱሺxሻ ൌ ሺ7 െ 5 cos x ൅ 2xଶ଴ଶ଴ െ 8 ln xሻᇱ ൌ 5 sin x ൅ 4040xଶ଴ଵଽ െ
଼

୶
  

 fሺxሻ ൌ sinଶ x ൅ cosଶ x 
f ᇱሺxሻ ൌ 0, z uwagi na fakt, że sinଶ x ൅ cosଶ x ൌ 1, a pochodna stałej wynosi zero 

 fሺxሻ ൌ
ୣ౮

ଶ୶యାଵ
൅ ሺ3xଶ଴ଶ଴ ൅ 2021xሻ ⋅ e୶ 

f ᇱሺxሻ ൌ
ሺୣ౮ሻᇲ൫ଶ୶యାଵ൯ିୣ౮൫ଶ୶యାଵ൯

ᇲ

ሺଶ୶యାଵሻమ
൅ ሺ3xଶ଴ଶ଴ ൅ 2021xሻᇱ ⋅ e୶ ൅  

൅ሺ3xଶ଴ଶ଴ ൅ 2021xሻ ⋅ ሺe୶ሻᇱ ൌ
ୣ౮൫ଶ୶యି଺୶మାଵ൯

ሺଶ୶యାଵሻమ
൅  

൅ሺ6060xଶ଴ଵଽ ൅ 2021ሻ ⋅ e୶ ൅ ሺ3xଶ଴ଶ଴ ൅ 2021xሻ ⋅ e୶ ൌ  

ൌ ቀଶ୶
యି଺୶మାଵ

ሺଶ୶యାଵሻమ
൅ 3xଶ଴ଶ଴ ൅ 6060xଶ଴ଵଽ ൅ 2021x ൅ 2021ቁ ⋅ e୶  

4.4. Pochodna funkcji złożonej 

Jeżeli funkcje fሺxሻ i gሺxሻ są różniczkowalne, to pochodna złożenia tych funkcji jest 
iloczynem pochodnej funkcji wewnętrznej i pochodnej funkcji zewnętrznej, 
co można zapisać: 
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 ቀf൫gሺxሻ൯ቁ
ᇱ
ൌ f ᇱ൫gሺxሻ൯ ⋅ gᇱሺxሻ  (4.3) 

Praktyczny sposób postępowania przy obliczaniu pochodnej funkcji złożonej 
opiera się na wyznaczeniu funkcji wewnętrznej i funkcji zewnętrznej, obliczeniu ich 
pochodnych, a następnie wymnożeniu uzyskanych wyników. 

Przykład 4.4.1. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji złożonych. 

 fሺxሻ ൌ eଶ௫  

 fሺxሻ ൌ e୶
మାହ 

 fሺxሻ ൌ eଶ୶
యାହ୶మ  

 fሺxሻ ൌ e୶
లା଺୶రାହ୶మ  

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ eଶ௫ 

Funkcja fሺxሻ ൌ eଶ௫ jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 
oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ 2𝑥  z ൌ e୵  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 2  zᇱ ൌ e୵ ൌ eଶ௫ 
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ 2 ⋅ eଶ୶ 

 fሺxሻ ൌ e୶
మାହ 

Funkcja fሺxሻ ൌ e୶
మାହ jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 

oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ xଶ ൅ 5  z ൌ e୵  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 2x  zᇱ ൌ e୵ ൌ e୶

మାହ 
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ 2x ⋅ e୶

మାହ 
 fሺxሻ ൌ eଶ୶

యାହ୶మ  
Funkcja fሺxሻ ൌ eଶ୶

యାହ୶మ  jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję we-
wnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ 2xଷ ൅ 5xଶ  z ൌ e୵  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 6xଶ ൅ 10x  zᇱ ൌ e୵ ൌ eଶ୶

యାହ୶మ  
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Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺ6xଶ ൅ 10xሻ ⋅ eଶ୶

యାହ୶మ  
 fሺxሻ ൌ e୶

లା଺୶రାହ୶మ  
Funkcja fሺxሻ ൌ e୶

లା଺୶రାହ୶మ  jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję we-
wnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ x଺ ൅ 6xସ ൅ 5xଶ  z ൌ e୵  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 6xହ ൅ 24xଷ ൅ 10x  zᇱ ൌ e୵ ൌ e୶

లା଺୶రାହ୶మ  
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺ6xହ ൅ 24xଷ ൅ 10xሻ ⋅ e୶

లା଺୶రାହ୶మ   

Przykład 4.4.2. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji złożonych. 

 fሺxሻ  ൌ sin2 x 

 fሺxሻ ൌ √sin x 
 fሺxሻ  ൌ  ሺcos  x ൅  2xሻ଻ 
 fሺxሻ  ൌ  cosଵ଻ x 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ sin 2𝑥 

Funkcja fሺxሻ ൌ sin 2𝑥 jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 
oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ 2𝑥  z ൌ sinw  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 2  zᇱ ൌ cosw ൌ cos2x 
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ 2 ⋅ cos2x 

 fሺxሻ ൌ √sin x 
Funkcja fሺxሻ ൌ √sin x jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 
oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ sinx  z ൌ √w  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ cosx  zᇱ ൌ

ଵ

ଶ√୵
ൌ

ଵ

ଶ√ୱ୧୬୶
 

Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ cosx ∙

ଵ

ଶ√ୱ୧୬୶
ൌ

ୡ୭ୱ୶

ଶ√ୱ୧୬୶
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 fሺxሻ  ൌ  ሺcosx ൅ 2xሻ଻ 
Funkcja fሺxሻ ൌ ሺcosx ൅ 2xሻ଻ jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję we-
wnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ cosx ൅ 2x  z ൌ w଻  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ െsinx ൅ 2  zᇱ ൌ 7w଺ ൌ 7ሺcosx ൅ 2xሻ଺ 
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ 7ሺെsinx ൅ 2ሻሺcosx ൅ 2xሻ଺  

 fሺxሻ  ൌ  cosଵ଻ x 
Funkcja fሺxሻ ൌ cosଵ଻ x jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję we-
wnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ cosx  z ൌ wଵ଻  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ െsinx  zᇱ ൌ 17wଵ଺ ൌ 17 cosଵ଺ x 
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ െ17sinx cosଵ଺ x 

Przykład 4.4.3. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji złożonych. 

 fሺxሻ ൌ lnሺ xଶ ൅ 4ሻ 
 fሺxሻ ൌ e୶ ୪୬ ୶ 

 fሺxሻ ൌ e
ౢ౤౮
౮  

 fሺxሻ ൌ ඥlnሺ x ൅ 4ሻఱ  

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ lnሺ xଶ ൅ 4ሻ  

Funkcja fሺxሻ ൌ lnሺ xଶ ൅ 4ሻ jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję we-
wnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ xଶ ൅ 4  z ൌ lnw  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 2x  zᇱ ൌ

ଵ

୵
ൌ

ଵ

୶మାସ
 

Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ 2x ∙

ଵ

୶మାସ
ൌ

ଶ୶

୶మାସ
  

 fሺxሻ ൌ e୶ ୪୬ ୶ 
Funkcja fሺxሻ ൌ e୶ ୪୬ ୶ jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 
oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ x ln x  z ൌ e୵  
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Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ ሺxሻᇱ ∙ lnx ൅ x ∙ ሺlnxሻᇱ ൌ lnx ൅ 1  zᇱ ൌ e୵ ൌ e୶ ୪୬ ୶ 
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺlnx ൅ 1ሻ ∙ e୶ ୪୬ ୶  

 fሺxሻ ൌ e
ౢ౤౮
౮  

Funkcja fሺxሻ ൌ e
ౢ౤౮
౮  jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 

oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ

୪୬୶

୶
  z ൌ e୵  

Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 

wᇱ ൌ
ሺ୪୬୶ሻᇲ∙୶ି୪୬୶∙ሺ୶ሻᇱ

୶మ
ൌ

భ
౮
∙୶ି୪୬୶

୶మ
ൌ

ଵି୪୬୶

୶మ
  zᇱ ൌ e୵ ൌ e

ౢ౤౮
౮  

Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 

f ᇱሺxሻ ൌ
1 െ lnx

xଶ
∙ e

୪୬୶
୶  

 fሺxሻ ൌ ඥlnሺ x ൅ 4ሻఱ  
Funkcja fሺxሻ ൌ ඥlnሺ x ൅ 4ሻఱ  jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję we-
wnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  

w ൌ lnሺ x ൅ 4ሻ  z ൌ √wఱ ൌ w
భ
ఱ  

Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji, zauważając, że funkcja w jest 
złożona. Trzeba wskazać w niej funkcję wewnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
wଵ ൌ x ൅ 4  zଵ ൌ lnwଵ  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wଵ

ᇱ ൌ 1  zଵᇱ ൌ
ଵ

୵భ
ൌ

ଵ

୶ାସ
 

stąd 
wᇱ ൌ 1 ∙

ଵ

୶ାସ
ൌ

ଵ

୶ାସ
  

zᇱ ൌ
ଵ

ହ
wି

ర
ఱ ൌ

ଵ

ହ
ሺln ሺx ൅ 4ሻሻି

ర
ఱ ൌ

ଵ

ହ ඥሺ୪୬ሺ୶ାସሻሻరఱ   

Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ

ଵ

୶ାସ
∙

ଵ

ହ ඥሺ୪୬ሺ୶ାସሻሻరఱ ൌ
ଵ

ହሺ୶ାସሻ∙ ඥ୪୬రሺ୶ାସሻఱ   

Przykład 4.4.4. 
Obliczyć pochodne następujących funkcji złożonych. 

 fሺxሻ  ൌ ሺ4x଼ െ 5x଻ ൅ 9xଷ ൅ 2x െ πሻଶ଴ଶ଴ 

 fሺxሻ ൌ ටଶ୶ାଵ

୶మିଶ

య
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 fሺxሻ ൌ
ଶమ౮షఱ

√୶యାହ
  

 fሺxሻ ൌ eୱ୧୬
మ ୶ ⋅ eୡ୭ୱ

మ ୶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ  ൌ ሺ4x଼ െ 5x଻ ൅ 9xଷ ൅ 2x െ πሻଶ଴ଶ଴ 

Funkcja fሺxሻ ൌ ሺ4x଼ െ 5x଻ ൅ 9xଷ ൅ 2x െ πሻଶ଴ଶ଴ jest funkcją złożoną. Trzeba 
wskazać funkcję wewnętrzną oraz funkcję zewnętrzną  
w ൌ 4x଼ െ 5x଻ ൅ 9xଷ ൅ 2x െ π  z ൌ wଶ଴ଶ଴  
Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 
wᇱ ൌ 32x଻ െ 35x଺ ൅ 27xଶ ൅ 2  
zᇱ ൌ 2020wଶ଴ଵଽ ൌ 2020ሺ4x଼ െ 5x଻ ൅ 9xଷ ൅ 2x െ πሻ  
Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ 2020 ∙ ሺ32x଻ െ 35x଺ ൅ 27xଶ ൅ 2ሻ ∙ ሺ4x଼ െ 5x଻ ൅ 9xଷ ൅ 2x െ πሻ  

 fሺxሻ ൌ ටଶ୶ାଵ

୶మିଶ

య
 

Funkcja fሺxሻ ൌ ටଶ୶ାଵ

୶మିଶ

య
 jest funkcją złożoną. Trzeba wskazać funkcję wewnętrzną 

oraz funkcję zewnętrzną  

w ൌ
ଶ୶ାଵ

୶మିଶ
  z ൌ √wయ ൌ w

భ
య  

Następnie należy obliczyć pochodne tych funkcji 

wᇱ ൌ
ሺଶ୶ାଵሻᇲ∙൫୶మିଶ൯ିሺଶ୶ାଵሻ∙൫୶మିଶ൯ᇱ

ሺ୶మିଶሻమ
ൌ

ଶ∙൫୶మିଶ൯ିሺଶ୶ାଵሻ∙ଶ୶

ሺ୶మିଶሻమ
ൌ  

ൌ
ଶ൫୶మିଶିଶ୶మି୶൯

ሺ୶మିଶሻమ
ൌ ଶ൫ି୶

మି୶ିଶ൯

ሺ୶మିଶሻమ
  

zᇱ ൌ
ଵ

ଷ
wି

మ
య ൌ

ଵ

ଷ √௪మయ ൌ
ଵ

ଷ ටቀ
మ౮శభ
౮మషమ

ቁ
మయ
  

Po wymnożeniu wᇱ i zᇱ uzyskuje się pochodną szukanej funkcji  

f ᇱሺxሻ ൌ
ଶ൫ି୶మି୶ିଶ൯

ሺ୶మିଶሻమ
∙

ଵ

ଷ ටቀ
మ౮శభ
౮మషమ

ቁ
మయ
ൌ

ଶ൫ି୶మି୶ିଶ൯

ଷሺ୶మିଶሻమ∙ ටቀ
మ౮శభ
౮మషమ

ቁ
మయ
  

 fሺxሻ ൌ
ଶమ౮షఱ

√୶యାହ
ൌ

ଶమ౮షఱ

ሺ୶యାହሻ
భ
య
 

Funkcja f(x) jest dana ilorazem, zatem aby obliczyć jej pochodną, należy skorzy-
stać ze wzoru na pochodną ilorazu  

f ᇱሺxሻ ൌ ቆ
ଶమ౮షఱ

ሺ୶యାହሻ
భ
య
ቇ
ᇱ

ൌ
൫ଶమ౮షఱ൯

ᇲ
⋅൫୶యାହ൯

భ
యିଶమ౮షఱ⋅ቆ൫୶యାହ൯

భ
యቇ

ᇲ

ቆሺ୶యାହሻ
భ
యቇ

మ   
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ሺ2ଶ୶ିହሻᇱi ቀሺxଷ ൅ 5ሻ
భ
యቁ
ᇱ
są pochodnymi funkcji złożonych. Trzeba więc wskazać 

w nich funkcje wewnętrzne oraz funkcje zewnętrzne.  
wଵ ൌ 2x െ 5  zଵ ൌ 2୵భ         
wଵ

ᇱ ൌ 2  zଵᇱ ൌ 2୵భln2 ൌ 2ଶ୶ିହln2 

wଶ ൌ xଷ ൅ 5  zଶ ൌ ሺwଶሻ
భ
య 

wଶ
ᇱ ൌ 3xଶ  zଶᇱ ൌ

ଵ

ଷ
ሺwଶሻ

ି
మ
య ൌ

ଵ

ଷ
ሺxଷ ൅ 5ሻି

మ
య 

Zatem 
ሺ2ଶ୶ିହሻᇱ ൌ 2 ⋅ 2ଶ୶ିହ ln 2 ൌ 2ଵ ⋅ 2ଶ୶ିହ ln 2 ൌ 2ଶ୶ିସ ln 2  
oraz  

ቀሺxଷ ൅ 5ሻ
భ
యቁ
ᇱ
ൌ 3xଶ ⋅

ଵ

ଷ
ሺxଷ ൅ 5ሻି

మ
య ൌ xଶ ⋅ ሺxଷ ൅ 5ሻି

మ
య  

Wracając do pochodnej funkcji wyjściowej, otrzymuje się 

f ᇱሺxሻ ൌ
ଶమ౮షర ୪୬ ଶ⋅൫୶యାହ൯

భ
యିଶమ౮షఱ⋅୶మ⋅൫୶యାହ൯

ష
మ
య

ቆሺ୶యାହሻ
భ
యቇ

మ ൌ  

ൌ 2ଶ୶ିହ ⋅ ሺxଷ ൅ 5ሻ
భ
య ⋅ ቀ2 ln 2 െ xଶሺxଷ ൅ 5ሻି

ఱ
యቁ  

 fሺxሻ ൌ eୱ୧୬
మ ୶ ⋅ eୡ୭ୱ

మ ୶ 
Nie każda funkcja, która wygląda na funkcję złożoną (choć można ją tak potrak-
tować i liczyć pochodną funkcji złożonej), jest taka. W tym przypadku wystarczy 
zauważyć, że  
fሺxሻ ൌ eୱ୧୬

మ ୶ ⋅ eୡ୭ୱ
మ ୶ ൌ eୱ୧୬

మ ୶ାୡ୭ୱమ ୶ ൌ eଵ ൌ e, zatem f ᇱሺxሻ ൌ ሺeሻᇱ ൌ 0  

4.5. Pochodne wyższych rzędów 

Jeśli pochodna funkcji fሺxሻ jest różniczkowalna, oznacza to, że w danym punkcie 𝑥଴ 
można obliczyć jej pochodną, czyli pochodną pochodnej, którą oznacza się fᇳሺxሻ. 
Jeśli pochodna pochodnej f ᇱሺxሻ jest dalej różniczkowalna, oznacza to, że w danym 
punkcie 𝑥଴ można policzyć jej kolejną pochodną, czyli pochodną pochodnej pochod-
nej, zatem f ᇱᇱᇱሺxሻ. Jeśli można liczyć kolejne: czwartą, piątą i dalsze pochodne,  
to n-tą pochodną oznacza się: 

 f ሺ୬ሻሺx଴ሻ ൌ ൫f ሺ୬ିଵሻሺx଴ሻ൯
ᇱ   dla    n ൒ 1  (4.4) 
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Przykład 4.5.1. 
Obliczyć pierwszą, drugą i trzecią pochodną funkcji. 

 fሺxሻ ൌ 5xସ െ 3xଷ ൅
ଷ

ସ
xଶ ൅

ଵ

ଷ
sin x െ 64 

 fሺxሻ ൌ √xହ
య

 
 fሺxሻ ൌ e୶ cos x 

 fሺxሻ ൌ
୶

୪୬ ୶
  

Rozwiązania 
 fሺxሻ ൌ 5xସ െ 3xଷ ൅

ଷ

ସ
xଶ ൅

ଵ

ଷ
sin x െ 64 

f′ሺxሻ ൌ ቀ5xସ െ 3xଷ ൅
ଷ

ସ
xଶ ൅

ଵ

ଷ
sin x െ 64ቁ

ᇱ
ൌ 20xଷ െ 9xଶ ൅

ଷ

ଶ
x ൅

ଵ

ଷ
cos x  

f ᇱᇱሺxሻ ൌ ቀ20xଷ െ 9xଶ ൅
ଷ

ଶ
x ൅

ଵ

ଷ
cos x ቁ

ᇱ
ൌ 60xଶ െ 18x ൅

ଷ

ଶ
െ

ଵ

ଷ
sinx  

f ᇱᇱᇱሺxሻ ൌ ቀ60xଶ െ 18x ൅
ଷ

ଶ
െ

ଵ

ଷ
sinx ቁ

ᇱ
ൌ 120x െ 18 െ

ଵ

ଷ
sinx  

 fሺxሻ ൌ √xହ
య  

f ′ሺxሻ ൌ ൫√xହ
య

൯
ᇱ
ൌ ቀx

ఱ
యቁ
ᇱ
ൌ

ହ

ଷ
x
మ
య  

f′′′ሺxሻ ൌ ቀହ
ଷ

x
మ
యቁ
ᇱ
ൌ

ଵ଴

ଽ
xି

భ
య  

f ᇱᇱᇱሺxሻ ൌ ቀଵ଴
ଽ

xି
భ
యቁ
ᇱ
ൌ െ

ଵ଴

ଶ଻
xି

ర
య  

 fሺxሻ ൌ e୶ cos x 
f ′ሺxሻ ൌ ሺe୶ ⋅ cos xሻ′ ൌ e୶ ⋅ cos x െ e୶ ⋅ sin x  
f ᇱᇱሺxሻ ൌ ሺe୶ ⋅ cos x െ e୶ sin xሻᇱ ൌ ሺe୶ ⋅ cos xሻᇱ െ ሺe୶ ⋅ sin xሻᇱ ൌ  
ൌ e୶ ⋅ cos x െ e୶ ⋅ sin x െ e୶ ⋅ sin x െ e୶ ⋅ cos x ൌ െ2e୶ ⋅ sin x  
f ᇱᇱᇱሺxሻ ൌ ሺെ2e୶ ⋅ sin xሻᇱ ൌ െ2ሺe୶ ⋅ sin xሻᇱ ൌ െ2ሺe୶ ⋅ sin x ൅ e୶ ⋅ cos xሻ ൌ 
ൌ െ2e୶ሺsin x ൅ cos xሻ  

 fሺxሻ ൌ
୶

୪୬ ୶
  

f ′ሺxሻ ൌ ቀ ୶

୪୬ ୶
ቁ
ᇱ
ൌ

ଵ⋅୪୬ ୶ି୶⋅
భ
౮

ሺ୪୬ ୶ሻమ
ൌ

୪୬ ୶ିଵ

୪୬మ ୶
  

f ᇱᇱሺxሻ ൌ ቀ୪୬୶ିଵ
୪୬మ ୶

ቁ
ᇱ
ൌ

భ
౮
⋅୪୬మ ୶ିሺ୪୬ ୶ିଵሻ⋅

మ ౢ౤ ౮
౮

୪୬ర ୶
ൌ

ౢ౤మ ౮
౮
ି
మ ౢ౤మ ౮షమ ౢ౤ ౮

౮

୪୬ర ୶
ൌ  

ൌ
ି୪୬మ ୶ାଶ ୪୬ ୶

୶ ୪୬ర ୶
ൌ

୪୬ ୶ሺଶି୪୬ ୶ሻ

୶ ୪୬ర ୶
ൌ

ଶି୪୬ ୶

୶ ୪୬య ୶
  

f ᇱᇱᇱሺxሻ ൌ ቀଶି୪୬ ୶
୶ ୪୬య ୶

ቁ
ᇱ
ൌ

ି
భ
౮
⋅୶ ୪୬య ୶ିሺଶି୪୬ ୶ሻ⋅൬୪୬య ୶ା

య ౢ౤మ ౮
౮

൰

ሺ୶ ୪୬య ୶ሻమ
ൌ  

ൌ
ି୪୬య ୶ିሺଶି୪୬ ୶ሻ⋅

౮ ౢ౤య ౮శయ ౢ౤మ ౮
౮

୶మ ୪୬ల ୶
ൌ

ି ୪୬య ୶ି
మ౮ ౢ౤య ౮శల ౢ౤మ ౮ష౮ ౢ౤ర ౮షయ ౢ౤య ౮

౮

୶మ ୪୬ల ୶
ൌ  
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ൌ
ష౮ౢ౤య షమ౮ ౢ౤య ౮శల ౢ౤మ ౮ష౮ ౢ౤ర ౮షయ ౢ౤య ౮

౮

୶మ ୪୬ల ୶
ൌ ିଷ୶ ୪୬

య ୶ା଺ ୪୬మ ୶ି୶ ୪୬ర ୶ିଷ ୪୬య ୶

୶య ୪୬ల ୶
ൌ 

ൌ
୪୬మ ୶ሺିଷ୶ ୪୬ ୶ା଺ି୶ ୪୬మ ୶ିଷ ୪୬ ୶

୶య ୪୬ల ୶
ൌ ିଷ୶ ୪୬ ୶ା଺ି୶ ୪୬

మ ୶ିଷ ୪୬ ୶

୶య ୪୬ర ୶
  

Obliczanie pochodnych wyższych rzędów dla funkcji wielokrotnie złożonych 
czy też iloczynu bądź ilorazu funkcji czasami jest dosyć pracochłonne. Niemniej jed-
nak znajduje ono zastosowanie np. przy określaniu monotoniczności funkcji,  
wyznaczaniu ekstremów funkcji, przedziałów wklęsłości i wypukłości oraz punktów 
przegięcia funkcji. 

4.6. Zastosowanie pochodnej 
do badania monotoniczności funkcji 

Badanie monotoniczności funkcji jest to określanie, czy funkcja jest rosnąca, male-
jąca, stała, nierosnąca bądź niemalejąca. Istnieje ścisły związek pomiędzy pochodną 
funkcji a jej monotonicznością. Określają go poniższe twierdzenia. 

Twierdzenie  
Jeżeli funkcja f jest określona i różniczkowalna w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ oraz jej po-
chodna jest w każdym punkcie tego przedziału dodatnia, z wyjątkiem co najwyżej 
skończonej liczby punktów, w których jest równa zeru, to funkcja jest w tym prze-
dziale rosnąca. 

 

Twierdzenie  
Jeżeli funkcja f jest w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ różniczkowalna i rosnąca, to f ′ሺxሻ ൒ 0 dla 
każdego x ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ. 

 

Twierdzenie  
Jeżeli funkcja f jest określona i różniczkowalna w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ oraz jej po-
chodna jest w każdym punkcie tego przedziału ujemna, z wyjątkiem co najwyżej 
skończonej liczby punktów, w których jest równa zeru, to funkcja jest w tym prze-
dziale malejąca. 
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Twierdzenie  
Jeżeli funkcja f jest w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ różniczkowalna i malejąca, to f ᇱሺxሻ ൑ 0 
dla każdego x ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ. 

Na podstawie powyższych twierdzeń można powiedzieć, że istnieje ścisły zwią-
zek pomiędzy pochodną funkcji a jej monotonicznością. Krótko mówiąc, jeżeli funk-
cja f jest różniczkowalna w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ, czyli ma pochodną w każdym punkcie 
tego przedziału, to związek pochodnej z monotonicznością tej funkcji wyraża się na-
stępująco: 
 ⋀

୶∈ሺ௔,௕ሻ
f ᇱሺxሻ ൌ 0, to funkcja jest stała, 

 ⋀
୶∈ሺ௔,௕ሻ

f ᇱሺxሻ ൐ 0, to funkcja jest rosnąca, 

 ⋀
୶∈ሺ௔,௕ሻ

f ᇱሺxሻ ൏ 0, to funkcja jest malejąca. 

 
Rys. 4.1. Wykres funkcji i jej pochodnej 

Funkcja fሺxሻ jest rosnąca dla x ∈ ሺxଵ, xଶሻ oraz ሺxଷ,൅∞ሻ, tzn. w przedziałach, 
w których pochodna jest większa od zera, i malejąca dla x ∈ ሺെ∞, xଵሻ oraz ሺxଶ, xଷሻ, 
czyli w przedziałach, w których pochodna jest mniejsza od zera. 

Schemat badania monotoniczności funkcji 
fሺxሻ – dana funkcja 
1) wyznaczyć dziedzinę D୤, 
2) obliczyć pochodną f ᇱሺxሻ i wyznaczyć jej dziedzinę D୤, 
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3) przyrównać pochodną do zera f ᇱሺxሻ ൌ 0; rozwiązać, tzn. wyznaczyć miejsca  
zerowe, a następnie naszkicować i odczytać, jak zachowuje się pochodna w po-
szczególnych przedziałach: 
f ᇱሺxሻ ൐ 0, to fሺxሻ rosnąca, 
f ᇱሺxሻ ൏ 0, to fሺxሻ malejąca. 

Przykład 4.6.1. 
Stosując rachunek pochodnych, wyznaczyć przedziały monotoniczności funkcji. 

 fሺxሻ ൌ െxଷ ൅ 3x െ 2 

 fሺxሻ ൌ
୶మିଶ୶ାସ

୶ିଶ
 

 fሺxሻ ൌ
୪୬୶

୶
 

 fሺxሻ ൌ xଶ ln x 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ െxଷ ൅ 3x െ 2 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji: D୤ ൌ R 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji:  
f ᇱሺxሻ ൌ െ3xଶ    D୤ᇲ ൌ R 
3. Należy przyrównać pochodną funkcji do zera i zbadać jej znak:  
f ᇱሺxሻ ൌ 0 ⇔ െ3xଶ ൅ 3 ൌ 0  
െ3ሺx െ 1ሻሺx ൅ 1ሻ ൌ 0  
stąd x ൌ 1  lub  x ൌ െ1  przy czym  D୤ᇲ ൌ R 
Należy sprawdzić 
f ᇱሺxሻ ൐ 0 ⇔ െ3ሺx െ 1ሻሺx ൅ 1ሻ ൐ 0  
f ᇱሺxሻ ൏ 0 ⇔ െ3ሺx െ 1ሻሺx ൅ 1ሻ ൏ 0  

 
Podsumowując: 
f ᇱሺxሻ ൐ 0 funkcja jest rosnąca na przedziałach ሺെ1,1ሻ, 
f ᇱሺxሻ ൏ 0 funkcja jest malejąca na przedziale ሺെ∞,െ1ሻ oraz ሺ1,൅∞ሻ. 
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 fሺxሻ ൌ
୶మିଶ୶ାସ

୶ିଶ
 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji: D୤ ൌ R\ሼ2ሽ 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji:  

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ୶
మିଶ୶ାସ

୶ିଶ
ቁ
ᇱ
ൌ

ሺଶ୶ିଶሻሺ୶ିଶሻି൫୶మିଶ୶ାସ൯⋅ଵ

ሺ୶ିଶሻమ
ൌ

୶ሺ୶ିସሻ

ሺ୶ିଶሻమ
    D୤ᇲ ൌ R\ሼ2ሽ  

3. Należy przyrównać pochodną funkcji do zera i zbadać jej znak:  
f ᇱሺxሻ ൌ 0  ⇔  ୶ሺ୶ିସሻ

ሺ୶ିଶሻమ
ൌ 0| ⋅ ሺሺx െ 2ሻଶሻଶ  

xሺx െ 4ሻሺx െ 2ሻଶ ൌ 0  
x ൌ 0  lub  x ൌ 2  lub x ൌ 4  przy czym  D୤ᇲ ൌ R\ሼ2ሽ 
Należy sprawdzić  
f ᇱሺxሻ ൐ 0 czyli  xሺx െ 4ሻሺx െ 2ሻଶ ൐ 0  
f ᇱሺxሻ ൏ 0 czyli  xሺx െ 4ሻሺx െ 2ሻଶ ൏ 0  

 

Podsumowując: 
f ᇱሺxሻ ൐ 0 funkcja jest rosnąca na przedziale ሺെ∞, 0ሻ oraz ሺ4,൅∞ሻ,  
f ᇱሺxሻ ൏ 0 funkcja jest malejąca dla x ∈ ሺ0,2ሻ oraz x ∈ ሺ2,4ሻ. 

 fሺxሻ ൌ
୪୬୶

୶
 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji: D୤ ൌ Rା  
2. Należy obliczyć pochodną funkcji: 

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ୪୬୶
୶
ቁ
ᇱ
ൌ

ሺ୪୬ ୶ሻᇲ⋅୶ିሺ୪୬ ୶ሻ⋅ሺ୶ሻᇲ

୶మ
ൌ

భ
౮
⋅୶ିሺ୪୬ ୶ሻ⋅ଵ

୶మ
ൌ

ଵି୪୬ ୶

୶మ
     D୤ᇲ ൌ Rା  

3. Należy przyrównać pochodną funkcji do zera i zbadać jej znak:  
f ᇱሺxሻ ൌ 0  ⇔   

ଵି୪୬ ୶

୶మ
ൌ 0| ⋅ ሺxଶሻଶ  

ሺ1 െ ln xሻ ⋅ xଶ ൌ 0  przy czym  D୤ᇲ ൌ Rା,  zatem  
1 െ ln x ൌ 0 
ln x ൌ 1 
ln x ൌ ln e 
x ൌ e  
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Należy sprawdzić 
f ᇱሺxሻ ൐ 0  ⇔  ሺ1 െ ln xሻ ⋅ xଶ ൐ 0  przy czym  D୤ᇲ ൌ Rା 
zatem  1 െ ln x ൐ 0 
ln x ൏ 1 
ln x ൏ ln e 
stąd  0 ൏ x ൏ e  tzn.  x ∈ ሺ0, eሻ 
f ᇱሺxሻ ൏ 0   ⇔  ሺ1 െ ln xሻ ⋅ xଶ ൏ 0  przy czym  D୤ᇲ ൌ Rା,  
zatem 1 െ ln x ൏ 0 
ln x ൐ 1 
ln x ൐ ln e  
stąd  x ൐ e  tzn.  x ∈ ሺe,൅∞ሻ 
Podsumowując:  
f ᇱሺxሻ ൐ 0 funkcja jest rosnąca dla x ∈ ሺ0, eሻ, 
f ᇱሺxሻ ൏ 0 funkcja jest malejąca dla x ∈ ሺe,൅∞ሻ. 

 fሺxሻ ൌ xଶ ln x 
1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji: D୤ ൌ Rା  
2. Należy obliczyć pochodną funkcji: 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺxଶ ln xሻᇱ ൌ ሺln xሻᇱ ⋅ xଶ ൅ ሺln xሻ ⋅ ሺxଶሻᇱ ൌ

ଵ

୶
⋅ xଶ ൅ ሺln xሻ ⋅ 2x ൌ  

ൌ xሺ1 ൅ 2 ln xሻ    D୤ᇲ ൌ Rା  
3. Należy przyrównać pochodną funkcji do zera i zbadać jej znak:  
f ᇱሺxሻ ൌ 0 ⇔   x ∙ ሺ1 ൅ 2 ln xሻ ൌ 0  
x ൌ 0   lub  1 ൅ 2 ln x ൌ 0  

x ൌ 0   lub  ln x ൌ െ
ଵ

ଶ
  

x ൌ 0   lub  ln x ൌ ln eି
భ
మ 

x ൌ 0   lub  x ൌ eି
భ
మ 

Należy sprawdzić  
f ᇱሺxሻ ൐ 0  ⇔  x ∙ ሺ1 ൅ 2 ln xሻ ൐ 0  przy czym  D୤ᇲ ൌ Rା 
zatem 1 ൅ 2 ln x ൐ 0   
ln x ൐ െ

ଵ

ଶ
  

ln x ൐ ln eି
భ
మ  

ln x ൐ ln
ଵ

√ୣ
  

stąd  x ൐ ଵ

√ୣ
  tzn.  x ∈ ቀ0,

ଵ

√ୣ
ቁ 

f ᇱሺxሻ ൏ 0  ⇔  xሺ1 ൅ 2 ln xሻ ൏ 0 
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1 ൅ 2 ln x ൏ 0  
ln x ൐ െ

ଵ

ଶ
  

ln x ൐ ln
ଵ

√ୣ
  

stąd x ൏ ଵ

√ୣ
  tzn.  x ∈ ቀ ଵ

√ୣ
,൅∞ቁ 

Podsumowując:  
f ᇱሺxሻ ൐ 0 funkcja jest rosnąca dla x ∈ ቀ0,

ଵ

√ୣ
ቁ, 

f ᇱሺxሻ ൏ 0 funkcja jest malejąca dla x ∈ ቀ ଵ
√ୣ

,൅∞ቁ. 

4.7. Zastosowanie pochodnej 
do wyznaczania ekstremów funkcji  

Wyznaczanie ekstremów funkcji jest to wyznaczenie punktów, w których funkcja 
osiąga maksimum bądź minimum lokalne. Pojęcia minimum i maksimum lokalnego 
nie należy mylić z pojęciem wartości najmniejszej i największej w danym przedziale. 
Maksima i minima to punkty, w których krzywa znajduje się najwyżej i najniżej. Jeśli 
dobrze się przyjrzeć, można zauważyć, że tuż przed jest tym samym co tuż po. 
Ta właściwość charakteryzuje ekstremum. Istnieje ścisły związek pomiędzy pochodną 
funkcji a jej ekstremum. Określają go poniższe twierdzenia. 

Twierdzenie Fermata (warunek konieczny istnienia ekstremum) 
Jeżeli funkcja f ma w punkcie x଴ ekstremum i pochodną f′ሺx଴ሻ, to f ᇱሺx଴ሻ ൌ 0. 

Funkcja f może mieć ekstremum jedynie w tych punktach, w których po-
chodna jest równa zero. 

 

Twierdzenie (I warunek wystarczający istnienia ekstremum) 
Jeżeli funkcja f będzie określona w pewnym otoczeniu punktu x଴, to ma ona 
w tym punkcie ekstremum, przy czym: 
 f ᇱሺxሻ ൐ 0 dla 𝑥 ൏ x଴ i f ᇱሺxሻ ൏ 0 dla 𝑥 ൐ x଴, to w punkcie x଴ funkcja 

osiąga maksimum, 
 f ᇱሺxሻ ൏ 0 dla 𝑥 ൏ x଴ i f ᇱሺxሻ ൐ 0 dla 𝑥 ൐ x଴, to w punkcie x଴ funkcja 

osiąga minimum. 
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Reasumując: 
Jeżeli pochodna przy przejściu zmiennej 𝑥 przez punkt x଴ zmienia znak 

z ujemnego na dodatni, to funkcja fሺxሻ osiąga minimum w tym punkcie. 
Jeżeli pochodna przy przejściu zmiennej 𝑥 przez punkt x଴ zmienia znak z do-

datniego na ujemny, to funkcja fሺxሻ osiąga maksimum w tym punkcie. 

Na podstawie powyższego twierdzenia wiadomo jak obliczać ekstrema funkcji 
za pomocą obserwacji zmiany monotoniczności w otoczeniu punktu x଴ lub znaku 
pierwszej pochodnej w otoczeniu tego punktu. 

Inna możliwość wyznaczenia ekstremów funkcji polega na obliczaniu pochod-
nych wyższych rzędów (najczęściej wystarcza druga) i sprawdzaniu znaków tych po-
chodnych. 

Twierdzenie (II warunek wystarczający istnienia ekstremum) wersja uprosz-
czona dla n = 2 
Jeżeli funkcja fሺxሻ ma drugą pochodną f′′ሺxሻ w pewnym otoczeniu Uሺx଴, εሻ, f′′ሺxሻ 
jest ciągła w punkcie 𝑥଴, f′ሺxሻ ൌ 0 i f′′ሺxሻ ് 0, to funkcja f ma w punkcie 𝑥଴: 
 minimum właściwe, gdy f ᇱᇱሺxሻ ൐ 0, 
 maksimum właściwe, gdy f ᇱᇱሺxሻ ൏ 0. 

 
Zamiast rysowania wykresów, tabelek, znaków wystarczy wyznaczyć pochodną 

drugiego rzędu, czyli pochodną z pochodnej, następnie obliczyć jej wartość w punk-
cie x଴. Jeżeli ta wartość jest ujemna, funkcja osiąga w tym punkcie maksimum  
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lokalne. Jeżeli ta wartość jest dodatnia, funkcja osiąga w tym punkcie minimum  
lokalne. Natomiast jeżeli ta wartość jest równa 0, należy obliczać pochodne wyższych 
rzędów i sprawdzać ich znak w punkcie x଴. Postępowanie należy prowadzić do mo-
mentu, aż pochodna nie wyzeruje się w punkcie x଴. 
Uwaga: Jeżeli jest to pochodna rzędu nieparzystego, funkcja nie osiąga ekstremum 
w tym punkcie. 
Uwaga: Jeżeli jest to pochodna rzędu parzystego, to jeśli jej wartość w punkcie x଴ jest 
dodatnia, funkcja osiąga minimum lokalne w tym punkcie, a jeśli ujemna, to funkcja 
osiąga maksimum lokalne w tym punkcie. 

Schemat wyznaczania ekstremów funkcji 
fሺxሻ – dana funkcja     
1) wyznaczyć dziedzinę D୤, 
2) obliczyć pochodną f ᇱሺxሻ i wyznaczyć jej dziedzinę, 
3) przyrównać pochodną do zera f ᇱሺxሻ ൌ 0; rozwiązać, tzn. wyznaczyć miejsca ze-

rowe, które są miejscami podejrzanymi o ekstrema (sprawdzić, czy należą 
do dziedziny, a te, które nie należą – odrzucić), 

4) obliczyć fᇳሺxሻ, wyznaczyć dziedzinę drugiej pochodnej, a następnie wstawić ko-
lejno do drugiej pochodnej miejsca podejrzane o ekstrema (te nieodrzucone) 
i sprawdzić, jak zachowuje się ta pochodna: 
fᇳሺx଴ሻ ൐ 0, to w 𝑥଴ funkcja osiąga minimum, 
fᇳሺx଴ሻ ൏ 0, to w 𝑥଴ funkcja osiąga maksimum, 

5) obliczyć wartość min i (lub) max fሺx଴ሻ. 

Przykład 4.7.1. 
Stosując rachunek pochodnych, wyznaczyć ekstrema lokalne funkcji.  

 fሺxሻ ൌ xଷ െ 4xଶ ൅ 4x 

 fሺxሻ ൌ
୶మା଺୶ାଵ଴

୶ାଷ
 

 fሺxሻ ൌ xଶ ln x 
 fሺxሻ ൌ xଶe୶ 

Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ xଷ െ 4xଶ ൅ 4x 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji  D୤ ൌ R 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji 
f ᇱሺxሻ ൌ ሺxଷ െ 4xଶ ൅ 4xሻᇱ ൌ 3xଶ െ 8x ൅ 4  D୤ᇲ ൌ R 
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3. Należy przyrównać pochodną funkcji do zera i wyznaczyć miejsca podej-
rzane o ekstremum 

3xଶ െ 8x ൅ 4 ൌ 0  
xଵ ൌ

ଶ

ଷ
  i  xଶ ൌ 2  są miejscami podejrzanymi o ekstrema  

4. Należy wyznaczyć drugą pochodną funkcji 
fᇳሺxሻ ൌ ሺ3xଶ െ 8x ൅ 4ሻᇱ ൌ 6x െ 8  D୤ᇴ ൌ R  
Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawić xଵ ൌ

ଶ

ଷ
 i sprawdzić znak 

fᇳ ቀ
ଶ

ଷ
ቁ ൌ 6 ⋅

ଶ

ଷ
െ 8 ൌ െ4  

Ponieważ fᇳ ቀଶ
ଷ
ቁ ൏ 0, zatem w xଵ ൌ

ଶ

ଷ
 funkcja osiąga max. 

Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawić xଶ ൌ 2 i sprawdzić znak 
fᇳሺ2ሻ ൌ 6 ⋅ 2 െ 8 ൌ 4  
Ponieważ fᇳሺ2ሻ ൐ 0, zatem w xଶ ൌ 2 funkcja osiąga min.  
5. Należy obliczyć wartość max i min, wstawiając kolejno xଵ ൌ

ଶ

ଷ
 oraz xଶ ൌ 2 

do wzoru wyjściowego funkcji fሺxሻ. 
wartość max: 

f ቀ
ଶ

ଷ
ቁ ൌ ቀଶ

ଷ
ቁ
ଷ
െ 4 ⋅ ቀ

ଶ

ଷ
ቁ
ଶ
൅ 4 ⋅

ଶ

ଷ
ൌ

଼

ଶ଻
െ

ଵ଺

ଽ
൅

଼

ଷ
ൌ

଼

ଶ଻
െ

ସ଼

ଶ଻
൅

଻ଶ

ଶ଻
ൌ

ଷଶ

ଶ଻
 wartość min: 

fሺ2ሻ ൌ ሺ2ሻଷ െ 4 ⋅ ሺ2ሻଶ ൅ 4 ⋅ 2 ൌ 8 െ 16 ൅ 8 ൌ 0  

 fሺxሻ ൌ
୶మା଺୶ାଵ଴

୶ାଷ
 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji  D୤ ൌ R\ሼെ3ሽ 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji  

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ୶
మା଺୶ାଵ଴

୶ାଷ
ቁ
ᇱ
ൌ

୶మା଺୶ା଼

ሺ୶ାଷሻమ
  D୤ᇲ ൌ R\ሼെ3ሽ 

3. Należy przyrównać pochodną do zera i wyznaczyć miejsca podejrzane o eks-
tremum 

୶మା଺୶ା଼

ሺ୶ାଷሻమ
ൌ 0| ⋅ ሺሺx ൅ 3ሻଶሻଶ  

ሺxଶ ൅ 6x ൅ 8ሻሺx ൅ 3ሻଶ ൌ 0  
xଵ ൌ െ4    xଶ ൌ െ2    xଷ ൌ െ3,  przy czym  D୤ᇲ ൌ R\ሼെ3ሽ 
Jak widać, xଷ ൌ െ3 nie należy do dziedziny, zatem do dalszej analizy można 
przyjąć tylko xଵ ൌ െ4 oraz xଶ ൌ െ2. 
4. Należy wyznaczyć drugą pochodną funkcji  

fᇳሺxሻ ൌ ቀ୶
మା଺୶ା଼

ሺ୶ାଷሻమ
ቁ
ᇱ
ൌ

ଶሺ୶ାଷሻ

ሺ୶ାଷሻర
ൌ

ଶ

ሺ୶ାଷሻయ
  D୤ᇴ ൌ R\ሼെ3ሽ  
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Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawić xଵ ൌ െ4 i sprawdzić znak 

fᇳሺെ4ሻ ൌ
2

ሺെ4 ൅ 3ሻଷ
ൌ െ2 

Ponieważ fᇳሺെ4ሻ ൏ 0, zatem w xଵ ൌ െ4 funkcja osiąga max.  
Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawić xଶ ൌ െ2 i sprawdzić znak 

fᇳሺെ2ሻ ൌ
2

ሺെ2 ൅ 3ሻଷ
ൌ 2 

Ponieważ fᇳሺെ2ሻ ൐ 0, zatem w xଶ ൌ െ2 funkcja osiąga min.  
5. Należy obliczyć wartość max i min, wstawiając kolejno xଵ ൌ െ4 oraz  

xଶ ൌ െ2 do wzoru wyjściowego funkcji fሺxሻ. 
wartość max:  

fሺെ4ሻ ൌ
ሺିସሻమା଺⋅ሺିସሻାଵ଴

ିସାଷ
ൌ െ2  

wartość min:  

fሺെ2ሻ ൌ
ሺିଶሻమା଺⋅ሺିଶሻାଵ଴

ିଶାଷ
ൌ 2  

 fሺxሻ ൌ xଶ ln x 
1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji  D୤ ൌ Rା 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji  
f ᇱሺxሻ ൌ ሺxଶ ln xሻᇱ ൌ 2x ln x ൅ xଶ ⋅

ଵ

୶
ൌ xሺ2 ln x ൅ 1ሻ  D୤ᇲ ൌ Rା 

3. Należy przyrównać pochodną do zera, wyznaczając miejsca podejrzane 
o ekstremum 

x ∙ ሺ2 ln x ൅ 1ሻ ൌ 0 
xଵ ൌ 0  lub  2 ln x ൅ 1 ൌ 0,  przy czym  D୤ᇲ ൌ Rା 
Jak widać, xଵ ൌ 0 nie należy do dziedziny, zatem do dalszej analizy można przy-
jąć tylko 2 ln x ൅ 1 ൌ 0 
2 ln x ൅ 1 ൌ 0  
ln x ൌ െ

ଵ

ଶ
  

lnx ൌ ln eି
భ
మ  

lnx ൌ ln
ଵ

√ୣ
  

xଶ ൌ
ଵ

√ୣ
  należy do dziedziny, zatem jest miejscem podejrzanym o ekstremum  

4. Należy wyznaczyć drugą pochodną funkcji 
fᇳሺxሻ ൌ ൫xሺ2 ln x ൅ 1ሻ൯

ᇱ
ൌ 2 ln x ൅ 2 ൌ 2ሺln x ൅ 1ሻ  D୤ᇴ ൌ Rା 

Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawić xଶ ൌ
ଵ

√ୣ
  i sprawdzić znak 

fᇳ ቀ
ଵ

√ୣ
  ቁ ൌ 2 ቀln

ଵ

√ୣ
 ൅ 1ቁ ൌ 2 ቀln eି

భ
మ ൅ 1ቁ ൌ 1  
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Ponieważ fᇳ ቀ ଵ
√ୣ
ቁ ൐ 0, zatem w xଶ ൌ

ଵ

√ୣ
  funkcja osiąga min.  

5. Należy obliczyć wartość min, wstawiając xଶ ൌ
ଵ

√ୣ
 do wzoru wyjściowego 

funkcji fሺxሻ. 
wartość min: 

f ቀ
ଵ

√ୣ
ቁ ൌ

ଵ

ୣ
ln

ଵ

√ୣ
ൌ

ଵ

ୣ
ln eି

భ
మ ൌ െ

ଵ

ଶୣ
  

 fሺxሻ ൌ xଶe୶  
1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji  D୤ ൌ R 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji  
f ᇱሺxሻ ൌ ሺxଶe୶ሻᇱ ൌ 2xe୶ ൅ xଶe୶ ൌ xe୶ሺ2 ൅ xሻ  D୤ᇲ ൌ R 
3. Należy przyrównać pochodną do zera, wyznaczając miejsca podejrzane 

o ekstremum 
x ∙ e୶ ∙ ሺ2 ൅ xሻ ൌ 0  
x ൌ 0  lub  e୶ ൌ 0  lub  2 ൅ x ൌ 0 
𝑥ଵ ൌ 0  lub  e୶ ് 0  lub  xଶ ൌ െ2  przy czym  D୤ᇲ ൌ R 
Jak widać, xଵ ൌ 0 oraz xଶ ൌ െ2 należą do dziedziny, zatem są miejscami podej-
rzanymi o ekstrema 
4. Należy wyznaczyć drugą pochodną funkcji  
fᇳሺxሻ ൌ ൫xe୶ሺ2 ൅ xሻ൯

ᇱ
ൌ ൫e୶ሺ2x ൅ xଶሻ൯

ᇱ
ൌ e୶ሺ2x ൅ xଶሻ ൅ ሺ2 ൅ 2xሻe୶ = 

ൌ e୶ሺxଶ ൅ 4x ൅ 2ሻ  D୤ᇴ ൌ R   
Do wzoru drugiej pochodnej trzeba wstawić kolejno xଵ ൌ 0 oraz xଶ ൌ െ2 
i sprawdzić znak 
fᇳሺ0ሻ ൌ e଴ሺ0ଶ ൅ 4 ⋅ 0 ൅ 2ሻ ൌ 2  
Ponieważ fᇳሺ0ሻ ൐ 0, zatem w xଵ ൌ 0  funkcja osiąga min. 
fᇳሺെ2ሻ ൌ eିଶሺሺെ2ሻଶ ൅ 4 ⋅ ሺെ2ሻ ൅ 2ሻ ൌ െ2eିଶ  
Ponieważ fᇳሺ0ሻ ൏ 0, zatem w xଶ ൌ െ2 funkcja osiąga max. 
5. Należy obliczyć wartość max i min, wstawiając kolejno xଵ ൌ 0 oraz xଶ ൌ െ2 

do wzoru wyjściowego funkcji fሺxሻ. 
wartość min: 
fሺ0ሻ ൌ 0ଶ ∙ e଴ ൌ 0  
wartość max: 
fሺെ2ሻ ൌ ሺെ2ሻଶ ∙ eିଶ ൌ 4eିଶ ൌ

ସ

ୣమ
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4.8. Zastosowanie pochodnej do badania wklęsłości, 
wypukłości oraz punktów przegięcia funkcji 

Określanie wklęsłości i wypukłości funkcji polega na wyznaczeniu przedziałów, 
w których wykres funkcji y ൌ fሺxሻ różniczkowalnej w x଴ leży powyżej (poniżej) 
stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie o odciętej x଴.  

Wykres funkcji y ൌ fሺxሻ różniczkowalnej w x଴ nazywa się wypukłym w tym 
punkcie, jeżeli dla x଴ istnieje takie sąsiedztwo S, że dla każdego x ∈ S punkt  
P ൌ ሺx, fሺxሻሻ wykresu leży powyżej stycznej poprowadzonej do wykresu w punkcie 
o odciętej x଴.   

Wykres funkcji y ൌ fሺxሻ różniczkowalnej w x଴ nazywa się wklęsłym w tym 
punkcie, jeżeli dla x଴ istnieje takie sąsiedztwo S, że dla każdego x ∈ S punkt  
P ൌ ሺx, fሺxሻሻ wykresu leży poniżej stycznej poprowadzonej do wykresu w punkcie 
o odciętej x଴.   

Istnieje ścisły związek pomiędzy pochodną funkcji a jej wklęsłością i wypukło-
ścią. Określają go poniższe twierdzenia. 

Twierdzenie  
Jeżeli funkcja 𝑓 ma pierwszą pochodną ciągłą w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ, przy czym ist-
nieje fᇳሺx଴ሻ ൐ 0 dla każdego x ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ, to wykres funkcji f jest wypukły w prze-
dziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ. 

 

Twierdzenie 
Jeżeli funkcja 𝑓 ma pierwszą pochodną ciągłą w przedziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ, przy czym ist-
nieje fᇳሺx଴ሻ ൏ 0 dla każdego x ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ, to wykres funkcji f jest wklęsły w prze-
dziale ሺ𝑎, 𝑏ሻ. 
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Definicja punktu przegięcia 
Punkt 𝑃൫𝑥଴, 𝑓ሺ𝑥଴ሻ൯, gdzie x଴ ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ, nazywa się punktem przegięcia wykresu 
funkcji f, jeżeli wykres ten jest: 
 wklęsły w sąsiedztwie Sିሺx଴, δሻ i wypukły w sąsiedztwie Sାሺx଴, δሻ, 
 wypukły w sąsiedztwie Sିሺx଴, δሻ i wklęsły w sąsiedztwie Sାሺx଴, δሻ. 

   

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia punktu przegięcia) 
Warunkiem koniecznym na to, aby punkt 𝑃൫𝑥଴, 𝑓ሺ𝑥଴ሻ൯ był punktem przegięcia 
wykresu funkcji f, jest fᇳሺx଴ሻ ൌ 0. 

 

Twierdzenie (I warunek wystarczający istnienia punktu przegięcia) 
Warunkiem wystarczającym na to, aby punkt P൫x଴, fሺx଴ሻ൯ był punktem przegię-
cia wykresu funkcji f, jest: 
 fᇳሺxሻ ൏ 0 dla x ൏ x଴ 
 fᇳሺxሻ ൐ 0 dla x ൐ x଴ 
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albo 
 fᇳሺxሻ ൐ 0 dla x ൏ x଴ 
 fᇳሺxሻ ൏ 0 dla x ൐ x଴ 

 

Twierdzenie (II warunek wystarczający istnienia punktu przegięcia) 
Jeżeli funkcja f spełnia warunki: 
 fᇳሺx଴ሻ ൌ fᇵሺx଴ሻ ൌ. . .ൌ f ሺ୬ିଵሻሺx଴ሻ ൌ 0, 
 f ሺ୬ሻሺx଴ሻ ് 0, 
 n jest liczbą nieparzystą, gdzie  n ൒ 3, 
to ሺx଴, fሺx଴ሻሻ jest punktem przegięcia wykresu funkcji. 

Schemat wyznaczania przedziałów wklęsłości i wypukłości oraz punktów przegię-
cia funkcji 
fሺxሻ – dana funkcja 
1) wyznaczyć dziedzinę D୤, 
2) obliczyć pochodną f ᇱሺxሻ i wyznaczyć dziedzinę pochodnej D୤ᇲ , 
3) obliczyć drugą pochodną fᇳሺxሻ i wyznaczyć dziedzinę drugiej pochodnej D୤ᇴ , 
4) przyrównać drugą pochodną do zera fᇳሺxሻ ൌ 0; rozwiązać, tzn. wyznaczyć miej-

sca zerowe, które są miejscami podejrzanymi o to, że są tam punkty przegięcia 
funkcji (sprawdzić, czy należą do dziedziny. Te, które nie należą do D୤, odrzucić), 

5) naszkicować i sprawdzić, jak zachowuje się druga pochodna funkcji – fᇳሺxሻ ൐ 0, 
to w x଴ funkcja jest w tym przedziale wypukła, fᇳሺxሻ ൏ 0, to w x଴ funkcja jest 
w tym przedziale wklęsła, 

6) wykorzystując I lub II warunek wystarczający istnienia punktu przegięcia, stwier-
dzić, które z miejsc podejrzanych o to, że tam są miejsca przegięcia, są nimi. 

Przykład 4.8.1. 
Stosując rachunek pochodnych, wyznaczyć punkty przegięcia oraz przedziały wklęs-
łości i wypukłości wykresu funkcji. 

 fሺxሻ ൌ 2xଷ െ 4xଶ ൅ 9x െ 5 
 fሺxሻ ൌ 3xହ ൅ 10xସ ൅ 10xଷ 

 fሺxሻ ൌ
ଵ

ହ
xହ െ 2xସ ൅ 7x 

 fሺxሻ ൌ
୶య

୶మିଵ
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Rozwiązanie 
 fሺxሻ ൌ 2xଷ െ 4xଶ ൅ 9x െ 5 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji: D୤ ൌ R 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji:  
f ᇱሺxሻ ൌ ሺ2xଷ െ 4xଶ ൅ 9x െ 5ሻᇱ ൌ 6xଶ െ 8x ൅ 9  D୤ᇲ ൌ R 
3. Należy obliczyć drugą pochodną funkcji:  
fᇳሺxሻ ൌ ሺ6xଶ െ 8x ൅ 9ሻᇱ ൌ 12x െ 8  D୤ᇲᇲ ൌ R 
4. Należy drugą pochodną funkcji przyrównać do zera, aby wyznaczyć miejsca 

podejrzane o to, że jest tam punkt przegięcia 
fᇳሺxሻ ൌ 0 ⇔ 12x െ 8 ൌ 0  
Z powyższego wynika, że miejscem podejrzanym o to, iż jest tam punkt przegię-
cia, jest x଴ ൌ

ଶ

ଷ
 

Punkt ten należy do D୤ ൌ D୤ᇲ ൌ D୤ᇴ . Jest zatem miejscem podejrzanym o to, 
że w nim znajduje się punkt przegięcia. 
5. Należy określić przedziały wklęsłości i wypukłości funkcji 

 

fᇳሺxሻ ൐ 0 ⇔ x ൐
ଶ

ଷ
, zatem dla x ∈ ቀଶ

ଷ
,൅∞ቁ  

funkcja wypukła 
fᇳሺxሻ ൏ 0 ⇔ x ൏

ଶ

ଷ
, zatem dla x ∈ ቀെ∞,

ଶ

ଷ
ቁ  

funkcja wklęsła 
Z I warunku wystarczającego istnieniu punktu przegięcia wynika, że punkt prze-

gięcia jest w ൫x଴, fሺx଴ሻ൯ ൌ ൬ଶ
ଷ

, 𝑓 ቀ
ଶ

ଷ
ቁ൰ ൌ ቀଶ

ଷ
,െ

ହ

ଶ଻
ቁ. 

 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ହ ൅ 10𝑥ସ ൅ 10𝑥ଷ 
1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji:  D୤ ൌ R 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji:  
f ᇱሺxሻ ൌ ሺ3xହ ൅ 10xସ ൅ 10xଷሻᇱ ൌ 15xସ ൅ 40xଷ ൅ 30xଶ  D୤ᇲ ൌ R 
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3. Należy obliczyć drugą pochodną funkcji: 
fᇳሺxሻ ൌ ሺ15xସ ൅ 40xଷ ൅ 30xଶሻᇱ ൌ 60xଷ ൅ 120xଶ ൅ 60x      D୤ᇴ ൌ R 
4. Należy drugą pochodną funkcji przyrównać do zera, aby wyznaczyć miejsca 

podejrzane o to, że jest tam punkt przegięcia  
fᇳሺxሻ ൌ 0 ⇔ 60xଷ ൅ 120xଶ ൅ 60x ൌ 0  
60x ∙ ሺxଶ ൅ 2x ൅ 1ሻ ൌ 0  
60x ∙ ሺx ൅ 1ሻଶ ൌ 0  
Z powyższego wynika, że miejscami podejrzanymi o to, iż jest tam punkt prze-
gięcia, są 𝑥ଵ ൌ 0 i 𝑥ଶ ൌ െ1.   
Obydwa punkty należą do D୤ ൌ D୤ᇲ ൌ D୤ᇴ  
5. Należy określić przedziały wklęsłości i wypukłości funkcji 

 

fᇳሺxሻ ൐ 0 ⇔ x ൐ 0, zatem dla x ∈ ሺ0,൅∞ሻ  
funkcja jest wypukła 
fᇳሺxሻ ൏ 0 ⇔ x ൏ 0i x ് െ1, zatem dla x ∈ ሺെ∞,െ1ሻ ∪ ሺെ1,0ሻ funkcja jest 
wklęsła. 
Na podstawie I lub II warunku wystarczającego istnieniu punktu przegięcia można 
stwierdzić, które z miejsc podejrzanych o to, że tam są miejsca przegięcia, są nimi 
rzeczywiście: 
dla xଵ ൌ 0 
Z II warunku wystarczającego istnienia punktu przegięcia wynika: 
f ᇱሺ0ሻ ൌ fᇳሺ0ሻ ൌ 0  
Ponadto 
fᇵሺxሻ ൌ ሺ60xଷ ൅ 120xଶ ൅ 60xሻᇱ ൌ 180xଶ ൅ 240x ൅ 60  
fᇵሺ0ሻ ൌ 60 ് 0,  
zatem punkt w ሺxଵ, fሺxଵሻሻ ൌ ሺ0,0ሻ jest rzeczywiście punktem przegięcia.  
dla xଶ ൌ െ1 
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Z I warunku wystarczającego istnieniu punktu przegięcia wynika, że nie ma 
punktu przegięcia. 

 fሺxሻ ൌ
ଵ

ହ
xହ െ 2xସ ൅ 7x 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji:  D୤ ൌ R 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji: 

f ᇱሺxሻ ൌ ቀଵ
ହ

xହ െ 2xସ ൅ 7xቁ
ᇱ
ൌ xସ െ 8xଷ ൅ 7  D୤ᇲ ൌ R 

3. Należy obliczyć drugą pochodną funkcji:  
fᇳሺxሻ ൌ ሺxସ െ 8xଷ ൅ 7ሻᇱ ൌ 4xଷ െ 24xଶ  D୤ᇴ ൌ R 
4. Należy drugą pochodną funkcji przyrównać do zera, aby wyznaczyć miejsca 

podejrzane o to, że jest tam punkt przegięcia  
fᇳሺxሻ ൌ 0 ⇔ 4xଷ െ 24xଶ ൌ 0 
4x ∙ ሺxଶ െ 6ሻ ൌ 0  
Z powyższego wynika, że miejscami podejrzanymi o to, iż jest tam punkt prze-
gięcia, są 𝑥ଵ ൌ 0 ,  xଶ ൌ √6   oraz  xଷ ൌ െ√6, przy czym D୤ ൌ D୤ᇲ ൌ D୤ᇴ ൌ R. 
Trzeba zauważyć, że wszystkie punkty należą do dziedziny, zatem wszystkie są 
podejrzane o to, że są punktami przegięcia. 
5. Należy określić przedziały wklęsłości i wypukłości funkcji 

 

fᇳሺxሻ ൐ 0 ⇔ 4xሺxଶ െ 6ሻ ൐ 0, zatem dla x ∈ ሺെ∞, xଵሻ ∪ ሺxଶ, xଷሻ funkcja jest 
wypukła  
fᇳሺxሻ ൏ 0 ⇔ 4xሺxଶ െ 6ሻ ൏ 0, zatem dla x ∈ ሺxଵ, xଶሻ ∪ ሺxଷ,൅∞ሻ funkcja jest 
wklęsła 
Na podstawie I lub II warunku wystarczającego istnieniu punktu przegięcia można 
stwierdzić, które z miejsc podejrzanych o to, że tam są miejsca przegięcia, są nimi 
rzeczywiście: 
dla xଵ ൌ 0 
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Z I warunku wystarczającego istnienia punktu przegięcia wynika, że punkt prze-
gięcia jest w ሺxଵ, fሺxଵሻሻ ൌ ሺ0,0ሻ. 
dla xଶ ൌ √6 
Z I warunku wystarczającego istnienia punktu przegięcia wynika, że punkt prze-

gięcia jest w ሺxଶ, fሺxଶሻሻ ൌ ቀ√6,െ72 ൅
଻ଵ√଺

ହ
ቁ. 

dla xଷ ൌ െ√6 
Z I warunku wystarczającego istnienia punktu przegięcia wynika, że punkt prze-

gięcia jest w ሺxଷ, fሺxଷሻሻ ൌ ቀെ√6,െ72 െ
଻ଵ√଺

ହ
ቁ. 

 fሺxሻ ൌ
୶య

୶మିଵ
 

1. Należy wyznaczyć dziedzinę funkcji:  D୤ ൌ R\ሼെ1,1ሽ 
2. Należy obliczyć pochodną funkcji:  

f ᇱሺxሻ ൌ ቀ ୶య

୶మିଵ
ቁ
ᇱ
ൌ

୶మሺ୶మିଷሻ

ሺ୶మିଵሻమ
  D୤ᇲ ൌ R\ሼെ1,1ሽ 

3. Należy obliczyć drugą pochodną funkcji: 

fᇳሺxሻ ൌ ቀ୶
మሺ୶మିଷሻ

ሺ୶మିଵሻమ
ቁ
ᇱ
ൌ

ଶ୶൫୶మାଷ൯

ሺ୶మିଵሻయ
  D୤ᇴ ൌ R\ሼെ1,1ሽ 

4. Należy drugą pochodną funkcji przyrównać do zera, aby wyznaczyć miejsca 

podejrzane o to, że jest tam punkt przegięcia fᇳሺxሻ ൌ 0 ⇔
ଶ୶൫୶మାଷ൯

ሺ୶మିଵሻయ
ൌ 0 

2x ∙ ሺxଶ ൅ 3ሻ ∙ ሺxଶ െ 1ሻଷ ൌ 0  
Z powyższego wynika, że miejscami podejrzanymi o to, iż jest tam punkt prze-
gięcia, są 𝑥ଵ ൌ 0, xଶ ൌ െ1 oraz xଷ ൌ 1, przy czym D୤ ൌ D୤ᇲ ൌ D୤ᇴ ൌ R. 
Trzeba zauważyć, że punkty xଶ ൌ െ1 oraz xଷ ൌ 1 nie należą do dziedziny, zatem 
jedynym punktem podejrzanym o to, że jest punktem przegięcia, pozostaje  
𝑥ଵ ൌ 0.  
5. Należy określić przedziały wklęsłości i wypukłości funkcji 
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fᇳሺxሻ ൐ 0 ⇔ 2xሺxଶ ൅ 3ሻሺxଶ െ 1ሻଷ ൐ 0, zatem dla x ∈ ሺെ1,0ሻ ∪ ሺ1,൅∞ሻ 
funkcja jest wypukła 
fᇳሺxሻ ൏ 0 ⇔ 2xሺxଶ ൅ 3ሻሺxଶ െ 1ሻଷ ൏ 0, zatem dla x ∈ ሺെ∞,െ1ሻ ∪ ሺ0,1ሻ 
funkcja jest wklęsła 
Na podstawie I lub II warunku wystarczającego istnieniu punktu przegięcia można 
stwierdzić, które z miejsc podejrzanych o to, że tam są miejsca przegięcia, są nimi 
rzeczywiście: 
dla xଵ ൌ 0 
Z I warunku wystarczającego istnienia punktu przegięcia wynika, że punkt prze-
gięcia jest w ሺxଵ, fሺxଵሻሻ ൌ ሺ0,0ሻ. 
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