MATEMATYKA

Wybrane zagadnienia
algelbry I|n|owej

| geometru analltycznej\/
SKRYPT DLA STUDENTOW KIERUNKOW INZYNIERSKICH

Elzbieta Golqbeska
PN
/ \
_ e
. /\\




Elzbieta Gotgbeska

MATEMATYKA

Wybrane zagadnienia
algebry liniowej i geometrii analityczne

Skrypt dla studentdw kierunkéw inzynierskich

Politechnika
Biatostocka

OFICYNA WYDAWNICZA POLITECHNIKI BIALOSTOCKIEJ
BIALYSTOK 2023



Recenzent:
dr Arkadiusz Niedzwiecki

Redaktor naukowy dyscypliny matematyka:
prof. dr hab. inz. Zbigniew Bartosiewicz

Redakcja i korekta jezykowa:
Edyta Chrzanowska

Skfad:
Oficyna Wydawnicza Politechniki Biatostockiej

Oktadka:
Marcin Dominéw

© Copyright by Politechnika Biatostocka, Biatystok 2023

ISBN 978-83-67185-71-4
ISBN 978-83-67185-72-1 (e-Book)
DOI: 10.24427/978-83-67185-72-1

[@0le)

Publikacja jest udostepniona na licencji
Creative Commons Uznanie autorstwa-Uzycie niekomercyjne-Bez utworéw zaleznych 4.0
(CC BY-NC-ND 4.0).
Peing tresé licencji udostepniono na stronie
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode.pl.

Publikacja jest dostepna w Internecie na stronie Oficyny Wydawniczej PB.
Oficyna Wydawnicza Politechniki Biatostockiej
ul. Wiejska 45C, 15-351 Biatystok
www.pb.edu.pl



SPIS TRESCI

STOWO WSEEPIIE ...ttt ettt eacsees 5

1. Macierze i WyZnaczniKi.......ccocccueiieiniiiiiniciiiiciicciiccciceeeeee e 7
1.1, POjJECIE MACIEIZY ....cvvvviiriiiiiiiiiii st 7
1.2. ROAZAj@ MACIEIZY.......ucvuivuieiiiiiiiiii i sssssssssasssssss s sassssses 10
1.3. Dzialania na macierzach. Wlasnos$ci dzialan .........cccccvvevcrvivcincincnninnncs 16
1.4, Wyznacznik Macierzy........oceueuriuercinireicineinicieinieieeseesessesesessesesessssensenns 27
1.5. Operacje elementarne na macierzach.......c.oocccevecurenccnecrnnecnencrenccnnecnes 35
1.6. Posta¢ bazowa MACIEIZY .......c.occcuruveucuriiieiniereiecinicieece e seesesseecseeesenenes 36
1.7. RZ3A MACIEIZY.....viurieciiiciiciciricieiecieeeeeeieite et seaesenseac 40
1.8. Macierz 0OdWIOtNa ........cceueiiuieiiiiicii s 47

2. Uklady rownan Hniowych ..o 62
2.1. Pojecie uktadu réwnan Hniowych.........cccvcinicininicrccrccseen, 62
2.2. Ukfady réwnan liniowych niejednorodnych.........ccccoevvriivniininninnnninn, 66
2.3. Ukfady réwnan liniowych jednorodnych........cccccoovviviiiininnininininne. 71
2.4. Uklad rownan Cramera........c.occueeeeeuneeeineineieiesseseseiesessessesessessesessessssessenns 75
2.5. Uklad m réwnan o n niewiadomych.......ccoeuceuviriccininicncnicncniccrcn. 90

3. Wektory w przestrzeni R ..o 98
3.1. Punkty i wektory w przestrzeni R7........ccocoveveeicninincneenicncecsceeecneeene 98
3.2. DIUGOSE WEKLOTA. ....cuvieiiciiecicecirecietictees et 102
3.3. Dzialania na weKtorach ..., 106
3.4. Tloczyn skalarny WeKtOrOW ........c.cocccuvuceeuricurinecrnicieirecreiceeeseeeeeneeesenne 112
3.5. Tloczyn Wektorowy WeKtOTOW.........c.ccuuiuuciuiiciiinicisiciisiiissisisisianns 113
3.6. Iloczyn mieszany WeKtOIOW.........cccuuevcuiueicinireicineieieieseie e sesessenseens 115
3.7. Wybrane zagadnienia geometrii iloczynu wektorowego i mieszanego

WEKEOTOW W R .ottt ettt eae et sae et es e e st s s sestenenensane 117



4. Proste i plaszczyzny w przestrzeni R¥ ..o 121

4.1. Prosta w przestrzeni R¥ ........coovveeiiirieineinieenceeiseeee e sssassenns 121
4.2. Plaszczyzna w przestrzeni R¥.......c.ocvcevcincincincencinceneicicieeeeneeenieesenans 135
4.3. Wybrane zagadnienia geometrii punktow, prostych i plaszczyzn w R°..... 142
LItEIatUI@ .ottt s 152
SPIS TYSUNKOW .ottt ettt seae 153



SEOWO WSTEPNE

Ksiazka niniejsza jest skryptem dla studentéw kierunkéw inzynierskich, na ktérych
matematyka stanowi podstawe dalszych zastosowan w zagadnieniach technicznych.
Zakres tematyczny jest zgodny z obowiazujacymi programami nauczania i realizacji
zalozonych efektow uczenia sie.

W sposéb mozliwie przystepny i wyraznie aplikacyjny, bez nadmiaru dyskusji
formalnej, przedstawiono tu podstawowe zagadnienia aparatu matematycznego.
Uklad tresci oraz sposéb ich prezentacji skupiaja si¢ gléwnie na praktycznym wyko-
rzystaniu najwazniejszych kwestii. Konstrukcja kazdego rozdziatu jest jednolita i za-
wiera przede wszystkim kluczowe definicje, twierdzenia i wlasnosci, ze szczegélnym
uwzglednieniem ich zastosowania w licznych przyktadach.

Tematycznie niniejsza publikacja sklada si¢ z czterech rozdziatéw odpowiadaja-
cych tresciom realizowanym w pierwszym semestrze kierunkéw inzynierskich.

W rozdziale pierwszym prezentowana jest problematyka z zakresu algebry linio-
wej, poswiecona gléwnie macierzom i wyznacznikom. Po zapoznaniu si¢ z trescig
tego rozdzialu czytelnik bez trudu okresli rodzaj macierzy, wykona dzialania na ma-
cierzach, obliczy ich wyznacznik, wykona operacje elementarne na macierzach, spro-
wadzi ja do postaci bazowej, okresli rzad macierzy, a takze wyznaczy macierz
odwrotng do danej metodami: eliminacji Gaussa, Gaussa-Jordana oraz dopelnien
algebraicznych.

Drugi rozdzial skryptu poswiecony jest ukladom réwnan liniowych i metodom
ich rozwigzywania. Po zdefiniowaniu ukladu réwnan i wyrdznieniu ich typoéw
ze wzgledu na liczbe rozwigzan czytelnik bedzie potrafil rozwigza¢ uklady réwnan
liniowych niejednorodnych, réwnan liniowych jednorodnych oraz uklad n réw-
nan z n niewiadomymi, stosujac metode macierzy odwrotnej, wzory Cramera czy tez
metode ciagu operacji elementarnych. Bedzie rdwniez umial rozwigza¢ uklad n réw-
nan z m niewiadomymi przy zastosowaniu wzoréw Cramera badz metody ciaggu ope-
racji elementarnych, a takze wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne i rozwigzania bazowe
ukladu réwnan liniowych.

Tre$¢ rozdziatu trzeciego dotyczy geometrii wektoréw w przestrzeni R*. Po zde-
finiowaniu pojecia wektora swobodnego i wektora zaczepionego czytelnik pozna za-
sady wyznaczania wspdlrzednych wektora zaczepionego i obliczania jego dlugosci.
Wykona dzialania dodawania i odejmowania wektoréw oraz mnozenia wektora
przez liczbe. Obliczy iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany wektoréw, jak tez



zapozna sie z mozliwo$ciami zastosowania geometrycznego iloczynu wektorowego
i mieszanego wektordw.

Rozdzial czwarty obejmuje problematyke geometrii plaszczyzn i prostych
w przestrzeni R’. Po zapoznaniu sie z jego treécig student bez trudu wyznaczy réw-
nania parametryczne, kierunkowe oraz krawedziowe prostej w przestrzeni R’
jak réwniez réwnania normalne, ogélne, parametryczne i wyznacznikowe plaszczy-
zny w przestrzeni R’. Tutaj tez czytelnik znajdzie sposoéb wyznaczenia wspotrzed-
nych rzutu punktu zaré6wno na plaszczyzne, jak i na prostg w przestrzeni R’, oblicze-
nia odleglosci punktu od ptaszczyzny oraz odlegltosci plaszczyzn réwnoleglych.

Prezentowana publikacja ma charakter pomocniczego wydawnictwa, uzytecz-
nego do ¢wiczen z przedmiotu matematyka I na kierunkach technicznych, i zostata
w calo$ci zredagowana przez wyktadowce z duzym dos$wiadczeniem akademickim,
ktory dostrzegl potrzebe stworzenia skryptu na takim poziomie.

Elzbieta Gotgbeska



1. MACIERZE | WYZNACZNIKI

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu pierwszego mozna bez trudu:
e podac definicje macierzy,

o okresla¢ rodzaje macierzy,

e wykonywac dzialania na macierzach,

e oblicza¢ wyznacznik macierzy,

e wykonywac operacje elementarne na macierzach,

e sprowadza¢ macierz do postaci bazowej,

e okresla¢ rzad macierzy,

e wyznacza¢ macierz odwrotna.

1.1. Pojecie macierzy

W wielu przypadkach wygodne jest uzycie tablic liczb, w ktérych poszczegdlne po-
zycje sg okreslone przez dwa wskazniki (indeksy) jednoznacznie definiujace potoze-
nie danego elementu w tablicy. Takie tablice nazywa si¢ macierzami.

Definicja macierzy

Macierza nazywa si¢ prostokatng tablice wymiaru m x n utworzong z liczb rze-
czywistych a;, gdziei € {1,2,...m},j € {1,2, ... n}, natomiast a;; jest wyrazem (lub
elementem) macierzy znajdujacym si¢ na skrzyzowaniu i-tego wiersza oraz j-tej

kolumny.
aiq Az .. Ain
A= %1 2 asn
Am1 Qm2 *** Amn

Macierz o m wierszach i n kolumnach oznacza sie [ai]-], [ai]-]m . Ansn

lub A i nazywa macierza o wymiarach m x n.

Wiersze i kolumny macierzy
Ciag elementéw ay; a;; aj3...Qjn
nazywa sie i-tym wierszem macierzy A, » n-



Z kolei cigg elementow

["4]
| % |
alj

law |

nazywa sie j-ta kolumng macierzy Ay, , .

Macierz ztozong z jednego wiersza, tj. macierz postaci
A= [a1 a, dasg ... an],

nazywa si¢ wektorem wierszowym.
Macierz ztozong z jednej kolumny, tj. macierz postaci

by
b,
B = b3
bm
nazywa si¢ wektorem kolumnowym.

Przyktad 1.1.1.
Poda¢ przyktady macierzy o wymiarach 1 x 3,3 x2,2x2,3 x 3.

Rozwigzanie
a) A=[2 -1 5] macierz o wymiarach 1 x 3
1 -2
b) B=|2 0 macierz o wymiarach 3 x 2
3 -1
_[0 3 . .
c) C= [7 1 macierz o wymiarach 2 x 2

d) M=

1 7 3
2 1 4 macierz o wymiarach 3 x 3
-1 2 5

Przyktad 1.1.2.

Pewne przedsigbiorstwo budowlane wytwarza siedem rodzajow izolacji styropiano-
wej (polistyren ekspandowany, EPS) stuzacej do ocieplania budynkéw, ktérych
wspotczynnik przewodzenia ciepta A (lambda) wynosi odpowiednio: 0,038; 0,039;
0,040; 0,041; 0,042; 0,043; 0,044. Informacje te mozna zapisa¢ w postaci wektora
wierszowego:

8



A=10,038 0,039 0,040 0,041 0,042 0,043],

ktéry mozna nazwaé wektorem wspotczynnikéw przewodzenia ciepta.

Przyktad 1.1.3.

Pewne przedsigbiorstwo budowlane wytwarza welne mineralng URSA FKP 39
o sze$ciu rodzajach grubosci: 40; 50; 75; 80; 100; 120 [mm], stuzaca do izolacji
dachu, poddasza, izolacji wypelniajacej w elementach szkieletu drewnianego lub
metalowego, izolacji stropow miedzy legarami, sufitow podwieszanych, lekkich
$cianek dziatowych, izolacji muréw warstwowych i fasad wentylowanych.
Informacje te mozna zapisa¢ w postaci wektora kolumnowego:

40
50

75
80

100
120

ktéry mozna nazwa¢ wektorem grubosci wetny.

Przyktad 1.1.4.

Planowanie zaopatrzenia firmy deweloperskiej w okreslony rodzaj materialéw
stuzacych do ocieplania budynkéw opiera si¢ na informacjach dotyczacych cen tych
materialéw. Firma zakupuje trzy rodzaje materiatéw, ktérych ceny ksztaltujg si¢ jak
podano w tabeli:

Ilo$¢ kupowanych materialéw (w t/mies.)
Cena
material 1 material 2 materiat 3
Wyzsza 10 15 12
Nizsza 20 25 28

Powyzsze informacje mozna zapisa¢ w postaci macierzy o wymiarach 2 x 3:

_ 110 15 12]
~ 20 25 28

ktérg nazywa si¢ macierza zaopatrzenia w okres$lone ilosci materialéw przy

y/

uwzglednieniu ich cen.



1.2. Rodzaje macierzy

1. Macierz kwadratowa

Definicja macierzy kwadratowej
Macierza kwadratowa nazywa sie taka macierz, w ktdrej liczba wierszy i kolumn
jest sobie rowna.

a11 a12 s aln
A — a21 azz es a2n
Qani Apy - Qnn

Liczbe m = n nazywa si¢ stopniem macierzy. W macierzy kwadratowej wyste-
puje tzw. gléwna przekatna (tworzg jg te elementy macierzy, ktore maja ten sam

numer wiersza co kolumny).

Przyktad 1.2.1.
Poda¢ przyklady macierzy kwadratowych stopnia 2, 3, 4, n.

Rozwigzanie
a) A= _81 i] macierz kwadratowa stopnia 2
1 2 3
b) B=[2 1 0 macierz kwadratowa stopnia 3
4 3 2
0 -6 6 ©6
c) C= _45 % _f; ?) macierz kwadratowa stopnia 4
|2 3 -1 V3
i1 Q12 .. Qqp
d) M= a:21 ‘1:22 a?n macierz kwadratowa stopnia n
an1 Qanz Qnn

10



2. Macierz prostokatna

Definicja macierzy prostokgtnej
Macierzg prostokatng nazywa si¢ takg macierz, w ktorej liczba wierszy i kolumn

nie jest sobie rowna.

a, as» QAin
a a a

A = [%21 22 2n
Om1  Qmz2 Amn

Przyktad 1.2.2.
Poda¢ przyklady macierzy prostokatnych o wymiarach 3 x 2,2 x 3,2 % 5,6 x 2.

Rozwigzanie
1 2
a) A=15 3 macierz o wymiarach 3 x 2
0 -1
_[B 2 -1 . .
b) B= 0 4 _3] macierz o wymiarach 2 x 3
_[-8 5 2 4 0 . .
c) C= 6 _5 138 0 1] macierz o wymiarach 2 x 5
— 1 2_
7 -4
-9 0
d M=|2v/2 1 macierz o wymiarach 6 x 2
7 =3
3 B
L 4 2 .

3. Macierz diagonalna

Definicja macierzy diagonalnej

Macierzg diagonalng nazywa si¢ taka macierz kwadratowa, ktorej wszystkie
elementy, poza gtéwng przekatna, sg rbwne zero, a na gléwnej przekatnej (diago-
nalnej) moga sta¢ dowolne liczby rzeczywiste.

a1 0 .. O
e
0 0 vee Apn

11



Przyktad 1.2.3.
Poda¢ przyklady macierzy diagonalnych stopnia 2, 3, 4, n.

Rozwiazanie
_i 0
a) A=|17 macierz diagonalna stopnia 2

0
1
b) B=(0 -3 macierz diagonalna stopnia 3
0
1
2

o
co NoOo

wlin O

0
c) C= macierz diagonalna stopnia 4

[
o O
cfll-lso

0

0
| 0
[\/E 0 - 0]
N ~ 0
0 - 0 vn

macierz diagonalna stopnia n

4. Macierz jednostkowa

Definicja macierzy jednostkowej

Macierza jednostkowa nazywa sie taka macierz kwadratowa, ktorej wszystkie
elementy, poza gléwng przekatna, sa rdwne zero, a na gléwnej przekatnej stoja
jedynki. Macierz jednostkowa oznacza sie 1.

1 0 e 0
o 1 :
=17 7 < o

Przyktad 1.2.4.
Poda¢ przyktady macierzy jednostkowych stopnia 2, 3, 4, n.

Rozwigzanie
10 oo .

a) I=1,= [ 0 1] macierz jednostkowa stopnia 2
1 0 0

b) I=I3=]0 1 0 macierz jednostkowa stopnia 3
0 0 1

12



1 0 0 0

o I=1,= 8 é (1) 8 macierz jednostkowa stopnia 4
0 0 0 1
1 0 - 0

d I=1,= 0 1 0 macierz jednostkowa stopnia n
0 0 1

5. Macierz zerowa

Definicja macierzy zerowej
Macierza zerowa nazywa sie takg macierz, ktorej wszystkie elementy s3 zerami.

00 - 0
e F
00 - 0

Przyktad 1.2.5.
Podac¢ przyklady macierzy zerowych o wymiarach 3 x 3,2 x 3,4 x 3,2 x 6.

Rozwiazanie
0 0 0
a) A=|0 0 O macierz zerowa o wymiarach 3 x 3
0 0 0
_[0 0 O . .
b) B= 00 0 macierz zerowa o wymiarach 2 x 3
0 0 07
_(0 0 0 . .
c) C= 00 0 macierz zerowa o wymiarach 4 x 3
0 0 0
_[0 00 0 0 O . .
d M= [ 000 0 0 O] macierz zerowa o wymiarach 2 x 6

13



6. Macierz transponowana

Definicja macierzy transponowanej

Macierza transponowang nazywa si¢ macierz uzyskang z macierzy A poprzez za-
mianeg wierszy na kolumny tej macierzy, a kolumn na wiersze (w miejsce kolumn
wstawia si¢ wiersze — i odwrotnie - z zachowaniem kolejnosci ich elementow).
Macierz transponowang do A oznacza sie AT.

Uwaga: Transponowac mozna zaréwno macierze kwadratowe, jak i macierze pro-
stokatne.

Przyktad 1.2.6.

Wyznaczy¢ macierze transponowane podanych macierzy.

1 7 3
a)A=214]

3 5 2

1 2 3 4 9
b)B_[68150

V2 V6 V10
C)C:x/?x/?\/ﬁ

2 22 243
V5 3 V13

4 -2
d)M_[2 4]
Rozwiazanie

1 2 3
a) AT=[7 1 5

3 4 2

1 6

2 8
b) BT=(3 1

4 5

9 0

(V2 V3 2 A5
o C"=|v6e 7 2v2 3

V10 V11 2v3 13
T [ 4 2
d)M—[_24]

14



7. Macierz symetryczna

Definicja macierzy symetrycznej
Macierza symetryczng nazywa sie taka macierz kwadratows, dla ktdrej zachodzi
warunek: A=AT

Przyktad 1.2.7.

Uwzgledniajac fakt, ze dana macierz jest macierzg symetryczng wowczas, gdy pierw-

szy wiersz jest taki sam jak pierwsza kolumna, drugi wiersz jest taki sam jak druga

kolumna, trzeci wiersz jest taki sam jak trzecia kolumna itd., zastapi¢ miejsca ozna-

czone * w ponizszych macierzach, tak aby otrzyma¢ macierze symetryczne.

1
a) A= B 3]
[1 0 =
b) B=|0 1 4]
2 x5
rk * *
¢ C=|x 1 3]
lx % 2
1 * 4 *
2 % % 6
DD=l 1 9 2
L3 -2 0
Rozwiazanie
. 1 2
a) W macierzy A wyraz a;; = 2, zatem A = [2 3]
b) W macierzy B wyrazy a3 = a3, . Poniewaz az; = 2, zatem a,3 = 2. Wyrazy
a3p; = Qy3. Poniewaz a,; = 4, zatem a,3 = 4.
1 0 2
Zatem B = [0 1 4]
2 4 5
¢) W macierzy C wyrazy aqq,ay; = aq3,013 = d3; moga by¢ dowolnymi licz-
0 0 O -2 4 6
bami, np. [0 1 3] lub ! 4 1 3]
0 3 2 6 3 2
d) W macierzy D wyraz a,, moze by¢ dowolna liczba

15



8. Macierz ortogonalna

Definicja macierzy ortogonalnej
Macierzg ortogonalng nazywa si¢ taka macierz kwadratows, dla ktérej zachodzi

warunek: A-AT=AT-A=1
gdzie:

I - macierz jednostkowa,

AT - macierz transponowana wzgledem macierzy A,

- mnozenie macierzy (omdéwione w dalszej czesci).

Przyktad 1.2.8.
Podac¢ przyklady macierzy ortogonalnych.

Rozwigzanie
_[-1 0 T_[-1 0
A A=y 1] A_[o 1]
[ L 1] (L _ 1]
| vz vz vz V2l
0 0 1] 0 0 1]
o C=fo 1 0 ct=fo 1 0
1 0 ol 1 0 ol
1 1 1 1
w0 TE w w0
d M=|L , L Mf=|0 0 1
V2 V2 _r 4
0 1 0 N

Uwaga: Po wprowadzeniu dziatan na macierzach bedzie mozna sprawdzi¢, ze po-
wyzsze macierze (A, B, C, M) s3 ortogonalne.

1.3. Dzialania na macierzach. Wlasnosci dziatan

Na macierzach mozna wykonywac okreslone dzialania algebraiczne. Macierze
mozna dodawa¢, odejmowaé, mnozy¢ macierz przez liczbe, mnozy¢ macierz przez
macierz. Nalezy jednak pamiegta¢ o odpowiednich warunkach, ktdre musza by¢ przy
tym spelnione. Dzialania na macierzach charakteryzuja tez pewne wtasnosci.

16



1. Dodawanie macierzy

Uwaga: Aby mozna byto wykona¢ dodawanie macierzy, musza by¢ one tego samego
wymiaru.

Definicja sumy macierzy

Sumg macierzy A = [ai]-] iB= [bi]-] 0 tym samym wymiarze m X n nazywa sie
macierz o tymze wymiarze, ktorej elementy s3 sumami odpowiednich elementéw
macierzy A i macierzy B.

[A11 Q12 - Qqn] by; bz .. byy

A=|%1 @G22 Qon B = bz by b2y
[ Am1 Qm2 *** Amnl bml bmz bmn
[A11 Q12 -+ Qqn] byy bz .. by

A+B=|%1 @22 Aon | 4 b1 by bon | _
[Am1  Am2 ***  Amnl bmi  bmz2 ' bmn
[a11 + by; a2 + bz . Ay + by
_| @1 + by az + by .. az, + by (1.1)

[Am1 +bm1 amz + bmz “* Gmp t bmn

Wlasnosci dodawania macierzy
A+B=B+A
(A+B)+C=A+B+0)
A+0=A

(A+B)T = AT + BT
CORE

Przyktad 1.3.1.
Dane sa macierze A, B,C,D,E, F, G, H, J.

1 4 3 3
2 -1 0 —2 3 2
A= | B=| ]C=[23D=1 2]
1 3 4 1 -4 —6 i .
10 10
1 -2 2 2 2
E=4+ ofF=|0 lla=l3 3 3|n=|0 Ly=[2 7 2 7]
0 -1 4 4 4 bz 17
0 1 0 1

17



Wykona¢ dodawanie macierzy (o ile to mozliwe).

a) A+B
b) C+D+E
¢) G+H
d) H+]T
Rozwigzanie
2 -1 0 -2
2) A+B=[1 3 4]+[ 1 —4 —6]=
_ 24+ (-2) -1+4+3 0+2 ]:[0 2 2
1+1 34+(-4) 4+(-6) 12 -1 -2
1 4] [3 3] [1 -2
b) C+D+E=[2 3[+[1 2|+]|4 0]=
5 71 l4 51 lo -1
1+34+1 44+3+(-2)1[5 5
=|24+1+4 34240 [=]7 5]
5+444+0 7+5+(-D] 19 11

c) G + H jest niewykonalne, gdyz macierz G jest wymiaru 3 x 3, natomiast macierz H
wymiaru 4 x 2, czyli nie s3 tego samego wymiaru.

T01 12 1 3
d H+J" =11 otz 1‘ [3 1‘
o L2 7l Lo g

2. 0Odejmowanie macierzy

Uwaga: Aby mozna bylo wykona¢ odejmowanie macierzy, musza by¢ one tego
samego wymiaru.

Definicja réznicy macierzy

Réznicg macierzy A = [ai]-] iB= [bi]-] 0 tym samym wymiarze m X n nazywa si¢
macierz o tymze wymiarze, ktérej elementy s3 réznicami odpowiednich
elementéw macierzy A i macierzy B.

a1 Q12 - Qip bjy bz .. by
A=|%1 G2 sy B = b,y by, bon
Am1 Am2 *** Omn bm1 bm2 bmn
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aiq aiz Qin by by bin
A—B=|%1 @2 Qzn by by bon| _
am1 Am?2 Amn bml bm2 bmn
a1 — by a;;— by d1n — by
| Q21— byy  dz;— by . Ay — by (1.2)
Am1 bml Am2 bm2 Amn bmn

Wilasnosci odejmowania macierzy
e A-B=A+(-B)

e A-A=0

e A-0=A

Przyktad 1.3.2.
Dane s3 macierze A, B, C, D, E, F

10 31 2
2 -1 -2 2
[—32] [—126]C:2(1)D:;§i]
0 1
1 2
2 -1 2 1
E=1 5| F=l -3 2 4
3 2
Wykona¢ odejmowanie macierzy (o ile to mozliwe).
a) A—B
b) C—D
c) AT-BT-F
d A-ET
Rozwigzanie

2 -2 3 2 2—-(-2) -1-3 0-2
9 A-B= [1 —3 4] [ 1 4 6]: [1—%—1% —3—4 4—6) -
8t 7
-7 =2
b) C — D jest niewykonalne, gdyz macierz C jest wymiaru 4 x 2, natomiast macierz D
jest wymiaru 3 x 3, czyli nie s3 tego samego wymiaru.
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R B R E H =R R
=[5 575
4

d A—ET ]est nlewykonalne, gdyz macierz A jest wymiaru 4 x 2, natomiast ma-
cierz ET jest wymiaru 2 x 4, czyli nie s tego samego wymiaru.

3. Mnozenie macierzy przez liczbe
Uwaga: Kazda macierz (dowolnego wymiaru) mozna pomnozy¢ przez liczbe a r6zna
od zera.

Definicja iloczynu macierzy przez liczbe
Iloczynem macierzy A przez liczbe a nazywa si¢ macierz o - A, ktorej kazdy ele-
ment jest iloczynem odpowiedniego elementu macierzy A przez liczbe a.

a1 a-a;; acdqp .. A4

a a-a a-az, .. a-a
a-A=q-|%1 21 22 2n (1.3)

am1 a: aml a:Aamz " A 0mp

Wilasnosci mnozenia macierzy przez liczbe
a-(B-A)=(a-P)-A
(a+B)-A=a-A+B-A
a(A+B)=a-A+a-B

(a-A)T =a-AT

Przyktad 1.3.3.

Wykonaé¢ mnozenie podanych macierzy przez liczbe a.

2 -5
a) A= 1 _4'] a1=3
2 —6
12
3 4 1
b) B=15 ¢ %2 =3
7 8
2 2 2
<) c=[2 2 2] az = —4
2 2 2
3 45
d) M_[2 ) o] @, =5
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Rozwigzanie

2 -5 3-:2 3:(=5) 6 —15
a) ay-A=3-[1 —4|=[3-1 3-(-0|=[3 -12
2 -6l [3:2 3-(-6)| l6 -18
_l l_
oy |l
1
b) 0(2'B=§'§ g-:g ;
7 8 ? i
_8 .
2 2 2] [-8 -8 -8
Q) as-C=(-4)-|2 2 2[=|-8 -8 -8
2 2 21 l-s -8 -8
.3 4 51_7q15 20 25
d) a,-M=5 [2 6 0]_[10 30 0]

4. Mnozenie macierzy przez macierz

Uwaga: Aby mozna bylo pomnozy¢ macierz przez macierz, to liczba kolumn pierw-
szej macierzy musi by¢ taka sama jak liczba wierszy drugiej macierzy.

Definicja iloczynu macierzy przez macierz
Iloczynem macierzy Ay xn = [ai]-] i Byxr= [bi]-] nazywa si¢ taka macierz
Cm x r = [Cik], ktérej wyrazami sg liczby:

Cik = Qi1 " b1k + @iz *box + - + @ip bk

(@11 A2 .- Qqn] byy  bip .. bk
A=|%1 G2 Am| g= by,; by, by
1 @z G Boi  bnz - buk
rd11 Qiz . Gqn] [b1r b1z .o bk
A-B=|%1 @G22 Azn |, [b21 b2 bok| _ (1.4)
Gm1 Gmz G by;  bna bk
aq1°by1 + a1y byy + o+ agy " bpg q1 " by + a1y by + -+ @y by
_ |a21 byg +agy byy + 4 agy by v G b + azg t by + 0+ ayy by
Amq b11 + Qg by + o+ A bpr o Qi bk T @z bog + o+ @t bk
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Wilasnosci mnozenia macierzy przez macierz

A-(B-C)=(A-B)-C
A-B+C =A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
(A-B)T =BT-AT
(a-A)-B=a-(A-B)
Ap-ly =1 - Ay =4y

Przyktad 1.3.4.

Wykona¢ mnozenie macierzy A - B oraz B - A (o ile to mozliwe).

12
a) A1=[§ (1’ ;] B, = 3 5]
0 4
0 1 -1
b) A2=[41L g 2] B,=| 1 o0 1]
1 -1 0
_é i 0 1 0
O A= By=|1 0 1
1S 0 -1 0
2 6 0 -
30
3 2 1
d) A4=[2 —1] Bo=[ 1 3]
1 -2
Rozwigzanie
1 2
a) A1=[§ (1’ ; Bl=[3 5]
0 4
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A; - B; - macierz A; jest wymiaru 2 X 3, natomiast macierz B, jest wymiaru
3 X 2. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy A, jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy By, to mnozenie macierzy A; - B; jest wykonalne, a w wyniku
uzyska si¢ macierz o wymiarach 2 X 2 (poniewaz takie sg skrajne wymiary mnozo-
nych macierzy, czyli liczba wierszy macierzy A; oraz liczba kolumn macierzy B,).

10 1]F §]= 1-1+0°341-0 1-24+0-5+1-4)

2 1 3 0 4 2-1+1-3+3-0 2-2+1-5+3-4

Ay-By =]

_ [1 6 ]
5 21
B+ A; - macierz B; jest wymiaru 3 X 2, natomiast macierz A; jest wymiaru

2 X 3. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy B, jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy By, to mnozenie macierzy A; - B; jest wykonalne, a w wyniku



b)

d)

uzyska sie macierz o wymiarach 3 X 3 (poniewaz takie s skrajne wymiary mnozo-
nych macierzy, czyli liczba wierszy macierzy B, oraz liczba kolumn macierzy A;).

Lo 1 1-142-2 10421 1-14+2-3
B A, = 3 5 [2 . 3 31452 3-045-1 3-145-3|=
0-144-2 0-0+4-1 0-1+4-3
=[13 5 18]
8 4 12
0 1 -1
A2=[}} g Z] B2=[ 1 0 1]
-1 -1 0

A, - B, — macierz A, jest wymiaru 2 X 3, natomiast macierz B, jest wymiaru
3 X 3. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy A, jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy B,, to mnozenie macierzy A, - B, jest wykonalne, a w wyniku
uzyska si¢ macierz o wymiarach 2 X 3 (poniewaz takie sg skrajne wymiary mnozo-
nych macierzy, czyli liczba wierszy macierzy A, oraz liczba kolumn macierzy B,).
0 1 -1
Az'Bz=LlL g Z][l 0 1]=
-1 -1 0
1-:0+2-1+3-(-1) 1-1+2:0+3-(-1) 1-(-1)+2-1+3-0]_
4:0+5-1+6-(-1) 4-1+5:-0+6-(-1) 4-(-1)+5-1+6-0]
_ [ 1 -2 1]
-2 1
B, - A, - macierz B, jest wymiaru 3 X 3, natomiast macierz A, jest wymiaru
2 X 3. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy B, nie jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy A,, to mnozenie macierzy B, - A, jest niewykonalne.

_3;?; 0 1 0
A= 9 B;=|1 o0 1
0 -1 0

2 6

A3 - B3 - macierz Az jest wymiaru 4 X 2, natomiast macierz B3 jest wymiaru
3 X 3. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy A; nie jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy Bz, to mnozenie macierzy A - B jest niewykonalne.

B3+ A3 - macierz B3 jest wymiaru 3 X 3, natomiast macierz A3 jest wymiaru
4 x 2. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy B3 nie jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy Az, to mnozenie macierzy B; * A3 jest niewykonalne.

3 0
=

1 -2

By = 4:[0 ~1 —2]
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A, - B, - macierz A, jest wymiaru 3 X 2, natomiast macierz B, jest wymiaru
2 X 3. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy A, jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy B,, to mnozenie macierzy A, - B, jest wykonalne, a w wyniku
uzyska si¢ macierz o wymiarach 3 X 3 (poniewaz takie sg skrajne wymiary mnozo-
nych macierzy, czyli liczba wierszy macierzy A, oraz liczba kolumn macierzy B,).

39 3 2 1] _
5_;] o -1 2l

3:34+0-0 3:240-(-1) 3:1+0-(-2) [9 6 3]

A4'B4=

=12:3+(-1)-0 2:2+4(-1)-(-1) 2-1+(-1D-(-2)|=|6 5 4
1:3+(=2)-0 1-2+4(=2)-(-1) 1-1+(-2)-(-2)| I3 4 5

B, - A4 - macierz B, jest wymiaru 2 X 3, natomiast macierz A, jest wymiaru
3 X 2. Z uwagi na to, ze liczba kolumn macierzy B, jest taka sama jak liczba
wierszy macierzy A, to mnozenie macierzy B, * A, jest wykonalne, a w wyniku
uzyska sie macierz o wymiarach 2 X 2 (poniewaz takie s skrajne wymiary mnozo-
nych macierzy, czyli liczba wierszy macierzy B, oraz liczba kolumn macierzy A,).

3 0
ey 5 -

_[ 3:3+2-2+41-1 3:0+2-(-1)+1-(-2) _
103+ (-1D)-24+(-2)-1 0-0+ (=D (-D+(=2)-(=2)]
=[14 —4]

-4 5

Uwaga: Z powyzszych przyktadow wynika, ze w ogolnosci A - B # B - A, zatem mno-
zenie macierzy przez macierz nie jest przemienne.

5. Potegowanie macierzy

Definicja potegowania macierzy
n-ta potega macierzy kwadratowej A nazywa sie n-krotny iloczyn tej macierzy
przez siebie, zatem:

AZ=A-A
A3=A-A-A
P

Uwaga: Aby mozna bylo podnies¢ macierz do potegi, to ta macierz musi by¢ kwa-
dratowa.
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Przyktad 1.3.5.

Obliczy¢ n-tg potege podanych macierzy.
1 3

a)A=_2 1 n=4
_[2 -1 _
b) B=|; 0] n=2
1 0 0
) C=[4 2 o0 n=3
6 5 3
1000
_|lo0 200 _
) M=1y 5 3 of =3
0 00 4
Rozwigzanie
o
a)A—[2
2 aoa_ 1 3171 31_[1+6 3+121_717 15
A _AA_[Z 4] [2 41 12 +38 6+16]_[10 22]

Angz_A=[170 15]_[1 3| _[7+30 214601 37 81

2 41 " 110+44 30+88!/ 154 118

3 1 371 _[37+162 111+ 324] _
A=A A= [54 118 [2 4_[54+236 162 + 4721
_ [199 435]

290 634
2 -1
b)B_[3 0]
2 _nm.on_[2 -11.72 -1 -3 240
B"=B B_[3 ][ ] 6+0 -3+0 [10 —3]
1 0 0
c) C=[4 2 0]
6 5 3
1 0 011 0 O
c2=c-c=[4 2 0|-|4 2 o]=
6 5 31 l6 5 3

1+0+0 0+0+0 04+0+0
4+8+0 0+4+0 0+4+0+0
6+20+18 0+10+15 0+0+9

1 0 O
=12 4 0
44 25 9



d)

26

C3

M=

1
=C%2.C=

1+0+0
12+16+0

12
44 25 9

1 0 0 O

S OO

1
2_m.m— |0
M“=M-M 0

M3 =M2-M=

0
(1+0+0+0
0+0+0+0
0+0+0+0
0+0+0+0
1 0

coo
o on
oh~hO O
oo o

1+0+0+0
0+0+0+0
0+0+0+0
0+0+0+0
0 0

=

ococo
cwo o

8 0
0 0
0 1

coco R

2 00
0 3 0
0 0 1

0 0
4 0]

0+0+0
0+8+0

44 +100+54 0+ 50+45

1
.10
0

oN O
O NO O
_ o0 O

o

0
0+0+0+0

0+4+0+0
0+0+0+0

0+0+0+0

5

0+0+0+0

0+8+0+0
0+0+0+0
0+0+0+0

o Obh O
o O
SO O
S OO

1 0 0
4 2 0
6 5 3

0+0+0
0+0+0
0+0+27

onN O
oSO NO O
OO O

0 1
0+0+0+0

0+0+0+0
0+0+4+0
0+0+0+0

o oN O
NO O
oSO O

0 1
0+0+0+0

0+0+0+0
0+0+8+0
0+0+0+0

|

1 0 o0
28 8 0
198 95 27

|

0+0+0+0

0+0+0+0|_
0+0+0+0

0+0+0+1

0+0+0+0

0+0+0+0|_
0+0+0+0

0+0+0+1



1.4. Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem macierzy jest pewna liczba, ktérg przyporzadkowuje si¢ kazdej ma-

cierzy kwadratowej, przy czym wiele macierzy moze mie¢ przyporzadkowang taka

sama liczbe.

Definicja wyznacznika macierzy
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] nazywa si¢ liczbe rzeczywistg
det A, ktora okreslona jest wzorem rekurencyjnym:

detAij = (_1)1+1a11 detA11 + (_1)1+2a12 detAlz + te +
+ (—1)¥"q,, detAq, (1.4)
gdzie:
det Aj; jest wyznacznikiem powstalym z wykreslenia pierwszego wiersza i j-tej ko-
lumny (j=1,2,3,...,n).

Uwaga: Wyznacznik mozna oblicza¢ tylko dla macierzy kwadratowych. Macierz,

ktdrej wyznacznik jest rézny od zera, nazywa si¢ macierzg nieosobliwg.

Wyznacznik macierzy A oznacza sig takze symbolem det[a;;] lub |A|.

Wilasnosci wyznacznika macierzy

Jezeli wyznacznik ma dwa takie same wiersze lub dwie takie same kolumny,
to jest on réwny zero.

Jezeli wiersz lub kolumne wyznacznika pomnozy si¢ przez pewna liczbe, to war-
tos¢ wyznacznika tez zostanie pomnozona przez te liczbe.

Jezeli macierz zawiera wiersz badz kolumne skladajace sie z samych zer, to wy-
znacznik tej macierzy jest rowny zero.

Jezeli zamieni si¢ miejscami dwa wiersze (kolumny) macierzy, to wyznacznik
zmieni znak na przeciwny.

Jezeli macierz zawiera dwa jednakowe wiersze albo dwie jednakowe kolumny,
to wyznacznik tej macierzy jest rowny zero.

Jezeli do kazdego z elementéw pewnego wiersza lub pewnej kolumny macierzy
doda si¢ pomnozone przez t¢ samg liczbe odpowiednie elementy innego wiersza
albo innej kolumny tej macierzy (tj. doda sie elementy lezace w tych samych ko-
lumnach badz wierszach), to wyznacznik tej macierzy si¢ nie zmieni. Ogélnie, wy-
znacznik macierzy sie nie zmieni, jezeli do pewnego wiersza (pewnej kolumny) tej
macierzy doda si¢ kombinacje liniowa innych wierszy (kolumn) tej macierzy.
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e Transponowanie macierzy nie zmienia wartosci jej wyznacznika.

o Jezeli macierze A i B s3 tych samych stopni, to det( A - B) = detA - detB.

1. Wyznacznik macierzy 1 X 1
A = [aq]
detA=aqy

Przyktad 1.4.1.

Obliczy¢ wyznacznik macierzy stopnia pierwszego.
a) A=|[5]

b) B=[-7]

9 c= ]

d) M=[0]

Rozwiazanie

a) detA=5

b) detB = -7

c) detC=
d) detM =0

N |-

2. Wyznacznik macierzy 2 X 2

[all alZ]

az1 Az
ai1 Q2 Trq.A12

detA=det[ ]=| piae |=a Ay — A120
az1 Q22 az1  Ozp 11722 12721

Przyktad 1.4.2.
Obliczy¢ wyznacznik macierzy stopnia drugiego.
2 3
a) A= [4 .
1 6]
-5 2
O C= sinx  cos X]
—cosx sinx
d M= [sinx cos x]
cosx sinx

b) B=|

28
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Rozwigzanie

a) detA=det[i 3 =|i

b) detB=det| [ O|=| L S|=1-2-6-(-5)=2+30=32

ﬂ:z-%—&4=14—12=2

sinx  cosXx . .
) ]=smx~smx—cosx-(—cosx)=
—cosx sinx

=sin’x +cos?’x =1

o) detC= det[

sinX cosx
cosxX sinx
= sin® x — cos?X = —cos 2 X

d) detM=det[ ]=sinx-sinx—cosx-cosx=

3. Wyznacznik macierzy 3 X 3

A= |01 Qa2 Q23

az1 dzz 033
a;; Q412 0433

detA = det [au azz ‘123] = |Az21 Q22 U023

az; dzz 0433 az1 dzz 0433

= 011022033 T 12023031 + A21032013 — (13022031 — 023032011 — A12021033 (1.7)

aj; Qi a13]

ai; Q12 Ap3

Metoda obliczania wyznacznika macierzy 3 X 3 nazywa si¢ metodg Sarrusa.
Uwaga: Metody Sarrusa nie mozna stosowa¢ do liczenia wyznacznikow stopnia wyz-
$zego niz trzeci.

Przyktad 1.4.3.

Obliczy¢ wyznaczniki macierzy stopnia trzeciego.

(1 2 3
a) A=|(2 1 4
-1 2 5

[1 2 3
b) B=[0 1 2
0 0 1

0 —4 -7

1 2 3
d M=|-1 -2 4]

2 -1 -3
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Rozwigzanie

1 2 3
a) detA=1]2 1 4|=
-1 2 5

=1-1-542-4-(-1)+3-2-2—(-1)-1-3-2-4-1-5-2-2=
=5-8+12+3-8-20=-16

1 2 3
b) detB=[0 1 2|=
0 0 1
=1-1-142-2-04+0-0:3—-3:-1-0-2-0:-1-2-0-1=1
1 2 =5
¢) detC=|-1 3 6| =
0 -4 -7

=1-3-(=7)+2-6-0+(—=1)-(=4) - (=5) = (=5)-3-0—2-(—1) -
(=7)——1-6-(—4) =31

1 2 3
d) detM=([-1 -2 4| =
2 -1 -3

=1-(=2)-(-3)+2-4-2+(-1)-(-1)-3-3-(-2)-2-2-(-1)-
(-3)——4-(-1)-1=23
4. Wyznacznik macierzy 4 X 4

W przypadku macierzy o wymiarach 4 X 4 nalezy skorzysta¢ z definicji lub z twier-
dzenia Laplace’a.

Twierdzenie (Laplace’a)

Wyznacznik macierzy jest rowny sumie wszystkich iloczynéw kazdego elementu
dowolnego wiersza (lub dowolnej kolumny) i odpowiadajagcemu temu elemen-
towi dopelnieniu algebraicznemu. Oznacza to, ze wyznacznik ten okreslony jest
nastepujaco:

detA = ailDil + aizDiZ + -+ ainDin,i € {1,2, ...,I'l}, (18)

gdzie Dj; jest dopelnieniem algebraicznym elementu ajj, zdefiniowanym jako

liczba otrzymana z pomnozenia minora Mj; przez (— 1)+

Dy = (—1)"Mj

Minor Mj; jest to wyznacznik macierzy stopnia n — 1 uzyskany poprzez skresle-
nie w macierzy A dowolnego, np. i-tego wiersza, oraz dowolnej, np. j-tej kolumny.
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W przypadku rozwiniecia wzgledem i-tego wiersza (gdziei = 1,2, ..., n) schemat
metody Laplace’a wyglada nastepujaco:

detA = a;; (=1  det A + ajp(—1)F2 det Ay + -+ + ajn (—1) " det Ay
(1.9)

gdzie Ajj jest macierzg stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny (det Aj; to minor macierzy), np. A, to macierz powstala
przez usunigcie pierwszego wiersza i drugiej kolumny w macierzy A.

W przypadku rozwiniecia wzgledem j-tej kolumny (gdzie j = 1,2, ...n) schemat
metody Laplace’a wyglada nastepujaco:

detA = ap;(—1)* det Ayj + ap(—1)* det Ay + -+ + ap;(—1)"" det Ay
(1.10)

Metoda obliczania wyznacznika macierzy 4 X 4 (stopnia czwartego) i wyzszych
stopni nazywa si¢ metoda Laplace’a.

Przyktad 1.4.4.

Obliczy¢ wyznaczniki podanych macierzy z wykorzystaniem wzoru Laplace’a:

"2 3 —4 5
3 -5 2 4
) A=le 4 3
4 2 5 3
1 3 5 7
0 2 4 6
b) B=15 0 3 5\
0 0 0 4
1 3 0 -1
0 2 4 0
9C=lg 2 _3 s
-5 0 0 4
1 -2 3 -4 5
2 1 -2 3 —4
d M=|-3 2 1 -2 3
4 -3 2 1 -2
ls 2 -3 2 1

31



Rozwigzanie

a)

b)

32

2 3
3 -5
detA = c 4
-4 2
+3- (-1
+5- (=1

3
5
—4
3
5

—4

> 5 2 4
=2-(-D'.|14 3 -2+

5 2 2 5 3

5 3

2 4 3 -5 4

3 2|+ (D5 4 2|+

5 3 -4 2 3

-5 2

4 3|=2-[-45+(-8) +80—24 —24—50] —

2 5

—3-[27 + 16 + 100 — (—48) — 30 — (—30)] —

— 436 + (—40) + 40 — (=64) — (=75) — (-12)] -
—5-[60 + 60 + 20 — (—32) — (—125) — 18] =

= —142 — 573 — 748 — 1395 = —2858

1 3 5

0 2 4

det B = 0 0 3

0 0 0

3

+0- (-1 o

0

3

+0-(—D**- 2

0

1 3

0 2

detC = 0 —2

-5 0
+4-(—1)%3.

1

+0-(-D*3-|o

0

1
0
-5

Z 2 4 6
. =1-(-Dt. 10 3 5|+
4 0 0 4
5 7 3 5 7
3 5/+0-(—1D3*1-|2 4 6|+
0 4 0 0 4
5 7
4 6/=1-2-3-4=24
3 5
2 _3 0 2 0
=0-(-D™.-| 0 -2 5[+
-3 5 -5 0 4
0 4
3 -1 1 3 -1
-2 5[+ (=3)-(-D3*3- 10 2 0|+
0 4 -5 0 4
3 -1
2 0|=-4[1-(-2)-4+3-5-(=5)—
-2 5

~3-0-4-1-5-0]—3[1-2-443-0-(=5)+(-1)-0-0—
—(-1)-2-(-5)—1-0-0—3-0-4] = 298



1 -2
2 1
d) detM = (-3 2
4 -3
-5 4

=1- (_1)1+1 |

+(=2)- (DM

2
-3
C(—1)1+3 .
+3- (-1) .y
5

(=4 - (D1

+5. (=115 .| 73

-5

— 1_(_1)1+1_ 1.

+(=2)- (-1

+3- (13-

2
-3
4
(=) (D2
(=) (-1

(=) (DM

-2 3 —4

1 -2 3|=

2 1 =2

-3 2 1

-2 3 —4

1 -2 3

2 1 2|t

-3 2 1

2 -2 3 —4

3 1 -2 3

4 2 1 2|t
-5 -3 2 1

1 3 -4

2 -2 3

3 1 2|t

4 2 1

2 1 -2 —4
-3 2 1 3

4 -3 2 2|t
-5 4 -3 1

1 -2 3

2 1 =2

-3 2 1

4 -3 2

1 -2 3
D1 2 1 =2|+
-3 2 1

2 -2 3
-3 1 =2|+

4 2 1

1 3

2 =2+ (= DT
-3 1
[ 1 -2 3
2-(-D¥t. 1 2 1 =2|+
I -3 2 1
-3 -2 3

4 1 =2[+3-(—-D*3.
-5 2 1
-3 1 -2

4 2 1|+3-(-1)*3.
-5 -3 2

BN

Ul A~ w

N =

-2

2

—2| +
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2 -2 3 -3 -2 3
-!2-(—1)“1' -3 1 =2]+1--D™™-[ 4 1 =2[+3-
4 2 1 -5 2 1
-3 2 3 -3 2 =2
(D™ 4 -3 =2+ (-4 - (DM 4 -3 1]+
-5 4 1 -5 4 2
2 1 3
+(—4)-(—1)1+4~[2~(—1)1+1- -3 2 =2/
4 -3 1
2 1 3 -3 1 3
2. (D=3 2 =2f+1-(=DME 4 2 2|+
4 -3 1 -5 -3 1
-3 2 3 -3 2 1
+(=2)- (D3| 4 -3 2|+ - D" | 4 -3 2|+
-5 4 1 -5 4 -3
2 1 =2 -3 1 =2
+5-(—1)1+5-[2-(—1)1+1-—3 2 1+1-(=DY™ 4 2 1+
4 -3 2 -5 -3 2
-3 2 =2 -3 2 1
+(=2)--D'"*-]1 4 -3 1|+3-(-D'**-| 4 -3 2]=
-5 4 2 -5 4 -3

=1- (=DM (1. (- 18+ (=2) - (-2 (—=10) + 3 - (—1)1*3.
- (—10) 4+ (—4) - (-1 22] +

+(=2)- (D2 [2-(-D¥1- 184 (=2) - (-D)I*? .12 +

+3- (=DM 12+ (—4) - (=DM (=30)] +

+3- (=DM [2- (- (—10) + 1 - (-D*2.12 +

+3- (=D 04 (-4) - (-D** 2]+

+(—4) - (DY [2- (DY (-10) + 1 (D)2 12+

+(=2) (D' 04+ (-4 - (D™ 2] +

+5- (=DM [2- (=DM .22+ 1 (-2 (=30) +

+(=2)- (-D)*3-243- (- . 2] =160



1.5. Operacje elementarne na macierzach

W kazdej macierzy mozna na jej wierszach i kolumnach wykonywa¢ pewne dziatania
zwane operacjami elementarnymi. Nie zmieniaja one pewnych wlasnosci macierzy,
mozna wiec w ten sposob przeksztalcac je do wygodniejszej postaci.

Na macierzach mozna wykonywac trzy operacje elementarne:
e dodanie do wiersza/kolumny innego wiersza/kolumny (lub jej wielokrotnosci)

1 3 =1 2] 4, [5 11 5 10
2 4 3 4l—— 2 4 3 4

0 -2 1 3 0 -2 1 3
e mnozenie wiersza lub kolumny przez liczbe rézng od zera
1 3 -1 2 2w, 1 3 -1 2]
2 4 3 4| «— |4 8 6
0 -2 1 3 0 -2 1 3l

e zamiana miejscami wierszy lub kolumn

(o]

1 3 -1 2 w 2 4 3 4]
19W2
2 4 3 4] — [1 3 -1 2
0 -2 1 3 0 -2 1 3l
albo kolumn
1 3 -1 2 ke ok -1 3 1 2
1 3
[2 4 3 4] — [ 3 4 2 4]
0 -2 1 3 1 -2 0 3

Operacje elementarne wykorzystuje sie przy:

e sprowadzaniu macierzy do postaci bazowej (kanonicznej),

e obliczaniu wyznacznika macierzy,

e obliczaniu rzedu macierzy,

e rozwigzywaniu ukltadéw roéwnan liniowych,

e wyznaczaniu macierzy odwrotnej do danej (w jednej z metod odwracania ma-
cierzy).

Zasady stosowania okreslonych operacji elementarnych
e Sprowadzanie macierzy do postaci bazowej (kanonicznej)

W tym przypadku mozna stosowaé wszystkie operacje elementarne, wystepuje
wigc calkowita swoboda dzialania.

35



e Obliczanie wyznacznika macierzy

W tym przypadku nie mozna dowolnie stosowa¢ wszystkich operacji elementar-
nych. Wartosci wyznacznika nie zmienia wylacznie dodanie wielokrotnosci jednego
wiersza do innego lub jednej kolumny do innej. Natomiast pomnozenie wiersza
(badz kolumny) przez liczbe o powoduje, Ze wyznacznik zwigksza si¢ o razy. Jeszcze
trudniej kontrolowa¢ zachowanie wyznacznika przy zamianie miejscami wierszy
(lub kolumn) - wéwczas moze (ale nie musi) zmieni¢ znak wyznacznika, co zalezy
od parzystosci stosownej permutacji. Z uwagi na powyzsze w przypadku liczenia wy-
znacznika najlepiej jest ograniczac si¢ do pierwszej z wymienionych operacji.
e Obliczanie rzedu macierzy

Rzedu macierzy nie zmieniaja Zadne operacje elementarne, zarowno na wier-
szach, jak i na kolumnach. W tym przypadku wystepuje wiec calkowita swoboda
dzialania.
e Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych

Przy rozwigzywaniu ukladéw réwnan metoda macierzowa operacje elementarne
mozna wykonywa¢ wylgcznie na wierszach — stosowanie operacji na kolumnach ozna-
czaloby bowiem wprowadzenie nowych zmiennych (czego nigdy nie nalezy robi¢).
e Wyznaczanie macierzy odwrotnej do danej (w jednej z metod odwracania ma-

cierzy).

W przypadku odwracania macierzy przy uzyciu dopisanej macierzy jednostko-
wej operacje elementarne mozna wykonywa¢ wylacznie na wierszach.

1.6. Postac¢ bazowa macierzy

Niezaleznie od tego, czy macierz jest kwadratowa, czy prostokatna, mozna jg spro-
wadzi¢ do postaci bazowej, ktora zawiera macierz jednostkows I oraz moze zawie-
ra¢ macierze zerowe 04 i 0,, jak réwniez moze zawiera¢ macierz resztowa R.

I R
r=[o, o,
gdzie:
I - macierz jednostkowa stopnia k,
R - macierz resztowa (jej elementami sa dowolne liczby rzeczywiste),
0,10, - macierze zerowe.

Uwaga: Stopien k macierzy jednostkowej I otrzymanej w lewym gérnym rogu ma-
cierzy okresla rzad macierzy.
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Twierdzenie

Kazda macierz A mozna za pomocg ciggu operacji elementarnych sprowadzi¢
do postaci bazowej (kanonicznej), ktéra zawiera podmacierz jednostkowa stop-
nia k.

Przyktad 1.6.1.

Za pomocy ciggu operacji elementarnych sprowadzi¢ podane macierze do postaci

bazowe;j.
21 -1 2
a) A= |1 2 3 4
4 2 -2 4
1 2 -1
b) B= 12 1 2
3 4 5
2 1 0 1 0
[ 1 3 2 -1 1]
1 0 -1 1 2 0
9C=1_1 4 -2 1 0
2 6 2 3 1
3 4 0 -6 2
-2 1 -1 1 2
| 4 -1 3 -1 3
d M= 1 3 1 3 1
2 1 2 1 -1
Rozwiazanie
-2
21 -1 2 Wy oW, 1 2 3 4 x§_4xi
a) |1 2 3 4|e—|2 1 -1 2|e&—
4 2 -2 4 4 2 -2 4
Wy, — 2W
w§_4wi 1 2 3 4 %WZ
«——> |0 -3 -7 — 6| —
0 -6 —14 —12
a, 12 03 4] wi-2we [1 0 =2 0
3 W2 0 1 g 2 w3 + 6W; 0 1 Z
3
0 -6 —-14 -—-12 0 0 0
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—17

2

12 w3 — 3w, 1 -1 Wz —2W3
b) 12 1 2|«——— |0 -3 4 |[—
3 4 5| 0 -2 8
_ wy; — 2w
wpzwy |12 S1] wiiiwr f1o0 23] _i,,
«—|0 1 -—-12 0 1 —-12|«—
0 -2 8 0 0 —16
wq — 23w
_%W3 1 0 23 W;+12Wz 1 00
«— |0 1 —-12] «e—&——|0 1| 0
0 0 1 0 0|1
2 1 0 1 0] 2W2W1 2 1 0 1 0
2W4twWy
1 3 2 -1 1 wiw' [0 5 4 -1 2
o) 0 -1 1 2 0] 2ws=3w; [0 -1 1 2 0
-1 4 =2 1 0 0 9 —4 3 0
l 2 6 2 3 1| 0 5 2 2 1|
l3 4 0 -6 ZJ lO 5 0 -—15 4J
10 0 —4 6 —27 Swstwe
5w,4—9w,
0 5 4‘ _1 2 WS_WZ
Swi-wz | 0 —1 1 2 0 We—W3
—
0 9 —4 3 0
0 5 2 2 1
0 5 0 -—15 4
9W1+4W3
Swiz+w, 10 0 —4 6 -2 9w, —4wW3
5W4—9w, 9W4+56W3
W5—Wy [ 0 5 4‘ _1 2 “ 9W5+2W3
Wg—W3 0 O 9 9 2 IWe+4W3
0 0 —-56 24 -—18
0O 0 =2 3 -1
0 0 -4 -14 2
9w, +4w3 8w, —wWy
9w, —4w _ l16wy+w.
9w42+56w33 [90 0 0 20 10] 80w§—wz
IWs+2wW3 0 5 0 —45 10 16Ws—wWy
IWg+4wW3 0 0 9 9 2 8wg+wy
0 0 0 720 -50
0 0 0 -90 26
8wi—wy
16w, +w, —
80w§_wz [720 0 0 0 30]
16w.—w, | 0 80 0 0 110
BWs+Wy 0 0 720 0 210 | 15wWe+79ws
0 0 0 720 —-50
l 0 0 0 0 —30J
0 0 0 0 158
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15W6+79W5

|

W1—Ws
3w,y +11wg
w3+7wWg
3W4—5W5

kyoks

——W,

|

wq1—30w,
Wy +3wWy
w3 +45W4_

|

N

720 O 0 0 —30" W1~ Ws
3W2+11W5
0 80 0 0 110 W3+7Wg
0 0 720 0 210 3wys—5wWs
0 0 0 720 =50
0 0 0 0 —30J
0 0 0 0 0
1
T20W1
1
2202
1
20 0 0 0 01 72 1 0000
0 240 0 0 0]216104[01000
0 0 720 0 0 3" ([0 01 0 O
0 0 0 2160 0 0O 0 01 O
0 0 0 0 —-30 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0O 0 0 0 O
Wy +2w, W1—Wy
1 2 2W3+W1 _2 1 _1 1 2 W3—7W2
-1 3 Wytwy 0 1 1 1 7| wa—2w,
3 1 o 7 1 7 4
1 -1 0 2 1 2 1
3W1—W3
0 _2 0 _5 6W2+W3
1 1 1 7 6wy—w3
0 -6 0 -—45
0 -1 0 -—-13]
0 0 0 307
6 0 6 -3 kyoKs
0 -6 0 -—45
0 0 0 -33l
0 0 30 O] .
6 0 -3 6] T3:W
0 -6 —45 0
0 0 -33 0l
L W;—30wy
0 O 30 0 W2+3W4
6 0 —3 6| wzt+4sw,
0 -6 —45 0
0 0 1 0l
—%W1
1
6 0 0 0 0] &% [1L 00 00
0 6 0 0 6] ™3 |0 1 0 01
—
0 0 -6 0 O 0 01 00
0 0 0 1 0 0O 0 0 1|0

S—
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1.7. Rzad macierzy

Podstawowa definicja rzedu macierzy wiaze si¢ z liniowa niezaleznoscig wierszy,
co intuicyjnie mozna rozumiec¢ w ten sposob, ze rzad macierzy to maksymalna liczba
wierszy, ktorych nie da si¢ wyzerowa¢ operacjami elementarnymi. Poniewaz jednak
potrzebne jest bardziej precyzyjne okreslenie, wiec rownowaznie zdefiniowa¢ mozna
tak, ze rzad macierzy to wymiar najwigkszej podmacierzy kwadratowej o niezero-
wym wyznaczniku.

Uwaga: Rzad macierzy mozna okresla¢ zaréwno dla macierzy kwadratowych, jak
i prostokatnych. Zanim podamy sposoby okreslania rzedu macierzy, zdefiniujmy
samo pojecie rzedu macierzy.

Definicja rzedu macierzy
Rzedem macierzy A nazywa si¢ maksymalna liczbe liniowo niezaleznych wekto-
réw (wierszy lub kolumn) tej macierzy i oznacza przez rzA lub r(A).

Twierdzenie
Rzad macierzy jest to najwyzszy stopien niezerowego wyznacznika kwadratowej
podmacierzy tej macierzy (najwyzszy stopien jej nieosobliwej podmacierzy).

Chcac obliczy¢ rzad macierzy, nalezy znalez¢ najwieksza podmacierz/macierz,
ktdérej wyznacznik jest rézny od zera, wielkos¢ tej niezerowej macierzy bedzie szu-
kang wartoscia. Jesli najwieksza macierza, ktérej wyznacznik jest rézny od zera, jest
macierz 3 X 3, to rzad tej macierzy jest réwny 3.

Wiasnosci rzedu macierzy

e Rzad macierzy jest rowny zero tylko dla macierzy zerowe;j.

e Rzad macierzy jednostkowej stopnia n jest rowny n.

e Rzad macierzy AT jest réwny rzedowi macierzy A.

e Rzad macierzy nie moze przekracza¢ zadnego z wymiaréw macierzy.

e Jesli macierz kwadratowa jest nieosobliwa (tzn. jej wyznacznik jest rézny
od zera), to jej rzad jest rowny stopniowi tej macierzy.

o Jesli dowolny wiersz / dowolng kolumne macierzy pomnozy si¢ przez stala rézna
od zera i doda do innego wiersza / innej kolumny, to rzad macierzy nie ulegnie
zmianie.
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Jesli zamieni si¢ dwa wiersze / dwie kolumny miedzy sobg miejscami, to rzad
macierzy sie nie zmieni.

Jesli wykresli si¢ wiersz/kolumne ztozone z samych zer, to rzad nie ulegnie zmianie.

Sposob postepowania przy okreslaniu rzedu macierzy

Majac przykladowo macierz 4 X 4 i chcac obliczy¢ jej rzad, najpierw nalezy ob-

liczy¢ jej wyznacznik, a nastepnie:

jesli wyznacznik macierzy jest rozny od zera, to rzad takiej macierzy wynosi 4
(bo wyznacznik macierzy 4 X 4 jest rozny od zera);

jesli wyznacznik macierzy jest rdwny zero, to nalezy wybiera¢ po kolei wszystkie
podmacierze tej macierzy o wymiarach 3 X 3 (wykreslajac ktoras kolumne i kto-
ry$ wiersz) i liczy¢ ich wyznacznik, az ktorys bedzie rézny od zera. Woéwczas rzad
takiej macierzy wynosi 3 (bo wyznacznik macierzy 3 X 3 jest rézny od zera);
jesli wyznacznik kazdej wybranej macierzy 3 X 3 jest réwny zero, to nalezy wybie-
ra¢ po kolei wszystkie podmacierze o wymiarach 2 X 2 (wykreslajac ktores ko-
lumny i wiersze) i liczy¢ ich wyznacznik, az ktéry$ bedzie rézny od zera. Wéwczas
rzad takiej macierzy wynosi 2 (bo wyznacznik macierzy 2 X 2 jest rozny od zera);
jesli wyznacznik kazdej wybranej macierzy 2 X 2 jest réwny zero, to nalezy wy-
biera¢ po kolei wszystkie podmacierze o wymiarach 1 X 1 (wykreslajac ktores
kolumny i wiersze) iliczy¢ ich wyznacznik, az ktorys$ bedzie rozny od zera. Wow-
czas rzad takiej macierzy wynosi 1 (bo wyznacznik macierzy 1 X 1 jest rézny
od zera);

jesli wszystkie liczby w macierzy s zerami, to rzad naszej macierzy wynosi zero.

Metody wyznaczania rzedu macierzy

1.

Wyznaczanie rzedu macierzy z definicji

Przyktad 1.7.1

Korzystajac z definicji, okresli¢ rzad macierzy.

3 1
a) A= 4 _2]
2 2 6
b) B=(3 1 5]
2 3 8
1 0 -1
¢ C=12 1 1]
3 2 1
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d)

1 0 -1 2 -3
M=(f1 1 0 -1 -2
1 2 1 0 -1

Rozwigzanie

a)

b)

<)

d)

42

e

Zgodnie z definicja nalezy sprawdzi¢ liniowg niezalezno$¢ wektoréw

o=l e[

Wida¢, ze dwa wektory a4, a, sg liniowo niezalezne.

Stad rzad macierzy A wynosi 2, co mozna zapisa¢ rzZA = 2 lubr(A) = 2.
[2 2 6

B= (3 1 5]

2 3 8

Zgodnie z definicja nalezy sprawdzi¢ liniowa niezalezno$¢ wektoréow

2 2 6
12 3 8

Widag, ze trzy wektory by, by, b sa liniowo zalezne, poniewaz wektor b; mozna

przedstawi¢ jako kombinacj¢ liniowa wektoréw by i b,:
bz = by +b,.
Stad rzad macierzy B nie moze wynosic¢ 3.
Ale juz np. wektory b, i b, s3 liniowo niezalezne, dlatego mozna powiedziec,
ze rzad macierzy B wynosi 2, co mozna zapisa¢ rzB = 2 lub r(B) = 2.
1 0 -1
C=12 1 1]
3 2 1
Zgodnie z definicjg nalezy sprawdzi¢ liniowg niezaleznos¢ wektorow

[1 0 -1
c1=2], c2=[1,c3=[1]
13 2 1
Widag, ze trzy wektory cq, €5, C3 sa liniowo niezalezne.

Stad rzad macierzy C wynosi 3, co mozna zapisa¢ rzC = 3 lub r(C) = 3.
10 -1 2 -3

M=f1 1 0 -1 —2]

1 2 1 0 -1

Macierz M jest macierza prostokatng o wymiarach 3 X 5, zatem jej rzad moze

by¢ réwny maksymalnie 3 (poniewaz najwieksza podmacierz kwadratowa ma-
cierzy M ma wymiar 3 X 3).



1 0 -1
Niech zatem podmacierzM; =1 1 0
1 2 1

Zgodnie z definicja nalezy sprawdzi¢ liniowa niezalezno$¢ wektoréw

f] wf]

Wida¢, ze trzy wektory mq, my, ms sa liniowo zalezne, poniewaz wektor m;
mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw m;, i mj:
m; =m; — s

0o -1 2
Niech zatem podmacierzM, =1 0 -1
2 1 0

Zgodnie z definicja nalezy sprawdzi¢ liniowa niezaleznos¢ wektorow

0 -1 2
2 1 0

Widag, ze trzy wektory mq,, m,,, ms, sa liniowo niezalezne.
Stad rzad macierzy M wynosi 3, co mozna zapisa¢ rzM = 3 lub r(M) = 3.

2. Wyznaczanie rzedu macierzy metoda wyznacznikowa
Aby okresli¢ rzedy podanych macierzy metoda wyznacznikows, nalezy skorzystaé
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie
Najwyzszy stopien nieosobliwej podmacierzy danej macierzy jest réwny rzedowi
tej macierzy.

Przyktad 1.7.2.

Korzystajac z metody wyznacznikowej, okresli¢ rzad macierzy.

3 1
a) A= 4 _2]
2 2 6
b) B=(3 1 5]
2 3 8
1 0 -1
¢ C=12 1 1]
3 2 1
1 0 -1 2 -3
d M=|1 1 0 -1 —2]
1 2 1 0 -1
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Rozwigzanie

a)

b)

44

Na podstawie powyzszego twierdzenia 0 < r (A) < min(m, n).
_[B 1
A= [4 —2]
Nalezy sprawdzi¢ wyznacznik macierzy A
B Y=3.(=2)—1.4=—
detA=|; _5|=3-(-2)-1-4=-10

Poniewaz detA # 0, zatem macierz jest nieosobliwa, wiec jej rzad wynosi 2,
co mozna zapisa¢ rzA = 2 lubr(A) = 2.

2 2 6
B=[3 1 5
2 3 8
Nalezy sprawdzi¢ wyznacznik macierzy B
2 2 6
detB=|3 1 5(=2-1-8+2-5-2+3-3-6-6-1-2-2-3-8~
2 3 8

—-5-3-2=16+20+54-12-48-30=0
Poniewaz det B = 0, zatem macierz nie jest nieosobliwa, wigc jej rzad nie moze
wynosic¢ 3.
Nalezy zatem wybra¢ dowolng podmacierz kwadratowa macierzy B i sprawdzi¢
jej wyznacznik

2 2
By = [3 1

—_ 2 2 = . — . e — g

detB1—|3 =2-1-2-3=2-6=-4
Poniewaz det B; # 0, zatem B, jest macierza nieosobliwa, wigc rzad macierzy B
wynosi 2, co mozna zapisa¢ rzB = 2 lub r(B) = 2.

1 0 -1
C= [2 1 1]
3 2 1
Nalezy sprawdzi¢ wyznacznik macierzy C
1 0 -1
detC=|2 1 1({=1-1-140-1-34+42-2-(-)-(-1)-1-3-
3 2 1

-0-2-1-1-2-1=140-4+3-2=-2
Poniewaz detC # 0, zatem macierz jest nieosobliwa, wiec jej rzad wynosi 3,
co mozna zapisa¢ rzC = 3 lub r(C) = 3.



d M=j1 1 0 -1 -2
1 2 1 0 -1
Macierz M jest macierzg prostokatng o wymiarach 3 X 5, zatem jej rzad moze

by¢ rowny maksymalnie 3 (poniewaz najwieksza podmacierz kwadratowa ma-

1 0 -1 2—3]

cierzy M ma wymiar 3 X 3).

Niech zatem podmacierz M; =

11 0

10—1]
1 2 1

Teraz nalezy sprawdzi¢ wyznacznik macierzy D;:

det M1 -

1 0 -1
11 0
1 2 1

==1-1-140-0-1+1-2-(=1) —

---1-1-0-2-1-0:-1-1=1+0-2+1-0-0=0

Poniewaz det M; = 0, zatem macierz nie jest nieosobliwa, wiec na tej podstawie

jej rzad nie moze wynosi¢ 3.

Nalezy zatem wybra¢ inng podmacierz kwadratowa macierzy M wymiaru 3 X 3

i sprawdzi¢ jej wyznacznik.

Niech zatem podmacierz M, =

0 -1 2
1 0 -1
2 1 0

Teraz nalezy sprawdzi¢ wyznacznik macierzy D:

det M2 =

0 -1 2
1 0 -1
2 1 0

=0-0-0+(-1)-(-1)-2+1-1-2—

—2:0:2-1-(-1)-0-1-(-1)-0=0+2+2-0—-0—-0=4

Poniewaz det M, # 0, zatem macierz jest nieosobliwa, wiec rzad macierzy M

wynosi 3, co mozna zapisa¢ rzM = 3 lub r(M) = 3.

3. Wyznaczanie rzedu macierzy za pomoca ciggu operacji elementarnych

Przyktad 1.7.3.

Korzystajac z metody ciagu operacji elementarnych, okresli¢ rzad macierzy.

a) A=

b) B=

¢) C=

WN RN W NS

3

1
Ll
2 6
L
3 8
0 -1
1 1]
2 1
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10 -1 2 -3
d M=j1 1 0 -1 -2

12 1 0 -1
Rozwiazanie
Aby okresli¢ rzgdy podanych macierzy metoda ciggu operacji elementarnych, nalezy
te macierze sprowadzi¢ do postaci bazowej, a nastepnie okresli¢ rzad macierzy
na podstawie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie
Stopien podmacierzy I, macierzy danej w postaci bazowej jest rowny rzedowi tej

macierzy.

a) A=L3L _;]
[3 1] W1& Wy [4 —2] Wi~ Wy [1 —3] W =3wy
4 -2 3 1 3 1
W2—3Wq 3 _WZ 1 —-3] wit3wz 11 0
[ Wl =l il

Jak wida¢, stopien podmacierzy I macierzy A danej w postaci bazowej jest
réowny 2, zatem rzad macierzy A jest rowny 2, co mozna zapisa¢ rzA = 2
lubr(A) = 2.

2 2 6
b)B=[3 1 5]

2 3 8
2 2 6] wow, 31 5] wew, [I -1 -1 VVVVZjZZ;”vl
3 1 5|le———|2 2 6le——|2 2 6 P
2 3 8 2 3 8 2 3 8
Wam2 W 1 1 —1 —1] WtW2 1 0 1
w3 2wy Ww3— 5w,
10 0 0 2

Jak wida¢, stoplen podmac1erzy Ik mac1erzy B danej w postaci bazowej jest
réwny 2, zatem rzad macierzy B jest rowny 2, co mozna zapisa¢ rzB = 2
lub r(B) = 2.
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1 0 -1
c) C=[2 1 1]

3 2 1
-2

1 0 -1 VVVV:_3VVVV§ 10 —1] 4o oy, [1 0 —1] -iw,
2 1 1]le———]0 1 3|e——0 1 2|——
3 2 1 0 2 4 0 0 -2
1 1 0 —11 "WitWs 11 0 0
_Ew3 W2—2W3
—]0 1 2]<—>[010]

00 1 0 0 1

Jak widag, stopien podmacierzy I, macierzy C danej w postaci bazowej jest réwny 3,
zatem rzad macierzy C jest réwny 3, co mozna zapisa¢ rzC = 3 lub r(C) = 3.
10 -1 2 -3
d M=|1 1 0 -1 —2]
12 1 0 -1

1 0 -1 2 —3] W2m W1 [1 0 -1 2 —3]

W3— Wq W3— 2W,
11 0 -1 -2 0 1 1 -3 lje——
1 2 1 0 -1 0 2 2 -1 2

I [1 0 -1 2 —3] hok, [T 0 2 -1 =3]1,

— 501 1 =3 1|l—=Jo 1 -3 1 1|&
00 0 5 0 00 5 0 0

1w, 1 0 2 -1 =31W1+™sr1 0 0 -1 -3
5 Wy +ws
—|0 1 -3 1 1|]«<—|0 1 O 1 1

00 1 0 O 0 01 0 O
Jak wida¢, stopien podmacierzy I macierzy M danej w postaci bazowej jest
réwny 3, zatem rzad macierzy M jest rowny 3, co mozna zapisa¢ rzM = 3

lub r(M) = 3.

1.8. Macierz odwrotna

Definicja macierzy odwrotnej

Macierza odwrotne} do kwadratowej macierzy A nazywa sie takq macierz A™1, ze
A-AT=A1T.-A=1 (1.11)

gdzie:

I - macierz jednostkowa (tego samego wymiaru co macierz A).
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Rozwazania dotyczace wyznaczania macierzy odwrotnej do danej macierzy A
nalezy rozpocza¢ od tego, ze aby istniala macierz odwrotna do macierzy A, to musza
by¢ spetnione dwa warunki:

e A musi by¢ macierzg kwadratows,
e A musi by¢ macierzg nieosobliwg (tzn. detA # 0).

Macierz odwrotng do A oznacza si¢ A™1.

Twierdzenie
Jezeli istnieje, to o macierzy A mowi sig, ze jest odwracalna.

Twierdzenie
Jezeli macierz A jest odwracalna, to istnieje do niej tylko jedna macierz od-
wrotna A™L.

Wlasnos$ci macierzy odwrotnej

o [1=]

(A Ht=A

(c-A)1=c1.A1, gdzie c - stata
(A-B)"1=B"1-A1

detA™! = (detA) ™!

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej

1. Wyznaczanie macierzy odwrotnej z definicji

Przyktad 1.8.1.

Wyznaczy¢ macierze odwrotne do danych macierzy (o ile istnieja) metoda z definicji.

1 12
a)A—_6_3
3 0 0
b)B=230]
1 2 3
4 3 2
c)C=021]
1 1 0
1 -1 1 12
2 0 2 18
d)M_3 7 3 91
4 12 4 13
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Rozwigzanie

2a-f

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) A jest macierza kwadratows,

2) deta=| |=1--3-12-6=-3-72=-75
Powyzsze warunki s3 spetnione, zatem A™1 istnieje.

p -1 _|a b _ 1 0
NiechA™" = [C d] orazl = [ ]

0 1
Z definicji macierzy odwrotne;j:
1 127 [a bj_q1 O
[-IE al=lo

6 —31 Llc d 1
Stad
a+12c=1 b+12d=0
{6a—3c=0|-4 {6b—3d=1|-4
{a+12c=1 {b+12d=0
24a —12c=0 24b—12d =4
{25a= {25bz4
_1-a _ b
C—? d__ﬁ

1 4
@=5s b=1%

2 1
€=3 d=-75
Zatem

1 a
A_1= 225 215

25 75

3 00

b) B=[2 3 0]

1 2 3

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) B jest macierza kwadratowa,

3 00
2 30
1 2 3
-0:-2:3-0-2:3=2740+0-0-0-0=27.

2) detB = =3-3-3+0:0:1+2-2:-0-0-3-1-—

Powyzsze warunki sg spelnione, zatem B~ istnieje.

a b ¢ 1 0 O
NiechB‘1=!d e f] orazl=[0 1 O]

g h i 0 0 1
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Z definicji macierzy odwrotnej:

3 0 0] [a b c 1 0 O
2 3 0|-|d e fl=]0 1 0
1 2 31 lg h i 0 0 1
Stad
3a+0d+0g=1 3b+0e+0h=0 3c+0f+0i=0
2a+3d+0g=0 2b+3e+0h=1 2c+3f+0i=0
la+2d+3g=0 1b+2e+3h=0 le+2f+3i=1
a=§ b=0 c=0
2a+3d=0 { 2b+3e=1 2c+3f=0
a+2d-|—3g=0 b+2e+3h=0 c+2f+3i=1
1
a=3 b=(1) c=0
d=-2 e=3 f=0
2 =1
-1 h=—-— =3
g=5 27
Zatem
E
B1=|-2 1 o
2 & 4
T
27 9 3
4 3 2
) C=[0 2 1]
1 1 0

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) Cjest macierza kwadratows,

4 3 2
0 2 1
1 10
-3:0:0-1-1-4=0+3+0—-4—-0—4=-5.

Powyzsze warunki s3 spelnione, zatem C~? istnieje.

2) detC= =4-2-0+3-1-1+0-1:2-2-2-1~-

a b c 1 0 O
NiechC™! = [d e f] orazl =0 1 O]
g h i 0 0 1

Z definicji macierzy odwrotnej:

4 3 2 a b ¢ 1 0 0
0 2 1] . !d e f] = [0 1 O]
g h

1 10 il o 0o 1
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Stad
4a+3d+2g=1 (4b+3e+2h=0 4c+3f+2i=0
{ Oc+2f+1i=0
le+1f+0i=1
4c+3(1-c)—-4(1-0) =0
i=-=2f
f=1-c

Oa+2d+1g=0 {0b+2e+1h=1
la+1d+0g=0 Ub+1e+0h=0
4a—3a+2g—1 rb—3b+20+2m==0

— e

—2a+g—0 h=1+2b
=—a e=-b

—

5a 5b = -2 .5C=1
g=2 h=1+2b i=—2f
d=—a e=-b f=
I a=1 (= —2 !C:l
5 5 5
2 1 8
g:E 4 h=§ l=—g
1 2 4
l =75 L ¢75 lf—g
Zatem
12 1
5 5 5
-1 _|_1 2 4
¢ = 5 5 5
2 1 _8
5 5 5
1 -1 1 12
12 o 2 18
d) M= 3 7 3 91
4 12 4 13

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) M jest macierza kwadratowa,

1 -1 1 12

2) detM = 2 0 2 18 0, poniewaz 1 i 3 kolumna sg takie same, wigc
3 7 3 91
4 12 4 13

wyznacznik wynosi 0, czyli macierz odwrotna do macierzy M nie istnieje.

2. Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoca dopelnien algebraicznych

Definicja dopelnienia algebraicznego elementu macierzy

Niech A bedzie macierzg stopnia n, gdzie n = 2n = 2. Niech Aj; bedzie podma-
cierzg powstala z macierzy A poprzez skredlenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.
Liczbe Dy; = (—1)" - det Ajj nazywa si¢ dopelnieniem algebraicznym elementu

a;; macierzy A.
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Aby wyznaczy¢ A1 metodg dopetnien algebraicznych, nalezy skorzystaé ze wzoru:

-1 __1 D
Al=——A (1.12)

A~ - macierz odwrotna do macierzy A,

AP _ transponowana macierz dopelnien algebraicznych (AP = D7), przy czym
macierz D dobiera si¢ w taki sposob, aby jej wymiar byt zgodny z wymiarem
macierzy A.

Przyktad 1.8.2.

Wyznaczy¢ macierze odwrotne do danych macierzy (o ile istniejg) metoda dopelnien

algebraicznych.
1 12
A=
» 6 -3
3 0 O
b) B=(2 3 0
1 2 3
[4 3 2
¢) C=10 2 1
1 1 0
1 -1 1 2
12 0 2 3
M=z 1 2
4 2 4 3
Rozwigzanie
Q) A= [1 12

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej do danej ma-
cierzy:
1) A jest macierzg kwadratows,

2) detA = 1 12|_1 (=3) =126 =—-3—72 = —75.

Powyzsze warunk1 s spetnione, zatem A~1 istnieje.

Aby skorzysta¢ ze wzoru (1.8), nalezy najpierw wyznaczy¢ macierz AP = DT,
s D3
D21 Dy

Dy = (M- |=3] = —

Dy = (-1)'*%- 6] = —
Dyy = (_1)2+1 |12 = -
Dyz = (=21 =1

gdzie D =
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b)

Stad D = [__132 _ﬂ DT = [:2 _15] stad AP = [:3 _12]

“1_ 1 [-3 =121 _ |25 25
Zatem A = [—6 1]_ 2

25 75
3 00
B = [2 3 0]
1 2 3

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) B jest macierza kwadratowa,

3 00
2 30
1 2 3
-0:2-3-0-2-3=274+0+0-0-0-0=27.

Powyzsze warunki sg spelnione, zatem B~ istnieje.

2) detB= =3:3-3+0:0:1+2-2:0-0-3-1-

Aby skorzysta¢ ze wzoru (1.8), nalezy najpierw wyznaczy¢ macierz B? = DT,

Dll D12 D13
gdzieD = |Dy; Dy Day3
D31 D3320D33
— (_1)\1+1 . —
Dy = (=1 2 3 9
_(_11+2.]2 0] _ _
Diz=(=D"2-|] 5|=-6
—(_11+3. ]2 3| =
_(_1y2+1.]0 0] _
Doy = (=¥ |, 5| =0
_(_12+2.]3 0] _
Dpz = (-1)**2-|] 5] =9
_(_1y2+3. 13 0] _ _
0 0
Da, = (—=1)311. —
31 ( ) 3 0 0
_(_13+2.|3 0] _
_(—13+3. |3 0| _
9 -6 1] 9 0 O 9 0 0
StadD=|0 9 —6[DT=[-6 9 0|stadB°=[-6 9 0
0 0 9 1 -6 9 1 -6 9
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54

1
[9 0 0 |[§2 (1) 0]|
-1_1 1_ —|_z il

ZatemB™'=—-1-6 9 0 I9 : 0l

1 -6 9 [L _z 1J

4 3 2 27 27 3
c=[o 2 1]
11 0

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) Cjest macierza kwadratows,

4 3 2
0 2 1
1 10
-3-0-0-1-1-4=0+3+0-4-0—-4=-5.

Powyzsze warunki s3 spelnione, zatem C™? istnieje.

2) detC= =4-2-0+3-1-1+0-1:-2-2-2-1-

Aby skorzysta¢ ze wzoru (1.8), nalezy najpierw wyznaczy¢ macierz C° = DT,

D11 D12 D13
gdzieD = |Dy; Dy Day3
D31 l%321])33
— (_1)\1+1 . - _
Dy = (-1) 1 0 1
__1y+2. |0 1) _
Dy, = (-1) 1 ol=1
— (1130 2] _ _
_ 12+ |3 2]
Dy = (-1) 1 0—2
— (— 2+2.4 2 —
Dy, = (-1) 1 0 2
_ (1243, |4 3| _
_ 3+ L3 2
Dsy = (1% -7 % =-1
_ o3tz A 2]
4 3
D33 = (=1)°*+3. 0 2 = 8
-1 1 =2 -1 2 -1 -1 2 -1
StadD=| 2 -2 -1|DT=| 1 -2 —4fstadCP=| 1 -2 -4
-1 -4 8 -2 -1 8 -2 -1 8




d)

1
Zatem C™1 = — :

1 -1
{2 o
M_31
4 2

NN -

4

12 1
2 -1 5 5 5
1 2 4
=2 —4]= "5 s 5
I B
5 5 5

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:

1) M jest macierza kwadratowa,

1
2
3
4

2) detM =

-1 1 2

1 21
2 4 3

(=1 (DM

+2- (-1t

N

3

~

2 0

4 2

0 2 3
1 2 1
2 4 3

=1- (_1)1+1 .

2 3
2 1
4 3
2
2‘=1-(0+4+12—12—6—0)+
4

3
+1-(—1)1+3-‘3 1 1
4 2 3

_|_

+(-1)-(-1)-(12+8+36—-24—18—8) +
+1-(640+18-12-0-4)—2-(8+0+12—-8—-0—8) =
=—2+6+8—-8=4

Powyzsze warunki sg spetnione, zatem M~ istnieje.

Aby skorzysta¢ ze wzoru (1.8), nalezy najpierw wyznaczy¢ macierz MP = DT,

D11 Di2
. Dz; Dy
dzie D =
§ D3, Dsy
Dyq 842
Dy = (D1
2
2
D, = (=D™?*-|3
4
2
Dis = (-1)**3- |3
4
2
Dyy = (—1)** -3
4

NP ONRFROBRDNNBEDNDN

D13
D23
D33
Dy3

3

BN DNWERE WWERE WW =

D14
D24
D34
Dy

=1-(0+4+12-12—-6—10) = -2

=(-1)-(12+8+36—-24—18—8) = —6

=1-(6+0+18—-12—-0-4)=8

=(-1)(8+0+12-8-0-8) = —4
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-1 1 2
D,y =(-1)?"1-1 1 2 1/=(-1)-(-6+2+8-8—-3+4)=3
2 4 3
1 1 2
D,, =(—1)?*2-13 2 1|=1-(6+4+24-16—-9—-4)=5
4 4 3
1 -1 2
Dy =(-1)?*3:3 1 1|=(-1)-B3-4+12-8+9-2)=-10
4 2 3
1 -1 1
Dy, =(—1%*"-3 1 2|=1-(4—-8+6—-4+12-4)=6
4 2 4
-1 1 2
Dy; =131 0 2 3|/=1-(-6+6+0-8-0+12)=4
2 4 3
1 1 2
Dy, =(—1)3%2-|2 2 3|=(-1(6+12+16—16—-6—12) =0
4 4 3
1 -1 2
Dy;=(—=1)3*3-12 0 3(=1-(0-12+8-0+6—-6)=—4
4 2 3
1 -1 1
Dy, =132 0 2|=(-1)-(0-8+4-0+8-4)=0
4 2 4
-1 1 2
Dy=CD**1{ 0 2 3/=(-1:(-2+3+0-4—-0+6)=-3
1 2 1
1 1 2
Dy, =(-D**2-12 2 3[=1-24+9+48-12-2-6)=-1
3 21
1 -1 2
Dys=(C-D**3[2 0 3|=-1D-(0-94+4-0+2-3)=6
3 11
1 -1 1
Dypy=(C-D***-12 0 2(=1-(0-6+2-0+4—-2)=-2
3 1 2
-2 -6 8 —4 -2 3 4-3
Stad D = 3 5 -10 6| pr_|-6 5 0-1
0 -4 0 8 —-10 -4 6
-3 -1 6 -2 -4 6 0-2

-2 3 4 -3
-6 5 0-1
8 —-10 -4 6
—4 6 0-2

stagd MP =



—= 3 1 _37

2 4 4

-2 3 4 -3 3 5 0 1
ZatemM-1=1.[76 5 0-1]_ | 2 4 4
8 —-10 —4 6 2 -3 4 3

—4 6 0 -2 ; i

-1 2 0 —-=

2 2-

3. Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoca ciagu operacji elementarnych
(metoda Gaussa-Jordana)

Metoda Gaussa-Jordana wyznaczania macierzy odwrotnej do macierzy A polega
na tym, ze do danej macierzy nalezy dopisa¢ po prawej stronie macierz jednostkowg
tego samego wymiaru i za pomoca ciaggu operacji elementarnych (wykonywanych
na calych wierszach) doprowadzi¢ macierz A do postaci macierzy jednostkowej,
a macierz, ktora powstanie po prawej stronie, bedzie szukang macierzg A1,
Uwaga: W metodzie Gaussa—Jordana mozna wykorzystywac tylko operacje elemen-
tarne na wierszach. Nie mozna zamienia¢ miejscami kolumn.

Przyktad 1.8.3.

Wyznaczy¢ macierze odwrotne do danych macierzy (o ile istnieja) metoda Gaussa-
Jordana (metodg ciagu operacji elementarnych).

1 12
A=
a) 6 -3
3 0 0
b) B=(2 3 0
1 2 3
[4 3 2
c) C=|(0 2 1
11 1 0
1 -1 1 2
{2 0 2 3
d) M= 3 1 21
4 2 4 3
Rozwigzanie
1 12
a) A_[6 23

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej do danej ma-
cierzy:
1) A jest macierza kwadratowa,

» den=|! |1 Cn-12-6=-3-72= 75
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b)

58

Powyzsze warunki sa spelnione, zatem A~ istnieje.
W kolejnym kroku tworzy sie macierz rozszerzong i sprowadza si¢ ja do postaci
bazowej. Fakt, Ze wyznacznik macierzy A # 0 (czyli to, ze macierz A jest nieoso-

bliwa), gwarantuje, ze uda si¢ ja sprowadzi¢ do postaci macierzy jednostkowej.
1

1 12 1 0] W2—6W1[1 12 1 o]ﬂ

6 -3 0 1 0 =75 -6 1
1 21 4
7w2[1 12 1 O] wi-t2wy|1 0 35 3
—> 2 1| é—m——
0 1 5z —7% 01 2 _2*
25 75
1 A
—1 _ |25 25
Zatem A™1 = 2 1
25 75
3 0 O
B=12 3 0
1 2 3

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) B jest macierza kwadratows,

3 00
2) detB={2 3 0[=3-3-3+40-0-1+2-2-0—-0-3-1-
1 2 3

-0:2:3-0:2:3=27+0+0-0-0-0=27.
Powyzsze warunki s3 spetnione, zatem B~ istnieje.
W kolejnym kroku tworzy sie macierz rozszerzong i sprowadza si¢ ja do postaci
bazowej. Fakt, Ze wyznacznik macierzy B # 0 (czyli to, Ze macierz B jest nieoso-
bliwa), gwarantuje, ze uda sie ja sprowadzi¢ do postaci macierzy jednostkowe;.
[300100] [123001]%—2W1

W1 W3
—

W3—3 Wy
2 3 0 010 2 3 0 010
1 2 3 0 01 300 1 00

Wy—2 W
W§_3W1 1 2 3 0 0 1 (—1)w,
«—|0 -1 -6 0 1 =2|«——
0 -6 -9 1 0 -3
-2
(—1)w, 1 2 3 0 0 1 “’/"vls +6“/’V"22
0 1 6 0 -1 2]—
0 -6 -9 1 0 -3



c)

w3+6wW,
«—|0 1 6 0 -1 2|e—

Wit2Warg 0 -9 0 2 —3]_w3
0027 1 -6 9

[ I 0 0]
Lyt 0 -9 0 2 =Spwitowsig g 9 3 T
27016?_%%2”010—5 > 0
0 0 1;—; 3 [0011—34
27 9 3
I 00
3
Zatem B™1 = _2 l0
9 3
1 2 1
l5 -5 3l
4 3 2
c=lo 2 1
11 0

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) Cjest macierzg kwadratows,

4 3 2
2) detC=1|0 2 1/=4-2-0+3-1-1+0-1-2-2-2-1-
1 10

-3:-0:0-1-1-4=0+3+0-4-0—-4=-5.
Powyzsze warunki sg spetnione, zatem C™1 istnieje.
W kolejnym kroku tworzy sie macierz rozszerzong i sprowadza si¢ ja do postaci
bazowej. Fakt, ze wyznacznik macierzy C # 0 (czyli to, ze macierz C jest nieoso-
bliwa), gwarantuje, ze uda si¢ ja sprowadzi¢ do postaci macierzy jednostkowe;j.

432 10 0] yout 1000 17, ..
021010021010
110001 432 100
a[l 10 00 1], 41 1.0 0 0 1]%gw
——lo 2 1 01 0f——]0 1 3 1 1 -4/
0 -1 2 1 0 —4 0 -1 2 1 0 —4
Wi— W
wiwarl 0 -3 -1 -1 5] 1,
01 3 1 1 -4
00 5 2 1 -8
1 _z 1
L[t 0 -3 71 1 Spwitdwsiy g g 55 s
: 11 —4 3w 1oz s
o1 3 I 1 -4 01 0-; ¢ =
0 0 1 < T s [00131_§J
5 5 5
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d)
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12 1
5 5 5
-1 _|_1 2 4
ZatemC—55 :
2 1 8
L5 5 -3
1 -1 1 2
12 o 2 3
M_3 1 21
4 2 4 3

Najpierw nalezy sprawdzi¢ warunki istnienia macierzy odwrotnej:
1) M jest macierza kwadratowa,

1 -1 1 2
2 0 2 3 0 23
2) detM = =1-(-D¥™-{1 2 1|+
3 1 21 2 4 3
4 2 4 3
2 2 3 0 3
+ (=1 (D213 2 1+1-(—1)1+3-‘3 1 1|+
4 4 3 4 2 3
2 0 2
+2- (-3 1 2‘=1-(0+4+12—12—6—0)+
4 2 4

+(-1)-(-1)-(12+8+36—-24—-18-8) +
+1-(64+0+18-12-0-4)—-2-(8+0+12-8-0-8) =
=-2+6+8-8=4
Powyzsze warunki sg spetnione, zatem M~ istnieje.
W kolejnym kroku tworzy sie macierz rozszerzong i sprowadza si¢ ja do postaci
bazowej. Fakt, Ze wyznacznik macierzy M # 0 (czyli to, ze macierz M jest nieo-
sobliwa), gwarantuje, ze uda si¢ ja sprowadzi¢ do postaci macierzy jednostkowe;j.

1 -1 12100 0]wisw[l -1 1 2 100 0],
2 0 23 0 1 0 Ojweaw |0 2 0 -1 -2 1 0 0fz™
31210010 0 4 -1 -5 =3 0 1 0
4 2 4300 0 1 0 6 0 -5 —4 0 0 1
1 -1 1 2 1 00 Witw,
£ 1 1 W3—4-W2
2V2 (0 1 0 —E -1 E 0 O0f|ws—6w,

0 4 -1 -5 =3 0 1 0

0 6 0 -5 —4 0 0 1
witwa 1 0 1 2 o L o 0]
W3—4W, 2 2
Wbl q i TS P

00 -1 -3 1 -2 10

00 0 -2 2 -3 0 1
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2. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu drugiego mozna bez trudu:

e poda¢ definicje ukladu réwnan liniowych i wyrézni¢ typy ukladow réownan
liniowych ze wzgledu na liczbe rozwiazan,

e rozwiazac¢ uklady réwnan liniowych niejednorodnych,

e rozwiazac¢ uklady réwnan liniowych jednorodnych,

e rozwigzac¢ uklady n rownan z n niewiadomymi, stosujac metode macierzy od-
wrotnej, wzory Cramera oraz metode ciaggu operacji elementarnych,

e rozwigza¢ uklady n rownan z m niewiadomymi, stosujac metode ciagu ope-
racji elementarnych,

e wyznacza¢ rozwigzanie ogélne i rozwigzania bazowe ukladu réwnan linio-

wych.

2.1. Pojecie uktadu réwnan liniowych

Uktad réwnan liniowych to koniunkcja przynajmniej dwdch réwnan. Uklady réw-
nan mogg si¢ jednak sktada¢ z wigkszej liczby réwnan i wigkszej liczby niewiado-
mych. Mozna zatem powiedzie¢, ze uklad réwnan liniowych to uktad réwnan, w kto-
rym wystepuje dowolna liczba réwnan liniowych i jednoczesnie nie wystepuja w nim
zadne réwnania wyzszego rzedu.

Definicja uktadu réwnan liniowych
Uktad réwnan postaci

allxl + a12X2 + a13X3 + -4 alan = bl
ar1Xq + ay2XH + ay3X3 + -+ ArnXpy = bz
a31X1 + a32X2 + a33X3 + -+ a3an = b3 (2.1)

amlxl + am2X2 + am3X3 + -+ aman = bm

nazywa si¢ ukladem m réwnan liniowych o n niewiadomych x4, X5, ..., Xp.
Liczby rzeczywiste a;; oraz b; nazywa si¢ wspdtczynnikami uktadu.
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Uktad réwnan moze miec:
e tyle samo niewiadomych co réwnan (n = m),
e wiecej niewiadomych niz réwnan (n > m),
e mniej niewiadomych niz réwnan (n < m).

Macierz
ai1 Qg2 Q1in
a=|% G T G (22)
Omi1 Om2 *°° Qmn

nazywa sie macierza wspotczynnikéw przy niewiadomych lub macierza podstawowa
ukladu réwnan liniowych.

W przypadku, gdy liczba niewiadomych jest taka sama jak liczba réwnan, A jest

macierza kwadratowa. W pozostalych przypadkach s3 to prostokatne macierze
wspotczynnikéw. Ciag wyrazéw wolnych by , b, , ..., by, nazywa sie kolumng wy-
razé6w wolnych ukladu réwnan lub wektorem wyrazéw wolnych i mozna go zapisac
jako:
b,
b,
bm
Wektor

X =

nazywa si¢ wektorem niewiadomych.
W s$wietle powyzszego uktad réwnan liniowych (2.1) mozna zapisac jako réwna-
nie macierzowe:

A-X=B (2.3)

Przyktad 2.1.1.

Podane uklady réwnan liniowych zapisa¢ w postaci rownan macierzowych.
2x4 + 3%, =5
) {3x1 - 2X, =1
b) {4)(1 — 6X, +2x3 =0
31+ 2X, +X3 = 6
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c) X1 +2x,=6
5% —3x, =4
2x1 — 3x, +x3=0
d) {3x;+ 2x, —X3 = 2
—Xq —2X3 = 4
Rozwigzanie
2%; + 3x, =5
) 13, — 2, = 1
Nalezy utworzy¢ macierz wspotczynnikéw przy niewiadomych
2 3
A= [3 _2]
oraz wektor wyrazow wolnych
5
B = [1]
i wektor niewiadomych
X1
X = [Xz]
Stad uklad réwnan przyjmuje posta¢ rownania macierzowego
5 72l [l =[]
3 2116 X2
b) {4)(1 — 6X, +2x3=0
31 + 2x, + X3 = 6
Nalezy utworzy¢ macierz wspdtczynnikow przy niewiadomych
A= [4 -6 2
3 2 1
oraz wektor wyrazow wolnych
0
B= [6]
i wektor niewiadomych
X1
X= [XZI
X3
Stad uklad roéwnan przyjmuje posta¢ rownania macierzowego
X1
4 -6 21.70
[3 2 1] ' [6] - kz]
3
X1 — X, =0
) { X, +2x, =6
5x; —3x, = 4
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d)

Nalezy utworzy¢ macierz wspétczynnikéw przy niewiadomych
1 -1

1 2]

5 -3

oraz wektor wyrazéw wolnych

0
B= (6
4
i wektor niewiadomych
X= [Xz]
Stad uklad réwnan przyjmuje posta¢ rownania macierzowego
1 -=1] [0 Xy
1 2[-(6| =]
5 =31 14

{le_ 3X2+X3=0

A=

3X1+ ZXZ_X3= 2
_Xl _2X3 == 4

Nalezy utworzy¢ macierz wspotczynnikéw przy niewiadomych

2 -3 1
A=| 3 2 —1]
-1 0 -2
oraz wektor wyrazéw wolnych
0
B= 2]
|4
i wektor niewiadomych
X
X= Xz]
| X3

Stad uklad roéwnan przyjmuje posta¢ rownania macierzowego

2 -3 171 [0 X1
3 2 =12 =|*2
-1 0 -21 14 X3

Definicja rozwigzania uktadu réwnan liniowych

Rozwigzaniem ukladu nazywa si¢ zbidér wszystkich takich wektoréw
xM,x@), .., x® ktére po podstawieniu w miejsce x; do powyzszych rownan daja
rownosci prawdziwe.
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Typy ukladéw réwnan liniowych ze wzgledu na liczbe rozwigzan:

1. Uklad réwnan liniowych, ktéry ma dokladnie jedno rozwigzanie, nazywa si¢
oznaczonym.

2. Uktad réwnan liniowych, ktéry ma co najmniej dwa rozwigzania, nazywa sie nie-
oznaczonym.

3. Kazdy nieoznaczony uklad réwnan liniowych ma nieskonczenie wiele rozwigzan
(to znaczy, ze niemozliwy jest przypadek, gdy wystepuja np. dokladnie dwa roz-
wigzania).

4. Uktad réwnan liniowych, ktéry nie ma zadnego rozwiazania, nazywa si¢ sprzecz-
nym.

2.2. Uktady rownan liniowych niejednorodnych

Klasyfikujac uklady réwnan liniowych, mozna wyrézni¢ uklady niejednorodne.

Definicja uktadu réwnarn liniowych niejednorodnych

Ukfad réwnan postaci (2.1) o m réwnaniach i n niewiadomych, gdzie wyrazy
wolne by, b,, ..., by, s3 rézne od zera, nazywa si¢ uktadem niejednorodnym lub
ukladem réwnan niejednorodnych.

Przyktad 2.2.1.
Poda¢ przyktady ukltadéw réwnan niejednorodnych.
Rozwigzanie
X1 + 2X2 = 2
a) X1 — 4X2 =—4

4X1_X2 +X3=7

b) 2X1+X2+5X3 =5

c) X1+ 2%, =1

X, +3x, +2x3 =0
d) { 2x;+4x, +x3=0
Xq — 2Xp + 2x%3 = —1
Powyzsze przyklady sg uktadami réwnan niejednorodnych, poniewaz w kazdym

z nich wektor wyrazéw wolnych jest wektorem niezerowym.
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Warunki istnienia rozwigzan ukladu réwnan liniowych niejednorodnych

Uktad réwnan liniowych niejednorodnych postaci (2.1) moze by¢ ukladem oznaczo-
nym (gdy ma doktadnie jedno rozwigzanie), nieoznaczonym (gdy ma nieskonczenie
wiele rozwigzan) badz sprzecznym (gdy nie ma rozwigzania).

Aby okresli¢, czy dany uklad niejednorodny ma rozwiazanie, mozna zastosowac
twierdzenie Kroneckera—Capellego. W tym celu konieczne jest wprowadzenie poje-
cia macierzy uzupelnionej/rozszerzone;j.

Niech U bedzie macierza o wymiarze m X (n + 1) powstalg z macierzy A wy-
miaru m X n przez dofaczenie do macierzy A dodatkowej kolumny powstatej z wek-
tora wyrazoéw wolnych B, tj.

a11 Xl + -+
az1 |X1 + -+ azn [ Xn =| b,
a31 Xl + "'+

Am1|Xq + - +|Amn| Xn =|by,

| i1t Qin | |bq || ayy v Qn by

a21 a2n b a a b

U=|| : - : ;2 = ;21 . ?n :2 (2.4)
| Gmi """ Qmn bm 1 m1 *** Qmn bm

Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Uktad réwnan liniowych:

e ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy A
wspotczynnikéw przy niewiadomych tego ukladu jest rowny rzedowi macie-
rzy uzupelnionej/rozszerzonej U, czyli r(A) = r(U) = n. Taki uktad nazywa
sie ukltadem oznaczonym;

e ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n —r parametréw w przy-
padku, gdy r(A) = r(U) < n. Taki uktad nazywa si¢ ukladem nieoznaczo-
nym;

e nie ma rozwigzan, jezeli rzad macierzy A wspdtczynnikéow przy niewiado-
mych ukladu réwnan nie jest rowny rzedowi macierzy rozszerzonej U tego
uktadu, tzn. r(A) # r(U). Taki uktad nazywa sie ukladem sprzecznym.
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Przyktad 2.2.2.

Korzystajac z twierdzenia Kroneckera—-Capellego, okresli¢ liczbe rozwigzan ukiadu

réwnan liniowych niejednorodnych.

a)

b)

<)

d)

X1 +2x, =4
2X{ +X, =6
X1 +2%X, + X3 =4
2Xy + X5 +5x3 =5

X1+2X2_X3=4‘
2X1 + X, +2x3 =6
4X1 +2X2 +4X3 =—6

Rozwigzanie

a)

b)

68

{Xl + ZXZ =4
2X1 + Xy = 6
Nalezy utworzy¢ macierz wspétczynnikow A
_ 2
A= [2 1]
Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspolczynni-

kow jest macierza kwadratowa o wymiarach 2 X 2, zatem jej rzad moze by¢ naj-
wyzej rowny 2. Wystarczy obliczy¢ jej wyznacznik.
det A = |§ i| —1—4=-3, detA#0, zatem r(A) = 2

Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U

u=l; 1 ¢

Nalezy okresli¢ rzad macierzy U
r(U) <min(2,3) =2
Stad wniosek: r(U) = r(A) = 2, zatem uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Jest to wigc uklad oznaczony.
X1+ 2X, + X3 =4
{le + X, +5%x3 =5
Nalezy utworzy¢ macierz wspétczynnikow A

A=y 1 4

Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspoélczynni-
kow jest macierza prostokatng, zatem jej rzad moze by¢ najwyzej réwny mniej-
szemu z jej wymiarow. Wystarczy zatem wybra¢ podmacierz o wymiarach 2 x 2
i obliczy¢ jej wyznacznik.



d)

12
Al_[z 1]
detA; = |§ i| —1—4=-3, detA, #0, zatem r(A) = 2

Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U

_1 2 14
u= [2 15 5]
Nalezy okresli¢ rzad macierzy U

r(U) <min(2,4) =2
Stad wniosek: r(U) = r(A) = 2, zatem uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Jest to wigc uklad oznaczony.

2X{ — X, =3

X; +2x, =5

3x; — 5%, =3
Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspolczynni-
kow jest macierza prostokatng, zatem jej rzad moze by¢ najwyzej réwny mniej-
szemu z jej wymiaréw. Wystarczy zatem wybra¢ podmacierz o wymiarach 2 X 2
i obliczy¢ jej wyznacznik.

1 -1
Ay = [1 2]
detA, = } _;| =2+1=3, detA, #0, zatemr(A) = 2
Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
2 -1 3
U=|1 2 5]
3 -5 3

Nalezy okresli¢ rzad macierzy U.
W tym przypadku macierz rozszerzona U jest macierza kwadratowa o wymia-
rach 3 X 3, zatem jej rzad moze by¢ réwny 3. Nalezy obliczy¢ jej wyznacznik

2 -1 3
detU= |1 2 5/=12+(=15)+(-15)—18+3+50 =17
3 -5 3

zatem r(U) = 3.
Stad wniosek: r(U) # r(A), zatem uklad nie ma rozwigzania. Jest to wiec uktad
sprzeczny.
Xq + 2%, —x3 =4
{ 2X{ + X5 +2x3 =6
4xq + 2x, + 4X3 = —6
Nalezy utworzy¢ macierz wspétczynnikow A

1 2 -1
A=12 1 2
4 2 4
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Nastepnie okredla si¢ rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspdtczynni-
kow jest macierza kwadratowa o wymiarach 3 X 3, zatem jej rzad moze by¢ naj-
wyzej rowny 3. Wystarczy obliczy¢ jej wyznacznik

1 2 -1
detA=(2 1 2|=0 zatem r(A) <3
4 2 4

Mozna wybra¢ podmacierz o wymiarach 2 X 2 i obliczy¢ jej wyznacznik. Mozna
réwniez okresli¢ rzad macierzy A inng metoda, np. ciagu operacji elementarnych.

1 2 -1 Wa—2w, 1 2 -1 Wa—2Wy 1 2 -1 —ng
2 1 2016e—12 1 2|— |0 -3 4| —
4 2 4 0 0 0 0 0 0

— —Sl—1o0 1 zatem r(A) = 2

s 121, [t >
3 0 1 4 1 2 3 f
3
0 0 0 0 0 0
Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
1 2 -1 4
U=(2 1 2 6]
4 2 4 -6
Nalezy okresli¢ rzad macierzy U.

W tym przypadku macierz rozszerzona U jest macierza prostokatng o wymiarach
3 X 4, zatem jej rzad moze by¢ najwyzej réwny mniejszemu z jej wymiaréw.
Mozna zatem wybra¢ podmacierz o wymiarach 3 X 3 i obliczy¢ jej wyznacznik
badz skorzysta¢ z metody ciagu operacji elementarnych.

1 2 -1 4 Wa—2w, 1 2 -1 4 Wo—2wy
2 1 2 6|l—|2 1 2 6|—/7
4 2 4 12 0O 0 0 O
Wy —2Wq _1 2 _1 4 _g 2 1 2 _;11_ Azl- Wq1—2W;
«—— |0 -3 4 —2|le—1|0 1 -3 3 —
0 O 0 0 00 0 0
(1 0 5 8
W1—2W; 3 3
0 1 —2% 2| zatem r(U) =2
3 3
0 0 0 O

Stad wniosek: r(U) = r(A) = 2 < 3, zatem uklad ma nieskonczenie wiele roz-
wigzan zaleznych od jednego parametru. Jest to wiec uklad nieoznaczony.



2.3. Uktady rownan liniowych jednorodnych

Innym rodzajem ukladéw réwnan liniowych s ukfady jednorodne.

Definicja uktadu réwnan liniowych jednorodnych
Uktad réwnan postaci

o m réwnaniach i n niewiadomych, gdzie wyrazy wolne by, b, ..., by, s3 réwne
zero, nazywa si¢ ukladem jednorodnym lub ukladem réwnan jednorodnych.

a11X1 + a12X2 + a13X3 + -+ alan = 0
a21X1 + a22X2 + a23X3 + -+ a2an = 0
{ asz1Xq + az3;XH + a33X3 + -+ A3znXp = 0 (2.5)

kamlxl + ApXy + ApzXz + o+ AppXp =0

Przyktad 2.3.1.
Poda¢ przyktady ukltadéw réwnan jednorodnych.
Rozwigzanie

X1 + 2X2 =0

a)

b)

c)

d)

X1_4X2=0
X1+2X2+2X3=0
2X1+X2+3X3=0

3%y +3x, +2x3 =0
2xq4 +4x, +3x3 =0
2X1 — 2%, +2x3 =0
Powyzsze przyklady sa ukltadami réwnan jednorodnych, poniewaz w kazdym

z nich wektor wyrazéw wolnych jest wektorem zerowym.

Warunki istnienia rozwigzan ukladu réwnan liniowych jednorodnych

Uklad réwnan liniowych jednorodnych:

ma zawsze rozwigzanie zerowe x; = X, = -+ = X, = 0, ktére nazywa sie roz-
wigzaniem trywialnym. Jezeli wiadomo, ze jednorodny uktad réwnan liniowych
ma jedno rozwigzanie, a jest tak, kiedy r(U) = r(A) = n, to wiadomo takze,
ze jest to na pewno rozwiazanie zerowe. Taki uklad nazywa si¢ ukladem ozna-
czonym;

71



ma inne rozwigzania oprocz rozwigzania zerowego, gdy rzad macierzy A wspol-
czynnikow przy niewiadomych tego uktadu jest rowny rzedowi macierzy rozsze-
rzonej U i jest mniejszy od liczby niewiadomych (r(U) = r(A) < n). Taki uktad
nazywa si¢ ukladem nieoznaczonym;

uklad réwnan liniowych jednorodnych nigdy nie jest ukladem sprzecznym,
poniewaz zawsze ma przynajmniej jedno rozwigzanie (rozwigzanie zerowe).

Przyktad 2.3.2.
Okresli¢ liczbe rozwiazan ukladu réwnan liniowych jednorodnych.
3% —2x, =0
D 2%, + 3%, = 0
b) 5%, +x, —2x3 =0
2X1{ —3x,+ x3 =0
31 — 2%, +x3=0
c) 42%X4 +3x, —x3 =0
2X1 +3x, +x3=0
5% + %X, —2X3 +%X4 =0
d) {2x; —=3x,+ x3+x4, =0
21 — 3%, — X3 — x4 =0
Rozwiazanie
3% —2x, =0
D 2%, + 3%, = 0
Nalezy utworzy¢ macierz wspotczynnikow A
3 -2
A= [2 3]
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Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspolczynni-
kow jest macierzg kwadratowa o wymiarach 2 X 2, zatem jej rzad moze by¢ naj-
wyzej rowny 2. Wystarczy obliczy¢ jej wyznacznik
detA = |§ ‘32| — 9 — (—4) = 13, zatemr(A) = 2
Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
_3 -2 0
v= [2 3.0
Nalezy okresli¢ rzad macierzy U

r(U) <min(2,3) =2
Stad wniosek: r(U) = r(A) = 2, zatem uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Jest to wigc uklad oznaczony.



b) {5X1+X2—2X3 =0

<)

2X1_3X2+ X3 =0

Nalezy utworzy¢ macierz wspétczynnikow A

_ 1 -2
A= [2 -3 1]
Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspoélczynni-
kow jest macierza prostokatng, zatem jej rzad moze by¢ najwyzej rowny mniej-
szemu z jej wymiaréw. Wystarczy zatem wybra¢ podmacierz o wymiarach 2 X 2
i obliczy¢ jej wyznacznik.

_[ 1

Ay = [2 _3]
detA, = |§ _13| — _15—2=—17, detA, # 0 zatem r(A) = 2

Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U

u=l 5 1

Nalezy okresli¢ rzad macierzy U
r(U) <min(2,4) =2
Stad wniosek: r(U) = r(A) = 2, natomiast n = 3. Rzad macierzy A jest réwny
rzedowi macierzy U, ale mniejszy od liczby niewiadomych. Ponadto liczba réw-
nan jest mniejsza od liczby niewiadomych, zatem uklad ma wiecej niz jedno roz-
wigzanie. Taki uklad jest ukladem nieoznaczonym.
31 — 2%, +x3 =0
2x1 +3x, —x3=0
2X1 +3%x, +x3=0
Nalezy utworzy¢ macierz wspdtczynnikow A
3 =2 1
2 3 —1]
2 3 1
Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspoélczynni-

A=

kow jest macierza kwadratowa o wymiarach 3 X 3, zatem jej rzad moze by¢
réwny 3. Wystarczy obliczy¢ jej wyznacznik

3 =2 1
detA = |2 3 —-1|=94+4+6—-6+9+4=26
2 3 1

detA # 0 zatemr(A) =3
Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U

3 -2 1 0
U=|2 3 -1 0
2 3 1 0

Nalezy okresli¢ rzad macierzy U
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d)
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W tym przypadku macierz rozszerzona U jest macierzg prostokatng o wymiarach
3 X 4, zatem jej rzad moze by¢ najwyzej rowny mniejszemu z wymiarow tej ma-
cierzy: r(U) < min(3,4) = 3.

Stad wniosek: r(U) = r(A) = n = 3, zatem uklad ma dokladnie jedno rozwig-
zanie. Jest nim rozwigzanie zerowe. Taki uktad jest ukladem oznaczonym.
51+ X5 — 2x3+x4 =0

2% —3x,+ X3+x4 =0

2X{ —3X;— X3—X4 =0

Nalezy utworzy¢ macierz wspdlczynnikow A
5 1 -2 1

A=2 -3 1 1]

2 -3 -1 -1

Nastepnie okresla sie rzad macierzy A. W tym przypadku macierz wspoélczynni-

kow jest macierza kwadratowg o wymiarach 3 X 4, zatem jej rzad by¢ najwyzej
réwny mniejszemu z jej wymiaréw. Wystarczy zatem wybra¢ podmacierz o wy-
miarach 3 X 3 i obliczy¢ jej wyznacznik.

5 1 -2
Ay =2 -3 1]
2 -3 -1
501 -2
detA; =[2 -3 1|=1542+12-12+2+15=34
2 -3 -1

detA; # 0, zatemr(A) = 3

Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
5 1 -2 10

U=12 -3 1 1 0]

2 -3 -1 -1 0

Nalezy okresli¢ rzad macierzy U

W tym przypadku macierz rozszerzona U jest macierza prostokatng o wymiarach
3 X 5, zatem jej rzad moze by¢ najwyzej rowny mniejszemu z wymiarow tej ma-
cierzy: r(U) < min(3,5) = 3.

Stad wniosek: r(U) = r(A) < n = 4. Rzad macierzy A jest réwny rzedowi ma-
cierzy U, ale mniejszy od liczby niewiadomych. Ponadto liczba réwnan jest
mniejsza od liczby niewiadomych, zatem uklad ma wiecej niz jedno rozwiazanie.
Taki uklad jest uktadem nieoznaczonym.



2.4. Uktad rownan Cramera

Ukfad réwnan liniowych nazywa sie uktadem Cramera, jesli macierz tego uktadu jest
nieosobliwa (co w szczegdlnosci oznacza, ze jest kwadratowa, czyli ze jest tyle samo
réwnan co niewiadomych oraz ze jej wyznacznik jest rézny od zera). Znaczenie ukfa-
dow Cramera wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie Cramera
W przypadku, gdy liczba réwnan ukfadu (2.1) jest réwna liczbie niewiadomych
(@11X1 + Q12X + Ag3X3 + -+ a;pXy = by
a21X1 + a22X2 + a23X3 + -+ aann = b2
a31X1 + a32X2 + a33X + -+ a3an - b3, (2.6)

an1Xq1 + AppXp + Ap3Xz + -+ appXy = by
macierz ukladu (2.2) jest macierzag kwadratowa. Jezeli dodatkowo jest to macierz
nieosobliwa (czyli kwadratowa o wyznaczniku r6znym od zera), wowczas uktad
ten nazywa si¢ ukladem Cramera. Przedstawiajac ten uktad w postaci réwnania
macierzowego (2.3), mozna wyznaczy¢ jego rozwigzanie, wykorzystujac odwrot-
no$¢ macierzy ukladu.

1. Rozwigzanie ukladu rownan metoda macierzy odwrotnej

Uktady Cramera mozna rozwigzywac kilkoma metodami (znang ze szkoly metoda
podstawiania czy metoda przeciwnych wspélczynnikow), ale tez wykorzystujac ra-
chunek macierzowy - metoda macierzy odwrotne;.

Twierdzenie o liczbie rozwigzati réwnania macierzowego
Jezeli macierz wspdlczynnikow A jest macierzg kwadratowq i nieosobliwa, to row-
nanie (2.3) ma doktadnie jedno rozwigzanie; rozwigzaniem tym jest X = A~1 - B.

Dowod

Dany uklad réwnan nalezy zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego (2.3)
A-X = B. Mnozac obie strony tego réwnania przez macierz A™! z lewej strony
(pamigtajac, ze mnozenie macierzy nie jest dzialaniem przemiennym), otrzymuje sie
A1 -A-X=A"1-B. Wiadomo, 7e A™1-A=1 zatem [-X=A"1-B. Stad
X=A"1-B.
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Macierz A~! mozna wyznaczy¢ jedna z metod: operacji elementarnych, z defini-

cji badz dopelnien algebraicznych.

Schemat rozwigzywania ukladu rownan metoda macierzy odwrotnej

e Dany uklad rownan nalezy zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego (2.3)
i wskaza¢ macierz wspotczynnikow A (2.2).

e Obliczy¢ wyznacznik macierzy wspotczynnikéw detA. Jesli detA # 0, to uktad
jest uktadem Cramera.

e  Wyznaczy¢ A~! dowolng metodg (np. operacji elementarnych, z definicji badz
dopelnien algebraicznych).

e  Wymnozy¢ uzyskang macierz A~1 przez wektor wyrazéw wolnych B.

e Uzyskany wektor X jest rozwigzaniem ukladu réwnan.

Przyktad 2.4.1.
Rozwigza¢ uklad réwnan metoda macierzy odwrotne;.
2X1 - 7X2 =2

) 4x, - 2x, = 12
X1+ X, + x3=1
b) {x; +2x,+ 3x3=0
X1 + 3x, + 4x3 =2
X1 +2Xy —X3 =2
c) X1 +3x, — X3 =4
X1+ X, — X3=5
2X1 — Xy =1
X1+ Xp— X3 =

d) XZ + X3 - X4 =
—2X3 + X4 =0
Rozwiazanie
) { 2X1 - 7X2 =2
4x, — 2x, =12
Nalezy utworzy¢ macierz wspotczynnikow A
_[2 =7
A= [4 —2]

a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik

detA =7 TI|=-4-(-28)=24

detA = 0, zatem uktad jest uktadem Cramera, co oznacza, ze istnieje macierz A~ .
Macierz A~! mozna wyznaczy¢ np. metoda ciggu operacji elementarnych.
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b)

[2 -7 1 0] Wy —2W, [2 -7 1 0 12w,+7w,
4 0

-2 0 1 12 -2 1
1
o 10 —— 2
12w,+7w, [24 0 -2 7 =Wz _E Z
0 12 -2 1 o 1 -1 L
6 12
-1 7
. . . -1 _ 12 24
Macierza odwrotng jest macierz A 1= 11

6 12
W kolejnym kroku uzyskang macierz A~! nalezy wymnozy¢ przez wektor wyra-

z6w wolnych B = [ 122]

1 7 1 7 10

T B Y A T e T M
_1 1)1 12 _l.2+i.12 2

6 12 6 3

10
Uzyskany wektor X = l g ] jest rozwigzaniem uktadu réwnan.
3

X1+ X, + x3=1
Xy +2x,+ 3x3=0
Xq + 3%y + 4x3 = 2
Nalezy utworzy¢ macierz wspolczynnikow A

11 1
A=11 2 3]
1 3 4
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
1 11
detA=1]1 2 3|=8+3+3-2-9-4=-1
1 3 4

det A # 0, zatem uklad jest ukladem Cramera, co oznacza, ze istnieje macierz AL
Macierz A™! mozna wyznaczy¢ np. metodg ciggu operacji elementarnych

1 1 1 0 0] W™+ 111 1 1 0 0] W™
1
1 1 0 2 3 -1 01

1
2 1 0|<E™i,lg 1 2 —1 1 of
3 0

[10—1 0—10]_w3[10—1 0 -1 0]

01 2 -1 1 0l—>lo 1 2 -1 1 o0
0 1 0 0

W1+W3 0
1
0

BwW

0 -2 1 1 -1 2 -1
0 -1 1 -1

0 1 -3 2]

1 -1 2 -1
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c)

d)
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-1 1 -1
Macierzg odwrotng jest macierz A™1 = [ 1 -3 2]
-1 2 -1
W kolejnym kroku uzyskang macierz A~! nalezy wymnozy¢ przez wektor wyra-
1
z6w wolnych B = [0

2
-1 1 -11 1 -3
At-B=|1 -3 2[-|o[=| 5
-1 2 =11 12 -3
-3
Uzyskany wektor X = | 5| jest rozwigzaniem ukladu réwnan.

-3

X1+3X2_X3=4

{X1+2X2_X3=2
X1+ X2_X3=5

Nalezy utworzy¢ macierz wspotczynnikow A

1 2 -1
A=|1 3 —1]
1 1 -1
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
1 2 -1
detA=|1 3 -1{=-3-2—-1+4+3+2+1=0
1 1 -1
det A = 0, zatem uklad nie jest uktadem Cramera, co oznacza, ze nie istnieje ma-
cierz A™1.
Oznacza to, ze ukltad nie ma rozwigzania.
2% — Xy =1
X1+ X —x3 =1
Xp+ Xz3— X4 =2

—2X3 +x4, =0
Nalezy utworzy¢ macierz wspotczynnikow A
2 -1 0 0
1 1 -1 0
o 1 1 -1
0o 0 -2 1

A=



a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik

2 -1 0

1 1 -1

detA = 0 1 1
0 0 -2

1 -1
+1-(-D*2)0 1
0 -2

0
0

-1

-1

1
0

1

1
1
0

=2. (_1)1+1

-1-(1+404+0-0-0-2)=1
detA = 0, zatem uktad jest uktadem Cramera, co oznacza, ze istnieje macierz A~ .

Macierz A~! mozna wyznaczyé np. metodg ciagu operacji elementarnych

2 -1 0 01000
1 1 -1 00 1 0 0f 2wew
0 1 1 -10010
0 0 -2 1000 1

2 -1 0 0 1 0 0 0]
2we-wi [0 3 =2 0 -1 2 0 0
—
0 1 1 -1 00 1 0
0 0 -2 1 0 0 0 1]
witw, [6 0 =2 0 2 2 0 0]
3wz-w, |0 3 -2 0 -1 2 0 0
00 5 -3 1 -2 3 0
00 -2 1 0 o0 0 1]
5W1+2W3
twiizwe [30 0 0 —6 12 6
—5wW,—2wW3 0 15 0 -6 -3 6
0 0 5 -3 1 -2
0 0 0 1 -2 4 -
wilew 730 0 0 0 0 30 —30
watsw, [0 15 0 0 —15 30 —30
—>
0 0 50 -5 10 —15
0 0 01 -2 4 -6
%0
wa
o000 01 -1 -1
T lo100 -1 2 -2 -2

—

0010 -1 2 -3 -3
0001 -2 4 -6 -5

-1 0
1 -1+
-2 1

oW o O

=2-(14+04+0-0+1-2)—

3wi+w,
3W3—W2

5W1+2W3
5wy +2wg
—5W4—2W3

U1 © O O

=30
-30
-15

Wq1+6Wy
Wy +6Wy
w3 +3W4

Wy
30
Wa
15
W3
5
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0 1 -1 -1
. . . 1_|-1 2 =2 =2
Macierza odwrotng jest macierz A™" = 1 2 -3 _3
-2 4 -6 -5
W kolejnym kroku uzyskang macierz A~* nalezy wymnozy¢ przez wektor wyra-
1
. 1
z6w wolnych B = )
0
0 1 -1 -1] [1 -1
a4 p_ |1 2 =2 =2 |1|_|-3
A=l 2 3 3l 2T s
-2 4 -6 =51 10 -10
-1
Uzyskany wektor X = ::; jest rozwigzaniem ukladu réwnan.
-10

2. Rozwiazanie ukladu réwnan za pomoca wzorow Cramera
Uktady Cramera mozna rozwiagzywaé rowniez za pomocg wzoréow Cramera — jest
to znana ze szkoty metoda wyznacznikowa (albo metoda wyznacznikow).

Twierdzenie o rozwigzaniu uktadu rownati przy uZyciu wzoréow Cramera
Jezeli macierz wspdlczynnikow ukladu réwnan jest kwadratowa i nieosobliwa,
to jedyne rozwigzanie (X4, Xy, ..., X, ) tego uktadu wyraza si¢ wzorem:

X = det A;
1™ deta

i=1,2,..,n (2.7)

w ktérym macierz A; oznacza macierz powstalg z macierzy A przez zastapienie jej
i-tej kolumny wektorem B.

Schemat rozwigzywania ukladu rownan ze wzoréw Cramera

e Dany uklad réwnan nalezy zapisa¢ w postaci rOwnania macierzowego (wzdr 2.3)
i wskaza¢ macierz wspotczynnikow A (wzor 2.2).

e Obliczy¢ wyznacznik macierzy wspotczynnikdw detA. Jesli detA # 0, to uktad
jest uktadem Cramera.

e Utworzy¢ macierz A4, zastepujac pierwszg kolumne macierzy A kolumng wyra-

z6w wolnych, i obliczy¢ det A;.
detA,
detA’

e W celu obliczenia x; nalezy podstawi¢ do wzoru (2.7): x; =
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Utworzy¢ macierz A,, zastepujac pierwsza kolumne macierzy A kolumng wyra-
z6w wolnych, i obliczy¢ det A,.

detA, .
TotA itd.

W celu obliczenia x, podstawiamy do wzoru x, =

Przyktad 2.4.2.

Rozwiaza¢ uklad réwnan, stosujac wzory Cramera.

a)

b)

d)

4x1 —2x, = 6

8x; — 3x, =13

X1 — Xy + X3 =2
2X1+ X, - x3=1

—Xq +2x3=1

X1+ Xp+2x3=9

X1+ 2%, + x3 =8

2x1 + 2%, +4x3 = 18

2% — 3%, + 2x3+4x,= 8
Xy + 2X, — 3%X3 —2x4 = —4
31 + 25— 2X3+X4= 2
—X; + 4X, + X3 —5%X, =-5

Rozwigzanie

a)

{ 4X1 - ZXZ =6
8X1 - 3X2 =13
Nalezy utworzy¢ macierz wspoétczynnikow A

_4 -2
A= [8 —3]
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
detA = |g :§| = 12— (~16) = 4
det A # 0, zatem uklad jest uktadem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A4, zastepujac pierwsza kolumne
macierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A4

_[6 -2
A= [13 3,
detA, = |13 _3| = —18— (=26) = 8
W celu obliczenia x; wykorzysta¢ wzor (2.7)
_detA; 8 )
= GetA 4

W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A,, zastepujac drugg kolumne ma-
cierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A,
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b)
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_[4 6

e

detA, = g 13| =52-48=4

W celu obliczenia x, wykorzysta¢ wzor (2.7)
__detA, 4 _ 2

X1 = detA = 4

2X1+ X, - %3 =1
—Xq + 2X3 =1
Nalezy utworzy¢ macierz wspétczynnikow A

{Xl—XZ-l- X3 = 2

1 -1 1
A=12 1 - 1]
-1 0 2
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
1 -1 1
detA=|2 1 -1|=6
-1 0 2

det A # 0, zatem uklad jest uktadem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A,, zastepujac pierwsza kolumne
macierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A;

2 -1 1
A;=11 1 -1
1 0 2
2 -1
detA;=[1 1 -—-1|=6
1 0 2
W celu obliczenia x; wykorzysta¢ wzor (2.7)
detA; 6

Xy = = -
detA 6
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A,, zastepujac drugg kolumne ma-

cierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A,

1 2 1
A,=[2 1 —1]
-1 1 2
1 2 1
detA, =2 1 -1|=0
-1 1 2
W celu obliczenia x, wykorzysta¢ wzor (2.7)
detA, 0 0
%2 detA ~ 6



d)

W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz As, zastepujac trzecig kolumne¢ ma-

1 -1 2
cierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ detA;A; = 2 1 1]
-1 0 1
1 -1 2
detA; =12 1 1|=6
-1 0 1
W celu obliczenia x5 wykorzysta¢ wzor (2.7)
__detAz; _ 6

Xo = =
37 deta 6

X1+ Xp+2x3=9
{ X1+ 2%, + x3=8
2xq + 2x, + 4x3 = 18
Nalezy utworzy¢ macierz wspolczynnikow A
1 1 2
A=11 2 1]
2 2 4
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
1 1 2
detA=1|1 2 1[=0
2 2 4
detA = 0, zatem ukfad nie jest ukladem Cramera, wigc nie ma rozwigzania.
2x1 — 3%, + 2X3+4%x, =8
X1+ 2X; — 3X3 — 2x4 = —4

3% + 2%y — 2X3+ X4 =2
—X; + 4%, + X3 —5%x4, =-5
Nalezy utworzy¢ macierz wspolczynnikow A
2 =3 2 4
1 2 -3 -2
A=l3 2 2 1
-1 4 1 -5
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
2 =3 2 4
1 2 -3 -2
detA = N —85
-1 4 1 =5
det A # 0, zatem uklad jest uktadem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A4, zastepujac pierwsza kolumne

macierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A4
8 -3 2 4

-4 2 =3 =2
2 2 =2 1

-5 4 1 -5

A1=
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a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
8 -3 2 4
-4 2 -3 =2
2 2 =2 1
-5 4 1 -5
W celu obliczenia x; wykorzysta¢ wzdr (2.7)
detA; -85 1
"= detA  —85
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A,, zastepujac drugg kolumne ma-

detAl = = _85

cierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A,
2 8 2 4
1 -4 -3 -2
3 2 -2 1
-1 -5 1 -5
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
2 8 2 4
1 -4 -3 -2
detA, = T 0
-1 -5 1 =5
W celu obliczenia x, wykorzysta¢ wzor (2.7)
detA, 0
2= Geth - Z85 "
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz Az, zastepujac trzecig kolumne ma-

A2=

cierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A3
2 -3 8 4
1 2 -4 =2
3 2 2 1
-1 4 -5 -5
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
2 -3 8 4
1 2 -4 =2
3 2 2 1
-1 4 -5 =5
W celu obliczenia x5 wykorzysta¢ wzor (2.7)
detA; -85 1
%= detA ~ —85
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz A,, zastepujac czwartg kolumne

A3=

detA3 = = _85

macierzy A kolumng wyrazéw wolnych, i obliczy¢ det A,
2 -3 2 8
1 2 -3 -4
3 2 =2 2

-1 4 1 -5

A4=



a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
2 -3 2 8
1 2 -3 -4
detA, = 3 5 _p o= -85
-1 4 1 -5
W celu obliczenia x4 wykorzysta¢ wzor (2.7)
__detA, _ -85

X, = = —=1
47 deta -85

3. Rozwigzanie ukladu Cramera metoda ciagu operacji elementarnych

Uklad réwnan Cramera mozna rozwigza¢ metoda ciagu operacji elementarnych,
opierajac si¢ na twierdzeniu Kroneckera-Capellego, ktdre jest bardziej uniwersalne
i dotyczy ukladéw n réwnan o m niewiadomych. Mozna je jednak zastosowac row-
niez do uktadéw n réwnan o n niewiadomych.

Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Jezeli dany jest uklad rownan liniowych postaci:
ai1X1 + aA12XH + a13X3 + -+ A1pnXp = b1
az1Xq + Ay0XyH + ay3X3 + -+ ArnXp = bZ
as31Xq + a37XoH + a33X3 + -+ A3pn Xy = b3

Am1X1 + QmaXy + Ap3Xz + o+ QX = by

to posiada on przynajmniej jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzA = rzU.
Oznacza to, ze rzad macierzy wspolczynnikow i rzad macierzy uzupelnionej
uktadu sg sobie rowne.

W przypadku ukladu Cramera zagwarantowane jest, ze det A # 0. Stad za po-
mocg ciggu operacji elementarnych uda sie przeksztalci¢ macierz U zdefiniowang
przez (2.4), tak aby doprowadzi¢ czes¢ macierzy po lewej stronie do postaci macierzy
jednostkowej, a kolumna wyrazéw wolnych powstala po prawej stronie bedzie sta-
nowi¢ rozwigzanie ukladu réwnan.

Schemat rozwigzywania ukladu Cramera metoda operacji elementarnych

e Dany uklad réwnan nalezy zapisa¢ w postaci rOwnania macierzowego (wzor 2.3)
i wskaza¢ macierz wspotczynnikéw A (wzér 2.2).

e Obliczy¢ wyznacznik macierzy wspotczynnikow detA. Jesli detA # 0, to uktad
jest uktadem Cramera.

e Utworzy¢ macierz uzupelniong ukladu U (zwang tez macierzg rozszerzona),
dopisujac po prawej stronie kolumne wyrazéw wolnych.
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e Za pomocy ciggu operacji elementarnych sprowadzi¢ macierz U do postaci
bazowe;j.

e Polewej stronie uzyska si¢ macierz jednostkowa, a po prawej kolumne wynikéw,
ktora stanowi wektor rozwigzan.

Przyktad 2.4.3.
Rozwigza¢ uklad rownan metoda ciagu operacji elementarnych.
X1 — Xp;=4
D Jx, +3x, = 8
X1+ X + x3= 0
b) {2x; + x, + x3=-1
—X; — Xy +2X3 = 3
X1 +X,+ X3 = 1
) { X1 —Xp;+2x3=-5

4X1 +X2 + 4X3 =-2
2X1 - 3X2 + 2X3 + 4’X4 = 8
X1 + 2X2 - 3X3 - 2X4 =—4

d) 3X1 + 2X2 - 2X3 + Xy = 2
—X; +4x, + x3—5x,=-5
Rozwigzanie
Xl - XZ =4
2) {xl +3x, =8
Nalezy utworzy¢ macierz wspdlczynnikow A

1 -1
A= [1 3]
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik

1 -1

detA = | 1 3| =4
det A # 0, zatem uklad jest uktadem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U, dopisujac do macie-
rzy A kolumne wyrazéw wolnych

_1 -1 4
u= [1 3 8
Macierz U nalezy sprowadzi¢ do postaci bazowej za pomoca ciaggu operacji ele-
mentarnych
1L At -1 w2 Pl iy 0‘5]
0 4 4 0 1 1 0 111

Ostatnla kolumna jest rozwigzaniem ukladu réwnan
X1 - 5, XZ - 1
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2X1+ X + X3=_1

X1+X2+X3= 0
b){

c)

—Xq1 — X3 + 2X3 = 3
Nalezy utworzy¢ macierz wspofczynnikow A

1 1 1
A= 2 1 1]
-1 -1 2
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
1 1 1
detA=| 2 1 1[=-3
-1 -1 2

det A # 0, zatem uklad jest uktadem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz rozszerzona U, dopisujac do macie-
rzy A kolumne wyrazéw wolnych

1 1 1 0
U=|] 2 1 1 —1]
-1 -1 2 3
Macierz U nalezy sprowadzi¢ do postaci bazowej za pomoca ciaggu operacji ele-
mentarnych
[ 1 11 0] WTNE [1 1 1 o] (—1)w, !1 11 olwl_WZ
2 1 1 -1j]e——|0 -1 -1 —1|]«<——0 1 1 1|
-1 -1 2 3 o o 3 3 0 0 33
Wl_w2[1 00 _1FW3[1 00 —1]W2_w3[1 00 —1]
«—0 1 1 1|0 1 1 1|0 |1 0 ©0
0 0 3 3 0 01 1 00 1 1
Ostatnia kolumna jest rozwigzaniem uktadu rownan
X =—-1,%x,=0,x3=1
Xi+Xp+ x3= 1
Xq — Xy +2x3 = =5
4% + Xy +4x3 = —

Nalezy utworzy¢ macierz wspdtczynnikow A

1 1 1
A=|1 -1 2]
4 1 4
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
1 11
detA=1|1 -1 2|=—-4+8+1—-(—4)—-4—-2=3
4 1 4

det A # 0, zatem uklad jest uktadem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U, dopisujac do macie-
rzy A kolumne wyrazéw wolnych
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1 11 1
U=1 -1 2 -5
4 1 4 =2
Macierz U nalezy sprowadzi¢ do postaci bazowej za pomocg ciagu operacji ele-
mentarnych
11 1 17 ., [+ 1 1 1 “Lw,
1 -1 2 -5|«——|0 -2 1 —-6|«——
4 1 4 =2 0 -3 0 -6 ;
101 1 1] wew [L 05 72
_%WZ 1 wWs3+3w, 1 3W3
—|0 1 -2 3 01 =2 3f——
-3 0 -6 o 0 -2 3]
2
3
- 3 Wl_EWZ
2y (B0 TR e, L0 0 L
— 0 1 1 3 «—|0 1 0 2
00 1 -2 00 112

Ostatnia kolumna jest rozwigzaniem uktadu réwnan
X =1, x, =2,x3 =2
2X1 — 3%, +2x3 +4x, = 8
Xq +2X, — 3X3 — 2x4 = —4
3x1 + 2%, —2X3+ X4 = 2
—X; + 4%, + X3 —5%x4 = =5
Nalezy utworzy¢ macierz wspdlczynnikow A
2 =3 2 4
1 2 -3 =2
3 2 =2 1
-1 4 1 -5
a nastepnie obliczy¢ jej wyznacznik
2 -3 2 4
1 2 -3 =2
3 2 -2 1
-1 4 1 -5
detA # 0, zatem ukfad jest ukladem Cramera.
W kolejnym kroku nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U, dopisujac do macie-

A=

detA = = —85,

rzy A kolumne wyrazéw wolnych
2 -3 2 4 8
1 2 -3 -2 -4
3 2 =2 1 2
-1 4 1 -5 =5

U=



Macierz U nalezy sprowadzi¢ do postaci bazowej za pomoca ciagu operacji ele-

mentarnych
2Wy—Wy
2 -3 2 4 8] 2ws-3w,
1 2 -3 -2 -4 2watwy
3 2 =2 1 2
-1 4 1 -5 -5
2Wy—Wq 7wW1+3w,
2ws—3w; |2 —3 2 4 81 7ws;-13w,
2Zwytwy 0 7 -8 -8 -—-16 TW4—5W3
—
0 13 -10 —-10 -—-20
0 5 4 —6 —2
7wW1+3w, 2Wy—wWq
7w3—13w, 2 -3 2 4 8 2w3—3w;
TW4—5W; 1 2 -3 -2 —4 2wytwy
— -5
3 2 =2 1 2
) -1 4 1 -5 -5 ; s
Wy—W W1 +3w
awaswy [2 =3 2 4 8] 7w,-13w,
2wytwy 0 7 —8 -8 —16 7W4—5W;
0 13 —-10 —-10 -20
0 5 4 —6 -2
14 0 -—-10 4 8 ws
0 7 -8 -8 —16|3z_
—
0 0 34 34 68
0 O 68 -2 66
(wi+10w3)/14
ws 14 0 -10 4 8 (Wo+8w3)/7
32 |0 7 —8 —8 —16| (-w,s+68w3)/70
0 O 1 1 2
0 O 68 -2 66
wi+10wsg
14
W2+8W3
(wi+10w3)/14 - 5
watswyy7  [14 0 =10 4 8] _w,{ssws
(—w4+68w3)/70 0O 7 -8 -8 -16 70
0 O 1 1 2
0 0 68 -2 66
wi1+10w3
14
WwWp+8w3
—W4,-}"768W3 1 0 0 1 2 W1—Wy 1 0 0 O 1
70 01 0 0 0O ws—=wsx |O 1 0 010
0 0 1 1 2 0 0 1 01
0 0 0 1 1 0 0 0 1(1

Ostatnia kolumna jest rozwigzaniem ukladu réwnan

x1=1,x,=0,x3=1,x4,=1



2.5. Ukiad m réownan o n niewiadomych

Uktad réwnan liniowych moze mie¢ m réwnan przy n niewiadomych (gdzie m # n).

Woéwczas klasyczne metody rozwigzan nie maja zastosowania. W takim przypadku

stosuje si¢ metode ciggu operacji elementarnych.

Schemat rozwigzywania ukladu m réwnan o n niewiadomych (m < n) metoda

ciagu operacji elementarnych

90

Jesli dany uktad réwnan ma wigcej niewiadomych niz réwnan, to jedng niewia-
doma (badz wiecej) nalezy zamieni¢ na parametr t i traktowac jak liczbe. Mozna
go zatem przenie$¢ na prawa strone réwnan. Nalezy utworzy¢ taki uklad, aby
liczba réwnan i niewiadomych byla taka sama.

Otrzymany uktad réwnan nalezy zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego
A - X = B i wskaza¢ macierz wspolczynnikow A, nastgpnie obliczy¢ jej wyznacz-
nik. Jesli det A # 0, to ukfad ma rozwigzanie. Jesli det A = 0, to nalezy wrdci¢
do uktadu wyjsciowego i wybra¢ za parametr inng niewiadomg, nastgpnie
sprawdzi¢ wyznacznik macierzy wspétczynnikow, czy jest rézny od zera.
Utworzy¢ macierz rozszerzong uktadu U, dopisujac po prawej stronie kolumne
wyrazow wolnych (wraz ze znajdujacym sie¢ tam parametrem t).

Za pomoca ciagu operacji elementarnych sprowadzi¢ macierz U do postaci ba-
zowej. Po lewej stronie uzyska si¢ macierz jednostkows, a po prawej kolumne
wynikéw, ktora stanowi rozwigzanie ogélne uktadu réwnan.

Aby uzyska¢ wszystkie rozwigzania bazowe, nalezy wstawi¢ za niewiadoma x4
zero i korzystajac z rozwigzania ogolnego, obliczy¢ parametr t, a nastepnie, wsta-
wiajac go do kolejnych réwnan, wyliczy¢ pozostate niewiadome. Nastepnie na-
lezy wstawi¢ za niewiadoma X, zero i korzystajac z rozwigzania ogoélnego, obli-
czy¢ parametr t, a nastgpnie, wstawiajac go do kolejnych réwnan, wyliczy¢ po-
zostale niewiadome. Liczba rozwigzan bazowych uktadu réwnan moze wynosi¢
nie wiecej niz liczba niewiadomych.



Przyktad 2.5.1.

Znalez¢ rozwigzanie ogdlne i wszystkie rozwigzania bazowe uktadu rownan.

X1 +2%X, + X3 =4
2) 2Xy + X5 +5x3 =5
b 31 + 2%, +x3= 7
) 2x4 + x5 + 5x3 = 13
2Xqy — 3%, +2x3 +4x, =8
c) {Xq1+ 2%, —3x3 —2x4, = —4
—Xq + 4%, + X3 — 5%4 = =5
d) 2Xq — 3%, +2x3 +4x4 = 8
X1 + 2X, — 3X3 — 2X4 = —4
Rozwiazanie
X1+ 2%, + X3 = 4
2) 2%y + X5 +5x3 =5

Uktad ma dwa réownania i trzy niewiadome.
Zatem niech x3 = t, gdziet € R
X +2x, +t=4
{2x1+x2+5t= 5
Xy +2x, =4—t
{2x1+x2 =5-5t
Nalezy utworzy¢ macierz A (macierz wspdtczynnikow)
1 2
A= [2 1]
i obliczy¢ jej wyznacznik
detA = |§ i|=1—4=—3
detA # 0, zatem uktad ma rozwigzanie.

Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
U= [1 2 4-t

2 1 5-5t
Nalezy sprowadzi¢ macierz U do postaci bazowej
12 4= goemn iz 4ot w2
— —>
2 1 5-5t 0 -3 —-3-3t
1 2 4- t] wi—2wz 11 0 2-— 3t]
0 1 1+t 0 1 1+t

Ostatnia kolumna jest rozwigzaniem ogélnym ukfadu réwnan
X, =2—3t

X,=1+ t teR

X3 = t
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b)
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W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ rozwigzania bazowe.
Niech x3 = 0, wtedy t = 0
stad, podstawiajgc do réwnania ogdlnego: x, = 1, x4 = 2

2
zatem pierwszym rozwigzaniem bazowym jest wektor [1]
0
Niech x, = 0, wtedy t = —1
stad, podstawiajgc do réwnania ogdlnego: X3 = —1, x; =5

5
zatem drugim rozwigzaniem bazowym jest wektor [ 0]
-1
Niechx; = 0, wtedy t = %

stad, podstawiajac do rdwnania ogdlnego: x3 = % , Xp = g
0
5
zatem trzecim rozwigzaniem bazowym jest wektor | 3
2
3
{3X1+2X2 +X3 =7
2X1 +X2 + 5X3 =13
Uklad ma dwa réwnania i trzy niewiadome.
Zatem niech x3 = t, gdziet € R
{3X1+2X2+t= 7
2%y + X, + 5t =13
{3X1+2X2 =7—-t
2%y + X, =13 -5t
Nalezy utworzy¢ macierz A (macierz wspdtczynnikow)
_[3 2
A= [2 1]
i obliczy¢ jej wyznacznik
13 2| _45_ 4_
detA=|5 {|=3-4=-1
detA # 0, zatem uklad ma rozwigzanie.
Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
_[B 2 7-t
v= [2 1 13- St]
Nalezy sprowadzi¢ macierz U do postaci bazowej
3 2 7-t ] W1—Ws [1 1 -6+ 4-t] W2—2wWy
— R —
2 1 13-5t 2 1 13-5t
W2—2wy [1 1 -6+ 4t] (-Dw; [1 1 —6+4t ] Wi-W;
— — —
0 -1 25-13t 0 1 —-25+13t

W1—Wp [1 0 19 — 9t]
0 1 -—-25+4+13t



<)

Ostatnia kolumna jest rozwigzaniem ogélnym ukfadu réwnan
Xy = 19— Ot
X, =—25+13t t€eR
X3 = t
W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ rozwigzania bazowe.
Niech x3 = 0, wtedy t = 0
stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: x, = —25, x; = 19

19
zatem pierwszym rozwigzaniem bazowym jest wektor [—25]

0
: — — 25
Niech x, = 0, wtedy t = e

. . o 25 22
stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: x5 = o X1 =5
22
13
zatem drugim rozwigzaniem bazowym jest wektor | 0
25
13
. 19
Niechx; = 0, wtedy t = —
9
. . o 19 22
stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: x5 = > X=7
0
22
zatem trzecim rozwigzaniem bazowym jest wektor | o
19
9

Xq + 2X, — 3X3 — 2x4 = —4
_Xl + 4X2 +X3 - 5X4 = _5
Uklad ma trzy réwnania i cztery niewiadome.

{2X1_3X2+2X3+4X4=8

Zatem niech x, = t, gdziet € R
2X1 — 3%, +2x3+4t=18
{Xl +2x, —3x3 — 2t = —4
—X; + 4%, + X3 — 5t = -5
2xq — 3%y + 2X3 = 8 — 4t
{Xl +2x, —3x3 = —4+2t
—Xq + 4%, + X3 = =5+ 5t
Nalezy utworzy¢ macierz A (macierz wspolczynnikow)

2 =3 2
A= 1 2 -3
-1 4 1
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i obliczy¢ jej wyznacznik

2 -3 2
detA=1| 1 2 —3/=4-9+8+4+3+24=34
-1 4 1

detA # 0, zatem uktad ma rozwigzanie.
Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
2 =3 2 8-4t
1 2 -3 —4+12t
-1 4 1 -5+5t
Nalezy sprowadzi¢ macierz U do postaci bazowe;j

U=

2 -3 2 8—4tf)iWevir2 -3 2 g—4t]/Witiwe
2wW3+wy 7W3—5W;
1 2 -3 —4+12t [0 7 —8 -—-16+8t
-1 4 1 -5+45t 0 5 4 -=-2+6t
7Twi1+3w 68w, +10wW,
7W;—5WZ 14 0 -10 8 —4t 68vvlz+8w33
«—|0 7 -8 -16+8t|c—
0 0 68 66 + 2t
/952 _1 0 0 B2 t
w4 -
68w +10w _ w,/476 34 34
68wlz+8w33 952 0 0 1204 -—252t wz3/68 20 20
—| 0 476 0 —-560+560tf]<——|0 1 0 —1—7+1—7t
0 0 68 66 + 2t o1 33+1t
— 34 34
Ostatnia kolumna jest rozwigzaniem ogélnym ukfadu réwnan
(Xl = E - it
34 34
20 | 20
=75 5N ter
X3 = E + i t
34 34
Xy = t
W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ rozwigzania bazowe.
Niechx, = 0, wtedy t =0
. . . . 33 20 43
stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: X3 = —, X, = ——,X; = —
34 4t 34
[ =2
34
I ~ QI
zatem pierwszym rozwigzaniem bazowym jest wektor [ 17
33
34
l ol
Niech x3 = 0, wtedy t = —33
stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: x, = —33,x, = —40,x; = 10



d)

zatem drugim rozwigzaniem bazowym jest wektor l_%ol
-33

Niechx, = 0, wtedy t = 1

10

stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: x, = 1,x3 = 1,x; = 1

zatem trzecim rozwigzaniem bazowym jest wektor

; — 8
Niech x; = 0, wtedy t = 5

stad, podstawiajac do réwnania ogdlnego: x4, = —, X3 = X2 =7

0
40
9
zatem czwartym rozwigzaniem bazowym jest wektor |10
9
43
9

2Xq — 3%, + 2x3 +4x4, = 8
{x1 + 2x, — 3x3 — 2x4 = —4
Uktad ma dwa réwnania i cztery niewiadome.
Zatem niech x3 = t;, x4 = t,, gdziet ER
2%, — 3%, + 2t; + 4t, = 8
{xl +2x, — 3ty — 2t, = —4
2xq — 3%, = 8 — 2t; —4t,
{xl + 2x, = —4 + 3t + 2t,

1
0
1
1

43 10
9 b

Nalezy utworzy¢ macierz A (macierz wspolczynnikow)

_[2 -3
A= [1 2]
i obliczy¢ jej wyznacznik

_ 2 3] _ _
detA_|1 2|_4+3_7
det A # 0, zatem uklad ma rozwigzanie.

Nalezy utworzy¢ macierz rozszerzong U
U= [2 -3 8-2t —4t2]

1 2 —-4+4+3t +2t
i sprowadzi¢ ja do postaci bazowej
2 =3  8-—2t; —4ty]2we-wi [2 -3
[1 2 —4+43t + 2t2] [0 7

wq/14
7wi+3w,[14 0 84 10t; — 4t2] w2 /7

‘ lo 7 —16+8t, + 8,

8 — 2t, — 4t,
—16 + 8t, + 8t,

1 0 243
7 7

] 7W1+3wW,

2
—Zt
7 2

0 1 243 +%,
7 7 7
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zatem rozwigzanie ogolne:

4,5 2
(Xlz ;+;t1_;t2
16 , 8 8
Xz =—— toti+ot t;,t; ER
X3 = ty
Xy = t2
W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ rozwigzania bazowe.
Niechx, = 0, wtedy t, = 0
4 5
1= 7 + ;tl
16 8
stad < X2 = —— + -t t; ER
X3 = tl
Xq = 0

zatem pierwszym rozwigzaniem bazowym jest wektor | —

4 5
;+;t1

7
ty
0

Niech x3 = 0, wtedy t; =0

X1

Stad { X2 =
X3
X4

4

2

[ 2-2t

7 7

24

8
;t1,t1€R

|

16 |, 8
zatem drugim rozwigzaniem bazowym jest wektor | = T 7t2], t, €R

Niech Xy = 0, Wtedyt1 =2 tz lub t2 =2 tl

X1=2_t2
Xy =

Stad X3 =2 —t,
Xqg =1

0
ty
X1=t1
X2=0
t, €R lub Xs = ty t; ER
X4=2_t1

zatem trzecim rozwigzaniem bazowym jest wektor

2-t,
0
2 —t,
ty

t
0
) tzeR lub t B t1€R
1
Z_tl

Niechx; = 0, wtedy t; = == +t; lub t; = 2+t



X1=O X1=0

Xy = — =+t Xy = 4t
Stad 4L 2 t, €ER lub {x, =1,
X3 = — E + Etz 2 5 t
X, = t, Xg=2+5h
zatem czwartym rozwigzaniem bazowym jest wektor
[ :
— 242t [ 4t ]
| 4 2 ) tz €ER lub | tl |, t1 eR
- E + E t2 5
tz lz + EtlJ

t, ER
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3. WEKTORY W PRZESTRZENI R®

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu trzeciego mozna bez trudu:

podac¢ definicje wektora zaczepionego i wektora swobodnego w przestrzeni R’
wyznaczy¢ wspolrzedne wektora zaczepionego,

obliczy¢ dlugos¢ wektora,

wykona¢ dzialania: dodawania i odejmowania wektorow oraz mnozenia wek-
tora przez liczbe,

oblicza¢ iloczyn skalarny, iloczyn wektorowy oraz iloczyn mieszany wektorow,
wykorzysta¢ iloczyn wektorowy i mieszany wektoréw w zagadnieniach geo-
metrycznych.

3.1. Punkty i wektory w przestrzeni R?

W tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R® = {(x,y,z) : X,y,z € R} wyrdznia sie:

punkty (x,y,z), ktore oznacza si¢ wielkimi literami A, B, C itd. Liczby rzeczywiste
X,V, Z nazywa si¢ wspotrzednymi punktu A (X,y, z),
wektory zaczepione, ktore oznacza si¢ A—B), C—D), .. itd.,

S
wektory swobodne, ktdre oznacza sie @, b, ¢, ... U itd.

Definicja wektora zaczepionego
Wektorem zaczepionym nazywa si¢ uporzagdkowang pare punktéw, z ktorych
jeden jest poczatkiem, a drugi konicem tego wektora.

Jesli dane sg punkty A (Xa,¥a,Za) oraz B (xg, yg, Zg), to wektor AB jest wek-
torem zaczepionym w punkcie A (tzn. o poczatku w punkcie A) o konicu w punk-
cie B.

Wspolrzedne wektora AB oblicza sie ze wzoru:

—_—

AB = [Xg — XA, ¥B — YA, ZB — Za] (3.1)
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Nalezy zwroci¢ uwage, ze dowolny wektor postaci AA, czyli o poczatku i koncu

-
w tym samym punkcie, nazywa si¢ wektorem zerowym i oznacza 0. Oczywiscie

—

0 = [0,0,0].

Przyktad 3.1.1.

Wyznaczy¢ wspdlrzedne wektora zaczepionego w punkcie A o koncu w punkcie B.
a) A(2,-1,3),B(4,5,-1)

b) A(0,0,0),B(1,2,-1)

c) A(3,2,-1),B(0,—4,1)

d) A(5,-3,0),B(7,-3,2)

Rozwigzanie

a) AB=[4-2,5—-(-1),—-1-3]=[26 —4]
b) AB=[1-0,2—0,—-1—0]=[1,2,—1]

) AB=[0-3,-4—-2,1—(-1]=[-3,-6,2]
d) AB=[7-5-3—-(-3),2—-0]=[2,0,2]

Przyktad 3.1.2.
Dane s3 punkty A (0,0,0), B(1,2,-1), C(1,1,1) i D (2,3,0). Obliczy¢ wspét-
rzedne wektoréw zaczepionych AB, CD, AG, BC.

Rozwiazanie

a) AB=[1-0,2—0,—1—-0]=[1,2,—1]
b) CD=[2-1,3-1,0—-1] =[1,2,—1]

) AC=[1-0,1-0,1-0]=11,1]

d BC=[1-11-2,1-(-1)]=[0,-1,2]

Kierunek i zwrot wektora

Definicja wektora swobodnego

Wektorem swobodnym, dokladniej wektorem swobodnym wyznaczonym przez
pewien wektor zaczepiony AB, nazywa sie zbidr wszystkich wektoréw zaczepio-
nych, ktére majg ten sam zwrot, kierunek i dlugos¢ co AB. Rozwazajac dowolny
wektor swobodny, na ogét utozsamia si¢ go, na zasadzie abstrakgji, z konkretnym,
dowolnie wybranym reprezentantem tego zbioru. Wektory swobodne oznacza sie
symbolami d, U, V itd.
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Dwa wektory niezerowe ABiPQ maja ten sam kierunek, jezeli proste AB i PQ
s3 rownolegle.

Zwrotem wektora AB nazywa si¢ ten z dwu zwrotéw prostej AB, w ktorym punkt A
poprzedza punkt B.

Definicja wektora przeciwnego
Wektorem przeciwnym do wektora AB nazywa sie wektor BA, przy czym wspot-

rzedne wektora BA sg przeciwne do wspotrzednych wektora AB.

Przyktad 3.1.3.

Wyznaczy¢ wspdtrzedne wektora AB oraz wektora do niego przeciwnego.

a) A(1> 2) 3))B (4) 5) 6)

b) A(2,3,4),B(3,2,0)

c) A(4,0,1),B(0,2,5)

d) A(2,7,5),B(3,1,2)

Rozwiazanie

a) A(1,2,3),B(4,5,6)
AB=[4-15-26-3]=[333]
BA=[1-4,2-53-6]=[-3,-3,-3]

b) A(2,3,4),B(3,2,0)
AB=[3-2,2-3,0—4]=[1,—1,—4]
BA=[2-33-24—-0]=[-114]

c) A(4,0,1),B(0,2,5)
AB=[0-4,2—-0,5—1] = [-4,2,4]
BA=1[4—0,0—-21—5]=[4—-2 —4]

d) A(2,7,5),B(3,1,2)
AB=[3-2,1—-7,2-5]=[1,—6,—3]
BA=[2-37-15-2]=[-16,3]

Przyktad 3.1.4.

Wyznaczy¢ wspdlrzedne wektora przeciwnego do wektora AB.
a) AB=[3,-7,5]

b) AB=[2,9,-3]

c) AB=[-1,0,4]
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d) AB=10,3,—1]
Rozwigzanie

a) BA =[-3,7,-5]
b) BA =[-2,-9,3]
¢) BA=[1,0,-4]
d) BA =[0,-3,1]

Definicja réwnolegtosci wektorow
Dwa wektory niezerowe U, V s3 réwnolegle, co zapisuje sie Ul|V, gdy majg te same
kierunki.

Przyjmuje si¢ dodatkowo, ze wektor zerowy jest réwnolegly do kazdego in-
nego wektora.

Wlasno$¢ rownoleglosci wektorow
Niech dane beda wektory U, V. Wowczas U]V wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie
liczby rzeczywiste a, B, ze ai + BV = 0.

Rys. 3.1. Potozenie wektoréw w przestrzeni R3, U — wektory swobodne, &, b, ¢ - wektory zacze-
pione o poczatku w (0, 0, 0), —u — wektory przeciwne do wektora u, AB — wektor zaczepiony
w punkcie A o koncu w punkcie B
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3.2. Dtugos¢ wektora

Kazdy wektor w przestrzeni R? okreslaja trzy parametry: kierunek, zwrot oraz dtu-
go$¢. Aby obliczy¢ dlugos¢ wektora, najpierw nalezy ja zdefiniowac.

Definicja dlugosci wektora
Niech dane beda dwa punkty A (x4, Va,Za) oraz B (xg, yg, Zg). Dlugoscig wek-
tora AB nazywa sie dtugo$¢ odcinka AB.

Dlugos¢ wektora AB oznacza sie symbolem ||E3) ||

Dlugos¢ wektora AB oblicza sie ze wzoru:

|AB|| = V(xs — xa)2 + (v — Ya)? + (zs — 2a)? (3.2)

Przyktad 3.2.1.

Korzystajac z definicji, obliczy¢ dlugos$¢ wektora AB.

a) A(2,1,3),B(-1,1,4)

b) A(3,4,2),B(1,-2,0)

¢y A(1,1,0),B(2,0,-1)

d) A(0,2,1),B(-2,4,2)

Rozwigzanie

a) A(2,1,3),B(-1,1,4)
[AB| = J(-1— 22+ (1— 12+ (4— 3)% =
=V(=3) + (0 + (1)? = V10

b) A(3,4,2),B(1,-2,0)
|AB|| = V(1= 3)2+ (-2- 4)2+ (0 - 2)2 =
= V(=22 + (-6)2 + (-2)? = V44

¢y A(1,1,0),B(2,0,-1)
|AB|| = V(2 - D2+ (0 - 1)2+(-1- 0)2 =
=J(1)?+ (-1)?+ (-1)* =3

d) A(0,2,1),B(-2,4,2)
|AB|| = /(=2 - 0)2+ (4- 2)2+ (22— 1)2 =
=V + 2P+ (1) =9 =3
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Przyktad 3.2.2.

Korzystajac ze wspolrzednych wektora, obliczy¢ dlugos¢ wektora AB, wiedzac, ze:

a) A(2,—-1,3),B(4,2,—1)

b) A(3,—2,4),B(8,4,-2)

c) A(4,-3,5),B(2,1,-4)

d) A(3,—4,6),B(0,0,6)

Rozwigzanie

a) A(2,—-1,3),B(4,2,—-1)
Nalezy wyznaczy¢ wspolrzedne wektora AB
AB = [2,3,—-4]
Nastepnie nalezy obliczy¢ dtugos¢ wektora AB
7] = /225 3 7 = v

b) A (3,—2,4),B (8,4,—2)
Nalezy wyznaczy¢ wspolrzedne wektora AB
AB = [5,6,—6]
Nastepnie nalezy obliczy¢ dtugos¢ wektora AB
|AB|| = /52 + 62 + (—6)% = V97

c) A(4,-3,5),B(2,1,—4)
Nalezy wyznaczy¢ wspolrzedne wektora AB
AB = [-2,4,—9]
Nastepnie nalezy obliczy¢ dtugos¢ wektora AB
|AB|| = V/(=2)2 + 42 + (—=9)2 = V101

d) A(3,—4,6),B(0,0,6)
Nalezy wyznaczy¢ wspolrzedne wektora AB
AB = [-3,4,0]
Nastepnie nalezy obliczy¢ dtugos¢ wektora AB
|AB|| = /(=3)2 + 42+ 02 =25 =5

Przyktad 3.2.3.

Obliczy¢ dlugos¢ wektora AB

a) AB=[0,0,—4]

b) AB =[2,3,-2]

c) AB=[4,0,-3]
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d) AB=[2,-2,1]
Rozwigzanie
a) AB = [0,0,—4]

|AB|| = 02+ 02 + (—4)2 = V16 =4
b) AB =[2,3,-2]

|AB|| = 22 + 32 + (-2)2 = V17
¢) AB=[4,0,-3]

|AB|| = V42 + 02 + (-3)2 =V25 =5
d) AB=[2,-2,1]

|AB|| = V22 + (-2)2+ 12 =9 =3

Wlasnosci dlugosci wektorow

Niech dane beda wektory U, V oraz liczba a. Wtedy:
I[Gll = 0oraz [l =0 T =10

lloc- il = o - Il

lla + VIl < [[ull + (vl

il = 1IvIl < lla = vli

Wektor jednostkowy
Zanim wprowadzone zostanie pojecie wektora jednostkowego, nalezy zdefiniowa¢
uklad wspétrzednych w przestrzeni R3.

Definicja uktadu wspétrzednych w przestrzeni R3
Ukladem wspélrzednych w przestrzeni R3 nazywa sie trzy ustalone proste x,y, z
przecinajace sie w jednym punkcie O (0, 0, 0), ktoére s3 wzajemnie prostopadle.
Taki uklad wspoétrzednych oznacza si¢ przez OXYZ.

Proste OX, OY, OZ nazywa si¢ osiami ukladu. W zaleznosci od wzajemnego
polozenia osi OX, OY, OZ wyroznia si¢ dwie jego orientacje: uktad prawoskretny

i uktad lewoskretny.
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Rys. 3.2. Uktad prawoskretny i lewoskretny

Na poszczego6lnych osiach ukladu mozna ustali¢ tzw. wektor jednostkowy. Jest
to taki wektor, ktorego dtugos¢ wynosi 1 (modul wektora jest réowny jeden). Infor-
muje on o kierunku, ale nie daje zadnej informacji o wartosci. Wektor jednostkowy
nosi nazwe wersora.

Mozna zatem powiedziec, ze wersor to wektor o dtugosci 1, wskazujacy kierunek
i zwrot pewnego wektora poczatkowego, ktoremu ten wersor jest przypisany. Wer-
sor przemnozony przez diugos$¢ wektora poczatkowego daje wektor poczatkowy.

Definicja wersora

Wersorem osi nazywa si¢ wektor o dtugosci (normie) 1, ktérego kierunek i zwrot
sa zgodne z pewng dodatnig pdlosia prostokatnego ukladu wspotrzednych. Dla osi
0X,0Y,0Z w przestrzeni R® wersorami sa odpowiednio wektory jednostkowe

1 =1[1,0,0],7 = [0,1,0],k = [0,0,1].
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Rys. 3.3. Wersory osi 0X, QY, 0Z

3.3. Dzialania na wektorach

Podobnie jak w przestrzeni dwuwymiarowej R?, tak tez i w przestrzeni tréjwymiaro-
wej R3 w zbiorze wektoréw zachodzg pewne dziatania. Niech dane bedg dwa wektory
U; = [Xq1,¥1,21], Uy = [X2,¥2,2,] oraz liczba rzeczywista ¢ . Wowczas mozna zde-
finiowa¢ dziatania takie jak: dodawanie wektoréw, odejmowanie wektoréw oraz
mnozenie wektora przez liczbe (skalar).

Definicja sumy wektorow
Sumg wektordw Uy i U, nazywa sie wektor U; + U, okre$lony jako:

Uy + Uy =[x +Xp,¥1 +Y2,21 + 725] (3.3)

Dodajac dwa wektory, otrzymuje si¢ trzeci, ktorego kolejne wspodtrzedne
s3 sumg odpowiadajacych sobie wspolrzednych wektorow.

Interpretacje geometryczng sumy wektoréw przedstawia rys. 3.4.
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Rys. 3.4. Suma wektoréw

W sensie geometrycznym sumg dwoch wektoréw jest wektor stanowiacy prze-
katng rownolegloboku skonstruowanego w ten sposdb, ze jeden z wektoréw przesuwa
sie rownolegle do jego kierunku, tak aby poczatek tego wektora pokryt si¢ z koricem
drugiego. Sume wielu wektoréw (wypadkowa) otrzymuje sie, dodajac do sumy
dwoch pierwszych wektorow nastepny wektor itd.

Przyktad 3.3.1.

Obliczyé sume wektoréw U, i Us.
a) =[1,2,6], U, =[-1,9,5]
b) ﬁl =[2,3,0], U, =[0,3,—2]
¢) u; =[0,2,1], U, = [3,—2,4]
d) u; =[1,1,2], U, =[1,-3,1]
Rozwigzanie

a) le[1,2,6], l_l)2=[_1,9,5]
u; +u, =[1+(-1),2+9,6+5] =[0,11,11]
b) u; =1[2,3,0], U, =[0,3,-2]

ﬁl+ﬁ =[24+0,3+3,0+(-2)] =[2,6,—2]
) Uy =1[021], u; =[3,-24]

ﬁl+ﬁ [0+3,2+(-2),1+4] =[3,0,5]
d) 4, =1[1,1,2], U, =[1,-3,1]

ﬁl+ﬁz—[1+11+( 3),2+1] =[2,-2,3]
Przyktad 3.3.2.

Ktory z podanych wektoréw stanowi sume wektordow?
u; =[3,-2,5], U, = [-1,4,-7],u3 = [-4,—-1,2]

a) u=1[0,0,0]

b) U=[22 2]
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0 T=[-21,0]
d) ©=1[123]

Rozwiazanie
u; +u, +u; =[3,-2,5]+[-14,-7]+[-4,-12] =
=B+CD+(-4),-2+4+(1D,5+(=7)+2]=[-2,1,0]

Przyktad 3.3.3.

Dane sg wektory U; = [3,—-2,5], U, = [—1,4,—7], U3 = [-4,—1,2]. Obliczy¢
sume wektordw.

a) U +1u,

b) U; +Uj

c) Uz +u,

d) Uy +u,+u;

Rozwigzanie

a) u;+u, =[3,-2,5]+[-1,4,-7]=1[2,2,-2]

b) u; +u; =1[3,-2,5]+[-4,-1,2]=[-1,-3,7]

c) Uz+u,=[-4-12]+[-1,4,-7] =[-5,3,-5]

d) u; +U,+u3=[3,-2,5]+[-1,4-7]+[-4-1,2] = [-2,1,0]

Definicja réznicy wektorow
Roznicg wektoréw U; i U, nazywa sie wektor U; — U, okreslony jako:

-

Uy — Uy = [Xg — X0, Y1 — ¥Y2,21 — 23] (3.4)

Odejmujac od wektora U; wektor U,, otrzymuje sie wektor, ktdrego kolejne
wspolrzedne sg roznicami odpowiadajacych sobie wspétrzednych wektorow.

Interpretacje geometryczng réznicy wektoréw przedstawia rys. 3.5.

;‘\ \\\‘\\]:1-1 -,

~——

Rys. 3.5. Réznica wektorow
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W sensie geometrycznym roznicg wektoréw U, i U, zaczepionych w jednym
punkcie jest wektor, ktory faczy ich konce.

Przyktad 3.3.4.

Obliczy¢ réznice wektordw.

a) Uy =1[1,2,6], U, =[— 195]
b) U =[2,3,0], i, = [0,3,-2]
c) Uy =1[0,21], U, = [3, 2,4]
d) a)1 =[1,1,2], ﬁ)2 =[1,-3,1]

Rozwigzanie
a) U, =1[1,2,6], u, =[-1,9,5]

U, —U, =[1-(-1),2-9,6-5]=[2,-7,—1]
b) U, =1[2,3,0], U, =[0,3,-2]

ﬁ’l—u2=[2—03 3,0—-(-2)]=12,0,2]
c) Uy =1[0,21], U, =[3,-2,4]

u; — ﬁz=[0—32—( 2),1—4]=1[-3,4,-3]
d) U, =1[1,1,2], u, =[1,-3,1]

u; —U,=[1-1,1-(-3),2—-1]=10,4,1]

Przyktad 3.3.5.

Ktory z podanych wektoréw stanowi réznice wektorow?
=[3,-2,5]iu, =[-1,4,—7]

a) U=[—-4,6-12]
b) u=[4,-6,12]
c) U=[—4,-612]
d) u=[16,36,144]
Rozwiazanie

U, — U, =[3,-2,5] - [-1,4,-7] = [3-(-1),-2—4,5— (-7)] =
= [4,—6,12]

Przyktad 3.3.6.

Dane sg wektory U, = [3,—2,5],U, = [—1,4,—7], U3 = [—4, —1, 2]. Obliczy¢ roz-
nice wektorow.

a) U; — U,

b) U; — U3

c) Uz —1u,

d) u; —u, — U
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Rozwiqzanie

a) Uy —u, =[3,-2,5]—-[-1,4,-7] = [4,—6,12]

b) U; —u; =[3,-2,5]—-[-4,-1,2] =[7,—1,3]

c) Uz—u,=[-4-1,2]-[-1,4,-7] =[-3,-5,9]

d) u;—u,—uz=1[3,-2,5]-[-1,4,-7] — [-4,-1,2] = [0,—5,10]

Definicja iloczynu wektora przez liczbe
Tlloczynem wektora U = [x,y, z] przez liczbe (skalar) o nazywa sie wektor o -u
okreslony jako:

a-u=[a-x0-ya-z] (3.5)

Zatem iloczynem danego wektora U przez skalar o jest inny wektor o tym sa-
mym kierunku, ale dtugosci stanowigcej iloczyn dlugosci tego wektora przez ten
skalar i zwrocie zgodnym ze zwrotem wektora U w przypadku, gdy o > 0, nato-
miast zwrocie przeciwnym do U w przypadku, gdy a < 0.

Interpretacje geometryczng iloczynu wektora przez skalar przedstawia rys. 3.6.

20,

Bu

-

Rys. 3.6. lloczyn wektora przez liczbe (skalar)

Przyktad 3.3.7.

Obliczy¢ iloczyn wektora U przez skalar a.
a) u=[-412],a=3

by u=[5-13,a=2
c) u=[-2,0,4],a=4
d) i=[0,1,-2]),a=
Rozwiazanie

a) u=[-4,1,2],a=3
a-U=3-[-412]=[-12,3,6]
ﬁ'=[5,—1 3,a=2
a 2-[5,-1,3] =[10,-2,6]

) u=[-2,04,a=4
a-u=4-[-2,0,4] =[-8,0,16]
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Przyktad 3.3.8.

Ktdéry z podanych wektoréw stanowi iloczyn wektora U = [3,2,1] przez skalar
a=-5?

a) U= [-15,-10,-5]

b) U= [15 10 5]

¢) U= [510,15]

d) U= [-5,-10,—15]

Rozwigzanie

a-1=(-5)[3,21] = [-15,—10,-5]

Przyktad 3.3.9.

Dane sg wektory U; = [3,—2,5], U, = [—1,4,—7], U3 = [—4, —1, 2] oraz skalary
o = 2 a, = —2. Obliczy¢ iloczyn wektora przez skalar.

a) oy - Uy

b) oy U,

c) ap-u

d) a,-u;

a) o1 '1_1)1 2
b) 0(1 l_,l) 2
c) az‘ﬁl = (-
d) ay U (-

[3,—2,5] = [6,—4, 10]

[-1,4,—7] = [-2,8,—14]
2) - [3,-2,5] = [-6,4,—10]
Y- [—4,—1,2] = [8,2,—4]

Wiasnosci dziatan na wektorach

Niech dane bedg wektory U, V, W oraz liczby a i 8. Wtedy:

e U+V=V+1U (dodawanie wektoréw jest przemienne)

e U+ (F¥+W)=(U+V)+W (dodawanie wektorow jest taczne)

o U+0 =1 (wektor ZErowy 0 jest elementem neutralnym sumy wektoréw)

U+ (—U) = 0 (wektor — jest elementem przeciwnym do wektora 1)
1-d=4d

e (@-Pi=a-(B-u)
e (a+pB)-u=a-u+p-u
e a-U+V)=a-U+a-V
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3.4. lloczyn skalarny wektorow

Majac dane w przestrzeni R wektory U i V, mozna wprowadzi¢ pojecie iloczynu ska-
larnego tych wektorow.

Definicja iloczynu skalarnego wektorow
Niech dane bedg wektory U i V w przestrzeni R3. Iloczynem skalarnym tych wek-
torow jest liczba (skalar) U o V obliczona wedtug wzoru:

UoV=[ldll-[IVll - cos (3.6)

gdzie @ jest katem miedzy wektorami Ui V.

Rys. 3.7. lloczyn skalarny wektoréw

Jesli dane sg wektory Uy = [X1,¥1,Z1], Uy = [X3,¥2,2Z2] 0 ustalonych wspot-
rzednych, wtedy iloczyn skalarny mozna obliczy¢ ze wzoru:

Upoly =X;"Xp+ Y1 Y2 +71 2 (3.7)

Przyktad 3.4.1.

Obliczy¢ iloczyn skalarny wektoréw uiv.
a) u = [—1 2,-3],v =[2,0,—1]

b) u =[1,-2,—4],9 = [3,-1,2]
) u=[-30-1],V=[-21,5]
d) u =[3,-3,-5],V =[-5,4,0]
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Rozwigzanie
a) u =[-1,2,-3],v=[20,—1]

Gov=(-1)-24+2-0+(-3)-(-1)=-2+0+3=1

b) u =[1,-2,—4],v=[3,-1,2]
Uov=1-34+(-2)-(-1)+(-4)-2=34+2-8=-3

o u=[-30-1],v=[-21,5]
UoV=(-3)(-2)+0-1+(-1)-5=6+0-5=1

d) u =[3,-3,-5],V = [-5,4,0]
UoV=3-(=5)+(=3)-4+(-5)-0=-15-12+0=—17

Wiasnosci iloczynu skalarnego wektoréow

Niech dane beda wektory U, V, w oraz liczba (skalar) a. Wtedy:
UoV=Vol

(a-U)ovVv=a-(UoV)

uod = (|ldl?

+V)oW=UoW+Vow

[d o V| < |[dll - [[V]l, przy czym zachodzi to & U]|v.

3.5. lloczyn wektorowy wektorow

Majac dane w przestrzeni R3 wektory U i V, mozna wprowadzi¢ pojecie iloczynu wek-
torowego tych wektorow.

Definicja iloczynu wektorowego wektorow

Niech dane bedg nierdwnolegte wektory U i V w przestrzeni R*. lloczynem wekto-

rowym uporzgdkowanej pary wektorow U i Vv w ukladzie wspotrzednych OXYZ

jest wektor W = U X V spelniajgcy warunki:

1. W jest prostopadly do kazdego z wektoréw U i V (czyli jest prostopadly
do plaszczyzny rozpigtej na tych wektorach),

2. |Iw]l = I[d[[IV]l sin ¢, gdzie @ jest katem miedzy wektorami U i V.

Orientacja trojki wektor6w U, V,W jest zgodna z orientacjg uktadu OXYZ. Jesli
||V (w szczegdlnosci, jesli jeden z nich jest wektorem zerowym), to przyjmuje sie,

7eUX V=0,
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Uuxv

Rys. 3.8. lloczyn wektorowy wektoréw

Jesli dane sg wektory U; = [Xq,V1,21], Uy = [X2, V2,2, ] 0 ustalonych wspotrzed-
nych, wtedy iloczyn wektorowy mozna obliczy¢ ze wzoru:

- - _lz

ﬁ1Xﬁz=>: J ; Z1|__>X1 Z1| —>|X1 Y1| (3.8)
1 N4 YZ Z Xy Zp X2 Y2
X2 Y2 27

przy czym przy obliczaniu powyzszego wyznacznika wersory 1, J, K nalezy traktowaé
jak liczby.

Przyktad 3.5.1.

Obliczy¢ iloczyn wektorowy wektorow Ui v.

a) u—[124] =[2,0,—1]
b) u=[3,-2,5,v=[-14-7]
c) u=[- 3,2,1],\7 [-5,1,2]
d) i=[-4,1,0],v=1[1,-2,-1]
Rozwigzanie

a) U=[-1,24],v=[20-1]

I F T R B
2 0 -1 -

= 21+ 7]— 4k = [-2,7,—4]
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b) ¥=[3,-25],V=[-14—7]

—2 5|_ﬁ 3
-7

4 . —§|+E|—i _ﬂ:

— = _1) T E ->2 1 -
Uxv=|-3 2 1|=1|] 2|—1
5 1 2

PRI

—4 0
1 -1

4 1)_
1 -2

1 0|_4
—2 -1l
= -4+ 7k=[-1,-4,7]

Wiasnosci iloczynu wektorowego wektorow

Niech dane bedg wektory U, V, W oraz liczba (skalar) a. Wtedy:
UxXv=-vVxu

(a) X V=1uX (aV) = a(U X V)

U+ V)XW=UXW+VXW
UX(V+W)=UXV+UXW

[[d x V|| < |[dll - [VIl, przy czym zachodzi & U L vV

e UVeUxV=0.

3.6. lloczyn mieszany wektorow

Majac dane w przestrzeni R® wektory U, V, W, mozna wprowadzi¢ pojecie iloczynu

mieszanego tych wektoréw.

Definicja iloczynu mieszanego wektoréw
Niech dane bedg wektory U, V, W w przestrzeni R3. Iloczynem mieszanym upo-
rzadkowanej trojki wektoréw U, v, w jest liczba

UWv,w):={UXV)ow (3.9)
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Rys. 3.9. lloczyn mieszany wektoréw

Jesli dane sg wektory U = [X4,¥1,71], V = [X2,¥2,Z2], W = [X3, V3, Z3] 0 ustalonych

wspolrzednych, wtedy iloczyn mieszany mozna obliczy¢ ze wzoru:

WVw):=UXV)oW=

Przyktad 3.6.1.

X1 V1 74
X2 Y2 Zp
X3 ¥V3 Z3

-

Obliczy¢ iloczyn mieszany wektorow U, V, w.

a) u=1[0,1,2],v=[-2,-1,-3],w=[1,-1,1]
b) u=1[1,23],v=1[0,1,2],w = [0,0,1]
¢) U=[1,2,-5],v=[-1,3,6],w=[0,—4,—7]
d) ¥=1[1,23],v=[-1,-2,4,w=10,0,1]
Rozwigzanie
a) u=10,1,2],v=[-2,—-1,-3],w=[1-1,1]
0 1 2
Wvw)=@UxvV)ow=|-2 -1 -3=0-3+4+2-0+2=5
1 -1 1
by u=[1,23],v=1[0,1,2],w = [0,0,1]
1 2 3
@V, W) =UxVew=[0 1 2|=14+0+0-0-0-0=1
0 0 1
) u=1[1,2,-5,v=[-1,3,6],w=[0,—4,—7]
1 2 =5
@VwW)=(UXxV)ew=[-1 3 6[=-21+0-20-
0 -4 -7

—-0+14+24=-3
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d) ¥=1[1,23],v=[-1,-2,4,w=10,0,1]

1 2 3
@v,w) =UxVew=|-1 -2 4/=-24+04+0-04+2-0=0
0 0 1

Wiasnosci iloczynu mieszanego wektoréow

Niech dane bedg wektory U, V, W, T oraz liczba (skalar) a. Wtedy:
e (UV,W)=FWU =WV

W, v,w) = —(v,u,w)

W+5v,w) =W v,w) + T V,W)

(o, v, w) = a(u,v,w)

wektory U, V, W lezg na jednej ptaszczyznie & (U,V,w) = 0

— = =

[, v, w)| < |Idll - VIl - IW]l, przy czym réwno$é zachodzi < wektory te

s3 wzajemnie prostopadle.

3.7. Wybrane zagadnienia geometrii iloczynu
wektorowego i mieszanego wektorow w R®

Iloczyn wektorowy i iloczyn mieszany wektoréw znajduja liczne zastosowania w roz-

wigzywaniu zagadnien z zakresu geometrii analitycznej przestrzeni R’.
Niech U, V, W. Mozna za ich pomocg oblicza¢ miedzy innymi:

¢ pole réwnolegloboku: pole P réwnolegloboku rozpietego przez wektory U i v
wyraza si¢ wzorem: P = |[u X V||,

e pole trojkata: pole P trojkata rozpietego przez wektory U i V wyraza sie wzorem:
P =_|lix¥l,

o objetos¢ rownolegloscianu: objeto$¢ V rownolegtoscianu rozpietego na wekto-
rach U, V, W wyraza si¢ wzorem: V = |(U X V) o W)|,

o objeto$¢ czworoscianu: objetos¢ V czworoscianu rozpietego na wektorach

U, V, W wyraza si¢ wzorem: V = % [(U X V) o W)|.

Przyktad 3.7.1.

Obliczy¢ dlugos¢ h wysokosci trojkata o wierzchotkach w punktach A (1,1, 1),
B (2,2,2),C (3,4,5) opuszczonej z wierzchotka C.
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Rozwigzanie
Pole tréjkata mozna obliczy¢, wykorzystujac wzdr klasyczny:

P = [[AB]| -
ale tez ze wzoru opartego na iloczynie wektorowym wektoréw:
P = |[AB x &

Nalezy najpierw wyznaczy¢ wektory AB oraz AC

AB =[1,1,1],AC = [2,3, 4]
a nastepnie obliczy¢ ich iloczyn wektorowy

~1

ABxAC=|1 1 1|=1[121]
2 3 4
Wstawiajac do wzoru: P = % ||ﬁ|| - h, mozna wyznaczy¢ h

h= [ABxAC|| _ viZ+2Z+12 _ V6 _ V2
T AB| T VeE+Z+z V3
Przyktad 3.7.2.

Obliczy¢ dlugos¢ wysokosci h czworoscianu o wierzchotkach A (0, 0,0), B (1,0, 0),
€ (0,2,3),D (3,4, 5) opuszczonej z wierzchotka D.

Rozwigzanie
Objetos¢ czworoscianu mozna obliczy¢ ze wzoru opartego na iloczynie mieszanym
wektordw:

L/ o\ —
V=21 x ) o W)
ale tez wykorzystujac wzor klasyczny na objetos¢ ostrostupa

1
V= 3 Paagc - hp

Ponadto pole tréjkata mozna obliczy¢ ze wzoru opartego na iloczynie wektoro-
wym wektordw:

1,—» -

Paspe = llux V|

(@YW _ [@VW)

1 — - —> 1
stad = |(u,v,w)| = =P -hp, czyli hy =
% 6 |( Y )l 3 AABC D» Y D Z'PAABC ||HXV||
Niech wektory U, v, W

U=AB=[1,00, v=AC=][0,23], W=AD=][34,5]
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10 0
GV, Wl =10 2 3l[=]-2]=2
3 4 5
el = || o i N=3]0 Y +k|e Y| =032 = V3
“HE O Offf Ttz 31T o 3 o 2l|| T P=>all=
0 2 3
_I@IWI _ 2 _ 213
Stadhp =55 = TE T 1
Przyktad 3.7.3.

Obliczy¢ dtugo$¢ wysokosci h czworoscianu o wierzchotkach A (0,0,0), B (1,0, 0),
C(0,2,3),D (3,4, 5) opuszczonej z wierzchotka A, B, C.

Rozwigzanie
Korzystajac z poprzedniego przyktadu, mozna wyznaczy¢ wysokosci opuszczone
z kolejnych punktow:
A [T/ B (G ]

2 - Papcp lIdy % 4l
N (G5 T TR (G AR5

2 Paacp [Id, X Vsl
by = [T W)l _ |G T, @)l

2 Pangp llds x Vsl
gdzie
U, = BC=[-1,2,3],¥, = BD = [2,4,5], W, = BA = [-1,0,0] = —,
U,=AC=V, v,=AD=W, W, =AB=4
U, =AB=10 V;=AD=W, W;=BD =9

Ponadto
|(ﬁl,71,W1)| = |(ﬁzl‘72'wz)| = |(ﬁ)3,73,W3)| = |G, v, w)| =2
oraz
i 7 K
G, x9ull =11{-1 2 3|Il=1I[-211,-8]|| = V189 = 3v21
2 4 5
i ] K
[z x Vo)l = IV x Wl =10 2 3[ll=1l[-29,-6]l = V121 =11
3 4 5
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”1_1)3 ><‘_/)3” = ”l_l)XW” = || 1
3
Stad
(@9, W)l 2 2421
PA = ol T a6
hB — | (U2, V2, W)l — 2
(It ¥, || 11
(@33 W)l _ 2 _ 2V41
he = lUsxVsll ~ V41 41

120

B O —

1o ®l

Il = 1110, -5,4]I| = V41



4. PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI R®

Po zapoznaniu si¢ z trescig rozdzialu czwartego mozna bez trudu:

e podac pojecie prostej w przestrzeni R?,

® wyznaczy¢ rOwnanie parametryczne, rownanie kierunkowe oraz réwnanie
krawedziowe prostej w przestrzeni R®,

e wyznaczy¢ rOwnanie normalne, rownanie ogolne, rownanie parametryczne
oraz réwnanie wyznacznikowe plaszczyzny w przestrzeni R’,

e wyznaczy¢ rzut punktu na plaszczyzne oraz rzut punktu na prosty w prze-
strzeni R?,

e obliczy¢ odleglo$¢ punktu od plaszczyzny w przestrzeni R?,

e obliczy¢ odleglo$¢ plaszczyzn réwnoleglych w przestrzeni R°.

4.1. Prosta w przestrzeni R®

Aby zdefiniowaé prosta w tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R3, najpierw na-
lezy przypomnieé, ze punkty w R opisuje sie tréjkami liczb (wspétrzednymi):
A(Xa, YA, Za)- W poprzednim rozdziale zostaly w tej przestrzeni okre$lone réwniez
wektory zaczepione jako pary punktow AB, wektory swobodne (albo po prostu wek-
tory), jako klasy rownowaznosci wektorow zaczepionych wzgledem odpowiedniej
relacji. Na wektorach swobodnych okreslono dodawanie i mnozenie przez skalar.
Mozna zatem powiedzie¢, ze wektory tworzg przestrzen liniows, ktérg mozna uwa-
zaé za tozsamg z R3, utozsamiajac punkt A z klasa réwnowaznosci wektora 0A.
Prosta przechodzgca przez O jest podprzestrzenig liniowg wymiaru 1, wiec ma baze
sktadajacy sie z jednego wektora V. Prostg takg mozna zapisa¢ jako py = {tV:t € R}.
Prosta nieprzechodzgaca przez zero jest warstwa pewnej jednowymiarowej podprze-
strzeni liniowej i mozna ja zapisac jako p = {P + tV: t € R} albo przy uzyciu wspot-
rzednych: X = py + tvy,y = p, + tv,, Z = p3 + tvs. Prosta w przestrzeni R® mozna
zapisa¢ w postaci rOwnania parametrycznego, rdwnania kierunkowego oraz réwna-
nia krawedziowego.
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1. Réwnanie parametryczne prostej

Niech w przestrzeni R® dane bedg dowolny punkt Py(Xq,yo,2y) oraz wektor
V = [Xy, Vv, Zy], ktory nazywa sie wektorem kierunkowym prostej L Jezeli teraz
P(x,y,z) jest dowolnym punktem prostej I, to wektor P,P jest rownolegly do pro-
stej [, a wiec jest réwnolegly do wektora V. Z wlasnosci rownolegtosci wektorow:

PoP =tV dlakazdego t € R

Podstawiajac ﬁ’) = [X — X, Y — Yo, Z — Zg] oraz V = [Xy, Yy, Zy], otrzymuje si¢
[Xx = X0, ¥y = Y0, 2 — Zo] =t~ [Xy, yv, 2] = [t Xy, U Yy, 2]
Poréwnujac odpowiednie wspélrzedne, mozna napisa¢ rownanie
X=Xpt+1t-Xy
[:iy =yo +t-yy gdzieteR (4.1)
Z=17Zy+t 2z,
ktdre jest rownaniem parametrycznym prostej / przechodzacej przez punkt P i row-
nolegtej do wektora V.

Przyktad 4.1.1.

Zapisa¢ rdwnanie parametryczne prostej / przechodzacej przez punkt Py i rownoleglej
do wektora V.

a) Py(2,-3,5),v=1[-1,2,3]

b) Py(3,2,-7),v=1[2,-2,4]

c) Py(—1,4,2),v=1[3-51]

d) Py(1,-1,3),¥ = [6,3,—4]

Rozwigzanie
x= 2-—t

a) Lijy=-3+2t gdziet € R
z= 5+3t
x= 3+12t

b) lijy= 2-2t gdziet € R
z=-7+4t
x=—-1+3t

c) liijy= 4-5t gdziet € R
z= 2+t
x= 1+6t

d) Ljy=-1+3t gdziet € R
z= 3—4t
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Przyktad 4.1.2.

Napisa¢ rownania parametryczne prostej / przechodzacej przez punkty.

a) P(3,-2,-5),P,(1,-2,3)
b) Pi(4,2,-1),P,(2,—1,0)
¢ P(5-3,-1),P(—1,2,2)
d) Py (—1,2,3),P,(4,-3,1)
Rozwigzanie

a) P(3,-2,-5),P,(1,-2,3)

b)

c)

Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej

PP, = [-2,0,8]

Nastepnie nalezy napisa¢ rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez
punkt P; (3, —2, —5) i réwnolegtej do wektora PP, = [—2,0,8]

x= 3-—2t

l:{y= -2 gdziet € R
z=-5+8t

Mozna tez napisa¢ rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt

P,(1, -2, 3) i réwnolegtej do wektora P, P, = [-2, 0, 8]

x= 1-2t

l: {y = -2 gdziet € R
z= 3+8t

P1(4,2,-1),P,(2,—-1,0)

Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej

PP, = [-2,-3,1]

Nastepnie nalezy napisa¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez
punkt P; (4, 2, —1)i réwnoleglej do wektora ﬁ =[-2,-3,1]

x= 4-2t

l:{yz 2—3t gdziet € R
z=—-1+t

Mozna tez napisa¢ rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez

punkt P, (2, —1, 0) i réwnoleglej do wektora PP, = [—2, -3, 1]
x= 2-2t
[:yy=-1-3t gdziet € R
Z= t
P,(5,-3,—1), P,(=1,2,2)
Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej
Plpz - [_6, 5, 3]
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d)

Nastepnie naleiy napisa¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzqcej przez
punkt P; (5, —3, —1)i réwnoleglej do wektora PP, = [—6, 5, 3]

x= 5—6t
l:iy = =3+ 5t gdziet € R

z=-1+4+3t
Mozina tez napisa¢ rownanie parametryczne prostej przechodzqcej przez
punkt P,(—1, 2, 2) i réwnolegtej do wektora P,P, = [—6, 5, 3]

x=-1-6t
l:{y= 2+ 5t gdziet € R
z= 2+3t

P (-1,2,3),P,(4,-3,1)

Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej

PP, = [5,-5,—2]

Nastepnie nalezy napisa¢ rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez
punkt P; (—1, 2, 3) i réwnoleglej do wektora ﬁ = [5,—-5,-2]

x=-1+5t
I:lijy= 2-5t gdziet € R
z= 3-—2t

Mozna tez napisa¢ rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez
punkt P, (4, —3, 1) i réwnoleglej do wektora P, P, = [5, =5, —2]

Xx= 4+5t
[:iy = -3 -5t gdziet € R
z= 1-2t

Przyktad 4.1.3.

Sprawdzi¢, ktdre z roéwnan jest rownaniem parametrycznym prostej przechodzacej
przez punkt P(1, 0, —2) réwnoleglej do wektora v = [1, 2, 3].

a)

b)

c)

d)
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x=-1+5t

li:qy= 2-5t gdziet € R
z= 3-12t
x= 4-—-12t

ly:jy = 3t gdziet € R
z=—-1+t
x= 1+t

L3y = 2t gdziet € R
z=—-2+3t
x=1+t

ly:yy=2 gdziet € R
z=3—2t




Rozwigzanie

Wykorzystujac odpowiednie wspolrzedne punktu i wektora na podstawie wzoru
(4.1), réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez P, réwnoleglej do wek-
tora V, przyjmuje postaé:

x= 1+t
l3:qy = 2t gdziet € R
z=—-2+3t

Przyktad 4.1.4.

Sprawdzi¢, ktére z réwnan jest réwnaniem parametrycznym prostej przechodzacej
przez punkty P; (4,2, —1), P,(2, 3,0).

x=-1+3t

a) liijy= 3-12t gdziet € R
z= 4-5t
x=1-12t

b) [y =243t gdziet € R
z=4—4t
x=2+4t

c) l3:jy=3+2t gdziet € R
= —t
Xx= 4-2t

d) lyrjy= 24+ t gdziet € R
z=—-1+ t

Rozwiazanie

Wrykorzystujac wspdtrzedne punktu P; i wektora PP, = [-2, 1, 1], na podstawie
wzoru (4.1), rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez P;, réwnoleglej

do wektora P, P,, przyjmuje postac:

x= 4-2t
l4:;y= 2+ t gdziet € R
z=-1+ t
Zamiast wyznacza¢ rOwnanie parametryczne prostej, mozna po prostu wstawic
wspoétrzedne punktow Py i P, do kazdego z rownan, aby sprawdzié, czy punkty nalezg
do kolejnych prostych (punkt nalezy do prostej, gdy po wstawieniu wspotrzednych
otrzyma si¢ dokfadnie jedno t).
a) Sprawdzenie punktu P; (4,2, —1):
4=-143t t
ll{ 2= 3-12t gdziet €R, stad {t
t

, zatem P; € [4

—-1= 4-5t

Qwino
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b)

d)

Z uwagi na to, ze P; & l;, nie ma potrzeby sprawdza¢ dla P,, poniewaz oba
punkty majg naleze¢ do proste;j.
Sprawdzenie punktu P; (4, 2, —1):

3

4=1-2t t=-7

[,;4 2=2+3t gdziet €R, stad {t= 0, zatemP; € [,
—1=4—-4t t= 2
4

Z uwagi na to, ze P; € l,, nie ma potrzeby sprawdza¢ dla P,, poniewaz oba
punkty maja naleze¢ do proste;j.
Sprawdzenie punktu P; (4, 2, —1):

1
4 =2+4t t= 3

l3:9 2=3+2t gdziet €R, stad ¢, — _1, zatem P, € 3
-1 = —t 2
t= 1

Z uwagi na to, ze P; € l3, nie ma potrzeby sprawdza¢ dla P,, poniewaz oba
punkty maja naleze¢ do prostej.
Sprawdzenie punktu P; (4, 2, —1):

4= 4-2t t=0
l4:{ 2= 24+t gdziet €R, stad {t=0, zatem P; € [,
—-1=-1+ t t=0

Z uwagi na to, ze P; € l,, nalezy sprawdzi¢, czy P, € Iy, poniewaz oba punkty
maja naleze¢ do prostej.
Sprawdzenie punktu P, (2, 3,0)

2= 4-2t t=1
l4:{3 = 24+ t gdziet €R, stad {t=1, zatem P, € [,
0=-1+ t t=1

Zuwaginato,ze P € [, 1P, € l,, wiec [, jest rownaniem parametrycznym szu-
kanej prostej.

2. Rownanie kierunkowe prostej

Z réwnania parametrycznego prostej mozna wyrugowac zmienna t, otrzymujac:

X — XO
t=
XV
Y—Yo
l:qt=
Vv
Z — ZO
t=
ZV
co mozna zapisac:
X—X - Z—7
[: 0 _ Y~ Yo _ 0 (4.2)
Xy Yv Zy
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Taka posta¢ rownania prostej nazywa si¢ rownaniem kierunkowym badz réw-
naniem zwyczajnym (albo rownaniem w postaci podwojnej proporcji).
Uwaga. W takiej postaci w mianowniku moze si¢ pojawi¢ 0 (bo kreska nie jest tu
symbolem dzielenia, tylko proporcji). Wystepowanie zera w mianowniku oznacza,
ze licznik tez jest rowny zero.

Przyktad 4.1.5.

Zapisa¢ rownanie kierunkowe prostej I przechodzacej przez punkt Py i rownoleglej
do wektora V.

a) Py(1,2,-3),% = [~1,-5, 0]
b) Py(—2,3,4),v =[1,-3,—4]
Q) Py(4,-7,1),% = [~2, 6,—2]
d) Py(0,—1,5),v=1[3,-3,-7]
Rozwigzanie
a) [Xl_y2_z3

-1 -5 0
b) I: X*2 _y-3 _z74

1 -3 -4

o L x4 _y+7 _z71

-2 6 —2
d 2= y+1 _z-5

3~ -3 -

Przyktad 4.1.6.
Zapisa¢ rownanie kierunkowe prostej | przechodzacej przez punkty P; i P,.
a) P1(3,0,2),P,(0,-2,3)
b) P;(1,1,1),P(3,-2,4)
c) Pi(0,3,2),P,(0,2,-5)
d) Pi(4,2,5),P(1,-3,2)
Rozwigzanie
a) P1(3,0,2),P,(0,—-2,3)
Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej
PP, = [-3,-2,1]
Nastepnie nalezy napisa¢ réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez

punkt P; (3,0, 2) i réwnolegtej do wektora P;P, = [-3,—-2,1]
[: X3 _y _z72
T3 T 27 1
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Mozna tez napisa¢ rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt
P,(0, -2, 3) i réwnolegtej do wektora P;P, = [-3,—-2,1]

X _y+2 z-3

[N A
-3 -2

1
b) P(1,1,1),P(3,-2,4)
Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej
PP, =[2,-3,3]
Nastepnie nalezy napisa¢ réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez
punkt P; (1,1, 1) i réwnolegtej do wektora P, P, = [2, -3, 3]
[yl _zd
"2 T -3 3
Mozna tez napisa¢ rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt
P,(3,—2,4) i réwnolegtej do wektora P;P, = [2, -3, 3]
[ X8 _ytz _z-4
"2 T -3 3
c) Pi(0,3,2),P,(0,2,-5)
Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej
PP, =[0,—-1,-7]
Nastepnie nalezy napisa¢ réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez
punkt P; (0, 3, 2) i réwnolegtej do wektora P;P, = [0, -1, —7]
[ X=y3_22
o -1 -7
Mozna tez napisa¢ rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt
P,(0,2,—5) i réwnolegtej do wektora PP, = [0,—1,—7]
[ X =¥z2 _z#5
0T -1 -7
d) Pi(4,2,5), P,(1,-3,2)
Najpierw nalezy wyznaczy¢ wektor kierunkowy szukanej prostej
P1P2 = [_3, _5, _3]
Nastepnie nalezy napisa¢ réwnanie kierunkowe prostej przechodzacej przez
punkt P; (4, 2, 5) i réwnolegtej do wektora P;P, = [-3, =5, 3]
[ X4 _y=2 _z75
" -3 -5 -3
Mozna tez napisa¢ rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt
P,(1,—-3,2) i réwnolegtej do wektora PP, = [-3,—5,—3]
1_y+3 _z-2

Rpaipas e

X—
-3 -5 -3

Przyktad 4.1.7.
Wyznaczy¢ punkty, w ktérych prosta o réwnaniu % === ? przecina plaszczy-

zny uktadu wspoélrzednych.
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Rozwigzanie
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia danej prostej z ptaszczyzng OZY, nalezy podstawic¢

do podanego réwnaniax = 0
-3y _z-2

-3 -2 1 ,
Stad _—32/ =1 oraz Z% =1
Zczego y=—2 oraz z=3

Szukanym punktem P; jest punkt o wspdtrzednych (0, -2, 3).

Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia danej prostej z plaszczyzng OXZ, nalezy pod-
stawi¢ do podanego rownaniay = 0
x-3 0 zZ—2

-3 -2 1
Stad %=0 oraz ¥=0
Zczego X =3 oraz z=2
Szukanym punktem P, jest punkt o wspétrzednych (3, 0, 2).
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia danej prostej z ptaszczyzng OXY, nalezy pod-

stawi¢ do podanego rownania z = 0
x3_y_22
-3 -2 1
Stad X_—3 = —2 oraz _—'Z =-2
Zczego X=9 oraz y=4

Szukanym punktem P; jest punkt o wspétrzednych (9, 4, 0).

Przyktad 4.1.8.

Sprawdzi¢, ktore z rdwnan jest rownaniem kierunkowym prostej przechodzacej

przez punkt P(1, 0, —2) réwnolegtej do wektora vV = [1, 2, 3].
X—4

a) ll:_—2=y+1=z
b) Lix—1=2="2
c) l3:ﬂ=y—2=z+1

-2
X-3 -5 z—2

O Limp=-7="

Rozwigzanie

Nalezy wyznaczy¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt P,

réwnolegtej do wektora V zgodnie ze wzorem (4.2):

X1 _y=0_ z+2

1 2 3
. 2
Zatem jest to prosta l,: x —1 = ;y = %
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Przyktad 4.1.9.

Sprawdzi¢, ktdre z réwnan jest rownaniem parametrycznym prostej przechodzacej
przez punkty P; (4,2, -1), P,(2, 3, 0).
a) ll:ﬂ=y—2=z+1
: =Yy _z*
b) I,: ==
C) l3: x—1=
d) l4_ . = =

Rozwiazanie
Nalezy wyznaczy¢ réwnanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt Py,

réwnolegtej do wektora P; P,, zgodnie ze wzorem (4.2)

P1P2 = [_2, 1, 1]
Xx—4 _y-2 z+1

-2 1 1
Zatem jest to prosta [y : % =y—-2=z+1

Zamiast wyznacza¢ réwnanie parametryczne prostej, mozna po prostu wstawic
wspotrzedne punktow P; i P, do kazdego z rownan, aby sprawdzié, czy punkty naleza
do kolejnych prostych (punkt nalezy do prostej, gdy po wstawieniu wspotrzednych
otrzyma si¢ dokfadnie jedno t).

a) Sprawdzenie punktu P, (4,2, —1)

ll:%= 2—2=-14+1,stad 0=0=0,zatem P, € [;

Z uwagi na to, ze P; € [y, nalezy sprawdzi¢, czy P, € 1, poniewaz oba punkty

maja naleze¢ do prostej.

Sprawdzenie punktu P, (2, 3,0)

L:==2-3=-1-0,st9d -1 =—1=—1,zatemP, €

Zuwaginato, ze P, € l; iP, € [, wigc [; jest rwnaniem parametrycznym szu-
kanej proste;j.
b) Sprawdzenie punktu P; (4,2, —1)
4-1 2 -142

1
lZ'T 5= 