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Rozdział IV  
Alternatywny algorytm dla transformaty 
Hough’a wyszukujący wzorce liniowe

Paweł Zabielski 
	 Wydział Informattyki, Politechnika Białostocka

Streszczenie: Do dnia dzisiejszego, w celu rozpoznawania wzorców na różnego 
rodzaju obrazach czy grafikach, nadal wykorzystuje się metodę zaproponowaną 
w 1962 roku przez Paula Hough’a. Pierwsza wersja przedstawionego algorytmu 
używana była do wydobywania zależności liniowych, jednak została ona rozsze-
rzona na ogólne klasy krzywych. Pomimo popularności tego rozwiązania posiada 
ono swoje wady. Do najważniejszych można zaliczyć jego złożoność pamięciową, 
jak i obliczeniową. W pracy tej została przedstawiona alternatywna metoda dla 
transformaty Hough’a. Pozwala ona na przeszukiwanie przestrzeni parametrów 
bez konieczności budowania akumulatorów.

Słowa kluczowe: transformata Hough’a, wzorce liniowe, przestrzeń cech, przestrzeń 
parametrów, funkcja kryterialna

1. Wprowadzenie
Techniki wykrywania wiedzy w dzisiejszych czasach są wykorzystywane praktycz-
nie w każdej dziedzinie życia. Wiele z nich stosowanych jest podczas analizy obra-
zów. Algorytmy eksploracji danych mogą być używane do wydobywania informa-
cji z różnego rodzaju ilustracji. Jednym z elementów, jaki może być rozważany jest 
m.in. zagadnienie wydobywania wzorców z obrazów dwuwywymiarowych (2D) [1]. 

W rozdziale tym analizowany jest właśnie problem wydobywania wzorców 
liniowych z obrazów 2D. Do rozważenia są również wzorce bliskie wzorcom linio-
wym – wzorce kolinearne. Zastosowana została tu metoda minimalizacji wypukłych 
i odcinkowo-liniowych funkcji kryterialnych (metoda CPL) [2] i poprzez odpowiednie 
dostosowanie jej weryfikowane są jej możliwości wydobywania wzorców liniowych 
w obrazach. Niezbędnym elementem było właściwe przygotowanie danych, które 
zostały wykorzystane w obliczeniach. Wejściowy obraz został odpowiednio przekształ-
cony. Do wykrywania krawędzi został użyty algorytm Canny’ego [3]. Przekształcone 
dane stanowiły odpowiednie wejście do dalszych obliczeń. Zastosowany algorytm 
wymiany rozwiązań bazowych w sposób efektywny był w stanie wyznaczać minimum 
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wypukłych i odcinkowo-liniowych funkcji kryterialnych. Algorytm ten podobny jest 
do algorytmu Simplex, używanego w programowaniu liniowym. W każdym kolej-
nym kroku następuje przejście do nowego wierzchołka.

Omawiana tu metoda docelowo przenoszona będzie na innego typu dane, jednak 
w monografii tej przedstawiona jest jako metoda służącą do wykrywania wzorców 
w obrazach. Jest to zupełnie nowy sposób i alternatywa dla transformacji Hough’a, 
która została przedstawiona i opatentowana w 1962 roku przez Paula Hough’a. Jednym 
z głównych zadań transformacji Hough’a jest właśnie znajdowanie zależności linio-
wych na obrazach [4]. Metoda ta jest do dnia dzisiejszego wykorzystywana. Dodatkowo 
została ona odpowiednio dostosowana do ogólnych klas krzywych [5].

2. Główne zależności
Główną zależnością, która jest wykorzystywana zarówno w transformacji Hough’a, 
jak i w alternatywnym sposobie przedstawionym w pracy jest fakt, iż punkty poło-
żone współliniowo na płaszczyźnie w przestrzeni cech można opisać równaniem: 

	 y = ax + b, 	 (1)

gdzie a jest nachyleniem (tanges kąta), zaś b wartością funkcji w punkcie 0. 
Odwzorowując dowolny punkt (x, y) znajdujący się w przestrzeni cech do przestrzeni 
parametrów a oraz b otrzymujemy prostą. Dodatkowo wszystkie proste w przestrzeni 
parametrów, które powstały poprzez odwzorowane punktów leżących na prostej 
w przestrzeni cech, przecinają się dokładnie w jednym punkcie w przestrzeni para-
metrów [6]. Właśnie ta prawidłowość pozwala na zastosowanie odpowiednich metod 
do odnajdywania płaskich wzorców. 

Dla lepszego zobrazowania omawianej wyżej zależności na rysunkach 1 i 2 
zostały przedstawione relacje między punktami i prostymi w przestrzeni cech oraz 
parametrów:

RYSUNEK IV.1. Przedstawienie punktów w przestrzeni cech
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RYSUNEK IV.2. Przedstawienie odwzorowania punktów z przestrzeni cech z Rys. IV.1 do prze-
strzeni parametrów

Zaznaczyć jednak trzeba, iż reprezentacja prostej poprzez postać kierunkową pro-
stej nie jest wolna od wad. Problemy m.in. związane są z bardzo dużymi wartościami 
parametru a dla prawie pionowych linii oraz brakiem reprezentacji dla linii pionowych.

Podejściem, które niweluje przedstawione wyżej problemy jest parametryzacja 
w biegunowym układzie współrzędnych:

	 xcos(θ) + ysin(θ) = ρ,	 (2)

gdzie θ jest kątem nachylenia, zaś ρ odległością prostej od początku układu 
współrzędnych. 

Propozycja metody przedstawionej w rozdziale wynika z faktu, iż algorytm 
transformacji Hough’a posiada wady. Główne problemy są związane ze złożonością 
obliczeniową oraz pamięciową. Wynikają one z konieczności przygotowywania 
akumulatorów, na których wykonywane są obliczenia. Powoduje to wykładniczy 
wzrost złożoności obliczeń wraz ze wzrostem wielkości wymiarów danych wejścio-
wych [4]. 

W prezentowanej pracy zostanie przedstawiona alternatywna metoda efektyw-
nego wyszukiwania wzorców liniowych w obrazach dwuwymiarowych.

3. Wierzchołki w przestrzeni cech
Do wykonania obliczeń niezbędne było odpowiednie przygotowanie danych wej-
ściowych. Obraz wejściowy poddawany był obróbce, aby docelowo przedstawić 
go w postaci zbioru danych, który składał się z dwuwymiarowych wektorów cech 
xj = [xj1,...,xjn]T (xj ≠ 0), gdzie j = 2. W taki sposób zbudowana została macierz o m wier-
szach i 2 kolumnach. Każdy z wierszy przedstawiony był jako współrzędne x oraz y. 
Taka reprezentacja umożliwia przedstawienie w dwuwymiarowej przestrzeni cech 
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F[n] (xj  F[n]) obrazu wejściowego jako punkty. Ogólnie zakłada się, że odpowiednie 
wartości poszczególnych cech to liczby rzeczywiste xji R. Rozważany zbiór danych C 
składał się z m wektorów cech:

	 C = {xj}, gdzie j = 1,..., m.	 (3)

Płaszczyznę wierzchołkową Pk(xj(1),…,xj(l+1)) o wymiarze (l – 1) w dwuwymiaro-
wej przestrzeni cech F[n] zdefiniujmy za pomocą l liniowo niezależnych wektorów 
cech xj(i), zgodnie z [6]: 

	 Pk(xj(1), …, xj(l)) = {x: x = α1xj(1) + … + αl xj(l)}.	 (4)

Parametry αi powinny spełniać warunek α1 + …+ αl = 1 [7].

4. Wierzchołki w przestrzeni parametrów
Wektory cech xj ze zbioru C pozwalają na zdefiniowanie następujących hiperpłasz-
czyzn hj w przestrzeni parametrów:

	 (xj  C) hj = {w: (xj)Tw = 1},	 (5)

gdzie wk = [wk,1,...,wk,n]T  Rn jest wektorem wag. 

Każdy z kolejnych wierzchołków może być opisany jako przecięcie pewnej ilo-
ści hiperpłaszczyzn hj. W związku z tym wierzchołek wk może być zdefiniowany 
następująco:

	 (j  Jk) wk
Txj = 1.	 (6)

Wierzchołek jest wierzchołkiem zdegenerowanym, gdy jest punktem przecięcia odpo-
wiednich ilości hiperpłaszczyzn hj: są to właśnie punkty przecięcia w przestrzeni para-
metrów. Docelowo zagadnienie związane jest ze znalezieniem najbardziej zdegenerowa-
nych wierzchołków – każdy krok algorytmu powinien powodować przejście do kolejnego 
wierzchołka zdegenerowanego. W taki sposób aktualizowany jest szukany wektor wag.

W publikacji tej przedstawione jest to rozwiązanie oparte na minimalizacji wypu-
kłych i odcinkowo-liniowych (typu CPL) funkcji kryterialnych [7]. 
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5. Funkcja kryterialna
Wektory cech xj z zbioru C pozwalają na zdefiniowanie następującej funkcji kary:

	 (xj  C (1))       φj(w) = |1 – xj
Tw|.	 (7)

Jest to funkcja wypukła i odcinkowo-liniowa (typu CPL) [7]. Rysunek IV.3 przed-
stawia postać funkcji kary:

RYSUNEK IV.3. Funkcja kary

Funkcja kryterialna  Φ(w) jest zdefiniowana jako suma funkcji kar φj(w) (7), która 
jest zależna od m wektorów cech xj:

	 Φ(w) = Σ φj(w)           j =1,….,m.	  (8)

Można wykazać, że minimalna wartość Φ(w)* wypukłej i odcinkowoliniowej 
(typu CPL) funkcji kryterialnej Φ(w) (8) znajduje się w jednym z wierzchołków wk [8]:

	 (wk*) (w) Φ(w) ≥ Φ(wk*) = Φk* ≥ 0.	  (9)

Przedstawiony algorytm wymiany rozwiązań bazowych ma za zadanie w sposób 
efektywny znaleźć optymalny wierzchołek wk*, w którym wartość funkcji kryterial-
nej jest minimalna.
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6. Kolejne kroki wykrywania zależności linowych
Pierwszym etapem niezbędnym do przeprowadzenia obliczeń jest odpowiednie przy-
gotowanie danych wejściowych. Jednym z ważnych w praktyce zagadnień jest tu prob-
lem redukcji zakłóceń (szumów) w obrazach dwuwymiarowych [9].

Przykładowym obrazem, który został wykorzystany do obliczeń, jest dwuwymia-
rowy obraz znajdujący się na rysunku IV.4, przedstawiający pewien kształt (Źródło: 
Triangle illustration – Trójkąt – Wikipedia, Wolna encyklopedia, rok: 2020):

RYSUNEK IV.4. Jeden z dwuwymiarowych obrazów, na których testowany był algorytm mający 
na celu wykrywanie wzorców liniowych

To właśnie taki obraz na wejściu przekształcany jest do postaci, która może być 
wykorzystana przez algorytm. Przykładowa reprezentacja tego obrazu, która została 
wykorzystana do dalszych obliczeń jest przedstawiona na rysunku IV.5:

RYSUNEK IV.5. Reprezentacja obrazu, która zostaje wykorzystana do dalszych obliczeń
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Poprzez minimalizację funkcji kryterialnej algorytm porusza się po wierz-
chołkach zdegenerowanych. Jeśli napotka mocno zdegenerowany wierzchołek – 
jest on traktowany jako jedno z rozwiązań i jako poszukiwana zależność liniowa. 
Analogicznie poprzez wyszukiwanie kolejnych wierzchołków zdegenerowanych 
wyszukiwane są pozostałe wzorce liniowe na zadanym obrazie. Rysunek IV.6 przed-
stawia wszystkie zależności liniowe, które algorytm jest w stanie znaleźć na podanym 
na wejściu obrazie dwuwymiarowym:

RYSUNEK IV.6. Znalezione rozwiązania – wykryte zależności liniowe

7. Wnioski
Niniejsza praca miała za zadanie przedstawienie alternatywnego algorytmu do trans-
formaty Hough’a służącego m.in. do wyszukiwania wzorców liniowych. Metoda opiera 
się na zależnościach pomiędzy przestrzenią cech a parametrów oraz na minimalizacji 
funkcji kryterialnych typu CPL. W rozdziale pokazano, w jaki sposób metoda działa 
na obrazach dwuwymiarowych i jak wyglądają kroki doprowadzające do rozwiązań. 
Ważne jest to, iż w zaproponowanej metodzie, w przeciwieństwie do powszechnie 
stosowanego algorytmu transformacji Hough’a, nie są budowane duże akumulatory, 
które mają wpływ na złożoność pamięciową i obliczeniową. 

Aktualnie będą następowały próby użycia algorytmu w innych typach zbiorów 
wejściowych. Docelowo planuje się użycie metody również w wielowymiarowych 
danych [10]. Miałoby to zastosowanie w przetwarzaniu danych genetycznych. W tym 
celu planuje się wykorzystanie danych wielowymiarowych rzeczywistych oraz ewen-
tualne dostosowanie lub optymalizację aktualnej wersji algorytmu.
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An alternative algorithm for the Hough transform that searches for linear patterns

Abstract: To this day, the method proposed in 1962 by Paul Hough is still used 
to recognize patterns in various types of images or graphics. The first version 
of this algorithm was applied to extract linear patterns, but it was extended to gen-
eral classes of curves. Despite the popularity of this solution, it has its drawbacks. 
The most significant drawback is its memory and computational complexity. This 
article presents an alternative method for the Hough transform that allows one to 
search the parameter space without building accumulators.

Keywords: the Hough transform, linear patterns, feature space, parameter space, 
criterion function.




