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Streszczenie: W opracowaniu analizowane sg mozliwosci projektowania klasyfi-
katoréw na podstawie zbiorow danych zawierajacych malg liczbe wysokowymiaro-
wych wektoréw cech. Badane sa teoretyczne wlasciwosci warstw zlozonych z duzej

liczby klasyfikatoréw liniowych opartych na wyselekcjonowanych podzbiorach cech

o matych liczno$ciach. Selekcja optymalnych podzbioréw cech odbywa si¢ na pod-
stawie maksymalizacji margineséw okreslanych zgodnie z normg L1. Warstwy
zlozone (complex layers) agreguja klasyfikatory liniowe budowane w rozlagcznych

podprzestrzeniach cech o matym wymiarze. Zgodnie z zalozeniami teorii ergo-
dycznej, usrednianie po malej liczbie obiektow zastgpione tu zostaje usrednianiem

po wielu roztgcznych podzbiorach cech.

Stowa kluczowe: klasyfikatory liniowe, mata liczba wielowymiarowych wektoréw
cech, maksymalizacja marginesow opartych na normie L1, wypukle i odcinkowo-
-liniowe (CPL) funkcje kryterialne

1. Wstep

Rozpoznawanie obrazdw (ang. pattern recognition) jest grupa metod stuzacych wykry-
waniu prawidlowosci w zbiorach danych reprezentowanych tradycyjnie za pomoca
duzej liczby wielowymiarowych wektoréw cech [1]. Uktady klasyfikujace (klasyfi-
katory) maja na celu poprawne przypisywanie numeréw kategorii (klas) kolejnym
obiektom pojawiajacym sie na wejsciu klasyfikatora [2]. W przypadku klasyfikatora
binarnego liczba klas jest rowna dwa. W bardziej ogélnym przypadku liczba klas jest
liczbg naturalng wiekszg od dwu, ale skoniczong [3].

W rozdziale tym analizowane sa mozliwosci projektowania klasyfikatoréw na pod-
stawie zbiorow danych zawierajacych malg liczbe wysokowymiarowych wektoréw
cech [4]. Badane sg wlasciwosci klasyfikatorow ztozonych z duzej liczby klasyfikato-
réw liniowych opartych na wyselekcjonowanych podzbiorach cech o matych licznos-
ciach. Zlozone warstwy (complex layers) agreguja klasyfikatory liniowe, budowane
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w rozfacznych podprzestrzeniach cech o malym wymiarze [5]. Zgodnie z zaloZeniami
teorii ergodycznej, usrednianie po malej liczbie obiektow zastgpione tu zostaje usred-
nianiem po wielu roztgcznych podzbiorach cech [6].

Projektowanie klasyfikatoréw liniowych na podstawie matej liczby wysokowy-
miarowych wektoréw cech obywa si¢ poprzez minimalizacje wypuktych i odcin-
kowo-liniowych (ang. convex and piecewise linear - CPL) funkcji kryterialnych [7].
Minimalizacja funkgcji kryterialnych typu CPL moze by¢ efektywnie realizowana
za pomocy algorytméw wymiany rozwigzan bazowych [8]. Projektowanie klasyfi-
katoréw liniowych oparte zostalo na zasadzie maksymalizacji margineséw okreslo-
nych za pomocg normy typu L . Maksymalizacja margineséw opartych na normie L1
umozliwia m.in. efektywna realizacj¢ procedur grupowania genéw [9].

2. Liniowa separowalno$¢ wektorow cech

Bierzemy pod uwage zbiér danych C zbudowany z m wektor6éw cech x, = [xj’l,...,xj)n]T
o wymiarze réwnym # [1]:

C={x}, gdziej=1,., m. )

Wektor cech x; = [Xj,l,...,xj,n]T (j = 1,..., m) reprezentuje j-ty obiekt O, zawarty w bazie
danych.

Skiadowe x;; wektora cech x; sg liczbowymi wynikami pomiaréw n cech X;
obiektu O.. Zakladamy, 7e wartoéciami poszczegolnych cech X, (i = 1,..., n) moga byc
liczby rzeczywiste (x),l € RY)1ub binarne (XJ,1 € {0,1}).

Poszczegdlne wektory cech x; (j = 1...., m) moga by¢ interpretowane jako punkty
w n-wymiarowej przestrzeni cech F[n] (xj € F[n]). Bierzemy pod uwage przypadek,
gdy liczba n cech X, jest znacznie wigksza niz liczba m wektorow x; (n >> m) [4]. Tego
typu sytuacje mamy np. w przypadku zbioréw danych genetycznych. W tym przy-
padku skladowe x;; wektora cech x, mogg reprezentowac aktywnos¢ poszczegdlnych
genow X..

W celu budowy k-tego modelu klasyfikacyjnego zbior danych C (1) jest dzielony
zgodnie z wiedzg ekspertéw na dwa podzbiory uczace G,* i G, :

Gk+ = {inj € ]k+}’ and Gk_ = {Xj:j S ]k_}’ (2)

gdzie ], * oraz J,~ sa rozlacznymi zbiorami indekséw j wektoréw cech X, JrNJj-=9).

Zbior uczacy G,* (2) zawiera m,* wektordw cech x;, i reprezentuje kategorig dodat-
nig w,*, a zbior G,~ zawiera m,” wektorow cech x; i reprezentuje kategori¢ ujemng w,".
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Definicja 1: Zbiory uczace G,*i G,” (2) s3 liniowo separowane wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje rozwigzanie w, i 6, ponizszego ukladu nieréwnosci liniowych [3]:

Aw, 8) (Vx € G) wkajZ 0, + 1 oraz (3)

(ij €G,) wkajS 0, -1

Parametry w, i 6,, dajace rozwigzanie ukladu nieréwnosci liniowych (3), wyzna-
czaja hiperplaszczyzne H(w,, 0,) z wektorem kierunkowym w, = [w,_,...w, \]" € R
oraz progiem 0, € R!, ktéra separuje zbiory G,* i G, (2) w przestrzeni cech F[n] [2]:

Hw, 6,) = {x: w,x=0,}. 4)

Wszystkie wektory cech w, ze zbioru G,* (2) lezg po dodatniej stronie hiperplasz-
czyzny separujacej H(w,, 6,) (w,"x> 6,), a wszystkie wektory cech x, ze zbioru G,*
leza po ujemnej stronie tej hiperplaszczyzny (w,"x; < 6)).

Hiperplaszczyzna H(w,,0,) (4) separuje zbiory G,* i G,~ (1) z ponizszym margi-
nesem §,(w,), ktory bazuje na normie Euklidesowej || w, ||, = (w,Tw,)"? wektora
kierunkowego w, (4) [1]:

S, w)=2/||w 2/ (w,Tw )2, (5)

k||L2:

Metoda wektoréw wspierajacych (ang. suport vector machines) SVM jest czesto ze
spektakularnymi sukcesami stosowana w wielu praktycznych problemach klasyfika-
cji [10]. Metoda SVM bazuje na wyznaczaniu takiej optymalnej hiperplaszczyzny sepa-
rujacej H(w, %,0,*) (4), ktéra charakteryzuje si¢ najwigkszym marginesem §,,(w,*) (5)
opartym na geometrii euklidesowej [11]. Hiperplaszczyzna H(w,*,6,*) (4), separujaca
zbiory wektoréw cech x; najwickszym marginesem 8, ,(w,*) (5), wyznaczana jest przy
uzyciu programowania kwadratowego.

Ostatnio zaproponowana zostata metoda stosowania takiej optymalnej hiperptasz-
czyzny separujacej H(w, *,0,*) (4), ktora charakteryzuje si¢ najwigkszym marginesem
8, (w.¥) opartym na normie || w, ||, wektora kierunkowego w, (4) [9]:

S w)=2/[w|l,=2/ (|wk,1| +o | Wk,nl)' (6)

Hiperptaszczyzna H(w,*,0,*) (4), separujaca zbiory wektoréw cech x; z najwigk-
szym marginesem §,,(w,*) (6), wyznaczana jest poprzez minimalizacj¢ perceptro-
nowej funkgji kryterialnej z regularyzacjg. Perceptronowa funkcja kryterialna jest
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funkcja wypukla i odcinkowo liniowa (ang. convex and piecewise linear) CPL, a przy
jej minimalizacji uzywa si¢ algorytmu wymiany rozwigzan bazowych [3].

3. Hiperptaszczyzny dualne oraz wierzchotki
W przestrzeni parametrow

Poszerzone wektory cech Y, (yj € F[n+1]) budowane s3 z wektoréw cech X= [xj,l,...,xj,n]T )
z uwzglednieniem podzialu na zbiory uczace G,* i G,~ (2) [1]:

(ij € G, Y, = [ij,l]T, and 7)

(ij EG)y,= -[x 1T

]

Poszerzony wektor parametréw v, = [v, ...V, ,,]" (v, € R"™*') ma ponizszg struk-
ture (4):

v = [WkT7 - ek]T = [wk,l""’wk,n’ B ek]T~ ®

Uklad nieréwnosci (3) definiujacych separowalnos¢ liniowa mozna przedstawic
W ponizszej postaci, uzywajac wektorow poszerzonych y, (7) oraz v, (8):

Av)viej) VkTyj >1, )

gdzie J, = J* U ]~ (2).

Wektory poszerzone y, (7) wyznaczajg hiperptaszczyzny dualne h'! w przestrzeni
parametréw R™*:

(Vi EJO) k! = {v:ytv=1, (10)

gdziev = [v,,...v,_,]T € R™.

Kazdy z n wektoréw jednostkowych e, definiuje ponizszg hiperptaszczyzne h°
w przestrzeni parametrow R™*:

(Vi=1,.,n) h’={v:e'v=0}={v:w,=0}. (11)
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Definicja 2: Wierzchotek v, rzedu r, (r, < n) w przestrzeni parametréw R*~!
(v, € R*") jest ulokowany w przecigciu r, hiperptaszczyzn h! (10) orazn + 1 - r,
hiperptaszczyzn h° (11).

Wierzchotek v, rzedu r, (r, < n) w przestrzeni parametréw R™! (v, € R*"') moze
by¢ tez zdefiniowany jako rozwigzanie ponizszego uktadu réwnosci liniowych [3]:

~MEJ) vayj =1,0oraz (Vi€ L) v,"e =0, (12)

gdzie J, jest zbiorem r, indeksow j takich hiperptaszczyzn h/! (10), ktore przechodza
przez wierzcholek v,, oraz I, jest zbiorem n + 1 - r, indekséw i bazowych wektoréow
jednostkowych e, (i € I,).

Uktad réwnosci liniowych (12) mozna przedstawi¢ w ponizszej formie macie-
rzowej [3]:
B'v =1, (13)

gdzie B, = [¥,5-++ Vo € iry- - i) 012z 1, = [1,..., 1, 0,...., O]".

Jezeli macierz B, (13) jest nieosobliwa, to wierzcholek v, moze by¢ obliczany jako suma

: ; ; -1
pierwszych r, (r, < n) kolumn r, macierzy odwrotnej (B,))" = [r,...,r, ¥, ,.... T, ]

v,=BDH =1 +..+1, (14)

4. Perceptronowa funkcja kryterialna z regularyzacja

Perceptronowa funkcja kryterialna @, (v) uzywana jest m.in. w celu badania liniowej
separowalnosci (9) zbioréw uczacych G,*i G, (2) [1]. Funkcja kryterialna @, (v) jest
wazong sumg perceptronowych funkcji kary ¢,(v) [3]:

Vi€ 9) 1- ijv if ijv <1 (15)

@,v) =
0 if y'vzl
Wypukte i odcinkowo liniowe (CPL) funkcje kary (pj(v) stuza do wymuszania rea-
lizacji nieréwnosci liniowej separowalnoéci (9).

Perceptronows funkgcje kryterialng @, (v) mozna przedstawi¢ w ponizszej pos-
taci [3]:
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D (v) = 2 a ¢,(v) (16)

jE]k(9)

gdzie parametry (ceny) a; 3 réwne o =1 / m* dla x; € G," (3) oraz a = 1/ m_
dla x € G, .

Funkgcja kryterialna @, (v) (16) jest wypukta i odcinkowo liniowa (ang. convex and
piecewise linear (CPL)) [7]. Warto$¢ minimalna funkcji @, (v) (16) typu CPL mozna

wyznaczy¢ za pomocg algorytmu wymiany rozwigzan bazowych w jednym z wierz-
chotkéw v, (14) [3]:

Av) (VWER™) D (V) 2D (v,) 0. (17)

Mozna zauwazy¢ tez, ze warto$¢ minimalna @, (v,*) (17) jest zawarta w prze-
dziale [0, 1]:

0<d (v, < 10. (18)

Twierdzenie 1: Warto$¢ minimalna @, (v, *) (17) funkcji @, (v) (16) jest réwna zeru
(@, (v,*) = 0) wtedy i tylko, gdy zbiory uczace G,* i G,” (2) sa liniowo separowalne (9) [7].

Warto$¢ minimalna @, (v, *) (17) zbliza si¢ do jednosci @, (v, *) = 1.0), gdy zbiory
uczace G,* i G~ (2) pokrywaja si¢ (G,* = G,").

Regularyzowana funkcja kryterialna ‘¥, ,(v) jest sumg perceptronowej funkcji
kryterialnej @, (v) (16) oraz funkgcji regularyzujacej ¥, '(v) [12]:

W, () = D) + A W, (W), (19)

gdzie v = [wT, -0] = [w,,..., w,, -0]T € R™", oraz A > 0 jest poziomem kosztow.
Funkgja regularyzujaca ¥, '(w) okreslona jest za pomoca ponizszego réwnania [12]:
YW= Y }yi lw,| (20)
gdzie y, (y, > 0) jest kosztem i-tej cechy X..

Standardowe wartosci parametréw X oraz y, (19) sa réwne jednosci:

A=1and (Vi=1,.,n)y,=1 (21)
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Regularyzowana funkcja kryterialna ¥, , (v) (19), podobnie jak funkcja @, (v) (16),
jest wypukta i odcinkowo liniowa (CPL) [3].

W oparciu o fundamentalne twierdzenie programowania liniowego wnioskujemy,
ze warto$¢ minimalng funkcji regularyzowanej ¥, , (v) (19) mozna wyznaczy¢ w jed-
nym z wierzchotkéw v, (14) [13]:

3v ) (YWweR™ VY ,(v) =¥,V >0. (22)

Warto$¢ minimalna ¥, , (v, *) funkcji regularyzowanej ¥, , (v) (19) oraz wierzcho-
tek optymalny v, * (22) uzywane s3 m.in. w metodzie RLS (ang. relaxed linear separa-
bility) selekcji optymalnych zestawéw cech X, [14].

Minimalizacja funkcji typu CPL, m.in. funkcji ®@,(v) (16) oraz funkgji ‘¥, ,(v) (19)
moze odbywac si¢ za pomocg algorytméw wymiany rozwigzan bazowych. Algorytmy
wymiany rozwigzan bazowych oparte s na transformacji Gaussa-Jordana [7]. Wysoka
efektywno$¢ i precyzja algorytméw wymiany rozwigzan bazowych umozliwia uzy-
wanie tych algorytméw réwniez w przypadku duzych, wielowymiarowych zbiorow
danych. Miedzy innymi selekcja optymalnych zestawéw genéw X metoda RLS rea-
lizowana byla za pomocg algorytméw wymiany rozwigzan bazowych [14].

5. Dwuetapowa minimalizacja regularyzowane;
funkciji kryterialnej

Funkcja regularyzowana ¥, (v) (19) jest sumg perceptronowej funkcji kryterialnej
®, (v) (16) oraz funkgcji regularyzujacej ¥, '(v). Zgodnie z Twierdzeniem 1, wartos$¢
minimalna @, (v,*) (17) perceptronowej funkcji kryterialnej @, (v) 16) jest réwna
zeru wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory uczace G,* i G,” s3 liniowo separowalne (9) [12].
(Zbiory G,* i G,” sa liniowo separowalne) = (23)

= (v, * 22) D (v,*) =0)
Jezeli warto$¢ minimalna @, (v, *) (17) perceptronowej funkcji kryterialnej

@, (v) (16) jest rowna zeru w wierzchotku v, * (14), to wszystkie m funkcji kary (pj(v) (15)
tez s3 rowne zeru w tym wierzchotku:

(Y, € J,0) ¢, = 0. (4
Stad:
(‘v’j €7.09) ijVk* >1. (25)
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Powyzsze nieréwnosci oznaczajg, ze wierzchotek optymalny v, * (22) jest ulo-
kowany po stronie dodatniej wszystkich m hiperptaszczyzn dualnych k' (10).
Hiperplaszczyzny dualne h' (10) tworzg $ciany wieloscianu wypuklego V, w prze-
strzeni parametrow R™! (v € R™"):

Vi=tv:(VjE€J) ijv >1} (26)

Wielo$cian wypukly V, (26) jest zbiorem niepustym, gdy zbiory uczace G,*i G,” (2)
s3 liniowo separowalne (9) [7]. W tym przypadku wartos¢ funkcji kryterialnej @, (v) 16)
jest réwna zeru w kazdym punkcie v wieloécianu V, (26):

V, = {v: O, (v) = 0}. 27)

Niech symbol H, oznacza zbiér wszystkich wierzchotkéw v, (14) wielo$cianu
V, (26):

H, = {v: D v,) = 0}. 28)

Zbior H, (28) zawiera skonczong liczbe wierzchotkéw v, (14). Kazdy wierzchotek
v, (14) rzedu r, (12) nalezacy do zbioru H, (28) jest punktem przecigcia r, hiperptasz-
czyzn hj1 (j €J) (10) oraz n + 1 - r, hiperplaszczyzn h° (i € 1) (11).

W przypadku, gdy zbiory uczace G,* i G,~ (2) s liniowo separowalne (9), warto$¢
minimalna ¥, (v, ,*) (22) funkcji regularyzowanej ‘¥, , (v) (19) moze by¢ wyznaczana
w dwu ponizszych etapach:

Etap I: Minimalizacja perceptronowej funkcji kryterialnej @, (v) (16). Poniewaz
zbiory uczace G,* i G,” (2) sa liniowo separowalne (9), to warto$¢ minimalna
D, (v,*) (17) jest réwna zeru (P, (v,*) = 0) na koniec tego etapu.

Etap II: Minimalizacja czlonu regularyzujacego ¥, '(w) (20) przy zachowaniu ogra-
niczenia z konca etapu pierwszego (P, (v,*) = 0).

Dwuetapowa realizacja zadania minimalizacji funkcji regularyzowanej ‘¥, , (v) (19)
pozwala na zwiekszenie efektywnosci procesu obliczeniowego.

Zadanie minimalizacyjne Etapu II mozna zapisac jako [12]:

min {¥,/w,): ®,(v,) = 0} = min { Y, |w,|:v.€ H (28) (29)

gdzie @, (v,) jest wartoscig perceptronowej funkgcji kryterialnej @, (v) (16) w wierz-
chotku v, wielo$cianu V, (26).

Warto$¢ minimalng ¥, (v, ,*) (22) funkcji regularyzowanej ¥ ,(v) (19) mozna
wyznaczy¢ w jednym z wierzchotkéw v, (14) wielo$cianu V, (26).
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Rozwigzanie problemu minimalizacji z ograniczeniami (29) prowadzi do takiego
wierzchotka optymalnego v, * = [(w, *)T, -0 *]%, kt6ry charakteryzuje sie najmniejsza
dtugoscia || w,* ||, wektora wag w, *, spos$réd wszystkich wierzchotkow v, (14) wie-
loécianu V, (26) [12]:

(Vv € V. 26) [[ W, |l = || w.* ||, (30)

gdzie v, = [w, T, -0,]" (5) oraz || w||,, = [w || +...+ | w,|.

Poszczegolne wierzchotki v, (14) rzedu r, (r, < n) w wielo$cianie R, (26) rézniga sie
zestawem wektorow jednostkowych e, (i € I, (12)) zawartych w bazach B, (13), powia-
zanych z tymi wierzchotkami:

B, =Yy Yio €ty - €inen]- (1)

Algorytmy wymiany rozwigzan bazowych pozwalajg na efektywne znajdowanie
wierzchotka optymalnego v, * = [(w,*)7, -6, *]T ustalonego rzedu r,. Wierzchotek taki
jest rozwigzaniem zagadnienia minimalizacji z ograniczeniami (29). Podczas I-tego
kroku algorytmu, wektor jednostkowy e, (i(/) € I,(I)) zawarty w bazie B, (I) (31) zastg-
piony jest przez nowy wektor e, (i(k) & I,()) pod warunkiem, ze taka zamiana pro-
wadzi do zmniejszenia dtugosci || w, ||,, (30) wektora w,. Kryterium stopu algorytmu
opiera si¢ na powyzszym warunku.

Zgodnie z transformacjg Gaussa-Jordana, zamiana podczas [-tego kroku wektora
jednostkowego e, w bazie B, () (31) na wektor y, , powoduje ponizsze zmiany kolumn
r,(I) macierzy odwrotnej B, (I)! = [r,(]),..., r, (), r,.,(D),..... x (D] [3]:

r,(H1) = (1/ ri(l)(l)Tyk(l)) r,,(D) (32)
oraz
(Vi = i() r,(I+1) = r,() - (r,(Dy,,) 1, (141D =

=r,(D) - (D) /10 (DY) 1) (D-
Zamiana wektora jednostkowego e, na inny wektor jednostkowy e, w bazie
B, (I) (31) powoduje ponizsze zmiany kolumn r,(l) = [r; (), ...., 1, ,(])]" macierzy odwrot-

nej B, ()™

1o (D) = (1] x,(DTe ) 1 (D) = (1 1,49 (D) 1) (D) (33)
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oraz
(Wi = (1) r,(+1) = £,(0) - (5(D)7e, ) 1, (H1) =

=r() - ((D'eyy) 1y (D)7ey) 1, (D) =
=r() - (ri,i(k)(l) ! T500D) ri(l)(l)'

Poréwnujac zaleznosci (32) i (33) mozemy zauwazy¢, ze zamiana wektora jed-
nostkowego e, na wektor cech y, , jest bardziej kosztowna niz zamiana dwu wek-
toréw jednostkowych e, i e, w bazie B,(I) (31). Uzywanie dwuetapowej procedury
minimalizacji regularyzowanej funkgji kryterialnej ¥, ,(v) (19) moze by¢ celowe
ze wzgledu na koszty obliczen.

Algorytmy wymiany rozwigzan bazowych oparte sg na realizacji transformacji
Gaussa-Jordana, w kolejnych krokach /. Skutki dzialania wybranego algorytmu zalezg
od tego jaki wektor e, lub x;, opuszcza baz¢ B, (I) (31) w kroku I-tym oraz jaki wek-
tor ¢, lub x,,; wchodzi do tej bazy na opréznione miejsce. Kryterium wyjscia okresla
wektor e, lub x,, opuszczajacy baz¢ B, (I) (31), natomiast kryterium wejscia okresla

i(l)
wektor e, lub x;,) wchodzacy do bazy. Rézne strategie minimalizacji funkeji kryte-

i(k)
rialnych typu CPL wiazg sie z wyborem kryterium wyjscia oraz kryterium wejscia [3].

6. Wtasciwosci wierzchotkéw optymalnych

Wierzchotek optymalny v, * wyznacza minimum globalne (22) regularyzowanej funk-
cji kryterialnej ¥, ,(v) (19) okreslonej na m wektorach cechy, (7). Bierzemy pod uwage
przypadek taki, gdy liczba m wektoréw cech'y, (7) jest znacznie mniejsza niz liczba
n cech X, (m << n) [4]. Mozna zalozy¢ w tym przypadku, ze wszystkie poszerzone
wektory cech y, (7) moga zosta¢ wprowadzone do macierzy bazowej B, (31) o poniz-
szej strukturze [12]:

B, =Y Vo> €itmsny- -+ €t €igarn)- (34)

Mozliwos¢ wprowadzenia wszystkich wektorow Y, (7) (m << n) wigze si¢ z nieza-
leznoscig m wektoréw cech Y, (7) w wysokowymiarowej przestrzeni cech F[n+1] [12].

Réwnanie bazowe (13) z powyzsza macierza B, (34) okresla wierzchotek v, jaka
sume (14) pierwszych m kolumn r, macierzy odwrotnej (B.)™" = [r,..., r rl:

moe e Ly

vi=B) U =r+. +r,_. (35)
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Macierz (BN = [r,,..., ¥_,..., r,] spelnia réwnanie odwrotnosci (B,")(B,))'=1,
gdzieI=[e,,..., e ] jest mac1erzq jednostkowa. Jezeli m < n/ 2, to z réwnania odwrot-
nosci dla macierzy B, (34) wynikaja ponizsze réwnania liniowe:

(Vie{l,..,m}) (Vi'€E{m+1,.,n})r'e, =0 (36)

i) —

oraz

(Vj € {1,..., m}) royj =1. (37)

Konsekwencja réwnosci (36) jest ponizsza struktura wektoréw kierunkowych r,,
ktore sg rowne pierwszym m kolumnom macierzy odwrotnej (B,))! = [r,,..., 1, r]:

m>er e Ly

(Vi € {Lyuoy m}) £, = [£, oo T, O 0T, (38)

Zgodnie z powyzszym wyrazeniem, kazda z m pierwszych kolumn r, macierzy
odwrotnej (B,")" wzgledem bazy B, " (34) ma ostatnie n - m (m << n) sktadowych r,,
réwne zeru (r;, = 0, gdzie [ = m + 1,..., n). Z bazg B, (34) zwigzany zostal wierzcho-
tek v, (35) rzedu m oraz zbior I, (12) indekséw i bazowych wektoréw jednostkowych
e (iE€I).

Wierzcholek optymalny v, * = [[w, *...w, *]", -6,*]" (5) rzedu m wyznaczany jest
na podstawie m poszerzonych wektoréw cech y, poprzez minimalizacje (22) regulary-
zowanej funkcji kryterialnej ¥, ,(v) (19) okreslonej na tych wektorach. Wierzchotek
optymalny v, * rzedu m jest takim wektorem parametréw, ktéry ma m sklfadowych
w, ¥ réznych od zera (w, * # 0) oraz n — m skladowych réwnych zeru (w, * = 0).

Takie cechy X, ktérym zostaty przyporzagdkowane zerowe wagi w, * w wierz-
chotku optymalnym v, * = [[w, *...w, *]%, -0,*]" (22) pomijane s3 w k-tej podprze-
strzeni wierzchotkowej F, *[m] zwigzanej z tym wierzchotkiem. Zredukowane wektory
cech X, [m] nalezace do podprzestrzeni wierzchotkowej F, *[m] (xj [m] € F *[m]) maja
po m sktadowych x;; reprezentujacych cechy X z niezerowymi wagami w, * (w, ;* #. 0).
Liczba m cech X, podprzestrzeni wierzchotkowej F, *[m] wiaze si¢ ze strukturg macie-
rzy bazowej B, * (34), do ktdrej zostaly wprowadzone wszystkie m poszerzonych wek-
toréwy, (7), utworzonych na bazie zbioréw uczacych G,* i G,~ (2) [1].

Cechy X, z zerowymi wagami w, * (22) s3 pomijane, poniewaz nie wplywaja na
wartosci kolejnych iloczynéw skalarnych (v,*)'y,. Wtasciwos¢ ta zostata wykorzy-
stana w metodzie RLS (ang. Relaxed Linear Separability) selekcji optymalnych pod-
zbioréw cech [14].

Niech symbol R, oznacza wierzchotkowy podzbiér m cech X, z niezerowymi
wagami w, , * w wierzchotku optymalnym v, ,* = [[Wk(,),l*,...,wk(,),n*]T, K T (22)
podczas [-tego etapu:

R ={X; Wi # 0} (39)
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Podzbior wierzchotkowy R, * (39) zawiera m cech X, i powstaje ze zbioru wszyst-
kich n cech F = {X,,..., X.} po usunigciu n — m cech X, z zerowymi wagami w,, *
w wierzchotku optymalnym v, ,* (22). Zbiory cech R, (39) uzywane sg w konstruk-
cji kompleksowych warstw klasyfikatoréw liniowych (neuronéw formalnych) (1) [5].

7. Kompleksowe warstwy neuronéw formalnych

Regula decyzyjna r(w,,0,;x) k-tego neuronu formalnego NF(w,, 0,) w warstwie for-
mulowana jest przy uzyciu parametréw w, i 6, hiperptaszczyzny H(w,, 6,) (4) [1]:

1, jezeliw,"x >0,
rk(x) = r(wk:ek; X) = (40)
0, jezeli w,"x < 6,.

Neuron formalny NF(w,,0,) jest pobudzony (r,(x) = 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
wejsciowy wektor cech x (x € F[n]) lezy po dodatniej stronie (w,"x = 6,) hiperptasz-
czyzny H(w,, 0,) (4), zdefiniowanej przez wektor kierunkowy w, oraz prég 0,. Neuron
formalny NF(w,, 0,) (40) moze by¢ uzywany jako klasyfikator liniowy lokujacy wek-
tory cech x do jednej z dwu kategorii w, i w, zgodnie z ponizsza regulg klasyfikacyjna:

jezelir,(x) =1, tox € w, oraz 41)

jezelir (x) =0, tox € w,.

Regula decyzyjna r, (x) (40) definiuje dzialanie neuronu formalnego NF(w,.0,)
w pelnej, n-wymiarowej przestrzeni cech F[n] (x € F[n]). Warstwy kompleksowe
budowane s3 z neuronéw formalnych NF(w, [m], 6,) dzialajacych w wierzchotkowych
podprzestrzeniach cech R, [m] (R, [m] C F[n]) o wymiarze nie wigkszym niz m, gdzie
m << n [5]. Wierzchotkowe podprzestrzenie cech R, [m] oparte s3 na wierzchotkach
optymalnych w, * (22) powigzanych z macierzami bazowymi B, ,* (34) w kolejnych
etapach [, gdziel = 1,..., L.

Wierzchotek optymalny w, * w pierwszym etapie (! = 1) uzyskujemy w wyniku
minimalizacji (22) funkcji regularyzowanej ¥, (v[n+1]) (19), okreslonej na m wek-
torach cech Y, (7) nalezacych do poszerzonej przestrzeni cech F[n+1] (yj € F[n+1]).
Wierzchotek optymalny v, . * = [(w, )T, -6, ,*]" (22) wyznacza m cech X, powigza-
nych z niezerowymi wagami w, , *.

Wierzchotek optymalny w, ,* w drugim etapie (I = 2) uzyskujemy poprzez mini-
malizacje funkcji regularyzowanej ¥, (v[n + 1 - m]) (19), okreslonej na m zredukowa-
nych wektorach cech yj[n +1-m] (j=1,...,m) (7) nalezacych do zredukowanej pod-
przestrzeni cech F,[n + 1 - m] (yj[n +1-m] € F[n + 1 - m]). Wektory zredukowane
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y[n+1-m] (7) reprezentujg n + 1 - m cech X, nalezacych do zredukowanego pod-
zbioru cech F/(n + 1 - m):

F(n+1-m)=Fn+1)\R, (42)

gdzie F(n + 1) = {X,,..., X, X, } oraz R, ;, = {X;: w ., # 0} (39) jest zbiorem m cech X,
z niezerowymi wagami w,,,, w wierzchotku optymalnym v, * (22) podczas pierw-

szego etapu (I = 1).

Zredukowany podzbiér cech F,(n + 1 - m) (42) uzyskujemy w wyniku pominigcia
w zbiorze n + 1 cech F(n + 1) takich m cech X, (X, € R, ;) (39)), ktérym odpowiadaja
niezerowe skfadowe w,, * wektora optymalnego w, * = [w, ) *...W,(;, ,*]T uzyska-
nego w poprzednim etapie.

W drugim etapie nastepuje redukcja podzbioru cech F,(n + 1 - m) (42) do pod-
zbioru F,(n + 1 - 2m):

F(n+1-2m)=F(mn+1-m)\R,. 43)

Zredukowany podzbior cech F,(n + 1 - 2m) (43) uzyskujemy w wyniku pominiecia
w zbiorze F,(n + 1 - m) (42) takich m cech X, (X; € F,(n + 1 - m) (42), ktérym odpowia-
dajg niezerowe sktadowe w, , . drugiego wektora optymalnego w, ,* = [, %Wy, 1"

Postepujemy podobnie w kolejnych etapach I (I = 1,..., L). Zredukowany podzbior
cech F(n + 1 - I m) podczas etapu [-tego (42) uzyskujemy poprzez pominiecie w zbio-
rze F | (n + 1- (I - 1) m) cech X, z podzbioru R, ;, (X; € R, ;, (39)):

F(n-1m)=F, (n-(-1)m)\Ry, (44)

Zgodnie z wczes$niejszym opisem, podzbiory cech F(n - [ m) (44) zmniej-
szajg si¢ w kazdym etapie [ o m cech X, zwigzanych z niezerowymi wagami w, , *
w wierzchotku optymalnym w,,* = [w,,) *...W,, .*]7. Wierzchotek optymalny
W = [wk(l)),l”,...,wk(l)))n”]T jest wyznaczany podczas etapu I-tego za pomocg minima-
lizacji funkcji regularyzowanej ¥, (v) (19), okreslonej na m zredukowanych wekto-
rach cech yj[n - Im| (yj[n -Im] € F [ n-Im] (7).

8. Agregacja klasyfikatorow w warstwie kompleksowe;

Regula decyzyjna r,(x) (40) definiuje dziatanie klasyfikatora liniowego (neuronu
formalnego) w k-tej wierzchotkowej podprzestrzeni cech R, [m]. Oznacza to m.in.,
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ze wejéciowe wektory cech x,[m] tego klasyfikatora powstajg w wyniku pominigcia
sktadowych x;; opartych na takich cechach X;, ktore zostaly zwigzane z zerowymi
wagami w, ,* (w,,* = 0) w wierzchotku optymalnym v, ,* (22).

Lemat 1: Jezeli istnieje taka baza B, (34) poszerzonej przestrzeni cech F[n+1], ktéra
zawiera wszystkie m wektoréw cech y, (y, € F[n+1]), to zbiory uczace G,* i G,” (2)
s3 liniowo separowalne (3).

Dowdéd: Macierz bazowa B, (34) jest odwracalna i jednoznacznie wyznacza wierz-
chotek v, = [w,T, -0,]T (8) rzedu m. Z réwnania bazowego (13) z macierza B, (34)
wynika, Ze spelniony jest ponizszy uklad m réwnan liniowych z wektorem wag w,
i progiem 0, (8):

(ij €GH wkaj =0,+1oraz 45)
(ij €G,) wkaj =0,-1

Spetnienie uktadu réwnan liniowych (45) oznacza, ze spetniony jest takze uktad
nieréwnoéci liniowych (3) definiujacy liniowa separowalnos¢ zbioréw uczacych G,*
iG (2.

Nieosobliwa macierz bazowa B, (34) jednoznacznie wyznacza wierzcholek
v, = [w.T, -6,]T (8) rzedu m. Z wierzchotkiem tym zwiazana jest hiperplaszczyzna
H(w,, 8,) (4) separujaca (45) zbiory uczace G,* i G,~ (2). Wierzcholek v, = [w,T, -6,]T =
[[Wk,l’""wk,n]T’ -0,]" (8) rzedu m wyznacza wierzchotkowa podprzestrzen cech F, [m]
o wymiarze m poprzez pominiecie n - m cech X, (X; € R (I) (39)), o zerowych
wagach w, ; (w, = 0). Zredukowany wektor wag w,[m] o niezerowych sktadowych
Wi Wiy # 0) powstaje z wektora wag w, poprzez pominiecie n — m zerowych skta-
dowych w, ; (w, = 0):

wk[m] = [wk,i(l)""’wk,i(m)]’ (46)

gdzie indeksy i(/) niezerowych sktadowych w, ,,, wektora w, [m] nie nalezg do pod-
zbioru I, (i(l) & I) (12).

Podzbiér I, (12) zawiera indeksy i bazowych wektoréw jednostkowych e, (e, € B, (34)).
Poprzez zmiany podzbioru I, (12) zmieniane s3 wierzcholki separujace w, [m] (46).
Maksymalna liczba [, réznych wierzchotkéw separujacych w, [m] (46) rzedu m
réwna jest liczbie podzbiorow I, (12).

I .. =nl/m!(n-m) 47)

m:

Z kazdym wierzchotkiem separujacym w, [m] (46) mozemy zwigza¢ margines
8, (w,[m]) (6) oparty na normie || w,[m]|| , typu L;:

56



8 (w [m]) =2/ I w,[m] ||Ll =2/ (lwk,i(l)l oot |wk,i(m)|)‘ (48)

Minimalizacja wypuklej i odcinkowo-liniowej funkcji regularyzujacej ¥, '(w) (20)
daje mozliwo$¢ wyznaczenia optymalnego wierzchotka separujacego w, [m]* (45)
rzgdu m, ktéry wyrdznia si¢ minimalng dtugoscig || w[m] ||, = [wW, | + - + [Wieim ||

(Yw[m] (45) [[w, [mllf,, = |[w [m][],,- (49)

Optymalny wierzchotek separujacy w, [m]* (45) o minimalnej dtugosci ||w, [m]¥||,, (49)
charakteryzuje si¢ maksymalnym marginesem 6, ,(w,[m]) (48):

(Vw,[m] (45)) §,,(w,[m]*) = §, ,(w,[m]). (50)

Maksymalizacja marginesu §, (w,[m]) (48) ma na celu zwigkszanie sity genera-
lizacyjnej regul klasyfikacyjnych lub regresyjnych (prognostycznych) budowanych
na podstawie zbioréw danych. Znanym przykladem tego typu postgpowania jest
metoda wektorow wspierajacych SVM (ang. Support Vector Machines), czgsto i z suk-
cesami stosowana w rozwigzywaniu wielu praktycznych problemoéw [10].

W kolejnych etapach I (I = 1,..., L) budowania warstwy kompleksowej wyznaczane
sg wierzchotki optymalne w, , [m]* rzedu m oraz zredukowane podprzestrzenie cech
F,,[n - Im] o wymiarze n - Im (44). Neuron formalny NF(w,,[m]* 6, ) jest budo-
wany (projektowany) w zredukowanej podprzestrzeni cech F,[n - Im] (44) w opar-
ciu o minimalizacje regularyzowanej funkcji kryterialnej ¥, , (v[n - Im]*) (19), okre-
slonej na m zredukowanych wektorach cech yj[n - Im] (yj [n - Im] € F [ n-Im] [5].

Wierzcholek optymalny w, ,* uzyskiwany jest w wyniku dwuetapowej minimali-
zacji (22) funkcji regularyzowanej ¥, ,(v[n + 1 - I m]) (19), okreslonej na m zreduko-
wanych wektorach cech y|[n + 1 - I'm] (7) nalezacych do zredukowanej podprzestrzeni
cech F,[n+1 - Im] (yj [n +1-Im] € F[n + 1 - Im]). Zredukowane podprzestrze-
nie cech F,,[n + 1 - Im] uzywane w kolejnych etapach I spelniajg ponizsze relacje:

Fln+1] D Fn+1-m]D..DOF

k(L-1)

[n+1-(L-1)m]). (51)

W kolejnych etapach I (I = 1,..., L) wyznaczane s3 takze wierzcholki optymalne
w,,[m]* (22) oraz wierzchotkowe podprzestrzenie cech R, [m] o wymiarze m.
Wierzchotkowe podprzestrzenie cech R, [m] definiowane s3 na podstawie wierz-
chotkéw optymalnych w,  [m]*. Wierzchotkowa podprzestrzen cech R, [m] w I-tym
etapie opiera si¢ na takich m cechach X, (X, € R,(I) (39)), ktérym odpowiadaja nieze-
rowe sktadowe (wagi) w, , * (22) wierzchotka optymalnego v, ,* = [[w, %W, ,*T5

—Gk(,)*]T (5) rzgdu m. Z kazdym wierzchotkiem optymalnym w, , [m]* mozemy zwigza¢
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maksymalny margines 8 (w, ,[m]*) (50) oparty na normie || w, [m]*|| , typu L, (48).
Maksymalizacja marginesu §,,(w, , [m]*) (50) wigZe si¢ z optymalizacjg doboru zestawu
wektoréw jednostkowych e, w bazie B, (34) (e, € B,). Na podstawie relacji (51) mozna
wykaza¢, ze maksymalne marginesy 8 ,(w,,[m]*) (50) rzedu m s3 uporzadkowane
W ponizszy sposob [9]:

8, (W, [m]) = 8, (W, [m]) = .2 8, (W, [m]*), (52)

Nieréwno$¢ (52) odzwierciedla m.in. taka prawidlowos¢, ze zmniejszanie wymiaru
podprzestrzeni cech F, , [n - Im] pocigga za sobg zmniejszanie si¢ wartosci maksy-
malnych marginesow 6, (w,, [m]*) (50) rzedu m [9].

Wierzchotkowa podprzestrzen cech R, *[m] (39) jest definiowana na bazie m
cech X, tworzacych podzbiér wierzchotkowy R, * (39). Wierzchotkowa podprzestrzen
cech R, [m] (39) o wymiarze m powstaje z podprzestrzeni cech F ,*[ n+ 1 - (I - 1)]
(44) w wyniku pominiecia takich # + 1 - (I - 1) cech X, ktére maja wagi réwne zeru
(Wiy; = 0) w wierzchotku optymalnym v, ,* = [[w, ) %Wy .1 =6, 1" (5) rzedu m.
Neuron formalny NF(w,,*[m], 6, ,*) oparty na wierzchotku v, ,* w warstwie kom-
pleksowej dzialta na bazie zredukowanych wektor6éw cech y, [m] nalezacych do wierz-
chotkowej podprzestrzeni cech R, *[m] (39):

(Vx, € G,*U G, (2)) y,[m] € Ry, [ml. (53)

Z zaleznosci (43) wynika, ze wierzchotkowe podprzestrzenie cech R, [m] definio-
wane sg w kolejnych etapach I (I = L,..., L) na roztgcznych podzbiorach cech R, (39).
W rezultacie kazdy z neuronéw formalnych NF(w,,, 6, ) L-elementowej warstwy kom-
pleksowej dziata zgodnie z reguty decyzyjna r, , (y[m]) (40) na wektorach wejsciowych
Yiolm] (53) nalezacych do innej podprzestrzeni cech R, [m] (y,,[m] € R, [m]) [9]:

1, jezeliw,,[m]"y,,[m] > 6,
T’k(l)(Y[m]) = r(wk(z)[m];ek(l); Yk(,) [m]) = (54)
0, jezeli w , [m]"y, ,[m] <0,

Klasyfikator liniowy oparty na I-tym neuronie formalnym NF(w,, 6, ) (52) war-
stwy kompleksowej zdefiniowany jest za pomoca reguty klasyfikacyjnej (41):

jezeli rk(,)(y[m]) =1,tox € w, oraz (55)

jezelir  (y[m]) =0, tox € w,.
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W przypadku malej liczby m wektoréw cech x; (1) o duzym wymiarze n (m << n)
mozemy na ogdt zapewnic¢, w wyniku odpowiedniego projektowania, to ze kazdy
z klasyfikatorow liniowych (53) bezblednie rozpoznaje wszystkie wektory cech x;
ze zbioréw uczacych G,* i G~ (2) [9].

Klasyfikatory liniowe r, , (y[m]) (53) tworzace warstwe kompleksowg mogg zostac
zagregowane np. za pomocg ponizszej reguty wigkszosciowej [15]:

Wektor cech x lokowany jest w klasie w, (x € w)), (56)
wtedy i tylko wtedy, gdy wiekszos¢ z L klasyfikatoréw

7o (Ylm]) (53) warstwy kompleksowej lokuje ten

wektor w klasie w,.

Regula decyzyjna (54) pojedynczego neuronu formalnego NF(w,,, 6, ) jest liniowa,
oparta na jednej hiperptaszczyznie separujacej H(w,,, 6, ) (4). Zagregowana reguta
decyzyjna (56) warstwy kompleksowej zbudowanej z L (L > 1) neuronéw NF(w,, 6, ;)
nie jest liniowa, ale odcinkowo-liniowa. Regula decyzyjna (56) oparta jest na wielo-
$cianie wypuklym ze $cianami wyznaczonymi przez L hiperplaszczyzn separujacych
H(w,, 6,,) (4) w wierzchotkowych podprzestrzeniach cech R, [m] (51).

Wy (Ve Wy
W, W, | e W,
R, = XKiioyeeor Xijim) R, = Kosy--r Xoji R, = Keigyeeor Xijom}

RYSUNEK I1.1. Przyk+ad warstwy kompleksowej zbudowanej z L neuronéw formalnych NF(w,, 6,)
o liniowych regutach decyzyjnych (40)

Reguta decyzyjna (40) kazdego z L neuronéw warstwy kompleksowej (Rys. 1) zde-
finiowana jest przez m-wymiarowy wektor wag w,[m] = [, , j,--sW, ] (46). Neurony
formalne (elementy) NF(w, .0, ) (40) warstwy kompleksowej dziataja w roztacznych,
wierzchotkowych podprzestrzeniach cech R, o wymiarze m. Podprzestrzenie wierz-
chotkowe R, definiowane sg sekwencyjnie w kolejnych etapach I (I = 1,..., L) na roz-
tacznych podzbiorach cech R, (39) zbudowanych z m cech X, (i = L...,m). Liczba cech
X, uzywanych w kazdym klasyfikatorze NF(w, .0, ) (40) warstwy jest nie wigksza
niz liczba m wektoréw cech x; w zbiorach uczgcych G, * i G,~ (2) [9]. Cechy X, uzy-
wane przez I-ty klasyfikator NF(w, .0, ,) (40) w warstwie nie s3 dostgpne dla kolej-
nych klasyfikatoréw z wyzszymi warto$ciami /.
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Kazdy z klasyfikator6w liniowych NF(w, .0, ) (40) warstwy kompleksowej
(Rys. 1) ukierunkowany jest na rozpoznawanie tej samej kategorii w,. Mozna zauwazyc,
ze zgodnie z regulg klasyfikacyjng (55), wszystkie wektory cech x; ze zbioréw uczacych
G,'i G, (2) sa poprawnie klasyfikowane do kategorii pozytywnej w,* lub do katego-
rii negatywnej w,~ przez kazdy z elementéw NF(w, .0, ) (40) warstwy komplek-
sowej. Oznacza to, ze jako$¢ klasyfikacyjna warstwy kompleksowej okreslana jako
jej sita generalizacyjna zalezy od poprawnosci klasyfikacji nowych wektoréw cech
X, = [x; ,...X; ]" nieprzypisanych wczesniej do zadnej z kategorii wk.

Zgodnie z zalozeniem poszczegolne elementy NF(w, .0, ) (40) warstwy kom-
pleksowej projektowane sg na bazie malej liczby m wektoréw cech x; ze zbioréw ucza-
cych G,* i G~ (2). Z tego wzgledu sita generalizacyjna po;edynczych klasyfikatorow
NF(w,,,0 l((,)) (40) moze nie by¢ duza. Wprowadzenie zagregowanej reguly decyzyj-
nej (56) daje mozliwos¢ zwigkszenia sily generalizacyjnej, zwiekszenia poprawnosci
klasyfikacji nowych wektoréw cech x; niezawartych w zbiorach uczacych G,*i G, (2).

9. Uwagi koncowe

Uczgce zbiory danych G,* i G,” (2) zbudowane z malej liczby m wektordéw cech x; (1)
o duzym wymiarze n (m << n) pojawiajg si¢ czgsto w waznych problemach praktycz-
nych. Pierwszoplanowym przyktadem sg tu zbiory danych genetycznych [2]. W tym
przypadku wektory cech x; (1) majg wymiar n wigkszy niz 20 000, natomiast liczba m
pacjent6w reprezentowanych za pomocg wektoréw cech x; (1) rzadko przekracza sto.

Projektowanie klasyfikatoréw na podstawie uczacych zbioréw danych G,* i G,~ (2)
zfozonych z malej liczby m wektoréw cech x; (1) o duzym wymiarze n (m << n) wymaga
stosowania wyspecjalizowanych metod. Uczace zbiory danych G,* i G, (2) zlozone
z malej liczby wielowymiarowych wektoréw cech x; (1) sg zwykle liniowo separo-
walne [5]. Brak liniowej separowalnosci zbioréw danych G,* i G, (2) moze pojawic
si¢ wtedy, gdy elementy x; tych zbioréw sg liniowo zalezne [5]. Z tego wzgledu duze
znaczenie majg w tym przypadku klasyfikatory liniowe projektowane poprzez mini-
malizacje wypuklych i odcinkowo liniowych (CPL) funkcji kryterialnych.

W pracy zostaly przedstawione podstawy teoretyczne projektowania komplekso-
wych warstw klasyfikatoréw liniowych (55). Kompleksowe warstwy klasyfikatorow
liniowych moga by¢ agregowane np. zgodnie z regulg wigkszosciowg (56). Kompleksowa
agregacja klasyfikatoréw liniowych pozwala na zwigkszenie sity generalizacyjnej kla-
syfikatorow warstwowych (56) [15].

Proponowany kierunek badan dotyczy projektowania klasyfikatoréw na podstawie
uczacych zbioréw danych G,* i G, (2) obejmujacych malg liczbe m wysokowymia-
rowych wektoréw cech x[n], reprezentujacych poszczegolnych pacjentéw P, mozna
faczy¢ z elementami teorii ergodycznej [6]. Zgodnie z zalozeniami tej teorii propo-
nowane jest zastapienie usredniania po malej liczbie m pacjentéw P, usrednianiem
po duzej liczbie L (I = L,..., L) optymalnych podzbioréw F,(n — I m) (44) cech (genow) X..
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Classification models based on multidimensional feature vectors

Abstract: The study concerns the design of classifiers based on a small number
of multidimensional feature vectors. The properties of layers consisting of linear
classifiers aggregating a small number of features are investigated. The selection
of feature subsets was based on the maximization of the L1 norm margins. The com-
plex layer aggregates linear classifiers built on a small number of features. According
to the ergodic theory assumptions, averaging a small number of objects has been
replaced by averaging with many disjoint subsets of features.
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