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STRESZCZENIE 
W pracy przedstawiono eksperymentalne i numeryczne badania wymiany ciepła przy przepływie 
czynnika chłodniczego Novec-7200 przez zespół pięciu równoległych minikanałów ogrzewanych 
asymetrycznie. Celem pracy jest wyznaczenie współczynnika przejmowania ciepła na powierzchni 
styku czynnik chłodniczy – powierzchnia grzejna. Podstawowym elementem modułu testowego 
jest układ 5 prostokątnych minikanałów o głębokości 1 mm, których naprzeciwległe ściany tworzyły 
płyta grzejna oraz szyba. Płyta grzejna o grubości  0,1 mm, wykonana ze stopu Haynes-230, 
stanowiła źródło ciepła dostarczanego do płynu, a temperatura jej zewnętrznej powierzchni była 
mierzona za pomocą kamery termowizyjnej. Kamera do zdjęć szybkich pozwalała rejestrować, 
przez przeźroczystą szybę, struktury przepływu. Pozostałe parametry cieplno-przepływowe były 
monitorowane przez odpowiedni system akwizycji danych. Moduł testowy ustawiono poziomo.
Analizę numeryczną wymiany ciepła w tak skonstruowanym module testowym przeprowadzono 
wykorzystując oprogramowanie CFD Simcenter STAR-CCM+. Ponadto, w pracy zaproponowano 
uproszczony dwuwymiarowy model opisujący wymianę ciepła przy przepływie czynnika Novec-
7200 w asymetrycznie ogrzewanym układzie pięciu prostokątnych minikanałów, przy czym dalsze 
rozważania oraz obliczenia dotyczyły tylko wybranego jednego środkowego minikanału. W każdym 
z dwóch elementów modułu pomiarowego, tj. płyty grzejnej i minikanału z przepływającym 
czynnikiem, proces wymiany ciepła został opisany różnymi równaniami różniczkowymi 
cząstkowymi wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi. Rozwiązanie tak sformułowanego 
układu równań prowadziło do rozwiązania dwóch kolejnych zagadnień odwrotnych (w płycie 
grzejnej i czynniku chłodniczym). Zastosowanie dwóch metod z funkcjami Trefftza, tj. klasycznej 
metody Trefftza oraz metody homotopii sprzężonej z metodą Trefftza, pozwoliło wyznaczyć ciągłe 
dwuwymiarowe rozkłady temperatury płyty grzejnej oraz czynnika chłodniczego, a w konsekwencji 
współczynnik przejmowania ciepła na styku płyta grzejna-płyn z warunku Robina. Wyniki obliczeń 
zestawiono z wynikami symulacji numerycznych wykonanych w programie Simcenter STAR-CCM+ 
otrzymując zbliżone rozkłady temperatury powierzchni grzejnej i współczynnika przejmowania 
ciepła. 

Słowa kluczowe: minikanał, wymiana ciepła, metoda Trefftza, metoda homotopii, współczynnik 
przejmowania ciepła.  

1. WSTĘP

Rozwój techniki i ciągłe wprowadzanie nowych technologii powodują szereg trudności 
technicznych, które są przedmiotem zainteresowania licznych ośrodków naukowych 
i przemysłowych na całym świecie. Konieczność dostarczenia energii do coraz to większej liczby 
urządzeń, ciągłe doskonalenie i zwiększanie wymagań i wzrost efektywności tych urządzeń  
przyczynia się do poszukiwania coraz bardziej energooszczędnych, skutecznych i opartych 
na ekologicznych czynnikach chłodniczych wymienników ciepła. Badania nad wymiennikami ciepła 
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o niewielkich rozmiarach z zespołem kanałów, mają wysoki priorytet w ośrodkach badawczych 
i przemysłowych, głównie ze względu na ich zastosowanie do chłodzenia miniaturowych urządzeń 
elektrycznych. Elementy elektroniczne, procesory komputerów mają zastosowanie w każdej gałęzi 
przemysłu. Ich chłodzenie, ze względu na konieczność obniżania temperatury tych elementów, jest 
kluczowym zagadnieniem. Intensyfikacja wymiany ciepła w minikanałach jest szeroko stosowana 
do przejmowana wysokich strumieni ciepła w zminiaturyzowanych urządzeniach elektronicznych. 
Ponieważ sam proces nie jest w pełni rozpoznany to nadal wymaga badań  eksperymentalnych  
oraz opracowania odpowiednich dla nich modeli matematycznych i metod obliczeniowych.  
W literaturze, przykładowo w (Vitillo i in., 2015), prezentowane są wyniki badań modelowych 
wymienników ciepła z kanałami o niewielkich wymiarach, dostosowanych do elementów  
chłodzenia zespołów elektronicznych, takich jak procesory. Badania, obejmujące również procesy 
zmiany fazy, dotyczyły wykorzystania płynów roboczych o różnych własnościach fizycznych, 
stosowania zmodyfikowanych powierzchni kanałów w wymiennikach ciepła o różnych 
konstrukcjach. 
Obszerny przegląd literatury dotyczący wymiany ciepła podczas przepływu płynów w kanałach, 
których najmniejsze wymiary podawane są zwykle w mikrometrach, przedstawiony został 
w (Tibirica i Ribatski, 2013). Autorzy zaprezentowali ogólną charakterystykę eksperymentów, 
w których testowano moduły z kanałami o niewielkich wymiarach, osobno dla kanałów 
pojedynczych oraz dla większej liczby kanałów, w tym dla zestawów kanałów (tzw. multikanały).  
Główny temat pracy (Sharma i in., 2015) dotyczył zróżnicowania rozmieszczenia stref 
mikrokanałów na powierzchni układów elektronicznych. Autorzy podkreślili ważność tego 
zagadnienia poprzez fakt dynamicznego rozwoju zastosowań wielordzeniowej architektury 
mikroprocesorowej, która wymaga energooszczędnego chłodzenia heterogenicznych układów 
zasilania układów scalonych. W artykule zaproponowano rozmieszczenie kanałów mikrostruktur, 
zwłaszcza lokalnie gdzie występują „hotspoty”. Wskazano, że takie rozwiązanie pozwoli 
na kontrolę i regulację rozkładu przepływu strumienia ciepła w różnych obszarach układu 
scalonego. 
W niniejszej pracy przedstawiono dwa podejścia do analizy wymiany ciepła w module pomiarowym 
z grupą minikanałów, w tym do wyznaczania współczynników przejmowania ciepła na styku płyta 
grzejna – czynnik chłodniczy. Pierwsze podejście wykorzystywało metody obliczeniowe z funkcjami 
Trefftza. Zaproponowano model matematyczny, w którym założono, że temperatury płyty grzejnej 
oraz czynnika Novec-7200 spełniają odpowiednio równanie Poissona oraz równanie Fouriera – 
Kirchhoffa. W warunkach brzegowych dla obu równań uwzględniono wyniki pomiarów 
eksperymentalnych. Do obliczeń numerycznych zastosowano dwie metody oparte na funkcjach 
Trefftza: klasyczną metodę Trefftza oraz hybrydową metodę łączącą metodę homotopii z funkcjami 
Trefftz. Obie metody wykorzystują wielomiany harmoniczne, a metod tych nie ogranicza liczba 
i rodzaj warunków brzegowych, co znacznie upraszcza obliczenia. Stąd obie metody można 
z powodzeniem stosować do rozwiązywania zarówno zagadnień bezpośrednich jak i odwrotnych 
występujących w problemach inżynierskich. W metodzie Trefftza, opisanej po raz pierwszy przez 
Trefftza (1926), nieznane rozwiązywanie liniowego równania różniczkowego cząstkowego 
aproksymuje się kombinacją liniową funkcji, które dokładnie spełniają dane równanie różniczkowe. 
W literaturze funkcje te nazywane są funkcjami Trefftza lub krótko T-funkcjami. Współczynniki 
kombinacji liniowej wyznaczane są poprzez minimalizację funkcjonału błędu opisującego błąd  
średniokwadratowy między rozwiązaniem przybliżonym, a przyjętymi warunkami brzegowymi. 
Połączenie funkcji Trefftza z innymi metodami, przykładowo metodą Picarda (Maciąg 
i Pawińska, 2022), funkcji radialnych (Hożejowska i in., 2017) czy też homotopii (Grysa i Maciąg, 
2013), służy do rozwiązywania również nieliniowych równań różniczkowych. W metodzie homotopii 
nieznane rozwiązanie równania różniczkowego wyrażane jest jako suma nieskończonego szeregu
funkcyjnego, który jest  zbieżny do rozwiązania dokładnego. W zaproponowanym podejściu 
rozwiązanie równania różniczkowego przybliżono skończoną sumą funkcji będących kombinacją 
liniową funkcji Trefftza, a współczynnik przejmowania ciepła na styku płyta grzejna – czynnik 
chłodniczy wyznaczono z warunku brzegowego Robina.
W drugim podejściu wykorzystano program obliczeniowej mechaniki płynów CFD, jakim jest 
Simcenter STAR-CCM+. W CFD wykorzystywane są metody numeryczne do rozwiązywania 
układów nieliniowych równań różniczkowych. W literaturze często opisywane są modele 
matematyczne i obliczenia numeryczne dotyczące wymienników ciepła o różnej konstrukcji,

365



jak przykładowo w pracach (Zhao i in., 2008), (Zibart i Kenig, 2021), (Gorobets i in., 2021), (Lee 
i Jeong, 2019), (Adam i in., 2021), (Ayli i in., 2016) czy (Mu i in., 2015).
Wyniki symulacji numerycznych wykonanych w programie Simcenter STAR-CCM+ porównano 
z wynikami otrzymanymi w oparciu o metody z funkcjami Trefftza, otrzymując zbliżone rozkłady 
temperatury płyty grzejnej oraz współczynnika przejmowania ciepła.

2. STANOWISKO, MODUŁ TESTOWY I METODOLOGIA BADAŃ

2.1. Stanowisko badawcze 
Badania eksperymentalne przeprowadzono na stanowisku badawczym, pokazanym na Rys. 1. 
Głównym obiegiem stanowiska jest zamknięty obieg przepływowy płynu chłodniczego Novec-7200. 
Poszczególne elementy stanowiska stanowią: moduł testowy z zestawem pięciu minikanałów (1), 
wymiennik ciepła (2),  regulator ciśnienia (3), filtr (4), pompa przepływowa zębata Tuthill (5), 
przepływomierz masowy Coriolisa Endress-Hauser (6), miernik ciśnienia Endress-Hauser (7), 
kamera termowizyjna FLIR (8), źródło prądu (9), amperomierz (10), woltomierz (11), stacje 
akwizycji danych pomiarowych I/OTech DaqLab 2005 oraz MCC USB SC-1608G (12) i komputer 
PC z oprogramowaniem (13).  

Rysunek 1: Stanowisko badawcze, a) schemat, oznaczenia: 1 - moduł testowy z zestawem
minikanałów; 2 - wymiennik ciepła; 3 - regulator ciśnienia; 4 - filtr; 5 - pompa przepływowa;  

6 - przepływomierz wraz z regulatorem przepływu; 7 - miernik ciśnienia; 8 - kamera termowizyjna; 
9 - źródło prądu; 10 - amperomierz; 11 - woltomierz; 12 - stacje akwizycji danych pomiarowych;  

13 - komputer PC, b) widok stanowiska 

2.2. Moduł testowy
Moduł testowy posiada konstrukcję z pięcioma minikanałami, w tym każdym o prostokątnym
przekroju poprzecznym i głębokości 1 mm. Płyn chłodniczy Novec-7200, przepływający wzdłuż
minikanałów ogrzewany były przez płytę grzejną ze stopu Haynes-230. Do płyty dostarczano prąd
elektryczny, dzięki czemu występowało jej oporowe nagrzewanie. Na Rys. 2. pokazano schemat 
złożeniowy poszczególnych elementów modułu oraz przykładowy termogram. 

Rysunek 2: Moduł testowy, a) schemat poszczególnych elementów, oznaczenia: 1 - płyta szklana; 
2 – korpus; 3 – przekładka z minikanałami izolująca; 4 – płyta grzejna; 5 – przekładka; 6 –pokrywa 

górna, b) przykładowy termogram (od strony płyty grzejnej) 

366



W Tab. 1. zestawiono podstawowe dane geometryczne modułu testowego. Dane te wykorzystano 
do obliczeń metodami z funkcjami Trefftza oraz wprowadzono do programu Simcenter STAR-
CCM+. 

Tabela 1. Podstawowe dane geometryczne modułu testowego 
Liczba minikanałów 5 
Długość minikanałów - część obserwowana (mm) 43 
Grubość płyty grzejnej (mm) 0,1 
Głębokość minikanałów (mm) 1 
Szerokość pojedynczego minikanału (mm) 6 

2.3. Procedura badawcza 
Procedura badawcza przewiduje uprzednie przygotowanie i ustabilizowanie warunków 
eksperymentu tak, aby płyn chłodniczy był odgazowany, początkowe warunki cieplne 
oraz ciśnienie wewnątrz zamkniętego obiegu roboczego na stanowisku były stałe. Następnie 
włączano pompę, wymuszającą przepływ cieczy w obiegu roboczym. Po ustabilizowaniu przepływu 
i ciśnienia w układzie rozpoczynano cykl pomiarowy. Podczas eksperymentu następowało stałe 
zwiększanie natężenie prądu podczas całego trwania eksperymentu. Zwiększana stopniowo moc 
grzewcza, skutkowała podniesieniem temperatury płyty grzejnej, a tym samym następowało 
ogrzewanie płynu chłodniczego w minikanałach. W trakcie eksperymentu co jedną sekundę 
dokonywano odczytu wartości ciśnienia, temperatury, przepływu masowego cieczy roboczej, prądu 
doprowadzonego do płyty grzewczej oraz rejestrowano pojedyncze klatki obrazów kamery 
podczerwonej (IR). 

3. METODY OBLICZENIOWE

3.1. Metody oparte na funkcjach Trefftza 
W obliczeniach dwuwymiarowe rozkłady temperatury płyty grzejnej oraz czynnika chłodniczego 
wyznaczono metodami wykorzystującymi funkcje Trefftza, tj. klasyczną metodę Trefftza 
oraz hybrydową metodę łączącą metodę homotopii z funkcjami Trefftza. W przedstawionym 
podejściu, będącym modyfikacją podejścia opisanego w (Piasecka i in., 2021), uwzględniono 
dwa wymiary: jeden w kierunku przepływu cieczy (x) i drugi w kierunku prostopadłym 
(y)  odnoszący się do grubości nagrzewanej płyty oraz głębokości minikanał. Założono, że proces 
wymiany ciepła w płycie grzejnej charakteryzuje równanie  Poissona (Piasecka i in., 2021) 

𝜆𝐺 (
𝜕2𝑇𝐺

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇𝐺

𝜕𝑦2  ) = −𝑞𝑉 Równ. (1)

gdzie 0 < 𝑥 < 𝐻, 0 < 𝑦 < 𝛿𝐺  . Dla równania (1) znany jest, z pomiarów kamerą termowizyjną,
rozkład temperatury na brzegu płyty, a dla pozostałych trzech brzegów obszaru (nie mających 
kontaktu z cieczą) założono izolację.  Dla cieczy przyjęto, że jego przepływ w minikanale jest 
laminarny, a wektor prędkości posiada jedną niezerową składową 𝑤(𝑦) równoległą do kierunku 
przepływu. Temperatura cieczy spełnia równanie  

𝜆𝑓 (
𝜕2𝑇𝑓

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇𝑓

𝜕𝑦2 ) = 𝜌𝑓𝑐𝑝,𝑓𝑤(𝑦)
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
Równ. (2)

gdzie 0 < 𝑥 < 𝐻, 𝛿𝐺 < 𝑦 < 𝛿𝐺 + 𝛿𝑀. Dla równia (2) przyjęto, że temperatura cieczy Tf na powierzchni 
kontaktu z płytą grzejną równa jest temperaturze tej płyty oraz, że znana jest temperatura cieczy 
na wlocie i wylocie z minikanału. Znajomość rozkładu temperatury płyty grzejnej oraz cieczy 
pozwala wyznaczyć współczynnik przejmowania ciepła ze wzoru  

𝛼(𝑥) =
−𝜆𝐺

𝜕𝑇𝐺
𝜕𝑦

(𝑥,𝛿𝐺)

𝑇𝐺(𝑥,𝛿𝐺)−𝑇𝑓,𝑎𝑣𝑒(𝑥)
Równ. (3)
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W (3) temperatura odniesienia 𝑇𝑓,𝑎𝑣𝑒(𝑥) jest średnią temperatury cieczy w minikanale liczoną 
analogicznie jak w (Piasecka i in., 2021). 
W pierwszej kolejności, metodą Trefftza, wyznaczono dwuwymiarowy rozkład temperatury płyty 
grzejnej w sposób opisany w (Piasecka  i in., 2021). Następnie metoda homotopii sprzężona 
z funkcjami Trefftza została zastosowana do wyznaczenia temperatury płynu według podanego 
poniżej schematu analogicznego do (Grysa i Maciąg, 2013) i (Hożejowska, 2015).   
W metodzie homotopii równanie różniczkowe (2) zapisujemy w taki sposób, aby wyróżnić 
w nim dwa operatory L oraz N, przy czym w ogólności operator L jest operatorem liniowym, 
a N operatorem nieliniowym, tj. 

𝐿𝑇𝑓 = 𝑁𝑇𝑓 Równ. (4)

W dalszych obliczeniach przyjęto, że

𝐿𝑇𝑓 = 𝜆𝑓 (
𝜕2𝑇𝑓

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇𝑓

𝜕𝑦2 )  Równ. (5)

𝑁𝑇𝑓 = 𝜌𝑓𝑐𝑝,𝑓𝑤(𝑦)
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
Równ. (6)

W metodzie homotopii, zależna m.in. od parametru 0 ≤ 𝑝 ≤ 1, funkcja ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑝) spełnia równanie 

(1 − 𝑝)[𝐿(ℎ) − 𝐿(𝑢0)] + 𝑝[𝐿(ℎ) − 𝑁(ℎ)] = 0       Równ. (7)

gdzie u0 jest początkowych przybliżeniem rozwiązania równania (2). Zauważmy, że podstawiając 
w (7) p=1 otrzymujemy równanie (2). Rozwijając funkcję ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑝) w szereg Taylora względem 
parametru p rozwiązanie równania (2) można zapisać następująco

𝑇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→1

 ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑝) = ∑ ℎ𝑖(𝑥, 𝑦)∞
𝑖=0  Równ. (8)

gdzie ℎ𝑖(𝑥, 𝑦) =
1

𝑖!

𝜕𝑖ℎ(𝑥,𝑦,1)

𝜕𝑝𝑖 . Finalnie, rozwiązanie równania (2) przybliżamy „obciętym” szeregiem
Taylora  

𝑇𝑓(𝑥, 𝑦) ≈ ∑ ℎ𝑖(𝑥, 𝑦)𝑀
𝑖=0   Równ. (9)

Podstawiając (9) do (7) i porównując współczynniki przy kolejnych potęgach parametru 
p otrzymujemy, analogicznie jak w (Grysa i Maciąg, 2013), układ równań zawierający funkcje ℎ𝑖(𝑥, 𝑦). 
Funkcje ℎ𝑖(𝑥, 𝑦) wyznaczamy klasyczną metodą Trefftza, a otrzymana w ten sposób temperatura 
płynu spełnia w przybliżeniu zarówno równanie (2) jak i warunki brzegowe. Zbieżność rozwiązania 
otrzymanego metodą homotopii, w przypadku równań różniczkowych cząstkowych, została 
udowodniona przykładowo w (Biazar i Ghazvini, 2009). W praktyce zadowalające wyniki otrzymuje 
się już przy trzech lub czterech składowych szeregu (9), a założenia dotyczące przybliżenia 
początkowego u0 mogą być słabsze - może być ono dowolną funkcją. W Tab. 2. podano dane 
materiałowe i eksperymentalne wykorzystane w obliczeniach metodami z funkcjami Trefftza 
oraz w programie Simcenter STAR-CCM+.     

3.2. Simcenter STAR-CCM+ 
Obliczenia numeryczne zostały przeprowadzone przy użyciu programu Simcenter STAR-CCM+. 
Oprogramowanie to jest używane do przeprowadzania symulacji numerycznych związanych 
m.in. z wymianą ciepła, zmianą stanu skupienia materiałów, przepływu płynów bądź mieszania 
się różnych substancji. Do programu Simcenter STAR-CCM+ (wersja 2020.2.1 Build 15.05.010) 
wprowadzono dane zamieszczone w Tab. 2. Obliczenia przeprowadzono na komputerze 
stacjonarnym z procesorem Intel Core i9 CPU (24 rdzenie) oraz 256 GB pamięci RAM o taktowaniu 
3,50 GHz.  
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Tabela 2. Dane materiałowe i eksperymentalne wykorzystane w obliczeniach metodami z funkcjami 
Trefftza oraz w programie Simcenter STAR-CCM+

 Element modułu testowego 
Własność Novec-7200 Haynes 230 Szkło Teflon Aluminium 

Gęstość (kg∙m-3) 1430* 8970 2500 2160 2702 
Lepkość dynamiczna (Pa∙s) 0,00061* - - - 
Ciepło właściwe (J∙kg-1∙K-1) 1214,172* 400 840 702 903 

Przewodność cieplna (W∙m-1∙K-1) 0,068* 10,07* 1,4 0,21 237 
Parametry zaimplementowane z eksperymentu 

Temperatura płynu na wlocie (°C) 16,2* 
Temperatura otoczenia (°C) 24,5 

Ciśnienie płynu na wylocie (bar) 0,945032 
Ciśnienie atmosferyczne (bar) 0,97143 
Masowe natężenie przepływu 

płynu (kg/h)
20,72* 

Strumień ciepła dostarczony do 
płyty grzejnej (W)

99,54* 

Pozostałe parametry eksperymentalne wykorzystane tylko w metodach z funkcjami Trefftza 
Temperatura płynu na wylocie (°C) 23,1 

Temperatura zewnętrznej 
powierzchni płyty Haynes 230 (°C) 

47,1 – 66,6 

* wykorzystane w metodach z funkcjami Trefftza

Rys. 3. przedstawia dwuwymiarowy przekrój modułu testowego wraz z typami siatek, jakie zostały
użyte w obliczeniach numerycznych w programie Simcenter STAR-CCM+. W zaznaczonym 
elemencie pokazano rozkład temperatury. 

Rysunek 3: Przekrój modułu testowego – wyniki obliczeń numerycznych w programie Simcenter
STAR-CCM+, zaznaczono rozmieszczenie siatek obliczeniowych 
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4. WYNIKI

Wyniki otrzymane na bazie danych z eksperymentów zaprezentowano w funkcji odległości 
od wlotu do minikanał jako zależności: 
- temperatury zewnętrznej powierzchni płyty grzejnej, jako wyniki otrzymane z programu Simcenter 
STAR-CCM+ oraz z kamery termowizyjnej (dane eksperymentalne), Rys. 4,
- temperatury powierzchni płyty grzejnej na styku z płynem, jako wyniki  uzyskane z obliczeń
metodą Trefftza oraz z symulacji numerycznych w programie Simcenter STAR-CCM+, Rys. 5, 
- współczynnika przejmowania ciepła uzyskane z obliczeń metodą homotopii oraz 
z wykorzystaniem programu Simcenter STAR-CCM+. 

Rysunek 4: Temperatury zewnętrznej powierzchni płyty grzejnej otrzymana z programu Simcenter 
STAR-CCM+ oraz z kamery termowizyjnej w funkcji odległości od wlotu do minikanału 

Na Rys. 4 zestawiono lokalne temperatury zewnętrznej powierzchni płyty grzejnej otrzymane 
z obliczeń numerycznych w programie Simcenter STAR-CCM+ z danymi uzyskanymi 
z eksperymentu. Nie zaobserwowano znaczących rozbieżności pomiędzy wynikiem z symulacji 
numerycznych i danymi eksperymentalnymi - rozkład temperatur jest bardzo zbliżony- a średnie 
maksymalne różnice względne między wynikami wyniosły 3%.   
Do wyznaczenia temperatury płyty grzejnej na styku z czynnikiem chłodniczym została 
wykorzystana metoda Trefftza. Na Rys. 5. przedstawiono przebieg temperatury płyty grzejnej 
na styku z czynnikiem chłodniczym uzyskany metodą Trefftza oraz z symulacji numerycznej 
w programie Simcenter STAR-CCM+.  

Rysunek 5: Temperatury płyty grzejnej na styku z czynnikiem chłodniczym uzyskane przy użyciu
metody Trefftza oraz programu Simcenter STAR-CCM+ w funkcji odległości od wlotu do minikanału 
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Przeprowadzono analizę porównawczą wyników otrzymanych z obu metod obliczeniowych, których 
efekty pokazano na Rys. 5. Wyznaczono maksymalne względne różnice między wartościami 
temperatury płyty grzejnej na styku z czynnikiem chłodniczym uzyskane przy użyciu metody 
Trefftza oraz programu Simcenter STAR-CCM+. Stwierdzono, że maksymalne różnice względne 
przyjmują niewielkie wartości, które mieszczą się w zakresie od 0,007% do 7% - średnio 3,3%. 
Na podstawie analizy wyników temperatury można wnioskować, że symulacje numeryczne 
w programie Simcenter STAR-CCM+ dają zbliżone wyniki do wyników uzyskanych na drodze 
eksperymentu (Rys. 4), jak również metod bazujących na funkcjach Trefftza (Rys.5). Dla obu  
metod obserwuje się podobne przebiegi rozkładu temperatur, a ich wartości różnią się nieznacznie. 
Rys. 6. prezentuje współczynniki przejmowania ciepła w funkcji odległości od wlotu do minikanału, 
wyznaczone za pomocą metody homotopii oraz przy użyciu programu Simcenter STAR-CCM+. 

 Rysunek 6: Współczynnik przejmowania ciepła uzyskane z obliczeń metodą homotopii oraz 
programu Simcenter STAR-CCM+ w funkcji odległości od wlotu do minikanału 

Głównym celem zastosowania metody homotopii było wyznaczenie współczynnika przejmowania 
ciepła. Analizując wyniki pokazane na Rys. 6 można zaobserwować, iż współczynnik przyjmuje 
najwyższe wartości przy wlocie do minikanału, natomiast najmniejsze przy wylocie. Bardzo 
zbliżone przebiegi (wartości współczynnika maleją wraz z odległością od wlotu do minikanału)
otrzymano z metody homotopii oraz z obliczeń wykonanych w Simcenter STAR-CCM+. Również
dla współczynnika przejmowania ciepła otrzymanego z zastosowaniem obu metod obliczeniowych 
wyznaczono średni maksymalny błąd względny, którego wartość nie przekroczyła 23%. 

5. WNIOSKI

Głównym celem artykułu było opracowanie skutecznej metody pozwalającej na identyfikację
współczynnika przejmowania ciepła na styku płyta grzejna-czynnik chłodniczy. W tym celu  został
opracowany dwuwymiarowy model matematyczny, który zakładał stacjonarny proces wymiany
ciepła  w module testowym. Do wyznaczenia temperatury płyty grzejnej oraz czynnika
chłodniczego wykorzystano dwie metody bazujące na funkcjach Trefftza, tj. klasyczną metodę 
Trefftza oraz metodę homotopii. Zaletą użytych w artykule metod bazujących na funkcjach Trefftza
jest prosty aparat matematyczny. Do uzyskania zadawalających wyników wystarczyło użycie 
niewielkiej liczby funkcji Trefftza oraz kilku iteracji. Dla porównania zestawiono wyniki otrzymane 
za pomocą metod wykorzystujących funkcje Trefftza z rezultatami uzyskanymi za pomocą
komercyjnego oprogramowania CFD jakim jest Simcenter STAR-CCM+.   
Z przeprowadzonych  analiz wyników otrzymanych omówionymi metodami wynika, że : 
- rozkład temperatury płyty grzejnej otrzymany z symulacji numerycznych jest zgodny z rozkładem
temperatury otrzymanym na drodze eksperymentu oraz wyznaczonym metodą Trefftza.
Maksymalne różnice względne  wahały się w granicach od 0,01% do 7% (średnio 3,3%). Duża
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zgodność wyników eksperymentalnych i otrzymanych metodą Trefftza pozwala na walidację
modelu CFD.  
- wykorzystanie metody homotopii oraz programu Simcenter STAR-CCM+ dało zbliżone wartości
współczynnika przejmowania ciepła, największe różnice wynoszące 476 Wm-2K-1 zaobserwowano
blisko wlotu do minikanału.
- dla obu podejść obliczeniowych otrzymano współczynnik przejmowania ciepła charakteryzujący
się takim samym przebiegiem zmienności w funkcji odległości od wlotu do minikanału - 
współczynnik malał.
W dalszych badaniach planowane jest wykorzystanie innych czynników chłodniczych 
oraz identyfikacja współczynnika przejmowania ciepła podczas wrzenia w przepływie. Rozważane 
będą zagadnienia stacjonarne, jak i zależne od czasu, a do ich analizy wykorzystane będzie 
również oprogramowanie CFD. 
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NOMENKLATURA 
cp ciepło właściwe (J×kg-1×K-1) p parametr 
H długość (m) qv strumień ciepła (W×m-3)
h funkcja  T temperatura (K) 
L operator liniowy  w prędkość (m×s-1)
M liczba  x,y współrzędne Kartezjańskie 
N operator nieliniowy 

Litery greckie
𝛼 współczynnik przejmowania ciepła 

(W×m-2×K-1) 𝜌 gęstość (kg×m–3) 
𝛿 głębokość, grubość (m) 
𝜆 przewodność cieplna (W×m-1×K-1)

Indeksy dolne 
ave średnia G płyta grzejna 
f płyn M minikanał 
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