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STRESZCZENIE 
W artykule omówiono model matematyczny wymiany ciepła w czasie przepływu powietrza przez 
płytowy wymiennik ciepła o konstrukcji krzyżowej. Powietrze nawiewane do pomieszczenia jest 
ogrzewane (zima) lub chłodzone (lato) przez powietrze wywiewane. Celem badań jest uzyskanie 
rozkładu temperatury w płytach wymiennika. W celu określenia warunku początkowego założono 
stacjonarny przepływ ciepła w płycie. Rozkład temperatury uzyskano rozwiązując równanie 
Laplace’a ze stosownymi warunkami brzegowymi. Rozwiązanie przybliżone przyjęto w postaci 
kombinacji liniowej wielomianów harmonicznych. Następnie rozważany jest przypadek 
niestacjonarny, opisujący wymianę ciepła w czasie pracy urządzenia. Warunki brzegowe opisują 
swobodną ciepła na brzegach płyty. Również w tym przypadku do wyznaczenia przybliżonego 
rozwiązania wykorzystano metodę funkcji Trefftza. Wyniki numeryczne uzyskano dla płyty stalowej 
o grubości 1,2 mm, dla różnych prędkości przepływu powietrza oraz dla zewnętrznych temperatur
zimowych, letnich oraz wiosenno-jesiennych.

Słowa kluczowe: wymiana ciepła, krzyżowy wymiennik ciepła, rekuperator. 

1. WSTĘP
W skład systemów wentylacyjnych z odzyskiem ciepła wchodzą rekuperatory, które pozwalają 
na odzysk energii w przypadku wymiany powietrza w pomieszczeniach. Zastosowanie 
rekuperatora zmniejsza zapotrzebowanie budynku na energię przy jednoczesnym zapewnieniu 
dopływu świeżego powietrza. Najważniejszą częścią każdego rekuperatora jest wymiennik ciepła. 
Istnieje wiele rodzajów wymienników, które szczegółowo omówiono w monografii Shah 2003. Idea 
wymiennika polega na tym, że powietrze nawiewane do pomieszczenia nie miesza 
się z wywiewanym. Wymiana ciepła następuje poprzez cienką pytę umieszczoną pomiędzy 
strumieniami powietrza. W artykule rozważany jest przypadek krzyżowego wymiennik ciepła 
składającego się z wielu metalowych płyt, rozmieszczonych równolegle względem siebie. 
Wymienniki płytowe stosowane w rekuperatorach pracują zwykle w warunkach różnicy temperatur 
nie przekraczającej 60°C  pomiędzy powietrzem wywiewanym a nawiewanym. 
Wymienniki krzyżowe mogą znaleźć zastosowanie wszędzie tam, gdzie wymagane jest 
oddzielenie strumieni powietrza przy jednoczesnym odzysku energii. Wśród zalet wymienników 
krzyżowych należy wymienić: brak części ruchomych, brak zasilania elektrycznego, bezobsługowa 
praca. Posiadają one niestety również wady. Przykładowo są to: konieczność doprowadzenia 
kanałów powietrznych w jedno miejsce, mała wydajność urządzenia, znaczne gabaryty oraz duża 
wrażliwość na zamarzanie. 
W literaturze znaleźć można rozmaite rozważania dotyczące rekuperatorów. Przykładowo 
w pracach Tsai i in. (2009) oraz Liu i in. (2010) zajmowano się wymiennikami ciepła i ich różnymi 
geometriami. W artykule Gherasim i in. (2011) autorzy przedstawili porównanie różnych oczek 
dla płytowego wymiennika ciepła modelowanego siatką czworościenną. Wpływ fal ukośnych 
na powierzchnię wymiany ciepła zbadano w Novosád i in. (2013). Przenikanie ciepła w kanale 
z równoległymi płytkami badano w Borhani i in. (2020), wykorzystując zasadę zachowania energii 
w dynamice cząstek rozpraszających. Raport Jahn (2017) opisuje zastosowanie kodu quasi 1-D 
(Phyton) do projektowania wymienników ciepła. Przepływ ciepła zamodelowano tu za pomocą 
bilansu energii cieplnej i empirycznych korelacji wymiany ciepła. W pracy Gao i in. (2014) 
rozważany jest dwuwymiarowy wymiennik krzyżowy z przepływem bez mieszania i mieszania 
o skończonej pojemności ścian. W pracy Vali i in. (2009) przedstawiono stacjonarny model 
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numeryczny do badania wymiany ciepła w cyrkulacyjnym układzie odzysku ciepła z dwoma 
wymiennikami, każdy z kombinacją przeciwprądowego i krzyżowego przepływu pomiędzy 
równoległymi płytami lub membranami. Metodą różnic skończonych posłużono 
się do rozwiązywania równań ciągłości, pędu i stacjonarnego przepływu ciepła. W pracy Das 
i in. (2015) opracowano dwuwymiarowy model matematyczny w stanie ustalonym dla pośrednich 
kontaktorów na bazie półprzepuszczalnej membrany do zastosowań w osuszaniu. Badania 
teoretyczne i eksperymentalne krzyżowego wymiennika ciepła przeprowadzono w Shen (2017) 
w oparciu o teorię ośrodków porowatych. Zgodnie z najlepszą wiedzą autorów, trójwymiarowy 
i niestacjonarny problem rozkładu temperatury w płycie wymiennika krzyżowego nie był dotychczas 
przedmiotem badań. W niniejszy artykule rozważane jest tego typu zagadnienie. Dla uproszczenia 
pominięto skutki związane z wilgocią czy zanieczyszczeniem powietrza. Do obliczeń przyjęto 
temperaturę pokojową wewnątrz pomieszczenia na poziomie 21°C. Brano pod uwagę trzy wartości 
temperatury zewnętrznej: zima (-19°C), wiosna i jesień (+1°C) oraz lato (+31°C ). Uzyskane 
rozkłady temperatur mogą w dalszej kolejności stanowić podstawę do wyznaczenia sprawności 
wymiennika. W artykule przedstawiono kolejno: matematyczny opis zagadnień wymiany ciepła 
dla rozważanego wymiennika, metodę Trefftza, wyniki obliczeń dla płyty stalowej oraz wnioski. 

2. CZĘŚĆ GŁÓWNA
W rozdziale tym opisano model matematyczny rozważanego problemu, jego sposób rozwiązania 
oraz uzyskane wyniki numeryczne. 

2.1. Opis równań, warunków początkowo-brzegowych oraz metody rozwiązania 
Wymiennik ciepłą ma konstrukcję geometrycznie powtarzalną i składa się z płyt przedzielonych 
warstwami powietrza (oprócz płyt skrajnych). Dlatego rozważania ograniczono do jednej płyty 
(Rys. 1.). 

 Rysunek 1: Schemat przepływu powietrza w wymienniku krzyżowym 

Rozważana jest prostopadłościenna płyta stalowa o podstawie będącej kwadratem o boku 
l oraz wysokości równej h. Przyjmujemy, że pole temperatury opisane jest równaniem 

𝛻𝛻2𝑇𝑇 − 1
𝑎𝑎
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡̅

= 0,  Równ. (1) 

gdzie T jest temperaturą w °C, k oznacza współczynnik przewodzenia ciepła w W/(mK), ρ jest 
gęstością w kg/m3,c oznacza ciepło właściwe w J/(kg K), 𝑎𝑎=k/ρc jest  współczynnikiem 
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dyfuzyjności cieplnej w m2/s, t̅ oznacza czas w s, ∇ jest operatorem nabla. Normując zmienne 
przestrzenne do połowy długości płyty (początek układu współrzędnych umieszczony został 
w środku kwadratowej płyty) otrzymujemy Równ. (1) w postaci bezwymiarowej 

𝛻𝛻2𝑇𝑇 − 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0,  Równ. (2) 

dla którego x, y z, oznaczają zmienne przestrzenne natomiast t jest liczbą Fouriera. Dla określenia 
bezwymiarowych warunków brzegowych określamy liczbę biota jako 

𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑘𝑘

,  Równ. (3) 

gdzie 𝛼𝛼 jest współczynnikiem przejmowania ciepła w W/(m2 K). 
Zakładamy stałą prędkość 𝑣𝑣𝑎𝑎 w m/s, powietrza przemieszczjącego się między płytami. 
Współczynnik 𝛼𝛼 przyjmuje wartości w zakresie od 5 do 37. Zależność między wartością tego 
współczynnika a prędkością przepływu laminarnego 𝑣𝑣𝑎𝑎 określa zależność: 

𝛼𝛼 = �
5.8 + 4𝑣𝑣𝑎𝑎   𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑣𝑣𝑎𝑎 < 5 𝑚𝑚/𝑠𝑠 
7.12𝑣𝑣𝑎𝑎2   𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑   𝑣𝑣𝑎𝑎 ≥ 5 𝑚𝑚/𝑠𝑠  ,  Równ. (4) 

Równanie (2) powinno być uzupełnione stosownymi warunkami brzegowymi oraz warunkiem 
początkowym. Aby wyznaczyć początkowy rozkład temperatury w płycie zakładamy jej stacjonarny 
przepływ, opisany równaniem Laplace’a. Z uwagi na pomijalną grubość płyty można przyjąć, 
że zagadnienie jest dwuwymiarowe. Obliczenia prowadzono dla wartości temperatury 
wewnętrznej Tw=21°C oraz trzech przypadków temperatury zewnętrznej Tz= –19°C, 1°C, 31°
C. Założone wartości temperatury na brzegach płyty dla przypadku Tz= –19 przedstawiono 
na Rys. 2. 

a)     b)     c)     d)
Rysunek 2: Warunek brzegowy dla a) y= –1,     b) y= 1,     c) x= –1,     d) x=1 

Jak wspomniano wcześniej zakłada się, że przybliżone rozwiązania równania Laplace’a ma postać 
kombinacji liniowej funkcji Trefftza. W przypadku dwuwymiarowym są to powszechnie znane 
funkcje harmoniczne, będące częścią rzeczywistą i urojoną kolejnych potęg liczby x+iy. 
Współczynniki kombinacji liniowej wyznaczane są w oparciu o średniokwadratową minimalizację 
funkcjonału, opisującego błąd dopasowania rozwiązania przybliżonego do warunków brzegowych. 
Biorąc do kombinacji liniowej piętnaście początkowych funkcji harmonicznej uzyskuje 
się rozwiązanie przestawione na Rys. 3. 

Rysunek 3: Przybliżone rozwiązanie równania Laplace’a 

Błąd dopasowania przybliżonego rozwiązania równania Laplace’a do warunku brzegowego dla x=1 
przedstawiono na Rys. 4. 

303



Rysunek 4: Bezwzględny błąd dopasowania warunku brzegowego dla x=1 

Widoczne są niewielkie wartości błędu przybliżenia warunku brzegowego dla x=1. Na pozostałych 
brzegach wartości błędu są na posobnym poziomie. 
Funkcja, będąca rozwiązanie równania Laplace’a stanowi warunek początkowy 
dla niestacjonarnego zagadnienia opisanego Równ. (2). Na wszystkich brzegach 
prostopadłościennej płyty zakłada się swobodną wymianę ciepła. Dla brzegów x=1 oraz y=–1 
przyjęto temperaturę otoczenia na poziomie Tw, natomiast dla brzegów x= –1 oraz y=1 na poziomie 
Tz. Oczywiste jest, że współczynnik przejmowania ciepła 𝛼𝛼  jest różny dla powierzchni 
bocznych płyty oraz dla powierzchni górnej i dolnej. W tym pierwszym bowiem przypadku założyć 
można, że powietrze jest nieruchome, podczas gdy nad powierzchnią górną i dolną powietrze 
porusza się z prędkością 𝑣𝑣 𝑎𝑎 . Konsekwencją tego będą różne liczby Biota dla powierzchni 
bocznych oraz dla powierzchni górnej i dolnej. Przyjęto, że powyżej górnej powierzchni płyty 
wydmuchiwane jest powietrze z wnętrza pomieszczenia. Powietrze nadmuchiwane z otoczenia 
przepływa z taką samą prędkością  poniżej dolnej powierzchni płyty. 
Określenie warunków początkowo-brzegowych pozwala na rozwiązanie Równ. (2). 
Zostanie ono rozwiązane z wykorzystaniem funkcji Trefftza (funkcje cieplne). Łatwo pokazać, 
że funkcje cieplne dla przypadku trójwymiarowego uzyskuje się jako iloczyny funkcji Trafftza 
dla trzech równań jednowymiarowych ze zmiennymi x, y oraz z. Funkcje cieplne z jedną 
zmienną przestrzenną wyprowadzono w Rosenbloom i in. (1956). Rozwiązanie przybliżone 
Równ. (2) założono w postaci kombinacji liniowej funkcji Treffza. Współczynniki tej kombinacji 
uzyskuje się poprzez minimalizację błędu spełnienia przez rozwiązanie przybliżone warunków 
początkowo-brzegowych. 

2.2. Wyniki numeryczne 

Wyniki numeryczne uzyskano dla stalowej płyty o wymiarach 1,2x1,2x0,0012 metra. Założono, 
że wewnątrz pomieszczenia panuje temperatura Tw=21°C. Rozważano trzy przypadki 
temperatury zewnętrznej Tz= –19°C, 1°C, 31°C. Są to przykładowe temperatury 
odpowiednio dla zimy wiosny/jesieni oraz lata. Brano pod uwagę dwie prędkości 𝑣𝑣 𝑎𝑎  przepływu 
ciepła przez wymiennik na poziomie 0,5m/s oraz 4,5m/s. Stałe materiałowe dla stali, z której 
wykonana jest płyta zestawiono w Tab. 1. 

Tabela 1. Stałe materiałowe dla stali 

ρ [kg/m3] c 
[J/(kg K)] 

k 
 [W/(mK)] 

a∙106 
[m2/s] 

α 
 (W/(m2K)) 

7970 561 19,5 4,36 5.8 + 4𝑣𝑣  𝑣𝑣𝑎𝑎 < 5 

Minimalizacja funkcjonału, prowadząca do uzyskania współczynników kombinacji liniowej odbywa 
się w przedziale czasu (0, 300) sekund. W aproksymacji wykorzystano 216 funkcji Treffza, 
spełniających niestacjonarne równanie przewodnictwa ciepła z trzema zmiennymi przestrzennymi.  
Symulacje numeryczne pokazały, że rozkład temperatury w płycie jest praktycznie niezależny 
od zmiennej z określającej grubość płyty. Różnice temperatury pomiędzy dolną a górną 
powierzchnią płyty nie przekraczały 0,1°C. Mimo to konieczne jest uwzględnienie trzech 
zmiennych przestrzennych w Rown. (2) z uwagi na to, że wymiana ciepła odbywa się poprzez 
płytę, co może być opisane warunkami swobodnej wymiany dla górnej i dolnej jej powierzchni. 
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Z uwagi na pomijalne różnice temperatur wzdłuż osi z kolejne wyniki podano dla z=0. Rozwiązanie 
przybliżone dla zimowej temperatury zewnętrznej Tz= –19°C, prędkości 𝑣𝑣𝑎𝑎 = 0,5m/s oraz t=0s, 
t=100s, t=200s oraz t=300s zamieszczono na Rys. 5. 

a)   b)   c)   d)
Rysunek 5: Rozwiązanie przybliżone dla Tz= –19°C, 𝒗𝒗𝒂𝒂 = 𝟎𝟎,𝟓𝟓m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) 

t=200s, d) t=300s 

Analogiczną sytuację dla prędkości 𝑣𝑣𝑎𝑎 = 4,5 m/s zamieszczono na Rys. 6. 

a)   b)   c)   d)
Rysunek 6: Rozwiązanie przybliżone dla Tz= –19°C, 𝒗𝒗𝒂𝒂 = 𝟒𝟒,𝟓𝟓m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) 

t=200s, d) t=300s 

W następnej kolejności rozważano temperaturę zewnętrzną charakterystyczną dla wiosny oraz 
jesieni. Rozwiązanie przybliżone dla temperatury zewnętrznej Tz= 1°C, prędkości 𝑣𝑣𝑎𝑎 = 0,5m/s oraz 
t=0s, t=100s, t=200s oraz t=300s zamieszczono na Rys. 7. 

a)   b)   c)   d)
Rysunek 7: Rozwiązanie przybliżone dla Tz= 1°C, 𝒗𝒗𝒂𝒂 = 𝟎𝟎,𝟓𝟓m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) 

t=200s, d) t=300s 

Analogiczną sytuację dla prędkości 𝑣𝑣𝑎𝑎 = 4,5 m/s zamieszczono na Rys. 8. 
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a)     b)    c)    d)
Rysunek 8: rozwiązanie przybliżone dla Tz= 1°C, 𝒗𝒗𝒂𝒂 = 𝟒𝟒,𝟓𝟓m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) t=200s, 

d) t=300s

Kolejny przypadek dotyczył zewnętrznej temperatury występującej latem. Rozwiązanie przybliżone 
dla temperatury zewnętrznej Tz= 31°C, prędkości 𝑣𝑣𝑎𝑎 = 0,5m/s oraz t=0s, t=100s, t=200s oraz 
t=300s zamieszczono na Rys. 9. 

a)   b)   c)   d)
Rysunek 9: Rozwiązanie przybliżone dla Tz= 31°C, 𝒗𝒗𝒂𝒂 = 𝟎𝟎,𝟓𝟓m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) 

t=200s, d) t=300s 

Analogiczną sytuację dla prędkości 𝑣𝑣𝑎𝑎 = 4,5 m/s zamieszczono na Rys. 10. 

a)   b)   c)   d)
Rysunek 10: rozwiązanie przybliżone dla Tz= 31°C, 𝒗𝒗𝒂𝒂 = 𝟒𝟒, 𝟓𝟓m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) 

t=200s, d) t=300s 

We wszystkich rozważanych przypadkach widoczne jest dobre dopasowanie rozwiązania 
przybliżonego dla t=0 do warunku początkowego. Zaobserwować można podobny charakter 
rozkład temperatury dla przypadków Tz= –19°C oraz Tz=1°C dla obu wartości prędkości przepływu 
powietrza, kiedy to temperatura wewnątrz jest wyższa niż na zewnątrz. Niemalże symetrycznie 
wyglądają wykresy, gdy temperatura wewnętrzna jest niższa niż zewnętrzna. Dla każdego 
też przypadku widoczne jest postępujące wyrównywanie temperatur wraz z upływem czasu. 
Proces ten następuje szybciej dla większej wartości przepływu powietrza nad i pod płytą. 
Na rysunkach od 5 do 10 należy zwrócić uwagę na wartości temperatur dla x=1. 
Są to temperatur powietrza nawiewanego do wnętrza pomieszczenia. Im wyższe są wartości 
tych temperatur w okresie zimowym, tym cieplejsze powietrze jest dostarczane do wewnątrz. 
Ponieważ wraz z upływem czasu następuje wyrównywanie temperatur, czas pracy wymiennika 
powinien być ograniczony. Oznacza to, że rekuperator powinien pracować w trybie 
pulsacyjnym o interwałach nie przekraczających 300s. 
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3. WNIOSKI
Modelowanie wymiany ciepła w płycie rekuperatora krzyżowego odbyło się dwuetapowo. 
Pierwszym etapem było uzyskanie warunku początkowego, przy założeniu znanych warunków 
brzegowych oraz niezależności rozkładu temperatury od zmiennej związanej z grubością płyty. 
W drugim etapie konieczne było założenie, że proces opisywany jest niestacjonarnym 
równaniem przewodnictwa ciepła z trzema zmiennymi przestrzennymi. Konieczność ta wynika 
z faktu, że na dolnej i górnej powierzchni płyty odbywa się swobodna wymiana ciepła. 
W obu przypadkach posłużono się funkcjami Trefftza do rozwiązania stosowanego równania 
różniczkowego. Prostota matematyczna metody widoczna jest szczególnie na tle innych 
metod rozwiązywania niestacjonarnego równania przewodnictwa ciepła z trzema zmiennymi 
przestrzennymi. Uzyskane wyniki bardzo wyraźnie pokazują, że rozkład temperatury zależy jest 
od prędkości powietrza. W przypadku większej prędkości następuje szybsze wyrównywanie 
temperatur. Wypływa stąd oczywisty wniosek, że niższe prędkości powietrza są korzystniejsze 
z punktu widzenia odzysku ciepła. Co więcej, z uwagi na dość szybkie wyrównywanie 
temperatur, praca wymiennika nie powinna mieść charakteru ciągłego. Zalecany czas jednego 
cyklu wynosi nie więcej niż 300s. 

NOMENKLATURA 

l długość boku płyty (m) h grubość płyty (m) 
x, y z zmienne przestrzenne 

(bezwymiarowo) t czas 

T temperatura (°C) k współczynnik przewodzenia ciepła 
(W/(mK)) 

ρ gęstość w kg/m3 c ciepło właściwe (J/(kg K)) 
𝑎𝑎 współczynnik dyfuzyjności cieplnej 

(m2/s) ∇ operator nabla 

𝛼𝛼 α współczynnik przejmowania ciepła 
(W/(m2 K)) Bi liczba Biota 

𝑣𝑣𝑎𝑎 prędkością przepływu powietrza (m/s) Tz temperatura zewnętrzna 
Tw temperatura wewnętrzna 
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