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STRESZCZENIE

W artykule omoéwiono model matematyczny wymiany ciepta w czasie przeptywu powietrza przez
ptytowy wymiennik ciepta o konstrukcji krzyzowej. Powietrze nawiewane do pomieszczenia jest
ogrzewane (zima) lub chiodzone (lato) przez powietrze wywiewane. Celem badan jest uzyskanie
rozktadu temperatury w ptytach wymiennika. W celu okreslenia warunku poczatkowego zatozono
stacjonarny przeptyw ciepta w ptycie. Rozktad temperatury uzyskano rozwigzujgc réwnanie
Laplace’a ze stosownymi warunkami brzegowymi. Rozwigzanie przyblizone przyjeto w postaci
kombinacji liniowej wielomianéw harmonicznych. Nastepnie rozwazany jest przypadek
niestacjonarny, opisujgcy wymiane ciepta w czasie pracy urzadzenia. Warunki brzegowe opisujg
swobodng ciepta na brzegach ptyty. Réwniez w tym przypadku do wyznaczenia przyblizonego
rozwigzania wykorzystano metode funkcji Trefftza. Wyniki numeryczne uzyskano dla plyty stalowej
o grubosci 1,2 mm, dla réznych predkosci przeptywu powietrza oraz dla zewnetrznych temperatur
zimowych, letnich oraz wiosenno-jesiennych.

Stowa kluczowe: wymiana ciepta, krzyzowy wymiennik ciepta, rekuperator.

1. WSTEP

W sktad systemdéw wentylacyjnych z odzyskiem ciepta wchodzg rekuperatory, ktére pozwalajg
na odzysk energii w przypadku wymiany powietrza w pomieszczeniach. Zastosowanie

rekuperatora zmniejsza zapotrzebowanie budynku na energie przy jednoczesnym zapewnieniu
doptywu swiezego powietrza. Najwazniejszg czescig kazdego rekuperatora jest wymiennik ciepta.
Istnieje wiele rodzajéw wymiennikdw, ktére szczegdétowo omdéwiono w monografii Shah 2003. |dea
wymiennika polega na tym, Zze powietrze nawiewane do pomieszczenia nie miesza
sie z wywiewanym. Wymiana ciepta nastepuje poprzez cienkg pyte umieszczong pomiedzy

strumieniami powietrza. W artykule rozwazany jest przypadek krzyzowego wymiennik ciepta
skladajacego sie z wielu metalowych piyt, rozmieszczonych réwnolegle wzgledem siebie.
Wymienniki ptytowe stosowane w rekuperatorach pracujg zwykle w warunkach réznicy temperatur
nie przekraczajgcej 60°C pomiedzy powietrzem wywiewanym a nawiewanym.
Wymienniki krzyzowe mogg znalez¢é zastosowanie wszedzie tam, gdzie wymagane jest
oddzielenie strumieni powietrza przy jednoczesnym odzysku energii. W$rdod zalet wymiennikow
krzyzowych nalezy wymieni¢: brak czesci ruchomych, brak zasilania elektrycznego, bezobstugowa
praca. Posiadajg one niestety rowniez wady. Przyktadowo sg to: konieczno$¢ doprowadzenia
kanatéw powietrznych w jedno miejsce, mata wydajnos¢ urzadzenia, znaczne gabaryty oraz duza
wrazliwo$¢ na zamarzanie.

W literaturze znalezé mozna rozmaite rozwazania dotyczgce rekuperatoréw. Przykiadowo
w pracach Tsai i in. (2009) oraz Liu i in. (2010) zajmowano sie wymiennikami ciepta i ich réznymi
geometriami. W artykule Gherasim i in. (2011) autorzy przedstawili poréwnanie réznych oczek
dla ptytowego wymiennika ciepta modelowanego siatkg czworoscienng. Wptyw fal ukosnych
na powierzchnie wymiany ciepta zbadano w Novosad i in. (2013). Przenikanie ciepta w kanale
z réwnolegtymi ptytkami badano w Borhani i in. (2020), wykorzystujgc zasade zachowania energii
w dynamice czgstek rozpraszajgcych. Raport Jahn (2017) opisuje zastosowanie kodu quasi 1-D
(Phyton) do projektowania wymiennikéw ciepta. Przeptyw ciepta zamodelowano tu za pomocg
bilansu energii cieplnej i empirycznych korelacji wymiany ciepta. W pracy Gao i in. (2014)
rozwazany jest dwuwymiarowy wymiennik krzyzowy z przeptywem bez mieszania i mieszania
o skonczonej pojemnosci scian. W pracy Vali i in. (2009) przedstawiono stacjonarny model
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numeryczny do badania wymiany ciepta w cyrkulacyjnym uktadzie odzysku ciepta z dwoma
wymiennikami, kazdy z kombinacjg przeciwprgdowego i krzyzowego przeptywu pomiedzy
rownolegtymi  ptytami  lub  membranami. Metodg roznic  skonczonych  postuzono
sie do rozwigzywania rownan ciggtosci, pedu i stacjonarnego przeptywu ciepta. W pracy Das
iin. (2015) opracowano dwuwymiarowy model matematyczny w stanie ustalonym dla posrednich
kontaktorow na bazie potprzepuszczalnej membrany do zastosowan w osuszaniu. Badania
teoretyczne i eksperymentalne krzyzowego wymiennika ciepta przeprowadzono w Shen (2017)
w oparciu o teorie osrodkéw porowatych. Zgodnie z najlepszg wiedzg autoréw, trojwymiarowy
i niestacjonarny problem rozktadu temperatury w ptycie wymiennika krzyzowego nie byt dotychczas
przedmiotem badan. W niniejszy artykule rozwazane jest tego typu zagadnienie. Dla uproszczenia
pominieto skutki zwigzane z wilgocig czy zanieczyszczeniem powietrza. Do obliczen przyjeto
temperature pokojowg wewnatrz pomieszczenia na poziomie 21°C. Brano pod uwage trzy wartosci
temperatury zewnetrznej: zima (-19°C), wiosna i jesien (+1°C) oraz lato (+31°C ). Uzyskane
rozktady temperatur mogg w dalszej kolejnosci stanowi¢ podstawe do wyznaczenia sprawnosci
wymiennika. W artykule przedstawiono kolejno: matematyczny opis zagadnien wymiany ciepta
dla rozwazanego wymiennika, metode Trefftza, wyniki obliczen dla ptyty stalowej oraz wnioski.

2. CZESC GLOWNA

W rozdziale tym opisano model matematyczny rozwazanego problemu, jego sposob rozwigzania
oraz uzyskane wyniki numeryczne.

2.1. Opis rownan, warunkéw poczatkowo-brzegowych oraz metody rozwigzania

Wymiennik cieptg ma konstrukcje geometrycznie powtarzalng i sktada sie z ptyt przedzielonych
warstwami powietrza (oprécz ptyt skrajnych). Dlatego rozwazania ograniczono do jednej ptyty
(Rys. 1.).
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Rysunek 1: Schemat przeptywu powietrza w wymienniku krzyzowym

Rozwazana jest prostopadtoscienna piyta stalowa o podstawie bedgcej kwadratem o boku
| oraz wysokosci rownej h. Przyjmujemy, Ze pole temperatury opisane jest rbwnaniem
10T

2 =g I
VeT ———=0, Roéwn. (1)

gdzie T jest temperaturg w °C, k oznacza wspétczynnik przewodzenia ciepta w W/(mK), p jest
gestoscig w kg/m®c oznacza cieplo wiasciwe w J/(kg K), a=k/pc jest wspotczynnikiem
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dyfuzyjnosci cieplnej w m?/s, T oznacza czas w s, V jest operatorem nabla. Normujgc zmienne
przestrzenne do potowy dtugosci pityty (poczatek uktadu wspodtrzednych umieszczony zostat
w srodku kwadratowej ptyty) otrzymujemy Réwn. (1) w postaci bezwymiarowej

2T -2 =0, Rown. (2)
dla ktérego X, y z, oznaczajg zmienne przestrzenne natomiast t jest liczbg Fouriera. Dla okreslenia
bezwymiarowych warunkéw brzegowych okredlamy liczbe biota jako

Bi=", Rown. (3)
gdzie a jest wspétczynnikiem przejmowania ciepta w W/(m? K).

Zaktadamy statg predkos¢ v, w m/s, powietrza przemieszczjgcego sie miedzy ptytami.
Wspodtczynnik a przyjmuje wartosci w zakresie od 5 do 37. Zalezno$¢ miedzy wartoscig tego
wspétczynnika a predkoscig przeptywu laminarnego v, okresla zalezno$c¢:

{5.8 +4v, dlav, <5m/s
a =

7.12v,% dla v, =5m/s Rown. (4)
Roéwnanie (2) powinno byé uzupetnione stosownymi warunkami brzegowymi oraz warunkiem
poczatkowym. Aby wyznaczy¢ poczatkowy rozktad temperatury w ptycie zaktadamy jej stacjonarny
przeptyw, opisany rownaniem Laplace’a. Z uwagi na pomijalng grubos¢ ptyty mozna przyjgc,
ze zagadnienie jest dwuwymiarowe. Obliczenia prowadzono dla wartosci temperatury
wewnetrznej T,,=21°C oraz trzech przypadkéw temperatury zewnetrznej T,= —-19°C, 1°C, 31°
C. Zatozone wartosci temperatury na brzegach ptyty dla przypadku T,= —19 przedstawiono
na Rys. 2.

a) b) c) d)
Rysunek 2: Warunek brzegowy dlaa)y=-1, b)y=1, c¢)x=-1, d)x=1

Jak wspomniano wczesniej zaktada sie, ze przyblizone rozwigzania rownania Laplace’a ma postaé
kombinacji liniowej funkcji Trefftza. W przypadku dwuwymiarowym sg to powszechnie znane
funkcje harmoniczne, bedace czescig rzeczywistg i urojong kolejnych poteg liczby x+iy.
Wspodtczynniki kombinacji liniowej wyznaczane sg w oparciu o sredniokwadratowg minimalizacje
funkcjonatu, opisujgcego btgd dopasowania rozwigzania przyblizonego do warunkéw brzegowych.
Biorgc do kombinacji liniowej pietnascie poczatkowych funkcji harmonicznej uzyskuje
sie rozwigzanie przestawione na Rys. 3.

Rysunek 3: Przyblizone rozwigzanie réwnania Laplace’a

Btad dopasowania przyblizonego rozwigzania rownania Laplace’a do warunku brzegowego dla x=1
przedstawiono na Rys. 4.
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Rysunek 4: Bezwzgledny btad dopasowania warunku brzegowego dla x=1

Widoczne sg niewielkie wartosci btedu przyblizenia warunku brzegowego dla x=1. Na pozostatych
brzegach wartosci btedu sg na posobnym poziomie.

Funkcja, bedaca rozwigzanie rownania Laplace’a stanowi warunek poczatkowy
dla niestacjonarnego  zagadnienia opisanego Roéwn. (2). Na wszystkich brzegach
prostopadfosciennej ptyty zaktada sie swobodng wymiane ciepta. Dla brzegdéw x=1 oraz y=—1
przyjeto temperature otoczenia na poziomie T,, natomiast dla brzegdéw x= —1 oraz y=1 na poziomie
T,. Oczywiste jest, ze wspotczynnik przejmowania ciepta a jest rozny dla powierzchni
bocznych ptyty oraz dla powierzchni gornej i dolnej. W tym pierwszym bowiem przypadku zatozy¢
mozna, ze powietrze jest nieruchome, podczas gdy nad powierzchnig gorng i dolng powietrze
porusza sie z predkoscig v , . Konsekwencjg tego bedg rézne liczby Biota dla powierzchni
bocznych oraz dla powierzchni gérnej i dolnej. Przyjeto, ze powyzej gornej powierzchni ptyty
wydmuchiwane jest powietrze z wnetrza pomieszczenia. Powietrze nadmuchiwane z otoczenia
przeptywa z takg samg predkoscig ponizej dolnej powierzchni ptyty.

Okreslenie  warunkéw poczatkowo-brzegowych pozwala na rozwigzanie Roéwn. (2).
Zostanie ono rozwigzane z wykorzystaniem funkcji Trefftza (funkcje cieplne). tatwo pokazac,
ze funkcje cieplne dla przypadku trojwymiarowego uzyskuje sie jako iloczyny funkcji Trafftza
dla trzech roéwnan jednowymiarowych ze zmiennymi x, y oraz z. Funkcje cieplne z jedng
zmienng przestrzenng wyprowadzono w Rosenbloom i in. (1956). Rozwigzanie przyblizone
Roéwn. (2) zatozono w postaci kombinacji liniowej funkcji Treffza. Wspotczynniki tej kombinacji
uzyskuje sie poprzez minimalizacje btedu spetnienia przez rozwigzanie przyblizone warunkéw
poczatkowo-brzegowych.

2.2 Wyniki numeryczne

Wyniki numeryczne uzyskano dla stalowej ptyty o wymiarach 1,2x1,2x0,0012 metra. Zatozono,
ze wewnagtrz pomieszczenia panuje temperatura T,=21°C. Rozwazano trzy przypadki

temperatury zewnetrznej T,= -19°C, 1°C, 31°C. Sg to przyktadowe temperatury
odpowiednio dla zimy wiosny/jesieni oraz lata. Brano pod uwage dwie predkosci v , przeptywu
ciepta przez wymiennik na poziomie 0,5m/s oraz 4,5m/s. State materiatowe dla stali, z ktorej
wykonana jest ptyta zestawiono w Tab. 1.

Tabela 1. State materiatowe dla stali

p [kg/m’] ¢ k ar10° a,
[J/(kg K)] [W/(mK)] [m?/s] (W/(m?K))
7970 561 195 436 584 4v 1, <5

Minimalizacja funkcjonatu, prowadzaca do uzyskania wspotczynnikéw kombinacji liniowej odbywa
sie w przedziale czasu (0, 300) sekund. W aproksymacji wykorzystano 216 funkcji Treffza,
spetniajgcych niestacjonarne réwnanie przewodnictwa ciepta z trzema zmiennymi przestrzennymi.
Symulacje numeryczne pokazaly, ze rozkiad temperatury w ptycie jest praktycznie niezalezny
od zmiennej z okreslajgcej grubosc¢ ptyty. Réznice temperatury pomiedzy dolng a gorng
powierzchnig ptyty nie przekraczaty 0,1°C. Mimo to konieczne jest uwzglednienie trzech
zmiennych przestrzennych w Rown. (2) z uwagi na to, ze wymiana ciepta odbywa sie poprzez
ptyte, co moze by¢ opisane warunkami swobodnej wymiany dla gérnej i dolnej jej powierzchni.
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Z uwagi na pomijalne réznice temperatur wzdtuz osi z kolejne wyniki podano dla z=0. Rozwigzanie
przyblizone dla zimowej temperatury zewnetrznej T,= —19°C, predkosci v, = 0,5m/s oraz t=0s,
t=100s, t=200s oraz t=300s zamieszczono na Rys. 5.

a) b) c) d)

Rysunek 5: Rozwigzanie przyblizone dla T,= -19°C, v, = 0, 5m oraz a) t=0s, b) t=100s, c)
t=200s, d) t=300s

Analogiczng sytuacje dla predkosci v, = 4,5 m/s zamieszczono na Rys. 6.

a) b) c) d)
Rysunek 6: Rozwigzanie przyblizone dla T,= —19°C, v, = 4, 5m oraz a) t=0s, b) t=100s, c)
t=200s, d) t=300s

W nastepnej kolejnosci rozwazano temperature zewnetrzng charakterystyczng dla wiosny oraz
jesieni. Rozwigzanie przyblizone dla temperatury zewnetrznej T,= 1°C, predkosci v, = 0,5m/s oraz
t=0s, t=100s, t=200s oraz t=300s zamieszczono na Rys. 7.

a) b) c) d)

Rysunek 7: Rozwigzanie przyblizone dla T,= 1°C, v, = 0,5m oraz a) t=0s, b) t=100s, c)
t=200s, d) t=300s

Analogiczng sytuacje dla predkosci v, = 4,5 m/s zamieszczono na Rys. 8.
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a) b) c) d)

Rysunek 8: rozwigzanie przyblizone dla T,= 1°C, v, = 4, 5m oraz a) t=0s, b) t=100s, c) t=200s,
d) t=300s

Kolejny przypadek dotyczyt zewnetrznej temperatury wystepujacej latem. Rozwigzanie przyblizone
dla temperatury zewnetrznej T,= 31°C, predkosci v, = 0,5m/s oraz t=0s, t=100s, t=200s oraz
t=300s zamieszczono na Rys. 9.

a) b) c) d)

Rysunek 9: Rozwiagzanie przyblizone dla T,= 31°C, v, = 0, 5m oraz a) t=0s, b) t=100s, c)
t=200s, d) t=300s

Analogiczng sytuacje dla predkosci v, = 4,5 m/s zamieszczono na Rys. 10.

a) b) c) d)

Rysunek 10: rozwiazanie przyblizone dla T= 31°C, v, = 4,5m oraz a) t=0s, b) t=100s, c)
t=200s, d) t=300s

We wszystkich rozwazanych przypadkach widoczne jest dobre dopasowanie rozwigzania
przyblizonego dla t=0 do warunku poczgtkowego. Zaobserwowa¢ mozna podobny charakter
rozktad temperatury dla przypadkéw T,= —19°C oraz T,=1°C dla obu wartoéci predkosci przeptywu
powietrza, kiedy to temperatura wewnatrz jest wyzsza niz na zewnatrz. Niemalze symetrycznie
wygladajg wykresy, gdy temperatura wewnetrzna jest nizsza niz zewnetrzna. Dla kazdego
tez przypadku widoczne jest postepujace wyrownywanie temperatur wraz z uptywem czasu.
Proces ten nastepuje szybciej dla wiekszej wartosci przeptywu powietrza nad i pod ptyta.
Narysunkach od 5 do 10 nalezy zwrocié uwage na wartosci temperatur dla x=1.
Sag to temperatur powietrza nawiewanego do wnetrza pomieszczenia. Im wyzsze sg wartosci
tych temperatur w okresie zimowym, tym cieplejsze powietrze jest dostarczane do wewnatrz.
Poniewaz wraz z uptywem czasu nastepuje wyréwnywanie temperatur, czas pracy wymiennika
powinien by¢ ograniczony. Oznacza to, ze rekuperator powinien pracowa¢ w trybie
pulsacyjnym o interwatach nie przekraczajgcych 300s.
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3. WNIOSKI

Modelowanie wymiany ciepta w ptycie rekuperatora krzyzowego odbyto sie dwuetapowo.
Pierwszym etapem byto uzyskanie warunku poczatkowego, przy zatozeniu znanych warunkow
brzegowych oraz niezaleznosci rozktadu temperatury od zmiennej zwigzanej z gruboscig ptyty.
W drugim etapie konieczne bylo zatozenie, Ze proces opisywany jest niestacjonarnym
rownaniem przewodnictwa ciepta z trzema zmiennymi przestrzennymi. Konieczno$¢ ta wynika
z faktu, ze na dolnej i goérnej powierzchni ptyty odbywa sie swobodna wymiana ciepta.
W obu przypadkach postuzono sie funkcjami Trefftza do rozwigzania stosowanego réwnania
rézniczkowego. Prostota matematyczna metody widoczna jest szczegdlnie na tle innych
metod rozwigzywania niestacjonarnego roéwnania przewodnictwa ciepta z trzema zmiennymi
przestrzennymi. Uzyskane wyniki bardzo wyraznie pokazujg, ze rozktad temperatury zalezy jest
od predkosci powietrza. W przypadku wiekszej predkosci nastepuje szybsze wyréwnywanie
temperatur. Wyptywa stad oczywisty wniosek, ze nizsze predkosci powietrza sg korzystniejsze
z punktu widzenia odzysku ciepta. Co wiecej, z uwagi na dos¢ szybkie wyréwnywanie
temperatur, praca wymiennika nie powinna mie$¢ charakteru ciggtego. Zalecany czas jednego
cyklu wynosi nie wiecej niz 300s.

NOMENKLATURA

I dtugos¢ boku ptyty (m) h  grubosc ptyty (m)

zmienne przestrzenne

XYz (bezwymiarowo) t czas
o wspoétczynnik przewodzenia ciepta

T  temperatura ( 9) k (W/(mK))

gestosé w kg/m® . o ¢ ciepto wiasciwe (J/(kg K))
a \(Nn::‘l, /ggczynnlk dyfuzyjnosci cieplnej V  operator nabla

a a wspotczynnik przejmowania ciepta
(W/(m2 K))

v,  predkoscig przeptywu powietrza (m/s)

Tw  temperatura wewnetrzna

Bi liczba Biota

.

temperatura zewnetrzna
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