Rozdzial 4

O WELASNOSCIACH PIERSCIENI 7 GRADACJAMI
WZGLEDEM POLGRUP

Marek Kepczyk|

Streszczenie Naszym gléwnym celem jest zebranie, uporzadkowanie oraz uzupet-
nienie znanych wynikéw dotyczacych pierscieni z réznego typu S-gradacjami, gdzie
S jest potgrupa. Skupimy si¢ gtéwnie na klasach pierScieni, ktére sa bezposred-
nimi uvog6lnieniami klasy pierScieni nilpotentnych. Przedstawimy wtasnosci pier-
Scieni T-nilpotentnych oraz radykalnych w sensie radykatu pierwszego, tzw. pier-
Scieni B-radykalnych. Na tej podstawie wykazemy, ze sa to klasy zamknigte na gra-
dacje wzgledem skoriczonych 2-grup. Analogiczny fakt udowodniony byl wczesniej
dla klasy PI-pierScieni. Podamy opisy wszystkich pétgrup S, dla ktérych klasa PI-
pierécieni jest zamknigta wzgledem coraz ogdlniejszych typéw S-gradacji. Przedsta-
wimy tez trudnosci, ktére stoja na przeszkodzie do uzyskania analogicznych charak-
teryzacji dla obydwu pozostatych klas pierscieni.

Stowa kluczowe: potgrupy, kraty, pierScienie z gradacja, radykaty

Wprowadzenie

W zrozumieniu zagadnieri poruszanych w tym rozdziale monografii wystarczy zna-
jomos¢ podstawowych faktow z Teorii PierScieni Nieprzemiennych, ktére mozna
znaleZ¢ na przyktad w|Lam|(1991).

Historycznie bardzo wazna motywacja do badan i wynikéw, ktére przedstawimy,
dotyczacych pierScieni, pochodzi z teorii grup. Mianowicie w latach 50. ubiegtego
wieku zajmowano si¢ intensywnie grupami, ktére sg iloczynami dwoéch podgrup wta-
Sciwych. Niech G bedzie grupa A, B jej podgrupami. Zatézmy, ze dla kazdego g € G
istnieja takie a € A oraz b € B, ze g = ab. Zapisujemy to krétko G = A - B. Ito (1955)
pokazat, ze jezeli A i B sa grupami abelowymi, to G jest grupa metaabelowa. Ke-
gel oraz Wielandt (1958, 1961) pokazali, ze jezeli A i B sa skoiczonymi grupami
nilpotentnymi, to G jest grupa rozwiazalna.
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Kegel przenidst powyzsza tematyke na grunt teorii pierScieni w nastgpujacy spo-
s6b. Niech R bedzie pierScieniem lacznym oraz R, R, jego podpierScieniami. Za-
16zmy, ze dla kazdego r € R istniejq takie r| € Ry oraz rp € Ry, ze r = r| + 1. Za-
pisujemy to krétko R = R; + R,. Kegel réwniez wykazat w Kegel (1962/63)), ze
jezeli Ry oraz R, sa nilpotentne (tzn. spetniaja tozsamosci postaci x1x; - - - x;,;, = 0),
to R réwniez. W Bahturin 1 Giambruno| (1994) udowodniono, ze jezeli Ry oraz R,
sa przemienne, to R spetnia tozsamos$¢ [xy, x2][x3, x4] = 0, gdzie [a, b] = ab — ba.
W Kepczyk 1 Puczytowski (2001 pokazano, ze jezeli R oraz R, sa nil-pierScieniami
ograniczonego indeksu (tzn. spetniaja tozsamos¢ postaci x” = 0), to R jest pierscie-
niem nil ograniczonego indeksu. Okazalo si¢ (Ferrero 1 Puczylowski| (1989)), ze
stawny w teorii pierscieni, ciagle otwarty Problem Koethe ma pozytywne rozwia-
zanie wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest nastgpujaca implikacja: jezeli R;
jest pierScieniem nilpotentnym R jest nil-pierScieniem, to R jest nil-pierScieniem
(tzn. dla kazdego x € R istnieje liczba naturalna n taka, ze x* = 0).

Wyniki te daty poczatek wielu badari koncentrujacych si¢ gtéwnie na dwéch ob-
szarach. Wiele prac dotyczyto po pierwsze pierscieni, ktére sa sumami dwdéch pod-
pierScieni w kontekscie radykatéw (np. |[Ferrero 1 Puczytowski| (1989); [Kepczyk
1 Puczytowski|(1996)) oraz po drugie tozsamos$ci wielomianowych (np.|Beidar 1 Mi-
khalev| (1995), [Felzenszwalb, Giambruno 1 Leal (2003), Kepczykl (2015)), [ Kepczyk
(2016)). Beidar i Mikhalev, zainspirowani wynikami czg¢§ciowymi, postawili w [Be-
idar 1 Mikhalev| (1995) nastgpujacy problem. Przypusémy, ze R| oraz R, spelniaja
tozsamos$ci wielomianowe (krétko, sa PI- pierScieniami), czy wtedy rowniez R jest
PI- pierscieniem? Cato$ciowa pozytywna odpowiedZ podano w [Kepczyk| (2017).
Przeniesienie wspomnianych wynikéw do ogélniejszego przypadku wigkszej liczby
podpiericieni ograniczylo sig, jak do tej pory wedle naszej wiedzy, do nastgpujacego
stwierdzenia, ktére ze wzgledu na pewne tematyczne podobiefistwo do niektérych
wynik6éw z rozdziatéw [.4| oraz[4.5] dla kompletnosci przedstawimy z dowodem:

Stwierdzenie 4.0.1. (Kepczyk, 2020, Stwierdzenie 4.3) Niech R;, R, R3 beda pod-
pierScieniami pierscienia R takimi, ze R = R; + R, + R3. Jezeli Ry, R, oraz R3 sa
podpierScieniami z zerowym mnozeniem, to R jest pierScieniem nilpotentnym.

Dowdéd. Rozwazmy nastgpujacy prawostronny ideat P = R; + RjR pierscienia R.
Na podstawie modularnosci kraty podgrup addytywnych pierScienia R dostajemy
P =R+ (R2+R3)NP. Oczywiscie R| <, P, bo R;P = {0}. Standardowy fakt doty-
czacy pierScieni nilpotentnych méwiacy, ze jednostronny ideat nilpotentny generuje
dwustronny ideal nilpotentny, implikuje ze ideat H <t P generowany przez R; jest
nilpotentny. Ponadto P = H + (R, + R3) N P. Pokazemy, ze ((R> +R3) NP)> = {0}.

Niech a; = b; +¢; € (Ry + R3) NP, gdzie b; € Ry, ¢; € R3 oraz a; € P dla
i=1,2,3,4,5. Poniewaz R| P = {0}, wigc:

rb; = —rc; dla dowolnego r € R;. 4.0.1)
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Ponadto R3 = R} = {0}, wiec ajarazasas = bycabscabs + c1bycsbacs. Zauwazmy,
ze coby =t +x+y, gdzie t € Ry, x € Ry oraz y € R3. Na podstawie mamy
tcy = —thy, wigc bicybzcabs = b](t+x+y)C4b5 = bitcabs = —btbsbs € b]l‘R% =
= {0}. Podobnie pokazujemy, ze c¢1byczbacs = 0. Wobec tego ajaazasas =0 1i stad
((R2+R3)NP)° = {0}.

Poniewaz ((R, +R3) NP)> = {0} oraz P/H = (((Ry + R3) N P) +H)/H, P jest
nilpotentny. Dodatkowo ideal J < R generowany przez P jest nilpotentny. Ponadto
R/J=(Ra+J)/J+ (R3+J)/J. Teraz do R/J wystarczy zastosowaé twierdzenie Ke-
gela (z Kegel (1962 /63)), z ktérego wynika, ze R/J jest pierScieniem nilpotentnym.
W konsekwencji R jest rowniez nilpotentny, co koriczy dowod. O

Wyjasnienie braku innych podobnych rezultatéw wynika z twierdzenia Bokutia
z Bokut (1976), ktéry wykazat, ze dowolng algebre nad cialem mozna wlozy¢ w al-
gebrg prosta, ktdra jest suma trzech podalgebr nilpotentnych indeksu nilpotentno$ci
trzy. Zatem algebra tego typu moze mie¢ wtasciwie dowolnie zadane wilasnosci, co
pokazuje, ze przypadki sum dwdéch i wigcej niz dwdch podpiericieni sa zdecydowa-
nie odmienne. Ponadto w tej ogdlniejszej sytuacji nie mozna spodziewac si¢ zadnych
prawidlowosci bez dodatkowych zatozen dotyczacych mnozenia.

Niektére wazne konstrukcje w teorii pierScieni opieraja si¢ na sumach ich pod-
grup addytywnych ze Scisle okre§lonymi warunkami dotyczacymi mnozenia. Sa to
pierscienie z r6znego typu gradacjami. W pracy zajmiemy si¢ przedstawieniem wy-
nikéw odnoszacych si¢ do zagadnieri opisanych wyzej (dla dwéch podpiericieni) dla
szeregu coraz ogolniejszych rodzajéw gradacji. Doktadniej, zajmiemy si¢ sumami
potkratowymi, S- gradacjami oraz S-sumami pierscieni, gdzie S jest poigrupa. Skon-
centrujemy si¢ na przedstawieniu, uporzadkowaniu i rozwinigciu wynikéw z Janeski
1 Weissglass| (1973); [Kelarev| (1993)); Kelarev 1 McConnell| (1995)); [Teply, Turman
1 Quesadal (1980); Weissglass| (1973), gtéwnie w odniesieniu do klas pierscieni 8
radykalnych, T-nilpotentnych oraz PI-pierscieni. Wtasnosci, potrzebne fakty i nowe
wyniki dotyczace klasy B-radykalnych i pierScieni T-nilpotentnych zaprezentujemy
w dwoch pierwszych rozdziatach. W trzecim rozdziale przedstawimy wyniki zwia-
zane z sumami péikratowymi, gtéwnie w odniesieniu do znanych klas radykal-
nych. W kolejnych dwdéch rozdziatach zajmiemy si¢ sumami péigrupowymi oraz
S-sumami, odpowiednio. Gléwne rezultaty tam przedstawione dotyczy¢ beda klasy
Pl-pierScieni. W przypadku pozostatych klas, wyniki jakie uzyskaliSmy, doprowa-
dzaja do kilku otwartych problemdéw, ktére przedstawimy. Wigkszo$¢ znanych wy-
nikéw, ktérych bedziemy potrzebowaé dla kompletnoSci oraz wygody czytelnika,
przedstawimy z dowodami.

Wszystkie pier§cienie rozwazane w pracy sa pierScieniami tacznymi. Oznaczajac
przez I ideat, ideal lewostronny lub ideat prawostronny pierScienia A, piszemy I <A,
I <;lub I <, A, odpowiednio. Przez N oznaczamy zbidr liczb naturalnych. Niech R
bedzie pierScieniem oraz S C R. Wtedy rg(S) = {x € R|Sx={0}} oraz [g(S) = {x €
€ R|xS={0}}.
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Niech A bedzie pierScieniem. Przez A", gdzie n jest liczba naturalna, oznaczamy
podpiericieri pierScienia A generowany przez produkty postaci xix;---x, elemen-
tow z A. PierScien A nazywa si¢ nilpotentnym jezeli A" = 0 dla pewnego n > 1.
Klasg¢ wszystkich pierscieni nilpotentnych oznaczamy przez .. Powiemy, ze pier-
Scien A jest lokalnie nilpotentny, jezeli kazdy jego skonczony podzbiér generuje pod-
pierscien nilpotentny w A. Klasg¢ wszystkich pierscieni lokalnie nilpotentnych ozna-
czamy przez .Z. Jezeli ideat I jest ztozony z elementéw nilpotentnych nazywamy
go nil ideatem. Nil radykatem pierScienia A nazywamy sumeg wszystkich nil ideatéw
pierscienia A i oznaczamy przez % (A). Klasg wszystkich nil-pierScieni oznaczamy

przez % . Wiadomo, ze N & X G K .

4.1 PierScienie 3-radykalne

Rozpoczniemy ten paragraf przedstawiajac definicj¢ radykatu pierwszego 3. Postu-
zymy si¢ konstrukcja Baera. Oznaczmy przez W(A) sume nilpotentnych ideatéw
pierscienia A. Mozemy zdefiniowa¢ teraz nastgpujacy tancuch ideatéw Wy (A) pier-
Scienia A dla dowolnej liczby porzadkowej o:

(1) Wol4) =0.
(2) Zatézmy, ze o > 01 Wy(A) okreslone zostato dla y < o. Wtedy:

(@) We(A) = Uycq Wy(A), jezeli « jest liczbg graniczna.
(b) Wg(A) jest takim ideatem A, ze Wy (A)/Wy—1(A) = W(A/Wy—_1(A)), jezeli
o nie jest liczba graniczna.

Radykat pierwszy pierScienia A okre§lamy nastgpujaco:

B(A) = [ Wa(A). 4.1.1)
a>0
Przez B oznaczamy klasg¢ wszystkich pierscieni A takich, ze B(A) = A. Klas¢ 8
nazywamy radykatem pierwszym lub f-radykatem. Pierscien A € B nazywamy pier-
Scieniem f-radykalnym, natomiast A/3(A) pierScieniem péipierwszym. Powiemy,
ze pierScien R jest suma podprosta pierScieni R;, gdzie t € T wtedy i tylko wtedy,
gdy R zawiera takie ideaty I, ze (I, = {0} oraz R, ~ R/I,. Wiadomo, ze kazdy pier-
Sciefi pétpierwszy jest suma podprosta pierscieni pierwszych. Zatem A ¢ B wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje wtasciwy ideat I pierscienia A taki, ze A/I jest pierscie-
niem pierwszym.
Latwo pokazal, ze f-radykat jest dziedziczny na podpierscienie, tzn. dowolny
podpierscieri pierscienia B-radykalnego jest réwniez B-radykalny. Ponadto radykat
B jest prawostronnie silny tzn., jezeli I <, Ril € B,toI+RI € B, czyli I C B(R).
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Niech R bedzie pierScieniem, 7 dowolnym zbiorem indekséw takim, ze I; <R oraz
I, € B, gdzie t € T. Wtedy oczywiscie Y,c7I; € B.

Zauwazmy, ze dla liczby porzadkowej a, to a € Wy (A) wtedy i tylko wtedy, gdy
aA jest nilpotentny modulo Wy(A) dla pewnego y < «. Pokazemy, ze jezeli I <A,
to We(I) € Wy (A). Oczywiscie Wo(I) = Wo(A). Zatézmy, ze i € Wy (I), o« > 0 oraz
Ws(I) € Wp(A) dla dowolnego B < a. Stad (iA)*" = (iAiA)" C (il)" € Wy(I) C
C Wy(A) dla pewnej liczby naturalnej n i liczby porzadkowej y < . Zatem nasza
teza wynika na podstawie indukcji pozaskonczone;j.

Teraz wykazemy, ze jezeli I <, A il C Wy(A), to I = Wy (I). Jeszcze raz zasto-
sujemy indukcje wzgledem liczby porzadkowej o. Dla o = 0 teza jest oczywista.
Zalézmy, ze o > 0 i teza zachodzi dla dowolnego y < o. Wystarczy teraz pokazac,
ze I C Wy (I). Wezmy i € I. Poniewaz i € Wy (A), otrzymujemy (il)" C Wy(A) dla
pewnej liczby naturalnej n i liczby porzadkowej ¥ < a. Wykorzystujac zatozenie in-
dukcyjne dostajemy (il)" = W, ((il)"). Ale (il )" <1il, wigc Wy((il)") C W, (il ). Zatem
(i)™ C Wy (il).

Udowodnili§my nastgpujacy

Lemat 4.1. (por.(Chebotar, Lee 1 Puczylowskil 2010, Stwierdzenie 1) Niech A be-
dzie pierScieniem oraz ¢ bedzie liczba porzadkowa.

(1) Jezeli I <A, to Wy (I) C Wy (A).
(2) Jezeli I <, Aorazl C Wy(A), to I =Wy(I).

Przyjmijmy w dalszych rozwazaniach tego rozdzialu nastgpujaca konwencje: pi-
szemy A C Wy (A) wtedy i tylko wtedy, gdy A jest nilpotentny modulo Wy(A) dla
pewnej liczby porzadkowej ¥ < .

Lemat 4.2. (Kepczyk, 2020, Lemat 2.2.) Jezeli A jest pierscieniem oraz A" C Wy (A)
dla pewnej liczby naturalnej n i liczby porzadkowej «, to (bA)"~! C Wy (bA) dla
kazdego b € A.

Dowdd. Niech b € A oraz zat6zmy, ze n = 1. W konsekwencji A = Wy (A), wigc

bA jest nilpotentny modulo Wy(A) dla pewnej liczby porzadkowej y < o. Zatem

(bA)* C W,(A) dla pewnego k € N. Stad na mocy Lematu mamy, ze (bA)K =
= Wy((bA)¥) C Wy (bA) i wobec tego (bA)"~! = (bA)° C Wy (bA).

Zalézmy teraz, ze n > 1, czyli 2(n — 1) > n. Zatem (bA)"~! C (A2)""1 C A" C

C Wy(A). Stad na mocy Lematu 4.1{mamy, ze (bA)"~! = W ((bA)"~1) C Wy (bA).

g

Przyktad 4.1. Niech F bedzie cialem, F[x] pierScieniem wielomianéw zmiennej x
nad F oraz (x') idealem w F[x] generowanym przez ', gdzie i € N. Pot6zmy R; =
= xF[x]/(x'). Rozwazmy nastgpujaca sumg prosta pierscieni R;:

R=Pr. (4.1.2)

ieN
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Zauwazmy, ze W (R) = R, ale R nie jest pierScieniem nilpotentnym, czyli .4 & fB.

Daje si¢ rowniez wykazaé, ze B & .Z. W dalszej czgsci tego rozdziatu bedziemy
wykorzystywac specjalnie dobrany porzadek czgsSciowy.

Przypomnimy teraz definicj¢ porzadku czgsciowego i kilka potrzebnych dalej po-
je¢ z nim zwiazanych.

Definicja 4.1. Porzadkiem czgSciowym zbioru X nazywamy relacje =<, ktéra jest
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, tzn.

1. Viex x 2 x,
3. Viyzex (X 2yAy 2z7) = (x 2y).

Porzadek czgSciowy =< zbioru X nazywamy liniowym, jezeli spelnia nastgpujacy
warunek:
Viyex (x 2 )V (y 2 x).

Podzbiér Y zbioru X uporzadkowanego przez pewien porzadek czgsciowy < na-
zywamy taicuchem jezeli Y jest uporzadkowany liniowo przez <. Podzbiér Z C X,
w ktérym zadne dwa elementy nie sa poréwnywalne nazywamy antytancuchem.

Definicja 4.2. Element x € X nazywamy elementem maksymalnym w zbiorze (X, <)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego y € X, y < x lub zbidr {x, y} jest antytaicu-
chem w X.

Zauwazmy, ze jezeli A € 3, to istnieje taka liczba naturalna n > 1 i liczba porzad-
kowa o, ze A" C Wy (A). Zbiér par (a,n), gdzie o jest liczbg porzadkowa oraz n jest
liczba naturalna, mozna uporzadkowac liniowo w nastgpujacy sposéb:

(v,m) < (a,n) <= y<aV(a=yAm<n).

Jezeli (y,m) = (a,n) oraz (y,m) # (a,n) piszemy (y,m) < (a,n). Zatem dla dowol-
nego A € f istnieje minimalna para (o, n) taka, ze A" C Wy (A). Tak dobrang parg
(a,n) bedziemy nazywaé -indeksem pierscienia A.

JesteSmy przygotowani, zeby przedstawi¢ przydatny p6Zniej wynik, ktérego do-
wod w |[Kepcezyk] (2020) zawiera luke. Podamy teraz pelny dowdd tego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. (por.(Kepczyk, [2020, Stwierdzenie 2.4)) Niech R bedzie podpier-
Scieniem, a R, bedzie podgrupa grupy addytywnej pierécienia R oraz R = R; + R».
Jezeli Ry €  oraz R3 C Ry, to R € B.

Dowdéd. Zauwazmy, ze dowolny obraz homomorficzny pierScienia R spetnia zatoze-
nia twierdzenia. Jezeli zatem R # 0 oraz R ¢ 3, mozemy zatozy¢, ze R jest pierscie-
niem pierwszym.

Rozwazmy:
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T=Ry+R3+R+--.

Poniewaz T2 C R; mozemy dodatkowo zatozy¢, ze T = R». Dalej dowéd przeprowa-
dzimy przez indukcje¢ wzglegdem B-indeksu i = (@, n) pierscienia R;. Dla i = (0,1)
mamy R; = 0, co prowadzi do sprzecznosci, gdyz wtedy R = R, i R3 = 0. Zatem
zatézmy, ze (0,1) < (o, n) i teza naszego twierdzenia zachodzi dla kazdego (y,m) <
(a,n). Stosujac Lemat dla dowolnego b € R3, bRy ma f-indeks j < (e, n). Roz-
wazmy bR = bR + bR,. Poniewaz (bR,)?> C bR‘z1 C bRy, stosujac zatozenie induk-
cyjne dostajemy bR € 3. Zatem bR C B(R) = 0, skad bR = 0. Poniewaz R jest pier-
$cieniem pierwszym, to b = 0. Zatem R% = 0. Niech Ig,(R2) = {x € R2|xR, = 0}.
Mozemy zastosowac teraz (Kepczyk 1 Puczytowski, 1996, Twierdzenie 1), z ktérego
wynika, ze Ig,(R2) C B(R). Zatem Ry = Ig,(R>) C B(R) =0, wigc R=R; € B, co
daje sprzecznos$¢ i koniczy dowdd. O

4.2 Pierscienie 7 -nilpotentne

W rozdziale tym zajmiemy si¢ kolejnym uogdlnieniem nilpotentnosci.

Definicja 4.3. Powiemy, ze piersciei R jest lewostronnie T -nilpotentny wtedy i tylko
wtedy, gdy dowolny niezerowy obraz homomorficzny pierScienia R ma niezerowy
lewostronny anihilator.

Pierscienie prawostronnie T-nilpotentne definiuje si¢ analogicznie. Latwo poka-
zaé, 7e nie sa to pojecia symetryczne, tzn. mozna wskazaé przyktady pierScieni T—nil-
potentnych z lewej strony, ktére nie sa T-nilpotentne z prawej. Oczywiscie kazdy
pierscien nilpotentny jest prawostronnie i lewostronnie 7-nilpotentny. W dalszych
rozwazaniach skupimy si¢ na pier§cieniach lewostronnie 7'-nilpotentnych, ale przed-
stawiane dalej wyniki odnoszace si¢ do tej klasy maja swoja oczywista dualng pra-
wostronng wersje.

Z pojeciem T-nilpotentnosci SciSle wiaze si¢ pojecie hiperanihilatora. Niech A be-
dzie pierScieniem. Powiemy, ze [(A) jest lewostronnym hiperanihilatorem pierscienia
A wtedy i tylko wtedy, gdy I[(A) = Ug>0la(A), gdzie:

lo(A) =0,

oraz dla liczby porzadkowej o > 1,

lu(A) = {xeAyxA c | lﬁ(A)}. 42.1)

B<a

Latwo mozna pokazaé, ze pierScien A jest lewostronnie 7-nilpotentny wtedy
i tylko wtedy, gdy /(A) = A. Dodatkowo wykorzystujac powyzsza definicje hi-
peranihilatora /(A) i konstrukcje (4.1.1) radykatu B(A), otrzymujemy stad, ze je-
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zeli 1(A) = A, to B(A) = A. Istotnie, [j(A) = I4(A) < A, czyli [;(A)* = 0, wigc
[1(A) CC Wj(A). Analogicznie, stosujac dowdd indukcyjny, mozna pokazacl, ze
la(A) C Wy (A) dla dowolnej liczbny porzadkowej or. Oczywiscie Iy (A) <A dla do-
wolnego a. Stad [(A) C B(A) i poniewaz A =1(A), wigc B(A) = A.

Rozwazmy nastgpujacy warunek:

(p) Dla dowolnego ciagu (a1, as, . ..) istnieje taki podciag (a;, ,ai,,. . .), 422)
ze iloczyn a;,a;, - - - - - a;, = 0 dla pewnej liczby naturalnej n. o

Pokazemy, wykorzystujac wyniki z|Gardner|(1992), ze (p) jest warunkiem réwno-
waznym z lewostronna T - nilpotentno$cia. Potrzebowac bgdziemy pewnych modyfi-
kacji dwoéch znanych faktéw dotyczacych skoriczonych pokry¢ grup i pierscieni (por.
(Lanskil, {1990, Lemat )) oraz (Lanskil |1990, Twierdzenie), ktérych dowody przedsta-
wimy dla kompletnosci. Ide¢g dowodu pierwszego z nich zaczerpneliSmy z (Neu-
mann, 1954, Lemat (4.1)).

Lemat 4.3. (por. (Neumann, [1954, Lemat (4.1)) Niech grupa G bgdzie suma mno-
gosciowa skoniczonej liczby warstw wzgledem podgrup C;,C,,...,Cy:

n
G=|]JCsi (4.2.3)
i=1
Wtedy pewna podgrupa C; ma skoficzony indeks w G. Ponadto, jezli Cy,...,Cy sa
wszystkimi podgrupami skoniczonego indeksu w grupie G wsréd podgrup Cy,...,C,,
k

to G = U Cigi.

i=1
Dowéd. Przeprowadzimy dowdd ze wzgledu na liczbe r réznych elementéw w zbio-
rze C = {C,,Cs,...,C,}. Jezeli r = 1 teza jest oczywista. Zatézmy, ze r > 1 i teza
zachodzi, gdy liczba réznych podgrup w pokryciu (#.2.3) jest mniejsza niz r. Mo-
zemy tak przenumerowac elementy zbioru C, ze C, = C,,—; = --- = Cj11 1 W zbiorze
{C1,Cy,...,C;} podgrupa C, nie wystgpuje. Rozwazmy:

n
H= ] GCg 4.2.4)
i=I+1

Jezli H = G, to C,, jest podgrupa skoficzonego indeksu w grupie G i teza zachodzi.
Zat6zmy, ze dla pewnego h € G mamy, ze h ¢ H. Wtedy C,hNC,g; = 0 dla kazdego
i=1+1,...,n Zatem ze wzoru (4.2.3)),

l
C:h C | JCigi- (4.2.5)
i=1
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l
Stad dla kazdego j=1[+1,...,n mamy, ze C,g; C U Cig,-hflgj. Wobec tego:
i=1

G= UC,g,U U UClg,h gj

j=l+1i=1

i na mocy zatozenia indukcyjnego dla pewnego i = 1,...,/ podgrupa C; ma skon-
czony indeks w grupie G.
Niech teraz Cy,...,C; beda wszystkimi wsréd podgrup Ci,...,C, podgrupami
skoficzonego indeksu w grupie G. Wtedy D = C;N...NC; tez jest podgrupa skoficzo-
k

nego indeksu w grupie G. Zatézmy, ze G # U Cigi. Wtedy istnieje i € G takie, ze
=1
' ]
h¢ U Cig;. Ponadto D jest podgrupa skoficzonego indeksu w grupie C; dla kazdego
=1
l k t
i=1,...,k, wigc istnieja x1,...,x; € G, gdzie ¢t € N, takie, ze U Cigi = U Dx;.
i=1 =

n
Stad DhN Dx; = 0 dla kazdego j = 1,...,t, wigc ze wzoru (4.2.3)), Dh C U Cigi,
i=k+1

n

skad Dx; C U Cigih_lxj. To oznacza, ze grupa G jest skoiczong suma pew-

i=k+1
nych warstw wzgledem podgrup Cj.q,...,Cy,, z ktérych kazda ma nieskoiczony
indeks w grupie G. Ale to przeczy pierwszej czgSci naszego lematu. Wobec tego
k
G= U Cigi. O

i=1
Poniewaz ideaty (ideaty lewostronne lub prawostronne) dowolnego pierScienia sa
podgrupami jego grupy addytywnej, to Lemat [4.3] oraz powyzszy wniosek mozna
zastosowac réwniez w przypadku idealéw pierScieni. Doktadniej, jezeli pierScier R
jest skoriczong suma mnogos$ciowa idealéw, to przecigcie tych ideatow jest podgrupa
skoriczonego indeksu w grupie (R, +).

Lemat 4.4. (por. (Lanski, 1990, Twierdzenie) Niech R begdzie nil-pierScieniem oraz
By, ...,B, jego niepustymi podzbiorami takimi, ze B; # {0} dlakazdegoi=1,...,n
Jezeh R UL, rr(Bi), to Ir(R) # {0}.

Dowdd. Na podstawie Lematu [@.2.5] mozemy bez zmniejszania ogdlnosci zakta-
daé, ze kazda z podgrup rg(B;) ma skonczony indeks w grupie (R,+). Stad D =
N, rr(B;) tez ma skoriczony indeks w grupie (R,+). Ponadto D <, R, bo rg(B;) <,
R dla kazdego i = 1,...,n. Zatem grupa (R/D,+) jest skofczona i w konsekwen-
cji tego pierScienn End(R/1,+) jej endomorfizméw jest skoficzony. Wezmy dowolne
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a,x € R iniech (x+ D)F (a) = xa+ D. Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze F(a)
jest dobrze okreslong funkcja ze zbioru R/D w siebie, a nawet F (a) € End(R/D,+).
Ponadto F jest homomorfizmem pierScienia R w pierSciefi End(R/D,+) o jadrze
I =KerF ={a € R|xa € D dlakazdego x € R}. Stad RI C D oraz pierscien R/I
jest skoriczony. Dodatkowo R/I jest nil-pierscieniem, wigc (R/I)™ = 0 dla pewnego
m € N, czyli R" C I i w konsekwencji R™*! C D. W szczeg6lnosci BjR™! = 0.
Istnieje zatem najmniejsza liczba naturalna k taka, ze BiR* = 0. Jezli k = 1, to
{0} # By CIg(R), skad Ig(R) # {0}, ajezeli k > 1, to {0} # B{R"! C Ig(R), wiec
tez Ig(R) # {0}. 0

Przedstawimy teraz zapowiadana wczesniej charakteryzacje pierscieni lewostron-
nie T-nilpotentnych.

Twierdzenie 4.2.1. (Gardner, (1992, Twierdzenie 1) PierScieni R jest lewostronnie
T -nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy elementy pierScienia R spelniaja warunek

(p)-

Dowdd. Niech S bedzie dowolnym niezerowym obrazem homomorficznym pierScie-
nia R spetniajacego warunek (p). Woéwczas warunek (p) jest spetniony w S. Oczy-
wiscie S jest nil-pierScieniem. Przypusémy, ze Ig(S) = 0. Wtedy na mocy Lematu
dla dowolnego n € N i dla dowolnych niezerowych xi,...,x, € § mamy, ze
S # UL, rs({xi}). Niech a; bedzie dowolnym niezerowym elementem pierscienia
S. Poniewaz S # rs({a;}), wigc istnieje a, € S takie, ze ajap; # 0. Przypuscmy,
ze dla pewnej liczby naturalnej n > 2 skonstruowaliSmy juz niezerowe elementy
ai,ay,...,a, pierscienia § takie, ze dla kazdego k < n i dla dowolnych liczb natu-
ralnych iy <i> <... <iy <nmamy, Ze a; a;, ...a;, # 0. Wtedy zbiér X wszystkich
takich iloczynéw a; a;, ...a;, jest skoficzony, wigc na mocy Lematu mamy, ze
S # Urex rs({x}). Zatem istnieje a,; € S takie, ze xa,41 # 0 dla kazdego x € X.
Stad dla dowolnej liczby naturalnej £k < n+1 i dla dowolnych liczb naturalnych
i1 <ip<...<ix <n+1 mamy, ze a; a;,...a; 7 0. Wobec tego przez indukcje
mamy skonstruowany ciag (aj,az,as,...) elementéw pierscienia S, ktory nie spetnia
warunku (p), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego Is(S) # 0 i z dowolnosci S
wynika, ze pierScien R jest lewostronnie 7- nilpotentny.

Na odwrét. Zatézmy, ze pierScien R jest lewostronnie 7-nilpotentny i niech
(ay,az,...) bedzie dowolnym ciagiem jego elementéw. Przypusémy, ze kazdy ele-
ment zbioru A = {aj,ajaz,a1a2as, ...} jest niezerowy. Poniewaz R = [(R) = l4(R)
dla pewnej liczby porzadkowej «, wigc istnieje najmniejsza liczba porzadkowa
B < o taka, ze a = ajaz...a, € Ig(R) dla pewnego n € N. Oczywiscie liczba f3
nie jest graniczna, wigc aR C lg_;(R), skad aa,1 € lg_;(R), co przeczy minimal-
nosci 3. Wobec tego nie kazdy element zbioru A jest niezerowy, a to oznacza, ze
ajay ...a, = 0 dla pewnego m € N, skad w szczegblnosci ciag (aj,az,...) spetnia
warunek (p). O

Wykazemy, ze analogiczna teza, jak dla 8 radykatu w Twierdzeniu zachodzi
dla klasy pierscieni T-nilpotentnych.
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Twierdzenie 4.2.2. Niech R bedzie podpierscieniem, a R, bedzie podgrupa grupy
addytywnej pierScienia R oraz R = R + R». Jezeli R, jest pierScieniem lewostronnie
T -nilpotentnym oraz R% C Ry, to R jest pierScieniem lewostronnie 7-nilpotentnym.

Dowdd. Jezli Ry = {0}, to teza jest oczywista, bo wtedy R = R, i R3 = {0}. Niech
dalej R; # {0}. Rozwazmy P = R| + R|R. Oczywiscie P <, Ri P = R +R|R;. Po-
nadto z modularnosci kraty podgrup grupy (R, +) mamy, ze P = R; 4 (RN P). Zatem
R = P+ R;. Przypusémy, ze Ry  I(P). Wtedy [(P) # P i pierécieri P = P/I(P) ma
zerowy lewostronny anihilator. Ale Ry = (Ry +1(P))/I(P) #0i P =R, + R R; dla
Ry = (R, +1(P))/1(P) oraz lewostronny anihilator L pierscienia R jest niezerowy,
gdyz R jest niezerowym obrazem homomorficznym lewostronie T -nilpotentnego
pierscienia Ry, wigc stad LP = {0}, co prowadzi do sprzeczno$ci. Wobec tego
Ry C I(P). Dalej, (PNRy)P = (PNR)R; + (PNRy)? i (PNRy)Ry C I(P), gdyz
Ry CI(P) <P oraz (PNRy)*> C RZ C Ry C I(P), wigc (PNRy)P C I(P), skad
PNRy CI(P). Ale P=R; + (PNR,), wigc P C I(P), czyli P =[(P).
Poniewaz R = P+ R,, wiec R,P C P+ R, skad R,PR, C PR, +R%. Ale P <, R
iR% C P, wigc mamy stad:
RyPRy C P. (4.2.6)

Wezmy dowolny ciag (a,) elementéw pierscienia R. Wtedy a, = x, +y,, gdzie x, € P
oraz y, € R, dla kazdego n € N. WeZmy dowolne k € N. Z dowodu Twierdzenia[f.2.1]
wynika, ze istnieje m = m(k) € N takie, ze Xg11 - Xg42 ...  Xkrm = 0. Zauwazmy,
7€ Qg - Agil *+ev Ay = Xg = Q1 oo Ay + Vi - Xkt 1 © « - - - X + X, gdzie x jest
skoficzong suma elementéw postaci yy - ...-y- ..., gdzie y € Ry, wigc poniewaz R% -
C P<,R,tonamocy @.2.6) x € Poraz xy-agy1 ... Qgsm € P1Yk-Xp1 o Xpm =
0. Wobec tego ¢y = ay - ag41 - - .- - Ag+m € P. Z dowolnosci k mozemy skonstruowaé
zatem ciag (cx) elementéw pierScienia P i na mocy dowodu Twierdzenia 3.4 oraz
konstrukeji ¢; otrzymujemy stad, ze a; -a; - ... a, = 0 dla pewnego n € N. Wobec
tego na mocy Twierdzenia [4.2.1| pierScieni R jest lewostronnie 7'-nilpotentny. O

4.3 Potkratowe sumy piersScieni

Przypomnijmy, ze péigrupa nazywamy zbidr (S,-) dwuargumentowym multyplika-
tywnym dziataniem tacznym -. Element x € S taki, ze x> = x nazywamy idempoten-
tem poétgrupy (S,-). Natomiast potgrupe, ktorej wszystkie elementy sa idempoten-
tami nazywamy pasem.

Definicja 4.4. Pétkrata nazywamy dowolny pas przemienny.

Niech § bedzie pétgrupa. Przypomnijmy, Ze piersScien A jest pierScieniem z S—gra-
dacja jezeli A = ByesA; oraz A;A; C Ay dla dowolnych s, ¢ € S. Ponadto dla kazdego
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t €8, A, jest podgrupa grupy (A,+). W naszych dalszych rozwazaniach zaprezentu-
jemy ogdlniejsze podejscie. Niech R, bedzie podgrupa addytywna pierScienia R dla
dowolnego s € S. Sume¢ } ¢ R definiujemy nastepujaco:

ZRS ={x, +...+x, | x, €R;;, n €N}
ses

Definicja 4.3.1. Pierscien R jest suma potkratowa podgrup addytywnych R; pier-
Scienia R wzgledem potkraty S, gdzie s € S wtedy i tylko wtedy, gdy R = Y ;csRs
oraz RyR; C Ry dla dowolnych s, 1 € S.

Niech P bedzie pétkrata. Mozemy w P okresli¢ nastgpujaca relacje podzielnosci:
Viyep Y| X < Jep x =yz.

Powiemy, ze element o jest zerem w P, jezeli V,cpxa = .

Pokazemy teraz, ze kazdy pierScien, ktéry jest sume pétkratowa mozna przed-
stawi¢ w postaci innej sumy pétkratowej dwdéch podpierScieni, z ktoérych jeden jest
ideatem. Niech P bedzie taka pétkrata, ze |P| > 1. WeZmy niezerowy element o € P.
Niech Qq = {B € P : B | a}. Oczywiscie By € Qq implikuje B € Qq, ¥ € Qq.-
Z drugiej strony, jezeli B € Qq oraz ¥ € Qq, to istnieja d, @ € P takie, ze f6 = a
i Yo = a. Stad (B6)(yw) = (By)(8w) = o> = a. Zatem By € Q. To pokazuje, ze
Qg oraz Q = P\ Qg sa podpétkratami P oraz P = Q, U Q. Dodatkowo Q jest ideatem
w P. Mozemy réwniez zaktadaé, ze {Qq,Q} jest pétkrata z dziataniami Q2 = Q.
0*>=Qoraz 0,0 = 004 = 0. Dowiedli§my zatem nastgpujacy

Lemat 4.5. (por. (Janeski 1 Weissglass, |1973, Lemat 3)) Niech R bgdzie suma pél-
kratowa R = Y ,cpRa, gdzie |P| > 1. Wtedy istnieja takie roztaczne podpétkraty A
i B poikraty P, ze P = AU B. Ponadto:

1. Ry = Y. qea Rq jest suma potkratowa oraz Ry, <\ R4 dla pewnego o € A.
2. Rp = Y qea Ra jest suma potkratowa oraz Rp < R.
3. R = Ry + Rp jest suma pétkratowa, gdzie A> = A, B> = B oraz AB = BA = B.

Zeby sformutowaé kolejne wyniki w tym rozdziale potrzebujemy ogélnego poje-
cia klasy radykalne;j.

Definicja 4.3.2. Powiemy, ze klasa pierscieni .7 jest klasa radykalna wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia nastgpujace warunki:

1. 7 jest zamknigta na obrazy homomorficzne, tzn. jezeli R € .7, to dla dowolnego
I<R.R/I€ 7,

2. 7 jest zamknigta na rozszerzenia, tzn. jezeli I AR, I €  oraz R/l € F, to
Re 7.

3. 7 jest zamknigta na sumy ideatéw, tzn. jezeli I, € .7 dla dowolnego zbioru T,
toY,crl € 7.
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Klas¢ radykalna .7 nazywamy radykatem, natomiast R € 7 pierScieniem .7 -
radykalnym. Najwigkszy .7 -radykalny ideat pierScienia R nazywamy radykatem R
i oznaczamy przez 7 (R). Jezeli 7 (R) = 0 pierSciefi R nazywamy .7 -pSiprostym.
Przyktadami radykatéw sa klasy 8, .Z, 2.

Udowodnimy teraz nastgpujace:

Stwierdzenie 4.3.3. Niech R =Y ,cp Ry bedzie sumg potkratowa wzgledem skon-
czonej pétkraty P oraz .7 jest dowolnym radykatem. Jezeli dla dowolnego «,
Ry € T,toRc TJ.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzglgdem |P|. W przypadku |P| = 1 teza jest oczy-
wista. Zat6zmy, ze |P| = s > 1 i teza zachodzi dla kazdej pétkraty Q, dla ktorej
|Q| < s. Z Lematu R = R4+ Rp oraz Rg <R, gdzie R4, Rp sa sumami péikara-
towymi wzgledem poétkrat A oraz B, odpowiednio. Dodatkowo A i B sg rozlacznymi
niezerowymi podpotkratami takimi, ze P = AU B. Poniewaz |A|, |B| < |P|, z zaloze-
nia indukcyjnego dostajemy R4, Rg € 7. Zatem poniewaz R/Rp = (R4 + Rp)/Rp ~
~ R4/RaNRp, R/Rp jest obrazem homomorficznym pierscienia R4. Stad R/Rp €
7, co w konsekwencji daje R € .7 i konczy dowdd. O

Oczywiscie powyzsze stwierdzenie ma zastosowanie, gdy .7 = 3, ., ¥ . Latwo
réwniez zauwazy¢, ze Stwierdzenie [4.3.3] ma zastosowanie dla kazdej klasy pier-
$cieni .7, ktdra jest zamknigta na obrazy homomorficzne i rozszerzenia. W szcze-
g6lnosci zachodzi wigc réwniez dla .7 = .4 oraz klasy pierscieni lewostronnie (pra-
wostronnie) 7 -nilpotentnych.

Problem 4.3.4. Czy zatozenie o skofczonosci P w Stwierdzeniu mozna pomi-
nac?

Zauwazmy, ze nie jest to mozliwe dla .7 = .4#". Niech P bedzie dowolna nie-
skoficzona potkrata oraz M = {ej, €2, ...} dowolnym nieskoriczonym zbiorem jej
idempotentéw. Potézmy, jak w Przykladzie 4.1} R,, = xF [x]/(x'), gdzie e; € M oraz
Ry =0 dla pozostalych elementéw ¢ z P. Rozwazmy sume potkratowa R =Y ,cpRa.
Oczywiscie R ¢ A"

W przypadku klasy .Z odpowiedZ jest pozytywna nawet gdy zalozymy, ze P jest
dowolnym pasem. Zachodzi bowiem nastgpujace

Twierdzenie 4.3.5. (Kelarevi McConnell, (1995, Twierdzenie 2.2) Nastgpujace wa-
runki sa réwnowazne:

1. dla dowolnej S-sumy R =Y s Ry, jezeli wszystkie podpierscienie sposSrod Ry
sa lokalnie nilpotentne, to piersciefi R jest lokalnie nilpotentny,
2. S jest pasem.
Zeby odpowiedzie¢ na pytanie w przypadku klasy nil-pierscieni .#~ potrze-
bujemy pewnych przygotowan. Niech R = Y ,cp Ry bedzie suma pétkratowa oraz
reR.
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Nosnikiem Suppp(r) elementu r nazywamy nastgpujacy zbior:

acP

Suppp(r) = {a6P|r: Zra,ra;éO}.

W kazdej pétkracie P mozna w nastgpujacy spos6b okresli¢ porzadek czgsciowy:
a<f < a=apf.

Oczywiscie relacja < jest zwrotna i antysymetryczna. Zatézmy, ze x < yorazy < z
dla pewnych x, y, z € P. Stad x = xy = x(yz) = (xy)z = xz. Zatem x < z, co pokazuje,
ze < jest relacja przechodnig w P. Porzadek < nazywa sig¢ naturalnym porzadkiem
poikraty P.

Przyklad 4.3.6. Niech (2%,N) bedzie pétkrata wszystkich podzbioréw 2% ustalo-
nego zbioru X. Jezeli A, B€2X toA<B <= A=ANB <= ACB.

Przedstawimy teraz pewne proste wlasnosci naturalnego porzadku péikraty P:

a) Vapep (ab<aNab <b),
b) va,b,ceP (ab < C) = (Cl <cAb K C)7
c) va,b,ceP (a < b) = (CZC < bC)

Niech a, b, c € P . Oczywiscie ab = (ab)a = (ab)b. Stad ab < b oraz ab < b, co daje
a). Wtasno$é b) wynika wprost z a). Jezeli a < b, to a = ab. Stad ac = acb = ac*b =
= acbc, co implikuje ac < bc.

Podamy teraz zapowiadang odpowiedZ na pytanie [4.3.4] w przypadku klasy nil-
pierScieni J# .
Stwierdzenie 4.3.7. Niech R bedzie suma pétkratowa R =Y ,cpRqy. Jezeli Ry €
dla kazdego ¢ € P,toR € ¥ '.

Dowdd. Zatézmy, ze R nie jest nil-pierScieniem. Wybierzmy element x € R, ktory
ma nastgpujace wlasnosci:

1. x nie jest nilpotentny,
2. podpétkrata = (Suppp(x)) generowana przez Suppp(x) w P jest minimalna.

Niech oy bedzie elementem maksymalnym w Suppp(x) wzglgdem porzadku natural-
nego < potkraty P. Ponadto x = a+b, gdzie a € Ry, 0raz b € Y. qcsuppp(x)\ (o) Rar-
Na podstawie wtasnosci a) oraz b) latwo zauwazy¢, ze @ jest takze elementem
maksymalnym w . Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze a" = 0. Zatem o ¢
Suppp(x"). Niech Q’ bedzie podpétkrata w P generowana przez Suppp(x”). Oczywi-
Scie o ¢ Q. Stad Q' & Q. Poniewaz x" nie jest elementem nilpotentnym otrzymu-
jemy sprzeczno$¢ z minimalnoScia podpétgrupy €2. Uzyskana sprzecznos$¢ koficzy
dowdd. O
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W Swietle przedstawionych wynikéw mozemy sformutowac nastgpujacy

Problem 4.3.8. Niech R =Y s R bedzie suma potkratowa. Czy jezeli Ry € B dla
kazdego a € S,to R € 3?

OdpowiedzZ jest pozytywna w przypadku, gdy naturalny porzadek < pétkraty P
jest dodatkowo artinowski i waski.

Definicja 4.3.9. Niech (S, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym.
1. (8,<) jest artinowski wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ScisSle malejacy ciag ele-
mentow jest skonczony.
2. (8,<) jest waski wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy antytaicuch w S jest skoniczony.

Stwierdzenie 4.3.10. Niech R =Y, R bedzie taka suma pétkratowa, ze naturalny
porzadek (P, <) jest artinowski i waski. Ponadto .7 dowolnym radykatem. Wtedy,
jezeli Ry € 7 dlakazdego @ € S,toR € 7.

Dowdd. Oczywiscie mozemy zatozy¢, ze |P| > 1. Stosujac Lematotrzymujemy,
7ze R = R4 + Rp, gdzie A oraz B sa roztacznymi podpétkratami P. Ponadto Rp <R,
A? = A oraz Ry <Ry dla pewnego réznego od zera o € A. Jezeli B zawiera taki
element 3, ze zbidr {o, B} jest antytancuchem, to pierScieii R mozna analogicz-
nie rozlozy¢ na sumg¢ dwéch podpierScieni. Stad R = R4 + Rc + Rp, gdzie R4, Rp
oraz Rp sa podpierScieniami R. Ponadto B? = B oraz Rp <IR. Opisang konstrukcje
mozna kontynuowac wzgledem Rp, jezeli w B istnieje element 8, ze {a, 3,0 } tworza
antytarncuch.

Poniewaz kazdy antylaiicuch w P jest skonczony, to istnieje takie n € N, ze
R = Ry, +Ra, + -+ Ry, +Rs, gdzie Ry, jest podpierScieniem R oraz Al.2 =A; dla
dowolnego i € {1, 2, ...,n}. Ponadto S < P oraz Ry, < Rs. PierSciei Rg mozna ana-
logicznie roztozyé na sum¢ dwéch podpierscieni wzgledem elementu s; € S takiego,
ze 51 < 0. Wtedy Ry = Rg, + Rs,. Poniewaz porzadek (P,<) jest artinowski, te
konstrukcje réwniez mozna powtarza¢ skoriczong liczbg razy, odpowiednio definiu-
jac kolejne elementy taficucha s, < s,-1 < ... < s; dla pewnego m € N. Zatem
R= RA] +RA2 —+ - —|—RAn +R51 —|—R52 + - —|—R5m. Stad] = Ral +ROC2 + - +R(Xn +
+ Ry, + R, + -+ Ry, jest ideatem pierscienia R. Stosujac Stwierdzenie[4.3.3|dosta-
jemy, ze B(I) = 1. Zatem I C B(R). W szczegblnosci Ry, C B(R). Poniewaz o jest
elementem réznym od zera wybranym dowolnie, wigc otrzymujemy, ze Ry C B(R)
dla dowolnego réznego od zera o € P. Zatem B(R) = R, co nalezato dowies¢. O

Powiemy, ze radykat .7 jest dziedziczny (na ideaty) jezeli dowolny ideat pierscie-
nia .7 -radykalnego jest .7 -radykalny. Przyktadami radykaléw dziedzicznych sa 3,
£ oraz ¢ . Zakonczymy ten rozdziat wykazujac, ze dla dowolnego radykatu dzie-
dzicznego .7 klasa .7 -pétprosta jest zamknigta na sumy pétkratowe.

Twierdzenie 4.3.11. (por. (Teply i1n.,1980, Twierdzenie 1)) NiechR =Y ,cp Ry be-
dzie suma pétkratowa podpierscieni oraz .7 dziedzicznym radykatem. Jezeli dla do-
wolnego o € P, R, jest pierScieniem .7 -pbtprostym, to R jest réwniez .7 -pSiprosty.
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Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze I € 7 jest réznym od zera ideatem pierScienia R.
Niech 0 # x € I oraz X bedzie zbiorem elementéw maksymalnych w Suppp(x).
Ponadto P’ = {at € P|oe < B dla B € X}. Oczywiscie P jest podpétkrata, G =
Y oep' Ro jest ideatem w R oraz x € G. Rozwazmy H = GN1I. Poniewaz .7 jest
dziedziczny, 0 £ H € 7.

Niech Yy bedzie pewnym ustalonym elementem ze zbioru X. Zauwazmy, ze kazdy
element y z G ma posta¢ y = a, + by, gdzie ay € Ry oraz by € } yep\ (y} Ra- Roz-
wazmy nastepujacy zbiér G' = {(ay,y)|y € G}. Oczywiscie G’ jest zamknigty na
dodawanie. Poniewaz ¥ jest elementem maksymalnym w P’, zbiér G’ jest zamknigty
réwniez na mnozenie, co implikuje, ze jest podpierscieniem w Ry & G. Latwo zauwa-
zy¢, ze G’ jest izomorficzny z G. Analogicznie mozemy zdefiniowac ideat H' pier-
Scienia G’ izomorficzny z H. Mamy wiec H' <G’ oraz H' € 7. Niech ¢ : G — Ry
bedzie rzutowaniem G’ na Ry. Latwo pokazaé, ze odwzorowanie ¢ jest zamknigte
na dodawanie. Poniewaz 7 jest elementem maksymalnym w P’, to odwzorowanie ¢
jest rtéwniez zamknigte na mnozenie, czyli jest homomorfizmem. Poniewaz H' € .7
i(ax,x) €H',to 0+ ¢(H') € 7. Ale ¢(H') <Ry, co daje sprzecznos¢, gdyz Ry jest
T -pétprosty. O

Dowdéd powyzszego twierdzenia oparliSmy na dowodzie (Teply 1 in.,[ 1980, Twier-
dzenia 1) sformutowanego analogicznie, ale przy silniejszym zatozeniu dotyczacym
sumy pétkratowej R =) ,cp Ry. Rozwaza si¢ tam sume pétkratowa (supplementary
semilattice sum) spetniajaca dodatkowo nastepujacy warunek: Ry N Y.qcp\ (o} Ra =
= {0} dla dowolnego a € P.

4.4 Potgrupowe sumy pierscieni

Rozpocznijmy od definicji tytutowego pojecia.

Definicja 4.4.1. Pierscien R jest suma potgrupowa podgup addytywnych R, pierscie-
nia R wzgledem pdtgrupy S, gdzie s € S wtedy 1 tylko wtedy, gdy R = Y s Ry oraz
RR; C Ry dla dowolnych s, ¢ € S.

Oczywiscie kazdy pierScien z S—gradacja jest suma pétgrupowa.

Przyklad 4.4.2. Przedstawimy zaprezentowana w [Puczytowski| (1999) modyfika-
cje ciekawego i waznego przyktadu algebry nad cialem z Salwal (1996)), ktéra jest
suma potgrupowa. Niech W bedzie pdlgrupa wolna wyznaczona przez symbole
X = xq oraz y = yg, gdzie o i B sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi,
ze % jest liczba niewymierna. Rozwazmy ideat I pétgrupy W generowany przez
zbior M = {w € M : |Bdeg;(w) — adeg(w)| > o + B} oraz algebre Sciagnieta
R = Fy[M/I] nad ciatem F. Zauwazmy, ze jezeli w € W \ [ oraz wx € I, to istnieja
u', u € M takie, ze w = u'u oraz ux € M. Oczywiscie u ¢ M.
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Zatem f degy(u) — adegg(u) < a+f oraz ff degy(u) — adegy(u) — o = B degy(ux) +
+ (—o)deg;(ux) < B < o+ f. Stad, poniewaz ux € M, mamy wigc f§ deg(ux) +
+ (—a)deg;(ux) < —a—f. Zatem f deg;;(u) — ovdeg(u) < —f. Symetrycznie, je-
zeli wy € I, to istnieja v/, v € M takie, ze w =V'v oraz 8 deg;(v) — ardeg:(v) > a.

Zatézmy, ze jednoczesSnie wi € I oraz wy € I. W konsekwencji u =tv lub v =tu
dla pewnego t € W. Jezeli v = tu, to o < Bdegy(tu) — adege(tu) = B(degy(r) +
+ deg, () + (—a)(deg, (r) + deg,(u)) < deg, (1) — adegy(r) — B. Stad & + B <
< Pdegy(r) — adegg(t), co implikuje w € I i daje sprzecznos¢. Analogicznie
Bdegy(r) — adegg(t) < —o — B jezeli u = tv. Stad jeszcze raz w € I prowadzi do
sprzecznosci. Zatem obraz homomorficzny z elementu X+ y w algebrze R = Fy[M /1]
jest prawostronnie regularny. W szczeg6lnosci z nie jest nilpotentny, co pociaga, ze
R nie jest nil.

Niech My = {w € M : Bdegy(w) — adegy(w) < 0} oraz niech M) = {w € M :
Bdeg;(w) — avdegg(w) > 0}. Zauwazmy, ze M = M; UM,. W konsekwencji R =
R| + R; jest suma dwdch podpierscieni Ry = Fo[M U1/I] oraz R, = Fy[M, U1/1].
Fatwo pokazaé, ze Ry = W(R;) oraz Ry = W(R;). Zatem R jest przyktadem pier-
Scienia bedacego suma dwoch podpierscieni B-radykalnych, ktéry nie jest nil. W
Salwal (1996) pokazano dodatkowo, ze R jest pier§cieniem prymitywnym.

Pot6zmy R,, = Fsdlaw € W\ I oraz R,, =0 dlaw € I. Wynika stad, ze R jest suma
poétgrupowa wzgledem W, ktdrej wszystkie podpierscienie sposrdd R,, sa rowne zero.

W dowodzie nastgpnego twierdzenia wykorzystywaé bedziemy opis struktury
pewnych pétgrup prostych. Nastgpujacy przyktad pétgrupy macierzowej wykorzy-
stywany jest w tym opisie. Oznaczmy przez M,,(G) zbiér macierzy o elementach
z danej grupy G o indeksach z dwdéch (niekoniecznie skoficzonych) zbioréw X oraz
Y. Niech ey, bedzie macierza, w ktdrej na miejscu xy stoi 1, a poza tym same zera.

Definicja 4.4.3. Niech dana bedzie grupa G, dwa niepuste zbiory X, Y oraz macierz
A € M,,(G). Pétgrupa macierzowa Reesa nazywamy zbior G x X x Y z nastgpujacym
dziataniem:

(g1, x1,y1) - (82, X2, y2) = (g1ay,x,82,X1,)2). (4.4.1)
Pétgrupe t¢ oznacza si¢ standardowo przez 4 (G;X,Y;A).

Zauwazmy, ze jezeli (g, x, y) utozsamimy z macierza ge,y, to iloczyn od-
powiada macierzy BAC = giey,y,A82€x,y, = 810y,x,82€x,y,-

Przez S° oznaczamy pétgrupe z dotaczonym zerem. W pétgrupie .#°(G% X, Y;A)
utozsamia si¢ wszystkie elementy postaci (0, x,y).

Niech S bedzie pétgrupa z zerem. Powiemy, ze S jest O-prosta jezeli jedynymi
jej ideatami sg {0} i S. Pétgrupe S nazwiemy kompletnie 0-prosta jezeli S posiada
zaréwno lewostronny jak i prawostronny ideat O-minimalny.

Wielokrotnie wykorzystywac bedziemy dalej nastgpujacy znany wynik L. N. She-
vrina:
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Twierdzenie 4.4.4. Zal6zmy, ze torsyjna péigrupa S zawiera skoriczenie wiele ele-
mentéw idempotentnych, kazdy obraz homomorficzny S, ktdry jest nil jest nilpo-
tentny oraz kazda podgrupa § jest skoczona. Wtedy S posiada skoficzony tancuch
ideatéw:

0=5CS5C...CS5, =S (4.4.2)

taki, ze dla dowolnego 1 <i <n—1, S;1/S; jest nilpotentny albo skoriczony.

Dowdd. Niech H # S bedzie ideatlem w S i zat6zmy, ze dla pétgrupy H mozna skon-
struowa¢ skonficzony taicuch postaci (4.4.2). Zachodzi teraz jeden z dwéch nastepu-
jacych przypadkow:

1. Pétgrupa Q = S/H posiada nil ideat.
Wtedy niech H; /H bedzie maksymalnym nil ideatem w S/H. Z zatozenia H; /H jest
nilpotentny.

2. Pétgrupa Q = S/H nie posiada nil ideatéw.
Poniewaz Q jest poigrupa torsyjna, kazdy ideat wltasciwy w Q zawiera idempo-
tent. Niech J bedzie ideatem minimalnym w Q. Na podstawie (Clifford 1 Preston)
1961], Twierdzenia 2.29), J jest O-prosty lub prosty. Rozumowanie w obu przy-
padkach jest analogiczne. Zal6zmy zatem, ze J jest poigrupa O-prosta. Poniewaz
J jest pétgrupg torsyjna z (Clifford 1 Preston, (1961, Corollary 2.56) dostajemy, ze
J jest kompletnie O-prosty. Stad i z (Clifford 1 Preston, 1961}, Twierdzenia 3.5),
J=.#°(G%X,Y;A) dla pewnej grupy G' oraz macierzy A. Rozwazmy odwzoro-
wanie ¢ : G — .#°(G%;X,Y;A) dane wzorem ¢(g) = (gh™!,x,y), gdzie h € G jest
elementem grupy G, ktdry stoi na gléwnej przekatnej macierzy A dla pewnego x € X
oraz y € Y. Latwo sprawdzié, ze ¢ jest izomorfizmem grupy G. Zatem J zawiera
podgrupe izomorficzng z G. Z zatozenia G jest grupa skoriczona. Poniewaz J za-
wiera skoriczenie wiele idempotentéw, zbiory X 1 Y musza by¢ skoriczone. Zatem J
jest skoriczonym ideatem w Q. W konsekwencji J = H;/H dla pewnego ideatu H,
potgrupy S.

Zatem w obu przypadkach istnieje ideat w S, ktérego potgrupa ilorazowa wzgle-
dem H jest nilpotentna albo skoiiczona. Kazde zastosowanie metody opisanej w 2.
wymaga dotaczenia kolejnego idempotenta z S. Poniewaz z zalozenia idempoten-
tow w § jest skoficzenie wiele, konstrukcja ta moze by¢ wykonana skoiczenie wiele
razy. Oczywiscie wydtuzenia taiicucha ({#.4.2)) metoda opisana w 1. nie mozna wy-
kona¢ dwa razy pod rzad. Zatem S posiada skorficzony tancuch (@#.4.2), co konczy
dowdd. O

Powiemy, ze potgrupa S jest nil ograniczonego indeksu jezeli istnieje taka liczba
naturalna m, ze dla kazdego s € S, s = 0.
Uwaga 4.4.5. Zauwazmy, ze analogiczna tezg jak w Twierdzeniu[.4.4|otrzymujemy,

gdy zamiast nilpotentno$ci zalozymy, ze kazdy obraz homomorficzny S, ktéry jest
nil jest nil ograniczonego indeksu. Wtedy S posiada skonczony taiicuch (#.4.2) taki,
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ze dla dowolnego 1 <i <n— 1, iloraz S;;/S; jest nil ograniczonego indeksu albo
skoriczony.

Definicja 4.4.6. Powiemy dla pétgrupy S, ze klasa pierscieni .# jest S-zamknigta
wtedy i tylko wtedy, gdy do .# naleza wszystkie sumy pétgrupowe R = Y cgR;
takie, ze jezeli kazdy podpierscien sposrod Ry dla s € S nalezy do .#,toR € ./ .

Lemat 4.6. Klasa pierscieni .#, ktdra jest zamknigta na sumy jednostronnych ide-
atéw, obrazy homomorficzne, podpierScienie oraz zawierajaca klasg wszystkich pier-
$cieni z zerowym mnozeniem, jest G-zamknig¢ta dla dowolnej grupy skoficzonej G.

Dowdd. Niech G = {e = g1,82,...,8n} Oraz e jej elementem neutralnym. Roz-
wazmy sumg grupowa R = Y s R; wzgledem grupy G oraz zatézmy, ze R, € . .
Niech T bedzie nastgpujacym pierScieniem macierzowym:

R, R _1--R
818> 818n
Rt Re =Ry oo
T — . ] . n
R R - R,
8n8&y 8n8&y

Poniewaz T jest suma lewostronnych idealéw z .# postaci:

0---R _1:---0
818;
0 ..Rgng_l...O
Li: ,l ;
0---R _1:---0
8n8;

wiec T € ./ . Niech a =}, ag, gdzie ag € Ry dla dowolnego g € G. Zdefiniujmy
nastgpujaco element pierscienia 7'

a a . e a .
¢ gt g1gn !
oot Ge 7 Gyt
n
ar = ) ! : (4.4.3)
a _ a _ e a
8n81 ! 8n8y ! €

Latwo sprawdzié, ze zbidor M wszystkich elementéw pierscienia 7 uzyskanych
w ten sposéb tworzy podpiericien w 7. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : M — R na-
stepujaco: jezeli ar jest postaci (4.4.3), to ¢ (ar) = a, gt Ay Mozna
pokazaé, ze ¢ jest homomorfizmem, ktérego obrazem jest R. Poniewaz M C T jest

podpierscieniem T, wigc M € .#.Skad R € A . O

Powyzszy lemat mozna uog6lni¢ w nastgpujacy sposéb:
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Lemat 4.7. (por. (Kelarev,, [1993] Lemat 5.)) Niech .# bedzie klasa pierscieni za-
mknigta na grupy skoniczone, na sumy jednostronnych idealéw oraz rozszerzenia.
Ponadto niech .# zawiera klasg pierscieni z zerowym mnozeniem. Wtedy klasa .#
jest S-zamknieta dla dowolnej pétgrupy skonczonej S.

Dowdd. Stosujac rozumowanie indukcyjne wzgledem liczby elementéw S oraz fakt,
ze . jest zamknigta na rozszerzenia, wystarczy wykazaé teze przy zatozeniu, ze S
jest pétgrupa prosta lub O-prosta. Jezeli S =0, to R> = 0. Zatem R € ./ .
Wystarczy bez straty ogdélnosci zatozy¢, ze S jest pdtgrupa O-prosta. Stad, analo-
gicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.4.4) § = .#°(G%X,Y;A) dla pewnej grupy
G°. Kolumny pétgrupy macierzowej .#"(G%X,Y;A) sa prawostronnymi ideatami
S. Wynika stad, ze R jest sumg prawostronnych ideatéw, ktére sa sumami pétgrupo-
wymi o mniejszej liczbie elementéw niz S. Z zatozenia indukcyjnego R jest suma
lewostronnych ideatéw z .Z. Stad R € .4, co koriczy dowdd. O

Przyktadami klas .# spetniajacych zatozenia powyzszych dwéch lematéw sa
klasa pierScieni lewostronnie (prawostronnie) T-nilpotentnych, -radykalnych oraz
PI-pierscieni.

Skoncentrujemy si¢ teraz na klasie P/-pierScieni. Przedstawimy jedna z wielu
réwnowaznych definicji tej klasy. Rozwazmy piersciei wielomianow Z[xy,xz,.. ]
od nieprzemiennych zmiennych o wspétczynnikach z pierscienia liczb catkowitych
Z. Powiemy, ze wielomian f € Z[x,x,...] jest unormowany, jezeli przynajmniej
jeden wspétczynnik jednomianu najwyzszego stopnia z no$nika f jest réwny 1.

Definicja 4.4.7. Pierscieni A jest Pl-pierScieniem wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje wielomian f € Z[xy,xp,...] taki, ze dla dowolnego homomorfizmu ¢, gdzie
O : Zlxy,x,...] > Aoraz ¢(f) = 0. Powiemy wtedy, ze f = 0 jest tozsamoscia wie-
lomianowa na A lub ze A spetnia f. Stopien wielomianu f nazywa si¢ stopniem
tozsamosci wielomianowej f = 0.

Wiadomo, ze jezeli pierScieri A spetnia tozsamo$¢ wielomianowa stopnia d, to

spetnia réwniez tozsamo$¢ wieloliniowa:

g=X1Xg+ Y, OuXg)- Xz =0, (4.4.4)
id#meSy,

gdzie S, grupa permutacji zbioru {1,2,...,d} oraz o € Z.
Bardzo wazng informacje o klasie P/-pierScieni podaje nastgpujace

Twierdzenie 4.4.8. (Kepczyk i Puczytowskil, 2001, Twierdzenie 3) Przypusémy, ze
§ jest homomorficznie zamknigta klasa pierScieni, ktéra dodatkowo jest zamknigta
na potegi proste. Jezeli dowolny niezerowy pierScien z § zawiera niezerowy jedno-
stronny PI ideal, to § sktada si¢ z PI pierScieni.

Stad dostajemy nastgpujacy
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Whiosek 4.4.9. Niech pierscienn R = R| + R; bgdzie suma dwéch Pl-podpierscieni
Ry oraz Ry. Jezeli Ry jest jednostronnym ideatem pierScienia R, to R jest PI-
pierScieniem.

Oznaczmy klase wszystkich PI-pierScieni przez & .
Nastepujace przykiady pochodzace z|Kelarev| (1993)), ktérych pewne modyfikacje
teraz przedstawimy, zawezaja klase potgrup S, dla ktérych klasa & jest S-zamknigta.

Przyklad 4.4.10. Niech G bedzie dowolna grupa nieskoniczona. Pokazemy, ze klasa
& nie jest G-zamknigta. W G istnieje nieskoriczony ciag elementéw g1, g2, ... &n, - - -
taki, ze dla dowolnych liczb naturalnych m < n, gugm+1---gn 7 e. Rzeczywiscie,
niech g # e. Zat6zmy, ze wyznaczono elementy g, g2, ..., &n tego ciagu dlan > 1.
Rozwazmy zbiér C = {(gmgms1---&n) " |m < n} U{e}. Wystarczy teraz za g,
przyja¢ dowolny element ze zbioru G \ C. Rozwazmy F-algebr¢ B generowang przez
elementy ay, az, ...ay, ... z nastgpujacymi relacjami: a;a; = 0 dla dowolnych liczb
naturalnych i oraz j takich, ze j # i+ 1. Mozemy zdefiniowaé nastgpujaca podal-
gebre z gradacja A = @ycA, algebry B. Niech A, = 0 dla g € G\ C oraz A, be-
dzie podprzestrzenia liniowa algebry B generowana przez iloczyny anay+1-- - an,
dla ktérych g,,8m+1---8gn = g. OczywiScie wszystkie podalgebry wsréd A, sa alge-
brami z zerowym mnozeniem. Latwo zauwazy¢, ze A nie spelnia jednak tozsamosci
wieloliniowe] dla zadnego stopnia d. Zatem A nie jest Pl-algebra.

Przyklad 4.4.11. Niech S bgdzie dowolng nil pétgrupa. Pokazemy, ze jezeli klasa
PI-pierScieni jest S-zamknigta, to S jest potgrupa nilpotentna. Zalézmy, ze S nie jest
nilpotentna. Zatem dla kazdego n € N istnieje niepusty podzbidr pétgrupy S postaci
My, = {sin|S1nS2n - - Sun # 0}. Rozwazmy F-algebre A generowang przez rézne ele-
menty a;; gdzie i, j € N. Dodatkowo niech generatory A spetniaja nastepujace rela-
cje: ajmaj, = 0 jezeli tylko m # n lub j # i+ 1. Przez A, oznaczmy podprzestrzef
liniowgq A generowang przez 1l0CZyny axnd iy 1), dmn, gdzie k < m < n, takie, ze
SknS(kt 1)n " Smn = 5. Oczywiscie A = @;e5A; jest algebra z S-gradacja. Zauwazmy,
ze jezeli dla pewnego s € S, A jest podalgebra, to A2 C Ay NAg. Ale S jest nil, wiec
s # s%. Stad Af, = 0. Jednakze dla dowolnego d € N, elementy a4, azg, - . .,a4q4 nie
spetniaja tozsamosci wieloliniowej (4.4.4). Zatem A nie jest PI-algebra. Otrzymana
sprzeczno$¢ pokazuje, ze nil pétgrupa S musi by¢ nilpotentna w tym przypadku.

Przyklad 4.4.12. Zauwazmy, ze klasa & nie jest S-zamknigta w przypadku pétgrup
S zawierajacych nieskoriczenie wiele idempotentéw I = {e, e, ...}. Niech R,, = F;,
gdzie F; jest pierScieniem macierzy wymiaru i X i nad ustalonym ciatlem F dlai € N
oraz Ry = 0 dla kazdego s € S\ I. Oczywiscie pierscien R = @csR nie jest Pl-
pierscieniem.

Nastepny przyktad dotyczy takze klas pierscieni, ktéorymi zajmowaliSmy si¢ wcze-
$niej. Oznaczmy przez 7 ./ klasg pierscieni lewostronnie T-nilpotentnych.
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Przyklad 4.4.13. Rozwazmy F-algebre wolng A = Fx1,x7,...,x,| 0 wspbtczynni-
kach z ciata F od nieprzemiennych zmiennych X = {xy,x2,...,x,}, gdzie n > 1. Po-
dalgebra XA algebry A posiada naturalng gradacj¢ wzgledem stopnia jednomianéw
z XA. Niech S bedzie dowolng pétgrupa, ktéra nie jest torsyjna oraz a jej niecy-
klicznym elementem. Niech P,» bedzie podgrupa grupy addytywnej XA generowang
przez jednomiany stopnia n. W przypadku, gdy ¢ € S\ {a, a?, ...} potézmy P, = 0.
Oczywiscie XA = B;esP; jest algebra z gradacja wzgledem S, wszystkie podalgebry
sposréd Py sg pierscieniami z zerowym mnozeniem oraz XA ¢ ZUBU T N .

JesteSmy przygotowani do podania gtéwnego wyniku w tym rozdziale, ktory jest
uogdlnieniem (Kelarev, [1993] Twierdzenie 1).

Twierdzenie 4.4.14. Klasa & jest S-zamknigta wtedy i tylko wtedy, gdy pétgrupa S
posiada skoniczony tarcuch ideatéw:

0=5CSC...CS5, =S (4.4.5)

taki, ze dla dowolnego 1 <i <n— 1, kazdy iloraz S;;1/S; jest nilpotentny albo skori-
czony.

Dowdd. Zatézmy, ze klasa & jest S-zamknigta. Pokazemy, ze S posiada skon-
czony taficuch {@.4.5). Przyktad [4.4.10| pokazuje, ze S nie zawiera grup skoriczo-
nych. Z Przyktadéw [.4.12) oraz [4.4.13| dostajemy, ze pétgrupa S jest torsyjna oraz
zawiera skoficzong liczbe idempotentow. Z zatozenia oraz Przyktadud.4.T1 wynika,
ze kazdy obraz homomorficzny S, ktéry jest nil jest nilpotentny. Stosujac Twierdze-
nia[4.4.4) dostajemy teze.

Zatézmy, ze S posiada skonczony taiicuch (4.4.6) oraz R = Y gR; jest suma
poélgrupowa taka, ze wszystkie podpiericienie sposrod podgrup addytywnych Ry
pierScienia R sa z &. Niech [; = Y g Ry dla 1 < i < n. Oczywiscie I; <R oraz
I; = Yses; Rs. Zauwazmy, ze I 1 /I; = Yses;.,/s; Ps» gdzie podpierscienie sposrod
P; dla s € S;+1/S; sa izomorficzne z odpowiednimi podpierscieniami R; dla s # 0
oraz Py = 0, zatem sg PI- pierScieniami. Z zalozenia iloraz S;y/S; jest skoficzony
lub nilpotentny. Na podstawie Lematu Ii+1/1; jest PI-pierscieniem, gdy Sit1/S;
jest skoriczona. W przypadku, gdy S;+1/S; jest nilpotentna, I;1/1I; jest rtéwniez PI-
pierscieniem. Zatem dla kazdego i € {1,2,...,n}, I+1/I; € &, co implikuje (po n
krokach), ze R € . O

Implikacje (i) = (ii) powyzszego twierdzenia mozemy rozszerzy¢ na klasg¢ 8 oraz
TN

Stwierdzenie 4.4.15. Niech pétgrupa S posiada skoficzony taiicuch ideatow:
0=SC$5C...C§5, =S (4.4.6)

taki, ze dla dowolnego 1 <i < n— 1, kazdy iloraz S;;1/S; jest nilpotentny albo skori-
czony. Wtedy klasa % , gdzie % = 3 lub % = T A jest S-zamknigta.
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Dowdd. Zatézmy, ze pétgrupa S spelnia zalozenia powyzszego stwierdzenia oraz
R =Y csR; jest suma potgrupowa taka, ze wszystkie podpierscienie sposréd pod-
grup addytywnych R; pierScienia R sg z % . Niech i € {1,2,...,n}. Istnieja takie
idealy I;, I;11 <R, wyznaczone przez pétgrupy S;, Sit+1 z taincucha , ze I /1.
Poniewaz S;1/S; jest nilpotentny albo skoficzony, wigc na mocy Lematéw oraz
Ii11/1; € % . Poniewaz klasa % jest zamknigta na rozszerzenia, wigc Iy € % .
W konsekwencji I, = R € %, co nalezato udowodnic. O

Pojawia si¢ naturalne pytanie:

Problem 4.4.16. Czy implikacj¢ w Stwierdzeniu 4.4.15/ mozna odwrdcic?

4.5 S-sumy pierScieni

Zakoriczymy przedstawieniem nastgpujacego uogdlnienia pojgcia sumy potgrupo-
wej:

Definicja 4.5.1. Powiemy, ze pierScien R =} ,cgRq jest S-suma, gdzie R; sa pod-
grupami grupy abelowej R oraz S jest dowolng pétgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy
RsR: © Y yc(sr) Ry» gdzie (st) oznacza podpdtgrupe w S generowang przez st.
Oczywiscie kazdy pierScien, ktéry jest suma pétgrupowa jest S-suma.
Naszym celem jest uogélnienie Twierdzenia[d.4.5na przypadek S-sum. Potrzebo-
waé bedziemy nastgpujacego twierdzenia:
Twierdzenie 4.5.2. (Kepczyk,|[2021| Twierdzenie 4) Niech R bedzie PI-podpierscie-
niem pierScienia R oraz R, podgrupa grupy addytywnej R taka, ze R = R| + R, oraz
R, spetnia tozsamo$¢ wielomianowa. Wtedy:
1. jezeli R, C Ry dla pewnej liczby catkowitej 7, to R jest PI-pierscieniem;
2. jezeli (R{Ry)* C R dla pewnej liczby catkowitej k, to R jest PI-pierscieniem.

Potrzebowac¢ tez bgdziemy nastgpujacych lematow:

Lemat 4.8. Niech G bedzie skoniczona 2-grupg oraz R = Y . Rs G-suma. Jezeli
R.eU,gdzie”? =P Wb % =Blub% =T N ,toREU.

Dowdd. Kazda skoriczona 2-grupa posiada ciag centralny o ilorazach rzedu dwa. Po-
nadto jezeli N jest dzielnikiem normalnym grupy G, to R =Y ,neg/n Ren G/N-suma,
ktérej sktadnikiem poczatkowym jest Ry. Zatem jezeli Ry € % oraz G/N jest grupa
rzedu dwa, to na podstawie Twierdzefi oraz R € % . Wykorzystujac
rozumowanie indukcyjne wzgledem rzedu grupy G otrzymujemy teze. O

Lemat 4.9. Niech S bedzie skoriczong potgrupa oraz R =Y (g R, jest S-suma, jedy-
nymi podgrupami S sa 2-grupy. Jezeli wszystkie podpierscienie sposréd R sa PlI-
pierScieniami, to R jest PI-pierScieniem.
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Dowdd. Teza wynika z Lematéw 4.7 oraz 0

Lemat 4.10. Dla dowolnej grupy torsyjnej G, ktéra nie jest 2-grupa, istnieje G-suma
R =Y g Rs taka, ze wszystkie podpierScienie sposrod Ry sa pierScieniami z zero-
wym mnozeniem, ale R¢ ZUBU TN .

Dowdd. Niech A = XB[X] bedzie pierScieniem wielomianéw przemiennych zmien-
nych ze zbioru X = {x,y,z} o wspdtczynnikach z pierScienia B bez wyrazéw statych.
Zatézmy, 7e B ¢ 2 UBU.7 . Niech I bedzie ideatem A generowanym przez x°, y°, xy,
xz oraz yz. Rozwazmy piersciefi R = A/I. Niech R, = (zB[z] +xB+y*B+1) /1, R =
(x*B+yB+1)/I oraz Ry = 0 dla dowolnego s € G\ {g,g*}. Zauwazmy, ze ReRp =
R, Ry = 0. Ponadto, poniewaz g,8% € (g), wiec R; = (zB[z] +x*B+1)/I C Yse(g) Rs
oraz R;z = (®B+1)/I C Yye(q) Rs. Stad R jest G-suma, wszystkie podpierscienie
sposréd Ry sa pierscieniami z zerowym mnozeniem oraz R ¢ Z UBUT N . O

Twierdzenie 4.5.3. (por. (Kepczyk, 2020, Twierdzenie 5.3)) Nastgpujace warunki sg
réwnowazne:

(i) dla dowolnej S-sumy R =) (¢ Ry, jezeli wszystkie podpierscienie sposrdd Ry sa
PI-pierScieniami, to R jest PI-pierScieniem;
(ii) S° posiada skoriczony tarficuch idealéw taki, ze:

0=S5,CS8C...CS, =5,

gdzie kazdy S;/S;_1 jest nilpotentny lub skonczony dla i = 1,...,n oraz kazda
podgrupa S jest 2-grupa.

Dowdd. (i) = (ii). Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia {.4.14] wykorzystujac
Przyktady 5.9 - 5.12 oraz Twierdzenie {i.4.4] dostajemy, ze S posiada skoriczony tari-
cuch (4.4.2)). Ponadto na podstawie Lematu [4.10} kazda podgrupa S jest 2-grupa.
(ii) = (i). Wystarczy zastosowac Lemat[4.9| oraz rozumowanie indukcyjne wzgle-
dem dtugosci taficucha (#.4.2) analogiczne jak w dowodzie Twierdzenia.4.14, O

Problem 4.5.4. Czy klasg¢ Pl-pierscieni w Twierdzeniu mozna zastapic klasa 8
lub T A?

Przedstawione w pracy |[Kelarev i McConnell| (1995) wyniki, ktére stanowia
gtéwna motywacje dla tematyki tego rozdziatu, dotycza S-sum pierScieni przy ogél-
niejszej definicji tego pojecia. Nazwiemy te sumy, dla odréznienia, S.-sumami pier-
Scieni. Zasadnicza réznica wyraza si¢ w definicji sumy Y g Ry, W ktérej do tej pory
dopuszczaliSmy jedynie skoficzone liczby sktadnikéw. Rozwazmy teraz nastgpujacy
przypadek:

ZRS:{xS—i—xﬁ—... | xs € Rg,x; €Ry, ...} 4.5.1)
seS
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Definicja 4.5.5. Powiemy, ze pierSciel R = ) ,sRy z suma (4.5.1)), jest S.-suma
wzgledem potgrupy S wtedy 1 tylko wtedy, gdy RsR; C Y yc (o) Ry, gdzie (st) oznacza
podpétgrupe w S generowana przez st.

Oczywiscie kazdy pierScien, ktory jest S-suma potgrupowa jest Se.-suma poétgru-
powa, ale nie na odwrét. Wystarczy rozwazy¢ pierscieri wielomianéw F [x] oraz pier-
Scien szeregéw formalnych F{x} zmiennej x nad dowolnym ciatem F. Sg to pier-
Scienie z naturalnymi gradacjami wzglgdem pétgrupy N. Réznice migdzy pojgciami
S-sum dobrze wida¢ takze, gdy rozwazymy pierscient R = GsesR; oraz R = [[icg Ry,
gdzie S jest nieskoriczong pétgrupa z zerowym mnozeniem oraz Ry sa dla s € §
podgrupami grupy abelowej R.

Zawazmy, ze w przypadku S.-sum zachodzi analogiczne do {.5.3|twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.6. (Kepczykl, 2020, Twierdzenie 5.3) Nastepujace warunki sg réw-
nowazne:

(i) dla dowolnej Se.-sumy R = Y (s R;, jezeli wszystkie podpierscienie sposréd R;
sa Pl-pierScieniami, to R jest PI-pierScieniem;
(ii) S° posiada skoriczony taficuch idealéw taki, ze:

0=S5,CS8C...CS,=5",

gdzie kazdy S;/S;—1 jest nilpotentny lub skoriczony dla i = 1,...,n oraz kazda
podgrupa S jest 2-grupa.

Zaprezentujemy, w kilku nastgpujacych lematach, wyniki dotyczace klas .7 .4
oraz 3, ktérych nie udato si¢ nam uzyska¢ w przypadku S-sum, a ktére zachodza dla
Se-sum pierscieni.

Lemat 4.11. Jezeli p6tgrupa S ma nieskoniczenie wiele idempotentdw, to istnieje Se-
suma R =Y ¢ R, taka, ze wszystkie podpierscienie sposrdd R, sa nilpotentne, ale R
nie jest nil-pier§cieniem.

Dowdd. Niech {ej, ez, ...} bedzie dowolnym nieskoriczonym zbiorem idempoten-
tow potgrupy S. Potézmy R., = xF[x]/(x'). Niech Ry = 0 dla pozostatych elementéw
sz S. Oczywiscie R = [[;cs Ry jest Sew-suma, ktdra nie jest nil. O

Lemat 4.12. Jezeli nil péigrupa S, ktéra nie jest péigrupa nil ograniczonego indeksu,
to istnieje S-suma R = Y ¢R; taka, ze wszystkie podpierscienie sposréd R sa
nilpotentne, ale R nie jest nil-pier§cieniem.

Dowdd. Z zatozenia istnieje w S ciag elementéw sy, s2, ... taki, ze (s;) sa pétgru-
pami nilpotentnymi o coraz wigkszym stopniu nilpotentnosci dla kolejnych i € N.
Ponadto (s;) N (s;) = 0 dla i # j. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze dla
kazdej liczby naturalnej i, (s;) jest pélgrupa nilpotentna o stopniu nilpotentno-
Sci réwnym i+ 1. Niech dla dowolnego i € N, Ryn = (xF[x]/ (xT1))m, edzie 1 <
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m < i+ 1. Przyjmijmy R; = 0 dla pozostatych elementow s € S. Latwo zauwa-
zyé, 7e R = [TjenXF[x]/(x"1) = Y eg Ry jest Sw-suma. Oczywiscie R nie jest nil-
pierScieniem. O

Lemat 4.13. Jezeli G jest nieskoficzong grupa torsyjna, to istnieje Ge-suma R =
Y.ccRs taka, ze wszystkie podpierScienie sposréd Ry € %, gdzie 7 = B lub
U=TN, aAeR¢EU.

Dowdd. Niech: _
Re = (DxF ]/ (x'),
ieN
gdzie e jest elementem neutralnym grupy G. Polézmy Ry, = xF[x]/(x') dlae # ¢; € G
oraz Ry = 0 dla pozostatych elementow g z G. Latwo zauwazy¢, ze R = [[4c Rg jest
G-suma, ktéra nie jest nil. O

Powyzsze fakty prowadza do nastgpujacego stwierdzenia:

Stwierdzenie 4.5.7. Niech dla pewnej potgrupy S, R = Y (<5 R, bedzie S.-suma taka,
ze jezeli wszystkie podpierscienie sposréd Ry € %, gdzie % =B lub % = TN, to
R € % . Wtedy S° posiada skoriczony taricuch ideatéw taki, ze:

0=5,CS C...CS, =5,

gdzie kazdy iloraz S;/S;_; jest nil ograniczonego indeksu lub jest skoriczony dla
i=1,...,n oraz kazda podgrupa S jest 2-grupa.

Dowdd. Zatézmy, ze % = T A lub % = B. Wykorzystujac Przyktad oraz
Lematy [{.10] oraz [4.13] dostajemy, ze dowolna podgrupa w S jest skoficzong 2-
grupa. Z Lematu @.11] § ma skoriczenie wiele idempotentéw. Stosujac Lemat [4.12]
otrzymujemy dodatkowo, ze kazdy nil obraz homomorficzny S jest nil ograniczonego
indeksu. Teza wynika teraz z Twierdzenia[f.4.4] Uwagi[i.4.5|oraz Lematu[d.§] O

Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna odwréci¢ implikacje w Stwierdzeniu[4.5.7] Wobec
Lematu sprowadza si¢ ono do nastgpujacej kwestii:

Problem 4.5.8. Niech dla pewnej pélgrupy S, R = Y s R, bedzie S.-sumg taka, ze
wszystkie podpierscienie sposréd Ry € %, gdzie % = B lub % = T N . Czy jezeli
S jest nil pétgrupa ograniczonego indeksu, to R € % ?

Podsumowanie

PrzedstawiliSmy wtasnosci kilku klas piericieni, ktére sa bezpoSrednimi uogélnie-
niami klasy pierScieni nilpotentnych ze szczegélnym uwzglednieniem pierscieni
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T -nilpotentnych oraz pierScieni radykalnych w sensie radykatu pierwszego. Bezpo-
Srednig motywacja do zajecia si¢ tymi klasami byt znany wynik Kegela méwiacy, ze
pierScienie, ktére sa sumami dwdéch podpierScieni nilpotentnych sa nilpotentne. Po-
szukiwanie uogdlnienia tego rezultatu, gdzie zamiast dwéoch rozwaza si¢ dowolng
skoniczong liczbg podpierScieni o wtasnosSciach bliskich nilpotentnosci, doprowa-
dzito do zajecia si¢ pierScieniami z réznego typu S-gradacjami, gdzie S jest potgrupa.
W pracy zaprezentowaliSmy aktualny stan wiedzy zwiazany z tego rodzaju sumami
podpiericieni. Na tej podstawie przedstawiliSmy takze nowe wyniki oraz szereg py-
tan, ktére stanowi¢ moga materiat do dalszych badan.
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