Rozdzial 3

PROBABILISTYCZNE I ALGEBRAICZNE ASPEKTY
ZAOKRAGLANIA LICZB

Ryszard Mazurekf*|

Streszczenie Niniejszy rozdzial jest poSwigcony probabilistycznym i algebraicznym
zagadnieniom zwiazanym z zaokraglaniem liczb rzeczywistych. Dla kazdej liczby
rzeczywistej a, ktéra moze by¢ zapisana w ukladzie dziesigtnym z dwoma miejscami
po przecinku wyznaczono czgsto$é, z jaka dla stu kolejnych liczb naturalnych x za-
okraglenia iloczynéw ax do najblizszej liczby catkowitej sa zaokragleniami w dét.
Ponadto zbadano dwa grupoidy zdefiniowane z wykorzystaniem, odpowiednio, za-
okraglen liczb naturalnych do setek i zaokraglen liczb rzeczywistych do czgsci cal-
kowitej. W kazdym z tych grupoidéw wyznaczono wszystkie podgrupoidy cykliczne
bedace pétgrupami.

Stowa kluczowe: zaokraglenie liczby rzeczywistej, grupoid, pétgrupa

Wprowadzenie

Z zaokragleniami liczb czgsto mamy do czynienia w zyciu codziennym (na przy-
ktad gdy wyliczona kwota podatku VAT wynosi 1234,5678 zt i trzeba ja zaokragli¢
do pelnych groszy, albo gdy méwimy, ze spotkanie trwalo okoto 30 minut, a w rze-
czywisto$ci trwato 27 minut i 42 sekundy). Konieczno$¢ zaokraglania liczb czgsto
pojawia si¢ rowniez przy pomiarach lub wyliczeniach wielko$ci fizycznych w nauce
i technice.

W niniejszym rozdziale rozwazane sa trzy rodzaje zaokraglen liczb rzeczywistych
nieujemnych: zaokraglanie do najblizszej liczby catkowitej (tzn. zaokraglanie wzgle-
dem cyfry jednosci), zaokraglanie wzgledem cyfry setek i zaokraglanie do czgsci cal-
kowitej (nazywane takze obcinaniem, gdyz polega ono na ,,obcigciu” cyfr po prze-
cinku w zapisie dziesigtnym liczby). W pierwszej czgsci rozdziatu badane sa pewne
probabilistyczne aspekty zaokraglania do najblizszej liczby catkowitej. W czgsci tej,
dla kazdej liczby rzeczywistej nieujemnej a, ktéra moze by¢ zapisana w ukladzie
dziesigtnym z dwoma miejscami po przecinku, wyznaczono prawdopodobienistwo
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wylosowania ze zbioru {1,2,...,100} takiej liczby x, ze zaokraglenie iloczynu ax do
najblizszej liczby catkowitej jest zaokragleniem w dot. W drugiej czesci rozdziatu
zbadano dwa grupoidy zdefiniowane z wykorzystaniem, odpowiednio, zaokraglen
liczb naturalnych wzglgdem cyfry setek i zaokraglen liczb rzeczywistych do czgsci
catkowitej. W kazdym z tych grupoidéw wyznaczono wszystkie podgrupoidy cy-
kliczne, ktére sa potgrupami.

3.1 Probabilistyczne aspekty zaokraglania liczb

W tej czesci rozdzialu rozwazymy prawdopodobieristwa zdarzen zwiazanych z za-
okraglaniem liczb rzeczywistych do najblizszej liczby catkowitej. Punktem wyjscia
jest nastepujacy przyktad.

Przyklad 3.1.1. Bank oferuje roczna lokate, na ktéra klienci banku moga wptacaé
w pelnych ztotych dowolng kwote nieprzekraczajaca 1000 zi. Lokata jest oprocento-
wana roczng stopa procentowa 5% z roczng kapitalizacja odsetek. Po roku bank wy-
ptaca klientom nalezna kwotg zaokraglona do petnych ztotych. Zaktadajac, ze roz-
ktad wptacanych kwot jest jednostajny, nalezy rozstrzygnaé, co jest bardziej praw-
dopodobne dla losowej wptaty: to ze nalezna kwota bgdzie zaokraglona w dét, czy
ze bedzie zaokraglona w gore.

Oznaczmy przez x kwote (w zlotych), ktéra klient lokuje w banku. Dopuszczalne
jest lokowanie kwot tylko w pelnych zlotych, wigc x jest liczba naturalng nie wigksza
niz 1000. Poniewaz lokata jest oprocentowana roczng stopa procentowa 5% z kapi-
talizacja roczna, wigc stan lokaty po roku wynosi 1,05x zt i jest to kwota nalezna
klientowi. Jednak zgodnie z przedstawionymi zasadami, bank wyptaca klientowi nie
kwote 1,05x zt, lecz jej zaokraglenie do petnych ztotych.

Zasada zaokraglania kwot do pelnych ztotych jest dobrze znana (stosuje si¢ ja
np. w prawie podatkowym): koncéwki kwot wynoszace mniej niz 50 groszy pomija
si¢, a koicowki kwot wynoszace 50 i wigcej groszy podwyzsza si¢ do pelnych zto-
tych, przy czym przez koicéwke kwoty rozumiemy nadwyzke kwoty ponad liczbg
petlnych ztotych, ktére sig¢ w tej kwocie mieszcza. Aby rozwiazanie rozwazanego
problemu przedstawi¢ w sposdb zwarty, wprowadzimy funkcjg opisujaca proces za-
okraglania liczby rzeczywistej nieujemnej r do najblizszej liczby catkowitej, odpo-
wiadajacy rozwazanemu w naszym przykladzie zaokraglaniu do peinych ztotych.
Oznaczmy przez t koncéwke liczby r, tzn. r = [r] +1¢, gdzie [r] jest czgscia catko-
witg liczby r, a  jest liczba z przedziatu [0, 1). Wéwczas zaokragleniem liczby r jest
liczba (r)o zdefiniowana nastgpujaco:

_JIrl,  jeslir<0,5,
(o= { [r] + 1, jeslir > 0,5. (3.1.1)

Poczatkowy fragment wykresu funkcji (r)g jest przedstawiony na rysunku 3.1.
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Rysunek 3.1: Wykres funkcji (r)o

W pierwszym z przypadkéw wyréznionych w definicji (3.1.1)), tzn. gdy r < 0,5,
méwimy, ze liczba r jest zaokraglana w dé6t, a w drugim (gdy ¢ > 0,5) — ze liczba r
jest zaokraglana w gére. Na przyktad, zaokraglenia liczb 2,4 i 1,9 sa takie same
i wynosza 2, ale dla liczby 2,4 jest to zaokraglenie w dét, a dla liczby 1,9 — w goére.
Poniewaz w rozwazanym przyktadzie interesuje nas nie warto$¢ zaokraglenia, lecz
to, czy ta wartos$¢ jest wynikiem zaokraglenia w dol, czy w gore, wigc na wykre-
sie funkcji zaokraglania ()¢ (przedstawionym na rysunku 3.1) dodatkowo wyodrgb-
niamy przypadki zaokraglen w dot (oznaczone przez d) i w gérg (oznaczone przez g),
otrzymujac rysunek 3.2.
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Rysunek 3.2: Wykres funkcji (r)g z podzialem na zaokraglenia w dét (d) i w gére (g)
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Rozwazmy dla przyktadu lokaty w wysokosci kolejno od 1 zt do 40 zt (przy efek-
tywnej stopie rocznej 5%). W tabeli 3.1 pokazano, dla ktérych z nich nalezne kwoty
sq zaokraglane w dét, a dla ktérych w gére.

Lokowana | Nalezna . Lokowana | Nalezna .
kwota kwota a(ifdz]aén'a kwota kwota a(:l{(i')dzla:-:ln'a
X 1,05 - x “ aglem X 1,05 x “ aglent
1 1,05 d 21 22,05 d
2 2,10 d 22 33,10 d
3 3,15 d 23 24,15 d
4 4,20 d 24 25,20 d
5 5,25 d 25 26,25 d
6 6,30 d 26 27,30 d
7 7,35 d 27 28,35 d
8 8,40 d 28 29,40 d
9 9,45 d 29 30,45 d
10 10,50 g 30 31,50 g
11 11,55 g 31 32,55 g
12 12,60 g 32 33,60 g
13 13,65 g 33 34,65 g
14 14,70 g 34 35,70 g
15 15,75 g 35 36,75 g
16 16,80 g 36 37,80 g
17 17,85 g 37 38,85 g
18 18,90 g 38 39,90 g
19 19,95 g 39 40,95 g
20 21,00 d 40 42,00 d

Tabela 3.1: Rodzaje zaokraglen dla lokat w wysokosci od 1 zt do 40 zt przy rocznej stopie
procentowej 5%

Jak pokazuje tabela 3.1, dla lokowanych kwot w wysokos$ci (w ztotych) od 1 do 20
otrzymujemy taki sam ciag rodzajéw zaokraglen

dd,d,d,d,d,.d,d,d,g,g,g¢888 888 84d, (3.1.2)

jak dla lokowanych kwot w wysokosci od 21 do 40. Sugeruje to, ze ciag rodzajéw
zaokraglen (w do6t lub w gére) jest okresowy, o okresie dlugosci 20. I rzeczywiscie
tak jest, gdyz dla dowolnej lokowanej kwoty x zt otrzymujemy réwnosé

1,05(x+20) = 1,05x+21,

a wigc rodzaj zaokraglenia dla lokowanych kwot x + 20 zt i x zt jest taki sam.
Jestesmy juz gotowi, aby udzieli¢ odpowiedzi na pytanie z przyktadu[3.1.T] Kwoty

mozliwych wptat (w ztotych), czyli zbiér liczb {1,2,...,1000} dzielimy na 50 roz-

tacznych podzbioréw 20-elementowych w ten sposéb, ze pierwszy podzbiér zawiera
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wptaty w wysokosci od 1 do 20, drugi - od 21 do 40, trzeci - od 41 do 60, itd. Ponie-
waz ciag rodzajow zaokragleni dla kolejnych kwot z danego podzbioru jest taki sam
jak dla kwot od 1 do 20, czyli jest ciagiem (3.1.2), w ktérym jest tyle samo zaokra-
gleft w dét co w gére, wigc jesli wysokosci lokowanych kwot (w pelnych ztotych) sa
jednakowo prawdopodobne, to dla losowej lokowanej kwoty jest tak samo prawdo-
podobne, ze kwota nalezna (po roku trwania lokaty) begdzie zaokraglona w dét, jak
iw gore.

Rozwazmy lokat¢ bankowa podobna do tej z przyktadu [3.1.1] lecz z nieco nizsza
stopa procentowa. Roéwniez w tym przypadku bedziemy zaktadaé, ze rozklad loko-
wanych kwot jest jednostajny.

Przyklad 3.1.2. Bank oferuje roczng lokate, na ktéra klienci banku moga wptacaé
dowolng kwotg w petnych ztotych nieprzekraczajaca 1000 zt. Lokata jest oprocen-
towana roczng stopa procentowa 4% z kapitalizacja roczna. Po roku bank wyptaca
klientowi nalezng kwote zaokraglona do pelnych ztotych. Co jest bardziej prawdo-
podobne dla losowej wplaty: zaokraglenie naleznej kwoty w gore, czy w dét?

Poszukujac odpowiedzi na powyzsze pytanie, tym razem rozpoczniemy od wyzna-
czenia liczby naturalnej n takiej, ze dla kazdej liczby naturalnej x zaokraglenie kwoty
x+n zt jest tego samego rodzaju jak kwoty x zt. Poniewaz

1,04(x+n) = 1,04x+1,04n,

wigc aby zaokraglenia kwot x +n zt i x zt byly tego samego rodzaju, wystarczy aby
liczba 1,04n byta naturalna. Zatem szukamy liczby naturalnej n takiej, ze

1,04n = m dla pewnej liczby naturalnej m. (3.1.3)
Réwnanie (3.1.3)) jest rownowazne réwnaniu
104n — 100m = 0,

ktére chcemy rozwigzaé w liczbach naturalnych. W tym celu skorzystamy z przyto-
czonego nizej znanego twierdzenia o rozwigzaniach réwnania diofantycznego pierw-
szego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Twierdzenie 3.1.3. (Sierpinski, 1987, Twierdzenie 12) Jezeli para liczb catkowitych
(x0,¥0) jest rozwigzaniem réwnania ax + by = ¢, gdzie a,b,c sa danymi liczbami
catkowitymi, to wszystkie rozwigzania tego réwnania w liczbach catkowitych x,y sa
zawarte we wzorach:

a

= —_—1
r=Xok NWD(a;b)"’

b
NWD(a;b) Y "

gdzie ¢ jest dowolng liczba catkowita.
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Z twierdzenia|3.1.3| wynika, Ze najmniejsza ,,dobra” wartoS$cia n jest

B 100 ~ 100 )5
"T NWD(104;100) ~ 4
Zatem ciag rodzajéw zaokragleri kwot rozwazanych w przyktadzie [3.1.2] jest okre-
sowy, o okresie dlugosci 25. Aby zobaczy¢, ktéry z rodzajéw zaokragleh przewaza
w pelnych okresach, wystarczy wyznaczy¢ rodzaje zaokraglen dla lokat w wyso-
kosci (w ztotych) od 1 do 25. Rodzaje zaokraglen dla tych kwot sa przedstawione
w tabeli 3.2.

Lokowana | Nalezna Lokowana | Nalezna

kwota kwota Rodzaj . kwota kwota Rodza; .
x 1,04 x zaokraglenia X 1,04 x zaokraglenia
1 1,04 d 14 14,56 g
2 2,08 d 15 15,60 g
3 3,12 d 16 16,64 g
4 4,16 d 17 17,68 g
5 5,20 d 18 18,72 g
6 6,24 d 19 19,76 g
7 7,28 d 20 20,80 g
8 8,32 d 21 21,84 g
9 9,36 d 22 22,88 g
10 10,40 d 23 23,92 g
11 11,44 d 24 24,96 g
12 12,48 d 25 26,00 d
13 13,52 g

Tabela 3.2: Rodzaje zaokraglen dla lokat w wysokosci od 1 zt do 25 zt przy rocznej stopie
procentowej 4%

Jak widzimy w tabeli 3.2, dla wptat w wysokoSci (w ztotych) od 1 do 25, nalezne
kwoty sa w trzynastu przypadkach zaokraglane w dét, a w dwunastu - w gére.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie sformutowane w przykladzie [3.1.2) przy zatoze-
niu, ze kazda z mozliwych kwot wplaty jest tak samo prawdopodobna, postapimy
analogicznie jak w przyktadzie Poniewaz mozliwych kwot wptaty jest 1000
i dlugos¢ okresu rodzajoéw zaokraglen jest rowna 25, a ponadto 25 dzieli 1000, wigc,
podobnie jak w przyktadzie mozemy zbiér mozliwych wartoSci wptat roz-
bi¢ na sume rozlaczng 25-elementowych podzbioréw w taki sposéb, ze w kazdym
podzbiorze rodzaje zaokraglen sa takie same jak dla kwot od 1 zt do 25 zi. Zatem
dla kwot z kazdego z tych podzbioréw mamy 13 zaokraglen w doét i 12 zaokraglen
w gore. Wynika stad, ze dla losowej lokaty bardziej prawdopodobne jest zaokragle-
nie naleznej kwoty w d6t — wynosi ono % =0,52.
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Dotychczasowe rozwazania sktaniaja do sformutowania nastgpujacego ogdlniej-
szego problemu:

Problem 3.1.4. Dana jest liczba rzeczywista nieujemna a, ktéra w zapisie dziesigt-
nym moze by¢ przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku (np. a = 3,00 lub
a=3,10, lub a = 3,12). Dla liczb catkowitych nieujemnych x rozwazamy zaokra-
glenia iloczynéw ax do najblizszej liczby catkowitej (wedtug zasady przedstawionej
w przyktadzie[3.1.T)). Co jest bardziej prawdopodobne dla losowo wybranej liczby x:
zaokraglenie liczby ax w dét, czy w gérg?

Szczegblne przypadki tego problemu rozwazaliSmy w przyktadzie [3.1.1] (dla
a = 1,05) i w przyktadzie [3.1.2] (dla a = 1,04) dla liczb naturalnych x nieprze-
kraczajacych 1000. Wyjasnijmy, dlaczego w problemie [3.1.4| dopuszczamy warto$¢
x = 0. Otdz, jak sig niebawem okaze, w rozwigzaniu tego problemu wazne beda nie
wartoSci x, lecz reszty z dzielenia tych wartoSci przez 100, a te zaczynaja si¢ od 0,
anieod 1.

Aby rozwigzac problem [3.1.4] zauwazmy najpierw, ze poniewaz x jest liczba cal-
kowita nieujemna, wigc wystarczy ograniczy¢ sig do liczb a z przedziatu [0, 1). Rze-
czywiscie, a mozna zapisaC jako a = k + r, gdzie k jest nieujemna liczba catkowita
i r jest liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1), a wtedy ax = (k+ r)x = kx + rx. Po-
niewaz kx jest liczba catkowita nieujemna, wigc rodzaj zaokraglenia liczb ax i rx jest
taki sam. Zatem bez straty ogdlnosci rozwazafh mozemy zakladaé, ze a nalezy do
przedziatu [0, 1), a poniewaz w zapisie dziesigtnym liczby a dopuszczamy tylko dwa
miejsca po przecinku, wigc a jest jedna z liczb ze 100-elementowego zbioru

§=1{0,00;0,01;0,02;...;0,97;0,98;0,99}. (3.1.4)

Kolejna upraszczajaca obserwacja jest spostrzezenie, ze przy danym czynniku a
rodzaj zaokraglenia (w do6t lub w gore) jest dla liczb x i x + 100 taki sam, gdyz
a(x+100) = ax+ 100a i 100a jest liczba catkowita nieujemna (poniewaz liczba a
moze by¢ w zapisie dziesigtnym przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku).
Zatem aby rozstrzygnad, ktéry rodzaj zaokraglenia (w dot, czy w gore) jest dla danej
liczby a bardziej prawdopodobny, wystarczy dla tej liczby wyznaczy¢ ciag rodzajow
zaokraglen (d lub g) iloczynéw ax dla wartosci x od 0 do 99 (lub jakichkolwiek stu
kolejnych liczb naturalnych x).

Na rysunku 3.3 przedstawiono w formie graficznej rodzaje zaokraglen iloczynéw
ax do najblizszej liczby catkowitej dla wszystkich par (a,x), gdzie

a€{0,00;0,01;....;0,99} i x € {0,1,...,99}.

Na rysunku tym widzimy tablice o wymiarach 100 x 100, ktérej wiersze (od gory
w dot) odpowiadaja kolejnym warto$ciom a, czyli kolejno liczbom

0,00;0,01;0,02;...;0,98;0,99,
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natomiast kolumny (od lewej strony do prawej) odpowiadaja kolejnym wartoSciom x,
czyli kolejno liczbom 0,1,...,99. Jezeli liczba ax jest zaokraglana w gore, to na
pozycji (a,x) znajduje si¢ czarny kwadracik, a jesli w d6t, to bialy. Rysunek 3.3 jest
wynikiem prostego programu komputerowego.

Rysunek 3.3: Graficzne przedstawienie rodzajow zaokraglen iloczynéw ax dla par (a,x), gdzie
0<a<0,99i10<x<99

Rozwazmy dowolna liczbe a ze zbioru S opisanego w (3.1.4). Policzymy, ile jest
takich liczb x € {0,1,...,99}, Ze iloczyn ax jest zaokraglany w dét. Oczywiscie
liczba ax jest zaokraglana w dét wtedy i tylko wtedy, gdy w zapisie dziesigtnym tej
liczby pierwsza cyfra po przecinku jest mniejsza niz 5, czyli gdy przedostatnia cyfra
liczby catkowitej nieujemnej 100ax jest mniejsza od 5, a wigc gdy reszta z dzielenia
liczby 100ax przez 100 jest mniejsza lub réwna 49. Zapisujac iloczyn 100ax w po-
staci Ax, gdzie A = 100a jest liczba catkowita nieujemna, stwierdzamy zatem, ze dla
iloczynéw ax liczba zaokragleri w doét jest réwna liczbie takich x € {0,1,2,...,99},
ze reszta z dzielenia liczby Ax przez 100 jest mniejsza niz 50. Aby zbadad, ile jest
takich liczb x, skorzystamy z nastgpujacego znanego twierdzenia o rozwiazaniach
kongruencji pierwszego stopnia.
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Twierdzenie 3.1.5. (Narkiewicz, 1997, Twierdzenie 1.22) Niech m bedzie liczba
naturalng i niech a, b bgda liczbami catkowitymi takimi, ze a nie dzieli si¢ przez m.

Woéwecezas kongruencja
ax = b (mod m) (3.1.5)

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy b dzieli si¢ przez NWD(a;m). Gdy wa-
runek ten jest spetniony, to kongruencja (3.1.5) ma NWD(a;m) réznych rozwiazai
w zbiorze {0,1,2,...,n— 1} i wszystkie one przystaja do siebie (mod NW+(am))

Policzymy, ile jest liczb x € {0,1,2,...,99} takich, ze Ax = b (mod 100)
i0<b <49, gdzie a € {0,00;0,01;...;0,99} i A = 100a. Jezeli a # 0, to z twier-
dzenia [3.1.5] wynika, ze ta kongruencja ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
b = k- NWD(A;100) dla pewnej liczby catkowitej k spelniajacej warunek
0 < k- NWD(A;100) < 49, a wiec takich liczb b jest [m)] + 1. Zgodnie
z twierdzeniem dla kazdej takiej liczby b kongruencja Ax = b (mod 100) ma
NWD(A;100) rozwiazai w zbiorze {0, 1,...,99}. Wynika stad, ze dla a # 0 liczba
przypadkéw, gdy iloczyn ax jest zaokraglany w dét, wynosi

49
([NWD(AM} + 1) -NWD(A;100), (3.1.6)

gdzie A = 100a. Jezeli a = 0, to liczba zaokragleri w dét jest réwna 100 i taka samag
warto$¢ otrzymujemy ze wzoru (3.1.6) zastosowanego do liczby a = 0. Udowodnili-
$my wigc nastgpujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.1.6. Dla liczby nieujemnej a, ktéra w zapisie dziesigtnym moze by¢
przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku, dla dowolnego ciagu stu kolejnych
liczb catkowitych nieujemnych x, wsrdd zaokraglen liczb ax do najblizszej liczby
catkowitej jest doktadnie

49
<[NWD(IOOa; 100)} + 1) -NWD(100a;100) (3.1.7)

zaokraglen w dét, a wigc prawdopodobiefistwo zaokraglenia liczby ax w doét jest
réwne

(lvworiooerony) + 1) - NWD(100a; 100)
100 '

Wré¢my do przyktadu [3.1.1] RozwazaliSmy w nim lokate w kwocie (w petnych
ztotych) od 1 zt do 1000 zl, oprocentowang roczng stopa procentowa 5%, z ktérej
po roku jest wyptacana nalezna kwota zaokraglona do pelnych ztotych. W przykia-
dzie tym pytaliSmy, co jest bardziej prawdopodobne: zaokraglenie naleznej kwoty
w gore, czy w d6t? Zatézmy, ze kwoty mozliwych wptat sa jednakowo prawdopo-
dobne. Kwoty te dzielimy na 10 grup po 100 elementéw: wptaty w kwocie (w zto-
tych) od 1 do 100, od 101 do 200, od 201 do 300, itd. Zgodnie ze stwierdzeniem

(3.1.8)

75



w kazdej z tych 100-elementowych grup liczba zaokragleri w dét jest réwna

49
1) -NWD(1,05-100;100) =
([1\1%/0(1004,05;100)]Jr > . :

49
= _ 1)-NWD(105;100) =
<[NWD(105;100)} + ) ( )

_ ([459]+1>.52(9+1>-5:50,

a wigc prawdopodobienstwo, ze wyptacana kwota bedzie zaokraglona w dét wynosi

50-10
=0,5.
100-10 ’

Zatem w przyktadzie[3.1.1] tak jak juz wczesniej stwierdziliSmy, zaokraglenia w dét
sg tak samo prawdopodobne, jak zaokraglenia w gore.

Zastosujmy stwierdzenie [3.1.6] aby jeszcze raz (ale inna metoda niz poprzednio)
wyliczy¢ prawdopodobieristwo zaokraglenia w dét w przyktadzie[3.1.2] W tym celu
w stwierdzeniu [3.1.6) przyjmujemy a = 1,04 i otrzymujemy warto$¢ tego prawdopo-
dobienstwa:

(Ivworioerooy) = 1) -NWD(104,100) (9] 4+1).4  (12+1)-4 13

100 =" 10~ 100 25 %%

Zatem w przypadku lokaty rozwazanej w przyktadzie[3.1.2] bardziej prawdopodobne
jest zaokraglenie wyptaty w dot, niz w gore.
Wracamy do problemu [3.1.4] Z definicji czgsci catkowitej wynika, ze

[ﬂ +1> ; dla dowolnych liczb rzeczywistych s, takich, ze r # 0. (3.1.9)

Zaktadajac, ze liczba t jest dodatnia, po pomnozeniu nieréwnosci (3.1.9) obustronnie
przez t, otrzymujemy nierdwnos¢é

([;]+l>t>s. (3.1.10)

W szczegblnoscei, jesli a jest liczba nieujemna taka jak w stwierdzeniu [3.1.6] to

49
1) - NWD(100a; 100) > 4
([NWD(IOOa;lOO)}jL ) WD(100a;100) > 49,

a wigc na mocy stwierdzenia [3.1.6] wsréd dowolnych stu kolejnych liczb catkowi-
tych nieujemnych x jest co najmniej 50 takich, dla ktérych liczba ax jest zaokraglana
w dol. Zatem nigdy liczba zaokraglefi w gére nie bedzie wigksza niz liczba zaokra-
glen w dot.

Zastandwmy si¢ jeszcze, jaka moze by¢ liczba zaokraglen w dét iloczynéw ax,
gdy rozwazamy sto kolejnych liczb catkowitych nieujemnych x? Jak widzieliSmy
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w przyktadach i mozliwe sg wartosci 50 i 52, ale czy oprécz nich moz-
liwe sg inne? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy wyznaczy¢ wartosci ilo-
czynu dla wszystkich mozliwych wartosci NW D(100a; 100). Wyniki rachun-
kéw przedstawione sa w tabeli 3.3 (w ktorej jest roOwniez zawarta odpowiedZ na
pytanie z problemu [3.1.4). Jak widzimy z tej tabeli, liczba zaokraglei w d6t moze
przyjac tylko cztery wartosci: 50, 52, 60 i 100, przy czym liczba zaokraglefi w dét
jest wigksza niz 50 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba NWD(100a; 100) jest podzielna
przez 4, czyli gdy liczba 100a dzieli si¢ przez 4.

NWD(100qa,100) 1 2 4 5 10 | 20 | 25 | 50 | 100
Liczba zaokragleh w dot 50| 50 | 52 | 50 | 50 | 60 | 50 | 50 [ 100

Prawdopodobienstwo

zaokraglenia w dét 0505105205 |05(06]|05] 05 1

Tabela 3.3: Liczby i prawdopodobiefistwa zaokraglei w d6t w zaleznosci od NW D(100a; 100)

W przykladzie [3.1.2] rozwazaliSmy lokatg bankowa, na ktéra klient moze wpla-
ci¢ w pelnych ztotych kwote x < 1000, a po roku bank wyptaca mu kwote 1,04x zt
zaokraglona do pelnych ztotych. StwierdziliSmy juz, ze przy wplatach w wysoko-
Sci kolejno od 1 zt do 1000 zi, kwota 1,04x zt bedzie czgsciej zaokraglana w dot,
niz w gére. Moze to sugerowad, ze fikcyjny bank z przyktadu [3.1.2] ,,zarabia” na
takim sposobie zaokraglania naleznych kwot wyptat. SprawdZmy, czy rzeczywiscie
tak jest.

Dla konkretnej wplaty x zt r6znica migdzy nalezna kwota a jej zaokragleniem jest
réwna 1,04x — (1,04x)o. Policzymy, jaka jest catkowita réznica migdzy naleznymi
kwotami a ich zaokragleniami, przy zatozeniu, ze kazda z kwot od 1 zt do 1000 zt
pojawia si¢ jednokrotnie jako wptlata, tzn. obliczymy sume

1000
Y (1,04x — (1,04x)o).

x=1

W $wietle wczesdniejszych rozwazan jest oczywiste, ze

1000 100
Y (1,04x— (1,04x)0) = 10 ) (1,04x — (1,04x)o)
x=1 x=1

i dlatego wystarczy obliczy¢ sumg
100

Y (1,04x— (1,04x)o).

x=1

Postawimy sobie zadanie ogdlniejsze.
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Problem 3.1.7. Dana jest liczba rzeczywista nieujemna a, ktéra w zapisie dziesigt-
nym moze by¢ przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku. Obliczy¢ sume
100

Sioo(a) = Z (ax — (ax)o).

x=1
OczywiScie dla dowolnej liczby naturalnej m mamy réwno§¢
S1o0(a+m) = Sio0(a).

Zatem, aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy Sjoo(a), wystarczy je wy-
znaczy¢ dla a < 1. W tabeli 3.4 podane sg te wartosci, wyliczone w arkuszu kalku-
lacyjnym Excel (z wykorzystaniem formuly matematycznej ZAOKR z parametrem
,liczba_cyfr” rownym 0).

a_| Sig(a) a_|[Sia) a_|[Sia) a_ | Sia)
0,00 0 0,25[ —-125 0,50 -—-25 0,75 -125
0,01] -0,5 0,26 -1 051| -0,5 0,76 0
0,02 -1 0,27 -0,5 0,52 0 077 -05
0,03| —-0,5 0,28 0 0,53| —0,5 0,78 -1
0,04 0 0,29 —05 0,54 -1 0,79 05
0,05 —-25 0,30 -5 055| —-25 0,80 0
0,06 -1 031| —-05 0,56 0 081 —-05
0,07] —-05 0,32 0 0,57 —05 0,82 -1
0,08 0 033| —-0,5 0,58 -1 083 —-05
0,03 -0,5 0,34 -1 0,59 -0,5 0,84 0
0,10 -5 035| —-25 0,60 0 085 —-25
0,11] 0,5 0,36 0 061 —05 0,86 -1
0,12 0 0,37| —05 0,62 -1 087 —-05
0,13| -0,5 0,38 -1 0,63| —0,5 0,88 0
0,14 -1 0,39| —05 0,64 0 089 —-05
0,15| —-2,5 0,40 0 065| —25 0,90 -5
0,16 0 041 —05 0,66 -1 091 05
0,17 -0,5 0,42 -1 0,67| —0,5 0,92 0
0,18 -1 043| 0,5 0,68 0 093 —-05
0,19| -0,5 0,44 0 0,69| —0,5 0,94 -1
0,20 0 045| —-25 0,70 -5 095 -25
0,21] —-05 0,46 -1 071 —05 0,96 0
0,22 -1 0,47| —-05 0,72 0 097 —-05
0,23] —-05 0,48 0 0,73 —05 0,98 -1
0,24 0 049] -0,5 0,74 -1 099 -05

Tabela 3.4: Wartosci S (a) w zaleznosci od a

W przyktadzie rozwazyliSmy lokatg roczna oprocentowana efektywna stopa
roczng 4% i stwierdziliSmy, ze przy jednostajnym rozkladzie wptat i zaokraglaniu
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wyptat do petnych ztotych, wyptaty beda czeSciej zaokraglane w dét, niz w gore,
a wigc bank czgsciej bedzie wyptacaé kwoty nizsze niz wynikajace z oprocentowa-
nia. Mogtoby si¢ wydawac, ze taki sposdb zaokraglania wyptat przyniesie bankowi
korzy$c¢ (przy zatozeniu jednostajnego rozktadu wptat). Tak jednak nie jest, gdyz jak
widzimy w tabeli 3.4, suma S100(0,04) jest rtéwna zero. Warto przy okazji zauwazy¢,
ze dla zadnego a suma Sjoo(a) nie jest dodatnia.

Pokazemy, jak warto$¢ Sjgo(a) moze by¢ obliczona bez sumowania kolejnych stu
sktadnikéw. W tym celu skorzystamy z nastgpujacej obserwacji.

Lemat 3.1.8. Niech U bedzie zbiorem liczb postaci %, gdzie k jest liczba naturalng

nieparzysta, tzn. U = {%, %, %, ...}. Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby

rzeczywistej r takiej, ze 0 < r < n mamy rownos¢

oy n—=(r)o, jeslir ¢ U,
(n r)o_{n—(r)o—i-l,jeélirEU G.L11)

Dowdd. Jesli rjest liczba catkowita, to r ¢ Ui oczywiscie (n—r)o=n—r=n—(r)o.
Zalézmy wigc, ze liczba r nie jest catkowita i oznaczmy ¢ = r — [r]. Poniewaz r <n
i liczba r nie jest catkowita, wiec [r] +1 < n i dlatego n — [r] — 1 > 0. Ponadto

n—r=n—([r|+t)=n—[r]—1)+(1—1). (3.1.12)

Musi zachodzi¢ jeden z ponizszych trzech przypadkow:

1)t <0,5. Wéwczas r € Ui (r)o = [r]. Ponadto 1 —¢ > 0,5, wigc korzystajac
z (3.1.12), otrzymujemy (n—r)o=(n—[r]— 1)+ 1=n—[r] =n—(r)o.

2)t=0,5. Wéwczas r € Ui (r)o = [r] + 1. Ponadto 1 —7 = 0,5, wigc z (3.1.12)
otrzymujemy (n—r)o=(n—[r]—1)+1=n—[r]=n—(r)o+ 1.

3)t>0,5. Wéwczas r € Ui (r)o = [r] + 1. Ponadto 1 —¢ < 0,5, wigc korzystajac
z (3.1.12), otrzymujemy (n—r)o=n—[r]—1=n—([r]+1) =n—(r)o.

W kazdym z mozliwych przypadkéw otrzymaliSmy warto$¢ (n — r)o zgodna
z (3.1.11)), a wigc dowdd jest zakoriczony. O

Przypomnijmy, ze dla liczby nieujemnej a, ktéra moze by¢ zapisana z dwoma
miejscami po przecinku, chcemy obliczyé sume Sioo(a) = Y19 (ax — (ax)o). Oczy-
wiscie S100(0) = 0. Aby obliczy¢ sume Sioo(a) dla a # 0, zaczynamy od wyznacze-
nia najmniejszej liczby naturalnej n takiej, Ze an jest liczba naturalna. Uzywajac ana-
logicznej argumentacji jak w przyktadzie [3.1.2] stwierdzamy, ze poszukiwana liczba
jest

100
"= NWD(A;100)

Teraz rozwazmy dowolng liczbg naturalng x taka, ze x < % Zauwazmy, ze ax ¢ U.
Rzeczywiscie, jesli ax € U, to a - 2x jest liczbag naturalng i z wyboru liczby n wynika,

, gdzie A = 100a.
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ze 2x > n, czyli x > 7, sprzecznos¢. Dalej, dla kazdego x < 5 mamy 5 <n—x<n-—1,

wigc w sumie
n

Su(a) = Z (ax — (ax)o)
x=0
mozemy sktadnik odpowiadajacy liczbie x < 5 potaczy¢ w parg ze sktadnikiem od-
powiadajacym liczbie n —x, przy czym 5 < n—x < n— 1. Poniewaz, jak juz wcze-
$niej zauwazyliSmy, ax ¢ U, wigc z lematu wynika, ze

(a(n—x))o = (an — ax)o = an — (ax)o,

a wigc suma sktadnikéw odpowiadajacych liczbom x i n — x jest réwna
(ax — (ax)o> + (a(n —x)—(a(n —x))0> = ax— (ax)o+an—ax— (an— (ax)p) = 0.

Oprécz juz rozwazonych sktadnikéw, w sumie S, (a) wystgpuje jeszcze sktadnik od-
powiadajacy liczbie x = n, ktéry oczywiscie jest réwny O (gdyz wtedy ax = an jest
liczba naturalng), oraz ewentualnie sktadnik odpowiadajacy liczbie x = 5. Jest jasne,
ze ten ostatni sktadnik pojawi si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta.
Podsumowujac, jesli n jest liczba nieparzysta, to S,(a) = 0, a jesli liczba n jest pa-
rzysta, to S,(a) = a-5 — (a- 5)o. Pozostaje wyznaczy¢ warto$¢ a- 5 — (a-5)o dla
parzystego n. Z wyboru liczby n wynika, ze liczba an jest nieparzysta, wigc liczba
a-5 = % ma w zapisie dziesigtnym cyfre 5 na pierwszym miejscu po przecinku.
Zatem liczba ta jest zaokraglana w gore i dlatego dla x = 5 (gdy n jest parzyste)

mamy
n n

——(a-z)o=-0,5
a 2 (a 2)0 ) )
a wigc gdy n jest parzyste, to S, (a) = —0,5.
Poniewaz n = m iSi00(a) = 12—0 -Sp(a), wige otrzymujemy réwnos¢
S100(a) = NWD(100a; 100) - S, (a).
Ponadto n = 100 jest liczba parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

NWD(100a;100)
NWD(100a;100) nie dzieli si¢ przez 4, czyli gdy 4 nie dzieli liczby 100a. Zatem
udowodnili§my nastepujace stwierdzenie, rozwiazujace problem 3.1.7

Stwierdzenie 3.1.9. Jezeli a jest liczba rzeczywista nieujemna, ktéra w zapisie dzie-
sigtnym moze by¢ przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku, to

Sioa) = { “NWD(1002:100)-0.5, jesli 4 nie dzieli 100a,
10014 =19 o, jesli 4 dzieli 100a.
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3.2 Algebraiczne aspekty zaokraglania liczb

W tej czgsci rozdzialu rozwazymy dwa grupoidy zdefiniowane przy pomocy zaokra-
glania liczb, odpowiednio do setek i do czesci catkowitej. W kazdym z tych grupo-
idéw wyznaczymy wszystkie podgrupoidy cykliczne bgdace pétgrupami.

Przypomnijmy, ze grupoidem nazywamy zbiér W z okre§lonym w nim dziata-
niem dwuargumentowym ©. Podgrupoidem grupoidu (W, <) nazywamy podzbidr V
zbioru W taki, ze V z dzialaniem ¢ ograniczonym do elementéw zbioru V jest gru-
poidem. Podgrupoidem grupoidu (W, <) generowanym przez podzbiér Z C W nazy-
wamy najmniejszy (ze wzgledu na relacj¢ inkluzji) podgrupoid grupoidu (W, o) za-
wierajacy Z; podgrupoid ten oznaczamy symbolem (Z) (jest on przekrojem wszyst-
kich podgrupoidéw zawierajacych Z). Podgrupoidem cyklicznym nazywamy pod-
grupoid (x) generowany przez pojedynczy element x € W.

Niech N oznacza zbidr liczb naturalnych. Dla elementu x grupoidu (W, <) i liczby
n € N definiujemy indukcyjnie element X ew nastepujaco:

n—1)

A =x, x =x"Doxdlan>1.

Zatem

2)

D =x, X =xox, x3) = (xox) ox, X = ((xox) ox) ox, itd.

Element x") bedziemy nazywaé n-ta potega elementu x, a zbi6r wszystkich poteg
elementu x bedziemy oznaczaé przez P(x), tzn. P(x) = {x) : n € N}.

Niech (W,¢) bedzie grupoidem. Méwimy, ze dziatanie ¢ jest taczne w niepu-
stym podzbiorze Z zbioru W, jesli (aob)oc =a< (boc) dla dowolnych elemen-
tow a,b,c € Z. Jezeli dziatanie © jest taczne w zbiorze W, to grupoid (W,¢) nazy-
wamy polgrupa.

3.2.1 Grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokrqglania do setek

Zaokraglenie liczby catkowitej nieujemnej x (zapisanej w ukladzie dziesigtnym) do
setek polega na zastapieniu jej cyfr jednosci i dziesiatek zerami, a ponadto dodaniu
100 do tak otrzymanej liczby, jesli cyfra dziesiatek przed wyzerowaniem byta wigk-
sza lub réwna 5. Otrzymane w ten sposob zaokraglenie liczby x bedziemy oznaczaé
symbolem (x)_, (indeks —2 w tym symbolu jest liczba, ktérej nalezy uzy¢é w Excelu
jako wartoS¢ parametru ,,liczba_cyfr” w formule matematycznej ZAOKR, aby otrzy-
macé zaokraglenie do setek). Zauwazmy, ze jesli [x]1o0 jest reszta z dzielenia liczby x
przez 100, to
X — |X|100, je§1i [x]l()o < 50,
()= {x— Hm +100, jesli [x]100 > 50. (3.2
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Pokazemy, ze zaokraglanie do setek zachowuje nieréwnosci, tzn. ma nastgpujaca
wiasnos¢.

Stwierdzenie 3.2.1. Niech x i y beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Jezeli
x <y, 1o (x)2 < (¥)-2.

Dowdd. Niech k= [x]100 1! = [y]100. Wtedy x = 100m+k iy = 100n+[ dla pewnych
nieujemnych liczb catkowitych m,n. Poniewaz x <y, wigc

100m <x<y<100(n+1)
idlategom <n+1,tzn. m <n.Jezelim <n—1, to
(x)—2 < 100(m+1) < 100n < (y)_o,

a wigc spetniona jest nieréwnosé, ktéra dowodzimy.
Pozostat do rozpatrzenia przypadek, gdy m = n. Wtedy k <[/ i musi zachodzi¢
jeden z ponizszych trzech przypadkéw:

1) k<1< 50. Wowczas (x)_ = 100m = 100n = (y)_».
2) k<50 <1. Wéwezas (x)—p = 100m = 100n < 100(n+ 1) = (y) 2.
3) 50 < k < 1. Wowezas (x) 5 = 100(m+1) = 100(n+1) = (y) _»

W kazdym z tych przypadkéw otrzymaliSmy nier6wnosé (x)_p < (y)_a, wigc dowéd
jest zakoniczony. O

Niech 7 = {0,1,...,99} i x,y € T. Wtedy iloczyn xy jest liczba catkowita nie-
ujemna nieprzekraczajaca liczby 997 = 9801. Zatem zaokraglenie iloczynu xy do
setek nie przekracza liczby 9800, a wigc po podzieleniu tego zaokraglenia przez 100
jako wynik otrzymujemy liczbg ze zbioru T, ktéra bedziemy oznaczaé przez x o y.
Wynika stad, ze zbidr T jest grupoidem z dziataniem
(xy)—2

100

Faczac (3.2.2) z (3.2.1)) otrzymujemy nastepujaca definicje dziatania o w zbiorze T,
odwotujaca si¢ do reszt z dzielenia przez 100:

xoy=

(3.2.2)

xy—[x]100
woy =1 o0, Jesti ylio0 <50, (323)
Y00 4 1 gesli [xy]100 > 50.

Oczywiscie dziatanie o jest przemienne. Pokazemy, ze nie ma ono elementu neu-
tralnego. Przypusémy, ze e € T jest elementem neutralnym. Wtedy S1oe =51, a wigc
musi by¢ 51e > 5050, skad wynikaja nieréwnosci

5050

> 22 _99— 99.
¢=751
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Zatem e ¢ T, tzn. otrzymaliSmy sprzecznos¢.

Zauwazmy, ze dzialanie o zachowuje nieréwnosci, tzn. o ma nastgpujaca wlas-
nos¢.
Whiosek 3.2.2. Jezelix,y,z€Tix <y, toxoz<yoz.

Dowdd. Poniewaz x <y iz >0, wigc xz < yz i dlatego na mocy stwierdzenia [3.2.1]
zachodzi nier6wnos¢ (xz)_» < (yz)—». Stad i z (3.2.2)) wynika, ze

(xz) 2 _ (y2) 2
fr—y < g
YOIT 00 =100 Y00

co koriczy dowdd. O

Pokazemy, ze dla kazdego x € T ciag kolejnych potgg elementu x jest nierosnacy.

Stwierdzenie 3.2.3. Jezeli m,n € Nim < n, to x") > x(") dla kazdego x € T.

Dowéd. Niech x € T. Wystarczy udowodnié, ze x) > x 1) dla kazdego n € N.
Zastosujemy metode indukcji matematycznej. Poniewaz x < 100, wiec x> < 100x
i ze stwierdzenia wynika, ze (x?) 5 < (100x)_, = 100x. Zatem

_ (x*) 2 _ loox _

100x
100 — 100 %"

Udowodnilismy juz, ze x(!) > x(2). Stad i z wniosku otrzymujemy

x(z) :x(l) ox ZX(Z) oX :x(3)

Kontynujac w ten sposéb, stwierdzamy ze

x> >8>

- )
skad wynika dowodzona wilasnos¢. O

Odnotujmy jeszcze jedna zalezno$¢ miedzy potggami xD = x i x?) elementu
x € T, z ktérej skorzystamy w dalszej czgsci rozdziatu.

Stwierdzenie 3.2.4. Jezeli x € T \ {0}, to x?) < x.

Dowdd. Niech s bedzie reszta z dzielenia x> przez 100. Jezeli s < 50, to xox =

2 2 2 2
— X =3 X i WA __Xx'=s x“+50
=56 < 700 W przeciwnym przypadku s > 50 1 wéwczas xox = 00 T 1< 00

Zatem w kazdym przypadku mamy x) =xox< xszso i dlatego wystarczy pokazac,
ze

x* 450

100 < x (tzn. x> — 100x 450 < 0) dla kazdej liczby naturalnej x < 99. (3.2.4)

83



Poniewaz 1 < x < 99, wiec —49 < x — 50 < 49 i dlatego (x — 50)% < 492. Zatem
x? — 100x = (x — 50)% — 50% < 492 — 50% = (49 — 50)(49 +50) = —99 < —50, czyli

jest spetniony warunek (3.2.4). O
Ze stwierdzenia wynika, ze dla kazdego x € T istnieje liczba naturalna k

taka, ze x®) = x(k+1), Najmniejsza liczbg k o tej wlasnosci oznaczmy przez £(x).
Bezposrednia konsekwencja stwierdzenia jest nierownos¢ £(x) < x+ 1.

Przypomnijmy, ze dla x € T symbol P(x) oznacza zbidr potgg elementu x, czyli
P(x) = {x") : n € N}. Jest jasne, ze zbiér P(x) ma £(x) elementéw. Z definicji
liczby ¢(x) wynika, ze elementami zbioru P(x) sa kolejne potegi liczby x, do potegi
x\®)) whacznie, tzn. kolejne wyrazy ciagu poteg (x(")) dla wyktadnikéw od n =1
do n = {(x). Ponizej przedstawiono algorytm wyznaczajacy ten ciag poteg.

Algorytm 3.1 findPowers(x) - algorytm wyznaczania ciagu potgg (x(”))

INPUT: x - liczba ze zbioru T
OUTPUT: powers, - kolejne potegi liczby x

: powersy <0

: previous — —1

s current < x

: while previous # current do
powers, < powersy U {current }
previous <— current

current <— current ox

: end while

: return powersy

N e N T

Kolejny algorytm korzysta z algorytmu 3.1, aby wyznaczy¢ ciagi poteg (x)) dla
kolejnych liczbx € Tin=1,2,...,4(x).

Algorytm 3.2 Algorytm wyznaczania ciagéw poteg (x))

OUTPUT: c - ciagi (x()

l:c+0

2: for x + 0 to 99 do

3: ¢+« cUfindPowers(x)
4: end for

5: return ¢

W tabelach 3.5 i 3.6 przedstawiono wartosci £(x) i kolejne wartosci x) dla
wszystkich x € T = {0,1,2,...,99} i n < £(x), otrzymane jako wynik dziatania al-
gorytmu 3.2.
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x | £(x) | clag (x™)
0| 1 0

1| 2 1,0

2| 2 2.0

3| 2 3,0

Z| 2 4,0

5| 2 5,0

6| 2 6,0

7| 2 7.0

8| 3 81,0

9| 3 91,0

10| 3 10,1,0
11| 3 11,1,0
12| 3 12,1,0
13| 3 13,2,0
14| 3 14,2,0
15| 3 15,2,0
16| 3 16,3,0
17| 4 17,3,1,0
18] 4 18,3,1,0
9] 4 19,4,1,0
20| 4 20,4,1,0
21| 4 21,4,1,0
22| 4 22,5,1,0
23| 4 23,5,1,0
24| 4 24,6,1,0
25| 5 25,6,2,1,0
26| 5 26,7,2,1,0
27| 5 27,7,2,1,0
28| 5 28,8,2,1,0
29| 5 29,8,2,1,0
30| 5 30,9,3,1,0
31| 5 | 31,10,3,1,0
32| 5 | 32,103,1,0
33| 5 | 33,11,41,0
34| 5 | 34,1241,0
35| 5 | 3512410
36| 6 | 36135210
37| 6 | 37,145,210
38| 6 | 38,14,52,1,0
39| 6 | 39,15,6,2,1,0

x | £(x) cigg (x™)

20| 6 40,16,6,2,1,0

41| 6 41,17,7,3,1,0

2| 6 42,18,83,1,0

3| 6 43,18,8,3,1,0

44| 7 44,19,8.4,2,1,0

5| 7 45,20,9,4,2,1,0

46| 7 46,21,10,5,2,1,0

a7 | 7 47,22,10,5,2,1,0

48| 7 48,23,11,5,2,1,0

9 7 49,24,12,6,3,1,0

50| 7 50,25,13,7,4,2,1

51| 7 51,26,13,7,4,2,1

52| 7 52,27,14,7,4,2,1

53| 7 53,28,15,8,4,2,1

54| 8 54,29,16,9,5,3,2,1

55| 8 55,30,17,9,5,3,2,1

56| 8 56,31,17,10,6,3,2,1

57| 8 57,32,18,10,6,3,2,1

58| 8 58,34,20,12,7,4,2,1

59| 8 59,35,21,12,7,4,2,1

60| 9 60,36,22,13,8,5,3,2,1

61| 9 61,37,23,14,9,5,3,2,1

62| 9 62,38,24,15,9,6,4,2,1

63| 10 63,40,25,16,10,6,4,3,2,1

64| 10 64,41,26,17,11,7,4,3,2,1

65| 10 65,42,27,18,12,8,5,3,2,1

66 | 11 66,44,29,19,13,9,6,4,3,2,1

67 | 11 67,45,30,20,13,9,6,4,3,2,1

68 | 11 68,46,31,21,14,10,7,5,3,2,1

69 | 12 69,48,33,23,16,11,8,6,4,3,2,1

70 | 12 70,49,34,24,17,12,8.6,4,3.2,1
71| 12 71,50,36,26,18,13,9,6,4,3,2,1
72 | 13 72,52,37,27,19,14,10,7,5,4,3,2,1
73 | 13 73,53,39,28,20,15,11,8,6,4,3,2,1
74| 14 74,55,41,30,22,16,12,9,7,5.4,3,2,1
75 | 14 75,56,42,32,24,18,14,11,8,6,5,4,3,2
76 | 14 76,58,44,33,25,19,14,11,8,6,5,4,3,2
77| 14 77,59,45,35,27,21,16,12,9,7,5,4,3,2
78 | 15 78,61,48,37,29,23,18,14,11,9,7,5,4,3,2
79| 16 79,62,49,39,31,24,19,15,12,9,7,6,5,4,3,2

Tabela 3.5: Wartosci £(x) i ciagi (x() dlax <79 in < £(x)

W tabeli 3.6 dla liczb k > m symbol k ~\, m oznacza malejacy ciag liczb natural-

nych, zmniejszajacych si¢ o 1, rozpoczynajacy si¢ od k i koiczacy na m, tzn. cigg

kk—1,k—2,....m+1,m.
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x | f(x) cigg (x™)

80 | 17 80,64,51,41,33,26,21,17,14,11,9,7 ™ 2

81 | 17 81,66,53,43,35,28,23,19,15,12,10,8,6 ™ 2

82 | 18 82,67,55,45,37,30,25,21,17,14,11,9,7 \ 2

83 | 19 83,69,57,47,39,32,27,22,18,15,12,10,8 ~ 2

84 | 19 84,71,60,50,42,35,29,24,20,17,14,12,10,8 ™ 3

85 | 21 85,72,61,52,44,37,31,26,22,19,16,14,12,10 \ 3

86 | 22 86,74,64,55,47,40,34,29,25,22,19,16,14,12,8 ™ 3

87 | 24 87,76,66,57,50,44,38,33,29,25,22,1917,1513,11 ~ 3

88 | 24 88,77,68,60,53,47,41,36,32,28,25,22,19,17,15,13,11 ™ 3

89 | 26 89,79,70,62,55,49,44,39,35,31,28,25,22,20,18,16,14,12 \ 4

50 | 28 90,81,73,66,59,53,48,43,39,35,32,29,26,23,21,19,17,15 ™ 5

91 | 30 91,83,76,69,63,57,52,47,43,39,35,32,29,26,24,22,20,18,16 ™ 5

92 | 32 92,85,78,72,66,61,56,52,48,44,40,37,34,31,29,27,25,23,21,19,17 ~ 6
93 | 35 93,86,80,74,69,64,60,56,52,48,45,42,39,36,33,31,29,27,25,23,21 ~ 7
94 | 39 94,88,83,78,73,69,65,61,57,54,51,48,45,42,39,37,35,33,31,29,27,25 ™ 8
95 | 43 | 95,90,86,82,78,74,70,67,64,61,58,55,52,49,47,45,43,41,39,37,35,33,31,29 ~ 10
96 | 48 | 96,92,88,84,81,78,75,72,69,66,63,60,58,56,54,52,50,48,46,44,42,40,38,36 ~ 12
97 | 56 97,94,91,88,85,82,80,78,76,74,72,70,68,66,64,62,60,58,56,54,52,50 ™ 16
98 | 62 98,96,94,92,90,88,86,84,82,80,78,76,74 25

99 | 50 99 \ 50

Tabela 3.6: Wartosci £(x) i ciagi (x() dla 80 <x < 99in < £(x)

Przypomnijmy, ze podgrupoid V grupoidu (7',0) nazywamy cyklicznym, jezeli
jest on generowany przez pojedynczy element grupoidu 7', tzn. V = (x) dla pewnego
x € T. W tej czgSci rozdziatu wyznaczymy wszystkie cykliczne podgrupoidy grupo-
idu T, ktére sa potgrupami. W wykonaniu tego zadania pomocne bgdzie nastgpujace
twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.5. Niech zbiér W z dziataniem ¢ bgdzie grupoidem. Dla dowolnego
elementu x € W nastgpujace warunki sg réwnowazne:

(1) (x) z dziataniem © jest potgrupa.

(2) P(x) z dziataniem ¢ jest pétgrupa.

(3) Dziatanie ¢ jest taczne w zbiorze P(x).

“4) xm) o x(n) = x(mtn) q1a dowolnych liczb m,n € N.

Jezeli jest spetniony ktérykolwiek z powyzszych (rownowaznych) warunkéw, to

(x) = P(x).

Dowdd. (1) = (3): Ta implikacja jest oczywista.

(3) = (4): Zat6zmy, ze dziatanie © jest faczne w zbiorze P(x). Pokazemy, ze wtedy
spetniony jest warunek (4). W tym celu zastosujemy metode indukcji ze wzgledu
na n. Poniewaz dla dowolnego m € N mamy x") o x(1) = x(") o x = x(m+1) "wiec dla
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n = 1 warunek (4) jest spelniony. Zat6zmy, ze jest on spetniony dla danej liczby n
i dowolnej liczby m. Stad i1 z zalozenia o tacznosci dziatania ¢, otrzymujemy dla
dowolnej liczby m, ze

) 1) ) g () ) — () 1) g ) ¢ y(mtm) 1) (wtnt1))

Zatem warunek (4) jest spetniony réwniez dla n+ 1.

(4) = (2): Zalézmy, ze jest spetniony warunek (4). Aby pokazac, ze spetniony jest
warunek (2), wystarczy pokazaé, ze dziatanie ¢ jest taczne w zbiorze P(x). W tym
celu rozwazmy dowolne elementy a, b, c € P(x). Wéwczas a = xP) b =x@ ¢ =x
dla pewnych p, g, r € N. Korzystajac z (4), otrzymujemy réwnosci

(aob)oc = (xP)oxl®)ox) = xPFD) o x(1) = ((PFa)+r) — (p+(g+r)

= xP) o x(a17) = xP) o (x(9) 6 x(")) = o (boc),

a wigc warunek (2) jest spetniony.

(2) = (1): Zatézmy, ze spetniony jest warunek (2). Wtedy P(x) jest podgrupoidem
grupoidu W, a poniewaz x = x(!) € P(x), wigc otrzymujemy zawieranie (x) C P(x).
Poniewaz odwrotne zawieranie jest oczywiste, wigc zachodzi réwnos¢ (x) = P(x),
a zatem na mocy (2) zbidr (x) jest pétgrupa.

Prawdziwos$¢ ostatniej czgsci twierdzenia zostata pokazana w dowodzie implikacji
2) = (). 0

Poniewaz dziatanie o jest przemienne, wigc z twierdzenia otrzymujemy na-
stepujacy wniosek.

Whiosek 3.2.6. Dla dowolnego elementu x € T nastgpujace warunki sg rOwnowazne.

(1) (x) z dziataniem o jest pétgrupa.
(2) Dziatanie o jest taczne w zbiorze P(x).
3) 1) o x(n) = y(m+n) qa dowolnych liczb m,n € N takich, ze m < n < £(x).

Aby sprawdzi¢ dla danej liczby x € T, czy podgrupoid (x) jest pétgrupa (réw-
nowaznie, czy dziatanie o jest taczne w zbiorze (x)), mozna zastosowaé ponizszy
algorytm, korzystajacy z wniosku [3.2.6] (algorytm sprawdza, czy spetniony jest wa-
runek (3) z tego wniosku).
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Algorytm 3.3 checkAssociativity(x) - algorytm sprawdzania tacznosci dziatania o
w zbiorze (x)

INPUT: powers, - ciag poteg (x\")) liczby x € T
OUTPUT: Wynik sprawdzenia facznosci dziatania o w zbiorze (x)

1: ¢ < length(powersy)
2:for m<1to {do

3: forn<mto/do

4 left < powersy|m] o powersy|n]
5 if m+n > ¢ then

6: right < powersy[(]

7 else

8 right < powersy[m+ n|
9 if left # right then

10: return false;m,n
11: end if

12: end if

13:  end for

14: end for

15: return true

Aby wyznaczyé wszystkie liczby x € T, dla ktérych dziatanie o w zbiorze (x) jest
faczne, zastosowano ponizszy algorytm 3.4.

Algorytm 3.4 Algorytm sprawdzania tacznosci dziatania o w zbiorze (x) dla wszyst-
kichxeT

OUTPUT: results - Wynik sprawdzenia tacznosci dziatania o w zbiorze (x) dla ko-
lejnych liczbx e T

1: results < 0

2: for x <— 0 to 99 do

3:  powersy < findPowers(x)

4:  result < checkAssociativity(powers,)
5:  results < results U {result}

6: end for

7: return results
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W wyniku dziatania algorytmu 3.4 stwierdzono, ze dzialanie o jest taczne w zbio-
rze (x) (tzn. (x) jest potgrupa) tylko i wytacznie dla nastgpujacych trzydziestu dzie-
wieciu wartosci x:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 19,20,
21,22,23,24,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,44, 45,

tzn. dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych x mniejszych od 46, z wyjatkiem
nastgpujacych siedmiu liczb:

25,26,27,40,41,42,43.

Zatem w zbiorze {0,1,...,99} jest 61 liczb x takich, ze dziatanie o nie jest faczne
w podgrupoidzie cyklicznym (x). W tabeli 3.7 dla kazdej z tych szesdziesigciu je-
den liczb x podano najmniejsza w porzadku leksykograficznym par¢ uporzadkowana
(m,n) taka, ze x") o x(") £ x(m+n),

X (m,n) X (m,n) X (m,n) x (m,n) X (m,n)
25 (2,2) 51 (2,3) 63 (2,6) 75 (2,2) 87 (2,2)
26 (2,2) 52 2,7 64 (2,5) 76 (2,2) 88 (2,2)
27 (2,2) 53 (2,7) 65 (2,3) 77 (2,14) 89 (2,5)
40 (2,2) 54 (2,2) 66 (2,4) 78 (2,15) 90 (2,10)
41 (2,4) 55 (2,8) 67 (2,3) 79 (2,2) 91 (2,9)
42 (2,4) 56 (2,3) 68 (2,5) 80 (2,7) 92 (2,9)
43 (2,4) 57 (2,8) 69 (2,6) 81 (2,2) 93 (2,5)
46 (2,2) 58 (2,8) 70 (2,12) 82 (2,6) 94 (2,2)
47 (3,4) 59 (2,8) 71 (2,2) 83 (2,2) 95 (2,2)
48 (2,3) 60 (2,9) 72 (2,11) 84 (2,3) 96 (2,2)
49 (2,5) 61 (2,9) 73 (2,3) 85 (2,5) 97 (2,3)
50 (2,2) 62 (2,2) 74 (2,3) 86 (2,4) 98 (2,7)

99 (2,25)

Tabela 3.7: Liczby x € T, dla kt6rych dziatanie o nie jest taczne w zbiorze (x) wraz z najmniejsza
(w porzadku leksykograficznym) para (m,n) taka, ze 1) o x() #* x(mtn)

Zauwazmy, Ze juz na podstawie tabel 3.5 i 3.6 mozna bylo stwierdzié, ze dla
kazdej liczby x > 50 podgrupoid generowany przez x nie jest poigrupa. Otéz zgodnie
zZ twierdzeniem jezeli dla elementu x € T podgrupoid (x) jest pétgrupa, to zbiér
P(x) jest zamknigty ze wzglgdu na dziatanie o, co na mocy ponizszego wniosku
implikuje, ze xU@) = 0. Zatem warunkiem koniecznym, aby podmonoid (x) byt
pétgrupa jest réwnosé x0)) = 0, a jak widzimy z tabel 3.5 i 3.6, réwnos¢ ta nie
zachodzi dla zadnej liczby x > 50.
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Whiosek 3.2.7. Jezeli x € T i zbiér P(x) jest zamknigty ze wzgledu na dziatanie o,
to x™) = 0.

Dowod Zatézmy, ze zbiér P(x) ]est zamkm@ty ze wzgledu na dzialanie o
;é 0. Wowezas x({®) o x((@) = xk) dla pewnego k € N i ze stwierdzenia

3.2.4 otrzymujemy
1) = x(l0) o 5 U)  (E))

co jest niemozliwe, gdyz x(!™) jest najmniejszym elementem zbioru P(x). O

3.2.2 Grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokrqglania do czesci
catkowitej

W tej czgsci rozdziatu rozwazymy grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokraglania
liczb rzeczywistych nieujemnych do czgsci catkowitej, tzn. zaokraglania w dét do
najblizszej liczby catkowitej. Takie zaokraglanie polega na zastapieniu liczby nie-
ujemnej x jej czescia catkowitg [x]. Jest ono réwniez nazywane obcinaniem, gdyz
polega na ,,obcigciu” cyfr po przecinku w zapisie dziesigtnym zaokraglanej liczby.
W arkuszu kalkulacyjnym Excel zaokraglenie liczby do jej czgsci catkowitej mozna
wyznaczy¢ przy pomocy formuly matematycznej ZAOKR.DO.CALK.

Niech R, oznacza zbidr nieujemnych liczb rzeczywistych. Oczywiscie zbiér R
jest grupoidem z dziataniem

x®y =[]

Jest jasne, ze jesli iloczyn xy jest liczba catkowita (w szczegdlnosci, jesli x i y sa
liczbami catkowitymi), to x ® y = xy.

Wyznaczymy wszystkie liczby x € R takie, ze podgrupoid (x) grupoidu (R, ®)
jest pétgrupa.
Twierdzenie 3.2.8. Niech x € R . Podgrupoid (x) jest potgrupa wtedy i tylko wtedy,
gdy x jest liczba catkowita lub x < v/2.

Dowdd. Zatézmy, ze (x) jest potgrupa. Wtedy spetniony jest warunek (4) z twier-
dzenia[3.2.5]i dlatego

a poniewaz x©) i x(2) sg liczbami catkowitymi, wigc z tl wynika nastgpujaca
réwnos¢ iloczyndéw liczb catkowitych nieujemnych:

x@, (3.2.6)

Korzystajac z jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na iloczyn poteg liczb
pierwszych, mozna fatwo wywnioskowac z ll ze x2) = k2 i xB) = k3 dla pewne;j
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nieujemnej liczby catkowitej k (wynika to takze z (Sierpinski, 1964, str. 29, Corollary
1)). Metoda indukcji matematycznej udowodnimy, ze

x") = k" dla kazdej liczby naturalnej n > 2. (3.2.7)
Wiemy juz, ze rownos$¢ w (3.2.7) zachodzi dlan =2 i n = 3. Zat6zmy wigc, ze n > 4
i réwnos¢ w warunku (3.2.7) zachodzi dla liczby n — 2. Poniewaz x(?) i x("=2) s3

liczbami catkowitymi, wigc korzystajac z twierdzenia [3.2.5| otrzymujemy réwnosci

2 = x2) @ x(1=2) — x(2) [y (1=2) _ p2 gn=2 _ .
Zatem rownos$¢ w (3.2.7)) zachodzi dla liczby n, skad wynika prawdziwos¢ (3.2.7).

Zauwazmy, ze
[x] = k. (3.2.8)

Rzeczywiscie, poniewaz x(2) = k2, czyli [x2] = k2, wigc
< <kPH1<k+2%k+1=(k+1)?

idlatego k <x < k+ 1, skad wynika (3.2.8].
Na mocy (3.2.8) mamy réwnos$¢ x = k+ r, gdzie 0 < r < 1. Pokazemy, ze
k € {0,1} lub r = 0. Poniewaz

xPx=kx =k (k+r) = + K,

wiec
B =x® =xP@x =[x = [+ k2] = & + [K*r]

i dlatego [k%r] = 0, skad wynika, Ze k*r < 1. Analogicznie mozna pokazaé, ze
k"r < 1 dlakazdej liczby naturalnej n.

Zatem r =01ub k € {0,1}.

Jesli r =0, to x = k jest liczba catkowita. Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy
r#0. Wtedy k =0 lub k = 1. Jesli k = 0, to oczywiscie x = k+r = r < /2. Zat6zmy,
ze k= 1. Wtedy [x?] =x? = k> =12 = 1. Zatem x* < 2 i dlatego x < v/2.

Udowodnilismy, ze jesli (x) jest ptgrupa, to x jest liczba catkowita lub x < /2.
Na mocy twierdzenia [3.2.5] aby udowodni¢ implikacje odwrotna, wystarczy poka-
zaé, ze jesli x jest liczba catkowita lub x < /2, to zbiér P(x) z dziataniem ® jest
potgrupa.

Jezeli liczba x jest catkowita, to x") = x" dla kazdego n € N. Zatem w tym przy-
padku P(x) = {x" : n € N} i dzialanie ® ograniczone do zbioru P(x) jest zwyklym
mnozeniem, a wigc P(x) z dziataniem ® jest potgrupa.

Pozostat do rozwazenia przypadek, gdy x < v/2. Jezeli x < 1, to x\") = 0 dla kaz-
dego n > 2, wigc P(x) = {x,0} jest pétgrupa z dziataniem ®. Jesli 1 < x < V2, to
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x") =1 dla kazdego n > 2, wigc P(x) = {x,1} i oczywiscie P(x) z dziataniem ® jest
poigrupa. O
Twierdzenie [3.2.8 moze sugerowac, ze zbior
V={xeR, :x<V2}
z dzialaniem ® jest pétgrupa. To jednak nie jest prawda, gdyz, na przyktad, liczby

9 1 12 .
To» 1, 15 naleza do V,

9 /(12 9
10®<10®1> =;®1=0

12
<9 ®>®1:1®1:1.

oraz

10 10

Zatem dzialanie ® nie jest taczne w zbiorze V.

Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono wybrane zagadnienia dotyczace zaokraglania liczb, ktére
moga by¢ rozwiazywane za pomoca narzedzi informatycznych i matematycznych.
Pokazano zwiazki migdzy zaokragleniami liczb a rachunkiem prawdopodobienistwa,
algebra i elementarng teoria liczb. Materiat przedstawiony w rozdziale moze by¢
punktem wyjscia do badania bardziej skomplikowanych (pod wzgledem rachunko-
wym) modyfikacji tych zagadnief.
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