Rozdziat 2

O ADDYTYWNYCH GRUPACH (EACZNYCH) PIERSCIENI
PRZEMIENNYCH

Mateusz Woronowicz']

Streszczenie Jednymi z waznych zagadnien algebraicznych znajdujacych praktyczne
zastosowanie w naukach informatycznych sa przemiennos¢ oraz tacznos¢ pierscieni
konstruowanych na grupach abelowych. Wykorzystywane sg one, migdzy innymi,
w kryptografii oraz algorytmach zwiazanych z segmentacja i rozpoznawaniem ob-
razéw cyfrowych. Niniejszy rozdzial stanowi przeglad aktualnej wiedzy dotycza-
cej struktury (A)CR-grup, czyli grup abelowych, na ktérych kazde (taczne) mno-
zenie pierScieniowe jest przemienne. Stanowi ona teoretyczny fundament, na kto-
rym mozna budowaé struktury algebraiczne potrzebne do konstrukcji algorytméw.
W szczegdlnosci, niniejsze opracowanie zawiera: klasyfikacje torsyjnych (A)CR-
grup oraz beztorsyjnych catkowicie rozktadalnych CR-grup, opis wszystkich beztor-
syjnych CR-grup rangi dwa pozwalajacy sklasyfikowaé beztorsyjne grupy abelowe
rangi dwa, na ktérych istnieje struktura nieprzemiennego i jednoczesnie nietacznego
pierScienia, opis wszystkich beztorsyjnych ACR-grup rangi dwa, klasyfikacj¢ bez-
torsyjnych ACR-grupy rangi dwa niebedacych CR-grupami wraz z konstrukcja 20
nieizomorficznych grup posiadajacych tg wlasnos¢ w kazdym z dwéch mozliwych
przypadkéw zwiazanych ze zbiorem typow takiej grupy oraz czgSciowy opis struk-
tury mieszanych (A)CR-grup.

Stowa kluczowe: grupy addytywne pierScieni, pier§cien przemienny, pierscien tacz-
ny, pierScien nieprzemienny, pierscien nietaczny, typ.

Wprowadzenie

Teoria pierScieni posiada szerokie spektrum zastosowann w naukach informatycz-
nych. Przejawia si¢ ono, migdzy innymi, w kryptografii oraz rozpoznawaniu ob-
razéw (zob. [Lidl 1 Harald (1994)). Szczegélnym przypadkiem zastosowania teorii
pierScieni w informatyce sa algorytmy zwiazane z segmentacja obrazéw cyfrowych
(zob. |Garcés, Torres, Pereira 1 Rodriguez| (2014)). Opieraja si¢ one na arytmetyce
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pierscieni Z, reszt modulo n. Klasycznymi przyktadami zastosowan tych pierscieni
sa algorytmy dodawania liczb n-bitowych (zob. |Cormen, Leiserson 1 Rivest| (1990);
Karatsubal (19935)); [Knuth| (1997); K. Woronowicz| (2015)). Arytmetyka modularna
znajduje zastosowanie takze w licznych jezykach programowania i kalkulatorach.
Waznymi wlasno$ciami wielu mnozen pierScieniowych stosowanych w informatyce
sa wigc przemienno$¢ oraz taczno$¢. W tym kontekscie pojawia si¢ naturalne py-
tanie o strukturg grup abelowych, ktére moga by¢ grupami addytywnymi wytacznie
pierscieni o tych wlasnosciach. W niniejszym rozdziale zostana zaprezentowane naj-
wazniejsze wyniki z tego zakresu - zaréwno klasyczne, jak i najnowsze. W szczegdl-
nosci oméwiona zostanie struktura (A)CR-grup, czyli grup abelowych, na ktérych
kazde (faczne) mnozenie pierScieniowe jest przemienne. Pojecia te zostaty wpro-
wadzone w pracy [Feigelstock| (2000). Jej autor zamiescil tam wiele interesujacych
rezultatéw — opisat on, migdzy innymi, strukturg torsyjnych (A)CR-grup, wykazujac
jednoczesnie rownowazno$¢ warunkéw CR i ACR dla torsyjnych grup abelowych,
czgsSciowo scharakteryzowal mieszane CR-grupy, podat przykiad beztorsyjnej ACR-
grupy, ktéra nie jest CR-grupa oraz zauwazyl, ze kazdy pierScien, ktérego grupa ad-
dytywna jest torsyjna (A)CR-grupa jest taczny (zob. (Feigelstock, 2000, Theorems 5
& 10, Example, Corollary 4)). Ta ostatnia obserwacja przyczynita si¢ niedawno do
wprowadzenia i czgsciowego zbadania pojecia AR-grupy, czyli takiej grupy abelo-
wej, ktéra moze by¢é grupa addytywna jedynie pierScieni tacznych (zob. |Andrusz-
kiewicz i Woronowicz| (2017); [Najafizadeh 1 Woronowicz| (2017); M. Worono-
wicz| (2020)). Zagadnienia badane w cytowanym artykule Feigelstocka poruszane
byly takze w znacznie wczesniejszych pracach Beaumont i Wisner| (1959); [Jac-
kett| (1979); [Schultz (1973) oraz w nowych i stosunkowo nowych pracach |/Aghdam
(2006);|/Aghdam 1 Najafizadeh|(2008)); Andruszkiewiczi Woronowicz|(2017);/Naja-
fizadeh 1 Woronowicz (2017); M. Woronowicz (2020).

Zasadniczym celem niniejszego rozdziatu jest przeglad aktualnego stanu wie-
dzy z zakresu grup addytywnych (tacznych) pierScieni przemiennych w kontekscie
potencjalnych zastosowat w naukach informatycznych. Wyniki sktadajace si¢ na
ten rozdzial pochodza z cytowanych wyzej prac. Niektére z nich sa prezentowane
z nowymi dowodami. Uwaga ta dotyczy w szczegdlnoSci dowodu twierdzenia kla-
syfikacyjnego dla beztorsyjnych catkowicie rozktadalnych CR-grup, wykorzystuja-
cego zdecydowanie bardziej elementarne techniki niz dowdd znany dotychczas (por.
Twierdzenie[2.4]i (Feigelstockl 2000, Theorem 8)). SzczegStowe informacje na temat
historii badan (A)CR-grup dostgpne sa w M. Woronowicz (2019).

2.1 Oznaczenia

Wszystkie grupy wystepujace w niniejszej pracy sa abelowe. Stosujemy tradycyjny
dla nich zapis addytywny. Ze wzgledu na fakt rozwazania grup abelowych w kon-
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tekScie grup addytywnych pierScieni, przemienno$¢ grup bedzie za kazdym razem
podkreslana w sformutowaniach twierdzen.

Dla dowolnej grupy abelowej A, symbole P(A), T(A) i Z(A) oznaczaja odpowied-
nio zbidr tych wszystkich liczb pierwszych p, dla ktérych p-komponent A, grupy A
jest nietrywialny, oraz cze$¢ torsyjna i podzielng otoczke grupy A. Grupa Z(A) i jej
wilasnos$ci oméwione sa w (Fuchs| 1970, §24). Ranga i ranga beztorsyjna grupy A
oznaczane sg odpowiednio przez r(A) i ro(A). Najmniejsza liczbe naturalng m taka,
ze mA = {0} nazywamy wyktadnikiem grupy A i oznaczamy przez exp(A). Jesli taka
liczba m nie istnieje, to przyjmujemy, ze exp(A) = oo. Zbidr wszystkich elementéw a
grupy A, ktére dla ustalonej liczby naturalnej n spetniaja warunek na = 0 oznaczamy
symbolem Aln]. Jezeli p jest liczba pierwsza, to zbidr (,,_; p"A bedziemy zapisy-
wac jako p*A. Symbole hﬁ (a) i o(a) oznaczaja odpowiednio p-wysokosé elementu
a w grupie A oraz jego rzad. Podgrupe grupy A generowang przez zbiér X zawarty
w A oznaczamy przez (X ). Jezeli X jest podzbiorem beztorsyjnej grupy abelowej A,
za$ a jest elementem tej grupy, to symbole (X ), i t(a) oznaczaja odpowiednio czysta
podgrupe grupy A generowana przez X oraz typ elementu a. Chcac podkreslic, ze
typ elementu a jest rozwazany w grupie A bedziemy pisali t, (a) zamiast t(a). Zbidr
typéw wszystkich niezerowych elementéw grupy A oznaczamy przez .7 [A]. Pojgcie
typu elementu grupy zostato szczegétowo oméwione w (Fuchs, 1973, §85). Sym-
bolem 91(A) oznaczamy rdzeri beztorsyjnej grupy abelowej A, tzn. zbiér wszystkich
liczb wymiernych ¢, dla ktérych gA C A. Jest on unitarnym podpierScieniem w ciele
liczb wymiernych (zob. [Stratton| (n.d.)). Jezeli grupa abelowa A jest suma prosta
grup A;, przy czym i przebiega pewien niepusty zbidr /, to dla dowolnego elementu j
zbioru I symbolem A ; oznaczamy zbidr tych wszystkich elementéw a grupy A, kt6-
rych nosnik supp(a) zawiera si¢ w zbiorze {j}. Na kazdej grupie abelowej A mozna
w trywialny sposéb okresli¢ strukture pierScienia definiujac mnozenie: a-b = 0 dla
wszystkich a,b € A. Taki pierScient nazywamy pierScieniem z zerowym mnozeniem
i oznaczamy symbolem A°. Jesli jest to jedyny (faczny) pierscieri mozliwy do okre-
Slenia grupie A, to méwimy, ze A jest nil(,)-grupa. Wiedza dotyczaca zaleznosci
migdzy tymi pojeciami dla grup torsyjnych, mieszanych i beztorsyjnych uwzgled-
niajaca wyniki najnowszych badan z tego zakresu dostgpna jest w M. Woronowicz
(2019, [2020). Symbolem [JA oznaczamy podgrupe kwadratowa grupy abelowej A
generowana przez kwadraty wszystkich mozliwych pierscieni o grupie addytywnej
A (zob.|Aghdam!(1987);/Andruszkiewicz i Woronowicz|(2016a,[2016b)); Najafizadeh
(2015)); M. Woronowicz|(2019). W szczegdlnosci grupa A jest nil-grupa wtedy i tylko
wtedy, gdy LA = {0}. Pier$cien endomorfizméw grupy abelowej A oznaczamy przez
E(A). Grupe addytywna i obustronny anihilator pierScienia R oznaczamy odpowied-
nio przez R™ oraz a(R). W drodze wyjatku, grupe addytywna pier$cienia E(A) ozna-
czamy tradycyjnie przez End(A).

Symbole P(R), Ry, T(R) i p”R odnosza si¢ do grupy addytywnej pierscienia R
w sposGb wyjasniony w poprzednim akapicie. Jezeli X jest podzbiorem w R, to (X)
i [X] oznaczaja odpowiednio podgrupe grupy R generowang przez X oraz podpier-
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Sciefi pierScienia R generowany przez X. Fakt, ze niepusty podzbidr I pierScienia
R jest obustronnym idealem w R zapisujemy symbolicznie jako I <1 R. Rozwazajac
dowolny pierScien R nie zakladamy ani jego tacznoSci, ani przemienno$ci, ani tez
unitarnosci. Przyjmujemy jedynie, ze mnozenie pierScienia R jest obustronnie roz-
dzielne wzgledem dodawania. Przez podpierScien pierscienia R rozumiemy podzbidr
w R, ktéry jest podgrupa w R i jest zamknigty ze wzgledu na mnozenie pierscie-
nia R. W szczegdlnosci, jesli S jest podpierScieniem unitarnego pierScienia R, to nie
zakladamy, ze jedynka pierscienia R nalezy do S. Grupe elementéw odwracalnych
unitarnego pierscienia R oznaczamy przez R*. Jesli R jest dziedzing catkowitosci, to
I1(R) oznacza zbidr wszystkich liczb pierwszych p takich, ze R # pR.

Symbole Q, Z, P, N i Ny oznaczaja odpowiednio ciato liczb wymiernych, pier-
Scien liczb catkowitych oraz zbiory wszystkich liczb: pierwszych, naturalnych (ro-
zumianych jako dodatnie liczby catkowite) i catkowitych nieujemnych. Ponadto dla
dowolnej liczby pierwszej p oraz dowolnej liczby naturalnej n, symbole Z (p™),
Z(n) i Z, oznaczaja kolejno: p-grupe quasicykliczna, grupe cykliczna rzedu n oraz
piericien reszt modulo n, ktérego mnozenie oznaczane jest przez ©,. Najmniej-
sza wspoOlna wielokrotno$¢ ustalonych liczb catkowitych k i [ oznaczamy przez
NWW (k,1).

Wszystkie pozostale oznaczenia sa zgodne z notacja stosowana w klasycznej dwu-
tomowej monografii [Fuchs| (1970,|1973)) poswigconej grupom abelowym lub zostang
wprowadzone i wyjasnione w dalszej czgsci tej pracy.

2.2 Wiadomosci wstepne

W rozwazaniu struktury pierscienia na grupie abelowej, ktéra nie jest beztorsyjna
wielokrotne zastosowanie bedzie miata nastgpujaca, dobrze znana:

Uwaga 2.1. W dowolnym pierscieniu (R, +,-,0):
(i) R, <R dla dowolnej liczby pierwszej p;
(ii) T(R)<R;
(i) T(R) = D pcp(r) Rp;
(iv) R, - R, = {0} dla dowolnych réznych liczb pierwszych p i g.

Jednym z waznych narzedzi uzywanych do konstruowania mnozen pierScienio-
wych na grupach abelowych jest produkt tensorowy takich grup (zob. (Fuchs, 1970,
§59) i por. np. z [Feigelstock| (2000)). Fundamentalny zwiazek struktury pierScienia
na dowolnej grupie abelowej A z produktem tensorowym grup abelowych ilustruje
ponizsze, znane

Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie grupa abelowa. Wowczas:
(i) Mult(A) = Hom(A ®A,A);
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(i) Mult(A) = Hom (A,End(A)).
Dowdéd. Zob. (Fuchs), [1973, Theorem 118.1).

Podamy teraz szereg technicznych lematéw, ktére znacznie utatwia przeprowa-
dzenie dowod6w zasadniczych rezultatéw dotyczacych struktury (A)CR-grup.

Lemat 2.1. Niech A i B beda grupami abelowymi takimi, ze A = T'(A), exp(4,) <
<o, B=pBoraz B, = {0} dla wszystkich p € P(A). Jezeli R jest pierScieniem o gru-
pie addytywnej A & B, to R = R X R, dla pewnych pierscieni R; i Ry odpowiednio
o grupach addytywnych A i B.

Dowdéd. Rozwazmy dowolny pierScien R = (A@® B, *) i oznaczmy G =A@ {0} oraz
H={0}&B. Wtedy GxH = H G = {0}, gdyz G =T(G) i H = pH dla kaz-
dego p € P(G). Rozwazmy dowolne g1,g> € Gihy,hp € H. Wtedy g1 *x g2 =g3+h
dla pewnych g3 € G, h € H. Niech m = NWW (0(g1),0(g2),0(g3)). Wowczas
0 =m(g) *g2) = m(g3+h) =mh, skad h € T(H). Wezmy dowolne p € P. Jezeli
p | o(h), to p | m, wigc z okreslenia liczby m wynika, ze p € P(G). Ale H, = {0}
dla kazdego p € P(G), wigc h = 0. Zatem G+ G C G. Dalej, hy xhy = g+ h3 dla
pewnych g € G, h3 € H. Niech P bgdzie skoficzonym podzbiorem w P(G) takim, ze
g € @,cpGp. Wtedy dla n = [],cpexp(G,) otrzymujemy, ze n (D ,epG,) = {0}.
Ponadto H = pH dla kazdego p € P(G), wigc hy = nh), hy = nh) i h3 = n’h} dla
pewnych A\, hb, by € H. Zatem n* () xhb) = g+ n*h}, skad g = n* ((h} xhb) —h}) €
cn’ (GO H). Ale (nz(GGBH))p = {0} dla kazdego p € P, wigc g = 0. Wobec tego
hyxhy € H. Stad HxH C H. W ten sposéb pokazaliSmy, ze G, H<<{RiR=G&H.
Niech R = (A,®) oraz Ry = (B,*) beda pierscieniami z mnozeniami w naturalny
spos6b indukowanymi odpowiednio z podpierScieni G i H pierScienia R. Wtedy
R= R1 X Rz.

Lemat 2.2. Niech G = A® H, gdzie A i H sa takimi grupami abelowymi, ze A, #
# {0}, H, = {0} oraz dimz, H/pH > 1 dla pewnego p € PP Istnieja wowczas taczny
piersciei R = (G, *) oraz x,y € H takie, ze (0,y)? = (0,x)* (0,y) = (0,0) oraz (0, y)*
#(0,x) = (a,0) i (0,x)? = (b,0) dla pewnych a,b € A\ {0}.

Dowéd. Rozwazmy diagram:
4ot ) [ +
G—+H = H/pH — PZ],
i€l
gdzie m; jest naturalnym rzutowaniem grupy G na grupe H, 7 jest epimorfizmem
kanonicznym, zas ¢ jest izomorfizmem. Niech f = ¢ o m, o ;. Z przyjetych zatozen
wynika istnienie takiego x € H \ pH, ze ’supp o(x+ pH )’ > 2. Wezmy dowolne

i1,ip € supp ¢(x+ pH) takie, ze i # ip. Niech € = (&;);c; bedzie elementem grupy
@i/ Z,) takim, ze:
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o [l dlai=i
iT0,dlai#i;

Niech ponadto ¢ = € ¢(x+ pH), przy czym - oznacza mnozenie pierscienia [[;c; Z,.
Wéwcezas ¢~ !(c) = y+ pH dla pewnego y € H \ pH. Dla t = 1,2, epimorfizmy
M Dt Z:; — Z; definiujemy w spos6b nastgpujacy:

Hi ((ki)iel) =kip, M2 ((ki)iel) = kiy.
Wtedy:

i (£(0.))) @p o (£((0.) ) =0, w1 (£(10.0)) ) ©p 2 (£((0.9)) ) =0,
w (£((0,))) ©p 2 (((0,0)) ) 0, 1 (£((0.9)) @p b2 (£((0,5)) ) 0.

Bezposrednio z przyjetych zalozein wynika istnienie zanurzenia i: Z; — A. Roz-
wazmy odwzorowanie *: G X G — G dane wzorem:

g1%g = <l (#1 (f(g1)) Op 2 (f(gz))),0>

dla wszystkich g1, g2 € G. Poniewaz przeksztalcenia 1, i1, U 1 f sa homomorfizmami
grup oraz ®, jest mnozeniem pierscieniowym, to R = (G, ) jest pierscieniem. Po-
nadto f(A) = {0}, wigc A C a(R). Stad oraz na mocy inkluzji R> C A otrzymujemy,
ze (GxG)xG = Gx*(GG) ={0}. Wobec tego piersciefi R jest taczny. Ostatecz-
nie otrzymujemy wiec, ze (0,y)? = (0,x) % (0,y) = (0,0) oraz (0,y) * (0,x) = (a,0)
i (0,x)?> = (b,0) dla pewnych a,b € A\ {0}.

Lemat 2.3. Niech p bedzie liczba pierwsza, za$ n liczba naturalng. Niech ponadto
H bedzie nil,-grupa taka, ze H, = {0}. Jezeli R jest tacznym pierscieniem o grupie
addytywnej Z(p") ©H, to R> C Z(p") ® {0}. W szczegdInosci, jesli n = 1 oraz R #
# {0}, to R =Z(p) & {0}.

Dowdd. Niech I = Z(p") @ {0} i niech B = {0} & H. Poniewaz B, = {0}, to [ =
= R, < R. Zat6zmy nie wprost, ze B> ¢ I. Wtedy (R/I)> # {0+1}. Ale (R/I)" 2 H,
wiec H nie jest nil,-grupa, sprzeczno$é. Zatem R*> C Z(p") @ {0}. Jesli wigc n = 1
i R? # {0}, to R? jest nietrywialna podgrupa w Z(p) @ {0}, skad R*> = Z(p) ® {0}.
Lemat 2.4. Niech H bedzie nil,-grupa taka, ze H, = {0} oraz H = (hy) + pH
dla pewnych p € P i hy € H. Jezeli R jest tacznym piersScieniem o grupie addy-
tywnej Z(p) ©H i R* # {0}, to R~ Z, x H* lub R = ((0,h9)) + a(R), przy czym
0((0,hp)*) = piR*={0}.

Dowdd. Niech I = Z(p) @ {0} i niech B = {0} & H. Wtedy I = R,,, wigc [ <R.
Ponadto R? = I na mocy Lematu 2.3l Wezmy dowolne a € I\ {0}. Wéwczas o(a) =
= p, skad (a) = I. Mamy do rozwazenia dwa przypadki:
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(i). a> #0. Wtedy [ = Z p- Zatem pierScien I posiada jedynke. Istnieje wigc ideat J
pierscienia R taki, ze R =1®J (por. (Gardner 1 Wiegandt, 2004, Szendrei’s Theorem
1.2.5)). Stad H = (R/I)" = J*. Ponadto H jest nil,-grupa, wigc J> = {0}. Zatem
R=7,xHC.

(ii). a®> = 0. Wtedy R* = I? = (a®) = {0}. Zal6zmy nie wprost, ze R*> # {0}
Poniewaz R*> <R, to R® C R%. Ale R jest podpierscieniem w R, R?> = I oraz |I| =
wiec R = R%. Stad R* = R>-R = R*-R = R* = {0}, sprzecznos¢. Zatem R> = {0}
WeZmy dowolne b € B. Wtedy ab € I, wigc istnieje k € Z takie, ze ab = ka. Stad
(ab)b = (ka)b = k(ab) = k(ka) = k*a. Ale R* = {0}, wiec k*a = 0. Zatem p | k2,
skad p | k. Wobec tego ka = 0, czyli ab = 0. Stad aB = {0}. Podobnie pokazuje sig,
ze Ba = {0}. Ponadto a® = 0, wigc a € a(R). Dalej, (pB)R = p(BR) C pR> = pl =
= {0}, skad (pB)R = {0}. Analogicznie R(pB) = {0}. Zatem pB C a(R). Ponadto
H = (ho) + pH dla pewnego ho € H, wiec R = {(0,h9)) +a(R). Ale R* # {0}, wiec
(0,h9)? # 0. Stad oraz na mocy réwnosci R?> = I otrzymujemy, ze 0((0,h0)2) = p.

Lemat 2.5. Niech A, B i C beda beztorsyjnymi grupami abelowymi i niech G bedzie
czysta podgrupa w A.

(1.) Jezeli ag i ay sa zaleznymi elementami w A, to t(a;) = t(ay).

(2.) t(a) - t(b) > t(a) dla wszystkich a,b € A.

(3.) Jezeli R = (A, «) jest pierScieniem, to t(axb) > t(a) - t(b) dla wszystkich a,b € A.

(4.) Jezeli R = (A, ) jest pierScieniem, to t(axb) > t(a) V t(b) dla wszystkich a,b €
eA.

(5.) Jezeli A i B sa podgrupami w QT to t(A-B) = t(A) - t(B).

Dowdd. Wiasnosé (1.) udowodniona jest w (Fuchs, 1973, p. 108-109). Dowdd wia-
snosci (2.) wynika wprost z (Feigelstockl, 1983, Consequence 1.3.2). Wtasnos¢ (3.)
jest bezposrednia konsekwencja réwnosci (p"x) xy = p"(xxy) = xx (p"y), ktore sa
prawdziwe dla wszystkich x,y € A, p € P i n € N, oraz okreSlenia iloczynu typéw
(zob. (Fuchs, 1973, p. 110)). Wtasnos¢ (4.) wynika wprost z (3.) i (2.). Pozostato
udowodni¢ wtasnos¢ (5.). Jezeli A = {0} lub B = {0}, to teza jest oczywista. Niech
dalej A # {0} i B # {0}. Wtedy bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze | € ANB
(zob. (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2)). Wowczas % (1) = Ky (1) +h5(1) (je-
§li ktérakolwiek p-wysokoscC jest nieskonczona, to przyjmujemy, ze ich suma jest
nieskonczona). Stad t4.5(1) = t4(1) - tp(1). Ponadto t(A-B) = t4.5(1), t(A) = t4(1)
i t(B) = tg(1) (por. (Fuchs, |1973| p. 109)), wigc t(A-B) = t(A) - t(B).

Lemat 2.6. Niech A i B beda nietrywialnymi podgrupami grupy Q. Wéwczas na-
stgpujace warunki s rOwnowazne:

(i) B jest obrazem homomorficznym grupy A;
(ii) B=q-A dla pewnego ¢ € Q\ {0};
(iii) mA = nB dla pewnych m,n € N;
(iv) B= A.
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Dowéd. Zatézmy, ze istnieje homomorfizm f grupy A na grupe B. WeZmy dowolne
b € B\ {0}. Istnieje wéwczas a € A\ {0} takie, ze b = f(a). Poniewaz (a) N (b) #
# {0}, to istnieje g € Q\ {0} takie, ze b = ¢ - a. Rozwazmy dowolne x € A. Wtedy
x=%.q dla pewnych k € Z i n € N. Zatem nf(x) = f(nx) = f(ka) = kf(a) =
=kb=k(q-a), skad f(x) =q- (£-a) = g-x. Wobec tego B= f(A) = q-A. W ten
spos6b wykazaliSmy implikacje (i) = (ii). Implikacje (if) = (iii), (iii) = (iv) oraz
(iv) = (i) sa trywialne.

Bezposrednia konsekwencja (Fuchs| 1973 Proposition 85.4), Lematu @ oraz
punktu (5.) Lematu [2.5]jest nastepujacy

Whiosek 2.1. Dla dowolnych podgrup A,B,C grupy QT nastgpujace warunki sg
réwnowazne:

(i) n(A-C) C B dlapewnego n € N;
(if) £(A) - 4(C) < (B).

W ponizszej definicji zamieszczamy zwigzte zestawienie gtéwnych pojec zwiaza-
nych z tematyka niniejszego rozdziatu.

Definicja 2.1. Grupg¢ abelowa A nazywamy CR-grupa, gdy kazdy pierscien o grupie
addytywnej A jest przemienny. Jezeli A spelnia warunek CR ograniczony do klasy
pierécieni tacznych, to mowimy, ze A jest ACR-grupa. W przypadku, gdy A moze
by¢ grupa addytywna jedynie pierScieni tacznych, to A nazywamy AR-grupa.

Bezposrednia konsekwencja powyzszej definicji jest nastgpujaca
Uwaga 2.2. Kazda CR-grupa jest ACR-grupa.
Okazuje sig, ze zachodzi takze zdecydowanie mniej oczywista zaleznoS¢.

Twierdzenie 2.2. Kazda CR-grupa jest AR-grupa.

Dowdéd. Rozwazmy dowolng CR-grupe A. WeZzmy dowolne * € Mult(A) oraz a € A.
Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze mnozenie x| ® x, = x * (a *xz) okreslone
dla wszystkich x1,x, € A, wprowadza na A strukture pierscienia. Rozwazmy dowolne
x,y € A. Poniewaz A jest CR-grupa, to x®y = y®x, czyli xx (axy) = y* (a*x). Ale
réwniez mnozenie * jest przemienne, skad x* (axy) = (a*x) *y = (x*a) xy. Ponadto
elementy x,y oraz a zostalty wybrane w sposéb dowolny, wigc pierscieri (A,x*) jest
taczny. Zatem A jest AR-grupa.

Jezeli G jest grupa abelowa postaci G = A& B i R jest pierScieniem o grupie
addytywnej A, to S = R x B jest pierscieniem o grupie addytywnej izomorficznej
z grupa G. Stad otrzymujemy natychmiast nastepujace:

Stwierdzenie 2.1. Sktadnik prosty (A)CR-grupy (AR-grupy) jest (A)CR-grupa (AR-
grupa).
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Ponizsze stwierdzenie charakteryzuje rozktadalne ACR-grupy.

Stwierdzenie 2.2. Niech {G;: i € I}, gdzie I # 0, bedzie rodzing grup abelowych.
Jezeli @,c;G; jest ACR-grupa, to Hom(G; ® G;,Gy) = {0} dla wszystkich parami
réznych i, j k € I.

Dowdéd. Zatézmy, ze dla pewnych parami réznych i, j, k € I istnieje niezerowy ho-
momorfizm f: G; ® G; — Gy. Niech ¢, bedzie naturalna injekcja grupy G w grupe
G iniech m; bedzie naturalnym rzutowaniem grupy G na grupe G, dlat € i, j. Wéw-
czas (G,x), gdzie g *x g2 = @ (f(ﬂ:,-(gl) ® nj(gz))>, jest pierscieniem takim, ze
Gx(GxG) = (G+xG) G = {0}. W szczegblnosci wynika stad, ze pierscien (G, )
jest taczny. Poniewaz f # 0, odwzorowania 7; oraz 7; sa surjektywne i ¢ jest in-
jekcja, to istnieja a,b € G takie, ze a*b # 0. Elementy x = (x;)ses oraz y = (ys)ser
definiujemy nastgpujaco:

[ mi(a),gdys=i _ Jmi(b),gdys=j
XS{ 0, .gdys#i TP 0 Lgdys# )

Wéwezas x,y € G, xxy = axb # 0 oraz y xx = 0. Zatem laczny pierscieni (G, *) nie
jest przemienny, skad wynika, ze G nie jest ACR-grupa.

2.3 Klasyfikacja torsyjnych CR-, ACR- i AR-grup

Ponizszy lemat okaze si¢ pomocny przy klasyfikacji torsyjnych CR-, ACR- 1 AR-grup
przeprowadzonej w Twierdzeniu

Lemat 2.7. Niech R bedzie tacznym pierscieniem o grupie addytywnej A i niech M
bedzie lewostronnym R-modutem.

(i) Jezeli R? o M # {0}, to A ® M nie jest AR-grupa.
(ii) Jezeli Ro M # {0}, to A ® M nie jest ACR-grupa.

Dowéd. Niech G = A @ M. Mnozenie pierScienia R oznaczmy standardowa kropka.

(/). Rozwazmy funkcj¢ *: G x G — G dang wzorem:
(a1,my) * (az,ma) = (0,a; omy),

dla wszystkich aj,a; € Aimy,my € M. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze S =
= (G, *) jest pierscieniem. Poniewaz R? o M # {0}, to istnieja r1,7, € R orazm € M
takie, ze (r1-r2)om 0. Stad (r1,0) * ((r2,0) % (0,m)) = (r1,0) % (0,r0m) = (0,r 0
o(rpom)) = (0, (r1r2) om) # (0,0). Ale ((r1,0) (r2,0)) % (0,m) = (0,0) % (0,m) =
= (0,0), wigc pierscieni jest nietaczny. Zatem G nie jest AR-grupa.
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(ii). Niech x: G x G — G bedzie funkcja okreslona za pomoca wzoru:
(a1,m1)* (az,ma) = (a1 - az,a1 omy),

dla wszystkich aj,ay € Aimj,my; € M. Na mocy standardowego sprawdzenia otrzy-
mujemy woéwczas, ze P = (G,x) jest pierScieniem. Dla dowolnych aj,az,as € A
oraz mp,my,ms € M zachodzi ((al,ml) * (az,mz)) * (a3,m3) = (ay - az,a; omy)*
*(az,m3) = ((a1 ‘ap)-az,(ay-ay) om3) = (a1 (ap-a3),a; o (az Ong)) = (ay,my)*
*(ay -az,apoms) = (aj,my) * ((az,mz) * (ag,m3)), wigc pierScien P jest taczny. Po-
niewaz RoM # {0}, to rom # 0 dla pewnych r € Rim € M. Stad (r,0) x (0,m) =
= (0,rom) # (0,0) oraz (0,m)*(r,0) = (0,0) i w konsekwencji taczny pierscieri P
nie jest przemienny. Zatem G nie jest ACR-grupa.

Whiosek 2.2. Dla wszystkich m,n € N oraz dowolnej nietrywialnej grupy abelowej
G ani Z(p™) & Z(p"), ani Z* & G nie jest AR-grupa. Grupy te nie sa réwniez ACR-
grupami.

Twierdzenie 2.3. Dla dowolnej torsyjnej grupy abelowej G nastgpujace warunki sg
réwnowazne:

(1) G jest CR-grupa;
(i1) G jest AR-grupa;
(iii) G jest ACR-grupa;

(iv) G = @ per(q) (Z (p'r) ® (@ie,pz(pW))>, gdzie n, € Ny oraz I, jest pewnym
zbiorem dla kazdego p € P(G).

Dowod. Z Uwagi[2.1|wynika, ze wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla p-grup. Roz-
wazmy wigc dowolne p € P oraz dowolng p-grupe abelowa G. Jezeli G = {0}, to
réwnowaznos¢ warunkéw (i) — (iv) jest oczywista. Niech dalej G # {0}.

Implikacje (i) = (ii) oraz (i) = (iii) sa bezposrednimi konsekwencjami odpo-
wiednio Twierdzenia[2.2]i Uwagi[2.2]

Aby udowodni¢ implikacje (ii) = (iv) oraz (iii) = (iv) zat6zmy, ze nietrywialna
p-grupa G nie jest postaci Z(p") & D, gdzie n jest pewna nieujemna liczba catkowita,
za$ D jest pewna podzielng p-grupa. Z (Fuchs| |1970, Corollary 27.3) wynika wow-
czas istnienie takich m, s € N, ze grupa Z(p™) @ Z(p®) jest sktadnikiem prostym w G.
Zatem G nie jest ani AR-grupa, ani ACR-grupa na mocy Wniosku [2.2]i Stwierdzenia
2.1

Przypusémy, ze G = Z(p") @ D, gdzie n jest pewna nieujemna liczba catko-
wita, za§ D jest pewna podzielng p-grupa. Rozwazmy dowolny pierScied R taki,
ze R" = G. Poniewaz D = p"D i D jest nil-grupa, to {0} & D C a(R). Stad, dla
A =Z(p") @ {0} otrzymujemy, ze R*> = A%. Ponadto A = Z;n i kazde mnozenie pier-
Scieniowe * okreSlone na grupie Z;’n jest zdeterminowane przez warto$¢ 1 x 1, wigc
pierScien R jest faczny i przemienny. Wobec tego warunek (iv) implikuje kazdy spo-
§r6d warunkow (i) — (iii).
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2.4 Klasyfikacja beztorsyjnych catkowicie rozkladalnych CR-grup

Poniewaz kazda beztorsyjna grupa abelowa rangi jeden zanurza si¢ w grupe Q, to
ponizsze twierdzenie klasyfikuje beztorsyjne catkowicie rozktadalne CR-grupy.

Twierdzenie 2.4. Niech {G;: i € I'}, gdzie I # 0, bedzie rodzina nietrywialnych pod-
grup grupy Q% iniech G = @;; G;. Wéwcezas nastgpujace warunki sa réwnowazne:

(i) G jest CR-grupa;
(ii) n(G; - G;j) € Gy dla wszystkich n € N oraz i, j, k € I takich, ze i # j;
(iii) t(G;) - t(G;) % t(Gy) dla wszystkich i, j, k € I takich, 7e i # J.

Dowdd. Réwnowaznos¢ warunkéw (ii) oraz (iii) jest bezposrednia konsekwencja
Whiosku Udowodnimy réwnowaznos$¢ warunkéw (i) oraz (ii). Zat6zmy naj-
pierw, ze n(G;- G;) C Gy dla pewnych n € N oraz i, j,k € I takich, ze i # j. Mamy
do rozwazenia dwa przypadki:

(I). i # j oraz k = i. Wowczas (G; ® Gj,*), gdzie (ay,c1) * (a2,¢2) = (n(ar-
-cz),O) , jest pierScieniem, w ktorym dla dowolnych niezerowych a € G; oraz ¢ € G;
jest (a,0)* (0,¢) = (n(a-c),0) # (0,0) i (0,c) = (a,0) = (0,0). Zatem G; ® G, nie
jest CR-grupa. Ponadto grupa G ma skfadnik prosty izomorficzny z G; ® G, wigc ze
Stwierdzenia[2.T| wynika, ze G nie jest CR-grupa.

(II). Elementy i, j,k sa parami r6zne. Analogicznie jak w punkcie (/) uzasadnia
si¢, ze (G; ® G ® Gy, %), gdzie (a1,by,c1)* (a2,b2,¢2) = (0,0,n(m -bz)) jest nie-
przemiennym pierscieniem i w zwigzku z tym G nie jest CR-grupa.

Na odwrét. Przypusémy teraz, ze n(G; - G;j) € Gy, dla wszystkich n € N oraz
i, ],k € I takich, ze i # j. Rozwazmy dowolne * € Mult(G). Niech S = (G, *). Jezeli
G+« G = {0}, to oczywiscie pierscien S jest przemienny. Niech dalej G« G # {0}.
Istnieja wéwczas a,c € G oraz i, j € I takie, ze m;(a) * w;(c) # 0, gdzie m; jest na-
turalng projekcja grupy G na podgrupe G; dla t =i, j. Z (Fuchs, (1973, Theorem
119.1) wynika istnienie pierScienia R = (@(G), ®) takiego, ze S jest podpierscie-
niem w R. Wezmy dowolne k € supp (7;(a) * 7;(c)). Niech ¢ bedzie naturalnym
zanurzeniem grupy QT w grupe 2(G) takim, ze ¢, (Q") jest t-tym sktadnikiem
prostym Q; w Z(G) dla t = i, j. Niech ponadto y; bedzie naturalnym rzutowa-
niem grupy 2(G) na jej k-ty sktadnik prosty Oy = Q™, niech ¢: Q; — Q7 be-
dzie naturalnym izomorfizmem i niech ¥ = ¢ o ;. Dla wszystkich ¢q;,q, € QT
definiujemy ¢1 ® g2 = 9 (i(q1) ® @j(g2)). Poniewaz ¥, ¢;, @; sa addytywnymi
homomorfizmami oraz & jest niezerowym mnozeniem pierScieniowym, to mnoze-
nie © wprowadza na grupie QT struktur¢ pierscienia z niezerowym mnozeniem.
Z (M. Woronowicz, |2016, Remark 4.2) wynika wigc istnienie takiego ¢ € Q\ {0},
ze q1 ©q2 = q1 - q-q2 dla wszystkich g1,q, € QT. Zatem dla wszystkich x € G;
iy € G, otrzymujemy, ze:

q-x-y=x0y=0(¢:(x)*9;(y)) € Gy, (2.4.1)

47



skad ¢(G;- G;) C Gy. Istnieje wiec n € N takie, ze n(G; - G;) C G, co wobec przy-
jetego zatozenia oznacza réwno$¢ j =i. Z (2.4.1)) oraz okreSlenia funkcji ¥ wynika
wiec, ze:

Wi (@i(e1) * 9i(g2)) = 0 (2179 &2)
dla wszystkich g1, g> € G;. Zatem:

Vi (0i(g1) * @i(82)) = wie(@ig2) * 9ig1)) (2.4.2)

dla wszystkich g1,g2 € G;. Ponadto uzyskana wczesniej réwnos¢ j = i implikuje, iz
mnozenie * jest catkowicie zdeterminowane przez wartoSci W ((pi( g1) *oi( gz)) #£0,
gdzie i,k € 11 g1,82 € G, wigc pierScien S jest przemienny. Wobec tego G jest CR-
grupa.

2.5 Beztorsyjne (A)CR-grupy rangi dwa

Uwaga 2.3. Jezeli A nie jest CR-grupa, to istnieje o € Mult(A) takie, ze aj oay #
# apoaj dlapewnych aj,ay € A. Zatem (A, -), gdzie a-b = aob—boa dla wszystkich
a,b € A, jest pierScieniem z niezerowym mnozeniem, ktory jest antyprzemienny.

Twierdzenie 2.5. Kazda beztorsyjna nierozktadalna grupa abelowa rangi dwa jest
CR-grupa.

Dowdéd. Rozwazmy dowolng beztorsyjna nierozkladalng grupe abelowa A rangi
dwa. Jesli CJA = {0}, to teza jest oczywista. Niech dalej CJA # {0}. Zat6zmy nie
wprost, ze A nie jest CR-grupa. Z Uwagi [2.3| wynika wéwczas istnienie takiego an-
typrzemiennego pierscienia R = (A, -), ze R*> # {0}. Istnieja wigc a,b € A takie, ze
a* =b*>=0, ba = —abiab # 0. Zalézmy nie wprost, ze elementy a i b sa zalezne.
Wéwezas b = ga dla pewnego g € Q. Stad ab = ga®> = 0, sprzeczno$é. Wobec tego
elementy a i b sg niezalezne. Ponadto r(A) = 2, wigc istnieja n € N oraz k, [ € Z takie,
ze n(ab) = ka+1b, przy czym k? +1% > 0. Ze wzgledu na antyprzemiennos¢ pierscie-
nia R, bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze [ # 0. Wtedy, po obustronnym lewo-
stronnym pomnozeniu ostatniej rownosci przez a, otrzymujemy, ze (na)(ab) =1(ab).
Niech & = na i niech B = ab. Wéwczas aff = [3. Aby wykazaé niezaleznos¢ ele-
mentéw o i B rozwazmy dowolne K, L € Z oraz zat6zmy, ze Koo+ LB = 0. Wtedy
Kna+ L(ab) = 0, wigc Kn?a+ Ln(ab) = 0. Stad oraz na mocy uzasadnionej wcze-
$niej réwnosci n(ab) = ka + Ib otrzymujemy, ze (Kn? + Lk)a + LIb = 0. Ale ele-
menty a i b sa niezalezne oraz [ # 0 in € N, wigc L = K = (0. Zatem elementy o
i B sa niezalezne. Wezmy dowolne x € A. Wtedy sx = ha + 3 dla pewnych s € N
i h,t € Z. Zatem s(ax) =t(af) = (t1)B = 1(tB) = I(sx — ha), czyli s(Ix — ax) =
= (Ih)a. Stad Ix — ax € (). Ponadto s(ax) = (¢1) 3, wigc ax € (B).. Wobec tego
Ix=(Ix—ox)+ax € (a).+(B)«. Stad oraz na mocy dowolnosci wyboru elementu x
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i niezaleznos$ci elementéw o oraz B otrzymujemy, ze [A C (o), @ (B). C A. Ponadto
t(or) < t(B) na mocy definicji elementoéw ¢ i 8 oraz punktow (1.) i (4.) Lematu 2.5]
Zatem (Arnold, 1982 Theorem 2.3) implikuje rozktadalnos$¢ grupy A, sprzecznosc.

Lemat 2.8. Niech {A;: i € I}, gdzie |I| > 2, bedzie rodzina nietrywialnych podgrup
grupy QT iniech A = @;; A;. Jezeli istnieja i, j € I takie, ze i # j oraz t(A;) - t(A;) =
=t(A;), to A nie jest AR-grupa.

Dowdd. Z (Fuchs, [1973, Propositions 85.3 & 85.4) wynika, ze warunek t(A;)-
t(A4;) = t(A;) réwnowazny jest warunkowi Hom (A; ®A;,A;) # {0}. Istnieja wiec
a € A;, b € Aj oraz homomorfizm f: A; ® A; — A; takie, ze f(a®b) # 0. Dla
s € {i, j} niech 7, bedzie naturalng projekcja grupy A na grupe A, i niech i; bedzie na-
turalnym zanurzeniem grupy A; w grupe A. Ponadto definiujemy F =;0 f, a = 1;(a)
oraz 3 = 1;(b). Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja x: A x A — A dana
wzorem:
xxy=F (m(x) © 1;(y))

dla wszystkich x,y € A, wprowadza na grupie A strukture pierScienia, w ktérym o¢
B #0i BB =0.Niechc=m(axp). Wtedy c € A;\ {0}, wigc c = %a dla pewnych
ke Z\{0}ineN.Jezeli f(c®b) =0,t0 kf(a®b) = f((ka)®b) = f((nc)®b) =
=nf(c®b) =0, co jest niemozliwe, gdyz k # 0, f(a®b) #01i T (A;) = {0}. Stad
f(c®Db) #0. Wobec tego (o f3) « B # 0. Ale o (B B) = 0, wigc pierscieni (A, *)
nie jest faczny. Zatem A nie jest AR-grupa.

Mozemy teraz podaé opis CR-grup rangi dwa. Udowodnimy mianowicie nastgpu-
jace
Twierdzenie 2.6. Niech A bedzie beztorsyjna grupa abelowa rangi dwa. Wowczas
nastgpujace warunki sa rOwnowazne:

(i) A nie jest AR-grupa;

(i1) A nie jest CR-grupa;

(iii) A=A ®A;, przy czym Ay # {0}, Ay # {0} oraz t(A;) - t(A;) = t(A;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i # j;

(iv) A~ B®C, gdzie Bi C sa takimi nietrywialnymi podgrupami w Q, ze n(B-C) C
C C dla pewnego n € N;

(v) A jest grupa addytywna pewnego nietacznego i jednoczes$nie nieprzemiennego
pierscienia.

Dowdd. Implikacja (i) = (ii) jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia [2.2] Je-
zeli A nie jest CR-grupa, to z Twierdzenia[2.5|wynika, ze grupa A jest rozktadalna. Ist-
nieja wigc nietrywialne podgrupy A; i A, grupy A takie, ze A = A1 B A,. W szczegdl-
nosci wynika stad, ze r(A1) = r(A>) = 1. Stad oraz na mocy Twierdzenia[2.4i punktu
(2.) Lematu[2.5|otrzymujemy, ze t(A;) - t(A;) = t(A;) dla pewnych i, j € {1,2} takich,
ze i # j. Konczy to dowdd implikacji (if) = (iii). Rownowazno$¢ warunkéw (iii)
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oraz (iv) wynika natychmiast z Wniosku i znanego faktu, ze kazda beztorsyjna
grupa abelowa rangi jeden zanurza si¢ w Q7. Jesli wigc zachodzi warunek dany
w (iv), to spetnione sa zatozenia Lematu Niech * oznacza nietagczne mnoze-
nie pierScieniowe skonstruowane w jego dowodzie. Zachowujac pozostate oznacze-
nia zastosowane we wspomnianym dowodzie otrzymujemy wowczas, ze o * 3 # 0
i B o = 0. Zatem nietaczny pierscieri (A, ) jest jednoczes$nie nieprzemienny. W ten
spos6b wykazaliSmy implikacje (iv) = (v). Implikacja (v) = (i) jest oczywista.

Whiosek 2.3. Warunki CR i AR sa rownowazne dla beztorsyjnych grup abelowych
rangi dwa.

Nastepne twierdzenie opisuje beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa.

Twierdzenie 2.7. Niech A bedzie beztorsyjna grupa abelowa rangi dwa. Woéwczas
nastgpujace warunki sa rownowazne:

(i) A nie jest ACR-grupa;

(il) A =A| ® Ay, gdzie A| i A, sa nietrywialnymi podgrupami grupy A spetniajacymi
warunki t(A;)? = t(A;) oraz t(A;) - t(A;) = t(A;) dla pewnych i, j € {1,2} takich,
zei# J;

(iii) A = B® C dla pewnych nietrywialnych podgrup B i C grupy Q™ takich, ze (1B #
# {0} oraz n(B-C) C C dla pewnego n € N;

(iv) istnieja dwa niezalezne elementy x,y € A, taczny pierScien R = (A, -) oraz nietry-

wialny homomorfizm f: A — (‘II(A))Jr takie, ze x-y = f(x)y lubx-y = f(y)x.

Dowdd. (i) = (ii). Warunek (i) implikuje, ze A nie jest CR grupa, wigc z Twier-
dzenia 2.6 i (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2) wynika, ze bez utraty ogdlnosci
mozemy przyjaé, iz A = A| @A, dla pewnych podgrup A; i A, grupy QF zawiera-
jacych liczbe 1. Niech x = (1,0) i niech y = (0, 1). Wtedy {x,y} jest maksymalnym
podzbiorem niezaleznym w A. Dalej, wprost z przyjetego zalozenia wynika istnienie
tacznego pierScienia R o grupie addytywnej A, ktéry nie jest przemienny. Niech
oznacza mnozenie pierScienia R. Z dowodu (Beaumont 1 Wisner, (1959, Lemma 2)
wynika, ze mamy do rozwazenia nastgpujace przypadki:

l. xxx=ax,xxy=ay,y*xx=01iyxy=0, gdziea € Q\ {0}. Odpowiednio na mocy
punktéw (1.), (3.) i (2.) Lematu otrzymujemy wowczas, ze 4 (x) = ta(ax) =
= ta(xxx) > ta(x)? > ta(x), czyli t4(x)? = ta(x). Powolujac si¢ ponownie na
ten sam zestaw punktow Lematu [2.5|uzyskujemy, ze t4 (y) = ta(ay) = ta(xxy) >
>t (x) -t (y) >t (y) Zatem t4 (x) -t (y) =t4 (y) Ponadto <x>* =ZA1 <y>* ~A,,
wige t(A1)? = t(A) oraz t(A;) - t(A2) = t(A,).

2.xxx =0, xxy =0, yxx =bx i yxy = by, gdzie b € Q\ {0}. Rozumu-
jac analogicznie jak w punkcie 1. otrzymujemy stad, ze t(A>)?> = t(A;) oraz
t(A2) - t(A1) = t(Ay).
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3. xxx =ax, xxy =ay, yxx = bx i yxy = by, gdzie a,b € Q\ {0}. Stosujac te
same techniki jak w przypadku 1. uzyskujemy wéwczas, ze t4 (x)? = t4 (x), ta (x)-
ta(y) = ta0), ta(y) - ta(x) = ta(x) i ta(1)? = ta(y). Ale ta(x) - ta(y) = ta(y)-
t4(x), wige ta(y) = ta(x). Ponadto (x). = A1 i (y). = A,, skad t(A])? = t(A;)
oraz t(A1) - t(A2) = t(A2).

4. x*x=ax,xxy=bx,yxx=ayiyxy=by, gdzie a,b € Q\ {0}. Wtedy, analogicz-
nie jak w punkcie 3. pokazuje sie, ze t(A1)> = t(A1) oraz t(A;) - t(A2) = t(A7).

(if) = (i). Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze A} i Ay sa podgrupami
w Q1 zawierajacymi liczbe 1 takimi, Ze t(A;)? = t(A;) oraz t(A;) - t(A2) = t(A2).
Z Wnioskuwynika wowczas istnienie takich ny,ny € N, ze nj(A;-A;) C Aj oraz
na(Ay-Az) C Ay. Niech n = NWW(ny,ny). Wtedy n € Ay NA, oraz n(A; -A;) C Ay
in(A;-Az) C Ay. Rozwazmy funkcje ®: A x A — A dana wzorem:

(a1,a2) ® (b1,by) = (a1 -n-by,a;-n-by)

dla wszystkich a;,b; € A1 1 ap,by € A;. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze
® € Mult(A). Niech S = (A, ®). Wtedy dla dowolnych ay,by,c; € Ay iay,by,cs € Ay,
((al,a2)®(b1,b2)) ®(cy,c2) = (nz-al -by -Cl,n2 -ay - by -Cz) =(aj,ay)® ((bl,b2)®
®(c1,¢2)). Zatem pierscien S jest taczny. Ale (1,0) ® (0,1) = (0,n) # (0,0) oraz
(0,1)® (1,0) = (0,0), wigc pierScien S nie jest przemienny. Wobec tego A nie jest
ACR-grupa.

W ten sposéb udowodniliSmy réwnowazno$¢ warunkéw (i) oraz (ii). Réwnowaz-
no$¢ warunkow (ii) oraz (iii) jest bezposrednia konsekwencja Wniosku 2.1} (M. Wo-
ronowicz, 2016, Theorem 4.8) i mozliwosci zanurzenia kazdej beztorsyjnej grupy
abelowej rangi jeden w Q. Natomiast réwnowaznos¢ warunkéw (i) oraz (iv) wy-
nika wprost z (Beaumont 1 Wisner, 1959, Theorem 2).

Bezposrednia konsekwencja Twierdzen [2.6]i[2.7)jest nastepujace

Twierdzenie 2.8. Beztorsyjna grupa abelowa A rangi dwa jest ACR-grupa niebgdaca
CR-grupa wtedy 1 tylko wtedy, gdy A = A} @ A, dla pewnych nietrywialnych pod-
grup A i A> grupy A takich, ze zachodzi doktadnie jeden z dwdch nastgpujacych
przypadkow:

(i) H(A;)2 = t(A), t(A})? > t(A)), H(A) - H(A)) =
(i) t(A;)% > t(A;), t(A;)? > t(A;) oraz t(A;) - t(A;
takich, ze i # j.

t(A;) dla pewnych i, j € {1,2};
;) = t(A;) dla pewnych i, j € {1,2}

Uwaga 2.4. Z punktu (2.) Lematu 2.5 wynika ponadto, ze jesli grupa A spetnia wa-
runek (i) powyzszego twierdzenia, to t(A;) > t(A;).

Whiosek 2.4. Istnieje 20 nieizomorficznych ACR-grup rangi dwa niebedacych CR-
grupami spetniajacych warunek (i) Twierdzenia oraz 2%0 nieizomorficznych
ACR-grup rangi dwa niebgdacych CR-grupami spelnla]acych warunek (ii) tego twier-
dzenia.
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Dowdd. Niech {P}, P, P;} bedzie tréjelementowym podziatem zbioru P takim, ze
|P;| = X dla kazdego i € {1,2,3} i niech Py bedzie dowolnym podzbiorem zbioru
P5. Ponadto definiujemy:

1 1 1 +
B:<2p6P()UP1>, B]Z<ZC]€P2>, C:|:Zp€P0UP1:| ,
p q p

Ci=B+C, A=B®C, A =BaC.
Wtedy ¢(B)? > t(B), t(C)> = t(C), t(C) > t(B), t(C) - t(B) = t(C) oraz t(C;)*> > t(C})
i t(B) - t(Cy) = t(Cy), wiec z Twierdzenia wynika, ze A i A; sa ACR-grupami
niebedacymi CR-grupami.
Poniewaz |P;| = X, to P; zawiera doktadnie 2¥0 niepustych podzbioréw réznych
od Fy. Niech Pg bedzie dowolnym takim podzbiorem i niech:

+
g =(L1. cpiup cr =L ,epiup Cl=B,+C'
p.pE o YUP1 ), p-PE oYh| 1 1+C7,

AT=B"ac!, Al=B'ac].

Z poprzedniej czesci dowodu wynika, ze AT iAI sa ACR-grupami niebe¢dacymi CR-
grupami. Poniewaz Py # Py i PLNP; =0, to CT2Ci C;’ 2 C1. Na mocy (Fuchs,
1973, Proposition 86.1) otrzymujemy wiec, ze AT 2 A oraz A;( ZAl

Uwaga 2.5. Twierdzenie [2.6] opisuje w szczegdlnosci wszystkie beztorsyjne grupy
abelowe rangi dwa, na ktorych istnieje struktura nietacznego i jednoczesnie nieprze-
miennego pierscienia. Wniosek implikuje wiec istnienie 2X0 nieizomorficznych
grup majacych te wlasnosé.

2.6 O strukturze mieszanych (A)CR-grup

Lemat 2.9. Jezeli G jest mieszna (A)CR-grupa i p € P(G), to G, jest (A)CR-grupa.

Dowdd. Zatézmy, ze G, nie jest (A)CR-grupa. Z (Fuchs, (1970, Theorem 24.5 &
Corollary 27.3) i Twierdzenia wynika woéwczas istnienie takich m,n € N, ze
Z(p™) & Z(p") jest sktadnikiem prostym w G. Stad oraz na mocy Wniosku
Stwierdzeniai Uwagiotrzymujemy, ze G nie jest (A)CR-grupa.

Twierdzenie 2.9. Niech G bedzie mieszang ACR-grupa i niech p € P(G). Wéwczas
G, jest skladnikiem prostym w G. Jezeli H jest uzupelnieniem prostym podgrupy
Gp w grupie G, to dimz, H /pH < 1. W szczegblnosci H = pH, gdy grupa G, nie
jest ani podzielna, ani zredukowana. Ponadto, jesli grupa G, nie jest cykliczna, to
ro(H) = 1.
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Dowdd. Niech D bedzie najwigksza podzielna podgrupa w G,. Z (Fuchs, 1970, The-
orem 24.5) wynika woéwczas, ze G = D @ B dla pewnej podgrupy B grupy G. Zatem
G, =D ® B), oraz grupa B), jest zredukowana. Stad oraz na mocy Lematui Twier-
dzenia otrzymujemy, ze exp(B),) < c. Ponadto B), jest czysta podgrupa w B, wiec
B, jest sktadnikiem prostym w B na mocy (Fuchs, 1970, Theorem 27.5). Wobec tego
G jest sktadnikiem prostym w G. Z Twierdzeniawynika, ze mamy do rozwaze-
nia trzy przypadki:

(i). G, = Z(p"), gdzie n € N. Jezeli dimz, H/pH > 1, to Lemat [2.2| implikuje
istnienie tacznego pierscienia o grupie addytywnej G, ktdry nie jest przemienny,
sprzeczno$¢. Zatem dimg, H /pH < 1.

(if). G, jest grupa podzielng. Wtedy dimy, ,H /pH < 1 namocy argumentacji iden-
tycznej jak w punkcie (i).

(iii). G, = Z(p") ® D, gdzie n € N oraz D jest nietrywialna podzielng p-grupa.
Wtedy grupa G ma skladnik prosty izomorficzny z grupa C = Z;ﬁl ®Z(p~)DH.
Stwierdzenie implikuje, ze C jest ACR-grupa. Zatézmy nie wprost, ze H # pH.
Niech : H — Z; bedzie epimorfizmem, za$ 1: Z; — Z, oraz 1: L}, — Z(p™)
— naturalnymi zanurzeniami. Niech ponadto f = 1 o 7. Bezposrednie sprawdzenie
pokazuje, ze funkcja x: C x C — C dana za pomoca wzoru:

(ki,dy,hy) % (ka, do, ) = (O,z(kl @,,nf(hz)),O)

dla wszystkich ky,k; € Z[fn, dy,d» € D1ihy,hy € H, wprowadza na grupie C struk-
ture pierScienia. Ponadto (CxC)*C = Cx (C+C) = {0}, wigc pierscieni (C,*) jest
taczny. Z okreSlenia funkcji f wynika istnienie takiego h € H, ze f(h) # 0. Stad
(1,0,0) (0,0, 1) = (0,1(1@pnf(h)),o> £(0,0,0). Ale (0,0,/)%(1,0,0) = (0,0,0),
wigc pierscient (C, *) nie jest przemienny. Zatem C nie jest ACR-grupa, sprzecznosc.
Wobec tego H = pH.

Jezeli grupa G, nie jest cykliczna, to zachodzi przypadek (i) lub (iii). W obu tych
przypadkach E = Z(p™) @ H jest sktadnikiem prostym w G. Zatézmy nie wprost, ze
ro(H) > 1. Istnieja wéwczas a,c € H\ T (H) takie, ze (a) 4 (c) = (a) & (c). Stad oraz
na mocy (Feigelstock,|[1974, Theorem 2) i podstawowych wtasnosci produktu tenso-
rowego grup abelowych otrzymujemy, ze (a®c) @ (c ®a) jest wolng podgrupa grupy
H®H. Wezmy dowolne d € Z(p™)\ {0}. Wowczas (d) = Z(p*) dla pewnego s € N.
Poniewaz (a ® c¢)/p*{a® c) = Z(p*), to istnieje epimorfizm y: (a ®c) — Z(p*)
taki, ze y(a®c) =d. Niech ¥: (a®c) @ (c®a) — (a®c) bedzie naturalnym
rzutowaniem i niech ¢ = yo 9. Wtedy ¢ € Hom ((a ® ¢) & (c ® a),Z(p™)) oraz
pla®c)=di@(c®a)=0. Niech 1y bedzie restrykcja odwzorowania identyczno-
Sciowego na H ® H do podgrupy (a ® ¢) & (c ® a). Z injektywnosci grupy Z(p™)
(zob. (Fuchs, (1970, Theorem 24.5)) wynika wéwczas istnienie takiego homomorfi-
zmu @: HRQH — Z(p™), ze ¢ = @ o1y. Opisang sytuacjg ilustruje ponizszy diagram:
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0——= (a®c)®(c®a) H®H
o ///(p
i/
Z(p~)

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja x: E X E — E dana wzorem:

(d],hl)*(dz,hz) = ((p(h1 ®h2),0)

dla wszystkich dy,d, € Z(p*™) i hy,hy € H, wprowadza na grupie E strukturg pier-
Scienia, w ktérym (0,a)* (0,¢) = (d,0) i (0,¢)x(0,a) = (0,0). Ale (ExE)xE = {0}
oraz Ex (ExE) = {0}. Zatem (E,*) jest pierScieniem tacznym, ktéry nie jest prze-
mienny. Wobec tego E nie jest ACR-grupa. Stad oraz na mocy Stwierdzenia [2.1]
réwniez G nie jest ACR-grupa, sprzecznosc.

Nastepne twierdzenie charakteryzuje mieszane CR-grupy i jest wynikiem kom-
plementarnym wzgledem Twierdzenia[2.9] W celu uproszczenia zapiséw, w jego do-
wodzie stosowana bgdzie notacja zwigzana z zewngtrznymi sumami prostymi.

Twierdzenie 2.10. Niech G bgdzie mieszang CR-grupa i niech p € P(G). Wéwczas
G = G, @ H dla pewnej p-podzielnej podgrupy H grupy G. Jezeli grupa G, nie jest
cykliczna, to ro(H) = 1.

Dowdd. Analogicznie jak w dowodzie Twierdzeniauzasadnia sie,ze G=G,DH
dla pewnej podgrupy H grupy G. Z Uwagi wynika, ze G jest ACR-grupa, wigc
Twierdzenie implikuje réwnos¢ ro(H) = 1 warunkowang brakiem cyklicznosci
grupy G, oraz nieréwnos¢ dimg,, H /pH < 1. Zat6zmy nie wprost, ze dimz H /pH =
= 1. Powolujac si¢ ponownie na Twierdzenie otrzymujemy woéwczas, Zze grupa
G jest zredukowana albo podzielna.

Jezeli zachodzi pierwszy przypadek, to ze Stwierdzenia[2.1]i Twierdzenia 2.3 wy-
nika, ze bez utraty ogdlnosci mozemy przyjac, iz G, = Z;,, dla pewnego n € N.
Wtedy p”_lG,, = Z;, wigc warunek dimz, H /pH = 1 implikuje istnienie epi-
morfizmu f: H — p”_le. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze odwzorowanie
*: G X G — G dane wzorem:

(g1,11) % (g2,h2) = (g1 ©Opn £ (h2),0),

gdzie g1, 82 € Gp, hy,hy € H, wprowadza na grupie G strukturg pierScienia. Poniewaz
f jest epimorfizmem, to istnieje h € H takie, ze f(h) = p"~!. Stad (1,0) * (0,h) =
= (p"~1,0) # (0,0) oraz (0,h) = (1,0) = (0,0). Zatem (1,0) % (0, k) # (0,h) x (1,0),
skad wynika, ze G nie jest CR-grupa, sprzeczno$¢. Zatem zachodzi drugi przypadek,
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czyli grupa G, jest nietrywialng podzielna p-grupa. WezZmy dowolne 1 € H \ pH.
Wtedy o(h) = oo, wiec (h) = Z" i w konsekwencji istnieje izmorfizm ¢ : G, ® (h) —
— G, (por. (Fuchs, 1970, p. 255, (G))). Niech 1: G, ® (h) — G, ® H bedzie naturalna
injekcja. Poniewaz grupa G, jest injektywna (por. (Fuchs, |1970, Theorem 24.5)), to
istnieje homomorfizm ¢@: G, ® H — G, spelniajacy warunek ¢ = ¢ oi1. Opisang
sytuacje przedstawia diagram:

0——G,® (h) : G,®H
9 %
i—/
GP

Standardowe sprawdzenie uzasadnia, ze funkcja x: G X G — G okreslona za pomoca
wzoru:

(g1,71) % (g2,12) = (@(g1®12),0),

dla wszystkich g1,g> € G, oraz hy,h, € H, wprowadza na grupie G strukture pier-
Scienia. Oznaczmy ten pierScien przez R i wezmy dowolne g € G, \ {0}. Wtedy
(0.h) % (8,0) = (9(0©0),0) = (0,0) oraz (.0) % (0,h) = (9(s©4).0) # (0.0).
gdyz @(g@h) = @(1(g®@h)) = ¢p(g®h), ker(¢) = {0} i g@h # 0 (por. (Fuchs,
1970, p. 255, (G))). Zatem pierScieri R nie jest przemienny, skad wynika, ze G nie
Jest CR-grupa, sprzecznos¢. Wobec tego dimgz,, H /pH =0, czyli H = pH.

Nastepny rezultat bedzie pomocny we wskazaniu przyktadu mieszanej ACR-grupy
niebedacej CR-grupa (zob. Przyktad 2.1

Stwierdzenie 2.3. Niech H bedzie nil,-grupa taka, ze H, = {0} dla pewnej liczby
pierwszej p. Jezeli istnieje ho € H takie, ze H = (hy) + pH, to A = Z(p) ® H jest
ACR-grupa.

Dowdd. Niech & = (0,hg). Rozwazmy dowolny taczny piersciei R o grupie addy-
tywnej A. Z Lematu 2.4| wynika, ze jesli R # {0} i R# Z, x H’, to R = (§) + a(R),
przy czym o (&%) = p. Wezmy dowolne a,b € R . Wtedy a = k& +x oraz b =1 +y
dla pewnych k,I € Z i x,y € a(R). Stad ab = (kl)&? = ba. Zatem pierScien R jest
przemienny w kazdym z mozliwych przypadkéw. Wobec tego A jest ACR-grupa.

Przyktad 2.1. Niech H bedzie nietrywialna nil-podgrupa grupy Q. Wtedy H # pH
dla pewnego p € P. Z (Arnold, 1982, Theorem 1.4) wynika wigc, ze H spelnia za-
tozenia Stwierdzenia Zatem A = Z(p) ® H jest ACR-grupa. Jednak A nie jest
CR-grupa na mocy Twierdzenia [2.10] W szczegdlnosci wynika stad, ze A nie jest
AR-grupa.

55



Na mocy Twierdzenia[2.3] Przyktadu[2.1]i Wniosku 2.4 otrzymujemy nastepujacy

Whiosek 2.5. Warunki CR i ACR sa rownowazne wylacznie w klasie torsyjnych grup
abelowych.

Poniewaz warunek H # pH implikuje istnienie epimorfizmu f: H — Z(p), to
fakt, ze grupa A z Przyktadu [2.1|nie jest CR-grupa mozna uzasadni¢ réwniez w opar-
ciu o nastgpujace

Stwierdzenie 2.4. Niech A i H beda grupami abelowymi. Jezeli A nie jest nil-grupa
oraz A jest obrazem homomorficznym grupy H, to A ® H nie jest CR-grupa.

Dowdd. Niech f: H — A bgdzie epimorfizmem i niech R = (A, -) bedzie dowolnym
pierscieniem takim, ze R* # {0}. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze odwzoro-
wanie x: (A®H) x (AGH) — (A® H) dane wzorem:

(a1,h) * (a2,h2) = (a1 - f(h2),0),

dla wszystkich ay,a; € A1 hy,hy € H, wprowadza na grupie A @ H strukture pier-
$cienia. Poniewaz R? # {0}, to istnieja a,b € A takie, ze a- b # 0. Wezmy dowolne
he f~1({b}). Wtedy (a,0) = (0,h) # (0,0) oraz (0,h) * (a,0) = (0,0), wiec A®H
nie jest CR-grupa.

Okazuje sig, ze twierdzenie odwrotne do Twierdzenia [2.2] nie jest prawdziwe, tj.
istnieja AR grupy niebedace CR-grupami (zob. Przyktad [2.2)). Aby sie o tym przeko-
na¢ udowodnimy najpierw nastgpujace

Twierdzenie 2.11. Jezeli C jest nietrywialng torsyjna AR-grupa oraz A beztorsyjna
nil-grupa taka, ze A = pA dla kazdego p € P(C), to G = C D A jest AR-grupa.

Dowdd. Niech D bedzie najwigksza podzielna podgrupa grupy C i niech K bedzie
zredukowanym sktadnikiem prostym w C komplementarnym wzgledem D. Wow-
czas G = K ® D ® A oraz Twierdzenia [2.1] i [2.3] wraz z podstawowymi wtasno-
Sciami produktu tensorowego grup abelowych i grupy homomorfizméw addytyw-
nych implikuja, ze G® G = K & (A ® A) oraz Mult(G) = Mult(K) ® Hom ((K®
@A) ® (K @A),D) (por. (Fuchs, [1970, p. 255: (I), (D) & (H)) oraz (Fuchs, (1970,
Theorems 43.1 & 43.2); w szczegdlnosci Hom(A ® A,K) = {0}, gdyz grupa A® A
jest p-podzielna oraz grupa K, jest p-zredukowana dla kazdego p € IP(K)). Ponadto
z Twierdzenia [2.3| wynika, ze K jest CR-grupa, wigc jesli x € Mult(G), to istnieja
faczne i przemienne mnozenie pierScieniowe ¢: K X K — K oraz homomorfizm
& (KDA)®(K®A) — D takie, ze:

(kl,dl,al) * (kz,dz,az) = (kl Okz,é((kl,al) X (kz,az)),()),
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dla wszystkich ky,k» € K, di,d, € D oraz aj,a, € A (w celu ujednolicenia za-
pisu grupe C traktujemy jak zewnetrzng sume prosta grup K i D). Dla dowolnych
ki,ko,k3 € K oraz ay,as,as € A otrzymujemy, ze & ((lq oky,0)® (k3,a3)) =¢ ((k1<>
okz,0) ® (k3,0)). Ponadto istnieje taki skladnik prosty H grupy K, ze ki,k»,k3 € H
oraz H = 7, dla pewnego m € N. Niech h bedzie generatorem grupy cyklicznej
H. Dla i = 1,2,3 istnieje woéwczas [; € Z takie, ze k; = [;h. Stad 5((1(1 0kp,0)®
®(k3,0)) = (h3)€((hoh,0) @ (h,0)). Z okreslenia grupy H, Twierdzenia
i Uwagi [2.1) wynika, ze hoh € H, skad hoh = [h dla pewnego [ € Z. Zatem
& ((k10k2,0)®@ (k3,a3)) = (ll11213)& ((h,0) @ (h,0)). Analogicznie, & ((ki,a1) ® (koo
0k3,0)) = (I11113)& ((h,0) ® (h,0)). Wobec tego pierscien (G, ) jest taczny. Zatem
G jest AR-grupa.

Przyklad 2.2. Niech A = (4: p € P) + [3]", niech H =A®A i niech G = Z(27)
GH. Wtedy H jest beztorsyjna grupa abelowa rangi dwa. Ponadto, z (M. Worono-
wicz, 2016, Remark 4.5 & Theorem 4.8) i (Andruszkiewicz 1 Woronowicz, [2016a,
Proposition 2.10) wynika, ze H jest 2-podzielna nil-grupa. Stad oraz na mocy Twier-
dzen i otrzymujemy, ze G jest AR-grupa niebedaca CR-grupa. W szczegol-
nosci G nie jest ACR-grupa.

Bezposrednia konsekwencja Twierdzenia [2.2] oraz Przyktadu [2.2]jest nastepujace
Twierdzenie 2.12. Klasa CR-grup jest wtasciwa podklasa klasy AR-grup.
Ponadto z Przyktadéw [2.2]i 2.1 wynika natychmiast ponizszy

Whiosek 2.6. Istnieja mieszane AR-grupy niebgdace ACR-grupami oraz istnieja mie-
szane ACR-grupy niebgedace AR-grupami.

Stwierdzenie 2.5. Jezeli C jest nietrywialng torsyjna CR-grupa oraz A jest podgrupa
grupy Q" taka, ze A = pA dla kazdego p € P(C), to G = C® A jest CR-grupa.

Dowdéd. Niech D bedzie najwigksza podzielna podgrupa grupy C i niech K bedzie
zredukowanym sktadnikiem prostym w C komplementarnym wzgledem D. Zalézmy
najpierw, ze A jest nil-grupa. Zachowujac wszystkie oznaczenia z dowodu Twierdze-
nia otrzymujemy, ze & ((ki,a1) ® (k2,a2)) = & ((k1,0) @ (k2,0)) + & ((0,a1)®
®(0,a,)). Poniewaz ay,a; € Q, to (0,a1) ® (0,a2) = (0,a2) ® (0,a;). Ponadto ist-
nieje taki sktadnik prosty H grupy K, ze ki,k» € H i H = 7Z,, dla pewnego m € N.
Istnieja wigc h € H oraz I,,1; € Z takie, ze H = (h) oraz k; = [1h i kp = lyh. Stad
3 ((kl 0)® <k2’0)) = (hh)§ ((h,()) ® (h70)) = (Lh)§ ((h,()) & (h70)) =¢ ((k170)®
®(k2,0)). Zatem pierscieri (G,*), gdzie * jest mnozeniem opisanym w dowodzie
Twierdzenia [2.11] jest przemienny. Wobec tego G jest CR-grupa.

Przypusémy teraz, ze A nie jest nil-grupa. Bez utraty ogdélnosci mozemy przy-
jaé, ze 1 € A (por. (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2)). Mamy do rozwazenia trzy
przypadki:
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(i) C = K. Wtedy teza jest bezposrednig konsekwencja Lematu oraz (M. Wo-
ronowicz, 2016, Remark 4.2).

(ii). C=K®D, gdzie K # {0} i D # {0}. Wowczas Twierdzenia 2.3]1 (M. Wo-
ronowicz, 2016, Theorem 4.8) wraz (Fuchs| [1973| Proposition 85.3) i (Fuchs, 1973,
Theorem 85.1) oraz podstawowymi wtasno$ciami produktu tensorowego grup abe-
lowych i grupy homomorfizméw addytywnych implikuja, ze Mult(G) = Mult(K)®
®Hom(K ®A,D) ®Mult(A) (Hom(A,K) = {0}, gdyz A = pA oraz grupa K, jest p-
-zredukowana dla kazdego p € P(K)). W szczegdlnosci istnieje izomorfizm f: (K&
®A) @ (K®A) — K ®A, wiec Hom(K ® A,D) = Hom ((K ®A) ® (K ®A),D).
Ponadto ze Stwierdzenia [2.1) wynika, ze K jest CR-grupa. Stad oraz na mocy
(M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2) otrzymujemy, ze jesli * € Mult(G), to istnieja
taczne i przemienne mnozenie pierScieniowe ¢: K X K — K, dwuliniowa funkcja
pn: (K@A)x (K®A)— D oraz ¢4 € A takie, ze:

(k1,d1,a1) * (ka,da,a) = (kl<>k2,/~l((k1,611%(kz,az)),al '04'612),

dla wszystkich ky,k» € K, dy,dy € D1iay,a; € A (w celu zachowania przejrzystosci
zapisu, grupe C traktujemy jak zewnetrzng sume prosta grup K i D). Ponadto istnieje
okreslone jednoznacznie ¢ € Hom ((K ®A) ® (K ®A),D) takie, ze L = @ oe, gdzie
e: (KOA)x (KDA) - (KDA)® (KDA) jest funkcja tensorowa (por. (Fuchs,
1970, Theorem 59.1)). Stad, dla F = foei® = @o f~! otrzymujemy, ze 4 = ¥ oF.
Opisana sytuacje ilustruje ponizszy diagram:

(KB A) % (KDA) KeA

W szczegdlnosci wynika stad, ze F € Mult(K @ A). Powolujac si¢ na Twierdzenie
[2.3] Lemat [2.1] oraz (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2) uzyskujemy, iz istnieja
przemienne mnozenie pierscieniowe x: K x K — K oraz c3 € A takie, ze:

F((kl,al), (kz,az)) = (k1 *kp,ay - c3 -az),

dla wszystkich k1, k; € K oraz a;,a; € A. Stad, dla dowolnych k,k; € K, dy,d» € D
ia,ap € A otrzymujemy:

(kl,dl,al) * (kz,dz,az) = (kl <>k2,l9(k1 *kz,al - C3 -az),al -C4-a2).

Przemienno$¢ mnozenia * wynika wigc z przemiennosci mnozen ¢, x oraz -. Zatem
kazdy pierScien (G, *) jest przemienny, skad wynika, ze G jest CR-grupa.
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(iif). C = D. Wtedy dowdd przebiega analogicznie jak rozumowanie przedsta-
wione w punkcie (ii).

Uwaga 2.6. Z Przyktadu [2.1]i Stwierdzenia 2.5 wynika, ze kazdy sposréd przypad-
kéw (i) — (iii) analizowanych w dowodzie Twierdzenia [2.9] jest realizowany przez
pewna mieszang ACR-grupg.

Uwaga 2.7. Jezeli A jest mieszana ACR-grupa taka, ze P(A) = {p} i grupa A, nie jest
cykliczna, to z Twierdzen 1 wynika, ze A=Z(p")®D®H alboA=D®H,
gdzie n € N, D jest nietrywialng podzielna p-grupa, za§ H jest beztorsyjna grupa
abelowa rangi jeden. Ponadto, jezeli zachodzi pierwsza ewentualno$¢, to H = pH na
mocy Twierdzenia[2.9} Zatem wszystkie mieszane ACR-grupy A takie, ze P(A) = {p}
i grupa A, nie jest ani podzielna, ani zredukowana sa opisane w Stwierdzeniu @
W szczegdlnosci sa one CR-grupami.

2.7 E-grupy i CRM-grupy jako szczegoélne przypadki CR-grup

Definicja 2.2. Grupg abelowg A nazywamy CRM-grupa, jesli istnieje przemienny
i faczny pierScien R = (A, o) taki, ze kazde mnozenie pierScieniowe * na A, rézne od
o, jest stowarzyszone z pewnym elementem ¢ grupy A w taki sposdb, ze dla wszyst-
kich a,b € A zachodzi axb =aocob.

Uwaga 2.8. Z dowodu (Schultz, (1973, Lemma 8) wynika, ze kazda grupa abelowa
bedaca grupa addytywna przemiennego unitarnego pierScienia R spelniajacego wa-
runek R = E(R™) jest CRM-grupa. PierScienie R o takich wilasnosciach okreSla sig
mianem E-pierScieni, za$ ich grupy addytywne nazywa si¢ E-grupami (zob. (Schultz,
1973| p. 65, Definition)). Pojecie E-pierscienia zostalo wprowadzone w zwiazku
z Problemem 45 postawionym przez L. Fuchsa w|Fuchs|(1958])). Badania takich pier-
$cieni byly kontynuowane m. in. w pracach Dugas, Mader 1 Vinsonhaler| (1987));
Gobel, Herden i Shelah| (2011). E-pierScienie maja zastosowanie, migdzy innymi
w topologii algebraicznej (zob. (Gobel 1 in., [2011} Introduction)).

Poniewaz dla kazdej nietrywialnej nil-grupy A zachodzi A° 2 E(A), to istnieja
CRM-grupy niebgdace E-grupami.

Bezposrednia konsekwencja obserwacji poczynionych w Uwadze jest naste-
pujacy
Whiosek 2.7. Klasa E-grup jest wtasciwa podklasa klasy CRM-grup.

Dwa nastepne lematy beda pomocne w klasyfikacji torsyjnych CRM-grup.

Lemat 2.10. Niech A i B beda grupami abelowymi takimi, ze A = T (A), exp(A,) <
< o0, B= pB oraz B, = {0} dla kazdego p € P(A). Jezeli |P(A)| =, t0 G=A®B
nie jest CRM-grupa.
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Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze nie istnieje taczny pierscien P = (G, o) taki, ze dla
kazdego * € Mult(G) \ {o} istnieje takie ¢ € G, ze dla wszystkich a,b € G zachodzi
axb =aocob. Zaté6zmy nie wprost, Ze taki pierSciefi istnieje. Z Lematu [2.1|wynika,
ze P =R x H dla pewnych pierScieni R i H takich, ze Rt = A oraz H" = B. Dla
kazdego piericienia U o grupie addytywnej A definiujemy PY, = { pePA): Ul% =
={0}} iP), =P(A)\PY}.

Przypusémy najpierw, ze ‘IP}Q’ = co. Niech * oznacza mnozenie pierScienia S X H,
gdzie S jest pierScieniem takim, ze ST = A, IP’; - IP’,'Q,

l‘ — —
PS = ceoraz *lAprp - O\A,,xAp

dla kazdego p € IP%. Niech ponadto ¢; = 7(c), gdzie 7 jest naturalng projekcja grupy
G na grupe A. Wtedy * # o oraz warunek a * b = a o cob implikuje, ze | supp(cl)’ =
= oo, sprzecznos¢.

Zat6zmy teraz, ze }IP’H < oo, Wtedy P% £ 0, bo |IP’(A)‘ = oo. Wezmy dowolne p €
€ IP’%. Poniewaz grupa A, jest zredukowana, to z (Feigelstock, |1983, Theorem 2.1.1)
wynika istnienie takiego pierscienia N, ze N™ = A i p € P Niech teraz * oznacza
mnozenie pierScienia N x H. Istnieja wowczas x,y € G takie, ze p-ta wspdirzedna
elementu x x y jest niezerowa. Ale xxy = xocoy oraz p € P}, wigc p-ta wspétrzedna
elementu x * y jest zerowa, sprzecznosc.

Lemat 2.11. Niech p bedzie liczba pierwsza, niech n bgdzie liczba naturalng i niech
D bedzie nietrywialng podzielng p-grupa. Wtedy A = Z;n @ D nie jest CRM-grupa.

Dowdd. Poniewaz {0} & D anihiluje dowolny piersciefi o grupie addytywnej A, to
kazde mnozenie pierScieniowe * okreSlone na grupie A jest catkowicie zdetermino-
wane przez warto$¢ (1,0) x (1,0). Ponadto z (Andruszkiewicz i Woronowicz,2016a,
Lemma 2.1) wynika, ze [JA = @, Z;n, przy czym |I| = 1+dimgz, D[p]. Jesli wigc
A jest CRM-grupa, to istnieje taczny pierscien R = (A, o) taki, ze (1,0) o (1,0) =
= (k,x) dla pewnych k € Z, i x € @;c;Z(p") C D, przy czym |J| = |I| — 1, oraz
dla kazdego * € Mult(A) \ {o} istnieje ¢ € A takie, ze dla wszystkich a,b € A zacho-
dzi axb = aocob. Oczywiscie kazde takie ¢ jest postaci ¢ = (c1,¢2), gdzie ¢ € Zyn
icy €D, oraz (0,c2) i (0,x) naleza do anihilatora dowolnego pierscienia o grupie
addytywnej A.

Symbolem * oznaczmy najpierw mnozenie pierscienia Zpn x D°. Poniewaz |I| >
>2,t0 R # Zy x D°. Zatem (1,0) = (1,0) % (1,0) = (1,0) o (¢1,¢2) 0 (1,0) = (1,0)0
o(c1,0)0(1,0) =¢;((1,0)0(1,0)0(1,0)) =1 ((k,x) o (1,0)) =c1((k,0)0(1,0)) =
= c1k((1,0) 0 (1,0)) = c1k(k,x), skad c;k* = 1 (mod p") oraz (cik)x = 0. Wobec
tego c1,k € Zyn i o(x) | cik. Stad p { o(x). Ale x jest elementem p-grupy D, wigc
o(x) = 11w konsekwencji x = 0.

Niech :: Z:,rn — D bedzie dowolnym monomorfizmem i niech *: A X A — A ozna-
cza teraz funkcj¢ dang wzorem:

(kl,dl)* (kz,dz) = (O,l(kl Opn kz))
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dla wszystkich kj,ky € Z;;n id,dy € D. Wtedy * € Mult(A) oraz (A*A) xA = Ax
*(A*A) = {0}. Ponadto Z,» x D jest pierscieniem o grupie addytywnej A, wiec
R # (A, ). Stad oraz na mocy uzasadnionej wczesniej réwnosci x = 0 i rachunkéw
analogicznych jak w poprzednim akapicie otrzymujemy, ze dla d = (1) zachodzi
i(0,d)=(1,0)%(1,0) = (1,0)0(c1,c2) o (1,0) = c1k*(1,0). Ale d # 0, sprzecznosé.
Ostatecznie uzyskujemy wigc, ze A nie jest CRM-grupa.

Mozemy teraz udowodnié twierdzenie klasyfikacyjne dla torsyjnych CRM-grup.

Twierdzenie 2.13. Torsyjna grupa abelowa A jest CRM-grupa wtedy i tylko wtedy,
gdy A = Z(m) ® D, gdzie D jest torsyjna grupa podzielna taka, ze D, = {0} dla
kazdego dzielnika pierwszego p liczby naturalnej m.

Dowdd. Zatézmy, ze A jest CRM-grupa. Jezeli A = {0}, to wystarczy przyja¢ m =1
i D = {0}. Niech dalej A # {0}. WeZzmy dowolne p € P(A). Niech D, bedzie naj-
wieksza podzielng podgrupa w A,. Wtedy A, = D(,,) & B dla pewnej zredukowane;j
podgrupy B grupy A. Jezeli grupa B nie jest cykliczna, to z (Fuchs, 1970, Corol-
lary 27.3) wynika, ze Z(p") ® Z(p") jest sktadnikiem prostym w A, dla pewnych
n,r € N. Stad oraz na mocy Wniosku @i Twierdzenia @ otrzymujemy, ze A, nie
jest AR-grupa. Powolujac si¢ teraz na Stwierdzenie [2.1] uzyskujemy wiec, ze A nie
jest AR-grupa. Zatem A nie jest CRM-grupa, sprzecznos$¢. Wobec tego B = Z(p®)
dla pewnego s € Ny. Z Lematu wynika wigc, ze D,y = {0} albo s = 0. Dalej,
niech P, = {p € P(A): A, = Z(p") dla pewnego n, € N} i niech P, =P(A) \ P,.
Wtedy A = (@pepl Z(p")) © D, gdzie D = @ ,cp,Ap jest grupa podzielna. Stad
oraz na mocy Lematu [2.10| uzyskujemy, ze |P;| < co. Zatem A = Z(m) & D, przy
czym m = [],ep, p" oraz D, = {0} dla kazdej liczby pierwszej p dzielacej m.

Na odwrét. Jezeli m = 1, to grupa A jest podzielna. Wéwczas A jest nil-grupa
na mocy (Feigelstock, |1983, Theorem 2.1.1), skad wynika, ze A jest CRM-grupa.
Zatézmy teraz, ze m > 1. Rozwazmy dowolny pierscieit R o grupie addytywnej A.
7. Uwagi i (Feigelstock, (1983, Theorem 2.1.1) wynika wtedy, ze R = S X DO,
gdzie S jest pewnym pierScieniem o grupie addytywnej Z . Niech x oznacza mno-
zenie pierScienia S i niech ¢ = 1% 1. Wtedy ¢ € Z,!, oraz dla dowolnych k,l € Z,
otrzymujemy, ze kx[ = (kI)(1x1) = (kl)c = (kOpul) Omc =k Op c O l. Zatem
ST @ D jest CRM-grupa, przy czym rolg mnozenia o z Deﬁnicjiodgrywa mnoze-
nie pierscienia Z,, x D°. Ponadto A = ST @ D, wiec A jest CRM-grupa.

Bezposrednia konsekwencja Twierdzen [2.3]1[2.13] jest nastepujacy

Whiosek 2.8. Torsyjne CRM-grupy tworza wiasciwa podklasg w klasie torsyjnych
CR-grup.

Uwaga 2.9. Z (Fuchs, [1973] p. 216, Example 4), (M. Woronowicz, 2016, Theorem
4.8), Wniosku [2.7]i faktu, ze kazda nil-grupa jest CRM-grupa wynika, ze kazda bez-
torsyjna grupa abelowa rangi jeden jest CRM-grupa. Poniewaz kazda beztorsyjna
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grupa abelowa rangi jeden zanurza si¢ w Q, to opis podgrup grupy Q*, ktére nie sa
nil-grupami przeprowadzony w (M. Woronowicz|(2016))) pozwala uzyska¢ ten rezul-
tat w przejrzysty i bardzo elementarny sposéb. Istotnie, z (M. Woronowicz, 2016, Re-
mark 4.2) wynika, ze wystarczy rozwazy¢ sytuacje, w ktérej A jest podgrupa grupy
QT zawierajaca liczbe 1. Jezeli A nie jest nil-grupa, to z (M. Woronowicz, 2016,
Theorem 4.8) wynika, ze bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze A = <%> +8*
dla pewnego n € N i pewnego unitarnego podpierscienia S ciata Q. Wtedy (A, ),
gdzie xxy = x-n-y dla wszystkich x,y € A, jest tacznym pierScieniem przemien-
nym. Rozwazmy dowolne ® € Mult(A) takie, ze ® # *. Z (M. Woronowicz, 2016,
Remark 4.2) wynika wowczas istnienie takiego a € A, ze x®y = x-a -y dla wszyst-
kich x,y € A. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze dla ¢ = % ® % oraz wszystkich
X,y € A zachodzi x®y = x * ¢ *y. Ponadto ¢ € A, wigc rolg mnozenia o opisanego
w Definicji [2.2] spetnia . Ostatecznie otrzymujemy wiec, ze A jest CRM-grupa.

Przykiad 2.3. Oznaczmy A| = [%] +, Ay = [%] T oraz A = A ®A;. Niech o oznacza
mnozenie pier§cienia [%] X [%] , niech * € Mult(A) i niech R = (A, x). Niech ponadto
x=(1,0),y=1(0,1) oraz z = x+y. Wtedy t(x) = t(A), t(y) = t(A2) i t(z) = t(Z"),
skad t(z) < t(x), t(z) < t(y) 1 t(x) # t(y). Zatem ‘ﬂ[AH > 3. Ponadto [JA # {0},
wigc z (Feigelstock, 1983, Theorem 2.1.7) wynika, ze ’ TA] } = 3. Stad oraz na mocy
(Aghdaml 2006, Theorem 2) istnieja a,b € Q takie, ze xxx = ax, xxy =y*xx =0
1 yxy = by. Zatem istnieja takie pierScienie R| i R», Ze RT =Ay, R; = A) oraz
R = R; X Ry. Ponadto A| i Ay sa CRM-grupami na mocy Uwagi Istnieja wigc
c1 € Aj oraz ¢ € A, takie, ze dla wszystkich aj, by € A| oraz a,by € Ay zachodzi
(al,az) * (b],bz) = (a1 -c1-b1,ar- ¢ 'bz) = (al,az) o (61,62) o (bl,bz). Zatem A jest
CRM-grupa.

Nastepne rezultaty wiaza si¢ z wlasnoSciami pierscieni filialnych i ich grup ad-
dytywnych badanych od lat 80-tych XX wieku, migdzy innymi przez G. Ehr-
lich, E. R. Puczytowskiego, R. R. Andruszkiewicza, K. Pryszczepko i M. Woro-
nowicza (zob. np. |Andruszkiewicz| (2003); Andruszkiewicz, Maczynski 1 Prysz-
czepko| (2016); |Andruszkiewicz 1 Puczytowski| (1988)); |Andruszkiewicz 1 Woro-
nowicz (2014); Ehrlich| (1983/1984)); M. Woronowicz| (2019)). Przypomnijmy wigc,
ze taczny pierScien R nazywamy filialnym, gdy kazdy ideat dowolnego ideatu pier-
Scienia R jest idealem w R.

Twierdzenie 2.14. Kazda filialna dziedzina catkowito$ci R charakterystyki zero taka,
ze T1(R) # 0 jest E-pierScieniem. W szczeg6lnosci, RT jest CRM-grupa.

Dowdéd. Rozwazmy dowolne f € E(R'), p € II(R), x € R i n € N. Z (Andruszkie-
wicz, |2003} Theorem 3.1) wynika wéwczas, ze x = k, 1 + p"x, dla pewnych k, € Z
oraz x, € R. Niech a = f(1). Wtedy f(x) = kya+ p" f(x,) oraz ax = ky,a+ p"ax,,
skad f(x) —ax € p"R. Ponadto n byto wybrane dowolnie, wigc f(x) —ax € p”R. Ale
p”R = {0} na mocy (Andruszkiewicz, 2003} Propositions 3.4 & 3.6), skad f(x) = ax.
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Wobec tego funkcja ¢ przyporzadkowujaca dowolnemu elementowi y € R endomor-
fizm [, grupy R" dany wzorem I,(r) = yr dla kazdego r € R", jest surjektywna.
Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze jest ona rOwniez zanurzeniem pierscieni. Za-
tem R = E(R"). Wobec tego R jest E-pierScieniem, skad R™ jest E-grupa. Na mocy
Whiosku [2.7| otrzymujemy wigc, ze R™ jest CRM-grupa.

Uwaga 2.10. Zauwazmy, ze fakt, iz grupa addytywna filialnej dziedziny catkowito-
Sci R charakterystyki zero takiej, ze IT(R) # 0 jest CRM-grupa mozna uzasadnié
odwotujac si¢ réwniez do (Andruszkiewicz, 2003, Theorem 3.1, Propositions 3.4 &
3.6). Istotnie, niech A = R™ i niech standardowa kropka oznacza mnozenie pierscie-
nia R. Wezmy dowolne p € II(R), n € N oraz a,b € A. Z (Andruszkiewicz, 2003,
Theorem 3.1) przez prosta indukcje wynika, ze A = (1) + p*A dla kazdego s € N.
Stad a = k,1 + p"a, oraz b = [,1 + p"b,, dla pewnych k,,l, € Z i a,,b, € A. Za-
tema-b = (k,l,)1+ p" (k,,bn +la,+p*(ay,- bn)) Rozwazmy dowolne * € Mult(A).
Witedy axb = (knly) (1% 1)+ p" (kn(1%by) + Ly (an* 1) + p™(an *by)). Niech ¢ = 11
i niech ¢, = k,(1xby) + I,(a, x 1) + p"(an * b,). Wowczas axb = (kyl,)c+ p"c,
oraza-c-b=(a-b)-c= (knln)c+ p" (kn(bn-c)+ln(an-c)+ p"(an-by-c)). Zatem
axb—a-c-b e p"A. Stad oraz na mocy dowolnosci wyboru liczby naturalnej n,
otrzymujemy, ze axb—a-c-b € p”A. Wobec tego axb = a-c-b na mocy (Andrusz-
kiewicz, [2003} Propositions 3.4 & 3.6). Ponadto ¢ € A, wigc A jest CRM-grupa.

Whniosek 2.9. Niech A =@ ,cpZ (p"?), gdzie P jest niepustym podzbiorem w IP oraz
n, € N dla kazdego p € P, i niech R bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakte-
rystyki zero taka, ze II(R) # 0 i II(R) N P = (. Niech ponadto B=R" albo B= Q™.
Wéwczas G = A @ B jest CR-grupa. Ponadto G jest CRM-grupa wtedy i tylko wtedy,
gdy [P| < ee.

Dowdd. Rozwazmy dowolny pierscient S = (G, x). Z Lematu wynika wéwczas
istnienie pierscieni S oraz S, takich, ze S| =A, S5 = B oraz S = §; x S,. Piersciert
S1 jest przemienny na mocy Twierdzenia [2.3] Przemienno$¢ pierscienia S, jest na-
tomiast konsekwencja Twierdzenia gdy B=R™", albo (M. Woronowicz, 2016,
Remark 4.2), gdy B = Q*. Zatem pierscieri S jest przemienny, skad wynika, ze G
jest CR-grupa. Jezeli |P| = oo, to A nie jest CRM-grupa na mocy Lematu Jesli
natomiast |P| < oo, to istnieje m € N takie, ze A = Z(m). Zatem A jest CRM-grupa
i bez utraty og6lnosci mozemy przyjaé, ze A = Z,,. Ponadto B jest CRM-grupg —
dla B = R" fakt ten wynika z Twierdzenia za$ dla B = Q* jest on konse-
kwencja Uwagi Jezeli B =R, to definiujemy U = R. JeSli natomiast B = Q™
to okreslamy U = Q. Niech o oznacza mnozenie pierScienia Z,, X U, za$ standar-
dowa kropka — mnozenie pierScienia U. Z Uwagi [2.10]1 (M. Woronowicz, 2016,
Remark 4.2) wynika wéwczas istnienie takich ¢ € A i ¢z € B, ze dla wszystkich
ay,ar € A oraz b1,b, € B zachodzi (al,bl) * (az,bz) = (a1 Omc1 Omanz,by-cy- bz) =
= (ay,b1)o(c1,c2) 0 (az,by). Zatem G jest CRM-grupa.
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Podsumowanie

Koriczac rozwazania na temat struktury (A)CR-grup podsumujemy krétko stan obec-
nej wiedzy na ich temat. Znana jest peina klasyfikacja torsyjnych CR-grup, bedaca
jednoczesnie klasyfikacja torsyjnych ACR-grup i AR-grup (zob. Twierdzenie [2.3).
W $wietle Twierdzenia (Fuchs, {1973, Theorem 85.1), sklasyfikowane z doktadnoScia
do izomorfizmu sg takze beztorsyjne calkowicie rozktadalne CR-grupy (zob. Twier-
dzenie [2.4). Istnieja rowniez dosy¢ szczeg6towe opisy beztorsyjnych CR- i ACR-
-grup rangi dwa pozwalajace sklasyfikowaé z doktadnoscia do izomorfizmu wszyst-
kie beztorsyjne grupy abelowe rangi dwa, ktére nie sa CR-grupami oraz wszystkie
beztorsyjne grupy abelowe rangi dwa, ktére nie sag ACR-grupami (zob. Twierdzenia
[2.6 oraz[2.7)i por. (Fuchs| [1973| Theorem 85.1)). Dwa ostatnie wyniki bezposrednio
przyczynity si¢ do podania pelnej klasyfikacji beztorsyjnych ACR-grup rangi dwa
niebedacych CR-grupami (zob. Twierdzenie[2.8|i por. (Fuchs} 1973, Theorem 85.1)).
Waznymi przyktadami beztorsyjnych CR-grup sa grupy addytywne filialnych dzie-
dzin catkowitosci charakterystyki zero (zob. Twierdzenie [2.14]i por.[Andruszkiewicz
(2003) oraz M. Woronowicz| (2019)). Wyniki dotyczace mieszanych (A)CR-grup
maja charakter czastkowy. Niemniej, Twierdzenia i opisujace ich strukture
sq na tyle precyzyjne, ze wraz z dodatkowymi, czg¢sto bardzo technicznymi rezul-
tatami zamieszczonymi w tym rozdziale, pozwalaja konstruowaé mieszane (A)CR-
grupy (zob. Uwaga[2.6]i Wniosek [2.9). Znane s3 takze niemal wszystkie zaleznosci
miedzy warunkami CR, ACR oraz AR rozwazanymi w klasach torsyjnych, beztorsyj-
nych i mieszanych grup abelowych (zob. Uwaga[2.2] Twierdzenie[2.12] oraz Wnioski

2.3lR.5)iR.6).
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