Rozdzial 1
ALGEBRY GRUPOWE W TEORII KODOW

Czestaw Baginski, Kamil Zabielsk{|

Streszczenie Rozwdj teorii kodowania i teorii informacji jest poktosiem realnej po-
trzeby usprawnienia komunikacji migdzy urzadzeniami technicznymi. Wzrost zna-
czenia informacji oraz rosnace zapotrzebowanie optymalizacji stosunku ilosci prze-
sytanych informacji do zdolnosci korekcji i detekcji btedéw jest nie do zignorowa-
nia. Odpowiedzig na te rosnace potrzeby jest algebraiczna teoria kodowania. Autorzy
w pracy przedstawiaja formalna konstrukcje kodéw z wykorzystaniem jezyka teorii
algebr grupowych, w szczegdlnosci z wykorzystaniem ideatéw tych algebr. W pracy
autorzy prezentuja podstawy formalne, przedstawiaja konstrukcje kodu Golay’a oraz
kodu Reeda-Mullera, ostatecznie ilustrujac w przykladach rachunki z wykorzysta-
niem systemu GAP.

Stowa kluczowe: algebry grupowe, teoria kodowania, kody, gap

Wprowadzenie

Teoria kodowania narodzila si¢ wraz z teorig informacji w latach 50-tych XX w.
z potrzeby usprawnienia komunikacji migdzy urzadzeniami technicznymi oraz mig-
dzy czlowiekiem a urzadzeniem. Kody uzywane do tego celu staty si¢ swego ro-
dzaju jezykiem zrozumiatym dla komunikujacych si¢ stron. Wraz z rewolucja tech-
nologiczng oraz wyjatkowo szybkim rozwojem znaczenia informaciji i jej przekazu,
w odpowiedzi na gwaltownie rosnace zapotrzebowanie, siggni¢to do niezawodnego
narzedzia, jakim jest matematyka. W efekcie powstata algebraiczna teoria kodowa-
nia, ktéra z jednej strony uporzadkowata dotychczasowe pomysty efektywnie dzia-
tajacych kodéw, z drugiej, dzigki abstrakcyjnym konstrukcjom, od dawna znanym
w algebrze, stala si¢ Zrédtem nowych kodéw, ktérych wtasnosci coraz lepiej spet-
niaja wymagajace oczekiwania. Jednym z tych wymagan, wynikajacym z zawodno-
Sci urzadzen przekazujacych, jak réwniez r6znorodnosci warunkéw przekazu, jest
potrzeba rozpoznawania bledéw powstatych w przekazie 1 ich poprawiania przez
odbiorce, bez koniecznos$ci ponownego jej wysylania, poniewaz bardzo czgsto po-
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wtérzenie przekazu nie jest po prostu mozliwe. Spetnienie tych warunkéw wiaze
si¢ z wymuszeniem nadmiarowo$ci przekazywanych informacji, co przy jej ogro-
mie moze oznacza¢ spowolnienie kodowania, jego przesylu, procesu dekodowania
i wreszcie reakcji na otrzymane wiadomosci. W stopniu zadowalajacym te warunki
spetniaja dobrze skonstruowane kody liniowe, znane od korica lat pigédziesiatych
dwudziestego wieku. Kody liniowe to w istocie konkretne podprzestrzenie prze-
strzeni liniowej W = ", ktdérej wektory, przedstawione w standardowej bazie prze-
strzeni W, sa wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowane jednostkom informacji,
a ich posta¢ pozwala na taki ich przesyl migdzy nadawca i odbiorca, ze nawet w
przypadku wystapienia zaktocen powodujacych znieksztatcenie przesytanych infor-
macji, odbiorca z duzym prawdopodobiefistwem moze precyzyjnie ja odtworzyc.
Podstawowy, matematyczny opis wlasnosci kodéw nie wymaga szczegdlnie giebo-
kiej wiedzy matematycznej. Jest oparty na standardowym kursie algebry liniowej,
kombinatoryki i rachunku prawdopodobiefistwa. W koricu lat szesédziesiatych od-
kryto, ze niektérym z kodéw liniowych mozna nada¢ bogatsza strukturg algebra-
iczng - ideatéw algebr grupowych. Teoria algebr grupowych jest dalece zaawansowa-
nym obszarem badan algebry abstrakcyjnej, wciaz intensywnie rozwijanym i coraz
czgsciej dostarczajacym interesujacych przykladéw zastosowan w teorii kodowania,
zwlaszcza, ze owa bogatsza struktura pozwala czasem na stworzenie szybszych al-
gorytméw kodujacych i dekodujacych wiadomosci.

Celem tego artykutu jest pokazanie na kilku przykladach jak mozna reprezento-
wac kody w postaci ideatéw algebry grupowej. Do zrozumienia materialu wystarczy
podstawowy kurs algebry abstrakcyjnej, wyktadany zwykle na drugim roku studiéw
matematycznych. W pierwszym rozdziale wprowadzimy podstawowe fakty z teo-
rii algebr grupowych, a w drugim przedstawimy kilka wybranych kodéw i przed-
stawimy je w jezyku teorii algebr. W niektérych przypadkach w obliczeniach po-
sluzymy si¢ systemem GAP - rozbudowanym pakietem do obliczeni symbolicznych
stworzonych na potrzeby algebry abstrakcyjnej, zwlaszcza teorii grup. Wspdtczesnie
informatyka dostarcza cale mndstwo systeméw wspomagajacych obliczenia sym-
boliczne oraz wnioskowanie matematyczne. Systemy algebry komputerowej (ang.
Computer Algebra System) sa powszechnie wykorzystywane jako wsparcie dowodu
formalnego, poprzez ulatwienie wyszukiwania pewnych wzorcéw, jak réwniez by-
wajg podstawa dowodu. Na szczegdlng uwage zastuguje wlasnie GAP (p. |[GAP
(2021))), ze wzgledu na to, ze jest zywo rozbudowywanym oprogramowaniem open
source z zakresu obliczeniowej teorii grup i tylko nieznacznie odstaje od silnych
komercyjnych programéw z tego zakresu, jakimi sa CAYLEY i MAGMA.

Nie wchodzac zbytnio w szczegbty techniczne, warto nadmieni¢, ze GAP poza
rdzennymi implementacjami standardowych obiektéw algebraicznych, pozwala na pro-
ste i szerokie rozszerzanie bazowych funkcjonalno$ci przez zastosowanie mechani-
zmu paczek. Na szczegdlng uwage zastuguja te, ktére sg zaakceptowane; to znaczy
takie, ktérych kod Zrédlowy spoteczno$é uwaza za stabilny, a prezentowane wyniki
za godne zaufania. Do badania kodéw korekcyjnych, warto przyjrzeé si¢ paczce



GUAVA, zaakceptowanej w lutym 2003 r. Wedderga, natomiast, jest to paczka,
ktéra okazuje si¢ szczegdlnie przydatna przy badaniu pétprostych algebr grupowych
nad ciatami skoficzonymi z wykorzystaniem algorytmu rozktadu Weddeburna [Bro-
che 1 del Rio|(2007), Olteanu 1 del Rio|(2009)), zaakceptowana w styczniu 2008 r.

1.1 Wprowadzenie do algebr grupowych

Wszystkie algebry i przestrzenie rozwazane w tej pracy, sa nad ciatami skoniczo-
nymi. Na ogot sa to ciata charakterystyki 2 lub ciata proste Z,, gdzie p jest liczba
pierwsza. Podstawy teorii cial skoficzonych mozna znaleZ¢ np. w Kobliz| (2006). Tu
przytoczymy jedynie nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. Niech p bedzie liczbg pierwsza i F, niech bedzie cialem 0 g = pr
(k € N) elementach. Wéwczas:

(a) Dla dowolnego a € F f, (o) = 0, gdzie f,(x) =x? —x € F,, innymi stowy

folx) =x1—x= H (x—a).

ack,

(b) Wielomian f, (x) rozktada si¢ nad ciatem F,, = Z, na iloczyn wszystkich wielo-
mianéw nierozktadalnych nad IF,, ktérych stopnie sa dzielnikami liczby .

(c) Multyplikatywna grupa ciata I, jest cykliczna, tzn. istnieje element @ € I, taki
ze

" 2 3 -1
F,=F,={0,0%0° .. 0" =1}

Niech G bedzie grupa skoficzona z operacja o multyplikatywnym zapisie i [ cia-
tem skoniczonym. Symbolem F[G] oznaczymy zbiér wszystkich formalnych kombi-
nacji liniowych postaci:

Y ayg, a,€F. (1.1.1)
geG

Zaktadamy przy tym, ze jeSli & = Y ,cgagg oraz B = Y cg by, to & = B wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodza réwnosci a, = b, dla wszystkich g € G. W zbiorze F[G]
definiujemy dodawanie elementéw przyjmujac, ze dla okreslonych wyzej a i B dane
jest:

def.
a+B =73 ag+) bg =) (a5+be)s (1.1.2)
8cG 8eG geG

Wprowadzamy réwniez operacje mnozenia elementéw zbioru F[G] przez ele-
menty z ciata IF; mianowicie, jeslia € Fi o € F[G] to

act=a- Y asg et Y (aay)g = aa. (1.1.3)
geG geG



Te dwie operacje (1.1.2) (1.1.3) wprowadzaja w zbiorze F[G] strukturg prze-
strzeni liniowej nad ciatem [F. Standardowa baza tej przestrzeni jest zbiér elementéw

grupy G. Do struktury przestrzeni liniowej dodajemy jeszcze strukturg pierScienia,
wprowadzajac mnozenie elementéw tego zbioru (ktére, jak tatwo pokazad, jest roz-
dzielne wzglgdem dodawania (1.1.2) zdefiniowanego wyzej):

a-p= (Z agg) : (Z bgg> <y (Z axby> g. (1.1.4)

geG geG geG \xy=¢

Wszystkie te dziatania wprowadzaja w F[G] strukture algebry, ktéra nazywamy
algebra grupowa grupy G nad cialem F. Element neutralny mnozenia w ciele I,
czyli po prostu jedynka tego ciata, i element neutralny grupy G zwykle oznacza si¢
symbolem 1. Symbol ten ma, zatem, dwa znaczenia. W algebrze F[G] rozumiany
jest jako skalar; w grupie jako element standardowej bazy tej algebry. Jesli jednak
przyjmiemy utozsamienie jedynki z ciata z jedynka w grupie, nie bedzie to prowadzi¢
do nieporozumien.

Struktura algebry grupowej jest silnie zalezna od tego, czy charF i |G| sa wzgled-
nie pierwsze. Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem, gdy charF > 0 nie dzieli rzgdu
grupy G.

Twierdzenie 1.2. Niech [F bedzie cialem charakterystyki p > 01 G grupa, ktorej rzad

nie jest podzielny przez p. Wéwczas istniejq liczby naturalne ny,n,, ..., n; oraz ciala
Fy, F,, ..., Fy, bedace rozszerzeniami ciata IF, takie ze
F[G] = M,, (F1) ®M,,(F2) ©...® M, (Fy), (1.1.5)

gdzie M, (IF;) jest algebra macierzy kwadratowych nad ciatem F;, i = 1,2,... k. Po-
nadto
|G| = dimp F[G] = n} dimp Fy +n3 dimp Fa + - - - + 1 dimp Fy.

Do uzyskania rozktadu opisanego powyzszym twierdzeniem nalezy wyznaczy¢
uktad centralnych prymitywnych idempotentéw tej algebry. Wczesniej, jeszcze jedno
pojecie; powiemy, ze element a algebry .o anihiluje podzbidr B tej algebry, jesli dla
dowolnego b € B zachodzi réwnos$¢ ab = ba = 0. Anihilatorem podzbioru B nazy-
wamy zbidr wszystkich elementéw algebry anihilujacych wszystkie elementy zbioru
B:

Anng (B) ={a € o : ¥(pepyab = ba =0}

Definicja 1.1. Centralnym prymitywnym idempotentem algebry A nazywamy ele-
ment e, taki, ze:
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()eZ=e;
(ii) ex = e, dla dowolnego o € A;
(iii) nie istnieja e, e, spetniajace warunki (i) i (ii), takie, ze e; +e, =e.

Centralno$¢ zapewnia (ii), a prymitywnos¢ (iii).

Twierdzenie 1.3. Niech {ej,ey, ..., e} bedzie zbiorem wszystkich centralnych pry-
mitywnych idempotentéw algebry F[G]. Wéwczas:

() e +ex+---+e=1.

(ii) Kazda sktadowa sumy prostej (I.1.3) ma postac ¢;,[F[G], tzn. jest idealem gtow-
nym generowanym przez e;. Ponadto, kazda taka sktadowa jest idealem minimal-
nym.

(iii) Kazdy ideat algebry F[G] jest suma prosta idealéw minimalnych; doktadniej,
jesli I jest ideatem, to I = e[F[G], gdzie e = e;, +e;, +---+e;,, | <ij <ir <

.. <im < k, w szczegdlnosci liczba wszystkich ideatéw jest réwna 2%, Ponadto,
jesli I = eF[G] jest ideatem, to Anngg (1) = (1 —e)F[G].

(iv) Jezeli kazdy element grupy G ma rzad dzielacy |F| — 1, to wszystkie ciata F; ze
sformutowania tw. sa izomorficzne z IF. Ponadto, liczba k jest rowna liczbie
klas elementéw sprzgzonych grupy G.

(v) Jesli G jest grupa abelowa, to F[G] jest suma prosta ciat IF;, a przy zatozeniach
podpunktu (iv):

FG|=F&...oF.
N——
|G|
Przyktad 1.1. Niech G = (g: g°> =¢) { 8,828 = 1} bedzie grupa cykliczng rzgdu

3. Wéwczas:
= {a+bg—|—cg2 ra,b,c € F}

jest przestrzenig tréjwymiarowa nad F z mnozeniem okre§lonym wzorem:

(ae+bg+cg2)(a’e—|—b'g+c’g2) =
= (ad' +bc’ +cb)e+ (ab’ +bd' +cc')g+ (ac’ +bb' +cd')g*.

Wewngtrzna struktura algebry, oprécz tego, ze w oczywisty sposéb zalezy od G,
jest zalezna od ciata . Dla rozwazanej grupy rzedu 3, jezeli cialo [F ma charaktery-
styke rézna od 3, ale nie ma w niej pierwiastka trzeciego stopnia z 1, réznego od 1,
to dla elementéw:

1

11 , 1+g+g?
e—3+3g+ =

1
— if=1—
38 i e

spetnione sa warunki:

e=e P=f ef=fe=0, e+f=1.
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Jesli teraz o = a + bg + cg? jest dowolnym elementem algebry F[G], to mozna go
zapisaé w postaci:

o=a-l=o(e+f)=ocet+af=oa +mx

gdzie
o= (a+b+cle, = ((a—c)+(b—c)g)f

i oczywiscie o - oy = 0. To pozwala patrze¢ na F[G] jak na zbi6r par postaci
(a1, ), przy czym elementy stojace na pierwszym miejscu mozna traktowac jak
elementy ciata IF, a elementy stojace na drugim, jak elementy ciata F(w), gdzie @
jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Algebra rozklada si¢ zatem na sume prosta
dwdch ciat:

FlG)|=FaoF(o).

Zauwazmy, ze ta algebra ma doktadnie dwa ideaty wiasciwe. Jesli F = GF (p) jest

cialem p-elementowym, takim, ze 31 p — 1, to dimpF () = 2.

Niech teraz [ bedzie cialem zawierajacym element @ # 1 taki, ze ®3 = 1. Niech
ponadto:

1+g+g° 1+ wg+ w’g? 1+ 0’g+ wg?
=5 =", 88=—""7"
3 3 3
Wéwczas tatwo sprawdzié, ze:

(@) l+w+w*=0,
(b) eq, e> i e3 sa liniowo niezalezne i spetniaja zaleznoSci:

e,-2 =e, e;+ext+e3=1, ee; =0 dlai#j.
(c)eF[G]=ZFdlai=1,2,3.
Rozwazmy teraz przypadek bardziej ogélny.
Przyktad 1.2. Niech G = (g: g" = ¢) = {g,gz, g e = 1} bedzie grupa cy-
kliczna rzedu r i [F ciatem, ktérego charakterystyka nie dzieli rzgdu grupy. Wéwczas:
F[G] = {a0+a1g+a2g2+ car18 7V ag,an,a0,. . ar g € F}

z naturalnym dodawaniem tych wyrazefi i mnozeniem przez elementy z ciata [F jest
przestrzenia r-wymiarowq nad F. Z algebraicznego punktu widzenia ciekawsza jest
struktura pierscienia (a zatem i algebry), ktéra uzyskujemy definiujac w IF|G] opera-
cje mnozenia. Méwiac pogladowo, jest ono takie, jak mnozenie wielomianéw zmien-
nej g, z uwzglednieniem réwnosci g” = 1, co pozwala na redukcje wyktadnikéw dla
g do zbioru reszt modulo r, Z,.

Mnozenie, zgodnie z definicja, jest wigc okreslone wzorem
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(ape +aig+ag>+---+ar—18 V) (boe +big+brg*+--+br_18 ") =

= ( Z aibj) +< Z aibJ-)g—i—( Z aibj>g2+-~+< Z aibj) gri1 =
i+j=0 i+j=1 i+j=2 i+j=-1

=r( X )g",

gdzie przystawanie pod znakiem sumy, jest brane modulo r. Struktura ideatéw tego
pierscienia jest zalezna od charakterystyki p ciala F i zaleznoSci miedzy p i r. Przy-
padek p = r jest algebraicznie bardziej skomplikowany. Zajmiemy si¢ zatem przy-
padkiem p # r. Jesli ciato F nie zawiera pierwiastkow stopnia r z jedynki, to stopien
rozszerzenia ciata |F(®) : F| jest dzielnikiem liczby r — 1. Zalézmy najpierw, ze ten
stopien jest réwny r — 1, wéwczas dla elementéw:

R Sl it
r

, f=1—e, (1.1.6)
spetnione sa dwa warunki:
e=e P=f ef=fe=0, e+f=1. (1.1.7)

Ideaty gtéwne algebry, generowane przez te elementy, sa jedynymi niezerowymi
ideatami wtasciwymi, a ponadto

F[G] = eF[G] & fF[G],

przy czym ideat eF[G] jest izomorficzny z ciatem F, natomiast ideat fF[G] jest izo-
morficzny z cialem F(w), gdzie @ jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia r nad cia-
fem F.

Zat6ézmy teraz drugi skrajny przypadek, innymi stowy zalézmy, ze ciato IF zawiera
pierwiastek stopnia r z 1, czyli |[F(w) : F| = 1. Jesli ciato jest skoriczone, to ma to
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy r jest dzielnikiem rzgdu multyplikatywnej grupy
ciata IF, tzn. gdy r | (|JF| — 1). Oznaczmy, jak wyzej, ten pierwiastek przez @. Niech
dale;j:

1+g+g>++g !

e = SR

_ ltogte?gd+to g !
€ = r )

1+ @2 gt@te?tm ot @lr—1) gr—1

e = toiwrolds & (1.1.8)

o e e, ,

2

e | = 1+ gt @D g2 4D grfl.

r
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Wowczas

e+e +e+---+e_j=1ee =eje =0 dla i#j, el.2 =e,0<i,j<r—1.
(1.1.9)
Wynika stad, ze

F[G] = GQF[G] @elF[G] D... EBerle[G],

przy czym wszystkie ideaty e;F[G] sa jednowymiarowymi podprzestrzeniami prze-
strzeni [F[G], ktdre jako algebry sa izomorficzne z ciatem F.

Przypadek, gdy 1 < |F(w) : F| = k < r wymaga delikatniejszej analizy algebra-
iczne;j.

Niech k = r — 1. Nie wdajac si¢ w szczeg6ty, rozwazmy grupe Galois rozsze-
rzenia Gal(F(w)/IF). Jej rzad jest réwny stopniowi rozszerzenia |F(®) : F|. Dzia-
tanie tej grupy na F(®) mozna w naturalny sposéb rozszerzy¢ na dziatanie na
algebrze F(w)[G]. Bezposrednio sprawdza sig, ze automorfizmy zachowuja zbior

{e1, e, ..., e,_1}. Bez zmniejszenia og6lnosci mozna przyjaé, ze orbitami tego
dziatania sa zbiory {e1, €, ..., €}, {€k+1, €12, .-+, €4}y - {€1)t15 €1—1)k42)
Niech

fi=e +e+ - +eg,
fr = e +ero+ - +ey,

fr=eq 11 Heu—rira - ten.
Woéwezas dla kazdego i, 1 < i<, f; € F[G] oraz
!
f=1f, ff;=0dai#j, Y fi=1—e. (1.1.10)
i=1
Ponadto dla dowolnego i, f;F[G] = F(w). Zatem

FG=FoF(o)®- - oF(0). (1.1.11)
l

Dla ilustracji wczesniejszych, ogdlnych rozwazan rozpatrzmy przypadek, gdzie
r=5iF=17,, gdzie p € {11, 13, 19}. Niech najpierw F = Z; i ® = 3. Wtedy
o'=3 0°=9 0=5 o'=40" =1,

a wobec tego, ze r 1 =571 =0:

14
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e = HEEEHEHE _g(1 4ot 24 gdhgY) =94 09g+9g2+0g3+0g4
o) = AN g1 4 3040924 503 1 4gh) = 94 5g+4g>+ g3+ 3%,
ey = 1HUHCIICIE _ 9(1 499442 4 3g% 4 5¢%) = 9+ 4g+3¢2 + 58 + g%,
ey = LSS (1 4 504 392 1 4¢3 1 Ogh) = 9t g+ 52 + 3¢ +4g,
ey = IHASCICEIE _ o(1 4 494502 4+ 9g% 4 3g%) = 9+ 3g+ g% + 4¢3 + 5%,

co oznacza, ze dlai =0,1,2,3,4 mamy ¢;F[G] 2T, czyli F[G]| 2 FOFoFaFEF.

Niech teraz F = Z13. Najmniejszym cialem charakterystyki 13 zawierajacym pier-
wiastek stopnia 5 z 1 jest ciato o 13* elementach (13* =1 (mod 5) i dla k < 4,
13¥ £ 1 (mod 5)), wigc w algebrze F[G] mamy sytuacje opisana wzorami (T.1.6)

i(1.1.7). Zatem:
FlG)=FaF(w).

Rozwazmy na koniec przypadek F = Zj9. Poniewaz 192 = 1 (mod 5), wigc
|F(w) : F| = 2, a jedyny nietozsamosciowy automorfizm rozszerzenia F(@)/F jest
indukowany przez przyporzadkowanie @ — @~!. Orbitami dziatania na elemen-
tach e; (patrz (I.1.8)) sa {e;,es} oraz {e;,e3}. Stad

(@ +0°)(g+8°)

)

2+ (0+0*)(g+5%)

¥

fi=e t+es=
2+ (0’ +0%)(g+¢*

—

+Hot+oh)(@+e’)

h=e+e=

|

Jednakze 1 + @ + 0> + @° + 0* = 0, zatem dla t = ® + ®* mamy > +7—1 =0,
a poniewaz nad ciatem Zj9 mamy > 4+t — 1 = (t —4)(¢t +5), mozemy przyjaé, ze
t =+ o* = 41w konsekwencji ®”> 4+ ®> = t> —2 = 14. Ostatecznie zatem

4 2,3
£, —e)+e3 = 2+14(g+g 5)+4(g +87)

2+4(g+g*)+14(g%+g%)
5

=8-g—3¢g> -3¢ —g*,

f,F[G] = £,F[G] = F(0) i F[G] 2 F & F(0) & F(o).

Bazujac na powyzszym przyktadzie mozna analogicznie rozwazy¢ przypadek,
gdy G jest grupa cykliczng rzgdu bedacego potega liczby pierwszej r. W nastep-
stwie, korzystajac z zasadniczego twierdzenia o strukturze dowolnej grupy abelowe;j
oraz tego, ze

F[G x H] = F[G] ®r F|H],

mozna uzyskaé strukturalny rozktad algebry IF[G] na sume prosta ciat, bedacych roz-
szerzeniami ciata [F o stosowne pierwiastki z 1.
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Przyktad 1.3. Na koniec tej czgsci zademonstrujemy na przyktadzie wynik obliczen
wykonanych w GAP-ie dla grupy cyklicznej rzedu 17 i ciata 2-elementowego.

gap> G := CyclicGroup (17);
<pc group of size 17 with 1 generators>
gap> F := GF (2);
gap> FG := GroupRing(F, G);
<algebra-with-one over GF (2), with 1 generators>
gap> FGe :=
— PrimitiveCentralIdempotentsByCharacterTable(FG)

{

> > >N O

(z(2)" )*<1dent1ty> of ...+ (Z2(2)"0)*x£1+(Z2(2)"0) »£1"2+(
(2)20)*x£173+(2(2)"0) *x£174+(Z2(2) "0) x£1°5+(Z (2)
0)*£176+(Z2(2)"0)*£177+(Z2(2)"0) x£178+(Z(2)~0) £l
9+ (2 (2)70) *x£1710+(Z2(2) *0) x£1711+(Z (2) ~0) £l
12+(2(2)70)*x£1713+(Z2(2)"0)x£1714+(Z2(2)~0) £l
— ~154+(Z2(2)"0)xf1"16
(Z(2)70)*£1+(2(2)"0)*£17°2+(Z2(2)"0) *x£174+(Z (2) *0) xf1l
— "8+(Z(2)"0)*£1"9+(Z2(2) "0) x£1"13+(Z2(2) ~0) x£1"15+(
— Z(2)"0)xfl"16
(Z2(2)70)*£173+(Z2(2)70) x£175+ (Z (
— NT+(Z(2)"0)*x£17°10+(Z(2) "0
— "M124+(Z2(2)"0)x£f1"14

H
QN
(%
H

0)*£176+(Z2(2)70)*£f1

2)”"
)*E1711+(Z (2) 70) x£f1

W przettumaczeniu na bardziej przejrzysta postaé idempotenty wyznaczone przez
GAP sa nastgpujace:

eg=1+x+x>+x>3+.. +x6,
e; = x+x2 +x* 8 + 27+ 113 x5 410,
ey = 3 x5 4 x0 a7 4 x10pxll 12 y4
Podany rozktad algebry jest szczeg6lnym przypadkiem sytuacji ogélne;.
Przyktad 1.4. Niech G bedzie grupa dihedralna rzedu 2r, gdzie r jest liczba pierwsza:
G=(xyx =1,y =1, yxy=x"1). (1.1.12)

Zalézmy, ze p 1 2r, gdzie p = charF. Niech takze |F(w) : F| = k. Niech najpierw
k =r—1. Wéwczas idempotenty algebry F[(x)] opisane wzorami (1.1.6) sa prze-
mienne z y i tym samym algebra [F|G] rozpada si¢ na sumg prosta

F[G] = eoF[G] & e, F[G].

Pierwsza sktadowa ma wymiar dwa, bo jest rozpigta nad F na zbiorze {ey, epy}
1 rozpada si¢ na sume¢ prosta jednowymiarowych sktadowych.

edFKﬂ::mdFKﬂeﬂbJﬂGL
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gdzie f()() =€y —5— A f01 = e() y
—i
—wymlarowe centrum rozpu;te na zbiorze {e1 1 +2x :

Druga skladowa zawiera =
i=12,...,/5'} i moina dow1esc ze jest ono izomorficzne z ciatem F(w + o),
ktérego stoplen rozszerzenia nad [F jest réwny ~ 1 . Z tego faktu, na podstawie twier-
dzenia[l.2] wynika, ze

eF[G] =M, (F(o+o")).

Zat6zmy teraz, ze k = 1. Woéwczas idempotenty zdefiniowane wzorami (I.1.8)) nie
sg centralnymi idempotentami w F[G], ale sa nimi elementy:

fi=e+e_1,h=e+e ... 5 1)p=€,1pt+e; )

Ponadto, kazda z podalgebr f;F[G] jest izomorficzna z algebra macierzy M;(F).
Mamy zatem:
FIG|ZFOFOM;(F) D ... M (F).

(r—1)/2
Przyktad 1.5. Niech G = A4 bedzie grupa permutacji parzystych stopnia 4. Mozna ja
opisa¢ w nastgpujacy sposdb:

2 2 3 —1 -1
G={(x1,x0,y|xi=x3=1, xix2 =x2x1, y°" = 1, yx1y" =x2, yx2y~ = x1x2).

Zat6zmy najpierw, ze ciato F zawiera pierwiastek pierwotny o trzeciego stopnia z 1.

Wtedy elementy:
(14xg +x0+Hxpx0) (1Hy+2)

€ = 12 )

e = (14x1+x+x10) (1+ Oy +0%y?)
1 12 ’
e — (14x1+x0+x10) (1+ @y -+ @)y%)
2 12 ’

wyznaczaja trzy jednowymiarowe sktadowe z rozktadu F[G], a zatem sktadowe izo-
morficzne z cialem F. Grupa A4 ma doktadnie 4 klasy elementéw sprze¢zonych, za-
tem oprécz wymienionych jest jeszcze jedna sktadowa, ktérej wymiar na IF wynosi 9.
Na podstawie twierdzenia jest to zatem sktadowa izomorficzna z M3(FF). Idem-
potent, ktéry te sktadowa generuje, moze by¢ wyznaczony ze wzoru

f=1—(e;+er+es).

Jezeli ciato [F nie zawiera pierwiastka trzeciego stopnia z 1, to algebra F[G] roz-
ktada si¢ na sume trzech skladowych, ktére sa wyznaczone przez idempotenty:

(1 +x1+x2 +x1x2) (2—y—y2)

£
12

€p,e; e =
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Przyktad 1.6. Na koniec zilustrujemy przypadek, gdy charlF =2 i G jest grupa niepa-
rzystego rzgdu. Najmniejsza nieabelowa grupa rzgdu nieparzystego jest grupa rzedu
21 postaci:

G=(xyx'=1,y"=1,y lxy=2?). (1.1.13)

Zat6zmy najpierw, ze cialo F zawiera pierwiastki z jedynki stopni 3 i 7. Naj-
mniejszym takim ciatem jest GF (2°), ktérego jedynymi podciatami sa Z,, GF(2?)
i GF(23). Algebra grupowa FF[G] rozktada si¢ na sume prosta pigciu ideatéw mini-
malnych, z czego trzy sa izomorficzne z ciatem . Poniewaz suma wymiaréw skta-
dowych jest réwna 21, a pozostate sktadowe nie sa przemienne, wigc stanowia sumg
dwdch egzemplarzy algebry M (F). Mozna sprawdzié, ze idempotentami wyznacza-
jacymi te sktadowe sa:

e; = (1+y+y*)(1+x+x2+x° +x* +° +x9),

(14 oy + 0*y?) (1 +x+x% + 23 +x* +3° +x9),
e; = (1+ 0>+ 0y?)(1+x+x>+x° +x* +x° +x°),
es = 1 +x+x2+x4

es = 1+x>+x +x°,

€2

gdzie o jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Zauwazmy dalej, ze elementy ey,
e4 i es niezaleznie od tego, jakim ciatem jest IF, sa idempotentami algebry F[G].
To oznacza, ze oprécz sytuacji opisanej wyzej mamy taka, gdy cialo F nie zawiera
pierwiastka trzeciego stopnia z 1 i wtedy idempotenty

er,ey+e3, €4, €5

wyznaczaja cztery sktadowe sumy prostej, ktorymi sa kolejno IF, F(®), a dwa ostat-
nie sg izomorficzne z M3(IF). Potwierdzaja to rachunki wykonane w GAP.

gap> G := OneSmallGroup( 21, IsAbelian, false );;;

gap> F := GF (2);;

gap> FG := GroupRing(F, G);;

gap> FGe :=
— PrimitiveCentralldempotentsByCharacterTable (FG);

(Z2(2)70)*x<identity> of ...+(Z(2)70)*£1+(Z2(2)70)«£2+(Z
— (2)70)*x£1724(Z(2) N0) xE1x£24+(Z (2) ~0) x£272+(Z (2)
— M0)XEL1M2xE£24(Z(2) N0) xE1x£27°24+(Z (2) ~0) x£273+(Z (2)
— MO)XELN2+E2724(Z (2) N0) xE£1+£273+(Z (2) ~0) x£2™M4+ (Z
— (2)70)*xf£172%£273+(Z(2)"0) x£1x£274+ (Z (2) ~0) x£2
— A5+ (Z(2)70) *E£172xE£27M4+(Z2(2) M0) *E1+x£27°5+(Z (2) ~0) *
— f£27°6+(Z2(2)"0)*£17"2+£27"54+(Z2(2) "0)x£1+£276+ (2 (2)
— "0)xf£172x£276

(Z(2)70)*£1+(Z2(2)"0)*x£172+ (2 (2) "0) x£1x£2+(Z (2)"0) x£f1l
— "24E£2+(Z2(2)70)*x£1x£27°24+(Z2(2) "0) »E1"24E£272+(Z (2)
— M0)XELIXE£27°3+(Z2(2) "0) xE£EL"2+£2734+(Z2(2) "0) »£1x£2
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— MM+ (Z(2)"0) *E12E£27M4+(Z(2) 20) xE1x£27°5+(Z (2) ~0) *
— £172%£27°54+(Z(2)"0) x£1x£276+(Z(2) "0) x£1"2%x£2"6

(Z(2)70) *<identity> of ...+(Z2(2)70)*£273+(Z(2)"0)*£f2
— "5+(Z(2)"0)*x£2"6
(Z2(2)70)x<identity> of ...+ (Z2(2)70)*f2+(Z2(2)"0)*£f2"2+(

— Z(2)70)=x£274

Kolejne idempotenty wskazane w powyzszej tabeli sa nastgpujace:

eo = (1+y+y?)(1+x+x>+x°> +x*+ +x°) =1,

e2t+e;=(+y)(1+x+x2+x>+x*+°+x%) =1,
es =1+ 4+ +x° =13,
es =1 +x+x>+x* =fy.

Wsréd wszystkich ideatéw algebry grupowej F[G], na szczeg6lng uwage zastu-
guje ideal augmentacyjny, ktéry bedziemy oznaczaé¢ symbolem A(F[G]). Ideat au-
gmentacyjny A(F[G]) jest jadrem homomorfizmu ¢ : F[G] — F:

‘P(Z agg) = Z dg.

geG geG

Zauwazamy, ze jesli tylko o = Y,ca,8 oraz ¢ () = 0, to:

¢(a): Za{,':oa
geG
a=) ag— Y ag=) as(g—1).
geG geG geG

Z powyzszego, wszystkie elementy postaci g — 1 naleza do ker ¢, a zatem ideatl au-
gmentacyjny algebry grupowej generowany jest przez wszystkie elementy postaci
g—1, gdzie g € G:

AF[G])=(g—1: g€G) =) (g~ DFIG] ={}) aeg € F[G]: ) a,=0}.
geG geG geG

Zauwazmy jeszcze, ze algebra ilorazowa IF[G] /A(F[G]) jest izomorficzna z cialem F.
W przypadku, gdy charF nie dzieli |G|, ideat augmentacyjny, jak kazdy ideat al-
gebry F[G], jest generowany przez idempotent tej algebry. Niech zatem:

Y8

. geG
G|

€0

19



Wéwezas, jak wiemy, egF[G] = F. Ponadto, dla dowolnego g € G mamy

eo(g_l):()a

€O oznacza, ze

F[G] = eoF[G] D A(F|[G]),

a stad
A(F[G]) = (1 —eo)F[G].

Jesli G = (x: x" = e) jest grupg cykliczna rzedu n, to:
A(F[G)) = (x— 1)F[G], (1.1.14)

tzn. jest ideatem gléwnym generowanym przez element x — 1, bowiem kazdy element
g€ Gmapostacx',i=0,1,...,n—1, a zatem

(g— DF[G] = (x = DF[G] = (x— 1) (x' ' +... +x+ 1)F[G] C (x— 1)F[G].

Stad
A(FIG) = ) (g DF[G] C (x— 1)F[G].
geG
Réwnosé (1.1.14) domyka inkluzja w strone przeciwna, ktéra wydaje si¢ oczywista.

Jezeli charakterystyka ciata IF jest réwna p, za$ G jest skorficzong p-grupa, tzn. |G| =
pk, dla pewnej liczby catkowitej k, to .«7 = A(F[G]) jest ideatem najwigkszym alge-
bry F[G], tzn. kazdy ideat tej algebry jest zawarty w jej ideale augmentacyjnym.
Ponadto ideal ten jest nilpotentny, tzn. istnieje liczba naturalna m, taka ze iloczyn
dowolnych m elementéw ideatu augmentacyjnego jest rtowny zero. Ten fakt z jednej
strony oznacza ogromng réznorodno$¢ ideatéw zawartych w o7 i tym samym duzy
rezerwuar kodéw, z drugiej jednak, skomplikowana struktura tego idealu wymusza
duza pracochtonnos$¢ opisu tych kodéw/ideatéw. By nieco przyblizyC t¢ strukturg
rozwazmy dwa przypadki grup abelowych, w pewnym sensie skrajnych z punktu wi-
dzenia ich struktury. Niech najpierw G = (x: x”" = 1) bedzie grupa cykliczna rzedu
p". Wéweczas, oprocz standardowej bazy algebry F[G], ztozonej z elementéw grupy
G mamy baze ztozong z poteg elementu (x — 1):

1, (x=1), (x—=1)72, ..., (x=1)"""",

Zaleta tej bazy jest to, ze jej kolejne elementy generuja wszystkie ideaty. Sa one
potegami idealu augmentacyjnego:

F[G] D (x—1)F[G] D (x—1)*F[G] D ... D (x— 1)""~'F[G] > {0},

przy czym ilorazy dwdéch kolejnych sa jednowymiarowe.
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Inna, bardziej skomplikowana sytuacje mamy w przypadku elementarnej abelowe;j
p-grupy. Niech zatem G bedzie taka grupa, tzn.

G = (x1,x2,....x: X =e, xix; = xx;, i, j € {1,2,...,k}).
Dla dowolnych o, B € F[G] zachodzi réwnos¢

af—1=(a—1)(B—1)+(a—1)+(B-1), (1.1.15)

a kazdy element grupy G ma posta¢ g = x]"' x5 .. .x?", 0 <mj < p. Zatem wielokrot-

nie korzystajac z tej tozsamosci, dowolny element ideatu </ mozemy przedstawic
w postaci kombinacji liniowej elementéw:

(1= 1) (= 1™ . (e — 1), 0<m; < p. (1.1.16)

Wynika stad w szczeg6lnosci, ze dla dowolnego o € &/ mamy o = 0, co ozna-
cza migdzy innymi, ze 0 jest jedynym idempotentem w .o7. Latwa indukcja mozna
réwniez dowiesé, ze ideat 7™ jest rozpiety na elementach postaci (I.1.16), dla kt6-
rych zachodzi nieréwno$¢ my +my + ... +my > m. Przy maksymalnych wartosciach
wszystkich m; (réwnych p — 1) dostajemy element (x; — 1)?~!(x; — 1)P71 .. (x —
1)P~! =¥, . x. Oznacza to po pierwsze, ze o/ m(p=1) jest rozpiety na tym elemencie,
czyli ma wymiar 1, a po drugie, wobec faktu iz ten element anihiluje .7, dostajemy
réwnosé

dm(p—l)-‘rl —0.
Mozna takze dowies¢, ze anihilatorem ideatu <7/ jest ideat 7', gdzie i = m(p —
1)+ 1— j. Wyczerpujacy opis najwazniejszych wtasnosci ideatu ./ mozna znalez¢é
w monografiach |[Passman| (1977) i|Sehgal (1978)).

1.2 Kody i ich realizacja z pomoca algebr grupowych

Dla celéw tworzenia kodow bedziemy interpretowac zbior F,, z zachowaniem wia-
snosci przedstawionych w powyzszym rozdziale, jako alfabet, ktérego symbole po-
stuza do zapisania dowolnej informacji. Jednostkami informacji sg ciagi elementéw
ciata F, o ustalonej dtugosci m € N. Zbior wszystkich jednostek informacji mozna
wigc utozsamiac z przestrzenig liniowa Fy'. Do kodowania informacji postuzy prze-
strzefi IF7, gdzie n > m. Dowolna podprzestrzen 4" wymiaru m tej przestrzeni na-
zywamy kodem dtugosci n. Elementy podprzestrzeni 4 nazywamy stowami kodo-
wymi. Macierz réznowartosciowego przeksztatcenia liniowego y : Fy! — C z prze-
strzeni informacji Fy na kod %" C Fy nazywamy macierza generujaca.

Niech ¢ C Fy, bedzie kodem. Kod ¢’ nazwiemy liniowym, jesli, jak wyzej, mo-
zemy przedstawi¢ go w postaci podprzestrzeni liniowej Fg' C Fp.
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Niech Cy,C; € % beda stowami kodowymi. Odlegtoscia Hamminga migdzy sto-
wami kodowymi Cp i C; nazwiemy liczbg wspétrzednych, na ktérych Cyp rézni si¢ od
C) i oznaczaé bedziemy przez d (Cy,Cy). Latwo wykazaé, ze odlegto§¢ Hamminga
jest metryka na €.

Waga Hamminga stowa kodowego C nazwiemy liczbe niezerowych wspétrzed-
nych w tym stowie i oznaczaé bedziemy przez wt(C). Formalnie, wage Hamminga
stowa kodowego definiowa¢ mozna réwniez jako odlegto§¢ Hamminga tego stowa
od wektora zerowego. W dalszej czgsci pracy pisa¢ bedziemy skrétowo — odlegtosé
oraz waga.

Odlegtosciag minimalng d(%’) kodu %" nazwiemy minimalng odlegto$s¢ Hamminga
migdzy dwoma r6znymi stowami kodowymi lub réwnowaznie, minimalna wage nie-
zerowego stowa kodowego.

Twierdzenie 1.4. Niech dany bedzie liniowy kod %; niech d(%') = d, wtedy:

(1) Liniowy kod € moze wykrywac d — 1 bledow.
(i) Liniowy kod % moze korygowac k btedéw, gdzie k dane jest wzorem

- |

Kod liniowy % dtugosci n, wymiaru k oraz Srednicy d nazywany jest (n,k,d)-kodem.
Szczegbdlnym przypadkiem kodéw liniowych sa kody cykliczne. Powiemy, ze li-
niowy kod € jest kodem cyklicznym jesli dla dowolnego stowa kodowego
Co = (c1,¢2,-..,Cn—1,¢n), stowo C; = (cu,c1,...,cn—2,cn—1) takze jest stowem ko-
dowym. Innymi stowy, jesli G = C, = (g| g" = 1) jest grupa cykliczna rzgdu n, ktérej
dziatanie na [y jest realizowane przez operacje mnozenia przez macierz

000--01
100--00
010--00

M,=|001--00 [,
000--00
000--10

to kod ¢ jest cykliczny, jesli z faktu, ze v € € jest stowem kodowym, wynika, ze
gv € € réwniez jest stowem kodowym:

VEG — gvET.

W ponizszych przyktadach podamy realizacje wybranych kodéw cyklicznych
w postaci ideatéw algebr grupowych.
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Przyktad 1.7. Jednym z najmniej skomplikowanych kodéw cyklicznych jest kod bi-
narny dtugosci n i wymiaru n — 1, ktérego stowa kodowe zawierajq cyfre kontroli
parzystosci (powiedzmy, ze jest to pierwsza wspotrzedna stowa kodowego). Niech
n > 1 bedzie ustalong liczba nieparzysta i F = GF (2) = Z,. Nasz kod mozna okresli¢
W nastgpujacy sposéb:

n—1
€ = {(C(),C],...,Cnl) cF": Zci:()}.
i=0

1

Zgodnie z obserwacjami poczynionymi w koicu poprzedniego rozdziatlu, ideat
augmentacyjny algebry F[G] sktada si¢ ze wszystkich elementéw postaci:
ao+a1x+axx® + ...+ a1 ¥ 1 takichze ag+ay +az + ... +an—; = 0. Jesli zatem
¢: F[G] — F" jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem okreslonym wzo-

rem:
n—1 )
[0} Zaix’ = (ap,ai,...,an),
i=0

to o(A(F[G])) = €.

Ideat augmentacyjny algebry grupowej grupy cyklicznej generowanej przez ele-
ment x jest idealem gléwnym generowanym przez element x — 1. Jego anihilatorem
jest ideal generowany przez element

e=14x+x>+... +x",

a zatem moze stuzy¢ do algebraicznego testowania, czy dany element algebry gru-
powej nalezy do A(F[G]) (czy jest stowem kodowym):

aceAG)ea-e=0.

Zamiefimy teraz rolami elementy € i (x — 1): niech kodem bedzie ideal generowany
przez €, a x — 1 postuzy nam do algebraicznego testowania, jaki element jest stowem
kodowym. BezposSrednio z postaci € wynika, ze jest to przestrzef jednowymiarowa,
ktérej elementami sg 0 i €, co przy innym zapisie odpowiada kodowi powtérzenio-
wemu oznaczanemu symbolem (n,2,n), czyli kodowi

¢ =1{(0,0,...,0), (1,1,...,1)}.

n n

P6jdZzmy dalej, niech H bedzie podgrupa grupy G rzedu k, n = km, generowang
przez element y = X" i niech

n=1+y+y’+...+y'=Y n
heH
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Niech ponadto T bedzie zbiorem reprezentantéw warstw grupy G wzgledem H.
Woéwczas zbidr

I={nt|teT}

jest baza ideatu nIF[G] jako przestrzeni liniowej nad IF. Latwo dostrzec, ze wszystkie
elementy ideatu [ sg postaci
o= a,

teT

co oznacza, ze gdyby zapisaé je w standardowej bazie G nad [, to wszystkie wspot-
czynniki przy elementach postaci th, dla ustalonego ¢ € T i dowolnego h € H bylyby
takie same, a kod jest algebro-grupowa realizacja kodu powtérzeniowego, zdefinio-
wanego nastgpujaco:

Niech W = F* i V = Fkm = W™, wéwczas przez (k,m)-powtérzeniowy kod rozu-
miemy podprzestrzen, ktérej elementami sa ciagi

(wyw,...,w) , gdziew e W.
——

m
Dla ilustracji ostatniego stwierdzenia rozwazmy przyklad grupy G rzgdu
n =29 i podgrupy H rzgdu k = 3 (k = 3 = m). Niech przy tym T = 1,x,x°.
Jesli o = a4+ a1 x+ arx® + azx® + agx* + asx® + agx® + a7x’ + agx® € FG
jest dowolnym  elementem  algebry (ktéry odpowiada  wektorowi
(ag,a1,as,a3,a4,as,as,a7,as) € F°), to wobec réwnosci

n=xn=xn=1+x+x° < (1,0,0,1,0,0,1,0,0)
m=x'n=x'n=x+x*+x" < (0,1,0,0,1,0,0,1,0)
¥ =xn=xn=x>+x+x* < (0,0,1,0,0,1,0,0,1)

otrzymujemy posta¢ dowolnego elementu ideatu NF[G]

no = (ao+asz+ae)n + (a) +as+az)xn + (az +as +ag)x2n,

ktéry przy podstawieniu by = ag +az +ag, b1 = a; +a4+az, bo = ar +as +ag odpo-
wiada wektorowi (bg,b1,ba,bo,b1,b2,bo,b1,b2), ten zas mozemy zapisaC w postaci
(w,w,w) dlaw = (bg,by,b,) € F3.

Powyzsze rozumowanie mozna przenies$¢ na ogdlny przypadek, gdy [F jest dowol-
nym cialem skoriczonym, G jest dowolna grupa skoriczona, za§ H — jej podgrupa
normalna. Wtedy przyjmujemy, ze 1] =Y,y h 1 gdy charakterystyka ciata nie dzieli
|G| mozemy 1 zastapi¢ idempotentem e = ‘Z—‘ To pozwala na uzyskanie tatwego
kryterium rozpoznawania stéw kodowych: o € F[G] jest stowem kodowym wtedy
i tylko wtedy a(1 —e) = 0.
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W nastepnych przyktadach, odnoszac si¢ czasem do przyktadéw omdéwionych
w poprzednim rozdziale, przedstawimy kody zrealizowane w tam wskazanych al-
gebrach grupowych z pomoca programu GAP. Na potrzeby skrdcenia pracy, czgs¢
kodu, ktéra w sposéb naturalny powtarza si¢ migdzy kolejnymi przyktadami zasta-
piono [...].

Przyktad 1.8. Zaczniemy od algebry grupowej grupy cyklicznej rzedu 17 opisanej
w przyktadzie[I.3] W ponizszych przyktadach konstruujemy algebre¢ grupowa, a na-
stepnie z kolejnych centralnych prymitywnych idempotentéw oraz ich sum, two-
rzymy lewostronne idealy w tej algebrze, na podstawie ktérych generujemy kolejne
kody.

gap> G := CyclicGroup(17);; S := AsSet (G);;
gap> F := GF(2);;;
gap> FG := GroupRing(F, G)

<algebra-with-one over GF (2), with 1 generators>
gap>

gap> = LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[1l]

T : 1)ii
gap> V := VectorSpace (F,CodeByLeftIdeal (F,G,S,I));;
gap> B := Basis (V);;
gap> Cl1 GeneratorMatCode (B, F) ;

a linear [17,1,1718 code defined by generator matrix
— over GF (2)

gap>

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[2]]);;
[...]

gap> C2 := GeneratorMatCode (B, F);

a linear [17,8,1..6]3..7 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

Zauwazamy, ze kod 4] jest kodem powtérzeniowym, natomiast kod 6> jest ko-
dem cyklicznym; kod wygenerowany przez ostatni z idempotentéw - 63 jest kodem
tozsamym z %5.

Kody powstate jako ideal generowany przez sume idempotentdw, to znaczy — kod
%1 dany jest jako suma idempotentéw e, e, dane sa jak nize;.

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[l] + FGe[2]])
— i

[...]

gap> Cl2 := GeneratorMatCode (B,F);

a linear [17,9,1..5]3..4 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>
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gap> I := LeftlIdealByGenerators (FG, [FGe[l] + FGe[3]])
— i

[...]

gap> Cl3 := GeneratorMatCode (B,F);

a linear [17,9,1..5]3..4 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[2] + FGe[3]1])
= i

[...]

gap> C23 := GeneratorMatCode (B, F);

a linear [17,16,1..2]1 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

Wagi oraz wymiary powyzszych kodéw to odpowiednio

gap> List ([Cl, C2, C3, Cl2, Cl13, C23], MinimumWeight);
[ 17, 6, 6, 5, 5, 21
gap>

gap> List([Cl, C2, C3, Cl2, C13, C23], Dimension);
(1, 8 8, 9, 9, 16 1
gap>

Niech % begdzie dowolnym kodem cyklicznym ditugosci n nad ciatem F. Bezpo-
Srednio z definicji wynika, ze jako przestrzen liniowa, € jest G-modulem, gdzie
G = (x: x" = e), co oznacza, ze jest okreslone naturalne mnozenie elementéw z €
przez elementy z algebry grupowej F[G], jak swego rodzaju uogélnione skalary. Je-
zeli charF nie dzieli rzedu grupy, to F[G] jest algebra pStprosta (patrz ), co
z kolei oznacza, ze kazdy G-modut jest suma prosta podmoduléw prostych, te zas
sg izomorficzne z minimalnymi ideatami algebry F[G], jako modutami nad F[G].
Podsumowujac, kazdy kod cykliczny mozna zrealizowa¢ jako sumg prosta kodow,
z ktérych kazdy jest izomorficzny (jako G-modut) z ideatem minimalnym algebry
F[G].

Przyktad 1.9. Pokazemy teraz konstrukcje kodu na podstawie przyktadu Skon-
struujmy algebre grupowa nad cialem charakterystyki dwa oraz jedyna nieabelowag
grupa rzedu 21, a nastgpnie weZmy uktad centralnych prymitywnych idempotentéw
tej algebry (patrz przyktad[1.6).

Kolejno, utworzymy kody %7,%,, 63, %4, ktére odpowiadaja lewostronnym ide-
atom w tej algebrze generowanym przez idempotenty fy,f,,f3,f4.
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gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[l]]);;

gap> V := VectorSpace (F,CodeByLeftIdeal (F,G,S,I));;
gap> B := Basis(V);;

gap> Cl1 GeneratorMatCode (B, F) ;

a linear [21,1,21]110 code defined by generator matrix
— over GF (2)

gap>

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[3]]);;

gap> V := VectorSpace (F,CodeByLeftIdeal (F,G,S,I));;
gap> B := Basis (V);;

gap> C3 := GeneratorMatCode (B, F);

a linear [21,9,1..4]4..10 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

Kody %>, %4, ktére utworzone zostaty z idempotentéw f;,f4, sa réwnowazne ko-
dom %), %3 odpowiednio.

gap> IsEquivalent (Cl, C2);
true

gap> IsEquivalent (C3, C4);
true

gap> IsEquivalent (Cl, C3);
false

gap>

Zatem wystarczy tylko podac opis kodow % i €3. W szczegdlnosci, minimalne
wagi Hamminga dla obu kodéw przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

gap> MinimumWeight (C1l) ;
14

gap> MinimumWeight (C3);
4

gap>

Nastepny przyktad jest ilustracja realizacji kodu niecyklicznego za pomoca al-
gebry grupowej elementarnej grupy abelowej rzgdu 8 nad ciatem Fg (Wolfmann
(1991)). Mamy tu do czynienia z sytuacja, gdy charakterystyka ciata dzieli rzad
grupy. Jak wiemy, struktura tych algebr jest opisana w znacznie mniej wyczerpu-
jacym stopniu.

Przyktad 1.10. Rozwazmy rozszerzony kod Golay’a, binarny kod o wymiarze 12,
korygujacy trzy lub mniej btedéw, ktérym postugiwala si¢ miedzy innymi sonda
kosmiczna Voyager, w latach osiemdziesiatych XX w. Za jego pomoca kodowata
miedzy innymi zdjecia przesytane z kosmosu.

27




Niech
(1101110001017

101110001011
011100010111
111000101101
110001011011
100010110111
000101101111
001011011101
010110111001
101101110001
011011100011
111111111110

bedzie macierza nad ciatem F, i niech M = [I;B] bedzie 12 x 24-macierza nad
tym cialem, gdzie I jest macierza jednostkowa stopnia 12. Macierz M jest macie-
rza generujaca tego kodu, tzn. przestrzeni informacji W jest 12-wymiarowa prze-
strzenig nad cialem F,, a slowa kodowe stanowia podprzestrzen przestrzeni 24-
wymiarowej, ktére otrzymujemy mnozac wektory przestrzeni W przez macierz M.
Ten kod oznaczymy symbolem %>4. W literaturze okresla si¢ go rowniez jako kod
Golay’a (24,12, 8) Wolfmann|(1991).

Kod Golay’a ma nastgpujace wlasnosci:
1. Kod %24 ma dtugos$¢ 24 wymiar 12 i Srednicg 8;

2. Macierza sprawdzajaca kodu jest [/ ;B]T;
3. Kod %24 koryguje co najwyzej 3 bledy.

Niech g bedzie ciatem 8-elementowym. Niech o bedzie generatorem multypli-
katywnej grupy tego ciata, tzn. o # 1i o’ = 1. Stad:

l+o+a’+ad’+ot+a’+af =0,
a poniewaz

l+a+a?+o’+at+a’+ab = (1+a+a’) (1+a*+a?),

wigc mozemy przyjaé, ze 1 + o+ a’ = 0, tzn. o® = 1 + o. Pozostatymi pierwiast-
kami wielomianu f(x) = 1+x+x> € Fa[x] sa o i a*.

Istotnie f(a?) = (1 +a+ 063)2 =0ifla))=(1+a+ 053)4 = 0. Elementy &>, &’
i of sa pierwiastkami wielomianu g(x) = 14 x> +x> € F,[x]. Niech teraz G bedzie
addytywna grupa ciata Fg. Ze wzgledu na dwoisto$¢ rél elementéw, wprowadzimy
dla elementéw grupy addytywnej oznaczenia zgodnie z nastgpujacym przyporzad-
kowaniem. Dla 8 € Fg przez X B oznaczymy ten sam element 3, ale jako element
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bazy przestrzeni Fg[G]. Przy czym, addytywne dziatanie w [y zostanie zastapione
dziataniem multyplikatywnym zgodnie ze wzorem:

xPxr=xP+7,
W szczegdlnosci zatem, elementy X0 = 1, X%, X @ x tworza podgrupe rzedu 4
w grupie G. Rzeczywiscie, skoro 1+ a = a3, wigc a + o> = a* i tym samym
XOCX{JCZ :XOC+(12 — XOC4

skad juz tatwo wyprowadzi¢ pozostate zaleznoSci.
Niech teraz , \
y=1+X <1+ocX°‘+oz2X°‘ +atxe )

Lemat 1.1. Ideat I algebry Fg[G] generowany przez element y spetnia nastgpujace

warunki:
i) I*=0;
(ii) dimpy/ = 4.

Dowdd. (i) Poniewaz algebra jest przemienna, wiec wystarczy zauwazyé, ze y> = 0.
Istotnie, w ciele Zo mamy 1+ 1 = 0, zatem X? = X! = X0 = 1 i dalej

= (1+X(1+aX+oX% + a*x%))? =
_ 12+X2(12+a2X2“+a4X2“2+ocX2“4) _
=a’+at+a=a(l+a+a’) =0.

(i1) Dowdd tej czgsci jest dos¢ ktopotliwy, dlatego wskazemy tylko jego zarys. Ko-
rzystajac z tego, ze grupa G, w zapisie formalnym z wykorzystaniem notacji X B, jest
generowana przez elementy X, X% X @* Zatem element y mozna zapisa¢ w postaci

y= 14X 4+ oXH 4 o2x %+ 4 gyt +1
= 1+ X +aX® +a*X® +a2Xx% =
=X+ D+aX X+ 1) +a*(X X% X + 1) +o?(X X +1).

Nastgpnie korzystajac z tozsamo$ci [1.1.15] ktéra dla algebry nad ciatem 2—elemen-
towym przyjmuje postaé

ab+1=(a+1)(b+1)+(a+1)+(b+1)
oraz jej iteracji
abc+1=(a+1)(b+1)(c+1)+(a+1)(b+1)+(a+1)(c+ 1)+ (b+1)(c+ 1)+
+(a+1)+B+1)+(c+1)
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dostajemy postac

y= X+ 1D)X*+1)(X +1)+
F X ADE D+ aX+ )XY + 1)+ ot (XE+1D)(X? + 1)+ (1.2.1)
F (XA D+ XT 1)+ a(X* +1).
Ideat augmentacyjny A = A(Fg[G]) algebry Fs[G], ktdry, jak wiadomo, jest jej
najwigkszym ideatem, jest podprzestrzenig rozpigta nad g na elementach:
X+1, X*+1, X“2+1,
X+ 1)X*+1), (X+1)XP+1), (XE+1)(X? +1), (12.2)
2
X+DX*+1)(X* +1),
przy czym A? jest podprzestrzenia rozpieta na elementach z drugiego i trzeciego
wiersza ostatniej listy (ma wigc wymiar 4), natomiast A* jest jednowymiarowa prze-
strzenig rozpigta na elemencie z ostatniego wiersza.
Latwo teraz zauwazy¢, ze ideat generowany przez y jest rozpigty na elementach:
Y
XX+ 1)(X%+ 1)+ a(X + 1)(X* +1),
(X + D (X% 4+ 1) + (X +1)(X% 4 1),
(X+1)(XE +1)+ 02 (X4 1)(X +1),
ot (X + 1) (X + 1)(X? +1).

Element y jest jedynym elementem, ktéry nie nalezy do A2, zatem jest on liniowo
niezalezny od pozostatych. Ponadto,

YX + 1)+ a2y(X% + 1)+ ay(X* +1) = a2(X + )(X* + 1) (X* +1),

co oznacza, ze cztery pozostale elementy sa liniowo zalezne. Jednocze$nie, nietrudno
zauwazy¢, ze jesli pominiemy jeden z nich, drugi, trzeci lub czwarty, pozostate trzy
sa liniowo niezalezne. To koniczy dowdd lematu.

Dowdd ponizszego lematu w czgsci wynika z poprzedniego, w czgsci zaS jest
nieskomplikowana obserwacja, ktéra mozemy przeprowadzi¢ na bazie poprzedniego
dowodu.

Lemat 1.2. Anihilatorem ideatu 7 jest ideat I; innymi stowy I> = 0 oraz dla dowol-
nego r € Rg[G] —I zachodzi nieréwnos¢ r -y # 0.

Ciato Fg jest przestrzenig liniowa wymiaru 3 nad cialem F, = {0, 1}. Rozwazmy
baze tej przestrzeni ztozonej z elementow:
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=0, uy =08, us = o.

Kazdy element ciata odpowiada zatem tréjwyrazowemu binarnemu ciggowi wspot-
czynnikéw kombinacji liniowej dajacej dany element:

0 < (0,0,0);
l=u;+uy+us < (1,1,1);
o =uy+u;3 < (0,1,1);
o> =u;+us  « (1,0,1);
o’ =u; + (1,0,0);
ot =u;+u < (1,1,0);
o’ =u; < (0,0,1);
al =u + (0,1,0).

Oto kilka przyktadowych obliczen:
l=d"=o*d®=da(l+a)=(a+a?) = (1+a®+a?) = +al + o’
a=1+0'=(@+a’+a’)+o’=a+ o’

Rozwazmy elementy:

X =y=14+X(1+aX%+o2X% + o*X%) = 1 + X + aX® + 02X + a*X% =

— 14+ X +aX® +a*X® 42X,

— Xocy — X« +XOC+1 + aXa+a3 + a2x0€+a6 + a4x0€+a5 —

= XY+ X% 4 aX + a2X*® 4 atx

= 0X + X%+ X% 4+ o2X¥ + a*x*,

_ Xazy = X% L xOH  gxatte’ | g2yettal® 4 pdyatte’

= X% + X% +aX® 42X + X

= 02X + X% + o X% 4 aXx® + X%,
x4 = Xoc“y — xo' yxottl 4 gxotta’ 4 g2yatta® | pdyatta’

= a*X + o2XY £ X% 4 XP 4 oX
Tworza one baze ideatu I jako przestrzeni liniowej nad ciatem Fg. Ze wzgledu
na to, ze [Fg jest przestrzenia liniowa nad F = Z;, mozna ideat I traktowaé, jako
12-wymiarowa podprzestrzeni algebry F[G]. Nie jest to jednak ideat tej algebry, za-
tem poza algebraiczng prezentacja oraz mozliwo$cig algebraicznego testowania, czy

dany element reprezentuje stowo kodowe, nie daje dodatkowych korzysci w postaci
alternatywnych algorytméw dekodowania.
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W nieco ogdlniejszym ujeciu wyglada to nastgpujaco: rozwazmy podprzestrzen
algebry Fg[G] z ustalong baza {vy, v2, ..., v¢} nad cialem Fg. Binarnym przeksztat-
ceniem ze wzgledu na baze {uy, up, us} ciata Fg nad cialem F, nazywamy funkcje,
ktéra kazdej kombinacji liniowej oqvy + cava + - - - + o vy przyporzadkowuje ciag
binarny powstaly z ciagu (@i, &, ..., 0 ) przez zastapienie wyrazow o ciggami bi-
narnych wspétczynnikow (a;1,a,a;3) i opuszczeniu nawiasow, gdzie
Q; = aj1u) +apuy +aiaus.

Twierdzenie 1.5. Binarny obraz ideatu I w przestrzeni F3*, ze wzgledu na bazg
{uy, uy, us} jest (24,12,8)-kodem Golay’a.

Przyktad 1.11. Innym przyktadem kodéw, ktére moga by¢ zrealizowane w jezyku
algebr grupowych jest rodzina kodéw Reeda-Mullera zaproponowana przez Mul-
lera w 1954 r. Istnieje wiele sposobéw ich opisu, patrz np. |[Hoffman 1 in.| (1991).
Tu przedstawimy standardowa definicj¢ oparta na pojeciu funkcji boolowskiej. Jesli
X jest dowolnym ustalonym zbiorem, to przez funkcj¢ boolowska okreslong na X
rozumiemy dowolna funkcje f: X — Z,. Kazda funkcja boolowska moze by¢ utoz-
samiana z funkcjg charakterystyczng podzbioru A = {x € X : f(x) =1}.
Niech

Xm:{(al,ag,...,am): aiE{o,l}}:Z2XZ2X...XZZ

m

bedzie zbiorem wszystkich ciagéw binarnych dtugosci m. Jest jasne, ze |X,,,| = 2.
Rozwazmy zbiér wszystkich funkcji boolowskich okreslonych na zbiorze X,,,. Ma on
22" elementéw i mozna go w naturalny sposéb traktowaé, jako algebre nad ciatem
F=27,

A,n:ZQXZZX...XZQ.

2m

z naturalnymi operacjami dodawania i mnozenia oraz mnozenia przez skalary. Prze-
stawimy konstrukcj¢ kodéw Reeda-Mullera jako podprzestrzeni tej przestrzeni. Niech
T\, T, ..., T, beda przemiennymi zmiennymi. Aby wskazaé te podprzestrzenie
wprowadZmy najpierw przyporzadkowanie

T« (1,1,1,1,1,1,1,1,...,1,1,1,1) =1
T, + (0,1,0,1,0,1,0,1,...,0,1,0,1) =1,
T, « (0,0,1,1,0,0,1,1,...,0,0,1,1) =1,

Tp1 < (0,0,...,0,1,1,...,1,0,0,...,0,1,1,...,1) = tp_y
2 2 2 om-2
sz 2”’!* 2m7 m—

T, < (0,0,...,0,1,1,...,1) =1,
S—— ——

om—1 om—1
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Zauwazmy, ze powyzsze przyporzadkowanie w naturalny sposéb przedtuza si¢ do
epimorfizmu algebry wielomianéw Z, [T, T1, ..., T,—1] na A. Jadrem tego odwzoro-
wania jest ideat generowany przez wielomiany Ti2 =1;,i=0,1,...,m— 1. Ponadto,
nietrudno dowies¢, ze nasz epimorfizm dziata wzajemnie jednoznacznie na podprze-
strzeni rozpigtej na zbiorze wszystkich jednomianéw postaci

TV T2 .. Ty, €1,&,...,6x € {0,1}.

m

Przez stopien takiego jednomianu rozumiemy Y’ <;<,, &, a przez stopieni ich kombi-
nacji liniowej — najwigksza z wartosci stopni jednomianéw, ktére wchodza do kom-
binacji z niezerowym wsp6tczynnikiem.

Kodem Reeda-Mullera RM (r,m) nazywamy podprzestrzen przestrzeni A,,, ktéra
jest obrazem podprzestrzeni rozpigtej na wszystkich jednomianach stopnia < r.

Twierdzenie 1.6. Kod Reeda-Mullera ¢ = RM(r,m) ma nastgpujace wlasnosci:

(i) Dhugos¢ kodu € jest rowna 2.
(ii) Wymiar kodu jest réwny dimp 6 = 1 + (’f) + (';) 4.+ (’f)
(iii) Srednica kodu jest réwna 2", wykrywa 2""~" — 1 bled6éw i koryguje 2" "1 — 1
z nich.
(iv) Macierz generujaca kodu % jest réwna [I; B|, gdzie
B = [to;t1;. . stmstitas sttty ] !

)

czyli jest macierza, ktérej kolejne wiersze odpowiadaja jednomianom stopnia
< r uporzadkowanym leksykograficznie.

PrzejdZmy teraz do demonstracji tego kodu jako ideatu algebry grupowej. Niech
G bedzie elementarng grupg abelowa rzedu 2™, tzn.

2 _ Co
G=(X1,X0,...,%m : Xj =€, Xixj =X;x;, I, j=1,2,...,m)

i F = Z,. Niech dalej, <7 bedzie idealem augmentacyjnym algebry F[G] oraz dla
dowolnego podzbioru Y grupy G przez Y bedziemy rozumieé element algebry F[G]
postaci .,y y. Z opisu wasnosci ideatu &7 podanego na koticu rozdzialuwynika,
ze

" =lin((x; +1)(x2+1) ... (xp+1)) i @™ =0.

Zauwazmy, ze jesli {x; ,xi,,...,x;, } jest k-elementowym podzbiorem zbioru
{x1,%2,...,Xm}, tO

(xil +1)(xi2+1)"'<xik+ 1) :m

Wynika z tego, ze ideat &7/, j = 1,2,....m jest rozpiety, jako przestrzen liniowa, na

elementach postaci (Y), gdzie Y przebiega wszystkie podzbiory zbioru {x1,x2,...,%nu},
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ktérych moc jest nie mniejsza niz j. Liczba takich podzbioréw jest réwna

() () e )= @)+ () e (1)

co oznacza, ze </ ma wymiar taki, jak kod Reeda-Mullera RM (m — j,m). Dowodzi
sig, ze w standardowej bazie algebry F[G] ideat A/ zachowuje wszystkie cechy tego
kodu. Jednoczesnie A/ jako ideat algebry F[G] ma dodatkowe zalety, ktére pozwa-
laja na zaproponowanie algorytmu dekodowania. Na podstawie [Landrock 1 Manz
(1992) zilustrujemy to w przypadku, gdy m = 5, j = 4. Takich parametréw uzyto w
kodzie Reeda-Mullera, wykorzystanego do przekazu zdje¢ wykonanych w ramach
misji statku kosmicznego Mariner w 1969 r.

Niech
2 ..
G = (x1,X2,X3,X4,X5 1 Xj = e, X;X; = X;x;, I,j € {1,2,3,4,5}).
Wowczas
Ideat o7 generatory ./ modulo &7**! dim <7 /o7
/0 =F[G] I (o) =1
o (1 +1), (o +1), (x3+1), (g +1), (xs541) () =5
o/? i+ D) (xj+1), i<j, i,j€{1,2,3,4,5} () =10
o3 (i + D)+ 1) (g + 1), i<j<k, ij,ke{1,2,3,4,5} (G) =10
g4 (x,'+1)(xj+1)(xk+l)(x/+1), i<j<k<l, ij,kle{1,2,3,4,5} (45&):5
o (1 + 1)+ 1) (x5 + 1) (g + 1) (x5 + 1) (3)=1

Podane parametry oznaczaja, ze kodem RM (4,5) jest ideat .o7*. Jako przestrzeit
liniowa jest on rozpigty na elementach z ostatnich dwéch wierszy powyzszej tabeli,
a wigc ma wymiar 6 i tym samym, liczba stéw kodowych jest réwna 2% = 64.

Ostatni element jest rtowny N =Y, - X, a zatem jego waga Hamminga wt(n) = 32.
Waga Hamminga pozostatych elementéw jest réwna 16. Doktadniej, jesli G;,
i=1,2,3,4,5 jest podgrupa grupy G generowana przez elementy x;, gdzie i # j, to
baza kodu jest uktad:

W= YeegX = 1+ 1) (2 +1) (34 1) (xa+1)(xs+1),
N = Yeeg X = (2 + 1) (3 +1)(xa + 1) (x5 + 1),
=Yg, ¥ = (1 + D)3+ 1)(a+1)(xs+ 1),
V= Yaegs X = (1 + 1) (2 +1)(xa + 1) (x5 4 1),
%= Yieg, X = (1 + D)2+ 1)(x3+ 1) (xs + 1),
Y = Yxegs X = (1 +1)(xa+1)(x3+ 1) (xa + 1).
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Dla sprawdzenia, czy dany element & algebry reprezentuje stowo kodowe, wystarczy
sprawdzi¢, czy jest anihilowane przez elementy postaci (x; 4+ 1)(x;+ 1), i < j. Jesli
o reprezentuje stowo kodowe, tzn.

a=a+annt+ap+azyzt+asys+asts,

todlai=1,2,3,4,5, zachodzi réwnos¢ o - (x; + 1) = a; ), co automatycznie wyzna-
cza skalary ay,as,a3,a4. To z kolei pozwala wyznaczy¢ ay.

Zalézmy teraz, ze w wyniku transmisji danych, po wystaniu stowa reprezentowa-
nego przez element ¢ otrzymano stowo reprezentowane przez 3. Z wtasnosci kodu
wiadomo, ze koryguje btedy, jesli ich liczba nie przekracza liczby 7. Jesli wigc stowo
B r6zni si¢ od o na nie wigcej niz 7 pozycjach, to o = 8 + €, gdzie € ma wage Ham-
minga nieprzekraczajaca tej liczby. To oznacza, ze kazde ze stéw reprezentowanych
przez € - (x; + 1) ma wage Hamminga nie przekraczajaca liczby 14. Dla wyznacze-
nia wystanego stowa a na podstawie B i przedstawienia go w postaci kombinacji
liniowej elementéw 7¥;, i = 0,1,2,3,4,5 wystarczy zauwazy¢, ze

Bxi+1)=(a+¢e)(xi+1)
=a(x+1)+elx+1)
= a;y +&(xi +1).

Wobec tego, ze wt(y) = 32 i wt(e(x; + 1)) < 14, a; = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
wt(B(x;+ 1)) < 14. Ta obserwacja pozwala wyznaczy¢ wspéiczynniki aj,a,a3,a4.
Do wyznaczenia ag wystarczy zauwazy¢, ze ag = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy waga
Hamminga elementu a1y; + a2y> + asys + aa¥s + as?ys + B nie przekracza 7.

Podsumowanie

Czytelnika zainteresowanego tym obszarem badawczym odsytamy do dwéch publi-
kacji przegladowych, a mianowicie Milies| (2019) oraz Guerreiro| (2016). Obie cytuja
po kilkadziesiat artykuléw, w wigkszosci opublikowanych po roku 2000. Liczne,
szczegbtowe wyniki przywotywane w tych pracach, odnosza si¢ do przypadku, gdy
charakterystyka ciata nie dzieli rzgdu grupy, te zas$ sg albo abelowe, albo bliskie abe-
lowym. Algebraiczny opis rozwazanych kodéw jest oparty na dobrze znanej struk-
turze potprostych algebr grupowych. Tymczasem, jak widzieliSmy w przyktadach
kodéw Golay’a i Reeda-Miillera, bardzo obiecujace wyniki uzyskano wczes$niej dla
algebr modularnych, tzn. takich, gdy charakterystyka ciata dzieli rzad grupy, a na-
wet dla p-grup. Struktura algebr grupowych p-grup nad cialami charakterystyki p
jest bardzo skomplikowana i daleko do uzyskania jej zadowalajacego opisu, co moze

35



by¢ elementem zniechgcajacym do poszukiwan w tych obszarach. Jednakze, wiele
wiadomo dla bardzo konkretnych klas grup, ktére nie byly badane pod katem ich
przydatnosci dla teorii kodowania. Dotyczy to w szczegdlnosci p-grup abelowych
Iub p-grup, ktére sa w jakims$ sensie bliskie abelowym. Na szczegdlng uwage za-
stluguje zbadanie wilasnosci idealéw generowanych przez elementy centralne w alge-
brach grupowych 2-grup bliskim grupom dihedralnym (patrz Bagiiski 1 Konovalov
(2004)) i Baginski i Kurdics|(2014)).
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