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Wstep

Algebra abstrakcyjna jest waznym narzedziem wspotczesnej informatyki. Podsta-
wowe dzisiaj techniki kryptograficzne opieraja si¢ na abstrakcyjnych konstrukcjach
algebraicznych z wykorzystaniem pojecia ciata skoficzonego, grupy, czy pierscienia.

Niniejsza monografia jest zbiorem czterech prac naukowych przedstawiajacych
osiagnigcia badawcze z obszaru algebry. Poszczegdlne rozdziaty dotycza zagadnien
zwiazanych z wykorzystaniem ideatéw pierscieni grupowych do generowania kodéw
korekcyjnych, wptywie struktury addytywnej na strukturg pierScienia tacznego, za-
gadnienia dotyczace zaokraglania liczb oraz przeglad obecnego stanu wiedzy o pier-
Scieniach z réznego typu gradacjami.

W rozdziale pierwszym ALGEBRY GRUPOWE W TEORII KODOW Czestaw
Baginiski i Kamil Zabielski opisuja wykorzystanie idealéw pierscieni grupowych
do konstrukcji kodéw korekcyjnych. Okazuje si¢, ze owe abstrakcyjne konstrukcje
moga by¢ Zrédtem zar6wno nowych kodéw, jak réwniez Zrédiem nowych algoryt-
méw odkodowywania kodéw znanych wczesniej. W niektérych przypadkach w obli-
czeniach Autorzy wykorzystali system GAP - rozbudowany pakiet do obliczefi sym-
bolicznych stworzonych na potrzeby algebry abstrakcyjnej, zwtaszcza teorii grup.

Mateusz Woronowicz w rozdziale drugim O ADDYTYWNYCH GRUPACH
(LACZNYCH) PIERSCIENI PRZEMIENNYCH przedstawia stan obecnej wiedzy
o wptywie struktury addytywnej na strukture pierScienia tacznego. Zostaty w nim
doktadnie oméwione zaréwno klasyczne, jak i najnowsze wyniki z tego zakresu.
Zgodnie z intencja Autora, praca ma charakter przegladowy, co czyni ja uzyteczna
w kontekscie potencjalnych zastosowan w informatyce.

W rozdziale trzecim PROBABILISTYCZNE I ALGEBRAICZNE ASPEKTY
ZAOKRAGLANIA LICZB, autorstwa Ryszarda Mazurka, przedstawiono zagadnie-
nia dotyczace zaokraglania liczb, ktére moga by¢ rozwigzywane za pomoca narzedzi
informatycznych i matematycznych oraz stanowi¢ punkt wyjScia do badania bar-
dziej skomplikowanych (pod wzgledem rachunkowym) modyfikacji tych zagadnien.
W szczegblnosci zaprezentowano algorytmy, dzigki ktérym wyznaczono zbiory po-
teg poszczegdlnych elementéw grupoidu ztozonego z reszt z dzielenia przez 100, oraz
wyznaczono wszystkie cykliczne podgrupoidy tego grupoidu bedace pétgrupami.

Rozdziat czwarty Marka Kepczyka O WEASNOSCIACH PIERSCIENI Z GRA-
DACJAMI WZGLEDEM POLGRUP jest poswigcony przedstawieniu obecnego stanu
wiedzy o pierScieniach z réznego typu gradacjami. Skupiono si¢ gtéwnie na pierscie-
niach, ktérych wtasnosci sa zblizone do pierscieni nilpotentnych. Autor przedstawia
szereg ciekawych wynikoéw zwigzanych z pierScieniami z tozsamos$cig wielomia-
nowa.



Zespot autorski niniejszej monografii ma nadzieje, ze treSci w niej zawarte zain-
teresuja potencjalnych czytelnikow.

Biatystok, kwiecieni 2022 Zenon A. Sosnowski



Rozdzial 1
ALGEBRY GRUPOWE W TEORII KODOW

Czestaw Baginski, Kamil Zabielsk{|

Streszczenie Rozwdj teorii kodowania i teorii informacji jest poktosiem realnej po-
trzeby usprawnienia komunikacji migdzy urzadzeniami technicznymi. Wzrost zna-
czenia informacji oraz rosnace zapotrzebowanie optymalizacji stosunku ilosci prze-
sytanych informacji do zdolnosci korekcji i detekcji btedéw jest nie do zignorowa-
nia. Odpowiedzig na te rosnace potrzeby jest algebraiczna teoria kodowania. Autorzy
w pracy przedstawiaja formalna konstrukcje kodéw z wykorzystaniem jezyka teorii
algebr grupowych, w szczegdlnosci z wykorzystaniem ideatéw tych algebr. W pracy
autorzy prezentuja podstawy formalne, przedstawiaja konstrukcje kodu Golay’a oraz
kodu Reeda-Mullera, ostatecznie ilustrujac w przykladach rachunki z wykorzysta-
niem systemu GAP.

Stowa kluczowe: algebry grupowe, teoria kodowania, kody, gap

Wprowadzenie

Teoria kodowania narodzila si¢ wraz z teorig informacji w latach 50-tych XX w.
z potrzeby usprawnienia komunikacji migdzy urzadzeniami technicznymi oraz mig-
dzy czlowiekiem a urzadzeniem. Kody uzywane do tego celu staty si¢ swego ro-
dzaju jezykiem zrozumiatym dla komunikujacych si¢ stron. Wraz z rewolucja tech-
nologiczng oraz wyjatkowo szybkim rozwojem znaczenia informaciji i jej przekazu,
w odpowiedzi na gwaltownie rosnace zapotrzebowanie, siggni¢to do niezawodnego
narzedzia, jakim jest matematyka. W efekcie powstata algebraiczna teoria kodowa-
nia, ktéra z jednej strony uporzadkowata dotychczasowe pomysty efektywnie dzia-
tajacych kodéw, z drugiej, dzigki abstrakcyjnym konstrukcjom, od dawna znanym
w algebrze, stala si¢ Zrédtem nowych kodéw, ktérych wtasnosci coraz lepiej spet-
niaja wymagajace oczekiwania. Jednym z tych wymagan, wynikajacym z zawodno-
Sci urzadzen przekazujacych, jak réwniez r6znorodnosci warunkéw przekazu, jest
potrzeba rozpoznawania bledéw powstatych w przekazie 1 ich poprawiania przez
odbiorce, bez koniecznos$ci ponownego jej wysylania, poniewaz bardzo czgsto po-

*  Wydziat Informatyki, Politechnika Bialostocka, Wiejska 45A, 15-351 Bialystok,
c.baginski@pb.edu.pl
DOI 10.24427/978-83-67185-18-9_1



wtérzenie przekazu nie jest po prostu mozliwe. Spetnienie tych warunkéw wiaze
si¢ z wymuszeniem nadmiarowo$ci przekazywanych informacji, co przy jej ogro-
mie moze oznacza¢ spowolnienie kodowania, jego przesylu, procesu dekodowania
i wreszcie reakcji na otrzymane wiadomosci. W stopniu zadowalajacym te warunki
spetniaja dobrze skonstruowane kody liniowe, znane od korica lat pigédziesiatych
dwudziestego wieku. Kody liniowe to w istocie konkretne podprzestrzenie prze-
strzeni liniowej W = ", ktdérej wektory, przedstawione w standardowej bazie prze-
strzeni W, sa wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowane jednostkom informacji,
a ich posta¢ pozwala na taki ich przesyl migdzy nadawca i odbiorca, ze nawet w
przypadku wystapienia zaktocen powodujacych znieksztatcenie przesytanych infor-
macji, odbiorca z duzym prawdopodobiefistwem moze precyzyjnie ja odtworzyc.
Podstawowy, matematyczny opis wlasnosci kodéw nie wymaga szczegdlnie giebo-
kiej wiedzy matematycznej. Jest oparty na standardowym kursie algebry liniowej,
kombinatoryki i rachunku prawdopodobiefistwa. W koricu lat szesédziesiatych od-
kryto, ze niektérym z kodéw liniowych mozna nada¢ bogatsza strukturg algebra-
iczng - ideatéw algebr grupowych. Teoria algebr grupowych jest dalece zaawansowa-
nym obszarem badan algebry abstrakcyjnej, wciaz intensywnie rozwijanym i coraz
czgsciej dostarczajacym interesujacych przykladéw zastosowan w teorii kodowania,
zwlaszcza, ze owa bogatsza struktura pozwala czasem na stworzenie szybszych al-
gorytméw kodujacych i dekodujacych wiadomosci.

Celem tego artykutu jest pokazanie na kilku przykladach jak mozna reprezento-
wac kody w postaci ideatéw algebry grupowej. Do zrozumienia materialu wystarczy
podstawowy kurs algebry abstrakcyjnej, wyktadany zwykle na drugim roku studiéw
matematycznych. W pierwszym rozdziale wprowadzimy podstawowe fakty z teo-
rii algebr grupowych, a w drugim przedstawimy kilka wybranych kodéw i przed-
stawimy je w jezyku teorii algebr. W niektérych przypadkach w obliczeniach po-
sluzymy si¢ systemem GAP - rozbudowanym pakietem do obliczeni symbolicznych
stworzonych na potrzeby algebry abstrakcyjnej, zwlaszcza teorii grup. Wspdtczesnie
informatyka dostarcza cale mndstwo systeméw wspomagajacych obliczenia sym-
boliczne oraz wnioskowanie matematyczne. Systemy algebry komputerowej (ang.
Computer Algebra System) sa powszechnie wykorzystywane jako wsparcie dowodu
formalnego, poprzez ulatwienie wyszukiwania pewnych wzorcéw, jak réwniez by-
wajg podstawa dowodu. Na szczegdlng uwage zastuguje wlasnie GAP (p. |[GAP
(2021))), ze wzgledu na to, ze jest zywo rozbudowywanym oprogramowaniem open
source z zakresu obliczeniowej teorii grup i tylko nieznacznie odstaje od silnych
komercyjnych programéw z tego zakresu, jakimi sa CAYLEY i MAGMA.

Nie wchodzac zbytnio w szczegbty techniczne, warto nadmieni¢, ze GAP poza
rdzennymi implementacjami standardowych obiektéw algebraicznych, pozwala na pro-
ste i szerokie rozszerzanie bazowych funkcjonalno$ci przez zastosowanie mechani-
zmu paczek. Na szczegdlng uwage zastuguja te, ktére sg zaakceptowane; to znaczy
takie, ktérych kod Zrédlowy spoteczno$é uwaza za stabilny, a prezentowane wyniki
za godne zaufania. Do badania kodéw korekcyjnych, warto przyjrzeé si¢ paczce



GUAVA, zaakceptowanej w lutym 2003 r. Wedderga, natomiast, jest to paczka,
ktéra okazuje si¢ szczegdlnie przydatna przy badaniu pétprostych algebr grupowych
nad ciatami skoficzonymi z wykorzystaniem algorytmu rozktadu Weddeburna [Bro-
che 1 del Rio|(2007), Olteanu 1 del Rio|(2009)), zaakceptowana w styczniu 2008 r.

1.1 Wprowadzenie do algebr grupowych

Wszystkie algebry i przestrzenie rozwazane w tej pracy, sa nad ciatami skoniczo-
nymi. Na ogot sa to ciata charakterystyki 2 lub ciata proste Z,, gdzie p jest liczba
pierwsza. Podstawy teorii cial skoficzonych mozna znaleZ¢ np. w Kobliz| (2006). Tu
przytoczymy jedynie nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. Niech p bedzie liczbg pierwsza i F, niech bedzie cialem 0 g = pr
(k € N) elementach. Wéwczas:

(a) Dla dowolnego a € F f, (o) = 0, gdzie f,(x) =x? —x € F,, innymi stowy

folx) =x1—x= H (x—a).

ack,

(b) Wielomian f, (x) rozktada si¢ nad ciatem F,, = Z, na iloczyn wszystkich wielo-
mianéw nierozktadalnych nad IF,, ktérych stopnie sa dzielnikami liczby .

(c) Multyplikatywna grupa ciata I, jest cykliczna, tzn. istnieje element @ € I, taki
ze

" 2 3 -1
F,=F,={0,0%0° .. 0" =1}

Niech G bedzie grupa skoficzona z operacja o multyplikatywnym zapisie i [ cia-
tem skoniczonym. Symbolem F[G] oznaczymy zbiér wszystkich formalnych kombi-
nacji liniowych postaci:

Y ayg, a,€F. (1.1.1)
geG

Zaktadamy przy tym, ze jeSli & = Y ,cgagg oraz B = Y cg by, to & = B wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodza réwnosci a, = b, dla wszystkich g € G. W zbiorze F[G]
definiujemy dodawanie elementéw przyjmujac, ze dla okreslonych wyzej a i B dane
jest:

def.
a+B =73 ag+) bg =) (a5+be)s (1.1.2)
8cG 8eG geG

Wprowadzamy réwniez operacje mnozenia elementéw zbioru F[G] przez ele-
menty z ciata IF; mianowicie, jeslia € Fi o € F[G] to

act=a- Y asg et Y (aay)g = aa. (1.1.3)
geG geG



Te dwie operacje (1.1.2) (1.1.3) wprowadzaja w zbiorze F[G] strukturg prze-
strzeni liniowej nad ciatem [F. Standardowa baza tej przestrzeni jest zbiér elementéw

grupy G. Do struktury przestrzeni liniowej dodajemy jeszcze strukturg pierScienia,
wprowadzajac mnozenie elementéw tego zbioru (ktére, jak tatwo pokazad, jest roz-
dzielne wzglgdem dodawania (1.1.2) zdefiniowanego wyzej):

a-p= (Z agg) : (Z bgg> <y (Z axby> g. (1.1.4)

geG geG geG \xy=¢

Wszystkie te dziatania wprowadzaja w F[G] strukture algebry, ktéra nazywamy
algebra grupowa grupy G nad cialem F. Element neutralny mnozenia w ciele I,
czyli po prostu jedynka tego ciata, i element neutralny grupy G zwykle oznacza si¢
symbolem 1. Symbol ten ma, zatem, dwa znaczenia. W algebrze F[G] rozumiany
jest jako skalar; w grupie jako element standardowej bazy tej algebry. Jesli jednak
przyjmiemy utozsamienie jedynki z ciata z jedynka w grupie, nie bedzie to prowadzi¢
do nieporozumien.

Struktura algebry grupowej jest silnie zalezna od tego, czy charF i |G| sa wzgled-
nie pierwsze. Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem, gdy charF > 0 nie dzieli rzgdu
grupy G.

Twierdzenie 1.2. Niech [F bedzie cialem charakterystyki p > 01 G grupa, ktorej rzad

nie jest podzielny przez p. Wéwczas istniejq liczby naturalne ny,n,, ..., n; oraz ciala
Fy, F,, ..., Fy, bedace rozszerzeniami ciata IF, takie ze
F[G] = M,, (F1) ®M,,(F2) ©...® M, (Fy), (1.1.5)

gdzie M, (IF;) jest algebra macierzy kwadratowych nad ciatem F;, i = 1,2,... k. Po-
nadto
|G| = dimp F[G] = n} dimp Fy +n3 dimp Fa + - - - + 1 dimp Fy.

Do uzyskania rozktadu opisanego powyzszym twierdzeniem nalezy wyznaczy¢
uktad centralnych prymitywnych idempotentéw tej algebry. Wczesniej, jeszcze jedno
pojecie; powiemy, ze element a algebry .o anihiluje podzbidr B tej algebry, jesli dla
dowolnego b € B zachodzi réwnos$¢ ab = ba = 0. Anihilatorem podzbioru B nazy-
wamy zbidr wszystkich elementéw algebry anihilujacych wszystkie elementy zbioru
B:

Anng (B) ={a € o : ¥(pepyab = ba =0}

Definicja 1.1. Centralnym prymitywnym idempotentem algebry A nazywamy ele-
ment e, taki, ze:

10



()eZ=e;
(ii) ex = e, dla dowolnego o € A;
(iii) nie istnieja e, e, spetniajace warunki (i) i (ii), takie, ze e; +e, =e.

Centralno$¢ zapewnia (ii), a prymitywnos¢ (iii).

Twierdzenie 1.3. Niech {ej,ey, ..., e} bedzie zbiorem wszystkich centralnych pry-
mitywnych idempotentéw algebry F[G]. Wéwczas:

() e +ex+---+e=1.

(ii) Kazda sktadowa sumy prostej (I.1.3) ma postac ¢;,[F[G], tzn. jest idealem gtow-
nym generowanym przez e;. Ponadto, kazda taka sktadowa jest idealem minimal-
nym.

(iii) Kazdy ideat algebry F[G] jest suma prosta idealéw minimalnych; doktadniej,
jesli I jest ideatem, to I = e[F[G], gdzie e = e;, +e;, +---+e;,, | <ij <ir <

.. <im < k, w szczegdlnosci liczba wszystkich ideatéw jest réwna 2%, Ponadto,
jesli I = eF[G] jest ideatem, to Anngg (1) = (1 —e)F[G].

(iv) Jezeli kazdy element grupy G ma rzad dzielacy |F| — 1, to wszystkie ciata F; ze
sformutowania tw. sa izomorficzne z IF. Ponadto, liczba k jest rowna liczbie
klas elementéw sprzgzonych grupy G.

(v) Jesli G jest grupa abelowa, to F[G] jest suma prosta ciat IF;, a przy zatozeniach
podpunktu (iv):

FG|=F&...oF.
N——
|G|
Przyktad 1.1. Niech G = (g: g°> =¢) { 8,828 = 1} bedzie grupa cykliczng rzgdu

3. Wéwczas:
= {a+bg—|—cg2 ra,b,c € F}

jest przestrzenig tréjwymiarowa nad F z mnozeniem okre§lonym wzorem:

(ae+bg+cg2)(a’e—|—b'g+c’g2) =
= (ad' +bc’ +cb)e+ (ab’ +bd' +cc')g+ (ac’ +bb' +cd')g*.

Wewngtrzna struktura algebry, oprécz tego, ze w oczywisty sposéb zalezy od G,
jest zalezna od ciata . Dla rozwazanej grupy rzedu 3, jezeli cialo [F ma charaktery-
styke rézna od 3, ale nie ma w niej pierwiastka trzeciego stopnia z 1, réznego od 1,
to dla elementéw:

1

11 , 1+g+g?
e—3+3g+ =

1
— if=1—
38 i e

spetnione sa warunki:

e=e P=f ef=fe=0, e+f=1.

11



Jesli teraz o = a + bg + cg? jest dowolnym elementem algebry F[G], to mozna go
zapisaé w postaci:

o=a-l=o(e+f)=ocet+af=oa +mx

gdzie
o= (a+b+cle, = ((a—c)+(b—c)g)f

i oczywiscie o - oy = 0. To pozwala patrze¢ na F[G] jak na zbi6r par postaci
(a1, ), przy czym elementy stojace na pierwszym miejscu mozna traktowac jak
elementy ciata IF, a elementy stojace na drugim, jak elementy ciata F(w), gdzie @
jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Algebra rozklada si¢ zatem na sume prosta
dwdch ciat:

FlG)|=FaoF(o).

Zauwazmy, ze ta algebra ma doktadnie dwa ideaty wiasciwe. Jesli F = GF (p) jest

cialem p-elementowym, takim, ze 31 p — 1, to dimpF () = 2.

Niech teraz [ bedzie cialem zawierajacym element @ # 1 taki, ze ®3 = 1. Niech
ponadto:

1+g+g° 1+ wg+ w’g? 1+ 0’g+ wg?
=5 =", 88=—""7"
3 3 3
Wéwczas tatwo sprawdzié, ze:

(@) l+w+w*=0,
(b) eq, e> i e3 sa liniowo niezalezne i spetniaja zaleznoSci:

e,-2 =e, e;+ext+e3=1, ee; =0 dlai#j.
(c)eF[G]=ZFdlai=1,2,3.
Rozwazmy teraz przypadek bardziej ogélny.
Przyktad 1.2. Niech G = (g: g" = ¢) = {g,gz, g e = 1} bedzie grupa cy-
kliczna rzedu r i [F ciatem, ktérego charakterystyka nie dzieli rzgdu grupy. Wéwczas:
F[G] = {a0+a1g+a2g2+ car18 7V ag,an,a0,. . ar g € F}

z naturalnym dodawaniem tych wyrazefi i mnozeniem przez elementy z ciata [F jest
przestrzenia r-wymiarowq nad F. Z algebraicznego punktu widzenia ciekawsza jest
struktura pierscienia (a zatem i algebry), ktéra uzyskujemy definiujac w IF|G] opera-
cje mnozenia. Méwiac pogladowo, jest ono takie, jak mnozenie wielomianéw zmien-
nej g, z uwzglednieniem réwnosci g” = 1, co pozwala na redukcje wyktadnikéw dla
g do zbioru reszt modulo r, Z,.

Mnozenie, zgodnie z definicja, jest wigc okreslone wzorem

12



(ape +aig+ag>+---+ar—18 V) (boe +big+brg*+--+br_18 ") =

= ( Z aibj) +< Z aibJ-)g—i—( Z aibj>g2+-~+< Z aibj) gri1 =
i+j=0 i+j=1 i+j=2 i+j=-1

=r( X )g",

gdzie przystawanie pod znakiem sumy, jest brane modulo r. Struktura ideatéw tego
pierscienia jest zalezna od charakterystyki p ciala F i zaleznoSci miedzy p i r. Przy-
padek p = r jest algebraicznie bardziej skomplikowany. Zajmiemy si¢ zatem przy-
padkiem p # r. Jesli ciato F nie zawiera pierwiastkow stopnia r z jedynki, to stopien
rozszerzenia ciata |F(®) : F| jest dzielnikiem liczby r — 1. Zalézmy najpierw, ze ten
stopien jest réwny r — 1, wéwczas dla elementéw:

R Sl it
r

, f=1—e, (1.1.6)
spetnione sa dwa warunki:
e=e P=f ef=fe=0, e+f=1. (1.1.7)

Ideaty gtéwne algebry, generowane przez te elementy, sa jedynymi niezerowymi
ideatami wtasciwymi, a ponadto

F[G] = eF[G] & fF[G],

przy czym ideat eF[G] jest izomorficzny z ciatem F, natomiast ideat fF[G] jest izo-
morficzny z cialem F(w), gdzie @ jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia r nad cia-
fem F.

Zat6ézmy teraz drugi skrajny przypadek, innymi stowy zalézmy, ze ciato IF zawiera
pierwiastek stopnia r z 1, czyli |[F(w) : F| = 1. Jesli ciato jest skoriczone, to ma to
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy r jest dzielnikiem rzgdu multyplikatywnej grupy
ciata IF, tzn. gdy r | (|JF| — 1). Oznaczmy, jak wyzej, ten pierwiastek przez @. Niech
dale;j:

1+g+g>++g !

e = SR

_ ltogte?gd+to g !
€ = r )

1+ @2 gt@te?tm ot @lr—1) gr—1

e = toiwrolds & (1.1.8)

o e e, ,

2

e | = 1+ gt @D g2 4D grfl.

r

13



Wowczas

e+e +e+---+e_j=1ee =eje =0 dla i#j, el.2 =e,0<i,j<r—1.
(1.1.9)
Wynika stad, ze

F[G] = GQF[G] @elF[G] D... EBerle[G],

przy czym wszystkie ideaty e;F[G] sa jednowymiarowymi podprzestrzeniami prze-
strzeni [F[G], ktdre jako algebry sa izomorficzne z ciatem F.

Przypadek, gdy 1 < |F(w) : F| = k < r wymaga delikatniejszej analizy algebra-
iczne;j.

Niech k = r — 1. Nie wdajac si¢ w szczeg6ty, rozwazmy grupe Galois rozsze-
rzenia Gal(F(w)/IF). Jej rzad jest réwny stopniowi rozszerzenia |F(®) : F|. Dzia-
tanie tej grupy na F(®) mozna w naturalny sposéb rozszerzy¢ na dziatanie na
algebrze F(w)[G]. Bezposrednio sprawdza sig, ze automorfizmy zachowuja zbior

{e1, e, ..., e,_1}. Bez zmniejszenia og6lnosci mozna przyjaé, ze orbitami tego
dziatania sa zbiory {e1, €, ..., €}, {€k+1, €12, .-+, €4}y - {€1)t15 €1—1)k42)
Niech

fi=e +e+ - +eg,
fr = e +ero+ - +ey,

fr=eq 11 Heu—rira - ten.
Woéwezas dla kazdego i, 1 < i<, f; € F[G] oraz
!
f=1f, ff;=0dai#j, Y fi=1—e. (1.1.10)
i=1
Ponadto dla dowolnego i, f;F[G] = F(w). Zatem

FG=FoF(o)®- - oF(0). (1.1.11)
l

Dla ilustracji wczesniejszych, ogdlnych rozwazan rozpatrzmy przypadek, gdzie
r=5iF=17,, gdzie p € {11, 13, 19}. Niech najpierw F = Z; i ® = 3. Wtedy
o'=3 0°=9 0=5 o'=40" =1,

a wobec tego, ze r 1 =571 =0:
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e = HEEEHEHE _g(1 4ot 24 gdhgY) =94 09g+9g2+0g3+0g4
o) = AN g1 4 3040924 503 1 4gh) = 94 5g+4g>+ g3+ 3%,
ey = 1HUHCIICIE _ 9(1 499442 4 3g% 4 5¢%) = 9+ 4g+3¢2 + 58 + g%,
ey = LSS (1 4 504 392 1 4¢3 1 Ogh) = 9t g+ 52 + 3¢ +4g,
ey = IHASCICEIE _ o(1 4 494502 4+ 9g% 4 3g%) = 9+ 3g+ g% + 4¢3 + 5%,

co oznacza, ze dlai =0,1,2,3,4 mamy ¢;F[G] 2T, czyli F[G]| 2 FOFoFaFEF.

Niech teraz F = Z13. Najmniejszym cialem charakterystyki 13 zawierajacym pier-
wiastek stopnia 5 z 1 jest ciato o 13* elementach (13* =1 (mod 5) i dla k < 4,
13¥ £ 1 (mod 5)), wigc w algebrze F[G] mamy sytuacje opisana wzorami (T.1.6)

i(1.1.7). Zatem:
FlG)=FaF(w).

Rozwazmy na koniec przypadek F = Zj9. Poniewaz 192 = 1 (mod 5), wigc
|F(w) : F| = 2, a jedyny nietozsamosciowy automorfizm rozszerzenia F(@)/F jest
indukowany przez przyporzadkowanie @ — @~!. Orbitami dziatania na elemen-
tach e; (patrz (I.1.8)) sa {e;,es} oraz {e;,e3}. Stad

(@ +0°)(g+8°)

)

2+ (0+0*)(g+5%)

¥

fi=e t+es=
2+ (0’ +0%)(g+¢*

—

+Hot+oh)(@+e’)

h=e+e=

|

Jednakze 1 + @ + 0> + @° + 0* = 0, zatem dla t = ® + ®* mamy > +7—1 =0,
a poniewaz nad ciatem Zj9 mamy > 4+t — 1 = (t —4)(¢t +5), mozemy przyjaé, ze
t =+ o* = 41w konsekwencji ®”> 4+ ®> = t> —2 = 14. Ostatecznie zatem

4 2,3
£, —e)+e3 = 2+14(g+g 5)+4(g +87)

2+4(g+g*)+14(g%+g%)
5

=8-g—3¢g> -3¢ —g*,

f,F[G] = £,F[G] = F(0) i F[G] 2 F & F(0) & F(o).

Bazujac na powyzszym przyktadzie mozna analogicznie rozwazy¢ przypadek,
gdy G jest grupa cykliczng rzgdu bedacego potega liczby pierwszej r. W nastep-
stwie, korzystajac z zasadniczego twierdzenia o strukturze dowolnej grupy abelowe;j
oraz tego, ze

F[G x H] = F[G] ®r F|H],

mozna uzyskaé strukturalny rozktad algebry IF[G] na sume prosta ciat, bedacych roz-
szerzeniami ciata [F o stosowne pierwiastki z 1.
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Przyktad 1.3. Na koniec tej czgsci zademonstrujemy na przyktadzie wynik obliczen
wykonanych w GAP-ie dla grupy cyklicznej rzedu 17 i ciata 2-elementowego.

gap> G := CyclicGroup (17);
<pc group of size 17 with 1 generators>
gap> F := GF (2);
gap> FG := GroupRing(F, G);
<algebra-with-one over GF (2), with 1 generators>
gap> FGe :=
— PrimitiveCentralIdempotentsByCharacterTable(FG)

{

> > >N O

(z(2)" )*<1dent1ty> of ...+ (Z2(2)"0)*x£1+(Z2(2)"0) »£1"2+(
(2)20)*x£173+(2(2)"0) *x£174+(Z2(2) "0) x£1°5+(Z (2)
0)*£176+(Z2(2)"0)*£177+(Z2(2)"0) x£178+(Z(2)~0) £l
9+ (2 (2)70) *x£1710+(Z2(2) *0) x£1711+(Z (2) ~0) £l
12+(2(2)70)*x£1713+(Z2(2)"0)x£1714+(Z2(2)~0) £l
— ~154+(Z2(2)"0)xf1"16
(Z(2)70)*£1+(2(2)"0)*£17°2+(Z2(2)"0) *x£174+(Z (2) *0) xf1l
— "8+(Z(2)"0)*£1"9+(Z2(2) "0) x£1"13+(Z2(2) ~0) x£1"15+(
— Z(2)"0)xfl"16
(Z2(2)70)*£173+(Z2(2)70) x£175+ (Z (
— NT+(Z(2)"0)*x£17°10+(Z(2) "0
— "M124+(Z2(2)"0)x£f1"14

H
QN
(%
H

0)*£176+(Z2(2)70)*£f1

2)”"
)*E1711+(Z (2) 70) x£f1

W przettumaczeniu na bardziej przejrzysta postaé idempotenty wyznaczone przez
GAP sa nastgpujace:

eg=1+x+x>+x>3+.. +x6,
e; = x+x2 +x* 8 + 27+ 113 x5 410,
ey = 3 x5 4 x0 a7 4 x10pxll 12 y4
Podany rozktad algebry jest szczeg6lnym przypadkiem sytuacji ogélne;.
Przyktad 1.4. Niech G bedzie grupa dihedralna rzedu 2r, gdzie r jest liczba pierwsza:
G=(xyx =1,y =1, yxy=x"1). (1.1.12)

Zalézmy, ze p 1 2r, gdzie p = charF. Niech takze |F(w) : F| = k. Niech najpierw
k =r—1. Wéwczas idempotenty algebry F[(x)] opisane wzorami (1.1.6) sa prze-
mienne z y i tym samym algebra [F|G] rozpada si¢ na sumg prosta

F[G] = eoF[G] & e, F[G].

Pierwsza sktadowa ma wymiar dwa, bo jest rozpigta nad F na zbiorze {ey, epy}
1 rozpada si¢ na sume¢ prosta jednowymiarowych sktadowych.

edFKﬂ::mdFKﬂeﬂbJﬂGL
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gdzie f()() =€y —5— A f01 = e() y
—i
—wymlarowe centrum rozpu;te na zbiorze {e1 1 +2x :

Druga skladowa zawiera =
i=12,...,/5'} i moina dow1esc ze jest ono izomorficzne z ciatem F(w + o),
ktérego stoplen rozszerzenia nad [F jest réwny ~ 1 . Z tego faktu, na podstawie twier-
dzenia[l.2] wynika, ze

eF[G] =M, (F(o+o")).

Zat6zmy teraz, ze k = 1. Woéwczas idempotenty zdefiniowane wzorami (I.1.8)) nie
sg centralnymi idempotentami w F[G], ale sa nimi elementy:

fi=e+e_1,h=e+e ... 5 1)p=€,1pt+e; )

Ponadto, kazda z podalgebr f;F[G] jest izomorficzna z algebra macierzy M;(F).
Mamy zatem:
FIG|ZFOFOM;(F) D ... M (F).

(r—1)/2
Przyktad 1.5. Niech G = A4 bedzie grupa permutacji parzystych stopnia 4. Mozna ja
opisa¢ w nastgpujacy sposdb:

2 2 3 —1 -1
G={(x1,x0,y|xi=x3=1, xix2 =x2x1, y°" = 1, yx1y" =x2, yx2y~ = x1x2).

Zat6zmy najpierw, ze ciato F zawiera pierwiastek pierwotny o trzeciego stopnia z 1.

Wtedy elementy:
(14xg +x0+Hxpx0) (1Hy+2)

€ = 12 )

e = (14x1+x+x10) (1+ Oy +0%y?)
1 12 ’
e — (14x1+x0+x10) (1+ @y -+ @)y%)
2 12 ’

wyznaczaja trzy jednowymiarowe sktadowe z rozktadu F[G], a zatem sktadowe izo-
morficzne z cialem F. Grupa A4 ma doktadnie 4 klasy elementéw sprze¢zonych, za-
tem oprécz wymienionych jest jeszcze jedna sktadowa, ktérej wymiar na IF wynosi 9.
Na podstawie twierdzenia jest to zatem sktadowa izomorficzna z M3(FF). Idem-
potent, ktéry te sktadowa generuje, moze by¢ wyznaczony ze wzoru

f=1—(e;+er+es).

Jezeli ciato [F nie zawiera pierwiastka trzeciego stopnia z 1, to algebra F[G] roz-
ktada si¢ na sume trzech skladowych, ktére sa wyznaczone przez idempotenty:

(1 +x1+x2 +x1x2) (2—y—y2)

£
12

€p,e; e =

17



Przyktad 1.6. Na koniec zilustrujemy przypadek, gdy charlF =2 i G jest grupa niepa-
rzystego rzgdu. Najmniejsza nieabelowa grupa rzgdu nieparzystego jest grupa rzedu
21 postaci:

G=(xyx'=1,y"=1,y lxy=2?). (1.1.13)

Zat6zmy najpierw, ze cialo F zawiera pierwiastki z jedynki stopni 3 i 7. Naj-
mniejszym takim ciatem jest GF (2°), ktérego jedynymi podciatami sa Z,, GF(2?)
i GF(23). Algebra grupowa FF[G] rozktada si¢ na sume prosta pigciu ideatéw mini-
malnych, z czego trzy sa izomorficzne z ciatem . Poniewaz suma wymiaréw skta-
dowych jest réwna 21, a pozostate sktadowe nie sa przemienne, wigc stanowia sumg
dwdch egzemplarzy algebry M (F). Mozna sprawdzié, ze idempotentami wyznacza-
jacymi te sktadowe sa:

e; = (1+y+y*)(1+x+x2+x° +x* +° +x9),

(14 oy + 0*y?) (1 +x+x% + 23 +x* +3° +x9),
e; = (1+ 0>+ 0y?)(1+x+x>+x° +x* +x° +x°),
es = 1 +x+x2+x4

es = 1+x>+x +x°,

€2

gdzie o jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1. Zauwazmy dalej, ze elementy ey,
e4 i es niezaleznie od tego, jakim ciatem jest IF, sa idempotentami algebry F[G].
To oznacza, ze oprécz sytuacji opisanej wyzej mamy taka, gdy cialo F nie zawiera
pierwiastka trzeciego stopnia z 1 i wtedy idempotenty

er,ey+e3, €4, €5

wyznaczaja cztery sktadowe sumy prostej, ktorymi sa kolejno IF, F(®), a dwa ostat-
nie sg izomorficzne z M3(IF). Potwierdzaja to rachunki wykonane w GAP.

gap> G := OneSmallGroup( 21, IsAbelian, false );;;

gap> F := GF (2);;

gap> FG := GroupRing(F, G);;

gap> FGe :=
— PrimitiveCentralldempotentsByCharacterTable (FG);

(Z2(2)70)*x<identity> of ...+(Z(2)70)*£1+(Z2(2)70)«£2+(Z
— (2)70)*x£1724(Z(2) N0) xE1x£24+(Z (2) ~0) x£272+(Z (2)
— M0)XEL1M2xE£24(Z(2) N0) xE1x£27°24+(Z (2) ~0) x£273+(Z (2)
— MO)XELN2+E2724(Z (2) N0) xE£1+£273+(Z (2) ~0) x£2™M4+ (Z
— (2)70)*xf£172%£273+(Z(2)"0) x£1x£274+ (Z (2) ~0) x£2
— A5+ (Z(2)70) *E£172xE£27M4+(Z2(2) M0) *E1+x£27°5+(Z (2) ~0) *
— f£27°6+(Z2(2)"0)*£17"2+£27"54+(Z2(2) "0)x£1+£276+ (2 (2)
— "0)xf£172x£276

(Z(2)70)*£1+(Z2(2)"0)*x£172+ (2 (2) "0) x£1x£2+(Z (2)"0) x£f1l
— "24E£2+(Z2(2)70)*x£1x£27°24+(Z2(2) "0) »E1"24E£272+(Z (2)
— M0)XELIXE£27°3+(Z2(2) "0) xE£EL"2+£2734+(Z2(2) "0) »£1x£2
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— MM+ (Z(2)"0) *E12E£27M4+(Z(2) 20) xE1x£27°5+(Z (2) ~0) *
— £172%£27°54+(Z(2)"0) x£1x£276+(Z(2) "0) x£1"2%x£2"6

(Z(2)70) *<identity> of ...+(Z2(2)70)*£273+(Z(2)"0)*£f2
— "5+(Z(2)"0)*x£2"6
(Z2(2)70)x<identity> of ...+ (Z2(2)70)*f2+(Z2(2)"0)*£f2"2+(

— Z(2)70)=x£274

Kolejne idempotenty wskazane w powyzszej tabeli sa nastgpujace:

eo = (1+y+y?)(1+x+x>+x°> +x*+ +x°) =1,

e2t+e;=(+y)(1+x+x2+x>+x*+°+x%) =1,
es =1+ 4+ +x° =13,
es =1 +x+x>+x* =fy.

Wsréd wszystkich ideatéw algebry grupowej F[G], na szczeg6lng uwage zastu-
guje ideal augmentacyjny, ktéry bedziemy oznaczaé¢ symbolem A(F[G]). Ideat au-
gmentacyjny A(F[G]) jest jadrem homomorfizmu ¢ : F[G] — F:

‘P(Z agg) = Z dg.

geG geG

Zauwazamy, ze jesli tylko o = Y,ca,8 oraz ¢ () = 0, to:

¢(a): Za{,':oa
geG
a=) ag— Y ag=) as(g—1).
geG geG geG

Z powyzszego, wszystkie elementy postaci g — 1 naleza do ker ¢, a zatem ideatl au-
gmentacyjny algebry grupowej generowany jest przez wszystkie elementy postaci
g—1, gdzie g € G:

AF[G])=(g—1: g€G) =) (g~ DFIG] ={}) aeg € F[G]: ) a,=0}.
geG geG geG

Zauwazmy jeszcze, ze algebra ilorazowa IF[G] /A(F[G]) jest izomorficzna z cialem F.
W przypadku, gdy charF nie dzieli |G|, ideat augmentacyjny, jak kazdy ideat al-
gebry F[G], jest generowany przez idempotent tej algebry. Niech zatem:

Y8

. geG
G|

€0
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Wéwezas, jak wiemy, egF[G] = F. Ponadto, dla dowolnego g € G mamy

eo(g_l):()a

€O oznacza, ze

F[G] = eoF[G] D A(F|[G]),

a stad
A(F[G]) = (1 —eo)F[G].

Jesli G = (x: x" = e) jest grupg cykliczna rzedu n, to:
A(F[G)) = (x— 1)F[G], (1.1.14)

tzn. jest ideatem gléwnym generowanym przez element x — 1, bowiem kazdy element
g€ Gmapostacx',i=0,1,...,n—1, a zatem

(g— DF[G] = (x = DF[G] = (x— 1) (x' ' +... +x+ 1)F[G] C (x— 1)F[G].

Stad
A(FIG) = ) (g DF[G] C (x— 1)F[G].
geG
Réwnosé (1.1.14) domyka inkluzja w strone przeciwna, ktéra wydaje si¢ oczywista.

Jezeli charakterystyka ciata IF jest réwna p, za$ G jest skorficzong p-grupa, tzn. |G| =
pk, dla pewnej liczby catkowitej k, to .«7 = A(F[G]) jest ideatem najwigkszym alge-
bry F[G], tzn. kazdy ideat tej algebry jest zawarty w jej ideale augmentacyjnym.
Ponadto ideal ten jest nilpotentny, tzn. istnieje liczba naturalna m, taka ze iloczyn
dowolnych m elementéw ideatu augmentacyjnego jest rtowny zero. Ten fakt z jednej
strony oznacza ogromng réznorodno$¢ ideatéw zawartych w o7 i tym samym duzy
rezerwuar kodéw, z drugiej jednak, skomplikowana struktura tego idealu wymusza
duza pracochtonnos$¢ opisu tych kodéw/ideatéw. By nieco przyblizyC t¢ strukturg
rozwazmy dwa przypadki grup abelowych, w pewnym sensie skrajnych z punktu wi-
dzenia ich struktury. Niech najpierw G = (x: x”" = 1) bedzie grupa cykliczna rzedu
p". Wéweczas, oprocz standardowej bazy algebry F[G], ztozonej z elementéw grupy
G mamy baze ztozong z poteg elementu (x — 1):

1, (x=1), (x—=1)72, ..., (x=1)"""",

Zaleta tej bazy jest to, ze jej kolejne elementy generuja wszystkie ideaty. Sa one
potegami idealu augmentacyjnego:

F[G] D (x—1)F[G] D (x—1)*F[G] D ... D (x— 1)""~'F[G] > {0},

przy czym ilorazy dwdéch kolejnych sa jednowymiarowe.
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Inna, bardziej skomplikowana sytuacje mamy w przypadku elementarnej abelowe;j
p-grupy. Niech zatem G bedzie taka grupa, tzn.

G = (x1,x2,....x: X =e, xix; = xx;, i, j € {1,2,...,k}).
Dla dowolnych o, B € F[G] zachodzi réwnos¢

af—1=(a—1)(B—1)+(a—1)+(B-1), (1.1.15)

a kazdy element grupy G ma posta¢ g = x]"' x5 .. .x?", 0 <mj < p. Zatem wielokrot-

nie korzystajac z tej tozsamosci, dowolny element ideatu </ mozemy przedstawic
w postaci kombinacji liniowej elementéw:

(1= 1) (= 1™ . (e — 1), 0<m; < p. (1.1.16)

Wynika stad w szczeg6lnosci, ze dla dowolnego o € &/ mamy o = 0, co ozna-
cza migdzy innymi, ze 0 jest jedynym idempotentem w .o7. Latwa indukcja mozna
réwniez dowiesé, ze ideat 7™ jest rozpiety na elementach postaci (I.1.16), dla kt6-
rych zachodzi nieréwno$¢ my +my + ... +my > m. Przy maksymalnych wartosciach
wszystkich m; (réwnych p — 1) dostajemy element (x; — 1)?~!(x; — 1)P71 .. (x —
1)P~! =¥, . x. Oznacza to po pierwsze, ze o/ m(p=1) jest rozpiety na tym elemencie,
czyli ma wymiar 1, a po drugie, wobec faktu iz ten element anihiluje .7, dostajemy
réwnosé

dm(p—l)-‘rl —0.
Mozna takze dowies¢, ze anihilatorem ideatu <7/ jest ideat 7', gdzie i = m(p —
1)+ 1— j. Wyczerpujacy opis najwazniejszych wtasnosci ideatu ./ mozna znalez¢é
w monografiach |[Passman| (1977) i|Sehgal (1978)).

1.2 Kody i ich realizacja z pomoca algebr grupowych

Dla celéw tworzenia kodow bedziemy interpretowac zbior F,, z zachowaniem wia-
snosci przedstawionych w powyzszym rozdziale, jako alfabet, ktérego symbole po-
stuza do zapisania dowolnej informacji. Jednostkami informacji sg ciagi elementéw
ciata F, o ustalonej dtugosci m € N. Zbior wszystkich jednostek informacji mozna
wigc utozsamiac z przestrzenig liniowa Fy'. Do kodowania informacji postuzy prze-
strzefi IF7, gdzie n > m. Dowolna podprzestrzen 4" wymiaru m tej przestrzeni na-
zywamy kodem dtugosci n. Elementy podprzestrzeni 4 nazywamy stowami kodo-
wymi. Macierz réznowartosciowego przeksztatcenia liniowego y : Fy! — C z prze-
strzeni informacji Fy na kod %" C Fy nazywamy macierza generujaca.

Niech ¢ C Fy, bedzie kodem. Kod ¢’ nazwiemy liniowym, jesli, jak wyzej, mo-
zemy przedstawi¢ go w postaci podprzestrzeni liniowej Fg' C Fp.
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Niech Cy,C; € % beda stowami kodowymi. Odlegtoscia Hamminga migdzy sto-
wami kodowymi Cp i C; nazwiemy liczbg wspétrzednych, na ktérych Cyp rézni si¢ od
C) i oznaczaé bedziemy przez d (Cy,Cy). Latwo wykazaé, ze odlegto§¢ Hamminga
jest metryka na €.

Waga Hamminga stowa kodowego C nazwiemy liczbe niezerowych wspétrzed-
nych w tym stowie i oznaczaé bedziemy przez wt(C). Formalnie, wage Hamminga
stowa kodowego definiowa¢ mozna réwniez jako odlegto§¢ Hamminga tego stowa
od wektora zerowego. W dalszej czgsci pracy pisa¢ bedziemy skrétowo — odlegtosé
oraz waga.

Odlegtosciag minimalng d(%’) kodu %" nazwiemy minimalng odlegto$s¢ Hamminga
migdzy dwoma r6znymi stowami kodowymi lub réwnowaznie, minimalna wage nie-
zerowego stowa kodowego.

Twierdzenie 1.4. Niech dany bedzie liniowy kod %; niech d(%') = d, wtedy:

(1) Liniowy kod € moze wykrywac d — 1 bledow.
(i) Liniowy kod % moze korygowac k btedéw, gdzie k dane jest wzorem

- |

Kod liniowy % dtugosci n, wymiaru k oraz Srednicy d nazywany jest (n,k,d)-kodem.
Szczegbdlnym przypadkiem kodéw liniowych sa kody cykliczne. Powiemy, ze li-
niowy kod € jest kodem cyklicznym jesli dla dowolnego stowa kodowego
Co = (c1,¢2,-..,Cn—1,¢n), stowo C; = (cu,c1,...,cn—2,cn—1) takze jest stowem ko-
dowym. Innymi stowy, jesli G = C, = (g| g" = 1) jest grupa cykliczna rzgdu n, ktérej
dziatanie na [y jest realizowane przez operacje mnozenia przez macierz

000--01
100--00
010--00

M,=|001--00 [,
000--00
000--10

to kod ¢ jest cykliczny, jesli z faktu, ze v € € jest stowem kodowym, wynika, ze
gv € € réwniez jest stowem kodowym:

VEG — gvET.

W ponizszych przyktadach podamy realizacje wybranych kodéw cyklicznych
w postaci ideatéw algebr grupowych.
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Przyktad 1.7. Jednym z najmniej skomplikowanych kodéw cyklicznych jest kod bi-
narny dtugosci n i wymiaru n — 1, ktérego stowa kodowe zawierajq cyfre kontroli
parzystosci (powiedzmy, ze jest to pierwsza wspotrzedna stowa kodowego). Niech
n > 1 bedzie ustalong liczba nieparzysta i F = GF (2) = Z,. Nasz kod mozna okresli¢
W nastgpujacy sposéb:

n—1
€ = {(C(),C],...,Cnl) cF": Zci:()}.
i=0

1

Zgodnie z obserwacjami poczynionymi w koicu poprzedniego rozdziatlu, ideat
augmentacyjny algebry F[G] sktada si¢ ze wszystkich elementéw postaci:
ao+a1x+axx® + ...+ a1 ¥ 1 takichze ag+ay +az + ... +an—; = 0. Jesli zatem
¢: F[G] — F" jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem okreslonym wzo-

rem:
n—1 )
[0} Zaix’ = (ap,ai,...,an),
i=0

to o(A(F[G])) = €.

Ideat augmentacyjny algebry grupowej grupy cyklicznej generowanej przez ele-
ment x jest idealem gléwnym generowanym przez element x — 1. Jego anihilatorem
jest ideal generowany przez element

e=14x+x>+... +x",

a zatem moze stuzy¢ do algebraicznego testowania, czy dany element algebry gru-
powej nalezy do A(F[G]) (czy jest stowem kodowym):

aceAG)ea-e=0.

Zamiefimy teraz rolami elementy € i (x — 1): niech kodem bedzie ideal generowany
przez €, a x — 1 postuzy nam do algebraicznego testowania, jaki element jest stowem
kodowym. BezposSrednio z postaci € wynika, ze jest to przestrzef jednowymiarowa,
ktérej elementami sg 0 i €, co przy innym zapisie odpowiada kodowi powtérzenio-
wemu oznaczanemu symbolem (n,2,n), czyli kodowi

¢ =1{(0,0,...,0), (1,1,...,1)}.

n n

P6jdZzmy dalej, niech H bedzie podgrupa grupy G rzedu k, n = km, generowang
przez element y = X" i niech

n=1+y+y’+...+y'=Y n
heH
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Niech ponadto T bedzie zbiorem reprezentantéw warstw grupy G wzgledem H.
Woéwczas zbidr

I={nt|teT}

jest baza ideatu nIF[G] jako przestrzeni liniowej nad IF. Latwo dostrzec, ze wszystkie
elementy ideatu [ sg postaci
o= a,

teT

co oznacza, ze gdyby zapisaé je w standardowej bazie G nad [, to wszystkie wspot-
czynniki przy elementach postaci th, dla ustalonego ¢ € T i dowolnego h € H bylyby
takie same, a kod jest algebro-grupowa realizacja kodu powtérzeniowego, zdefinio-
wanego nastgpujaco:

Niech W = F* i V = Fkm = W™, wéwczas przez (k,m)-powtérzeniowy kod rozu-
miemy podprzestrzen, ktérej elementami sa ciagi

(wyw,...,w) , gdziew e W.
——

m
Dla ilustracji ostatniego stwierdzenia rozwazmy przyklad grupy G rzgdu
n =29 i podgrupy H rzgdu k = 3 (k = 3 = m). Niech przy tym T = 1,x,x°.
Jesli o = a4+ a1 x+ arx® + azx® + agx* + asx® + agx® + a7x’ + agx® € FG
jest dowolnym  elementem  algebry (ktéry odpowiada  wektorowi
(ag,a1,as,a3,a4,as,as,a7,as) € F°), to wobec réwnosci

n=xn=xn=1+x+x° < (1,0,0,1,0,0,1,0,0)
m=x'n=x'n=x+x*+x" < (0,1,0,0,1,0,0,1,0)
¥ =xn=xn=x>+x+x* < (0,0,1,0,0,1,0,0,1)

otrzymujemy posta¢ dowolnego elementu ideatu NF[G]

no = (ao+asz+ae)n + (a) +as+az)xn + (az +as +ag)x2n,

ktéry przy podstawieniu by = ag +az +ag, b1 = a; +a4+az, bo = ar +as +ag odpo-
wiada wektorowi (bg,b1,ba,bo,b1,b2,bo,b1,b2), ten zas mozemy zapisaC w postaci
(w,w,w) dlaw = (bg,by,b,) € F3.

Powyzsze rozumowanie mozna przenies$¢ na ogdlny przypadek, gdy [F jest dowol-
nym cialem skoriczonym, G jest dowolna grupa skoriczona, za§ H — jej podgrupa
normalna. Wtedy przyjmujemy, ze 1] =Y,y h 1 gdy charakterystyka ciata nie dzieli
|G| mozemy 1 zastapi¢ idempotentem e = ‘Z—‘ To pozwala na uzyskanie tatwego
kryterium rozpoznawania stéw kodowych: o € F[G] jest stowem kodowym wtedy
i tylko wtedy a(1 —e) = 0.
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W nastepnych przyktadach, odnoszac si¢ czasem do przyktadéw omdéwionych
w poprzednim rozdziale, przedstawimy kody zrealizowane w tam wskazanych al-
gebrach grupowych z pomoca programu GAP. Na potrzeby skrdcenia pracy, czgs¢
kodu, ktéra w sposéb naturalny powtarza si¢ migdzy kolejnymi przyktadami zasta-
piono [...].

Przyktad 1.8. Zaczniemy od algebry grupowej grupy cyklicznej rzedu 17 opisanej
w przyktadzie[I.3] W ponizszych przyktadach konstruujemy algebre¢ grupowa, a na-
stepnie z kolejnych centralnych prymitywnych idempotentéw oraz ich sum, two-
rzymy lewostronne idealy w tej algebrze, na podstawie ktérych generujemy kolejne
kody.

gap> G := CyclicGroup(17);; S := AsSet (G);;
gap> F := GF(2);;;
gap> FG := GroupRing(F, G)

<algebra-with-one over GF (2), with 1 generators>
gap>

gap> = LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[1l]

T : 1)ii
gap> V := VectorSpace (F,CodeByLeftIdeal (F,G,S,I));;
gap> B := Basis (V);;
gap> Cl1 GeneratorMatCode (B, F) ;

a linear [17,1,1718 code defined by generator matrix
— over GF (2)

gap>

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[2]]);;
[...]

gap> C2 := GeneratorMatCode (B, F);

a linear [17,8,1..6]3..7 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

Zauwazamy, ze kod 4] jest kodem powtérzeniowym, natomiast kod 6> jest ko-
dem cyklicznym; kod wygenerowany przez ostatni z idempotentéw - 63 jest kodem
tozsamym z %5.

Kody powstate jako ideal generowany przez sume idempotentdw, to znaczy — kod
%1 dany jest jako suma idempotentéw e, e, dane sa jak nize;.

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[l] + FGe[2]])
— i

[...]

gap> Cl2 := GeneratorMatCode (B,F);

a linear [17,9,1..5]3..4 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>
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gap> I := LeftlIdealByGenerators (FG, [FGe[l] + FGe[3]])
— i

[...]

gap> Cl3 := GeneratorMatCode (B,F);

a linear [17,9,1..5]3..4 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[2] + FGe[3]1])
= i

[...]

gap> C23 := GeneratorMatCode (B, F);

a linear [17,16,1..2]1 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

Wagi oraz wymiary powyzszych kodéw to odpowiednio

gap> List ([Cl, C2, C3, Cl2, Cl13, C23], MinimumWeight);
[ 17, 6, 6, 5, 5, 21
gap>

gap> List([Cl, C2, C3, Cl2, C13, C23], Dimension);
(1, 8 8, 9, 9, 16 1
gap>

Niech % begdzie dowolnym kodem cyklicznym ditugosci n nad ciatem F. Bezpo-
Srednio z definicji wynika, ze jako przestrzen liniowa, € jest G-modulem, gdzie
G = (x: x" = e), co oznacza, ze jest okreslone naturalne mnozenie elementéw z €
przez elementy z algebry grupowej F[G], jak swego rodzaju uogélnione skalary. Je-
zeli charF nie dzieli rzedu grupy, to F[G] jest algebra pStprosta (patrz ), co
z kolei oznacza, ze kazdy G-modut jest suma prosta podmoduléw prostych, te zas
sg izomorficzne z minimalnymi ideatami algebry F[G], jako modutami nad F[G].
Podsumowujac, kazdy kod cykliczny mozna zrealizowa¢ jako sumg prosta kodow,
z ktérych kazdy jest izomorficzny (jako G-modut) z ideatem minimalnym algebry
F[G].

Przyktad 1.9. Pokazemy teraz konstrukcje kodu na podstawie przyktadu Skon-
struujmy algebre grupowa nad cialem charakterystyki dwa oraz jedyna nieabelowag
grupa rzedu 21, a nastgpnie weZmy uktad centralnych prymitywnych idempotentéw
tej algebry (patrz przyktad[1.6).

Kolejno, utworzymy kody %7,%,, 63, %4, ktére odpowiadaja lewostronnym ide-
atom w tej algebrze generowanym przez idempotenty fy,f,,f3,f4.
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gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[l]]);;

gap> V := VectorSpace (F,CodeByLeftIdeal (F,G,S,I));;
gap> B := Basis(V);;

gap> Cl1 GeneratorMatCode (B, F) ;

a linear [21,1,21]110 code defined by generator matrix
— over GF (2)

gap>

gap> I := LeftIdealByGenerators (FG, [FGe[3]]);;

gap> V := VectorSpace (F,CodeByLeftIdeal (F,G,S,I));;
gap> B := Basis (V);;

gap> C3 := GeneratorMatCode (B, F);

a linear [21,9,1..4]4..10 code defined by generator
— matrix over GF (2)

gap>

Kody %>, %4, ktére utworzone zostaty z idempotentéw f;,f4, sa réwnowazne ko-
dom %), %3 odpowiednio.

gap> IsEquivalent (Cl, C2);
true

gap> IsEquivalent (C3, C4);
true

gap> IsEquivalent (Cl, C3);
false

gap>

Zatem wystarczy tylko podac opis kodow % i €3. W szczegdlnosci, minimalne
wagi Hamminga dla obu kodéw przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

gap> MinimumWeight (C1l) ;
14

gap> MinimumWeight (C3);
4

gap>

Nastepny przyktad jest ilustracja realizacji kodu niecyklicznego za pomoca al-
gebry grupowej elementarnej grupy abelowej rzgdu 8 nad ciatem Fg (Wolfmann
(1991)). Mamy tu do czynienia z sytuacja, gdy charakterystyka ciata dzieli rzad
grupy. Jak wiemy, struktura tych algebr jest opisana w znacznie mniej wyczerpu-
jacym stopniu.

Przyktad 1.10. Rozwazmy rozszerzony kod Golay’a, binarny kod o wymiarze 12,
korygujacy trzy lub mniej btedéw, ktérym postugiwala si¢ miedzy innymi sonda
kosmiczna Voyager, w latach osiemdziesiatych XX w. Za jego pomoca kodowata
miedzy innymi zdjecia przesytane z kosmosu.
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Niech
(1101110001017

101110001011
011100010111
111000101101
110001011011
100010110111
000101101111
001011011101
010110111001
101101110001
011011100011
111111111110

bedzie macierza nad ciatem F, i niech M = [I;B] bedzie 12 x 24-macierza nad
tym cialem, gdzie I jest macierza jednostkowa stopnia 12. Macierz M jest macie-
rza generujaca tego kodu, tzn. przestrzeni informacji W jest 12-wymiarowa prze-
strzenig nad cialem F,, a slowa kodowe stanowia podprzestrzen przestrzeni 24-
wymiarowej, ktére otrzymujemy mnozac wektory przestrzeni W przez macierz M.
Ten kod oznaczymy symbolem %>4. W literaturze okresla si¢ go rowniez jako kod
Golay’a (24,12, 8) Wolfmann|(1991).

Kod Golay’a ma nastgpujace wlasnosci:
1. Kod %24 ma dtugos$¢ 24 wymiar 12 i Srednicg 8;

2. Macierza sprawdzajaca kodu jest [/ ;B]T;
3. Kod %24 koryguje co najwyzej 3 bledy.

Niech g bedzie ciatem 8-elementowym. Niech o bedzie generatorem multypli-
katywnej grupy tego ciata, tzn. o # 1i o’ = 1. Stad:

l+o+a’+ad’+ot+a’+af =0,
a poniewaz

l+a+a?+o’+at+a’+ab = (1+a+a’) (1+a*+a?),

wigc mozemy przyjaé, ze 1 + o+ a’ = 0, tzn. o® = 1 + o. Pozostatymi pierwiast-
kami wielomianu f(x) = 1+x+x> € Fa[x] sa o i a*.

Istotnie f(a?) = (1 +a+ 063)2 =0ifla))=(1+a+ 053)4 = 0. Elementy &>, &’
i of sa pierwiastkami wielomianu g(x) = 14 x> +x> € F,[x]. Niech teraz G bedzie
addytywna grupa ciata Fg. Ze wzgledu na dwoisto$¢ rél elementéw, wprowadzimy
dla elementéw grupy addytywnej oznaczenia zgodnie z nastgpujacym przyporzad-
kowaniem. Dla 8 € Fg przez X B oznaczymy ten sam element 3, ale jako element
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bazy przestrzeni Fg[G]. Przy czym, addytywne dziatanie w [y zostanie zastapione
dziataniem multyplikatywnym zgodnie ze wzorem:

xPxr=xP+7,
W szczegdlnosci zatem, elementy X0 = 1, X%, X @ x tworza podgrupe rzedu 4
w grupie G. Rzeczywiscie, skoro 1+ a = a3, wigc a + o> = a* i tym samym
XOCX{JCZ :XOC+(12 — XOC4

skad juz tatwo wyprowadzi¢ pozostate zaleznoSci.
Niech teraz , \
y=1+X <1+ocX°‘+oz2X°‘ +atxe )

Lemat 1.1. Ideat I algebry Fg[G] generowany przez element y spetnia nastgpujace

warunki:
i) I*=0;
(ii) dimpy/ = 4.

Dowdd. (i) Poniewaz algebra jest przemienna, wiec wystarczy zauwazyé, ze y> = 0.
Istotnie, w ciele Zo mamy 1+ 1 = 0, zatem X? = X! = X0 = 1 i dalej

= (1+X(1+aX+oX% + a*x%))? =
_ 12+X2(12+a2X2“+a4X2“2+ocX2“4) _
=a’+at+a=a(l+a+a’) =0.

(i1) Dowdd tej czgsci jest dos¢ ktopotliwy, dlatego wskazemy tylko jego zarys. Ko-
rzystajac z tego, ze grupa G, w zapisie formalnym z wykorzystaniem notacji X B, jest
generowana przez elementy X, X% X @* Zatem element y mozna zapisa¢ w postaci

y= 14X 4+ oXH 4 o2x %+ 4 gyt +1
= 1+ X +aX® +a*X® +a2Xx% =
=X+ D+aX X+ 1) +a*(X X% X + 1) +o?(X X +1).

Nastgpnie korzystajac z tozsamo$ci [1.1.15] ktéra dla algebry nad ciatem 2—elemen-
towym przyjmuje postaé

ab+1=(a+1)(b+1)+(a+1)+(b+1)
oraz jej iteracji
abc+1=(a+1)(b+1)(c+1)+(a+1)(b+1)+(a+1)(c+ 1)+ (b+1)(c+ 1)+
+(a+1)+B+1)+(c+1)
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dostajemy postac

y= X+ 1D)X*+1)(X +1)+
F X ADE D+ aX+ )XY + 1)+ ot (XE+1D)(X? + 1)+ (1.2.1)
F (XA D+ XT 1)+ a(X* +1).
Ideat augmentacyjny A = A(Fg[G]) algebry Fs[G], ktdry, jak wiadomo, jest jej
najwigkszym ideatem, jest podprzestrzenig rozpigta nad g na elementach:
X+1, X*+1, X“2+1,
X+ 1)X*+1), (X+1)XP+1), (XE+1)(X? +1), (12.2)
2
X+DX*+1)(X* +1),
przy czym A? jest podprzestrzenia rozpieta na elementach z drugiego i trzeciego
wiersza ostatniej listy (ma wigc wymiar 4), natomiast A* jest jednowymiarowa prze-
strzenig rozpigta na elemencie z ostatniego wiersza.
Latwo teraz zauwazy¢, ze ideat generowany przez y jest rozpigty na elementach:
Y
XX+ 1)(X%+ 1)+ a(X + 1)(X* +1),
(X + D (X% 4+ 1) + (X +1)(X% 4 1),
(X+1)(XE +1)+ 02 (X4 1)(X +1),
ot (X + 1) (X + 1)(X? +1).

Element y jest jedynym elementem, ktéry nie nalezy do A2, zatem jest on liniowo
niezalezny od pozostatych. Ponadto,

YX + 1)+ a2y(X% + 1)+ ay(X* +1) = a2(X + )(X* + 1) (X* +1),

co oznacza, ze cztery pozostale elementy sa liniowo zalezne. Jednocze$nie, nietrudno
zauwazy¢, ze jesli pominiemy jeden z nich, drugi, trzeci lub czwarty, pozostate trzy
sa liniowo niezalezne. To koniczy dowdd lematu.

Dowdd ponizszego lematu w czgsci wynika z poprzedniego, w czgsci zaS jest
nieskomplikowana obserwacja, ktéra mozemy przeprowadzi¢ na bazie poprzedniego
dowodu.

Lemat 1.2. Anihilatorem ideatu 7 jest ideat I; innymi stowy I> = 0 oraz dla dowol-
nego r € Rg[G] —I zachodzi nieréwnos¢ r -y # 0.

Ciato Fg jest przestrzenig liniowa wymiaru 3 nad cialem F, = {0, 1}. Rozwazmy
baze tej przestrzeni ztozonej z elementow:
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=0, uy =08, us = o.

Kazdy element ciata odpowiada zatem tréjwyrazowemu binarnemu ciggowi wspot-
czynnikéw kombinacji liniowej dajacej dany element:

0 < (0,0,0);
l=u;+uy+us < (1,1,1);
o =uy+u;3 < (0,1,1);
o> =u;+us  « (1,0,1);
o’ =u; + (1,0,0);
ot =u;+u < (1,1,0);
o’ =u; < (0,0,1);
al =u + (0,1,0).

Oto kilka przyktadowych obliczen:
l=d"=o*d®=da(l+a)=(a+a?) = (1+a®+a?) = +al + o’
a=1+0'=(@+a’+a’)+o’=a+ o’

Rozwazmy elementy:

X =y=14+X(1+aX%+o2X% + o*X%) = 1 + X + aX® + 02X + a*X% =

— 14+ X +aX® +a*X® 42X,

— Xocy — X« +XOC+1 + aXa+a3 + a2x0€+a6 + a4x0€+a5 —

= XY+ X% 4 aX + a2X*® 4 atx

= 0X + X%+ X% 4+ o2X¥ + a*x*,

_ Xazy = X% L xOH  gxatte’ | g2yettal® 4 pdyatte’

= X% + X% +aX® 42X + X

= 02X + X% + o X% 4 aXx® + X%,
x4 = Xoc“y — xo' yxottl 4 gxotta’ 4 g2yatta® | pdyatta’

= a*X + o2XY £ X% 4 XP 4 oX
Tworza one baze ideatu I jako przestrzeni liniowej nad ciatem Fg. Ze wzgledu
na to, ze [Fg jest przestrzenia liniowa nad F = Z;, mozna ideat I traktowaé, jako
12-wymiarowa podprzestrzeni algebry F[G]. Nie jest to jednak ideat tej algebry, za-
tem poza algebraiczng prezentacja oraz mozliwo$cig algebraicznego testowania, czy

dany element reprezentuje stowo kodowe, nie daje dodatkowych korzysci w postaci
alternatywnych algorytméw dekodowania.
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W nieco ogdlniejszym ujeciu wyglada to nastgpujaco: rozwazmy podprzestrzen
algebry Fg[G] z ustalong baza {vy, v2, ..., v¢} nad cialem Fg. Binarnym przeksztat-
ceniem ze wzgledu na baze {uy, up, us} ciata Fg nad cialem F, nazywamy funkcje,
ktéra kazdej kombinacji liniowej oqvy + cava + - - - + o vy przyporzadkowuje ciag
binarny powstaly z ciagu (@i, &, ..., 0 ) przez zastapienie wyrazow o ciggami bi-
narnych wspétczynnikow (a;1,a,a;3) i opuszczeniu nawiasow, gdzie
Q; = aj1u) +apuy +aiaus.

Twierdzenie 1.5. Binarny obraz ideatu I w przestrzeni F3*, ze wzgledu na bazg
{uy, uy, us} jest (24,12,8)-kodem Golay’a.

Przyktad 1.11. Innym przyktadem kodéw, ktére moga by¢ zrealizowane w jezyku
algebr grupowych jest rodzina kodéw Reeda-Mullera zaproponowana przez Mul-
lera w 1954 r. Istnieje wiele sposobéw ich opisu, patrz np. |[Hoffman 1 in.| (1991).
Tu przedstawimy standardowa definicj¢ oparta na pojeciu funkcji boolowskiej. Jesli
X jest dowolnym ustalonym zbiorem, to przez funkcj¢ boolowska okreslong na X
rozumiemy dowolna funkcje f: X — Z,. Kazda funkcja boolowska moze by¢ utoz-
samiana z funkcjg charakterystyczng podzbioru A = {x € X : f(x) =1}.
Niech

Xm:{(al,ag,...,am): aiE{o,l}}:Z2XZ2X...XZZ

m

bedzie zbiorem wszystkich ciagéw binarnych dtugosci m. Jest jasne, ze |X,,,| = 2.
Rozwazmy zbiér wszystkich funkcji boolowskich okreslonych na zbiorze X,,,. Ma on
22" elementéw i mozna go w naturalny sposéb traktowaé, jako algebre nad ciatem
F=27,

A,n:ZQXZZX...XZQ.

2m

z naturalnymi operacjami dodawania i mnozenia oraz mnozenia przez skalary. Prze-
stawimy konstrukcj¢ kodéw Reeda-Mullera jako podprzestrzeni tej przestrzeni. Niech
T\, T, ..., T, beda przemiennymi zmiennymi. Aby wskazaé te podprzestrzenie
wprowadZmy najpierw przyporzadkowanie

T« (1,1,1,1,1,1,1,1,...,1,1,1,1) =1
T, + (0,1,0,1,0,1,0,1,...,0,1,0,1) =1,
T, « (0,0,1,1,0,0,1,1,...,0,0,1,1) =1,

Tp1 < (0,0,...,0,1,1,...,1,0,0,...,0,1,1,...,1) = tp_y
2 2 2 om-2
sz 2”’!* 2m7 m—

T, < (0,0,...,0,1,1,...,1) =1,
S—— ——

om—1 om—1
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Zauwazmy, ze powyzsze przyporzadkowanie w naturalny sposéb przedtuza si¢ do
epimorfizmu algebry wielomianéw Z, [T, T1, ..., T,—1] na A. Jadrem tego odwzoro-
wania jest ideat generowany przez wielomiany Ti2 =1;,i=0,1,...,m— 1. Ponadto,
nietrudno dowies¢, ze nasz epimorfizm dziata wzajemnie jednoznacznie na podprze-
strzeni rozpigtej na zbiorze wszystkich jednomianéw postaci

TV T2 .. Ty, €1,&,...,6x € {0,1}.

m

Przez stopien takiego jednomianu rozumiemy Y’ <;<,, &, a przez stopieni ich kombi-
nacji liniowej — najwigksza z wartosci stopni jednomianéw, ktére wchodza do kom-
binacji z niezerowym wsp6tczynnikiem.

Kodem Reeda-Mullera RM (r,m) nazywamy podprzestrzen przestrzeni A,,, ktéra
jest obrazem podprzestrzeni rozpigtej na wszystkich jednomianach stopnia < r.

Twierdzenie 1.6. Kod Reeda-Mullera ¢ = RM(r,m) ma nastgpujace wlasnosci:

(i) Dhugos¢ kodu € jest rowna 2.
(ii) Wymiar kodu jest réwny dimp 6 = 1 + (’f) + (';) 4.+ (’f)
(iii) Srednica kodu jest réwna 2", wykrywa 2""~" — 1 bled6éw i koryguje 2" "1 — 1
z nich.
(iv) Macierz generujaca kodu % jest réwna [I; B|, gdzie
B = [to;t1;. . stmstitas sttty ] !

)

czyli jest macierza, ktérej kolejne wiersze odpowiadaja jednomianom stopnia
< r uporzadkowanym leksykograficznie.

PrzejdZmy teraz do demonstracji tego kodu jako ideatu algebry grupowej. Niech
G bedzie elementarng grupg abelowa rzedu 2™, tzn.

2 _ Co
G=(X1,X0,...,%m : Xj =€, Xixj =X;x;, I, j=1,2,...,m)

i F = Z,. Niech dalej, <7 bedzie idealem augmentacyjnym algebry F[G] oraz dla
dowolnego podzbioru Y grupy G przez Y bedziemy rozumieé element algebry F[G]
postaci .,y y. Z opisu wasnosci ideatu &7 podanego na koticu rozdzialuwynika,
ze

" =lin((x; +1)(x2+1) ... (xp+1)) i @™ =0.

Zauwazmy, ze jesli {x; ,xi,,...,x;, } jest k-elementowym podzbiorem zbioru
{x1,%2,...,Xm}, tO

(xil +1)(xi2+1)"'<xik+ 1) :m

Wynika z tego, ze ideat &7/, j = 1,2,....m jest rozpiety, jako przestrzen liniowa, na

elementach postaci (Y), gdzie Y przebiega wszystkie podzbiory zbioru {x1,x2,...,%nu},
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ktérych moc jest nie mniejsza niz j. Liczba takich podzbioréw jest réwna

() () e )= @)+ () e (1)

co oznacza, ze </ ma wymiar taki, jak kod Reeda-Mullera RM (m — j,m). Dowodzi
sig, ze w standardowej bazie algebry F[G] ideat A/ zachowuje wszystkie cechy tego
kodu. Jednoczesnie A/ jako ideat algebry F[G] ma dodatkowe zalety, ktére pozwa-
laja na zaproponowanie algorytmu dekodowania. Na podstawie [Landrock 1 Manz
(1992) zilustrujemy to w przypadku, gdy m = 5, j = 4. Takich parametréw uzyto w
kodzie Reeda-Mullera, wykorzystanego do przekazu zdje¢ wykonanych w ramach
misji statku kosmicznego Mariner w 1969 r.

Niech
2 ..
G = (x1,X2,X3,X4,X5 1 Xj = e, X;X; = X;x;, I,j € {1,2,3,4,5}).
Wowczas
Ideat o7 generatory ./ modulo &7**! dim <7 /o7
/0 =F[G] I (o) =1
o (1 +1), (o +1), (x3+1), (g +1), (xs541) () =5
o/? i+ D) (xj+1), i<j, i,j€{1,2,3,4,5} () =10
o3 (i + D)+ 1) (g + 1), i<j<k, ij,ke{1,2,3,4,5} (G) =10
g4 (x,'+1)(xj+1)(xk+l)(x/+1), i<j<k<l, ij,kle{1,2,3,4,5} (45&):5
o (1 + 1)+ 1) (x5 + 1) (g + 1) (x5 + 1) (3)=1

Podane parametry oznaczaja, ze kodem RM (4,5) jest ideat .o7*. Jako przestrzeit
liniowa jest on rozpigty na elementach z ostatnich dwéch wierszy powyzszej tabeli,
a wigc ma wymiar 6 i tym samym, liczba stéw kodowych jest réwna 2% = 64.

Ostatni element jest rtowny N =Y, - X, a zatem jego waga Hamminga wt(n) = 32.
Waga Hamminga pozostatych elementéw jest réwna 16. Doktadniej, jesli G;,
i=1,2,3,4,5 jest podgrupa grupy G generowana przez elementy x;, gdzie i # j, to
baza kodu jest uktad:

W= YeegX = 1+ 1) (2 +1) (34 1) (xa+1)(xs+1),
N = Yeeg X = (2 + 1) (3 +1)(xa + 1) (x5 + 1),
=Yg, ¥ = (1 + D)3+ 1)(a+1)(xs+ 1),
V= Yaegs X = (1 + 1) (2 +1)(xa + 1) (x5 4 1),
%= Yieg, X = (1 + D)2+ 1)(x3+ 1) (xs + 1),
Y = Yxegs X = (1 +1)(xa+1)(x3+ 1) (xa + 1).
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Dla sprawdzenia, czy dany element & algebry reprezentuje stowo kodowe, wystarczy
sprawdzi¢, czy jest anihilowane przez elementy postaci (x; 4+ 1)(x;+ 1), i < j. Jesli
o reprezentuje stowo kodowe, tzn.

a=a+annt+ap+azyzt+asys+asts,

todlai=1,2,3,4,5, zachodzi réwnos¢ o - (x; + 1) = a; ), co automatycznie wyzna-
cza skalary ay,as,a3,a4. To z kolei pozwala wyznaczy¢ ay.

Zalézmy teraz, ze w wyniku transmisji danych, po wystaniu stowa reprezentowa-
nego przez element ¢ otrzymano stowo reprezentowane przez 3. Z wtasnosci kodu
wiadomo, ze koryguje btedy, jesli ich liczba nie przekracza liczby 7. Jesli wigc stowo
B r6zni si¢ od o na nie wigcej niz 7 pozycjach, to o = 8 + €, gdzie € ma wage Ham-
minga nieprzekraczajaca tej liczby. To oznacza, ze kazde ze stéw reprezentowanych
przez € - (x; + 1) ma wage Hamminga nie przekraczajaca liczby 14. Dla wyznacze-
nia wystanego stowa a na podstawie B i przedstawienia go w postaci kombinacji
liniowej elementéw 7¥;, i = 0,1,2,3,4,5 wystarczy zauwazy¢, ze

Bxi+1)=(a+¢e)(xi+1)
=a(x+1)+elx+1)
= a;y +&(xi +1).

Wobec tego, ze wt(y) = 32 i wt(e(x; + 1)) < 14, a; = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
wt(B(x;+ 1)) < 14. Ta obserwacja pozwala wyznaczy¢ wspéiczynniki aj,a,a3,a4.
Do wyznaczenia ag wystarczy zauwazy¢, ze ag = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy waga
Hamminga elementu a1y; + a2y> + asys + aa¥s + as?ys + B nie przekracza 7.

Podsumowanie

Czytelnika zainteresowanego tym obszarem badawczym odsytamy do dwéch publi-
kacji przegladowych, a mianowicie Milies| (2019) oraz Guerreiro| (2016). Obie cytuja
po kilkadziesiat artykuléw, w wigkszosci opublikowanych po roku 2000. Liczne,
szczegbtowe wyniki przywotywane w tych pracach, odnosza si¢ do przypadku, gdy
charakterystyka ciata nie dzieli rzgdu grupy, te zas$ sg albo abelowe, albo bliskie abe-
lowym. Algebraiczny opis rozwazanych kodéw jest oparty na dobrze znanej struk-
turze potprostych algebr grupowych. Tymczasem, jak widzieliSmy w przyktadach
kodéw Golay’a i Reeda-Miillera, bardzo obiecujace wyniki uzyskano wczes$niej dla
algebr modularnych, tzn. takich, gdy charakterystyka ciata dzieli rzad grupy, a na-
wet dla p-grup. Struktura algebr grupowych p-grup nad cialami charakterystyki p
jest bardzo skomplikowana i daleko do uzyskania jej zadowalajacego opisu, co moze
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by¢ elementem zniechgcajacym do poszukiwan w tych obszarach. Jednakze, wiele
wiadomo dla bardzo konkretnych klas grup, ktére nie byly badane pod katem ich
przydatnosci dla teorii kodowania. Dotyczy to w szczegdlnosci p-grup abelowych
Iub p-grup, ktére sa w jakims$ sensie bliskie abelowym. Na szczegdlng uwage za-
stluguje zbadanie wilasnosci idealéw generowanych przez elementy centralne w alge-
brach grupowych 2-grup bliskim grupom dihedralnym (patrz Bagiiski 1 Konovalov
(2004)) i Baginski i Kurdics|(2014)).
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Rozdziat 2

O ADDYTYWNYCH GRUPACH (EACZNYCH) PIERSCIENI
PRZEMIENNYCH

Mateusz Woronowicz']

Streszczenie Jednymi z waznych zagadnien algebraicznych znajdujacych praktyczne
zastosowanie w naukach informatycznych sa przemiennos¢ oraz tacznos¢ pierscieni
konstruowanych na grupach abelowych. Wykorzystywane sg one, migdzy innymi,
w kryptografii oraz algorytmach zwiazanych z segmentacja i rozpoznawaniem ob-
razéw cyfrowych. Niniejszy rozdzial stanowi przeglad aktualnej wiedzy dotycza-
cej struktury (A)CR-grup, czyli grup abelowych, na ktérych kazde (taczne) mno-
zenie pierScieniowe jest przemienne. Stanowi ona teoretyczny fundament, na kto-
rym mozna budowaé struktury algebraiczne potrzebne do konstrukcji algorytméw.
W szczegdlnosci, niniejsze opracowanie zawiera: klasyfikacje torsyjnych (A)CR-
grup oraz beztorsyjnych catkowicie rozktadalnych CR-grup, opis wszystkich beztor-
syjnych CR-grup rangi dwa pozwalajacy sklasyfikowaé beztorsyjne grupy abelowe
rangi dwa, na ktérych istnieje struktura nieprzemiennego i jednoczesnie nietacznego
pierScienia, opis wszystkich beztorsyjnych ACR-grup rangi dwa, klasyfikacj¢ bez-
torsyjnych ACR-grupy rangi dwa niebedacych CR-grupami wraz z konstrukcja 20
nieizomorficznych grup posiadajacych tg wlasnos¢ w kazdym z dwéch mozliwych
przypadkéw zwiazanych ze zbiorem typow takiej grupy oraz czgSciowy opis struk-
tury mieszanych (A)CR-grup.

Stowa kluczowe: grupy addytywne pierScieni, pier§cien przemienny, pierscien tacz-
ny, pierScien nieprzemienny, pierscien nietaczny, typ.

Wprowadzenie

Teoria pierScieni posiada szerokie spektrum zastosowann w naukach informatycz-
nych. Przejawia si¢ ono, migdzy innymi, w kryptografii oraz rozpoznawaniu ob-
razéw (zob. [Lidl 1 Harald (1994)). Szczegélnym przypadkiem zastosowania teorii
pierScieni w informatyce sa algorytmy zwiazane z segmentacja obrazéw cyfrowych
(zob. |Garcés, Torres, Pereira 1 Rodriguez| (2014)). Opieraja si¢ one na arytmetyce

*  Wydziat Informatyki, Politechnika Bialostocka, Wiejska 45A, 15-351 Bialystok,
m.woronowicz@pb.edu.pl

DOI 10.24427/978-83-67185-18-9_2
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pierscieni Z, reszt modulo n. Klasycznymi przyktadami zastosowan tych pierscieni
sa algorytmy dodawania liczb n-bitowych (zob. |Cormen, Leiserson 1 Rivest| (1990);
Karatsubal (19935)); [Knuth| (1997); K. Woronowicz| (2015)). Arytmetyka modularna
znajduje zastosowanie takze w licznych jezykach programowania i kalkulatorach.
Waznymi wlasno$ciami wielu mnozen pierScieniowych stosowanych w informatyce
sa wigc przemienno$¢ oraz taczno$¢. W tym kontekscie pojawia si¢ naturalne py-
tanie o strukturg grup abelowych, ktére moga by¢ grupami addytywnymi wytacznie
pierscieni o tych wlasnosciach. W niniejszym rozdziale zostana zaprezentowane naj-
wazniejsze wyniki z tego zakresu - zaréwno klasyczne, jak i najnowsze. W szczegdl-
nosci oméwiona zostanie struktura (A)CR-grup, czyli grup abelowych, na ktérych
kazde (faczne) mnozenie pierScieniowe jest przemienne. Pojecia te zostaty wpro-
wadzone w pracy [Feigelstock| (2000). Jej autor zamiescil tam wiele interesujacych
rezultatéw — opisat on, migdzy innymi, strukturg torsyjnych (A)CR-grup, wykazujac
jednoczesnie rownowazno$¢ warunkéw CR i ACR dla torsyjnych grup abelowych,
czgsSciowo scharakteryzowal mieszane CR-grupy, podat przykiad beztorsyjnej ACR-
grupy, ktéra nie jest CR-grupa oraz zauwazyl, ze kazdy pierScien, ktérego grupa ad-
dytywna jest torsyjna (A)CR-grupa jest taczny (zob. (Feigelstock, 2000, Theorems 5
& 10, Example, Corollary 4)). Ta ostatnia obserwacja przyczynita si¢ niedawno do
wprowadzenia i czgsciowego zbadania pojecia AR-grupy, czyli takiej grupy abelo-
wej, ktéra moze by¢é grupa addytywna jedynie pierScieni tacznych (zob. |Andrusz-
kiewicz i Woronowicz| (2017); [Najafizadeh 1 Woronowicz| (2017); M. Worono-
wicz| (2020)). Zagadnienia badane w cytowanym artykule Feigelstocka poruszane
byly takze w znacznie wczesniejszych pracach Beaumont i Wisner| (1959); [Jac-
kett| (1979); [Schultz (1973) oraz w nowych i stosunkowo nowych pracach |/Aghdam
(2006);|/Aghdam 1 Najafizadeh|(2008)); Andruszkiewiczi Woronowicz|(2017);/Naja-
fizadeh 1 Woronowicz (2017); M. Woronowicz (2020).

Zasadniczym celem niniejszego rozdziatu jest przeglad aktualnego stanu wie-
dzy z zakresu grup addytywnych (tacznych) pierScieni przemiennych w kontekscie
potencjalnych zastosowat w naukach informatycznych. Wyniki sktadajace si¢ na
ten rozdzial pochodza z cytowanych wyzej prac. Niektére z nich sa prezentowane
z nowymi dowodami. Uwaga ta dotyczy w szczegdlnoSci dowodu twierdzenia kla-
syfikacyjnego dla beztorsyjnych catkowicie rozktadalnych CR-grup, wykorzystuja-
cego zdecydowanie bardziej elementarne techniki niz dowdd znany dotychczas (por.
Twierdzenie[2.4]i (Feigelstockl 2000, Theorem 8)). SzczegStowe informacje na temat
historii badan (A)CR-grup dostgpne sa w M. Woronowicz (2019).

2.1 Oznaczenia

Wszystkie grupy wystepujace w niniejszej pracy sa abelowe. Stosujemy tradycyjny
dla nich zapis addytywny. Ze wzgledu na fakt rozwazania grup abelowych w kon-
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tekScie grup addytywnych pierScieni, przemienno$¢ grup bedzie za kazdym razem
podkreslana w sformutowaniach twierdzen.

Dla dowolnej grupy abelowej A, symbole P(A), T(A) i Z(A) oznaczaja odpowied-
nio zbidr tych wszystkich liczb pierwszych p, dla ktérych p-komponent A, grupy A
jest nietrywialny, oraz cze$¢ torsyjna i podzielng otoczke grupy A. Grupa Z(A) i jej
wilasnos$ci oméwione sa w (Fuchs| 1970, §24). Ranga i ranga beztorsyjna grupy A
oznaczane sg odpowiednio przez r(A) i ro(A). Najmniejsza liczbe naturalng m taka,
ze mA = {0} nazywamy wyktadnikiem grupy A i oznaczamy przez exp(A). Jesli taka
liczba m nie istnieje, to przyjmujemy, ze exp(A) = oo. Zbidr wszystkich elementéw a
grupy A, ktére dla ustalonej liczby naturalnej n spetniaja warunek na = 0 oznaczamy
symbolem Aln]. Jezeli p jest liczba pierwsza, to zbidr (,,_; p"A bedziemy zapisy-
wac jako p*A. Symbole hﬁ (a) i o(a) oznaczaja odpowiednio p-wysokosé elementu
a w grupie A oraz jego rzad. Podgrupe grupy A generowang przez zbiér X zawarty
w A oznaczamy przez (X ). Jezeli X jest podzbiorem beztorsyjnej grupy abelowej A,
za$ a jest elementem tej grupy, to symbole (X ), i t(a) oznaczaja odpowiednio czysta
podgrupe grupy A generowana przez X oraz typ elementu a. Chcac podkreslic, ze
typ elementu a jest rozwazany w grupie A bedziemy pisali t, (a) zamiast t(a). Zbidr
typéw wszystkich niezerowych elementéw grupy A oznaczamy przez .7 [A]. Pojgcie
typu elementu grupy zostato szczegétowo oméwione w (Fuchs, 1973, §85). Sym-
bolem 91(A) oznaczamy rdzeri beztorsyjnej grupy abelowej A, tzn. zbiér wszystkich
liczb wymiernych ¢, dla ktérych gA C A. Jest on unitarnym podpierScieniem w ciele
liczb wymiernych (zob. [Stratton| (n.d.)). Jezeli grupa abelowa A jest suma prosta
grup A;, przy czym i przebiega pewien niepusty zbidr /, to dla dowolnego elementu j
zbioru I symbolem A ; oznaczamy zbidr tych wszystkich elementéw a grupy A, kt6-
rych nosnik supp(a) zawiera si¢ w zbiorze {j}. Na kazdej grupie abelowej A mozna
w trywialny sposéb okresli¢ strukture pierScienia definiujac mnozenie: a-b = 0 dla
wszystkich a,b € A. Taki pierScient nazywamy pierScieniem z zerowym mnozeniem
i oznaczamy symbolem A°. Jesli jest to jedyny (faczny) pierscieri mozliwy do okre-
Slenia grupie A, to méwimy, ze A jest nil(,)-grupa. Wiedza dotyczaca zaleznosci
migdzy tymi pojeciami dla grup torsyjnych, mieszanych i beztorsyjnych uwzgled-
niajaca wyniki najnowszych badan z tego zakresu dostgpna jest w M. Woronowicz
(2019, [2020). Symbolem [JA oznaczamy podgrupe kwadratowa grupy abelowej A
generowana przez kwadraty wszystkich mozliwych pierscieni o grupie addytywnej
A (zob.|Aghdam!(1987);/Andruszkiewicz i Woronowicz|(2016a,[2016b)); Najafizadeh
(2015)); M. Woronowicz|(2019). W szczegdlnosci grupa A jest nil-grupa wtedy i tylko
wtedy, gdy LA = {0}. Pier$cien endomorfizméw grupy abelowej A oznaczamy przez
E(A). Grupe addytywna i obustronny anihilator pierScienia R oznaczamy odpowied-
nio przez R™ oraz a(R). W drodze wyjatku, grupe addytywna pier$cienia E(A) ozna-
czamy tradycyjnie przez End(A).

Symbole P(R), Ry, T(R) i p”R odnosza si¢ do grupy addytywnej pierscienia R
w sposGb wyjasniony w poprzednim akapicie. Jezeli X jest podzbiorem w R, to (X)
i [X] oznaczaja odpowiednio podgrupe grupy R generowang przez X oraz podpier-
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Sciefi pierScienia R generowany przez X. Fakt, ze niepusty podzbidr I pierScienia
R jest obustronnym idealem w R zapisujemy symbolicznie jako I <1 R. Rozwazajac
dowolny pierScien R nie zakladamy ani jego tacznoSci, ani przemienno$ci, ani tez
unitarnosci. Przyjmujemy jedynie, ze mnozenie pierScienia R jest obustronnie roz-
dzielne wzgledem dodawania. Przez podpierScien pierscienia R rozumiemy podzbidr
w R, ktéry jest podgrupa w R i jest zamknigty ze wzgledu na mnozenie pierscie-
nia R. W szczegdlnosci, jesli S jest podpierScieniem unitarnego pierScienia R, to nie
zakladamy, ze jedynka pierscienia R nalezy do S. Grupe elementéw odwracalnych
unitarnego pierscienia R oznaczamy przez R*. Jesli R jest dziedzing catkowitosci, to
I1(R) oznacza zbidr wszystkich liczb pierwszych p takich, ze R # pR.

Symbole Q, Z, P, N i Ny oznaczaja odpowiednio ciato liczb wymiernych, pier-
Scien liczb catkowitych oraz zbiory wszystkich liczb: pierwszych, naturalnych (ro-
zumianych jako dodatnie liczby catkowite) i catkowitych nieujemnych. Ponadto dla
dowolnej liczby pierwszej p oraz dowolnej liczby naturalnej n, symbole Z (p™),
Z(n) i Z, oznaczaja kolejno: p-grupe quasicykliczna, grupe cykliczna rzedu n oraz
piericien reszt modulo n, ktérego mnozenie oznaczane jest przez ©,. Najmniej-
sza wspoOlna wielokrotno$¢ ustalonych liczb catkowitych k i [ oznaczamy przez
NWW (k,1).

Wszystkie pozostale oznaczenia sa zgodne z notacja stosowana w klasycznej dwu-
tomowej monografii [Fuchs| (1970,|1973)) poswigconej grupom abelowym lub zostang
wprowadzone i wyjasnione w dalszej czgsci tej pracy.

2.2 Wiadomosci wstepne

W rozwazaniu struktury pierscienia na grupie abelowej, ktéra nie jest beztorsyjna
wielokrotne zastosowanie bedzie miata nastgpujaca, dobrze znana:

Uwaga 2.1. W dowolnym pierscieniu (R, +,-,0):
(i) R, <R dla dowolnej liczby pierwszej p;
(ii) T(R)<R;
(i) T(R) = D pcp(r) Rp;
(iv) R, - R, = {0} dla dowolnych réznych liczb pierwszych p i g.

Jednym z waznych narzedzi uzywanych do konstruowania mnozen pierScienio-
wych na grupach abelowych jest produkt tensorowy takich grup (zob. (Fuchs, 1970,
§59) i por. np. z [Feigelstock| (2000)). Fundamentalny zwiazek struktury pierScienia
na dowolnej grupie abelowej A z produktem tensorowym grup abelowych ilustruje
ponizsze, znane

Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie grupa abelowa. Wowczas:
(i) Mult(A) = Hom(A ®A,A);
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(i) Mult(A) = Hom (A,End(A)).
Dowdéd. Zob. (Fuchs), [1973, Theorem 118.1).

Podamy teraz szereg technicznych lematéw, ktére znacznie utatwia przeprowa-
dzenie dowod6w zasadniczych rezultatéw dotyczacych struktury (A)CR-grup.

Lemat 2.1. Niech A i B beda grupami abelowymi takimi, ze A = T'(A), exp(4,) <
<o, B=pBoraz B, = {0} dla wszystkich p € P(A). Jezeli R jest pierScieniem o gru-
pie addytywnej A & B, to R = R X R, dla pewnych pierscieni R; i Ry odpowiednio
o grupach addytywnych A i B.

Dowdéd. Rozwazmy dowolny pierScien R = (A@® B, *) i oznaczmy G =A@ {0} oraz
H={0}&B. Wtedy GxH = H G = {0}, gdyz G =T(G) i H = pH dla kaz-
dego p € P(G). Rozwazmy dowolne g1,g> € Gihy,hp € H. Wtedy g1 *x g2 =g3+h
dla pewnych g3 € G, h € H. Niech m = NWW (0(g1),0(g2),0(g3)). Wowczas
0 =m(g) *g2) = m(g3+h) =mh, skad h € T(H). Wezmy dowolne p € P. Jezeli
p | o(h), to p | m, wigc z okreslenia liczby m wynika, ze p € P(G). Ale H, = {0}
dla kazdego p € P(G), wigc h = 0. Zatem G+ G C G. Dalej, hy xhy = g+ h3 dla
pewnych g € G, h3 € H. Niech P bgdzie skoficzonym podzbiorem w P(G) takim, ze
g € @,cpGp. Wtedy dla n = [],cpexp(G,) otrzymujemy, ze n (D ,epG,) = {0}.
Ponadto H = pH dla kazdego p € P(G), wigc hy = nh), hy = nh) i h3 = n’h} dla
pewnych A\, hb, by € H. Zatem n* () xhb) = g+ n*h}, skad g = n* ((h} xhb) —h}) €
cn’ (GO H). Ale (nz(GGBH))p = {0} dla kazdego p € P, wigc g = 0. Wobec tego
hyxhy € H. Stad HxH C H. W ten sposéb pokazaliSmy, ze G, H<<{RiR=G&H.
Niech R = (A,®) oraz Ry = (B,*) beda pierscieniami z mnozeniami w naturalny
spos6b indukowanymi odpowiednio z podpierScieni G i H pierScienia R. Wtedy
R= R1 X Rz.

Lemat 2.2. Niech G = A® H, gdzie A i H sa takimi grupami abelowymi, ze A, #
# {0}, H, = {0} oraz dimz, H/pH > 1 dla pewnego p € PP Istnieja wowczas taczny
piersciei R = (G, *) oraz x,y € H takie, ze (0,y)? = (0,x)* (0,y) = (0,0) oraz (0, y)*
#(0,x) = (a,0) i (0,x)? = (b,0) dla pewnych a,b € A\ {0}.

Dowéd. Rozwazmy diagram:
4ot ) [ +
G—+H = H/pH — PZ],
i€l
gdzie m; jest naturalnym rzutowaniem grupy G na grupe H, 7 jest epimorfizmem
kanonicznym, zas ¢ jest izomorfizmem. Niech f = ¢ o m, o ;. Z przyjetych zatozen
wynika istnienie takiego x € H \ pH, ze ’supp o(x+ pH )’ > 2. Wezmy dowolne

i1,ip € supp ¢(x+ pH) takie, ze i # ip. Niech € = (&;);c; bedzie elementem grupy
@i/ Z,) takim, ze:
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o [l dlai=i
iT0,dlai#i;

Niech ponadto ¢ = € ¢(x+ pH), przy czym - oznacza mnozenie pierscienia [[;c; Z,.
Wéwcezas ¢~ !(c) = y+ pH dla pewnego y € H \ pH. Dla t = 1,2, epimorfizmy
M Dt Z:; — Z; definiujemy w spos6b nastgpujacy:

Hi ((ki)iel) =kip, M2 ((ki)iel) = kiy.
Wtedy:

i (£(0.))) @p o (£((0.) ) =0, w1 (£(10.0)) ) ©p 2 (£((0.9)) ) =0,
w (£((0,))) ©p 2 (((0,0)) ) 0, 1 (£((0.9)) @p b2 (£((0,5)) ) 0.

Bezposrednio z przyjetych zalozein wynika istnienie zanurzenia i: Z; — A. Roz-
wazmy odwzorowanie *: G X G — G dane wzorem:

g1%g = <l (#1 (f(g1)) Op 2 (f(gz))),0>

dla wszystkich g1, g2 € G. Poniewaz przeksztalcenia 1, i1, U 1 f sa homomorfizmami
grup oraz ®, jest mnozeniem pierscieniowym, to R = (G, ) jest pierscieniem. Po-
nadto f(A) = {0}, wigc A C a(R). Stad oraz na mocy inkluzji R> C A otrzymujemy,
ze (GxG)xG = Gx*(GG) ={0}. Wobec tego piersciefi R jest taczny. Ostatecz-
nie otrzymujemy wiec, ze (0,y)? = (0,x) % (0,y) = (0,0) oraz (0,y) * (0,x) = (a,0)
i (0,x)?> = (b,0) dla pewnych a,b € A\ {0}.

Lemat 2.3. Niech p bedzie liczba pierwsza, za$ n liczba naturalng. Niech ponadto
H bedzie nil,-grupa taka, ze H, = {0}. Jezeli R jest tacznym pierscieniem o grupie
addytywnej Z(p") ©H, to R> C Z(p") ® {0}. W szczegdInosci, jesli n = 1 oraz R #
# {0}, to R =Z(p) & {0}.

Dowdd. Niech I = Z(p") @ {0} i niech B = {0} & H. Poniewaz B, = {0}, to [ =
= R, < R. Zat6zmy nie wprost, ze B> ¢ I. Wtedy (R/I)> # {0+1}. Ale (R/I)" 2 H,
wiec H nie jest nil,-grupa, sprzeczno$é. Zatem R*> C Z(p") @ {0}. Jesli wigc n = 1
i R? # {0}, to R? jest nietrywialna podgrupa w Z(p) @ {0}, skad R*> = Z(p) ® {0}.
Lemat 2.4. Niech H bedzie nil,-grupa taka, ze H, = {0} oraz H = (hy) + pH
dla pewnych p € P i hy € H. Jezeli R jest tacznym piersScieniem o grupie addy-
tywnej Z(p) ©H i R* # {0}, to R~ Z, x H* lub R = ((0,h9)) + a(R), przy czym
0((0,hp)*) = piR*={0}.

Dowdd. Niech I = Z(p) @ {0} i niech B = {0} & H. Wtedy I = R,,, wigc [ <R.
Ponadto R? = I na mocy Lematu 2.3l Wezmy dowolne a € I\ {0}. Wéwczas o(a) =
= p, skad (a) = I. Mamy do rozwazenia dwa przypadki:
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(i). a> #0. Wtedy [ = Z p- Zatem pierScien I posiada jedynke. Istnieje wigc ideat J
pierscienia R taki, ze R =1®J (por. (Gardner 1 Wiegandt, 2004, Szendrei’s Theorem
1.2.5)). Stad H = (R/I)" = J*. Ponadto H jest nil,-grupa, wigc J> = {0}. Zatem
R=7,xHC.

(ii). a®> = 0. Wtedy R* = I? = (a®) = {0}. Zal6zmy nie wprost, ze R*> # {0}
Poniewaz R*> <R, to R® C R%. Ale R jest podpierscieniem w R, R?> = I oraz |I| =
wiec R = R%. Stad R* = R>-R = R*-R = R* = {0}, sprzecznos¢. Zatem R> = {0}
WeZmy dowolne b € B. Wtedy ab € I, wigc istnieje k € Z takie, ze ab = ka. Stad
(ab)b = (ka)b = k(ab) = k(ka) = k*a. Ale R* = {0}, wiec k*a = 0. Zatem p | k2,
skad p | k. Wobec tego ka = 0, czyli ab = 0. Stad aB = {0}. Podobnie pokazuje sig,
ze Ba = {0}. Ponadto a® = 0, wigc a € a(R). Dalej, (pB)R = p(BR) C pR> = pl =
= {0}, skad (pB)R = {0}. Analogicznie R(pB) = {0}. Zatem pB C a(R). Ponadto
H = (ho) + pH dla pewnego ho € H, wiec R = {(0,h9)) +a(R). Ale R* # {0}, wiec
(0,h9)? # 0. Stad oraz na mocy réwnosci R?> = I otrzymujemy, ze 0((0,h0)2) = p.

Lemat 2.5. Niech A, B i C beda beztorsyjnymi grupami abelowymi i niech G bedzie
czysta podgrupa w A.

(1.) Jezeli ag i ay sa zaleznymi elementami w A, to t(a;) = t(ay).

(2.) t(a) - t(b) > t(a) dla wszystkich a,b € A.

(3.) Jezeli R = (A, «) jest pierScieniem, to t(axb) > t(a) - t(b) dla wszystkich a,b € A.

(4.) Jezeli R = (A, ) jest pierScieniem, to t(axb) > t(a) V t(b) dla wszystkich a,b €
eA.

(5.) Jezeli A i B sa podgrupami w QT to t(A-B) = t(A) - t(B).

Dowdd. Wiasnosé (1.) udowodniona jest w (Fuchs, 1973, p. 108-109). Dowdd wia-
snosci (2.) wynika wprost z (Feigelstockl, 1983, Consequence 1.3.2). Wtasnos¢ (3.)
jest bezposrednia konsekwencja réwnosci (p"x) xy = p"(xxy) = xx (p"y), ktore sa
prawdziwe dla wszystkich x,y € A, p € P i n € N, oraz okreSlenia iloczynu typéw
(zob. (Fuchs, 1973, p. 110)). Wtasnos¢ (4.) wynika wprost z (3.) i (2.). Pozostato
udowodni¢ wtasnos¢ (5.). Jezeli A = {0} lub B = {0}, to teza jest oczywista. Niech
dalej A # {0} i B # {0}. Wtedy bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze | € ANB
(zob. (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2)). Wowczas % (1) = Ky (1) +h5(1) (je-
§li ktérakolwiek p-wysokoscC jest nieskonczona, to przyjmujemy, ze ich suma jest
nieskonczona). Stad t4.5(1) = t4(1) - tp(1). Ponadto t(A-B) = t4.5(1), t(A) = t4(1)
i t(B) = tg(1) (por. (Fuchs, |1973| p. 109)), wigc t(A-B) = t(A) - t(B).

Lemat 2.6. Niech A i B beda nietrywialnymi podgrupami grupy Q. Wéwczas na-
stgpujace warunki s rOwnowazne:

(i) B jest obrazem homomorficznym grupy A;
(ii) B=q-A dla pewnego ¢ € Q\ {0};
(iii) mA = nB dla pewnych m,n € N;
(iv) B= A.
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Dowéd. Zatézmy, ze istnieje homomorfizm f grupy A na grupe B. WeZmy dowolne
b € B\ {0}. Istnieje wéwczas a € A\ {0} takie, ze b = f(a). Poniewaz (a) N (b) #
# {0}, to istnieje g € Q\ {0} takie, ze b = ¢ - a. Rozwazmy dowolne x € A. Wtedy
x=%.q dla pewnych k € Z i n € N. Zatem nf(x) = f(nx) = f(ka) = kf(a) =
=kb=k(q-a), skad f(x) =q- (£-a) = g-x. Wobec tego B= f(A) = q-A. W ten
spos6b wykazaliSmy implikacje (i) = (ii). Implikacje (if) = (iii), (iii) = (iv) oraz
(iv) = (i) sa trywialne.

Bezposrednia konsekwencja (Fuchs| 1973 Proposition 85.4), Lematu @ oraz
punktu (5.) Lematu [2.5]jest nastepujacy

Whiosek 2.1. Dla dowolnych podgrup A,B,C grupy QT nastgpujace warunki sg
réwnowazne:

(i) n(A-C) C B dlapewnego n € N;
(if) £(A) - 4(C) < (B).

W ponizszej definicji zamieszczamy zwigzte zestawienie gtéwnych pojec zwiaza-
nych z tematyka niniejszego rozdziatu.

Definicja 2.1. Grupg¢ abelowa A nazywamy CR-grupa, gdy kazdy pierscien o grupie
addytywnej A jest przemienny. Jezeli A spelnia warunek CR ograniczony do klasy
pierécieni tacznych, to mowimy, ze A jest ACR-grupa. W przypadku, gdy A moze
by¢ grupa addytywna jedynie pierScieni tacznych, to A nazywamy AR-grupa.

Bezposrednia konsekwencja powyzszej definicji jest nastgpujaca
Uwaga 2.2. Kazda CR-grupa jest ACR-grupa.
Okazuje sig, ze zachodzi takze zdecydowanie mniej oczywista zaleznoS¢.

Twierdzenie 2.2. Kazda CR-grupa jest AR-grupa.

Dowdéd. Rozwazmy dowolng CR-grupe A. WeZzmy dowolne * € Mult(A) oraz a € A.
Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze mnozenie x| ® x, = x * (a *xz) okreslone
dla wszystkich x1,x, € A, wprowadza na A strukture pierscienia. Rozwazmy dowolne
x,y € A. Poniewaz A jest CR-grupa, to x®y = y®x, czyli xx (axy) = y* (a*x). Ale
réwniez mnozenie * jest przemienne, skad x* (axy) = (a*x) *y = (x*a) xy. Ponadto
elementy x,y oraz a zostalty wybrane w sposéb dowolny, wigc pierscieri (A,x*) jest
taczny. Zatem A jest AR-grupa.

Jezeli G jest grupa abelowa postaci G = A& B i R jest pierScieniem o grupie
addytywnej A, to S = R x B jest pierscieniem o grupie addytywnej izomorficznej
z grupa G. Stad otrzymujemy natychmiast nastepujace:

Stwierdzenie 2.1. Sktadnik prosty (A)CR-grupy (AR-grupy) jest (A)CR-grupa (AR-
grupa).
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Ponizsze stwierdzenie charakteryzuje rozktadalne ACR-grupy.

Stwierdzenie 2.2. Niech {G;: i € I}, gdzie I # 0, bedzie rodzing grup abelowych.
Jezeli @,c;G; jest ACR-grupa, to Hom(G; ® G;,Gy) = {0} dla wszystkich parami
réznych i, j k € I.

Dowdéd. Zatézmy, ze dla pewnych parami réznych i, j, k € I istnieje niezerowy ho-
momorfizm f: G; ® G; — Gy. Niech ¢, bedzie naturalna injekcja grupy G w grupe
G iniech m; bedzie naturalnym rzutowaniem grupy G na grupe G, dlat € i, j. Wéw-
czas (G,x), gdzie g *x g2 = @ (f(ﬂ:,-(gl) ® nj(gz))>, jest pierscieniem takim, ze
Gx(GxG) = (G+xG) G = {0}. W szczegblnosci wynika stad, ze pierscien (G, )
jest taczny. Poniewaz f # 0, odwzorowania 7; oraz 7; sa surjektywne i ¢ jest in-
jekcja, to istnieja a,b € G takie, ze a*b # 0. Elementy x = (x;)ses oraz y = (ys)ser
definiujemy nastgpujaco:

[ mi(a),gdys=i _ Jmi(b),gdys=j
XS{ 0, .gdys#i TP 0 Lgdys# )

Wéwezas x,y € G, xxy = axb # 0 oraz y xx = 0. Zatem laczny pierscieni (G, *) nie
jest przemienny, skad wynika, ze G nie jest ACR-grupa.

2.3 Klasyfikacja torsyjnych CR-, ACR- i AR-grup

Ponizszy lemat okaze si¢ pomocny przy klasyfikacji torsyjnych CR-, ACR- 1 AR-grup
przeprowadzonej w Twierdzeniu

Lemat 2.7. Niech R bedzie tacznym pierscieniem o grupie addytywnej A i niech M
bedzie lewostronnym R-modutem.

(i) Jezeli R? o M # {0}, to A ® M nie jest AR-grupa.
(ii) Jezeli Ro M # {0}, to A ® M nie jest ACR-grupa.

Dowéd. Niech G = A @ M. Mnozenie pierScienia R oznaczmy standardowa kropka.

(/). Rozwazmy funkcj¢ *: G x G — G dang wzorem:
(a1,my) * (az,ma) = (0,a; omy),

dla wszystkich aj,a; € Aimy,my € M. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze S =
= (G, *) jest pierscieniem. Poniewaz R? o M # {0}, to istnieja r1,7, € R orazm € M
takie, ze (r1-r2)om 0. Stad (r1,0) * ((r2,0) % (0,m)) = (r1,0) % (0,r0m) = (0,r 0
o(rpom)) = (0, (r1r2) om) # (0,0). Ale ((r1,0) (r2,0)) % (0,m) = (0,0) % (0,m) =
= (0,0), wigc pierscieni jest nietaczny. Zatem G nie jest AR-grupa.
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(ii). Niech x: G x G — G bedzie funkcja okreslona za pomoca wzoru:
(a1,m1)* (az,ma) = (a1 - az,a1 omy),

dla wszystkich aj,ay € Aimj,my; € M. Na mocy standardowego sprawdzenia otrzy-
mujemy woéwczas, ze P = (G,x) jest pierScieniem. Dla dowolnych aj,az,as € A
oraz mp,my,ms € M zachodzi ((al,ml) * (az,mz)) * (a3,m3) = (ay - az,a; omy)*
*(az,m3) = ((a1 ‘ap)-az,(ay-ay) om3) = (a1 (ap-a3),a; o (az Ong)) = (ay,my)*
*(ay -az,apoms) = (aj,my) * ((az,mz) * (ag,m3)), wigc pierScien P jest taczny. Po-
niewaz RoM # {0}, to rom # 0 dla pewnych r € Rim € M. Stad (r,0) x (0,m) =
= (0,rom) # (0,0) oraz (0,m)*(r,0) = (0,0) i w konsekwencji taczny pierscieri P
nie jest przemienny. Zatem G nie jest ACR-grupa.

Whiosek 2.2. Dla wszystkich m,n € N oraz dowolnej nietrywialnej grupy abelowej
G ani Z(p™) & Z(p"), ani Z* & G nie jest AR-grupa. Grupy te nie sa réwniez ACR-
grupami.

Twierdzenie 2.3. Dla dowolnej torsyjnej grupy abelowej G nastgpujace warunki sg
réwnowazne:

(1) G jest CR-grupa;
(i1) G jest AR-grupa;
(iii) G jest ACR-grupa;

(iv) G = @ per(q) (Z (p'r) ® (@ie,pz(pW))>, gdzie n, € Ny oraz I, jest pewnym
zbiorem dla kazdego p € P(G).

Dowod. Z Uwagi[2.1|wynika, ze wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla p-grup. Roz-
wazmy wigc dowolne p € P oraz dowolng p-grupe abelowa G. Jezeli G = {0}, to
réwnowaznos¢ warunkéw (i) — (iv) jest oczywista. Niech dalej G # {0}.

Implikacje (i) = (ii) oraz (i) = (iii) sa bezposrednimi konsekwencjami odpo-
wiednio Twierdzenia[2.2]i Uwagi[2.2]

Aby udowodni¢ implikacje (ii) = (iv) oraz (iii) = (iv) zat6zmy, ze nietrywialna
p-grupa G nie jest postaci Z(p") & D, gdzie n jest pewna nieujemna liczba catkowita,
za$ D jest pewna podzielng p-grupa. Z (Fuchs| |1970, Corollary 27.3) wynika wow-
czas istnienie takich m, s € N, ze grupa Z(p™) @ Z(p®) jest sktadnikiem prostym w G.
Zatem G nie jest ani AR-grupa, ani ACR-grupa na mocy Wniosku [2.2]i Stwierdzenia
2.1

Przypusémy, ze G = Z(p") @ D, gdzie n jest pewna nieujemna liczba catko-
wita, za§ D jest pewna podzielng p-grupa. Rozwazmy dowolny pierScied R taki,
ze R" = G. Poniewaz D = p"D i D jest nil-grupa, to {0} & D C a(R). Stad, dla
A =Z(p") @ {0} otrzymujemy, ze R*> = A%. Ponadto A = Z;n i kazde mnozenie pier-
Scieniowe * okreSlone na grupie Z;’n jest zdeterminowane przez warto$¢ 1 x 1, wigc
pierScien R jest faczny i przemienny. Wobec tego warunek (iv) implikuje kazdy spo-
§r6d warunkow (i) — (iii).
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2.4 Klasyfikacja beztorsyjnych catkowicie rozkladalnych CR-grup

Poniewaz kazda beztorsyjna grupa abelowa rangi jeden zanurza si¢ w grupe Q, to
ponizsze twierdzenie klasyfikuje beztorsyjne catkowicie rozktadalne CR-grupy.

Twierdzenie 2.4. Niech {G;: i € I'}, gdzie I # 0, bedzie rodzina nietrywialnych pod-
grup grupy Q% iniech G = @;; G;. Wéwcezas nastgpujace warunki sa réwnowazne:

(i) G jest CR-grupa;
(ii) n(G; - G;j) € Gy dla wszystkich n € N oraz i, j, k € I takich, ze i # j;
(iii) t(G;) - t(G;) % t(Gy) dla wszystkich i, j, k € I takich, 7e i # J.

Dowdd. Réwnowaznos¢ warunkéw (ii) oraz (iii) jest bezposrednia konsekwencja
Whiosku Udowodnimy réwnowaznos$¢ warunkéw (i) oraz (ii). Zat6zmy naj-
pierw, ze n(G;- G;) C Gy dla pewnych n € N oraz i, j,k € I takich, ze i # j. Mamy
do rozwazenia dwa przypadki:

(I). i # j oraz k = i. Wowczas (G; ® Gj,*), gdzie (ay,c1) * (a2,¢2) = (n(ar-
-cz),O) , jest pierScieniem, w ktorym dla dowolnych niezerowych a € G; oraz ¢ € G;
jest (a,0)* (0,¢) = (n(a-c),0) # (0,0) i (0,c) = (a,0) = (0,0). Zatem G; ® G, nie
jest CR-grupa. Ponadto grupa G ma skfadnik prosty izomorficzny z G; ® G, wigc ze
Stwierdzenia[2.T| wynika, ze G nie jest CR-grupa.

(II). Elementy i, j,k sa parami r6zne. Analogicznie jak w punkcie (/) uzasadnia
si¢, ze (G; ® G ® Gy, %), gdzie (a1,by,c1)* (a2,b2,¢2) = (0,0,n(m -bz)) jest nie-
przemiennym pierscieniem i w zwigzku z tym G nie jest CR-grupa.

Na odwrét. Przypusémy teraz, ze n(G; - G;j) € Gy, dla wszystkich n € N oraz
i, ],k € I takich, ze i # j. Rozwazmy dowolne * € Mult(G). Niech S = (G, *). Jezeli
G+« G = {0}, to oczywiscie pierscien S jest przemienny. Niech dalej G« G # {0}.
Istnieja wéwczas a,c € G oraz i, j € I takie, ze m;(a) * w;(c) # 0, gdzie m; jest na-
turalng projekcja grupy G na podgrupe G; dla t =i, j. Z (Fuchs, (1973, Theorem
119.1) wynika istnienie pierScienia R = (@(G), ®) takiego, ze S jest podpierscie-
niem w R. Wezmy dowolne k € supp (7;(a) * 7;(c)). Niech ¢ bedzie naturalnym
zanurzeniem grupy QT w grupe 2(G) takim, ze ¢, (Q") jest t-tym sktadnikiem
prostym Q; w Z(G) dla t = i, j. Niech ponadto y; bedzie naturalnym rzutowa-
niem grupy 2(G) na jej k-ty sktadnik prosty Oy = Q™, niech ¢: Q; — Q7 be-
dzie naturalnym izomorfizmem i niech ¥ = ¢ o ;. Dla wszystkich ¢q;,q, € QT
definiujemy ¢1 ® g2 = 9 (i(q1) ® @j(g2)). Poniewaz ¥, ¢;, @; sa addytywnymi
homomorfizmami oraz & jest niezerowym mnozeniem pierScieniowym, to mnoze-
nie © wprowadza na grupie QT struktur¢ pierscienia z niezerowym mnozeniem.
Z (M. Woronowicz, |2016, Remark 4.2) wynika wigc istnienie takiego ¢ € Q\ {0},
ze q1 ©q2 = q1 - q-q2 dla wszystkich g1,q, € QT. Zatem dla wszystkich x € G;
iy € G, otrzymujemy, ze:

q-x-y=x0y=0(¢:(x)*9;(y)) € Gy, (2.4.1)
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skad ¢(G;- G;) C Gy. Istnieje wiec n € N takie, ze n(G; - G;) C G, co wobec przy-
jetego zatozenia oznacza réwno$¢ j =i. Z (2.4.1)) oraz okreSlenia funkcji ¥ wynika
wiec, ze:

Wi (@i(e1) * 9i(g2)) = 0 (2179 &2)
dla wszystkich g1, g> € G;. Zatem:

Vi (0i(g1) * @i(82)) = wie(@ig2) * 9ig1)) (2.4.2)

dla wszystkich g1,g2 € G;. Ponadto uzyskana wczesniej réwnos¢ j = i implikuje, iz
mnozenie * jest catkowicie zdeterminowane przez wartoSci W ((pi( g1) *oi( gz)) #£0,
gdzie i,k € 11 g1,82 € G, wigc pierScien S jest przemienny. Wobec tego G jest CR-
grupa.

2.5 Beztorsyjne (A)CR-grupy rangi dwa

Uwaga 2.3. Jezeli A nie jest CR-grupa, to istnieje o € Mult(A) takie, ze aj oay #
# apoaj dlapewnych aj,ay € A. Zatem (A, -), gdzie a-b = aob—boa dla wszystkich
a,b € A, jest pierScieniem z niezerowym mnozeniem, ktory jest antyprzemienny.

Twierdzenie 2.5. Kazda beztorsyjna nierozktadalna grupa abelowa rangi dwa jest
CR-grupa.

Dowdéd. Rozwazmy dowolng beztorsyjna nierozkladalng grupe abelowa A rangi
dwa. Jesli CJA = {0}, to teza jest oczywista. Niech dalej CJA # {0}. Zat6zmy nie
wprost, ze A nie jest CR-grupa. Z Uwagi [2.3| wynika wéwczas istnienie takiego an-
typrzemiennego pierscienia R = (A, -), ze R*> # {0}. Istnieja wigc a,b € A takie, ze
a* =b*>=0, ba = —abiab # 0. Zalézmy nie wprost, ze elementy a i b sa zalezne.
Wéwezas b = ga dla pewnego g € Q. Stad ab = ga®> = 0, sprzeczno$é. Wobec tego
elementy a i b sg niezalezne. Ponadto r(A) = 2, wigc istnieja n € N oraz k, [ € Z takie,
ze n(ab) = ka+1b, przy czym k? +1% > 0. Ze wzgledu na antyprzemiennos¢ pierscie-
nia R, bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze [ # 0. Wtedy, po obustronnym lewo-
stronnym pomnozeniu ostatniej rownosci przez a, otrzymujemy, ze (na)(ab) =1(ab).
Niech & = na i niech B = ab. Wéwczas aff = [3. Aby wykazaé niezaleznos¢ ele-
mentéw o i B rozwazmy dowolne K, L € Z oraz zat6zmy, ze Koo+ LB = 0. Wtedy
Kna+ L(ab) = 0, wigc Kn?a+ Ln(ab) = 0. Stad oraz na mocy uzasadnionej wcze-
$niej réwnosci n(ab) = ka + Ib otrzymujemy, ze (Kn? + Lk)a + LIb = 0. Ale ele-
menty a i b sa niezalezne oraz [ # 0 in € N, wigc L = K = (0. Zatem elementy o
i B sa niezalezne. Wezmy dowolne x € A. Wtedy sx = ha + 3 dla pewnych s € N
i h,t € Z. Zatem s(ax) =t(af) = (t1)B = 1(tB) = I(sx — ha), czyli s(Ix — ax) =
= (Ih)a. Stad Ix — ax € (). Ponadto s(ax) = (¢1) 3, wigc ax € (B).. Wobec tego
Ix=(Ix—ox)+ax € (a).+(B)«. Stad oraz na mocy dowolnosci wyboru elementu x
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i niezaleznos$ci elementéw o oraz B otrzymujemy, ze [A C (o), @ (B). C A. Ponadto
t(or) < t(B) na mocy definicji elementoéw ¢ i 8 oraz punktow (1.) i (4.) Lematu 2.5]
Zatem (Arnold, 1982 Theorem 2.3) implikuje rozktadalnos$¢ grupy A, sprzecznosc.

Lemat 2.8. Niech {A;: i € I}, gdzie |I| > 2, bedzie rodzina nietrywialnych podgrup
grupy QT iniech A = @;; A;. Jezeli istnieja i, j € I takie, ze i # j oraz t(A;) - t(A;) =
=t(A;), to A nie jest AR-grupa.

Dowdd. Z (Fuchs, [1973, Propositions 85.3 & 85.4) wynika, ze warunek t(A;)-
t(A4;) = t(A;) réwnowazny jest warunkowi Hom (A; ®A;,A;) # {0}. Istnieja wiec
a € A;, b € Aj oraz homomorfizm f: A; ® A; — A; takie, ze f(a®b) # 0. Dla
s € {i, j} niech 7, bedzie naturalng projekcja grupy A na grupe A, i niech i; bedzie na-
turalnym zanurzeniem grupy A; w grupe A. Ponadto definiujemy F =;0 f, a = 1;(a)
oraz 3 = 1;(b). Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja x: A x A — A dana
wzorem:
xxy=F (m(x) © 1;(y))

dla wszystkich x,y € A, wprowadza na grupie A strukture pierScienia, w ktérym o¢
B #0i BB =0.Niechc=m(axp). Wtedy c € A;\ {0}, wigc c = %a dla pewnych
ke Z\{0}ineN.Jezeli f(c®b) =0,t0 kf(a®b) = f((ka)®b) = f((nc)®b) =
=nf(c®b) =0, co jest niemozliwe, gdyz k # 0, f(a®b) #01i T (A;) = {0}. Stad
f(c®Db) #0. Wobec tego (o f3) « B # 0. Ale o (B B) = 0, wigc pierscieni (A, *)
nie jest faczny. Zatem A nie jest AR-grupa.

Mozemy teraz podaé opis CR-grup rangi dwa. Udowodnimy mianowicie nastgpu-
jace
Twierdzenie 2.6. Niech A bedzie beztorsyjna grupa abelowa rangi dwa. Wowczas
nastgpujace warunki sa rOwnowazne:

(i) A nie jest AR-grupa;

(i1) A nie jest CR-grupa;

(iii) A=A ®A;, przy czym Ay # {0}, Ay # {0} oraz t(A;) - t(A;) = t(A;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i # j;

(iv) A~ B®C, gdzie Bi C sa takimi nietrywialnymi podgrupami w Q, ze n(B-C) C
C C dla pewnego n € N;

(v) A jest grupa addytywna pewnego nietacznego i jednoczes$nie nieprzemiennego
pierscienia.

Dowdd. Implikacja (i) = (ii) jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia [2.2] Je-
zeli A nie jest CR-grupa, to z Twierdzenia[2.5|wynika, ze grupa A jest rozktadalna. Ist-
nieja wigc nietrywialne podgrupy A; i A, grupy A takie, ze A = A1 B A,. W szczegdl-
nosci wynika stad, ze r(A1) = r(A>) = 1. Stad oraz na mocy Twierdzenia[2.4i punktu
(2.) Lematu[2.5|otrzymujemy, ze t(A;) - t(A;) = t(A;) dla pewnych i, j € {1,2} takich,
ze i # j. Konczy to dowdd implikacji (if) = (iii). Rownowazno$¢ warunkéw (iii)
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oraz (iv) wynika natychmiast z Wniosku i znanego faktu, ze kazda beztorsyjna
grupa abelowa rangi jeden zanurza si¢ w Q7. Jesli wigc zachodzi warunek dany
w (iv), to spetnione sa zatozenia Lematu Niech * oznacza nietagczne mnoze-
nie pierScieniowe skonstruowane w jego dowodzie. Zachowujac pozostate oznacze-
nia zastosowane we wspomnianym dowodzie otrzymujemy wowczas, ze o * 3 # 0
i B o = 0. Zatem nietaczny pierscieri (A, ) jest jednoczes$nie nieprzemienny. W ten
spos6b wykazaliSmy implikacje (iv) = (v). Implikacja (v) = (i) jest oczywista.

Whiosek 2.3. Warunki CR i AR sa rownowazne dla beztorsyjnych grup abelowych
rangi dwa.

Nastepne twierdzenie opisuje beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa.

Twierdzenie 2.7. Niech A bedzie beztorsyjna grupa abelowa rangi dwa. Woéwczas
nastgpujace warunki sa rownowazne:

(i) A nie jest ACR-grupa;

(il) A =A| ® Ay, gdzie A| i A, sa nietrywialnymi podgrupami grupy A spetniajacymi
warunki t(A;)? = t(A;) oraz t(A;) - t(A;) = t(A;) dla pewnych i, j € {1,2} takich,
zei# J;

(iii) A = B® C dla pewnych nietrywialnych podgrup B i C grupy Q™ takich, ze (1B #
# {0} oraz n(B-C) C C dla pewnego n € N;

(iv) istnieja dwa niezalezne elementy x,y € A, taczny pierScien R = (A, -) oraz nietry-

wialny homomorfizm f: A — (‘II(A))Jr takie, ze x-y = f(x)y lubx-y = f(y)x.

Dowdd. (i) = (ii). Warunek (i) implikuje, ze A nie jest CR grupa, wigc z Twier-
dzenia 2.6 i (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2) wynika, ze bez utraty ogdlnosci
mozemy przyjaé, iz A = A| @A, dla pewnych podgrup A; i A, grupy QF zawiera-
jacych liczbe 1. Niech x = (1,0) i niech y = (0, 1). Wtedy {x,y} jest maksymalnym
podzbiorem niezaleznym w A. Dalej, wprost z przyjetego zalozenia wynika istnienie
tacznego pierScienia R o grupie addytywnej A, ktéry nie jest przemienny. Niech
oznacza mnozenie pierScienia R. Z dowodu (Beaumont 1 Wisner, (1959, Lemma 2)
wynika, ze mamy do rozwazenia nastgpujace przypadki:

l. xxx=ax,xxy=ay,y*xx=01iyxy=0, gdziea € Q\ {0}. Odpowiednio na mocy
punktéw (1.), (3.) i (2.) Lematu otrzymujemy wowczas, ze 4 (x) = ta(ax) =
= ta(xxx) > ta(x)? > ta(x), czyli t4(x)? = ta(x). Powolujac si¢ ponownie na
ten sam zestaw punktow Lematu [2.5|uzyskujemy, ze t4 (y) = ta(ay) = ta(xxy) >
>t (x) -t (y) >t (y) Zatem t4 (x) -t (y) =t4 (y) Ponadto <x>* =ZA1 <y>* ~A,,
wige t(A1)? = t(A) oraz t(A;) - t(A2) = t(A,).

2.xxx =0, xxy =0, yxx =bx i yxy = by, gdzie b € Q\ {0}. Rozumu-
jac analogicznie jak w punkcie 1. otrzymujemy stad, ze t(A>)?> = t(A;) oraz
t(A2) - t(A1) = t(Ay).

50



3. xxx =ax, xxy =ay, yxx = bx i yxy = by, gdzie a,b € Q\ {0}. Stosujac te
same techniki jak w przypadku 1. uzyskujemy wéwczas, ze t4 (x)? = t4 (x), ta (x)-
ta(y) = ta0), ta(y) - ta(x) = ta(x) i ta(1)? = ta(y). Ale ta(x) - ta(y) = ta(y)-
t4(x), wige ta(y) = ta(x). Ponadto (x). = A1 i (y). = A,, skad t(A])? = t(A;)
oraz t(A1) - t(A2) = t(A2).

4. x*x=ax,xxy=bx,yxx=ayiyxy=by, gdzie a,b € Q\ {0}. Wtedy, analogicz-
nie jak w punkcie 3. pokazuje sie, ze t(A1)> = t(A1) oraz t(A;) - t(A2) = t(A7).

(if) = (i). Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze A} i Ay sa podgrupami
w Q1 zawierajacymi liczbe 1 takimi, Ze t(A;)? = t(A;) oraz t(A;) - t(A2) = t(A2).
Z Wnioskuwynika wowczas istnienie takich ny,ny € N, ze nj(A;-A;) C Aj oraz
na(Ay-Az) C Ay. Niech n = NWW(ny,ny). Wtedy n € Ay NA, oraz n(A; -A;) C Ay
in(A;-Az) C Ay. Rozwazmy funkcje ®: A x A — A dana wzorem:

(a1,a2) ® (b1,by) = (a1 -n-by,a;-n-by)

dla wszystkich a;,b; € A1 1 ap,by € A;. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze
® € Mult(A). Niech S = (A, ®). Wtedy dla dowolnych ay,by,c; € Ay iay,by,cs € Ay,
((al,a2)®(b1,b2)) ®(cy,c2) = (nz-al -by -Cl,n2 -ay - by -Cz) =(aj,ay)® ((bl,b2)®
®(c1,¢2)). Zatem pierscien S jest taczny. Ale (1,0) ® (0,1) = (0,n) # (0,0) oraz
(0,1)® (1,0) = (0,0), wigc pierScien S nie jest przemienny. Wobec tego A nie jest
ACR-grupa.

W ten sposéb udowodniliSmy réwnowazno$¢ warunkéw (i) oraz (ii). Réwnowaz-
no$¢ warunkow (ii) oraz (iii) jest bezposrednia konsekwencja Wniosku 2.1} (M. Wo-
ronowicz, 2016, Theorem 4.8) i mozliwosci zanurzenia kazdej beztorsyjnej grupy
abelowej rangi jeden w Q. Natomiast réwnowaznos¢ warunkéw (i) oraz (iv) wy-
nika wprost z (Beaumont 1 Wisner, 1959, Theorem 2).

Bezposrednia konsekwencja Twierdzen [2.6]i[2.7)jest nastepujace

Twierdzenie 2.8. Beztorsyjna grupa abelowa A rangi dwa jest ACR-grupa niebgdaca
CR-grupa wtedy 1 tylko wtedy, gdy A = A} @ A, dla pewnych nietrywialnych pod-
grup A i A> grupy A takich, ze zachodzi doktadnie jeden z dwdch nastgpujacych
przypadkow:

(i) H(A;)2 = t(A), t(A})? > t(A)), H(A) - H(A)) =
(i) t(A;)% > t(A;), t(A;)? > t(A;) oraz t(A;) - t(A;
takich, ze i # j.

t(A;) dla pewnych i, j € {1,2};
;) = t(A;) dla pewnych i, j € {1,2}

Uwaga 2.4. Z punktu (2.) Lematu 2.5 wynika ponadto, ze jesli grupa A spetnia wa-
runek (i) powyzszego twierdzenia, to t(A;) > t(A;).

Whiosek 2.4. Istnieje 20 nieizomorficznych ACR-grup rangi dwa niebedacych CR-
grupami spetniajacych warunek (i) Twierdzenia oraz 2%0 nieizomorficznych
ACR-grup rangi dwa niebgdacych CR-grupami spelnla]acych warunek (ii) tego twier-
dzenia.
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Dowdd. Niech {P}, P, P;} bedzie tréjelementowym podziatem zbioru P takim, ze
|P;| = X dla kazdego i € {1,2,3} i niech Py bedzie dowolnym podzbiorem zbioru
P5. Ponadto definiujemy:

1 1 1 +
B:<2p6P()UP1>, B]Z<ZC]€P2>, C:|:Zp€P0UP1:| ,
p q p

Ci=B+C, A=B®C, A =BaC.
Wtedy ¢(B)? > t(B), t(C)> = t(C), t(C) > t(B), t(C) - t(B) = t(C) oraz t(C;)*> > t(C})
i t(B) - t(Cy) = t(Cy), wiec z Twierdzenia wynika, ze A i A; sa ACR-grupami
niebedacymi CR-grupami.
Poniewaz |P;| = X, to P; zawiera doktadnie 2¥0 niepustych podzbioréw réznych
od Fy. Niech Pg bedzie dowolnym takim podzbiorem i niech:

+
g =(L1. cpiup cr =L ,epiup Cl=B,+C'
p.pE o YUP1 ), p-PE oYh| 1 1+C7,

AT=B"ac!, Al=B'ac].

Z poprzedniej czesci dowodu wynika, ze AT iAI sa ACR-grupami niebe¢dacymi CR-
grupami. Poniewaz Py # Py i PLNP; =0, to CT2Ci C;’ 2 C1. Na mocy (Fuchs,
1973, Proposition 86.1) otrzymujemy wiec, ze AT 2 A oraz A;( ZAl

Uwaga 2.5. Twierdzenie [2.6] opisuje w szczegdlnosci wszystkie beztorsyjne grupy
abelowe rangi dwa, na ktorych istnieje struktura nietacznego i jednoczesnie nieprze-
miennego pierscienia. Wniosek implikuje wiec istnienie 2X0 nieizomorficznych
grup majacych te wlasnosé.

2.6 O strukturze mieszanych (A)CR-grup

Lemat 2.9. Jezeli G jest mieszna (A)CR-grupa i p € P(G), to G, jest (A)CR-grupa.

Dowdd. Zatézmy, ze G, nie jest (A)CR-grupa. Z (Fuchs, (1970, Theorem 24.5 &
Corollary 27.3) i Twierdzenia wynika woéwczas istnienie takich m,n € N, ze
Z(p™) & Z(p") jest sktadnikiem prostym w G. Stad oraz na mocy Wniosku
Stwierdzeniai Uwagiotrzymujemy, ze G nie jest (A)CR-grupa.

Twierdzenie 2.9. Niech G bedzie mieszang ACR-grupa i niech p € P(G). Wéwczas
G, jest skladnikiem prostym w G. Jezeli H jest uzupelnieniem prostym podgrupy
Gp w grupie G, to dimz, H /pH < 1. W szczegblnosci H = pH, gdy grupa G, nie
jest ani podzielna, ani zredukowana. Ponadto, jesli grupa G, nie jest cykliczna, to
ro(H) = 1.
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Dowdd. Niech D bedzie najwigksza podzielna podgrupa w G,. Z (Fuchs, 1970, The-
orem 24.5) wynika woéwczas, ze G = D @ B dla pewnej podgrupy B grupy G. Zatem
G, =D ® B), oraz grupa B), jest zredukowana. Stad oraz na mocy Lematui Twier-
dzenia otrzymujemy, ze exp(B),) < c. Ponadto B), jest czysta podgrupa w B, wiec
B, jest sktadnikiem prostym w B na mocy (Fuchs, 1970, Theorem 27.5). Wobec tego
G jest sktadnikiem prostym w G. Z Twierdzeniawynika, ze mamy do rozwaze-
nia trzy przypadki:

(i). G, = Z(p"), gdzie n € N. Jezeli dimz, H/pH > 1, to Lemat [2.2| implikuje
istnienie tacznego pierscienia o grupie addytywnej G, ktdry nie jest przemienny,
sprzeczno$¢. Zatem dimg, H /pH < 1.

(if). G, jest grupa podzielng. Wtedy dimy, ,H /pH < 1 namocy argumentacji iden-
tycznej jak w punkcie (i).

(iii). G, = Z(p") ® D, gdzie n € N oraz D jest nietrywialna podzielng p-grupa.
Wtedy grupa G ma skladnik prosty izomorficzny z grupa C = Z;ﬁl ®Z(p~)DH.
Stwierdzenie implikuje, ze C jest ACR-grupa. Zatézmy nie wprost, ze H # pH.
Niech : H — Z; bedzie epimorfizmem, za$ 1: Z; — Z, oraz 1: L}, — Z(p™)
— naturalnymi zanurzeniami. Niech ponadto f = 1 o 7. Bezposrednie sprawdzenie
pokazuje, ze funkcja x: C x C — C dana za pomoca wzoru:

(ki,dy,hy) % (ka, do, ) = (O,z(kl @,,nf(hz)),O)

dla wszystkich ky,k; € Z[fn, dy,d» € D1ihy,hy € H, wprowadza na grupie C struk-
ture pierScienia. Ponadto (CxC)*C = Cx (C+C) = {0}, wigc pierscieni (C,*) jest
taczny. Z okreSlenia funkcji f wynika istnienie takiego h € H, ze f(h) # 0. Stad
(1,0,0) (0,0, 1) = (0,1(1@pnf(h)),o> £(0,0,0). Ale (0,0,/)%(1,0,0) = (0,0,0),
wigc pierscient (C, *) nie jest przemienny. Zatem C nie jest ACR-grupa, sprzecznosc.
Wobec tego H = pH.

Jezeli grupa G, nie jest cykliczna, to zachodzi przypadek (i) lub (iii). W obu tych
przypadkach E = Z(p™) @ H jest sktadnikiem prostym w G. Zatézmy nie wprost, ze
ro(H) > 1. Istnieja wéwczas a,c € H\ T (H) takie, ze (a) 4 (c) = (a) & (c). Stad oraz
na mocy (Feigelstock,|[1974, Theorem 2) i podstawowych wtasnosci produktu tenso-
rowego grup abelowych otrzymujemy, ze (a®c) @ (c ®a) jest wolng podgrupa grupy
H®H. Wezmy dowolne d € Z(p™)\ {0}. Wowczas (d) = Z(p*) dla pewnego s € N.
Poniewaz (a ® c¢)/p*{a® c) = Z(p*), to istnieje epimorfizm y: (a ®c) — Z(p*)
taki, ze y(a®c) =d. Niech ¥: (a®c) @ (c®a) — (a®c) bedzie naturalnym
rzutowaniem i niech ¢ = yo 9. Wtedy ¢ € Hom ((a ® ¢) & (c ® a),Z(p™)) oraz
pla®c)=di@(c®a)=0. Niech 1y bedzie restrykcja odwzorowania identyczno-
Sciowego na H ® H do podgrupy (a ® ¢) & (c ® a). Z injektywnosci grupy Z(p™)
(zob. (Fuchs, (1970, Theorem 24.5)) wynika wéwczas istnienie takiego homomorfi-
zmu @: HRQH — Z(p™), ze ¢ = @ o1y. Opisang sytuacjg ilustruje ponizszy diagram:

53



0——= (a®c)®(c®a) H®H
o ///(p
i/
Z(p~)

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja x: E X E — E dana wzorem:

(d],hl)*(dz,hz) = ((p(h1 ®h2),0)

dla wszystkich dy,d, € Z(p*™) i hy,hy € H, wprowadza na grupie E strukturg pier-
Scienia, w ktérym (0,a)* (0,¢) = (d,0) i (0,¢)x(0,a) = (0,0). Ale (ExE)xE = {0}
oraz Ex (ExE) = {0}. Zatem (E,*) jest pierScieniem tacznym, ktéry nie jest prze-
mienny. Wobec tego E nie jest ACR-grupa. Stad oraz na mocy Stwierdzenia [2.1]
réwniez G nie jest ACR-grupa, sprzecznosc.

Nastepne twierdzenie charakteryzuje mieszane CR-grupy i jest wynikiem kom-
plementarnym wzgledem Twierdzenia[2.9] W celu uproszczenia zapiséw, w jego do-
wodzie stosowana bgdzie notacja zwigzana z zewngtrznymi sumami prostymi.

Twierdzenie 2.10. Niech G bgdzie mieszang CR-grupa i niech p € P(G). Wéwczas
G = G, @ H dla pewnej p-podzielnej podgrupy H grupy G. Jezeli grupa G, nie jest
cykliczna, to ro(H) = 1.

Dowdd. Analogicznie jak w dowodzie Twierdzeniauzasadnia sie,ze G=G,DH
dla pewnej podgrupy H grupy G. Z Uwagi wynika, ze G jest ACR-grupa, wigc
Twierdzenie implikuje réwnos¢ ro(H) = 1 warunkowang brakiem cyklicznosci
grupy G, oraz nieréwnos¢ dimg,, H /pH < 1. Zat6zmy nie wprost, ze dimz H /pH =
= 1. Powolujac si¢ ponownie na Twierdzenie otrzymujemy woéwczas, Zze grupa
G jest zredukowana albo podzielna.

Jezeli zachodzi pierwszy przypadek, to ze Stwierdzenia[2.1]i Twierdzenia 2.3 wy-
nika, ze bez utraty ogdlnosci mozemy przyjac, iz G, = Z;,, dla pewnego n € N.
Wtedy p”_lG,, = Z;, wigc warunek dimz, H /pH = 1 implikuje istnienie epi-
morfizmu f: H — p”_le. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze odwzorowanie
*: G X G — G dane wzorem:

(g1,11) % (g2,h2) = (g1 ©Opn £ (h2),0),

gdzie g1, 82 € Gp, hy,hy € H, wprowadza na grupie G strukturg pierScienia. Poniewaz
f jest epimorfizmem, to istnieje h € H takie, ze f(h) = p"~!. Stad (1,0) * (0,h) =
= (p"~1,0) # (0,0) oraz (0,h) = (1,0) = (0,0). Zatem (1,0) % (0, k) # (0,h) x (1,0),
skad wynika, ze G nie jest CR-grupa, sprzeczno$¢. Zatem zachodzi drugi przypadek,
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czyli grupa G, jest nietrywialng podzielna p-grupa. WezZmy dowolne 1 € H \ pH.
Wtedy o(h) = oo, wiec (h) = Z" i w konsekwencji istnieje izmorfizm ¢ : G, ® (h) —
— G, (por. (Fuchs, 1970, p. 255, (G))). Niech 1: G, ® (h) — G, ® H bedzie naturalna
injekcja. Poniewaz grupa G, jest injektywna (por. (Fuchs, |1970, Theorem 24.5)), to
istnieje homomorfizm ¢@: G, ® H — G, spelniajacy warunek ¢ = ¢ oi1. Opisang
sytuacje przedstawia diagram:

0——G,® (h) : G,®H
9 %
i—/
GP

Standardowe sprawdzenie uzasadnia, ze funkcja x: G X G — G okreslona za pomoca
wzoru:

(g1,71) % (g2,12) = (@(g1®12),0),

dla wszystkich g1,g> € G, oraz hy,h, € H, wprowadza na grupie G strukture pier-
Scienia. Oznaczmy ten pierScien przez R i wezmy dowolne g € G, \ {0}. Wtedy
(0.h) % (8,0) = (9(0©0),0) = (0,0) oraz (.0) % (0,h) = (9(s©4).0) # (0.0).
gdyz @(g@h) = @(1(g®@h)) = ¢p(g®h), ker(¢) = {0} i g@h # 0 (por. (Fuchs,
1970, p. 255, (G))). Zatem pierScieri R nie jest przemienny, skad wynika, ze G nie
Jest CR-grupa, sprzecznos¢. Wobec tego dimgz,, H /pH =0, czyli H = pH.

Nastepny rezultat bedzie pomocny we wskazaniu przyktadu mieszanej ACR-grupy
niebedacej CR-grupa (zob. Przyktad 2.1

Stwierdzenie 2.3. Niech H bedzie nil,-grupa taka, ze H, = {0} dla pewnej liczby
pierwszej p. Jezeli istnieje ho € H takie, ze H = (hy) + pH, to A = Z(p) ® H jest
ACR-grupa.

Dowdd. Niech & = (0,hg). Rozwazmy dowolny taczny piersciei R o grupie addy-
tywnej A. Z Lematu 2.4| wynika, ze jesli R # {0} i R# Z, x H’, to R = (§) + a(R),
przy czym o (&%) = p. Wezmy dowolne a,b € R . Wtedy a = k& +x oraz b =1 +y
dla pewnych k,I € Z i x,y € a(R). Stad ab = (kl)&? = ba. Zatem pierScien R jest
przemienny w kazdym z mozliwych przypadkéw. Wobec tego A jest ACR-grupa.

Przyktad 2.1. Niech H bedzie nietrywialna nil-podgrupa grupy Q. Wtedy H # pH
dla pewnego p € P. Z (Arnold, 1982, Theorem 1.4) wynika wigc, ze H spelnia za-
tozenia Stwierdzenia Zatem A = Z(p) ® H jest ACR-grupa. Jednak A nie jest
CR-grupa na mocy Twierdzenia [2.10] W szczegdlnosci wynika stad, ze A nie jest
AR-grupa.
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Na mocy Twierdzenia[2.3] Przyktadu[2.1]i Wniosku 2.4 otrzymujemy nastepujacy

Whiosek 2.5. Warunki CR i ACR sa rownowazne wylacznie w klasie torsyjnych grup
abelowych.

Poniewaz warunek H # pH implikuje istnienie epimorfizmu f: H — Z(p), to
fakt, ze grupa A z Przyktadu [2.1|nie jest CR-grupa mozna uzasadni¢ réwniez w opar-
ciu o nastgpujace

Stwierdzenie 2.4. Niech A i H beda grupami abelowymi. Jezeli A nie jest nil-grupa
oraz A jest obrazem homomorficznym grupy H, to A ® H nie jest CR-grupa.

Dowdd. Niech f: H — A bgdzie epimorfizmem i niech R = (A, -) bedzie dowolnym
pierscieniem takim, ze R* # {0}. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze odwzoro-
wanie x: (A®H) x (AGH) — (A® H) dane wzorem:

(a1,h) * (a2,h2) = (a1 - f(h2),0),

dla wszystkich ay,a; € A1 hy,hy € H, wprowadza na grupie A @ H strukture pier-
$cienia. Poniewaz R? # {0}, to istnieja a,b € A takie, ze a- b # 0. Wezmy dowolne
he f~1({b}). Wtedy (a,0) = (0,h) # (0,0) oraz (0,h) * (a,0) = (0,0), wiec A®H
nie jest CR-grupa.

Okazuje sig, ze twierdzenie odwrotne do Twierdzenia [2.2] nie jest prawdziwe, tj.
istnieja AR grupy niebedace CR-grupami (zob. Przyktad [2.2)). Aby sie o tym przeko-
na¢ udowodnimy najpierw nastgpujace

Twierdzenie 2.11. Jezeli C jest nietrywialng torsyjna AR-grupa oraz A beztorsyjna
nil-grupa taka, ze A = pA dla kazdego p € P(C), to G = C D A jest AR-grupa.

Dowdd. Niech D bedzie najwigksza podzielna podgrupa grupy C i niech K bedzie
zredukowanym sktadnikiem prostym w C komplementarnym wzgledem D. Wow-
czas G = K ® D ® A oraz Twierdzenia [2.1] i [2.3] wraz z podstawowymi wtasno-
Sciami produktu tensorowego grup abelowych i grupy homomorfizméw addytyw-
nych implikuja, ze G® G = K & (A ® A) oraz Mult(G) = Mult(K) ® Hom ((K®
@A) ® (K @A),D) (por. (Fuchs, [1970, p. 255: (I), (D) & (H)) oraz (Fuchs, (1970,
Theorems 43.1 & 43.2); w szczegdlnosci Hom(A ® A,K) = {0}, gdyz grupa A® A
jest p-podzielna oraz grupa K, jest p-zredukowana dla kazdego p € IP(K)). Ponadto
z Twierdzenia [2.3| wynika, ze K jest CR-grupa, wigc jesli x € Mult(G), to istnieja
faczne i przemienne mnozenie pierScieniowe ¢: K X K — K oraz homomorfizm
& (KDA)®(K®A) — D takie, ze:

(kl,dl,al) * (kz,dz,az) = (kl Okz,é((kl,al) X (kz,az)),()),
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dla wszystkich ky,k» € K, di,d, € D oraz aj,a, € A (w celu ujednolicenia za-
pisu grupe C traktujemy jak zewnetrzng sume prosta grup K i D). Dla dowolnych
ki,ko,k3 € K oraz ay,as,as € A otrzymujemy, ze & ((lq oky,0)® (k3,a3)) =¢ ((k1<>
okz,0) ® (k3,0)). Ponadto istnieje taki skladnik prosty H grupy K, ze ki,k»,k3 € H
oraz H = 7, dla pewnego m € N. Niech h bedzie generatorem grupy cyklicznej
H. Dla i = 1,2,3 istnieje woéwczas [; € Z takie, ze k; = [;h. Stad 5((1(1 0kp,0)®
®(k3,0)) = (h3)€((hoh,0) @ (h,0)). Z okreslenia grupy H, Twierdzenia
i Uwagi [2.1) wynika, ze hoh € H, skad hoh = [h dla pewnego [ € Z. Zatem
& ((k10k2,0)®@ (k3,a3)) = (ll11213)& ((h,0) @ (h,0)). Analogicznie, & ((ki,a1) ® (koo
0k3,0)) = (I11113)& ((h,0) ® (h,0)). Wobec tego pierscien (G, ) jest taczny. Zatem
G jest AR-grupa.

Przyklad 2.2. Niech A = (4: p € P) + [3]", niech H =A®A i niech G = Z(27)
GH. Wtedy H jest beztorsyjna grupa abelowa rangi dwa. Ponadto, z (M. Worono-
wicz, 2016, Remark 4.5 & Theorem 4.8) i (Andruszkiewicz 1 Woronowicz, [2016a,
Proposition 2.10) wynika, ze H jest 2-podzielna nil-grupa. Stad oraz na mocy Twier-
dzen i otrzymujemy, ze G jest AR-grupa niebedaca CR-grupa. W szczegol-
nosci G nie jest ACR-grupa.

Bezposrednia konsekwencja Twierdzenia [2.2] oraz Przyktadu [2.2]jest nastepujace
Twierdzenie 2.12. Klasa CR-grup jest wtasciwa podklasa klasy AR-grup.
Ponadto z Przyktadéw [2.2]i 2.1 wynika natychmiast ponizszy

Whiosek 2.6. Istnieja mieszane AR-grupy niebgdace ACR-grupami oraz istnieja mie-
szane ACR-grupy niebgedace AR-grupami.

Stwierdzenie 2.5. Jezeli C jest nietrywialng torsyjna CR-grupa oraz A jest podgrupa
grupy Q" taka, ze A = pA dla kazdego p € P(C), to G = C® A jest CR-grupa.

Dowdéd. Niech D bedzie najwigksza podzielna podgrupa grupy C i niech K bedzie
zredukowanym sktadnikiem prostym w C komplementarnym wzgledem D. Zalézmy
najpierw, ze A jest nil-grupa. Zachowujac wszystkie oznaczenia z dowodu Twierdze-
nia otrzymujemy, ze & ((ki,a1) ® (k2,a2)) = & ((k1,0) @ (k2,0)) + & ((0,a1)®
®(0,a,)). Poniewaz ay,a; € Q, to (0,a1) ® (0,a2) = (0,a2) ® (0,a;). Ponadto ist-
nieje taki sktadnik prosty H grupy K, ze ki,k» € H i H = 7Z,, dla pewnego m € N.
Istnieja wigc h € H oraz I,,1; € Z takie, ze H = (h) oraz k; = [1h i kp = lyh. Stad
3 ((kl 0)® <k2’0)) = (hh)§ ((h,()) ® (h70)) = (Lh)§ ((h,()) & (h70)) =¢ ((k170)®
®(k2,0)). Zatem pierscieri (G,*), gdzie * jest mnozeniem opisanym w dowodzie
Twierdzenia [2.11] jest przemienny. Wobec tego G jest CR-grupa.

Przypusémy teraz, ze A nie jest nil-grupa. Bez utraty ogdélnosci mozemy przy-
jaé, ze 1 € A (por. (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2)). Mamy do rozwazenia trzy
przypadki:
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(i) C = K. Wtedy teza jest bezposrednig konsekwencja Lematu oraz (M. Wo-
ronowicz, 2016, Remark 4.2).

(ii). C=K®D, gdzie K # {0} i D # {0}. Wowczas Twierdzenia 2.3]1 (M. Wo-
ronowicz, 2016, Theorem 4.8) wraz (Fuchs| [1973| Proposition 85.3) i (Fuchs, 1973,
Theorem 85.1) oraz podstawowymi wtasno$ciami produktu tensorowego grup abe-
lowych i grupy homomorfizméw addytywnych implikuja, ze Mult(G) = Mult(K)®
®Hom(K ®A,D) ®Mult(A) (Hom(A,K) = {0}, gdyz A = pA oraz grupa K, jest p-
-zredukowana dla kazdego p € P(K)). W szczegdlnosci istnieje izomorfizm f: (K&
®A) @ (K®A) — K ®A, wiec Hom(K ® A,D) = Hom ((K ®A) ® (K ®A),D).
Ponadto ze Stwierdzenia [2.1) wynika, ze K jest CR-grupa. Stad oraz na mocy
(M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2) otrzymujemy, ze jesli * € Mult(G), to istnieja
taczne i przemienne mnozenie pierScieniowe ¢: K X K — K, dwuliniowa funkcja
pn: (K@A)x (K®A)— D oraz ¢4 € A takie, ze:

(k1,d1,a1) * (ka,da,a) = (kl<>k2,/~l((k1,611%(kz,az)),al '04'612),

dla wszystkich ky,k» € K, dy,dy € D1iay,a; € A (w celu zachowania przejrzystosci
zapisu, grupe C traktujemy jak zewnetrzng sume prosta grup K i D). Ponadto istnieje
okreslone jednoznacznie ¢ € Hom ((K ®A) ® (K ®A),D) takie, ze L = @ oe, gdzie
e: (KOA)x (KDA) - (KDA)® (KDA) jest funkcja tensorowa (por. (Fuchs,
1970, Theorem 59.1)). Stad, dla F = foei® = @o f~! otrzymujemy, ze 4 = ¥ oF.
Opisana sytuacje ilustruje ponizszy diagram:

(KB A) % (KDA) KeA

W szczegdlnosci wynika stad, ze F € Mult(K @ A). Powolujac si¢ na Twierdzenie
[2.3] Lemat [2.1] oraz (M. Woronowicz, 2016, Remark 4.2) uzyskujemy, iz istnieja
przemienne mnozenie pierscieniowe x: K x K — K oraz c3 € A takie, ze:

F((kl,al), (kz,az)) = (k1 *kp,ay - c3 -az),

dla wszystkich k1, k; € K oraz a;,a; € A. Stad, dla dowolnych k,k; € K, dy,d» € D
ia,ap € A otrzymujemy:

(kl,dl,al) * (kz,dz,az) = (kl <>k2,l9(k1 *kz,al - C3 -az),al -C4-a2).

Przemienno$¢ mnozenia * wynika wigc z przemiennosci mnozen ¢, x oraz -. Zatem
kazdy pierScien (G, *) jest przemienny, skad wynika, ze G jest CR-grupa.
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(iif). C = D. Wtedy dowdd przebiega analogicznie jak rozumowanie przedsta-
wione w punkcie (ii).

Uwaga 2.6. Z Przyktadu [2.1]i Stwierdzenia 2.5 wynika, ze kazdy sposréd przypad-
kéw (i) — (iii) analizowanych w dowodzie Twierdzenia [2.9] jest realizowany przez
pewna mieszang ACR-grupg.

Uwaga 2.7. Jezeli A jest mieszana ACR-grupa taka, ze P(A) = {p} i grupa A, nie jest
cykliczna, to z Twierdzen 1 wynika, ze A=Z(p")®D®H alboA=D®H,
gdzie n € N, D jest nietrywialng podzielna p-grupa, za§ H jest beztorsyjna grupa
abelowa rangi jeden. Ponadto, jezeli zachodzi pierwsza ewentualno$¢, to H = pH na
mocy Twierdzenia[2.9} Zatem wszystkie mieszane ACR-grupy A takie, ze P(A) = {p}
i grupa A, nie jest ani podzielna, ani zredukowana sa opisane w Stwierdzeniu @
W szczegdlnosci sa one CR-grupami.

2.7 E-grupy i CRM-grupy jako szczegoélne przypadki CR-grup

Definicja 2.2. Grupg abelowg A nazywamy CRM-grupa, jesli istnieje przemienny
i faczny pierScien R = (A, o) taki, ze kazde mnozenie pierScieniowe * na A, rézne od
o, jest stowarzyszone z pewnym elementem ¢ grupy A w taki sposdb, ze dla wszyst-
kich a,b € A zachodzi axb =aocob.

Uwaga 2.8. Z dowodu (Schultz, (1973, Lemma 8) wynika, ze kazda grupa abelowa
bedaca grupa addytywna przemiennego unitarnego pierScienia R spelniajacego wa-
runek R = E(R™) jest CRM-grupa. PierScienie R o takich wilasnosciach okreSla sig
mianem E-pierScieni, za$ ich grupy addytywne nazywa si¢ E-grupami (zob. (Schultz,
1973| p. 65, Definition)). Pojecie E-pierscienia zostalo wprowadzone w zwiazku
z Problemem 45 postawionym przez L. Fuchsa w|Fuchs|(1958])). Badania takich pier-
$cieni byly kontynuowane m. in. w pracach Dugas, Mader 1 Vinsonhaler| (1987));
Gobel, Herden i Shelah| (2011). E-pierScienie maja zastosowanie, migdzy innymi
w topologii algebraicznej (zob. (Gobel 1 in., [2011} Introduction)).

Poniewaz dla kazdej nietrywialnej nil-grupy A zachodzi A° 2 E(A), to istnieja
CRM-grupy niebgdace E-grupami.

Bezposrednia konsekwencja obserwacji poczynionych w Uwadze jest naste-
pujacy
Whiosek 2.7. Klasa E-grup jest wtasciwa podklasa klasy CRM-grup.

Dwa nastepne lematy beda pomocne w klasyfikacji torsyjnych CRM-grup.

Lemat 2.10. Niech A i B beda grupami abelowymi takimi, ze A = T (A), exp(A,) <
< o0, B= pB oraz B, = {0} dla kazdego p € P(A). Jezeli |P(A)| =, t0 G=A®B
nie jest CRM-grupa.
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Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze nie istnieje taczny pierscien P = (G, o) taki, ze dla
kazdego * € Mult(G) \ {o} istnieje takie ¢ € G, ze dla wszystkich a,b € G zachodzi
axb =aocob. Zaté6zmy nie wprost, Ze taki pierSciefi istnieje. Z Lematu [2.1|wynika,
ze P =R x H dla pewnych pierScieni R i H takich, ze Rt = A oraz H" = B. Dla
kazdego piericienia U o grupie addytywnej A definiujemy PY, = { pePA): Ul% =
={0}} iP), =P(A)\PY}.

Przypusémy najpierw, ze ‘IP}Q’ = co. Niech * oznacza mnozenie pierScienia S X H,
gdzie S jest pierScieniem takim, ze ST = A, IP’; - IP’,'Q,

l‘ — —
PS = ceoraz *lAprp - O\A,,xAp

dla kazdego p € IP%. Niech ponadto ¢; = 7(c), gdzie 7 jest naturalng projekcja grupy
G na grupe A. Wtedy * # o oraz warunek a * b = a o cob implikuje, ze | supp(cl)’ =
= oo, sprzecznos¢.

Zat6zmy teraz, ze }IP’H < oo, Wtedy P% £ 0, bo |IP’(A)‘ = oo. Wezmy dowolne p €
€ IP’%. Poniewaz grupa A, jest zredukowana, to z (Feigelstock, |1983, Theorem 2.1.1)
wynika istnienie takiego pierscienia N, ze N™ = A i p € P Niech teraz * oznacza
mnozenie pierScienia N x H. Istnieja wowczas x,y € G takie, ze p-ta wspdirzedna
elementu x x y jest niezerowa. Ale xxy = xocoy oraz p € P}, wigc p-ta wspétrzedna
elementu x * y jest zerowa, sprzecznosc.

Lemat 2.11. Niech p bedzie liczba pierwsza, niech n bgdzie liczba naturalng i niech
D bedzie nietrywialng podzielng p-grupa. Wtedy A = Z;n @ D nie jest CRM-grupa.

Dowdd. Poniewaz {0} & D anihiluje dowolny piersciefi o grupie addytywnej A, to
kazde mnozenie pierScieniowe * okreSlone na grupie A jest catkowicie zdetermino-
wane przez warto$¢ (1,0) x (1,0). Ponadto z (Andruszkiewicz i Woronowicz,2016a,
Lemma 2.1) wynika, ze [JA = @, Z;n, przy czym |I| = 1+dimgz, D[p]. Jesli wigc
A jest CRM-grupa, to istnieje taczny pierscien R = (A, o) taki, ze (1,0) o (1,0) =
= (k,x) dla pewnych k € Z, i x € @;c;Z(p") C D, przy czym |J| = |I| — 1, oraz
dla kazdego * € Mult(A) \ {o} istnieje ¢ € A takie, ze dla wszystkich a,b € A zacho-
dzi axb = aocob. Oczywiscie kazde takie ¢ jest postaci ¢ = (c1,¢2), gdzie ¢ € Zyn
icy €D, oraz (0,c2) i (0,x) naleza do anihilatora dowolnego pierscienia o grupie
addytywnej A.

Symbolem * oznaczmy najpierw mnozenie pierscienia Zpn x D°. Poniewaz |I| >
>2,t0 R # Zy x D°. Zatem (1,0) = (1,0) % (1,0) = (1,0) o (¢1,¢2) 0 (1,0) = (1,0)0
o(c1,0)0(1,0) =¢;((1,0)0(1,0)0(1,0)) =1 ((k,x) o (1,0)) =c1((k,0)0(1,0)) =
= c1k((1,0) 0 (1,0)) = c1k(k,x), skad c;k* = 1 (mod p") oraz (cik)x = 0. Wobec
tego c1,k € Zyn i o(x) | cik. Stad p { o(x). Ale x jest elementem p-grupy D, wigc
o(x) = 11w konsekwencji x = 0.

Niech :: Z:,rn — D bedzie dowolnym monomorfizmem i niech *: A X A — A ozna-
cza teraz funkcj¢ dang wzorem:

(kl,dl)* (kz,dz) = (O,l(kl Opn kz))
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dla wszystkich kj,ky € Z;;n id,dy € D. Wtedy * € Mult(A) oraz (A*A) xA = Ax
*(A*A) = {0}. Ponadto Z,» x D jest pierscieniem o grupie addytywnej A, wiec
R # (A, ). Stad oraz na mocy uzasadnionej wczesniej réwnosci x = 0 i rachunkéw
analogicznych jak w poprzednim akapicie otrzymujemy, ze dla d = (1) zachodzi
i(0,d)=(1,0)%(1,0) = (1,0)0(c1,c2) o (1,0) = c1k*(1,0). Ale d # 0, sprzecznosé.
Ostatecznie uzyskujemy wigc, ze A nie jest CRM-grupa.

Mozemy teraz udowodnié twierdzenie klasyfikacyjne dla torsyjnych CRM-grup.

Twierdzenie 2.13. Torsyjna grupa abelowa A jest CRM-grupa wtedy i tylko wtedy,
gdy A = Z(m) ® D, gdzie D jest torsyjna grupa podzielna taka, ze D, = {0} dla
kazdego dzielnika pierwszego p liczby naturalnej m.

Dowdd. Zatézmy, ze A jest CRM-grupa. Jezeli A = {0}, to wystarczy przyja¢ m =1
i D = {0}. Niech dalej A # {0}. WeZzmy dowolne p € P(A). Niech D, bedzie naj-
wieksza podzielng podgrupa w A,. Wtedy A, = D(,,) & B dla pewnej zredukowane;j
podgrupy B grupy A. Jezeli grupa B nie jest cykliczna, to z (Fuchs, 1970, Corol-
lary 27.3) wynika, ze Z(p") ® Z(p") jest sktadnikiem prostym w A, dla pewnych
n,r € N. Stad oraz na mocy Wniosku @i Twierdzenia @ otrzymujemy, ze A, nie
jest AR-grupa. Powolujac si¢ teraz na Stwierdzenie [2.1] uzyskujemy wiec, ze A nie
jest AR-grupa. Zatem A nie jest CRM-grupa, sprzecznos$¢. Wobec tego B = Z(p®)
dla pewnego s € Ny. Z Lematu wynika wigc, ze D,y = {0} albo s = 0. Dalej,
niech P, = {p € P(A): A, = Z(p") dla pewnego n, € N} i niech P, =P(A) \ P,.
Wtedy A = (@pepl Z(p")) © D, gdzie D = @ ,cp,Ap jest grupa podzielna. Stad
oraz na mocy Lematu [2.10| uzyskujemy, ze |P;| < co. Zatem A = Z(m) & D, przy
czym m = [],ep, p" oraz D, = {0} dla kazdej liczby pierwszej p dzielacej m.

Na odwrét. Jezeli m = 1, to grupa A jest podzielna. Wéwczas A jest nil-grupa
na mocy (Feigelstock, |1983, Theorem 2.1.1), skad wynika, ze A jest CRM-grupa.
Zatézmy teraz, ze m > 1. Rozwazmy dowolny pierscieit R o grupie addytywnej A.
7. Uwagi i (Feigelstock, (1983, Theorem 2.1.1) wynika wtedy, ze R = S X DO,
gdzie S jest pewnym pierScieniem o grupie addytywnej Z . Niech x oznacza mno-
zenie pierScienia S i niech ¢ = 1% 1. Wtedy ¢ € Z,!, oraz dla dowolnych k,l € Z,
otrzymujemy, ze kx[ = (kI)(1x1) = (kl)c = (kOpul) Omc =k Op c O l. Zatem
ST @ D jest CRM-grupa, przy czym rolg mnozenia o z Deﬁnicjiodgrywa mnoze-
nie pierscienia Z,, x D°. Ponadto A = ST @ D, wiec A jest CRM-grupa.

Bezposrednia konsekwencja Twierdzen [2.3]1[2.13] jest nastepujacy

Whiosek 2.8. Torsyjne CRM-grupy tworza wiasciwa podklasg w klasie torsyjnych
CR-grup.

Uwaga 2.9. Z (Fuchs, [1973] p. 216, Example 4), (M. Woronowicz, 2016, Theorem
4.8), Wniosku [2.7]i faktu, ze kazda nil-grupa jest CRM-grupa wynika, ze kazda bez-
torsyjna grupa abelowa rangi jeden jest CRM-grupa. Poniewaz kazda beztorsyjna
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grupa abelowa rangi jeden zanurza si¢ w Q, to opis podgrup grupy Q*, ktére nie sa
nil-grupami przeprowadzony w (M. Woronowicz|(2016))) pozwala uzyska¢ ten rezul-
tat w przejrzysty i bardzo elementarny sposéb. Istotnie, z (M. Woronowicz, 2016, Re-
mark 4.2) wynika, ze wystarczy rozwazy¢ sytuacje, w ktérej A jest podgrupa grupy
QT zawierajaca liczbe 1. Jezeli A nie jest nil-grupa, to z (M. Woronowicz, 2016,
Theorem 4.8) wynika, ze bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze A = <%> +8*
dla pewnego n € N i pewnego unitarnego podpierscienia S ciata Q. Wtedy (A, ),
gdzie xxy = x-n-y dla wszystkich x,y € A, jest tacznym pierScieniem przemien-
nym. Rozwazmy dowolne ® € Mult(A) takie, ze ® # *. Z (M. Woronowicz, 2016,
Remark 4.2) wynika wowczas istnienie takiego a € A, ze x®y = x-a -y dla wszyst-
kich x,y € A. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze dla ¢ = % ® % oraz wszystkich
X,y € A zachodzi x®y = x * ¢ *y. Ponadto ¢ € A, wigc rolg mnozenia o opisanego
w Definicji [2.2] spetnia . Ostatecznie otrzymujemy wiec, ze A jest CRM-grupa.

Przykiad 2.3. Oznaczmy A| = [%] +, Ay = [%] T oraz A = A ®A;. Niech o oznacza
mnozenie pier§cienia [%] X [%] , niech * € Mult(A) i niech R = (A, x). Niech ponadto
x=(1,0),y=1(0,1) oraz z = x+y. Wtedy t(x) = t(A), t(y) = t(A2) i t(z) = t(Z"),
skad t(z) < t(x), t(z) < t(y) 1 t(x) # t(y). Zatem ‘ﬂ[AH > 3. Ponadto [JA # {0},
wigc z (Feigelstock, 1983, Theorem 2.1.7) wynika, ze ’ TA] } = 3. Stad oraz na mocy
(Aghdaml 2006, Theorem 2) istnieja a,b € Q takie, ze xxx = ax, xxy =y*xx =0
1 yxy = by. Zatem istnieja takie pierScienie R| i R», Ze RT =Ay, R; = A) oraz
R = R; X Ry. Ponadto A| i Ay sa CRM-grupami na mocy Uwagi Istnieja wigc
c1 € Aj oraz ¢ € A, takie, ze dla wszystkich aj, by € A| oraz a,by € Ay zachodzi
(al,az) * (b],bz) = (a1 -c1-b1,ar- ¢ 'bz) = (al,az) o (61,62) o (bl,bz). Zatem A jest
CRM-grupa.

Nastepne rezultaty wiaza si¢ z wlasnoSciami pierscieni filialnych i ich grup ad-
dytywnych badanych od lat 80-tych XX wieku, migdzy innymi przez G. Ehr-
lich, E. R. Puczytowskiego, R. R. Andruszkiewicza, K. Pryszczepko i M. Woro-
nowicza (zob. np. |Andruszkiewicz| (2003); Andruszkiewicz, Maczynski 1 Prysz-
czepko| (2016); |Andruszkiewicz 1 Puczytowski| (1988)); |Andruszkiewicz 1 Woro-
nowicz (2014); Ehrlich| (1983/1984)); M. Woronowicz| (2019)). Przypomnijmy wigc,
ze taczny pierScien R nazywamy filialnym, gdy kazdy ideat dowolnego ideatu pier-
Scienia R jest idealem w R.

Twierdzenie 2.14. Kazda filialna dziedzina catkowito$ci R charakterystyki zero taka,
ze T1(R) # 0 jest E-pierScieniem. W szczeg6lnosci, RT jest CRM-grupa.

Dowdéd. Rozwazmy dowolne f € E(R'), p € II(R), x € R i n € N. Z (Andruszkie-
wicz, |2003} Theorem 3.1) wynika wéwczas, ze x = k, 1 + p"x, dla pewnych k, € Z
oraz x, € R. Niech a = f(1). Wtedy f(x) = kya+ p" f(x,) oraz ax = ky,a+ p"ax,,
skad f(x) —ax € p"R. Ponadto n byto wybrane dowolnie, wigc f(x) —ax € p”R. Ale
p”R = {0} na mocy (Andruszkiewicz, 2003} Propositions 3.4 & 3.6), skad f(x) = ax.
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Wobec tego funkcja ¢ przyporzadkowujaca dowolnemu elementowi y € R endomor-
fizm [, grupy R" dany wzorem I,(r) = yr dla kazdego r € R", jest surjektywna.
Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze jest ona rOwniez zanurzeniem pierscieni. Za-
tem R = E(R"). Wobec tego R jest E-pierScieniem, skad R™ jest E-grupa. Na mocy
Whiosku [2.7| otrzymujemy wigc, ze R™ jest CRM-grupa.

Uwaga 2.10. Zauwazmy, ze fakt, iz grupa addytywna filialnej dziedziny catkowito-
Sci R charakterystyki zero takiej, ze IT(R) # 0 jest CRM-grupa mozna uzasadnié
odwotujac si¢ réwniez do (Andruszkiewicz, 2003, Theorem 3.1, Propositions 3.4 &
3.6). Istotnie, niech A = R™ i niech standardowa kropka oznacza mnozenie pierscie-
nia R. Wezmy dowolne p € II(R), n € N oraz a,b € A. Z (Andruszkiewicz, 2003,
Theorem 3.1) przez prosta indukcje wynika, ze A = (1) + p*A dla kazdego s € N.
Stad a = k,1 + p"a, oraz b = [,1 + p"b,, dla pewnych k,,l, € Z i a,,b, € A. Za-
tema-b = (k,l,)1+ p" (k,,bn +la,+p*(ay,- bn)) Rozwazmy dowolne * € Mult(A).
Witedy axb = (knly) (1% 1)+ p" (kn(1%by) + Ly (an* 1) + p™(an *by)). Niech ¢ = 11
i niech ¢, = k,(1xby) + I,(a, x 1) + p"(an * b,). Wowczas axb = (kyl,)c+ p"c,
oraza-c-b=(a-b)-c= (knln)c+ p" (kn(bn-c)+ln(an-c)+ p"(an-by-c)). Zatem
axb—a-c-b e p"A. Stad oraz na mocy dowolnosci wyboru liczby naturalnej n,
otrzymujemy, ze axb—a-c-b € p”A. Wobec tego axb = a-c-b na mocy (Andrusz-
kiewicz, [2003} Propositions 3.4 & 3.6). Ponadto ¢ € A, wigc A jest CRM-grupa.

Whniosek 2.9. Niech A =@ ,cpZ (p"?), gdzie P jest niepustym podzbiorem w IP oraz
n, € N dla kazdego p € P, i niech R bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakte-
rystyki zero taka, ze II(R) # 0 i II(R) N P = (. Niech ponadto B=R" albo B= Q™.
Wéwczas G = A @ B jest CR-grupa. Ponadto G jest CRM-grupa wtedy i tylko wtedy,
gdy [P| < ee.

Dowdd. Rozwazmy dowolny pierscient S = (G, x). Z Lematu wynika wéwczas
istnienie pierscieni S oraz S, takich, ze S| =A, S5 = B oraz S = §; x S,. Piersciert
S1 jest przemienny na mocy Twierdzenia [2.3] Przemienno$¢ pierscienia S, jest na-
tomiast konsekwencja Twierdzenia gdy B=R™", albo (M. Woronowicz, 2016,
Remark 4.2), gdy B = Q*. Zatem pierscieri S jest przemienny, skad wynika, ze G
jest CR-grupa. Jezeli |P| = oo, to A nie jest CRM-grupa na mocy Lematu Jesli
natomiast |P| < oo, to istnieje m € N takie, ze A = Z(m). Zatem A jest CRM-grupa
i bez utraty og6lnosci mozemy przyjaé, ze A = Z,,. Ponadto B jest CRM-grupg —
dla B = R" fakt ten wynika z Twierdzenia za$ dla B = Q* jest on konse-
kwencja Uwagi Jezeli B =R, to definiujemy U = R. JeSli natomiast B = Q™
to okreslamy U = Q. Niech o oznacza mnozenie pierScienia Z,, X U, za$ standar-
dowa kropka — mnozenie pierScienia U. Z Uwagi [2.10]1 (M. Woronowicz, 2016,
Remark 4.2) wynika wéwczas istnienie takich ¢ € A i ¢z € B, ze dla wszystkich
ay,ar € A oraz b1,b, € B zachodzi (al,bl) * (az,bz) = (a1 Omc1 Omanz,by-cy- bz) =
= (ay,b1)o(c1,c2) 0 (az,by). Zatem G jest CRM-grupa.
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Podsumowanie

Koriczac rozwazania na temat struktury (A)CR-grup podsumujemy krétko stan obec-
nej wiedzy na ich temat. Znana jest peina klasyfikacja torsyjnych CR-grup, bedaca
jednoczesnie klasyfikacja torsyjnych ACR-grup i AR-grup (zob. Twierdzenie [2.3).
W $wietle Twierdzenia (Fuchs, {1973, Theorem 85.1), sklasyfikowane z doktadnoScia
do izomorfizmu sg takze beztorsyjne calkowicie rozktadalne CR-grupy (zob. Twier-
dzenie [2.4). Istnieja rowniez dosy¢ szczeg6towe opisy beztorsyjnych CR- i ACR-
-grup rangi dwa pozwalajace sklasyfikowaé z doktadnoscia do izomorfizmu wszyst-
kie beztorsyjne grupy abelowe rangi dwa, ktére nie sa CR-grupami oraz wszystkie
beztorsyjne grupy abelowe rangi dwa, ktére nie sag ACR-grupami (zob. Twierdzenia
[2.6 oraz[2.7)i por. (Fuchs| [1973| Theorem 85.1)). Dwa ostatnie wyniki bezposrednio
przyczynity si¢ do podania pelnej klasyfikacji beztorsyjnych ACR-grup rangi dwa
niebedacych CR-grupami (zob. Twierdzenie[2.8|i por. (Fuchs} 1973, Theorem 85.1)).
Waznymi przyktadami beztorsyjnych CR-grup sa grupy addytywne filialnych dzie-
dzin catkowitosci charakterystyki zero (zob. Twierdzenie [2.14]i por.[Andruszkiewicz
(2003) oraz M. Woronowicz| (2019)). Wyniki dotyczace mieszanych (A)CR-grup
maja charakter czastkowy. Niemniej, Twierdzenia i opisujace ich strukture
sq na tyle precyzyjne, ze wraz z dodatkowymi, czg¢sto bardzo technicznymi rezul-
tatami zamieszczonymi w tym rozdziale, pozwalaja konstruowaé mieszane (A)CR-
grupy (zob. Uwaga[2.6]i Wniosek [2.9). Znane s3 takze niemal wszystkie zaleznosci
miedzy warunkami CR, ACR oraz AR rozwazanymi w klasach torsyjnych, beztorsyj-
nych i mieszanych grup abelowych (zob. Uwaga[2.2] Twierdzenie[2.12] oraz Wnioski

2.3lR.5)iR.6).
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Rozdzial 3

PROBABILISTYCZNE I ALGEBRAICZNE ASPEKTY
ZAOKRAGLANIA LICZB

Ryszard Mazurekf*|

Streszczenie Niniejszy rozdzial jest poSwigcony probabilistycznym i algebraicznym
zagadnieniom zwiazanym z zaokraglaniem liczb rzeczywistych. Dla kazdej liczby
rzeczywistej a, ktéra moze by¢ zapisana w ukladzie dziesigtnym z dwoma miejscami
po przecinku wyznaczono czgsto$é, z jaka dla stu kolejnych liczb naturalnych x za-
okraglenia iloczynéw ax do najblizszej liczby catkowitej sa zaokragleniami w dét.
Ponadto zbadano dwa grupoidy zdefiniowane z wykorzystaniem, odpowiednio, za-
okraglen liczb naturalnych do setek i zaokraglen liczb rzeczywistych do czgsci cal-
kowitej. W kazdym z tych grupoidéw wyznaczono wszystkie podgrupoidy cykliczne
bedace pétgrupami.

Stowa kluczowe: zaokraglenie liczby rzeczywistej, grupoid, pétgrupa

Wprowadzenie

Z zaokragleniami liczb czgsto mamy do czynienia w zyciu codziennym (na przy-
ktad gdy wyliczona kwota podatku VAT wynosi 1234,5678 zt i trzeba ja zaokragli¢
do pelnych groszy, albo gdy méwimy, ze spotkanie trwalo okoto 30 minut, a w rze-
czywisto$ci trwato 27 minut i 42 sekundy). Konieczno$¢ zaokraglania liczb czgsto
pojawia si¢ rowniez przy pomiarach lub wyliczeniach wielko$ci fizycznych w nauce
i technice.

W niniejszym rozdziale rozwazane sa trzy rodzaje zaokraglen liczb rzeczywistych
nieujemnych: zaokraglanie do najblizszej liczby catkowitej (tzn. zaokraglanie wzgle-
dem cyfry jednosci), zaokraglanie wzgledem cyfry setek i zaokraglanie do czgsci cal-
kowitej (nazywane takze obcinaniem, gdyz polega ono na ,,obcigciu” cyfr po prze-
cinku w zapisie dziesigtnym liczby). W pierwszej czgsci rozdziatu badane sa pewne
probabilistyczne aspekty zaokraglania do najblizszej liczby catkowitej. W czgsci tej,
dla kazdej liczby rzeczywistej nieujemnej a, ktéra moze by¢ zapisana w ukladzie
dziesigtnym z dwoma miejscami po przecinku, wyznaczono prawdopodobienistwo
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wylosowania ze zbioru {1,2,...,100} takiej liczby x, ze zaokraglenie iloczynu ax do
najblizszej liczby catkowitej jest zaokragleniem w dot. W drugiej czesci rozdziatu
zbadano dwa grupoidy zdefiniowane z wykorzystaniem, odpowiednio, zaokraglen
liczb naturalnych wzglgdem cyfry setek i zaokraglen liczb rzeczywistych do czgsci
catkowitej. W kazdym z tych grupoidéw wyznaczono wszystkie podgrupoidy cy-
kliczne, ktére sa potgrupami.

3.1 Probabilistyczne aspekty zaokraglania liczb

W tej czesci rozdzialu rozwazymy prawdopodobieristwa zdarzen zwiazanych z za-
okraglaniem liczb rzeczywistych do najblizszej liczby catkowitej. Punktem wyjscia
jest nastepujacy przyktad.

Przyklad 3.1.1. Bank oferuje roczna lokate, na ktéra klienci banku moga wptacaé
w pelnych ztotych dowolng kwote nieprzekraczajaca 1000 zi. Lokata jest oprocento-
wana roczng stopa procentowa 5% z roczng kapitalizacja odsetek. Po roku bank wy-
ptaca klientom nalezna kwotg zaokraglona do petnych ztotych. Zaktadajac, ze roz-
ktad wptacanych kwot jest jednostajny, nalezy rozstrzygnaé, co jest bardziej praw-
dopodobne dla losowej wptaty: to ze nalezna kwota bgdzie zaokraglona w dét, czy
ze bedzie zaokraglona w gore.

Oznaczmy przez x kwote (w zlotych), ktéra klient lokuje w banku. Dopuszczalne
jest lokowanie kwot tylko w pelnych zlotych, wigc x jest liczba naturalng nie wigksza
niz 1000. Poniewaz lokata jest oprocentowana roczng stopa procentowa 5% z kapi-
talizacja roczna, wigc stan lokaty po roku wynosi 1,05x zt i jest to kwota nalezna
klientowi. Jednak zgodnie z przedstawionymi zasadami, bank wyptaca klientowi nie
kwote 1,05x zt, lecz jej zaokraglenie do petnych ztotych.

Zasada zaokraglania kwot do pelnych ztotych jest dobrze znana (stosuje si¢ ja
np. w prawie podatkowym): koncéwki kwot wynoszace mniej niz 50 groszy pomija
si¢, a koicowki kwot wynoszace 50 i wigcej groszy podwyzsza si¢ do pelnych zto-
tych, przy czym przez koicéwke kwoty rozumiemy nadwyzke kwoty ponad liczbg
petlnych ztotych, ktére sig¢ w tej kwocie mieszcza. Aby rozwiazanie rozwazanego
problemu przedstawi¢ w sposdb zwarty, wprowadzimy funkcjg opisujaca proces za-
okraglania liczby rzeczywistej nieujemnej r do najblizszej liczby catkowitej, odpo-
wiadajacy rozwazanemu w naszym przykladzie zaokraglaniu do peinych ztotych.
Oznaczmy przez t koncéwke liczby r, tzn. r = [r] +1¢, gdzie [r] jest czgscia catko-
witg liczby r, a  jest liczba z przedziatu [0, 1). Wéwczas zaokragleniem liczby r jest
liczba (r)o zdefiniowana nastgpujaco:

_JIrl,  jeslir<0,5,
(o= { [r] + 1, jeslir > 0,5. (3.1.1)

Poczatkowy fragment wykresu funkcji (r)g jest przedstawiony na rysunku 3.1.
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Rysunek 3.1: Wykres funkcji (r)o

W pierwszym z przypadkéw wyréznionych w definicji (3.1.1)), tzn. gdy r < 0,5,
méwimy, ze liczba r jest zaokraglana w dé6t, a w drugim (gdy ¢ > 0,5) — ze liczba r
jest zaokraglana w gére. Na przyktad, zaokraglenia liczb 2,4 i 1,9 sa takie same
i wynosza 2, ale dla liczby 2,4 jest to zaokraglenie w dét, a dla liczby 1,9 — w goére.
Poniewaz w rozwazanym przyktadzie interesuje nas nie warto$¢ zaokraglenia, lecz
to, czy ta wartos$¢ jest wynikiem zaokraglenia w dol, czy w gore, wigc na wykre-
sie funkcji zaokraglania ()¢ (przedstawionym na rysunku 3.1) dodatkowo wyodrgb-
niamy przypadki zaokraglen w dot (oznaczone przez d) i w gérg (oznaczone przez g),
otrzymujac rysunek 3.2.
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Rysunek 3.2: Wykres funkcji (r)g z podzialem na zaokraglenia w dét (d) i w gére (g)
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Rozwazmy dla przyktadu lokaty w wysokosci kolejno od 1 zt do 40 zt (przy efek-
tywnej stopie rocznej 5%). W tabeli 3.1 pokazano, dla ktérych z nich nalezne kwoty
sq zaokraglane w dét, a dla ktérych w gére.

Lokowana | Nalezna . Lokowana | Nalezna .
kwota kwota a(ifdz]aén'a kwota kwota a(:l{(i')dzla:-:ln'a
X 1,05 - x “ aglem X 1,05 x “ aglent
1 1,05 d 21 22,05 d
2 2,10 d 22 33,10 d
3 3,15 d 23 24,15 d
4 4,20 d 24 25,20 d
5 5,25 d 25 26,25 d
6 6,30 d 26 27,30 d
7 7,35 d 27 28,35 d
8 8,40 d 28 29,40 d
9 9,45 d 29 30,45 d
10 10,50 g 30 31,50 g
11 11,55 g 31 32,55 g
12 12,60 g 32 33,60 g
13 13,65 g 33 34,65 g
14 14,70 g 34 35,70 g
15 15,75 g 35 36,75 g
16 16,80 g 36 37,80 g
17 17,85 g 37 38,85 g
18 18,90 g 38 39,90 g
19 19,95 g 39 40,95 g
20 21,00 d 40 42,00 d

Tabela 3.1: Rodzaje zaokraglen dla lokat w wysokosci od 1 zt do 40 zt przy rocznej stopie
procentowej 5%

Jak pokazuje tabela 3.1, dla lokowanych kwot w wysokos$ci (w ztotych) od 1 do 20
otrzymujemy taki sam ciag rodzajéw zaokraglen

dd,d,d,d,d,.d,d,d,g,g,g¢888 888 84d, (3.1.2)

jak dla lokowanych kwot w wysokosci od 21 do 40. Sugeruje to, ze ciag rodzajéw
zaokraglen (w do6t lub w gére) jest okresowy, o okresie dlugosci 20. I rzeczywiscie
tak jest, gdyz dla dowolnej lokowanej kwoty x zt otrzymujemy réwnosé

1,05(x+20) = 1,05x+21,

a wigc rodzaj zaokraglenia dla lokowanych kwot x + 20 zt i x zt jest taki sam.
Jestesmy juz gotowi, aby udzieli¢ odpowiedzi na pytanie z przyktadu[3.1.T] Kwoty

mozliwych wptat (w ztotych), czyli zbiér liczb {1,2,...,1000} dzielimy na 50 roz-

tacznych podzbioréw 20-elementowych w ten sposéb, ze pierwszy podzbiér zawiera
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wptaty w wysokosci od 1 do 20, drugi - od 21 do 40, trzeci - od 41 do 60, itd. Ponie-
waz ciag rodzajow zaokragleni dla kolejnych kwot z danego podzbioru jest taki sam
jak dla kwot od 1 do 20, czyli jest ciagiem (3.1.2), w ktérym jest tyle samo zaokra-
gleft w dét co w gére, wigc jesli wysokosci lokowanych kwot (w pelnych ztotych) sa
jednakowo prawdopodobne, to dla losowej lokowanej kwoty jest tak samo prawdo-
podobne, ze kwota nalezna (po roku trwania lokaty) begdzie zaokraglona w dét, jak
iw gore.

Rozwazmy lokat¢ bankowa podobna do tej z przyktadu [3.1.1] lecz z nieco nizsza
stopa procentowa. Roéwniez w tym przypadku bedziemy zaktadaé, ze rozklad loko-
wanych kwot jest jednostajny.

Przyklad 3.1.2. Bank oferuje roczng lokate, na ktéra klienci banku moga wptacaé
dowolng kwotg w petnych ztotych nieprzekraczajaca 1000 zt. Lokata jest oprocen-
towana roczng stopa procentowa 4% z kapitalizacja roczna. Po roku bank wyptaca
klientowi nalezng kwote zaokraglona do pelnych ztotych. Co jest bardziej prawdo-
podobne dla losowej wplaty: zaokraglenie naleznej kwoty w gore, czy w dét?

Poszukujac odpowiedzi na powyzsze pytanie, tym razem rozpoczniemy od wyzna-
czenia liczby naturalnej n takiej, ze dla kazdej liczby naturalnej x zaokraglenie kwoty
x+n zt jest tego samego rodzaju jak kwoty x zt. Poniewaz

1,04(x+n) = 1,04x+1,04n,

wigc aby zaokraglenia kwot x +n zt i x zt byly tego samego rodzaju, wystarczy aby
liczba 1,04n byta naturalna. Zatem szukamy liczby naturalnej n takiej, ze

1,04n = m dla pewnej liczby naturalnej m. (3.1.3)
Réwnanie (3.1.3)) jest rownowazne réwnaniu
104n — 100m = 0,

ktére chcemy rozwigzaé w liczbach naturalnych. W tym celu skorzystamy z przyto-
czonego nizej znanego twierdzenia o rozwigzaniach réwnania diofantycznego pierw-
szego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Twierdzenie 3.1.3. (Sierpinski, 1987, Twierdzenie 12) Jezeli para liczb catkowitych
(x0,¥0) jest rozwigzaniem réwnania ax + by = ¢, gdzie a,b,c sa danymi liczbami
catkowitymi, to wszystkie rozwigzania tego réwnania w liczbach catkowitych x,y sa
zawarte we wzorach:

a

= —_—1
r=Xok NWD(a;b)"’

b
NWD(a;b) Y "

gdzie ¢ jest dowolng liczba catkowita.

71



Z twierdzenia|3.1.3| wynika, Ze najmniejsza ,,dobra” wartoS$cia n jest

B 100 ~ 100 )5
"T NWD(104;100) ~ 4
Zatem ciag rodzajéw zaokragleri kwot rozwazanych w przyktadzie [3.1.2] jest okre-
sowy, o okresie dlugosci 25. Aby zobaczy¢, ktéry z rodzajéw zaokragleh przewaza
w pelnych okresach, wystarczy wyznaczy¢ rodzaje zaokraglen dla lokat w wyso-
kosci (w ztotych) od 1 do 25. Rodzaje zaokraglen dla tych kwot sa przedstawione
w tabeli 3.2.

Lokowana | Nalezna Lokowana | Nalezna

kwota kwota Rodzaj . kwota kwota Rodza; .
x 1,04 x zaokraglenia X 1,04 x zaokraglenia
1 1,04 d 14 14,56 g
2 2,08 d 15 15,60 g
3 3,12 d 16 16,64 g
4 4,16 d 17 17,68 g
5 5,20 d 18 18,72 g
6 6,24 d 19 19,76 g
7 7,28 d 20 20,80 g
8 8,32 d 21 21,84 g
9 9,36 d 22 22,88 g
10 10,40 d 23 23,92 g
11 11,44 d 24 24,96 g
12 12,48 d 25 26,00 d
13 13,52 g

Tabela 3.2: Rodzaje zaokraglen dla lokat w wysokosci od 1 zt do 25 zt przy rocznej stopie
procentowej 4%

Jak widzimy w tabeli 3.2, dla wptat w wysokoSci (w ztotych) od 1 do 25, nalezne
kwoty sa w trzynastu przypadkach zaokraglane w dét, a w dwunastu - w gére.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie sformutowane w przykladzie [3.1.2) przy zatoze-
niu, ze kazda z mozliwych kwot wplaty jest tak samo prawdopodobna, postapimy
analogicznie jak w przyktadzie Poniewaz mozliwych kwot wptaty jest 1000
i dlugos¢ okresu rodzajoéw zaokraglen jest rowna 25, a ponadto 25 dzieli 1000, wigc,
podobnie jak w przyktadzie mozemy zbiér mozliwych wartoSci wptat roz-
bi¢ na sume rozlaczng 25-elementowych podzbioréw w taki sposéb, ze w kazdym
podzbiorze rodzaje zaokraglen sa takie same jak dla kwot od 1 zt do 25 zi. Zatem
dla kwot z kazdego z tych podzbioréw mamy 13 zaokraglen w doét i 12 zaokraglen
w gore. Wynika stad, ze dla losowej lokaty bardziej prawdopodobne jest zaokragle-
nie naleznej kwoty w d6t — wynosi ono % =0,52.
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Dotychczasowe rozwazania sktaniaja do sformutowania nastgpujacego ogdlniej-
szego problemu:

Problem 3.1.4. Dana jest liczba rzeczywista nieujemna a, ktéra w zapisie dziesigt-
nym moze by¢ przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku (np. a = 3,00 lub
a=3,10, lub a = 3,12). Dla liczb catkowitych nieujemnych x rozwazamy zaokra-
glenia iloczynéw ax do najblizszej liczby catkowitej (wedtug zasady przedstawionej
w przyktadzie[3.1.T)). Co jest bardziej prawdopodobne dla losowo wybranej liczby x:
zaokraglenie liczby ax w dét, czy w gérg?

Szczegblne przypadki tego problemu rozwazaliSmy w przyktadzie [3.1.1] (dla
a = 1,05) i w przyktadzie [3.1.2] (dla a = 1,04) dla liczb naturalnych x nieprze-
kraczajacych 1000. Wyjasnijmy, dlaczego w problemie [3.1.4| dopuszczamy warto$¢
x = 0. Otdz, jak sig niebawem okaze, w rozwigzaniu tego problemu wazne beda nie
wartoSci x, lecz reszty z dzielenia tych wartoSci przez 100, a te zaczynaja si¢ od 0,
anieod 1.

Aby rozwigzac problem [3.1.4] zauwazmy najpierw, ze poniewaz x jest liczba cal-
kowita nieujemna, wigc wystarczy ograniczy¢ sig do liczb a z przedziatu [0, 1). Rze-
czywiscie, a mozna zapisaC jako a = k + r, gdzie k jest nieujemna liczba catkowita
i r jest liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1), a wtedy ax = (k+ r)x = kx + rx. Po-
niewaz kx jest liczba catkowita nieujemna, wigc rodzaj zaokraglenia liczb ax i rx jest
taki sam. Zatem bez straty ogdlnosci rozwazafh mozemy zakladaé, ze a nalezy do
przedziatu [0, 1), a poniewaz w zapisie dziesigtnym liczby a dopuszczamy tylko dwa
miejsca po przecinku, wigc a jest jedna z liczb ze 100-elementowego zbioru

§=1{0,00;0,01;0,02;...;0,97;0,98;0,99}. (3.1.4)

Kolejna upraszczajaca obserwacja jest spostrzezenie, ze przy danym czynniku a
rodzaj zaokraglenia (w do6t lub w gore) jest dla liczb x i x + 100 taki sam, gdyz
a(x+100) = ax+ 100a i 100a jest liczba catkowita nieujemna (poniewaz liczba a
moze by¢ w zapisie dziesigtnym przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku).
Zatem aby rozstrzygnad, ktéry rodzaj zaokraglenia (w dot, czy w gore) jest dla danej
liczby a bardziej prawdopodobny, wystarczy dla tej liczby wyznaczy¢ ciag rodzajow
zaokraglen (d lub g) iloczynéw ax dla wartosci x od 0 do 99 (lub jakichkolwiek stu
kolejnych liczb naturalnych x).

Na rysunku 3.3 przedstawiono w formie graficznej rodzaje zaokraglen iloczynéw
ax do najblizszej liczby catkowitej dla wszystkich par (a,x), gdzie

a€{0,00;0,01;....;0,99} i x € {0,1,...,99}.

Na rysunku tym widzimy tablice o wymiarach 100 x 100, ktérej wiersze (od gory
w dot) odpowiadaja kolejnym warto$ciom a, czyli kolejno liczbom

0,00;0,01;0,02;...;0,98;0,99,
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natomiast kolumny (od lewej strony do prawej) odpowiadaja kolejnym wartoSciom x,
czyli kolejno liczbom 0,1,...,99. Jezeli liczba ax jest zaokraglana w gore, to na
pozycji (a,x) znajduje si¢ czarny kwadracik, a jesli w d6t, to bialy. Rysunek 3.3 jest
wynikiem prostego programu komputerowego.

Rysunek 3.3: Graficzne przedstawienie rodzajow zaokraglen iloczynéw ax dla par (a,x), gdzie
0<a<0,99i10<x<99

Rozwazmy dowolna liczbe a ze zbioru S opisanego w (3.1.4). Policzymy, ile jest
takich liczb x € {0,1,...,99}, Ze iloczyn ax jest zaokraglany w dét. Oczywiscie
liczba ax jest zaokraglana w dét wtedy i tylko wtedy, gdy w zapisie dziesigtnym tej
liczby pierwsza cyfra po przecinku jest mniejsza niz 5, czyli gdy przedostatnia cyfra
liczby catkowitej nieujemnej 100ax jest mniejsza od 5, a wigc gdy reszta z dzielenia
liczby 100ax przez 100 jest mniejsza lub réwna 49. Zapisujac iloczyn 100ax w po-
staci Ax, gdzie A = 100a jest liczba catkowita nieujemna, stwierdzamy zatem, ze dla
iloczynéw ax liczba zaokragleri w doét jest réwna liczbie takich x € {0,1,2,...,99},
ze reszta z dzielenia liczby Ax przez 100 jest mniejsza niz 50. Aby zbadad, ile jest
takich liczb x, skorzystamy z nastgpujacego znanego twierdzenia o rozwiazaniach
kongruencji pierwszego stopnia.
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Twierdzenie 3.1.5. (Narkiewicz, 1997, Twierdzenie 1.22) Niech m bedzie liczba
naturalng i niech a, b bgda liczbami catkowitymi takimi, ze a nie dzieli si¢ przez m.

Woéwecezas kongruencja
ax = b (mod m) (3.1.5)

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy b dzieli si¢ przez NWD(a;m). Gdy wa-
runek ten jest spetniony, to kongruencja (3.1.5) ma NWD(a;m) réznych rozwiazai
w zbiorze {0,1,2,...,n— 1} i wszystkie one przystaja do siebie (mod NW+(am))

Policzymy, ile jest liczb x € {0,1,2,...,99} takich, ze Ax = b (mod 100)
i0<b <49, gdzie a € {0,00;0,01;...;0,99} i A = 100a. Jezeli a # 0, to z twier-
dzenia [3.1.5] wynika, ze ta kongruencja ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
b = k- NWD(A;100) dla pewnej liczby catkowitej k spelniajacej warunek
0 < k- NWD(A;100) < 49, a wiec takich liczb b jest [m)] + 1. Zgodnie
z twierdzeniem dla kazdej takiej liczby b kongruencja Ax = b (mod 100) ma
NWD(A;100) rozwiazai w zbiorze {0, 1,...,99}. Wynika stad, ze dla a # 0 liczba
przypadkéw, gdy iloczyn ax jest zaokraglany w dét, wynosi

49
([NWD(AM} + 1) -NWD(A;100), (3.1.6)

gdzie A = 100a. Jezeli a = 0, to liczba zaokragleri w dét jest réwna 100 i taka samag
warto$¢ otrzymujemy ze wzoru (3.1.6) zastosowanego do liczby a = 0. Udowodnili-
$my wigc nastgpujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.1.6. Dla liczby nieujemnej a, ktéra w zapisie dziesigtnym moze by¢
przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku, dla dowolnego ciagu stu kolejnych
liczb catkowitych nieujemnych x, wsrdd zaokraglen liczb ax do najblizszej liczby
catkowitej jest doktadnie

49
<[NWD(IOOa; 100)} + 1) -NWD(100a;100) (3.1.7)

zaokraglen w dét, a wigc prawdopodobiefistwo zaokraglenia liczby ax w doét jest
réwne

(lvworiooerony) + 1) - NWD(100a; 100)
100 '

Wré¢my do przyktadu [3.1.1] RozwazaliSmy w nim lokate w kwocie (w petnych
ztotych) od 1 zt do 1000 zl, oprocentowang roczng stopa procentowa 5%, z ktérej
po roku jest wyptacana nalezna kwota zaokraglona do pelnych ztotych. W przykia-
dzie tym pytaliSmy, co jest bardziej prawdopodobne: zaokraglenie naleznej kwoty
w gore, czy w d6t? Zatézmy, ze kwoty mozliwych wptat sa jednakowo prawdopo-
dobne. Kwoty te dzielimy na 10 grup po 100 elementéw: wptaty w kwocie (w zto-
tych) od 1 do 100, od 101 do 200, od 201 do 300, itd. Zgodnie ze stwierdzeniem

(3.1.8)

75



w kazdej z tych 100-elementowych grup liczba zaokragleri w dét jest réwna

49
1) -NWD(1,05-100;100) =
([1\1%/0(1004,05;100)]Jr > . :

49
= _ 1)-NWD(105;100) =
<[NWD(105;100)} + ) ( )

_ ([459]+1>.52(9+1>-5:50,

a wigc prawdopodobienstwo, ze wyptacana kwota bedzie zaokraglona w dét wynosi

50-10
=0,5.
100-10 ’

Zatem w przyktadzie[3.1.1] tak jak juz wczesniej stwierdziliSmy, zaokraglenia w dét
sg tak samo prawdopodobne, jak zaokraglenia w gore.

Zastosujmy stwierdzenie [3.1.6] aby jeszcze raz (ale inna metoda niz poprzednio)
wyliczy¢ prawdopodobieristwo zaokraglenia w dét w przyktadzie[3.1.2] W tym celu
w stwierdzeniu [3.1.6) przyjmujemy a = 1,04 i otrzymujemy warto$¢ tego prawdopo-
dobienstwa:

(Ivworioerooy) = 1) -NWD(104,100) (9] 4+1).4  (12+1)-4 13

100 =" 10~ 100 25 %%

Zatem w przypadku lokaty rozwazanej w przyktadzie[3.1.2] bardziej prawdopodobne
jest zaokraglenie wyptaty w dot, niz w gore.
Wracamy do problemu [3.1.4] Z definicji czgsci catkowitej wynika, ze

[ﬂ +1> ; dla dowolnych liczb rzeczywistych s, takich, ze r # 0. (3.1.9)

Zaktadajac, ze liczba t jest dodatnia, po pomnozeniu nieréwnosci (3.1.9) obustronnie
przez t, otrzymujemy nierdwnos¢é

([;]+l>t>s. (3.1.10)

W szczegblnoscei, jesli a jest liczba nieujemna taka jak w stwierdzeniu [3.1.6] to

49
1) - NWD(100a; 100) > 4
([NWD(IOOa;lOO)}jL ) WD(100a;100) > 49,

a wigc na mocy stwierdzenia [3.1.6] wsréd dowolnych stu kolejnych liczb catkowi-
tych nieujemnych x jest co najmniej 50 takich, dla ktérych liczba ax jest zaokraglana
w dol. Zatem nigdy liczba zaokraglefi w gére nie bedzie wigksza niz liczba zaokra-
glen w dot.

Zastandwmy si¢ jeszcze, jaka moze by¢ liczba zaokraglen w dét iloczynéw ax,
gdy rozwazamy sto kolejnych liczb catkowitych nieujemnych x? Jak widzieliSmy
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w przyktadach i mozliwe sg wartosci 50 i 52, ale czy oprécz nich moz-
liwe sg inne? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy wyznaczy¢ wartosci ilo-
czynu dla wszystkich mozliwych wartosci NW D(100a; 100). Wyniki rachun-
kéw przedstawione sa w tabeli 3.3 (w ktorej jest roOwniez zawarta odpowiedZ na
pytanie z problemu [3.1.4). Jak widzimy z tej tabeli, liczba zaokraglei w d6t moze
przyjac tylko cztery wartosci: 50, 52, 60 i 100, przy czym liczba zaokraglefi w dét
jest wigksza niz 50 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba NWD(100a; 100) jest podzielna
przez 4, czyli gdy liczba 100a dzieli si¢ przez 4.

NWD(100qa,100) 1 2 4 5 10 | 20 | 25 | 50 | 100
Liczba zaokragleh w dot 50| 50 | 52 | 50 | 50 | 60 | 50 | 50 [ 100

Prawdopodobienstwo

zaokraglenia w dét 0505105205 |05(06]|05] 05 1

Tabela 3.3: Liczby i prawdopodobiefistwa zaokraglei w d6t w zaleznosci od NW D(100a; 100)

W przykladzie [3.1.2] rozwazaliSmy lokatg bankowa, na ktéra klient moze wpla-
ci¢ w pelnych ztotych kwote x < 1000, a po roku bank wyptaca mu kwote 1,04x zt
zaokraglona do pelnych ztotych. StwierdziliSmy juz, ze przy wplatach w wysoko-
Sci kolejno od 1 zt do 1000 zi, kwota 1,04x zt bedzie czgsciej zaokraglana w dot,
niz w gére. Moze to sugerowad, ze fikcyjny bank z przyktadu [3.1.2] ,,zarabia” na
takim sposobie zaokraglania naleznych kwot wyptat. SprawdZmy, czy rzeczywiscie
tak jest.

Dla konkretnej wplaty x zt r6znica migdzy nalezna kwota a jej zaokragleniem jest
réwna 1,04x — (1,04x)o. Policzymy, jaka jest catkowita réznica migdzy naleznymi
kwotami a ich zaokragleniami, przy zatozeniu, ze kazda z kwot od 1 zt do 1000 zt
pojawia si¢ jednokrotnie jako wptlata, tzn. obliczymy sume

1000
Y (1,04x — (1,04x)o).

x=1

W $wietle wczesdniejszych rozwazan jest oczywiste, ze

1000 100
Y (1,04x— (1,04x)0) = 10 ) (1,04x — (1,04x)o)
x=1 x=1

i dlatego wystarczy obliczy¢ sumg
100

Y (1,04x— (1,04x)o).

x=1

Postawimy sobie zadanie ogdlniejsze.
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Problem 3.1.7. Dana jest liczba rzeczywista nieujemna a, ktéra w zapisie dziesigt-
nym moze by¢ przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku. Obliczy¢ sume
100

Sioo(a) = Z (ax — (ax)o).

x=1
OczywiScie dla dowolnej liczby naturalnej m mamy réwno§¢
S1o0(a+m) = Sio0(a).

Zatem, aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci sumy Sjoo(a), wystarczy je wy-
znaczy¢ dla a < 1. W tabeli 3.4 podane sg te wartosci, wyliczone w arkuszu kalku-
lacyjnym Excel (z wykorzystaniem formuly matematycznej ZAOKR z parametrem
,liczba_cyfr” rownym 0).

a_| Sig(a) a_|[Sia) a_|[Sia) a_ | Sia)
0,00 0 0,25[ —-125 0,50 -—-25 0,75 -125
0,01] -0,5 0,26 -1 051| -0,5 0,76 0
0,02 -1 0,27 -0,5 0,52 0 077 -05
0,03| —-0,5 0,28 0 0,53| —0,5 0,78 -1
0,04 0 0,29 —05 0,54 -1 0,79 05
0,05 —-25 0,30 -5 055| —-25 0,80 0
0,06 -1 031| —-05 0,56 0 081 —-05
0,07] —-05 0,32 0 0,57 —05 0,82 -1
0,08 0 033| —-0,5 0,58 -1 083 —-05
0,03 -0,5 0,34 -1 0,59 -0,5 0,84 0
0,10 -5 035| —-25 0,60 0 085 —-25
0,11] 0,5 0,36 0 061 —05 0,86 -1
0,12 0 0,37| —05 0,62 -1 087 —-05
0,13| -0,5 0,38 -1 0,63| —0,5 0,88 0
0,14 -1 0,39| —05 0,64 0 089 —-05
0,15| —-2,5 0,40 0 065| —25 0,90 -5
0,16 0 041 —05 0,66 -1 091 05
0,17 -0,5 0,42 -1 0,67| —0,5 0,92 0
0,18 -1 043| 0,5 0,68 0 093 —-05
0,19| -0,5 0,44 0 0,69| —0,5 0,94 -1
0,20 0 045| —-25 0,70 -5 095 -25
0,21] —-05 0,46 -1 071 —05 0,96 0
0,22 -1 0,47| —-05 0,72 0 097 —-05
0,23] —-05 0,48 0 0,73 —05 0,98 -1
0,24 0 049] -0,5 0,74 -1 099 -05

Tabela 3.4: Wartosci S (a) w zaleznosci od a

W przyktadzie rozwazyliSmy lokatg roczna oprocentowana efektywna stopa
roczng 4% i stwierdziliSmy, ze przy jednostajnym rozkladzie wptat i zaokraglaniu
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wyptat do petnych ztotych, wyptaty beda czeSciej zaokraglane w dét, niz w gore,
a wigc bank czgsciej bedzie wyptacaé kwoty nizsze niz wynikajace z oprocentowa-
nia. Mogtoby si¢ wydawac, ze taki sposdb zaokraglania wyptat przyniesie bankowi
korzy$c¢ (przy zatozeniu jednostajnego rozktadu wptat). Tak jednak nie jest, gdyz jak
widzimy w tabeli 3.4, suma S100(0,04) jest rtéwna zero. Warto przy okazji zauwazy¢,
ze dla zadnego a suma Sjoo(a) nie jest dodatnia.

Pokazemy, jak warto$¢ Sjgo(a) moze by¢ obliczona bez sumowania kolejnych stu
sktadnikéw. W tym celu skorzystamy z nastgpujacej obserwacji.

Lemat 3.1.8. Niech U bedzie zbiorem liczb postaci %, gdzie k jest liczba naturalng

nieparzysta, tzn. U = {%, %, %, ...}. Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby

rzeczywistej r takiej, ze 0 < r < n mamy rownos¢

oy n—=(r)o, jeslir ¢ U,
(n r)o_{n—(r)o—i-l,jeélirEU G.L11)

Dowdd. Jesli rjest liczba catkowita, to r ¢ Ui oczywiscie (n—r)o=n—r=n—(r)o.
Zalézmy wigc, ze liczba r nie jest catkowita i oznaczmy ¢ = r — [r]. Poniewaz r <n
i liczba r nie jest catkowita, wiec [r] +1 < n i dlatego n — [r] — 1 > 0. Ponadto

n—r=n—([r|+t)=n—[r]—1)+(1—1). (3.1.12)

Musi zachodzi¢ jeden z ponizszych trzech przypadkow:

1)t <0,5. Wéwczas r € Ui (r)o = [r]. Ponadto 1 —¢ > 0,5, wigc korzystajac
z (3.1.12), otrzymujemy (n—r)o=(n—[r]— 1)+ 1=n—[r] =n—(r)o.

2)t=0,5. Wéwczas r € Ui (r)o = [r] + 1. Ponadto 1 —7 = 0,5, wigc z (3.1.12)
otrzymujemy (n—r)o=(n—[r]—1)+1=n—[r]=n—(r)o+ 1.

3)t>0,5. Wéwczas r € Ui (r)o = [r] + 1. Ponadto 1 —¢ < 0,5, wigc korzystajac
z (3.1.12), otrzymujemy (n—r)o=n—[r]—1=n—([r]+1) =n—(r)o.

W kazdym z mozliwych przypadkéw otrzymaliSmy warto$¢ (n — r)o zgodna
z (3.1.11)), a wigc dowdd jest zakoriczony. O

Przypomnijmy, ze dla liczby nieujemnej a, ktéra moze by¢ zapisana z dwoma
miejscami po przecinku, chcemy obliczyé sume Sioo(a) = Y19 (ax — (ax)o). Oczy-
wiscie S100(0) = 0. Aby obliczy¢ sume Sioo(a) dla a # 0, zaczynamy od wyznacze-
nia najmniejszej liczby naturalnej n takiej, Ze an jest liczba naturalna. Uzywajac ana-
logicznej argumentacji jak w przyktadzie [3.1.2] stwierdzamy, ze poszukiwana liczba
jest

100
"= NWD(A;100)

Teraz rozwazmy dowolng liczbg naturalng x taka, ze x < % Zauwazmy, ze ax ¢ U.
Rzeczywiscie, jesli ax € U, to a - 2x jest liczbag naturalng i z wyboru liczby n wynika,

, gdzie A = 100a.
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ze 2x > n, czyli x > 7, sprzecznos¢. Dalej, dla kazdego x < 5 mamy 5 <n—x<n-—1,

wigc w sumie
n

Su(a) = Z (ax — (ax)o)
x=0
mozemy sktadnik odpowiadajacy liczbie x < 5 potaczy¢ w parg ze sktadnikiem od-
powiadajacym liczbie n —x, przy czym 5 < n—x < n— 1. Poniewaz, jak juz wcze-
$niej zauwazyliSmy, ax ¢ U, wigc z lematu wynika, ze

(a(n—x))o = (an — ax)o = an — (ax)o,

a wigc suma sktadnikéw odpowiadajacych liczbom x i n — x jest réwna
(ax — (ax)o> + (a(n —x)—(a(n —x))0> = ax— (ax)o+an—ax— (an— (ax)p) = 0.

Oprécz juz rozwazonych sktadnikéw, w sumie S, (a) wystgpuje jeszcze sktadnik od-
powiadajacy liczbie x = n, ktéry oczywiscie jest réwny O (gdyz wtedy ax = an jest
liczba naturalng), oraz ewentualnie sktadnik odpowiadajacy liczbie x = 5. Jest jasne,
ze ten ostatni sktadnik pojawi si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta.
Podsumowujac, jesli n jest liczba nieparzysta, to S,(a) = 0, a jesli liczba n jest pa-
rzysta, to S,(a) = a-5 — (a- 5)o. Pozostaje wyznaczy¢ warto$¢ a- 5 — (a-5)o dla
parzystego n. Z wyboru liczby n wynika, ze liczba an jest nieparzysta, wigc liczba
a-5 = % ma w zapisie dziesigtnym cyfre 5 na pierwszym miejscu po przecinku.
Zatem liczba ta jest zaokraglana w gore i dlatego dla x = 5 (gdy n jest parzyste)

mamy
n n

——(a-z)o=-0,5
a 2 (a 2)0 ) )
a wigc gdy n jest parzyste, to S, (a) = —0,5.
Poniewaz n = m iSi00(a) = 12—0 -Sp(a), wige otrzymujemy réwnos¢
S100(a) = NWD(100a; 100) - S, (a).
Ponadto n = 100 jest liczba parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

NWD(100a;100)
NWD(100a;100) nie dzieli si¢ przez 4, czyli gdy 4 nie dzieli liczby 100a. Zatem
udowodnili§my nastepujace stwierdzenie, rozwiazujace problem 3.1.7

Stwierdzenie 3.1.9. Jezeli a jest liczba rzeczywista nieujemna, ktéra w zapisie dzie-
sigtnym moze by¢ przedstawiona z dwoma miejscami po przecinku, to

Sioa) = { “NWD(1002:100)-0.5, jesli 4 nie dzieli 100a,
10014 =19 o, jesli 4 dzieli 100a.
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3.2 Algebraiczne aspekty zaokraglania liczb

W tej czgsci rozdzialu rozwazymy dwa grupoidy zdefiniowane przy pomocy zaokra-
glania liczb, odpowiednio do setek i do czesci catkowitej. W kazdym z tych grupo-
idéw wyznaczymy wszystkie podgrupoidy cykliczne bgdace pétgrupami.

Przypomnijmy, ze grupoidem nazywamy zbiér W z okre§lonym w nim dziata-
niem dwuargumentowym ©. Podgrupoidem grupoidu (W, <) nazywamy podzbidr V
zbioru W taki, ze V z dzialaniem ¢ ograniczonym do elementéw zbioru V jest gru-
poidem. Podgrupoidem grupoidu (W, <) generowanym przez podzbiér Z C W nazy-
wamy najmniejszy (ze wzgledu na relacj¢ inkluzji) podgrupoid grupoidu (W, o) za-
wierajacy Z; podgrupoid ten oznaczamy symbolem (Z) (jest on przekrojem wszyst-
kich podgrupoidéw zawierajacych Z). Podgrupoidem cyklicznym nazywamy pod-
grupoid (x) generowany przez pojedynczy element x € W.

Niech N oznacza zbidr liczb naturalnych. Dla elementu x grupoidu (W, <) i liczby
n € N definiujemy indukcyjnie element X ew nastepujaco:

n—1)

A =x, x =x"Doxdlan>1.

Zatem

2)

D =x, X =xox, x3) = (xox) ox, X = ((xox) ox) ox, itd.

Element x") bedziemy nazywaé n-ta potega elementu x, a zbi6r wszystkich poteg
elementu x bedziemy oznaczaé przez P(x), tzn. P(x) = {x) : n € N}.

Niech (W,¢) bedzie grupoidem. Méwimy, ze dziatanie ¢ jest taczne w niepu-
stym podzbiorze Z zbioru W, jesli (aob)oc =a< (boc) dla dowolnych elemen-
tow a,b,c € Z. Jezeli dziatanie © jest taczne w zbiorze W, to grupoid (W,¢) nazy-
wamy polgrupa.

3.2.1 Grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokrqglania do setek

Zaokraglenie liczby catkowitej nieujemnej x (zapisanej w ukladzie dziesigtnym) do
setek polega na zastapieniu jej cyfr jednosci i dziesiatek zerami, a ponadto dodaniu
100 do tak otrzymanej liczby, jesli cyfra dziesiatek przed wyzerowaniem byta wigk-
sza lub réwna 5. Otrzymane w ten sposob zaokraglenie liczby x bedziemy oznaczaé
symbolem (x)_, (indeks —2 w tym symbolu jest liczba, ktérej nalezy uzy¢é w Excelu
jako wartoS¢ parametru ,,liczba_cyfr” w formule matematycznej ZAOKR, aby otrzy-
macé zaokraglenie do setek). Zauwazmy, ze jesli [x]1o0 jest reszta z dzielenia liczby x
przez 100, to
X — |X|100, je§1i [x]l()o < 50,
()= {x— Hm +100, jesli [x]100 > 50. (3.2
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Pokazemy, ze zaokraglanie do setek zachowuje nieréwnosci, tzn. ma nastgpujaca
wiasnos¢.

Stwierdzenie 3.2.1. Niech x i y beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Jezeli
x <y, 1o (x)2 < (¥)-2.

Dowdd. Niech k= [x]100 1! = [y]100. Wtedy x = 100m+k iy = 100n+[ dla pewnych
nieujemnych liczb catkowitych m,n. Poniewaz x <y, wigc

100m <x<y<100(n+1)
idlategom <n+1,tzn. m <n.Jezelim <n—1, to
(x)—2 < 100(m+1) < 100n < (y)_o,

a wigc spetniona jest nieréwnosé, ktéra dowodzimy.
Pozostat do rozpatrzenia przypadek, gdy m = n. Wtedy k <[/ i musi zachodzi¢
jeden z ponizszych trzech przypadkéw:

1) k<1< 50. Wowczas (x)_ = 100m = 100n = (y)_».
2) k<50 <1. Wéwezas (x)—p = 100m = 100n < 100(n+ 1) = (y) 2.
3) 50 < k < 1. Wowezas (x) 5 = 100(m+1) = 100(n+1) = (y) _»

W kazdym z tych przypadkéw otrzymaliSmy nier6wnosé (x)_p < (y)_a, wigc dowéd
jest zakoniczony. O

Niech 7 = {0,1,...,99} i x,y € T. Wtedy iloczyn xy jest liczba catkowita nie-
ujemna nieprzekraczajaca liczby 997 = 9801. Zatem zaokraglenie iloczynu xy do
setek nie przekracza liczby 9800, a wigc po podzieleniu tego zaokraglenia przez 100
jako wynik otrzymujemy liczbg ze zbioru T, ktéra bedziemy oznaczaé przez x o y.
Wynika stad, ze zbidr T jest grupoidem z dziataniem
(xy)—2

100

Faczac (3.2.2) z (3.2.1)) otrzymujemy nastepujaca definicje dziatania o w zbiorze T,
odwotujaca si¢ do reszt z dzielenia przez 100:

xoy=

(3.2.2)

xy—[x]100
woy =1 o0, Jesti ylio0 <50, (323)
Y00 4 1 gesli [xy]100 > 50.

Oczywiscie dziatanie o jest przemienne. Pokazemy, ze nie ma ono elementu neu-
tralnego. Przypusémy, ze e € T jest elementem neutralnym. Wtedy S1oe =51, a wigc
musi by¢ 51e > 5050, skad wynikaja nieréwnosci

5050

> 22 _99— 99.
¢=751
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Zatem e ¢ T, tzn. otrzymaliSmy sprzecznos¢.

Zauwazmy, ze dzialanie o zachowuje nieréwnosci, tzn. o ma nastgpujaca wlas-
nos¢.
Whiosek 3.2.2. Jezelix,y,z€Tix <y, toxoz<yoz.

Dowdd. Poniewaz x <y iz >0, wigc xz < yz i dlatego na mocy stwierdzenia [3.2.1]
zachodzi nier6wnos¢ (xz)_» < (yz)—». Stad i z (3.2.2)) wynika, ze

(xz) 2 _ (y2) 2
fr—y < g
YOIT 00 =100 Y00

co koriczy dowdd. O

Pokazemy, ze dla kazdego x € T ciag kolejnych potgg elementu x jest nierosnacy.

Stwierdzenie 3.2.3. Jezeli m,n € Nim < n, to x") > x(") dla kazdego x € T.

Dowéd. Niech x € T. Wystarczy udowodnié, ze x) > x 1) dla kazdego n € N.
Zastosujemy metode indukcji matematycznej. Poniewaz x < 100, wiec x> < 100x
i ze stwierdzenia wynika, ze (x?) 5 < (100x)_, = 100x. Zatem

_ (x*) 2 _ loox _

100x
100 — 100 %"

Udowodnilismy juz, ze x(!) > x(2). Stad i z wniosku otrzymujemy

x(z) :x(l) ox ZX(Z) oX :x(3)

Kontynujac w ten sposéb, stwierdzamy ze

x> >8>

- )
skad wynika dowodzona wilasnos¢. O

Odnotujmy jeszcze jedna zalezno$¢ miedzy potggami xD = x i x?) elementu
x € T, z ktérej skorzystamy w dalszej czgsci rozdziatu.

Stwierdzenie 3.2.4. Jezeli x € T \ {0}, to x?) < x.

Dowdd. Niech s bedzie reszta z dzielenia x> przez 100. Jezeli s < 50, to xox =

2 2 2 2
— X =3 X i WA __Xx'=s x“+50
=56 < 700 W przeciwnym przypadku s > 50 1 wéwczas xox = 00 T 1< 00

Zatem w kazdym przypadku mamy x) =xox< xszso i dlatego wystarczy pokazac,
ze

x* 450

100 < x (tzn. x> — 100x 450 < 0) dla kazdej liczby naturalnej x < 99. (3.2.4)
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Poniewaz 1 < x < 99, wiec —49 < x — 50 < 49 i dlatego (x — 50)% < 492. Zatem
x? — 100x = (x — 50)% — 50% < 492 — 50% = (49 — 50)(49 +50) = —99 < —50, czyli

jest spetniony warunek (3.2.4). O
Ze stwierdzenia wynika, ze dla kazdego x € T istnieje liczba naturalna k

taka, ze x®) = x(k+1), Najmniejsza liczbg k o tej wlasnosci oznaczmy przez £(x).
Bezposrednia konsekwencja stwierdzenia jest nierownos¢ £(x) < x+ 1.

Przypomnijmy, ze dla x € T symbol P(x) oznacza zbidr potgg elementu x, czyli
P(x) = {x") : n € N}. Jest jasne, ze zbiér P(x) ma £(x) elementéw. Z definicji
liczby ¢(x) wynika, ze elementami zbioru P(x) sa kolejne potegi liczby x, do potegi
x\®)) whacznie, tzn. kolejne wyrazy ciagu poteg (x(")) dla wyktadnikéw od n =1
do n = {(x). Ponizej przedstawiono algorytm wyznaczajacy ten ciag poteg.

Algorytm 3.1 findPowers(x) - algorytm wyznaczania ciagu potgg (x(”))

INPUT: x - liczba ze zbioru T
OUTPUT: powers, - kolejne potegi liczby x

: powersy <0

: previous — —1

s current < x

: while previous # current do
powers, < powersy U {current }
previous <— current

current <— current ox

: end while

: return powersy

N e N T

Kolejny algorytm korzysta z algorytmu 3.1, aby wyznaczy¢ ciagi poteg (x)) dla
kolejnych liczbx € Tin=1,2,...,4(x).

Algorytm 3.2 Algorytm wyznaczania ciagéw poteg (x))

OUTPUT: c - ciagi (x()

l:c+0

2: for x + 0 to 99 do

3: ¢+« cUfindPowers(x)
4: end for

5: return ¢

W tabelach 3.5 i 3.6 przedstawiono wartosci £(x) i kolejne wartosci x) dla
wszystkich x € T = {0,1,2,...,99} i n < £(x), otrzymane jako wynik dziatania al-
gorytmu 3.2.
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x | £(x) | clag (x™)
0| 1 0

1| 2 1,0

2| 2 2.0

3| 2 3,0

Z| 2 4,0

5| 2 5,0

6| 2 6,0

7| 2 7.0

8| 3 81,0

9| 3 91,0

10| 3 10,1,0
11| 3 11,1,0
12| 3 12,1,0
13| 3 13,2,0
14| 3 14,2,0
15| 3 15,2,0
16| 3 16,3,0
17| 4 17,3,1,0
18] 4 18,3,1,0
9] 4 19,4,1,0
20| 4 20,4,1,0
21| 4 21,4,1,0
22| 4 22,5,1,0
23| 4 23,5,1,0
24| 4 24,6,1,0
25| 5 25,6,2,1,0
26| 5 26,7,2,1,0
27| 5 27,7,2,1,0
28| 5 28,8,2,1,0
29| 5 29,8,2,1,0
30| 5 30,9,3,1,0
31| 5 | 31,10,3,1,0
32| 5 | 32,103,1,0
33| 5 | 33,11,41,0
34| 5 | 34,1241,0
35| 5 | 3512410
36| 6 | 36135210
37| 6 | 37,145,210
38| 6 | 38,14,52,1,0
39| 6 | 39,15,6,2,1,0

x | £(x) cigg (x™)

20| 6 40,16,6,2,1,0

41| 6 41,17,7,3,1,0

2| 6 42,18,83,1,0

3| 6 43,18,8,3,1,0

44| 7 44,19,8.4,2,1,0

5| 7 45,20,9,4,2,1,0

46| 7 46,21,10,5,2,1,0

a7 | 7 47,22,10,5,2,1,0

48| 7 48,23,11,5,2,1,0

9 7 49,24,12,6,3,1,0

50| 7 50,25,13,7,4,2,1

51| 7 51,26,13,7,4,2,1

52| 7 52,27,14,7,4,2,1

53| 7 53,28,15,8,4,2,1

54| 8 54,29,16,9,5,3,2,1

55| 8 55,30,17,9,5,3,2,1

56| 8 56,31,17,10,6,3,2,1

57| 8 57,32,18,10,6,3,2,1

58| 8 58,34,20,12,7,4,2,1

59| 8 59,35,21,12,7,4,2,1

60| 9 60,36,22,13,8,5,3,2,1

61| 9 61,37,23,14,9,5,3,2,1

62| 9 62,38,24,15,9,6,4,2,1

63| 10 63,40,25,16,10,6,4,3,2,1

64| 10 64,41,26,17,11,7,4,3,2,1

65| 10 65,42,27,18,12,8,5,3,2,1

66 | 11 66,44,29,19,13,9,6,4,3,2,1

67 | 11 67,45,30,20,13,9,6,4,3,2,1

68 | 11 68,46,31,21,14,10,7,5,3,2,1

69 | 12 69,48,33,23,16,11,8,6,4,3,2,1

70 | 12 70,49,34,24,17,12,8.6,4,3.2,1
71| 12 71,50,36,26,18,13,9,6,4,3,2,1
72 | 13 72,52,37,27,19,14,10,7,5,4,3,2,1
73 | 13 73,53,39,28,20,15,11,8,6,4,3,2,1
74| 14 74,55,41,30,22,16,12,9,7,5.4,3,2,1
75 | 14 75,56,42,32,24,18,14,11,8,6,5,4,3,2
76 | 14 76,58,44,33,25,19,14,11,8,6,5,4,3,2
77| 14 77,59,45,35,27,21,16,12,9,7,5,4,3,2
78 | 15 78,61,48,37,29,23,18,14,11,9,7,5,4,3,2
79| 16 79,62,49,39,31,24,19,15,12,9,7,6,5,4,3,2

Tabela 3.5: Wartosci £(x) i ciagi (x() dlax <79 in < £(x)

W tabeli 3.6 dla liczb k > m symbol k ~\, m oznacza malejacy ciag liczb natural-

nych, zmniejszajacych si¢ o 1, rozpoczynajacy si¢ od k i koiczacy na m, tzn. cigg

kk—1,k—2,....m+1,m.
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x | f(x) cigg (x™)

80 | 17 80,64,51,41,33,26,21,17,14,11,9,7 ™ 2

81 | 17 81,66,53,43,35,28,23,19,15,12,10,8,6 ™ 2

82 | 18 82,67,55,45,37,30,25,21,17,14,11,9,7 \ 2

83 | 19 83,69,57,47,39,32,27,22,18,15,12,10,8 ~ 2

84 | 19 84,71,60,50,42,35,29,24,20,17,14,12,10,8 ™ 3

85 | 21 85,72,61,52,44,37,31,26,22,19,16,14,12,10 \ 3

86 | 22 86,74,64,55,47,40,34,29,25,22,19,16,14,12,8 ™ 3

87 | 24 87,76,66,57,50,44,38,33,29,25,22,1917,1513,11 ~ 3

88 | 24 88,77,68,60,53,47,41,36,32,28,25,22,19,17,15,13,11 ™ 3

89 | 26 89,79,70,62,55,49,44,39,35,31,28,25,22,20,18,16,14,12 \ 4

50 | 28 90,81,73,66,59,53,48,43,39,35,32,29,26,23,21,19,17,15 ™ 5

91 | 30 91,83,76,69,63,57,52,47,43,39,35,32,29,26,24,22,20,18,16 ™ 5

92 | 32 92,85,78,72,66,61,56,52,48,44,40,37,34,31,29,27,25,23,21,19,17 ~ 6
93 | 35 93,86,80,74,69,64,60,56,52,48,45,42,39,36,33,31,29,27,25,23,21 ~ 7
94 | 39 94,88,83,78,73,69,65,61,57,54,51,48,45,42,39,37,35,33,31,29,27,25 ™ 8
95 | 43 | 95,90,86,82,78,74,70,67,64,61,58,55,52,49,47,45,43,41,39,37,35,33,31,29 ~ 10
96 | 48 | 96,92,88,84,81,78,75,72,69,66,63,60,58,56,54,52,50,48,46,44,42,40,38,36 ~ 12
97 | 56 97,94,91,88,85,82,80,78,76,74,72,70,68,66,64,62,60,58,56,54,52,50 ™ 16
98 | 62 98,96,94,92,90,88,86,84,82,80,78,76,74 25

99 | 50 99 \ 50

Tabela 3.6: Wartosci £(x) i ciagi (x() dla 80 <x < 99in < £(x)

Przypomnijmy, ze podgrupoid V grupoidu (7',0) nazywamy cyklicznym, jezeli
jest on generowany przez pojedynczy element grupoidu 7', tzn. V = (x) dla pewnego
x € T. W tej czgSci rozdziatu wyznaczymy wszystkie cykliczne podgrupoidy grupo-
idu T, ktére sa potgrupami. W wykonaniu tego zadania pomocne bgdzie nastgpujace
twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.5. Niech zbiér W z dziataniem ¢ bgdzie grupoidem. Dla dowolnego
elementu x € W nastgpujace warunki sg réwnowazne:

(1) (x) z dziataniem © jest potgrupa.

(2) P(x) z dziataniem ¢ jest pétgrupa.

(3) Dziatanie ¢ jest taczne w zbiorze P(x).

“4) xm) o x(n) = x(mtn) q1a dowolnych liczb m,n € N.

Jezeli jest spetniony ktérykolwiek z powyzszych (rownowaznych) warunkéw, to

(x) = P(x).

Dowdd. (1) = (3): Ta implikacja jest oczywista.

(3) = (4): Zat6zmy, ze dziatanie © jest faczne w zbiorze P(x). Pokazemy, ze wtedy
spetniony jest warunek (4). W tym celu zastosujemy metode indukcji ze wzgledu
na n. Poniewaz dla dowolnego m € N mamy x") o x(1) = x(") o x = x(m+1) "wiec dla
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n = 1 warunek (4) jest spelniony. Zat6zmy, ze jest on spetniony dla danej liczby n
i dowolnej liczby m. Stad i1 z zalozenia o tacznosci dziatania ¢, otrzymujemy dla
dowolnej liczby m, ze

) 1) ) g () ) — () 1) g ) ¢ y(mtm) 1) (wtnt1))

Zatem warunek (4) jest spetniony réwniez dla n+ 1.

(4) = (2): Zalézmy, ze jest spetniony warunek (4). Aby pokazac, ze spetniony jest
warunek (2), wystarczy pokazaé, ze dziatanie ¢ jest taczne w zbiorze P(x). W tym
celu rozwazmy dowolne elementy a, b, c € P(x). Wéwczas a = xP) b =x@ ¢ =x
dla pewnych p, g, r € N. Korzystajac z (4), otrzymujemy réwnosci

(aob)oc = (xP)oxl®)ox) = xPFD) o x(1) = ((PFa)+r) — (p+(g+r)

= xP) o x(a17) = xP) o (x(9) 6 x(")) = o (boc),

a wigc warunek (2) jest spetniony.

(2) = (1): Zatézmy, ze spetniony jest warunek (2). Wtedy P(x) jest podgrupoidem
grupoidu W, a poniewaz x = x(!) € P(x), wigc otrzymujemy zawieranie (x) C P(x).
Poniewaz odwrotne zawieranie jest oczywiste, wigc zachodzi réwnos¢ (x) = P(x),
a zatem na mocy (2) zbidr (x) jest pétgrupa.

Prawdziwos$¢ ostatniej czgsci twierdzenia zostata pokazana w dowodzie implikacji
2) = (). 0

Poniewaz dziatanie o jest przemienne, wigc z twierdzenia otrzymujemy na-
stepujacy wniosek.

Whiosek 3.2.6. Dla dowolnego elementu x € T nastgpujace warunki sg rOwnowazne.

(1) (x) z dziataniem o jest pétgrupa.
(2) Dziatanie o jest taczne w zbiorze P(x).
3) 1) o x(n) = y(m+n) qa dowolnych liczb m,n € N takich, ze m < n < £(x).

Aby sprawdzi¢ dla danej liczby x € T, czy podgrupoid (x) jest pétgrupa (réw-
nowaznie, czy dziatanie o jest taczne w zbiorze (x)), mozna zastosowaé ponizszy
algorytm, korzystajacy z wniosku [3.2.6] (algorytm sprawdza, czy spetniony jest wa-
runek (3) z tego wniosku).
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Algorytm 3.3 checkAssociativity(x) - algorytm sprawdzania tacznosci dziatania o
w zbiorze (x)

INPUT: powers, - ciag poteg (x\")) liczby x € T
OUTPUT: Wynik sprawdzenia facznosci dziatania o w zbiorze (x)

1: ¢ < length(powersy)
2:for m<1to {do

3: forn<mto/do

4 left < powersy|m] o powersy|n]
5 if m+n > ¢ then

6: right < powersy[(]

7 else

8 right < powersy[m+ n|
9 if left # right then

10: return false;m,n
11: end if

12: end if

13:  end for

14: end for

15: return true

Aby wyznaczyé wszystkie liczby x € T, dla ktérych dziatanie o w zbiorze (x) jest
faczne, zastosowano ponizszy algorytm 3.4.

Algorytm 3.4 Algorytm sprawdzania tacznosci dziatania o w zbiorze (x) dla wszyst-
kichxeT

OUTPUT: results - Wynik sprawdzenia tacznosci dziatania o w zbiorze (x) dla ko-
lejnych liczbx e T

1: results < 0

2: for x <— 0 to 99 do

3:  powersy < findPowers(x)

4:  result < checkAssociativity(powers,)
5:  results < results U {result}

6: end for

7: return results
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W wyniku dziatania algorytmu 3.4 stwierdzono, ze dzialanie o jest taczne w zbio-
rze (x) (tzn. (x) jest potgrupa) tylko i wytacznie dla nastgpujacych trzydziestu dzie-
wieciu wartosci x:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 19,20,
21,22,23,24,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,44, 45,

tzn. dla wszystkich nieujemnych liczb catkowitych x mniejszych od 46, z wyjatkiem
nastgpujacych siedmiu liczb:

25,26,27,40,41,42,43.

Zatem w zbiorze {0,1,...,99} jest 61 liczb x takich, ze dziatanie o nie jest faczne
w podgrupoidzie cyklicznym (x). W tabeli 3.7 dla kazdej z tych szesdziesigciu je-
den liczb x podano najmniejsza w porzadku leksykograficznym par¢ uporzadkowana
(m,n) taka, ze x") o x(") £ x(m+n),

X (m,n) X (m,n) X (m,n) x (m,n) X (m,n)
25 (2,2) 51 (2,3) 63 (2,6) 75 (2,2) 87 (2,2)
26 (2,2) 52 2,7 64 (2,5) 76 (2,2) 88 (2,2)
27 (2,2) 53 (2,7) 65 (2,3) 77 (2,14) 89 (2,5)
40 (2,2) 54 (2,2) 66 (2,4) 78 (2,15) 90 (2,10)
41 (2,4) 55 (2,8) 67 (2,3) 79 (2,2) 91 (2,9)
42 (2,4) 56 (2,3) 68 (2,5) 80 (2,7) 92 (2,9)
43 (2,4) 57 (2,8) 69 (2,6) 81 (2,2) 93 (2,5)
46 (2,2) 58 (2,8) 70 (2,12) 82 (2,6) 94 (2,2)
47 (3,4) 59 (2,8) 71 (2,2) 83 (2,2) 95 (2,2)
48 (2,3) 60 (2,9) 72 (2,11) 84 (2,3) 96 (2,2)
49 (2,5) 61 (2,9) 73 (2,3) 85 (2,5) 97 (2,3)
50 (2,2) 62 (2,2) 74 (2,3) 86 (2,4) 98 (2,7)

99 (2,25)

Tabela 3.7: Liczby x € T, dla kt6rych dziatanie o nie jest taczne w zbiorze (x) wraz z najmniejsza
(w porzadku leksykograficznym) para (m,n) taka, ze 1) o x() #* x(mtn)

Zauwazmy, Ze juz na podstawie tabel 3.5 i 3.6 mozna bylo stwierdzié, ze dla
kazdej liczby x > 50 podgrupoid generowany przez x nie jest poigrupa. Otéz zgodnie
zZ twierdzeniem jezeli dla elementu x € T podgrupoid (x) jest pétgrupa, to zbiér
P(x) jest zamknigty ze wzglgdu na dziatanie o, co na mocy ponizszego wniosku
implikuje, ze xU@) = 0. Zatem warunkiem koniecznym, aby podmonoid (x) byt
pétgrupa jest réwnosé x0)) = 0, a jak widzimy z tabel 3.5 i 3.6, réwnos¢ ta nie
zachodzi dla zadnej liczby x > 50.
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Whiosek 3.2.7. Jezeli x € T i zbiér P(x) jest zamknigty ze wzgledu na dziatanie o,
to x™) = 0.

Dowod Zatézmy, ze zbiér P(x) ]est zamkm@ty ze wzgledu na dzialanie o
;é 0. Wowezas x({®) o x((@) = xk) dla pewnego k € N i ze stwierdzenia

3.2.4 otrzymujemy
1) = x(l0) o 5 U)  (E))

co jest niemozliwe, gdyz x(!™) jest najmniejszym elementem zbioru P(x). O

3.2.2 Grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokrqglania do czesci
catkowitej

W tej czgsci rozdziatu rozwazymy grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokraglania
liczb rzeczywistych nieujemnych do czgsci catkowitej, tzn. zaokraglania w dét do
najblizszej liczby catkowitej. Takie zaokraglanie polega na zastapieniu liczby nie-
ujemnej x jej czescia catkowitg [x]. Jest ono réwniez nazywane obcinaniem, gdyz
polega na ,,obcigciu” cyfr po przecinku w zapisie dziesigtnym zaokraglanej liczby.
W arkuszu kalkulacyjnym Excel zaokraglenie liczby do jej czgsci catkowitej mozna
wyznaczy¢ przy pomocy formuly matematycznej ZAOKR.DO.CALK.

Niech R, oznacza zbidr nieujemnych liczb rzeczywistych. Oczywiscie zbiér R
jest grupoidem z dziataniem

x®y =[]

Jest jasne, ze jesli iloczyn xy jest liczba catkowita (w szczegdlnosci, jesli x i y sa
liczbami catkowitymi), to x ® y = xy.

Wyznaczymy wszystkie liczby x € R takie, ze podgrupoid (x) grupoidu (R, ®)
jest pétgrupa.
Twierdzenie 3.2.8. Niech x € R . Podgrupoid (x) jest potgrupa wtedy i tylko wtedy,
gdy x jest liczba catkowita lub x < v/2.

Dowdd. Zatézmy, ze (x) jest potgrupa. Wtedy spetniony jest warunek (4) z twier-
dzenia[3.2.5]i dlatego

a poniewaz x©) i x(2) sg liczbami catkowitymi, wigc z tl wynika nastgpujaca
réwnos¢ iloczyndéw liczb catkowitych nieujemnych:

x@, (3.2.6)

Korzystajac z jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na iloczyn poteg liczb
pierwszych, mozna fatwo wywnioskowac z ll ze x2) = k2 i xB) = k3 dla pewne;j
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nieujemnej liczby catkowitej k (wynika to takze z (Sierpinski, 1964, str. 29, Corollary
1)). Metoda indukcji matematycznej udowodnimy, ze

x") = k" dla kazdej liczby naturalnej n > 2. (3.2.7)
Wiemy juz, ze rownos$¢ w (3.2.7) zachodzi dlan =2 i n = 3. Zat6zmy wigc, ze n > 4
i réwnos¢ w warunku (3.2.7) zachodzi dla liczby n — 2. Poniewaz x(?) i x("=2) s3

liczbami catkowitymi, wigc korzystajac z twierdzenia [3.2.5| otrzymujemy réwnosci

2 = x2) @ x(1=2) — x(2) [y (1=2) _ p2 gn=2 _ .
Zatem rownos$¢ w (3.2.7)) zachodzi dla liczby n, skad wynika prawdziwos¢ (3.2.7).

Zauwazmy, ze
[x] = k. (3.2.8)

Rzeczywiscie, poniewaz x(2) = k2, czyli [x2] = k2, wigc
< <kPH1<k+2%k+1=(k+1)?

idlatego k <x < k+ 1, skad wynika (3.2.8].
Na mocy (3.2.8) mamy réwnos$¢ x = k+ r, gdzie 0 < r < 1. Pokazemy, ze
k € {0,1} lub r = 0. Poniewaz

xPx=kx =k (k+r) = + K,

wiec
B =x® =xP@x =[x = [+ k2] = & + [K*r]

i dlatego [k%r] = 0, skad wynika, Ze k*r < 1. Analogicznie mozna pokazaé, ze
k"r < 1 dlakazdej liczby naturalnej n.

Zatem r =01ub k € {0,1}.

Jesli r =0, to x = k jest liczba catkowita. Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy
r#0. Wtedy k =0 lub k = 1. Jesli k = 0, to oczywiscie x = k+r = r < /2. Zat6zmy,
ze k= 1. Wtedy [x?] =x? = k> =12 = 1. Zatem x* < 2 i dlatego x < v/2.

Udowodnilismy, ze jesli (x) jest ptgrupa, to x jest liczba catkowita lub x < /2.
Na mocy twierdzenia [3.2.5] aby udowodni¢ implikacje odwrotna, wystarczy poka-
zaé, ze jesli x jest liczba catkowita lub x < /2, to zbiér P(x) z dziataniem ® jest
potgrupa.

Jezeli liczba x jest catkowita, to x") = x" dla kazdego n € N. Zatem w tym przy-
padku P(x) = {x" : n € N} i dzialanie ® ograniczone do zbioru P(x) jest zwyklym
mnozeniem, a wigc P(x) z dziataniem ® jest potgrupa.

Pozostat do rozwazenia przypadek, gdy x < v/2. Jezeli x < 1, to x\") = 0 dla kaz-
dego n > 2, wigc P(x) = {x,0} jest pétgrupa z dziataniem ®. Jesli 1 < x < V2, to
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x") =1 dla kazdego n > 2, wigc P(x) = {x,1} i oczywiscie P(x) z dziataniem ® jest
poigrupa. O
Twierdzenie [3.2.8 moze sugerowac, ze zbior
V={xeR, :x<V2}
z dzialaniem ® jest pétgrupa. To jednak nie jest prawda, gdyz, na przyktad, liczby

9 1 12 .
To» 1, 15 naleza do V,

9 /(12 9
10®<10®1> =;®1=0

12
<9 ®>®1:1®1:1.

oraz

10 10

Zatem dzialanie ® nie jest taczne w zbiorze V.

Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono wybrane zagadnienia dotyczace zaokraglania liczb, ktére
moga by¢ rozwiazywane za pomoca narzedzi informatycznych i matematycznych.
Pokazano zwiazki migdzy zaokragleniami liczb a rachunkiem prawdopodobienistwa,
algebra i elementarng teoria liczb. Materiat przedstawiony w rozdziale moze by¢
punktem wyjscia do badania bardziej skomplikowanych (pod wzgledem rachunko-
wym) modyfikacji tych zagadnief.
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Rozdzial 4

O WELASNOSCIACH PIERSCIENI 7 GRADACJAMI
WZGLEDEM POLGRUP

Marek Kepczyk|

Streszczenie Naszym gléwnym celem jest zebranie, uporzadkowanie oraz uzupet-
nienie znanych wynikéw dotyczacych pierscieni z réznego typu S-gradacjami, gdzie
S jest potgrupa. Skupimy si¢ gtéwnie na klasach pierScieni, ktére sa bezposred-
nimi uvog6lnieniami klasy pierScieni nilpotentnych. Przedstawimy wtasnosci pier-
Scieni T-nilpotentnych oraz radykalnych w sensie radykatu pierwszego, tzw. pier-
Scieni B-radykalnych. Na tej podstawie wykazemy, ze sa to klasy zamknigte na gra-
dacje wzgledem skoriczonych 2-grup. Analogiczny fakt udowodniony byl wczesniej
dla klasy PI-pierScieni. Podamy opisy wszystkich pétgrup S, dla ktérych klasa PI-
pierécieni jest zamknigta wzgledem coraz ogdlniejszych typéw S-gradacji. Przedsta-
wimy tez trudnosci, ktére stoja na przeszkodzie do uzyskania analogicznych charak-
teryzacji dla obydwu pozostatych klas pierscieni.

Stowa kluczowe: potgrupy, kraty, pierScienie z gradacja, radykaty

Wprowadzenie

W zrozumieniu zagadnieri poruszanych w tym rozdziale monografii wystarczy zna-
jomos¢ podstawowych faktow z Teorii PierScieni Nieprzemiennych, ktére mozna
znaleZ¢ na przyktad w|Lam|(1991).

Historycznie bardzo wazna motywacja do badan i wynikéw, ktére przedstawimy,
dotyczacych pierScieni, pochodzi z teorii grup. Mianowicie w latach 50. ubiegtego
wieku zajmowano si¢ intensywnie grupami, ktére sg iloczynami dwoéch podgrup wta-
Sciwych. Niech G bedzie grupa A, B jej podgrupami. Zatézmy, ze dla kazdego g € G
istnieja takie a € A oraz b € B, ze g = ab. Zapisujemy to krétko G = A - B. Ito (1955)
pokazat, ze jezeli A i B sa grupami abelowymi, to G jest grupa metaabelowa. Ke-
gel oraz Wielandt (1958, 1961) pokazali, ze jezeli A i B sa skoiczonymi grupami
nilpotentnymi, to G jest grupa rozwiazalna.

*  Wydziat Informatyki, Politechnika Bialostocka, Wiejska 45A, 15-351 Bialystok,
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Kegel przenidst powyzsza tematyke na grunt teorii pierScieni w nastgpujacy spo-
s6b. Niech R bedzie pierScieniem lacznym oraz R, R, jego podpierScieniami. Za-
16zmy, ze dla kazdego r € R istniejq takie r| € Ry oraz rp € Ry, ze r = r| + 1. Za-
pisujemy to krétko R = R; + R,. Kegel réwniez wykazat w Kegel (1962/63)), ze
jezeli Ry oraz R, sa nilpotentne (tzn. spetniaja tozsamosci postaci x1x; - - - x;,;, = 0),
to R réwniez. W Bahturin 1 Giambruno| (1994) udowodniono, ze jezeli Ry oraz R,
sa przemienne, to R spetnia tozsamos$¢ [xy, x2][x3, x4] = 0, gdzie [a, b] = ab — ba.
W Kepczyk 1 Puczytowski (2001 pokazano, ze jezeli R oraz R, sa nil-pierScieniami
ograniczonego indeksu (tzn. spetniaja tozsamos¢ postaci x” = 0), to R jest pierscie-
niem nil ograniczonego indeksu. Okazalo si¢ (Ferrero 1 Puczylowski| (1989)), ze
stawny w teorii pierscieni, ciagle otwarty Problem Koethe ma pozytywne rozwia-
zanie wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest nastgpujaca implikacja: jezeli R;
jest pierScieniem nilpotentnym R jest nil-pierScieniem, to R jest nil-pierScieniem
(tzn. dla kazdego x € R istnieje liczba naturalna n taka, ze x* = 0).

Wyniki te daty poczatek wielu badari koncentrujacych si¢ gtéwnie na dwéch ob-
szarach. Wiele prac dotyczyto po pierwsze pierscieni, ktére sa sumami dwdéch pod-
pierScieni w kontekscie radykatéw (np. |[Ferrero 1 Puczytowski| (1989); [Kepczyk
1 Puczytowski|(1996)) oraz po drugie tozsamos$ci wielomianowych (np.|Beidar 1 Mi-
khalev| (1995), [Felzenszwalb, Giambruno 1 Leal (2003), Kepczykl (2015)), [ Kepczyk
(2016)). Beidar i Mikhalev, zainspirowani wynikami czg¢§ciowymi, postawili w [Be-
idar 1 Mikhalev| (1995) nastgpujacy problem. Przypusémy, ze R| oraz R, spelniaja
tozsamos$ci wielomianowe (krétko, sa PI- pierScieniami), czy wtedy rowniez R jest
PI- pierscieniem? Cato$ciowa pozytywna odpowiedZ podano w [Kepczyk| (2017).
Przeniesienie wspomnianych wynikéw do ogélniejszego przypadku wigkszej liczby
podpiericieni ograniczylo sig, jak do tej pory wedle naszej wiedzy, do nastgpujacego
stwierdzenia, ktére ze wzgledu na pewne tematyczne podobiefistwo do niektérych
wynik6éw z rozdziatéw [.4| oraz[4.5] dla kompletnosci przedstawimy z dowodem:

Stwierdzenie 4.0.1. (Kepczyk, 2020, Stwierdzenie 4.3) Niech R;, R, R3 beda pod-
pierScieniami pierscienia R takimi, ze R = R; + R, + R3. Jezeli Ry, R, oraz R3 sa
podpierScieniami z zerowym mnozeniem, to R jest pierScieniem nilpotentnym.

Dowdéd. Rozwazmy nastgpujacy prawostronny ideat P = R; + RjR pierscienia R.
Na podstawie modularnosci kraty podgrup addytywnych pierScienia R dostajemy
P =R+ (R2+R3)NP. Oczywiscie R| <, P, bo R;P = {0}. Standardowy fakt doty-
czacy pierScieni nilpotentnych méwiacy, ze jednostronny ideat nilpotentny generuje
dwustronny ideal nilpotentny, implikuje ze ideat H <t P generowany przez R; jest
nilpotentny. Ponadto P = H + (R, + R3) N P. Pokazemy, ze ((R> +R3) NP)> = {0}.

Niech a; = b; +¢; € (Ry + R3) NP, gdzie b; € Ry, ¢; € R3 oraz a; € P dla
i=1,2,3,4,5. Poniewaz R| P = {0}, wigc:

rb; = —rc; dla dowolnego r € R;. 4.0.1)
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Ponadto R3 = R} = {0}, wiec ajarazasas = bycabscabs + c1bycsbacs. Zauwazmy,
ze coby =t +x+y, gdzie t € Ry, x € Ry oraz y € R3. Na podstawie mamy
tcy = —thy, wigc bicybzcabs = b](t+x+y)C4b5 = bitcabs = —btbsbs € b]l‘R% =
= {0}. Podobnie pokazujemy, ze c¢1byczbacs = 0. Wobec tego ajaazasas =0 1i stad
((R2+R3)NP)° = {0}.

Poniewaz ((R, +R3) NP)> = {0} oraz P/H = (((Ry + R3) N P) +H)/H, P jest
nilpotentny. Dodatkowo ideal J < R generowany przez P jest nilpotentny. Ponadto
R/J=(Ra+J)/J+ (R3+J)/J. Teraz do R/J wystarczy zastosowaé twierdzenie Ke-
gela (z Kegel (1962 /63)), z ktérego wynika, ze R/J jest pierScieniem nilpotentnym.
W konsekwencji R jest rowniez nilpotentny, co koriczy dowod. O

Wyjasnienie braku innych podobnych rezultatéw wynika z twierdzenia Bokutia
z Bokut (1976), ktéry wykazat, ze dowolng algebre nad cialem mozna wlozy¢ w al-
gebrg prosta, ktdra jest suma trzech podalgebr nilpotentnych indeksu nilpotentno$ci
trzy. Zatem algebra tego typu moze mie¢ wtasciwie dowolnie zadane wilasnosci, co
pokazuje, ze przypadki sum dwdéch i wigcej niz dwdch podpiericieni sa zdecydowa-
nie odmienne. Ponadto w tej ogdlniejszej sytuacji nie mozna spodziewac si¢ zadnych
prawidlowosci bez dodatkowych zatozen dotyczacych mnozenia.

Niektére wazne konstrukcje w teorii pierScieni opieraja si¢ na sumach ich pod-
grup addytywnych ze Scisle okre§lonymi warunkami dotyczacymi mnozenia. Sa to
pierscienie z r6znego typu gradacjami. W pracy zajmiemy si¢ przedstawieniem wy-
nikéw odnoszacych si¢ do zagadnieri opisanych wyzej (dla dwéch podpiericieni) dla
szeregu coraz ogolniejszych rodzajéw gradacji. Doktadniej, zajmiemy si¢ sumami
potkratowymi, S- gradacjami oraz S-sumami pierscieni, gdzie S jest poigrupa. Skon-
centrujemy si¢ na przedstawieniu, uporzadkowaniu i rozwinigciu wynikéw z Janeski
1 Weissglass| (1973); [Kelarev| (1993)); Kelarev 1 McConnell| (1995)); [Teply, Turman
1 Quesadal (1980); Weissglass| (1973), gtéwnie w odniesieniu do klas pierscieni 8
radykalnych, T-nilpotentnych oraz PI-pierscieni. Wtasnosci, potrzebne fakty i nowe
wyniki dotyczace klasy B-radykalnych i pierScieni T-nilpotentnych zaprezentujemy
w dwoch pierwszych rozdziatach. W trzecim rozdziale przedstawimy wyniki zwia-
zane z sumami péikratowymi, gtéwnie w odniesieniu do znanych klas radykal-
nych. W kolejnych dwdéch rozdziatach zajmiemy si¢ sumami péigrupowymi oraz
S-sumami, odpowiednio. Gléwne rezultaty tam przedstawione dotyczy¢ beda klasy
Pl-pierScieni. W przypadku pozostatych klas, wyniki jakie uzyskaliSmy, doprowa-
dzaja do kilku otwartych problemdéw, ktére przedstawimy. Wigkszo$¢ znanych wy-
nikéw, ktérych bedziemy potrzebowaé dla kompletnoSci oraz wygody czytelnika,
przedstawimy z dowodami.

Wszystkie pier§cienie rozwazane w pracy sa pierScieniami tacznymi. Oznaczajac
przez I ideat, ideal lewostronny lub ideat prawostronny pierScienia A, piszemy I <A,
I <;lub I <, A, odpowiednio. Przez N oznaczamy zbidr liczb naturalnych. Niech R
bedzie pierScieniem oraz S C R. Wtedy rg(S) = {x € R|Sx={0}} oraz [g(S) = {x €
€ R|xS={0}}.
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Niech A bedzie pierScieniem. Przez A", gdzie n jest liczba naturalna, oznaczamy
podpiericieri pierScienia A generowany przez produkty postaci xix;---x, elemen-
tow z A. PierScien A nazywa si¢ nilpotentnym jezeli A" = 0 dla pewnego n > 1.
Klasg¢ wszystkich pierscieni nilpotentnych oznaczamy przez .. Powiemy, ze pier-
Scien A jest lokalnie nilpotentny, jezeli kazdy jego skonczony podzbiér generuje pod-
pierscien nilpotentny w A. Klasg¢ wszystkich pierscieni lokalnie nilpotentnych ozna-
czamy przez .Z. Jezeli ideat I jest ztozony z elementéw nilpotentnych nazywamy
go nil ideatem. Nil radykatem pierScienia A nazywamy sumeg wszystkich nil ideatéw
pierscienia A i oznaczamy przez % (A). Klasg wszystkich nil-pierScieni oznaczamy

przez % . Wiadomo, ze N & X G K .

4.1 PierScienie 3-radykalne

Rozpoczniemy ten paragraf przedstawiajac definicj¢ radykatu pierwszego 3. Postu-
zymy si¢ konstrukcja Baera. Oznaczmy przez W(A) sume nilpotentnych ideatéw
pierscienia A. Mozemy zdefiniowa¢ teraz nastgpujacy tancuch ideatéw Wy (A) pier-
Scienia A dla dowolnej liczby porzadkowej o:

(1) Wol4) =0.
(2) Zatézmy, ze o > 01 Wy(A) okreslone zostato dla y < o. Wtedy:

(@) We(A) = Uycq Wy(A), jezeli « jest liczbg graniczna.
(b) Wg(A) jest takim ideatem A, ze Wy (A)/Wy—1(A) = W(A/Wy—_1(A)), jezeli
o nie jest liczba graniczna.

Radykat pierwszy pierScienia A okre§lamy nastgpujaco:

B(A) = [ Wa(A). 4.1.1)
a>0
Przez B oznaczamy klasg¢ wszystkich pierscieni A takich, ze B(A) = A. Klas¢ 8
nazywamy radykatem pierwszym lub f-radykatem. Pierscien A € B nazywamy pier-
Scieniem f-radykalnym, natomiast A/3(A) pierScieniem péipierwszym. Powiemy,
ze pierScien R jest suma podprosta pierScieni R;, gdzie t € T wtedy i tylko wtedy,
gdy R zawiera takie ideaty I, ze (I, = {0} oraz R, ~ R/I,. Wiadomo, ze kazdy pier-
Sciefi pétpierwszy jest suma podprosta pierscieni pierwszych. Zatem A ¢ B wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje wtasciwy ideat I pierscienia A taki, ze A/I jest pierscie-
niem pierwszym.
Latwo pokazal, ze f-radykat jest dziedziczny na podpierscienie, tzn. dowolny
podpierscieri pierscienia B-radykalnego jest réwniez B-radykalny. Ponadto radykat
B jest prawostronnie silny tzn., jezeli I <, Ril € B,toI+RI € B, czyli I C B(R).
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Niech R bedzie pierScieniem, 7 dowolnym zbiorem indekséw takim, ze I; <R oraz
I, € B, gdzie t € T. Wtedy oczywiscie Y,c7I; € B.

Zauwazmy, ze dla liczby porzadkowej a, to a € Wy (A) wtedy i tylko wtedy, gdy
aA jest nilpotentny modulo Wy(A) dla pewnego y < «. Pokazemy, ze jezeli I <A,
to We(I) € Wy (A). Oczywiscie Wo(I) = Wo(A). Zatézmy, ze i € Wy (I), o« > 0 oraz
Ws(I) € Wp(A) dla dowolnego B < a. Stad (iA)*" = (iAiA)" C (il)" € Wy(I) C
C Wy(A) dla pewnej liczby naturalnej n i liczby porzadkowej y < . Zatem nasza
teza wynika na podstawie indukcji pozaskonczone;j.

Teraz wykazemy, ze jezeli I <, A il C Wy(A), to I = Wy (I). Jeszcze raz zasto-
sujemy indukcje wzgledem liczby porzadkowej o. Dla o = 0 teza jest oczywista.
Zalézmy, ze o > 0 i teza zachodzi dla dowolnego y < o. Wystarczy teraz pokazac,
ze I C Wy (I). Wezmy i € I. Poniewaz i € Wy (A), otrzymujemy (il)" C Wy(A) dla
pewnej liczby naturalnej n i liczby porzadkowej ¥ < a. Wykorzystujac zatozenie in-
dukcyjne dostajemy (il)" = W, ((il)"). Ale (il )" <1il, wigc Wy((il)") C W, (il ). Zatem
(i)™ C Wy (il).

Udowodnili§my nastgpujacy

Lemat 4.1. (por.(Chebotar, Lee 1 Puczylowskil 2010, Stwierdzenie 1) Niech A be-
dzie pierScieniem oraz ¢ bedzie liczba porzadkowa.

(1) Jezeli I <A, to Wy (I) C Wy (A).
(2) Jezeli I <, Aorazl C Wy(A), to I =Wy(I).

Przyjmijmy w dalszych rozwazaniach tego rozdzialu nastgpujaca konwencje: pi-
szemy A C Wy (A) wtedy i tylko wtedy, gdy A jest nilpotentny modulo Wy(A) dla
pewnej liczby porzadkowej ¥ < .

Lemat 4.2. (Kepczyk, 2020, Lemat 2.2.) Jezeli A jest pierscieniem oraz A" C Wy (A)
dla pewnej liczby naturalnej n i liczby porzadkowej «, to (bA)"~! C Wy (bA) dla
kazdego b € A.

Dowdd. Niech b € A oraz zat6zmy, ze n = 1. W konsekwencji A = Wy (A), wigc

bA jest nilpotentny modulo Wy(A) dla pewnej liczby porzadkowej y < o. Zatem

(bA)* C W,(A) dla pewnego k € N. Stad na mocy Lematu mamy, ze (bA)K =
= Wy((bA)¥) C Wy (bA) i wobec tego (bA)"~! = (bA)° C Wy (bA).

Zalézmy teraz, ze n > 1, czyli 2(n — 1) > n. Zatem (bA)"~! C (A2)""1 C A" C

C Wy(A). Stad na mocy Lematu 4.1{mamy, ze (bA)"~! = W ((bA)"~1) C Wy (bA).

g

Przyktad 4.1. Niech F bedzie cialem, F[x] pierScieniem wielomianéw zmiennej x
nad F oraz (x') idealem w F[x] generowanym przez ', gdzie i € N. Pot6zmy R; =
= xF[x]/(x'). Rozwazmy nastgpujaca sumg prosta pierscieni R;:

R=Pr. (4.1.2)

ieN
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Zauwazmy, ze W (R) = R, ale R nie jest pierScieniem nilpotentnym, czyli .4 & fB.

Daje si¢ rowniez wykazaé, ze B & .Z. W dalszej czgsci tego rozdziatu bedziemy
wykorzystywac specjalnie dobrany porzadek czgsSciowy.

Przypomnimy teraz definicj¢ porzadku czgsciowego i kilka potrzebnych dalej po-
je¢ z nim zwiazanych.

Definicja 4.1. Porzadkiem czgSciowym zbioru X nazywamy relacje =<, ktéra jest
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, tzn.

1. Viex x 2 x,
3. Viyzex (X 2yAy 2z7) = (x 2y).

Porzadek czgSciowy =< zbioru X nazywamy liniowym, jezeli spelnia nastgpujacy
warunek:
Viyex (x 2 )V (y 2 x).

Podzbiér Y zbioru X uporzadkowanego przez pewien porzadek czgsciowy < na-
zywamy taicuchem jezeli Y jest uporzadkowany liniowo przez <. Podzbiér Z C X,
w ktérym zadne dwa elementy nie sa poréwnywalne nazywamy antytancuchem.

Definicja 4.2. Element x € X nazywamy elementem maksymalnym w zbiorze (X, <)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego y € X, y < x lub zbidr {x, y} jest antytaicu-
chem w X.

Zauwazmy, ze jezeli A € 3, to istnieje taka liczba naturalna n > 1 i liczba porzad-
kowa o, ze A" C Wy (A). Zbiér par (a,n), gdzie o jest liczbg porzadkowa oraz n jest
liczba naturalna, mozna uporzadkowac liniowo w nastgpujacy sposéb:

(v,m) < (a,n) <= y<aV(a=yAm<n).

Jezeli (y,m) = (a,n) oraz (y,m) # (a,n) piszemy (y,m) < (a,n). Zatem dla dowol-
nego A € f istnieje minimalna para (o, n) taka, ze A" C Wy (A). Tak dobrang parg
(a,n) bedziemy nazywaé -indeksem pierscienia A.

JesteSmy przygotowani, zeby przedstawi¢ przydatny p6Zniej wynik, ktérego do-
wod w |[Kepcezyk] (2020) zawiera luke. Podamy teraz pelny dowdd tego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1. (por.(Kepczyk, [2020, Stwierdzenie 2.4)) Niech R bedzie podpier-
Scieniem, a R, bedzie podgrupa grupy addytywnej pierécienia R oraz R = R; + R».
Jezeli Ry €  oraz R3 C Ry, to R € B.

Dowdéd. Zauwazmy, ze dowolny obraz homomorficzny pierScienia R spetnia zatoze-
nia twierdzenia. Jezeli zatem R # 0 oraz R ¢ 3, mozemy zatozy¢, ze R jest pierscie-
niem pierwszym.

Rozwazmy:
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T=Ry+R3+R+--.

Poniewaz T2 C R; mozemy dodatkowo zatozy¢, ze T = R». Dalej dowéd przeprowa-
dzimy przez indukcje¢ wzglegdem B-indeksu i = (@, n) pierscienia R;. Dla i = (0,1)
mamy R; = 0, co prowadzi do sprzecznosci, gdyz wtedy R = R, i R3 = 0. Zatem
zatézmy, ze (0,1) < (o, n) i teza naszego twierdzenia zachodzi dla kazdego (y,m) <
(a,n). Stosujac Lemat dla dowolnego b € R3, bRy ma f-indeks j < (e, n). Roz-
wazmy bR = bR + bR,. Poniewaz (bR,)?> C bR‘z1 C bRy, stosujac zatozenie induk-
cyjne dostajemy bR € 3. Zatem bR C B(R) = 0, skad bR = 0. Poniewaz R jest pier-
$cieniem pierwszym, to b = 0. Zatem R% = 0. Niech Ig,(R2) = {x € R2|xR, = 0}.
Mozemy zastosowac teraz (Kepczyk 1 Puczytowski, 1996, Twierdzenie 1), z ktérego
wynika, ze Ig,(R2) C B(R). Zatem Ry = Ig,(R>) C B(R) =0, wigc R=R; € B, co
daje sprzecznos$¢ i koniczy dowdd. O

4.2 Pierscienie 7 -nilpotentne

W rozdziale tym zajmiemy si¢ kolejnym uogdlnieniem nilpotentnosci.

Definicja 4.3. Powiemy, ze piersciei R jest lewostronnie T -nilpotentny wtedy i tylko
wtedy, gdy dowolny niezerowy obraz homomorficzny pierScienia R ma niezerowy
lewostronny anihilator.

Pierscienie prawostronnie T-nilpotentne definiuje si¢ analogicznie. Latwo poka-
zaé, 7e nie sa to pojecia symetryczne, tzn. mozna wskazaé przyktady pierScieni T—nil-
potentnych z lewej strony, ktére nie sa T-nilpotentne z prawej. Oczywiscie kazdy
pierscien nilpotentny jest prawostronnie i lewostronnie 7-nilpotentny. W dalszych
rozwazaniach skupimy si¢ na pier§cieniach lewostronnie 7'-nilpotentnych, ale przed-
stawiane dalej wyniki odnoszace si¢ do tej klasy maja swoja oczywista dualng pra-
wostronng wersje.

Z pojeciem T-nilpotentnosci SciSle wiaze si¢ pojecie hiperanihilatora. Niech A be-
dzie pierScieniem. Powiemy, ze [(A) jest lewostronnym hiperanihilatorem pierscienia
A wtedy i tylko wtedy, gdy I[(A) = Ug>0la(A), gdzie:

lo(A) =0,

oraz dla liczby porzadkowej o > 1,

lu(A) = {xeAyxA c | lﬁ(A)}. 42.1)

B<a

Latwo mozna pokazaé, ze pierScien A jest lewostronnie 7-nilpotentny wtedy
i tylko wtedy, gdy /(A) = A. Dodatkowo wykorzystujac powyzsza definicje hi-
peranihilatora /(A) i konstrukcje (4.1.1) radykatu B(A), otrzymujemy stad, ze je-
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zeli 1(A) = A, to B(A) = A. Istotnie, [j(A) = I4(A) < A, czyli [;(A)* = 0, wigc
[1(A) CC Wj(A). Analogicznie, stosujac dowdd indukcyjny, mozna pokazacl, ze
la(A) C Wy (A) dla dowolnej liczbny porzadkowej or. Oczywiscie Iy (A) <A dla do-
wolnego a. Stad [(A) C B(A) i poniewaz A =1(A), wigc B(A) = A.

Rozwazmy nastgpujacy warunek:

(p) Dla dowolnego ciagu (a1, as, . ..) istnieje taki podciag (a;, ,ai,,. . .), 422)
ze iloczyn a;,a;, - - - - - a;, = 0 dla pewnej liczby naturalnej n. o

Pokazemy, wykorzystujac wyniki z|Gardner|(1992), ze (p) jest warunkiem réwno-
waznym z lewostronna T - nilpotentno$cia. Potrzebowac bgdziemy pewnych modyfi-
kacji dwoéch znanych faktéw dotyczacych skoriczonych pokry¢ grup i pierscieni (por.
(Lanskil, {1990, Lemat )) oraz (Lanskil |1990, Twierdzenie), ktérych dowody przedsta-
wimy dla kompletnosci. Ide¢g dowodu pierwszego z nich zaczerpneliSmy z (Neu-
mann, 1954, Lemat (4.1)).

Lemat 4.3. (por. (Neumann, [1954, Lemat (4.1)) Niech grupa G bgdzie suma mno-
gosciowa skoniczonej liczby warstw wzgledem podgrup C;,C,,...,Cy:

n
G=|]JCsi (4.2.3)
i=1
Wtedy pewna podgrupa C; ma skoficzony indeks w G. Ponadto, jezli Cy,...,Cy sa
wszystkimi podgrupami skoniczonego indeksu w grupie G wsréd podgrup Cy,...,C,,
k

to G = U Cigi.

i=1
Dowéd. Przeprowadzimy dowdd ze wzgledu na liczbe r réznych elementéw w zbio-
rze C = {C,,Cs,...,C,}. Jezeli r = 1 teza jest oczywista. Zatézmy, ze r > 1 i teza
zachodzi, gdy liczba réznych podgrup w pokryciu (#.2.3) jest mniejsza niz r. Mo-
zemy tak przenumerowac elementy zbioru C, ze C, = C,,—; = --- = Cj11 1 W zbiorze
{C1,Cy,...,C;} podgrupa C, nie wystgpuje. Rozwazmy:

n
H= ] GCg 4.2.4)
i=I+1

Jezli H = G, to C,, jest podgrupa skoficzonego indeksu w grupie G i teza zachodzi.
Zat6zmy, ze dla pewnego h € G mamy, ze h ¢ H. Wtedy C,hNC,g; = 0 dla kazdego
i=1+1,...,n Zatem ze wzoru (4.2.3)),

l
C:h C | JCigi- (4.2.5)
i=1
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l
Stad dla kazdego j=1[+1,...,n mamy, ze C,g; C U Cig,-hflgj. Wobec tego:
i=1

G= UC,g,U U UClg,h gj

j=l+1i=1

i na mocy zatozenia indukcyjnego dla pewnego i = 1,...,/ podgrupa C; ma skon-
czony indeks w grupie G.
Niech teraz Cy,...,C; beda wszystkimi wsréd podgrup Ci,...,C, podgrupami
skoficzonego indeksu w grupie G. Wtedy D = C;N...NC; tez jest podgrupa skoficzo-
k

nego indeksu w grupie G. Zatézmy, ze G # U Cigi. Wtedy istnieje i € G takie, ze
=1
' ]
h¢ U Cig;. Ponadto D jest podgrupa skoficzonego indeksu w grupie C; dla kazdego
=1
l k t
i=1,...,k, wigc istnieja x1,...,x; € G, gdzie ¢t € N, takie, ze U Cigi = U Dx;.
i=1 =

n
Stad DhN Dx; = 0 dla kazdego j = 1,...,t, wigc ze wzoru (4.2.3)), Dh C U Cigi,
i=k+1

n

skad Dx; C U Cigih_lxj. To oznacza, ze grupa G jest skoiczong suma pew-

i=k+1
nych warstw wzgledem podgrup Cj.q,...,Cy,, z ktérych kazda ma nieskoiczony
indeks w grupie G. Ale to przeczy pierwszej czgSci naszego lematu. Wobec tego
k
G= U Cigi. O

i=1
Poniewaz ideaty (ideaty lewostronne lub prawostronne) dowolnego pierScienia sa
podgrupami jego grupy addytywnej, to Lemat [4.3] oraz powyzszy wniosek mozna
zastosowac réwniez w przypadku idealéw pierScieni. Doktadniej, jezeli pierScier R
jest skoriczong suma mnogos$ciowa idealéw, to przecigcie tych ideatow jest podgrupa
skoriczonego indeksu w grupie (R, +).

Lemat 4.4. (por. (Lanski, 1990, Twierdzenie) Niech R begdzie nil-pierScieniem oraz
By, ...,B, jego niepustymi podzbiorami takimi, ze B; # {0} dlakazdegoi=1,...,n
Jezeh R UL, rr(Bi), to Ir(R) # {0}.

Dowdd. Na podstawie Lematu [@.2.5] mozemy bez zmniejszania ogdlnosci zakta-
daé, ze kazda z podgrup rg(B;) ma skonczony indeks w grupie (R,+). Stad D =
N, rr(B;) tez ma skoriczony indeks w grupie (R,+). Ponadto D <, R, bo rg(B;) <,
R dla kazdego i = 1,...,n. Zatem grupa (R/D,+) jest skofczona i w konsekwen-
cji tego pierScienn End(R/1,+) jej endomorfizméw jest skoficzony. Wezmy dowolne
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a,x € R iniech (x+ D)F (a) = xa+ D. Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze F(a)
jest dobrze okreslong funkcja ze zbioru R/D w siebie, a nawet F (a) € End(R/D,+).
Ponadto F jest homomorfizmem pierScienia R w pierSciefi End(R/D,+) o jadrze
I =KerF ={a € R|xa € D dlakazdego x € R}. Stad RI C D oraz pierscien R/I
jest skoriczony. Dodatkowo R/I jest nil-pierscieniem, wigc (R/I)™ = 0 dla pewnego
m € N, czyli R" C I i w konsekwencji R™*! C D. W szczeg6lnosci BjR™! = 0.
Istnieje zatem najmniejsza liczba naturalna k taka, ze BiR* = 0. Jezli k = 1, to
{0} # By CIg(R), skad Ig(R) # {0}, ajezeli k > 1, to {0} # B{R"! C Ig(R), wiec
tez Ig(R) # {0}. 0

Przedstawimy teraz zapowiadana wczesniej charakteryzacje pierscieni lewostron-
nie T-nilpotentnych.

Twierdzenie 4.2.1. (Gardner, (1992, Twierdzenie 1) PierScieni R jest lewostronnie
T -nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy elementy pierScienia R spelniaja warunek

(p)-

Dowdd. Niech S bedzie dowolnym niezerowym obrazem homomorficznym pierScie-
nia R spetniajacego warunek (p). Woéwczas warunek (p) jest spetniony w S. Oczy-
wiscie S jest nil-pierScieniem. Przypusémy, ze Ig(S) = 0. Wtedy na mocy Lematu
dla dowolnego n € N i dla dowolnych niezerowych xi,...,x, € § mamy, ze
S # UL, rs({xi}). Niech a; bedzie dowolnym niezerowym elementem pierscienia
S. Poniewaz S # rs({a;}), wigc istnieje a, € S takie, ze ajap; # 0. Przypuscmy,
ze dla pewnej liczby naturalnej n > 2 skonstruowaliSmy juz niezerowe elementy
ai,ay,...,a, pierscienia § takie, ze dla kazdego k < n i dla dowolnych liczb natu-
ralnych iy <i> <... <iy <nmamy, Ze a; a;, ...a;, # 0. Wtedy zbiér X wszystkich
takich iloczynéw a; a;, ...a;, jest skoficzony, wigc na mocy Lematu mamy, ze
S # Urex rs({x}). Zatem istnieje a,; € S takie, ze xa,41 # 0 dla kazdego x € X.
Stad dla dowolnej liczby naturalnej £k < n+1 i dla dowolnych liczb naturalnych
i1 <ip<...<ix <n+1 mamy, ze a; a;,...a; 7 0. Wobec tego przez indukcje
mamy skonstruowany ciag (aj,az,as,...) elementéw pierscienia S, ktory nie spetnia
warunku (p), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego Is(S) # 0 i z dowolnosci S
wynika, ze pierScien R jest lewostronnie 7- nilpotentny.

Na odwrét. Zatézmy, ze pierScien R jest lewostronnie 7-nilpotentny i niech
(ay,az,...) bedzie dowolnym ciagiem jego elementéw. Przypusémy, ze kazdy ele-
ment zbioru A = {aj,ajaz,a1a2as, ...} jest niezerowy. Poniewaz R = [(R) = l4(R)
dla pewnej liczby porzadkowej «, wigc istnieje najmniejsza liczba porzadkowa
B < o taka, ze a = ajaz...a, € Ig(R) dla pewnego n € N. Oczywiscie liczba f3
nie jest graniczna, wigc aR C lg_;(R), skad aa,1 € lg_;(R), co przeczy minimal-
nosci 3. Wobec tego nie kazdy element zbioru A jest niezerowy, a to oznacza, ze
ajay ...a, = 0 dla pewnego m € N, skad w szczegblnosci ciag (aj,az,...) spetnia
warunek (p). O

Wykazemy, ze analogiczna teza, jak dla 8 radykatu w Twierdzeniu zachodzi
dla klasy pierscieni T-nilpotentnych.
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Twierdzenie 4.2.2. Niech R bedzie podpierscieniem, a R, bedzie podgrupa grupy
addytywnej pierScienia R oraz R = R + R». Jezeli R, jest pierScieniem lewostronnie
T -nilpotentnym oraz R% C Ry, to R jest pierScieniem lewostronnie 7-nilpotentnym.

Dowdd. Jezli Ry = {0}, to teza jest oczywista, bo wtedy R = R, i R3 = {0}. Niech
dalej R; # {0}. Rozwazmy P = R| + R|R. Oczywiscie P <, Ri P = R +R|R;. Po-
nadto z modularnosci kraty podgrup grupy (R, +) mamy, ze P = R; 4 (RN P). Zatem
R = P+ R;. Przypusémy, ze Ry  I(P). Wtedy [(P) # P i pierécieri P = P/I(P) ma
zerowy lewostronny anihilator. Ale Ry = (Ry +1(P))/I(P) #0i P =R, + R R; dla
Ry = (R, +1(P))/1(P) oraz lewostronny anihilator L pierscienia R jest niezerowy,
gdyz R jest niezerowym obrazem homomorficznym lewostronie T -nilpotentnego
pierscienia Ry, wigc stad LP = {0}, co prowadzi do sprzeczno$ci. Wobec tego
Ry C I(P). Dalej, (PNRy)P = (PNR)R; + (PNRy)? i (PNRy)Ry C I(P), gdyz
Ry CI(P) <P oraz (PNRy)*> C RZ C Ry C I(P), wigc (PNRy)P C I(P), skad
PNRy CI(P). Ale P=R; + (PNR,), wigc P C I(P), czyli P =[(P).
Poniewaz R = P+ R,, wiec R,P C P+ R, skad R,PR, C PR, +R%. Ale P <, R
iR% C P, wigc mamy stad:
RyPRy C P. (4.2.6)

Wezmy dowolny ciag (a,) elementéw pierscienia R. Wtedy a, = x, +y,, gdzie x, € P
oraz y, € R, dla kazdego n € N. WeZmy dowolne k € N. Z dowodu Twierdzenia[f.2.1]
wynika, ze istnieje m = m(k) € N takie, ze Xg11 - Xg42 ...  Xkrm = 0. Zauwazmy,
7€ Qg - Agil *+ev Ay = Xg = Q1 oo Ay + Vi - Xkt 1 © « - - - X + X, gdzie x jest
skoficzong suma elementéw postaci yy - ...-y- ..., gdzie y € Ry, wigc poniewaz R% -
C P<,R,tonamocy @.2.6) x € Poraz xy-agy1 ... Qgsm € P1Yk-Xp1 o Xpm =
0. Wobec tego ¢y = ay - ag41 - - .- - Ag+m € P. Z dowolnosci k mozemy skonstruowaé
zatem ciag (cx) elementéw pierScienia P i na mocy dowodu Twierdzenia 3.4 oraz
konstrukeji ¢; otrzymujemy stad, ze a; -a; - ... a, = 0 dla pewnego n € N. Wobec
tego na mocy Twierdzenia [4.2.1| pierScieni R jest lewostronnie 7'-nilpotentny. O

4.3 Potkratowe sumy piersScieni

Przypomnijmy, ze péigrupa nazywamy zbidr (S,-) dwuargumentowym multyplika-
tywnym dziataniem tacznym -. Element x € S taki, ze x> = x nazywamy idempoten-
tem poétgrupy (S,-). Natomiast potgrupe, ktorej wszystkie elementy sa idempoten-
tami nazywamy pasem.

Definicja 4.4. Pétkrata nazywamy dowolny pas przemienny.

Niech § bedzie pétgrupa. Przypomnijmy, Ze piersScien A jest pierScieniem z S—gra-
dacja jezeli A = ByesA; oraz A;A; C Ay dla dowolnych s, ¢ € S. Ponadto dla kazdego
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t €8, A, jest podgrupa grupy (A,+). W naszych dalszych rozwazaniach zaprezentu-
jemy ogdlniejsze podejscie. Niech R, bedzie podgrupa addytywna pierScienia R dla
dowolnego s € S. Sume¢ } ¢ R definiujemy nastepujaco:

ZRS ={x, +...+x, | x, €R;;, n €N}
ses

Definicja 4.3.1. Pierscien R jest suma potkratowa podgrup addytywnych R; pier-
Scienia R wzgledem potkraty S, gdzie s € S wtedy i tylko wtedy, gdy R = Y ;csRs
oraz RyR; C Ry dla dowolnych s, 1 € S.

Niech P bedzie pétkrata. Mozemy w P okresli¢ nastgpujaca relacje podzielnosci:
Viyep Y| X < Jep x =yz.

Powiemy, ze element o jest zerem w P, jezeli V,cpxa = .

Pokazemy teraz, ze kazdy pierScien, ktéry jest sume pétkratowa mozna przed-
stawi¢ w postaci innej sumy pétkratowej dwdéch podpierScieni, z ktoérych jeden jest
ideatem. Niech P bedzie taka pétkrata, ze |P| > 1. WeZmy niezerowy element o € P.
Niech Qq = {B € P : B | a}. Oczywiscie By € Qq implikuje B € Qq, ¥ € Qq.-
Z drugiej strony, jezeli B € Qq oraz ¥ € Qq, to istnieja d, @ € P takie, ze f6 = a
i Yo = a. Stad (B6)(yw) = (By)(8w) = o> = a. Zatem By € Q. To pokazuje, ze
Qg oraz Q = P\ Qg sa podpétkratami P oraz P = Q, U Q. Dodatkowo Q jest ideatem
w P. Mozemy réwniez zaktadaé, ze {Qq,Q} jest pétkrata z dziataniami Q2 = Q.
0*>=Qoraz 0,0 = 004 = 0. Dowiedli§my zatem nastgpujacy

Lemat 4.5. (por. (Janeski 1 Weissglass, |1973, Lemat 3)) Niech R bgdzie suma pél-
kratowa R = Y ,cpRa, gdzie |P| > 1. Wtedy istnieja takie roztaczne podpétkraty A
i B poikraty P, ze P = AU B. Ponadto:

1. Ry = Y. qea Rq jest suma potkratowa oraz Ry, <\ R4 dla pewnego o € A.
2. Rp = Y qea Ra jest suma potkratowa oraz Rp < R.
3. R = Ry + Rp jest suma pétkratowa, gdzie A> = A, B> = B oraz AB = BA = B.

Zeby sformutowaé kolejne wyniki w tym rozdziale potrzebujemy ogélnego poje-
cia klasy radykalne;j.

Definicja 4.3.2. Powiemy, ze klasa pierscieni .7 jest klasa radykalna wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia nastgpujace warunki:

1. 7 jest zamknigta na obrazy homomorficzne, tzn. jezeli R € .7, to dla dowolnego
I<R.R/I€ 7,

2. 7 jest zamknigta na rozszerzenia, tzn. jezeli I AR, I €  oraz R/l € F, to
Re 7.

3. 7 jest zamknigta na sumy ideatéw, tzn. jezeli I, € .7 dla dowolnego zbioru T,
toY,crl € 7.
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Klas¢ radykalna .7 nazywamy radykatem, natomiast R € 7 pierScieniem .7 -
radykalnym. Najwigkszy .7 -radykalny ideat pierScienia R nazywamy radykatem R
i oznaczamy przez 7 (R). Jezeli 7 (R) = 0 pierSciefi R nazywamy .7 -pSiprostym.
Przyktadami radykatéw sa klasy 8, .Z, 2.

Udowodnimy teraz nastgpujace:

Stwierdzenie 4.3.3. Niech R =Y ,cp Ry bedzie sumg potkratowa wzgledem skon-
czonej pétkraty P oraz .7 jest dowolnym radykatem. Jezeli dla dowolnego «,
Ry € T,toRc TJ.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzglgdem |P|. W przypadku |P| = 1 teza jest oczy-
wista. Zat6zmy, ze |P| = s > 1 i teza zachodzi dla kazdej pétkraty Q, dla ktorej
|Q| < s. Z Lematu R = R4+ Rp oraz Rg <R, gdzie R4, Rp sa sumami péikara-
towymi wzgledem poétkrat A oraz B, odpowiednio. Dodatkowo A i B sg rozlacznymi
niezerowymi podpotkratami takimi, ze P = AU B. Poniewaz |A|, |B| < |P|, z zaloze-
nia indukcyjnego dostajemy R4, Rg € 7. Zatem poniewaz R/Rp = (R4 + Rp)/Rp ~
~ R4/RaNRp, R/Rp jest obrazem homomorficznym pierscienia R4. Stad R/Rp €
7, co w konsekwencji daje R € .7 i konczy dowdd. O

Oczywiscie powyzsze stwierdzenie ma zastosowanie, gdy .7 = 3, ., ¥ . Latwo
réwniez zauwazy¢, ze Stwierdzenie [4.3.3] ma zastosowanie dla kazdej klasy pier-
$cieni .7, ktdra jest zamknigta na obrazy homomorficzne i rozszerzenia. W szcze-
g6lnosci zachodzi wigc réwniez dla .7 = .4 oraz klasy pierscieni lewostronnie (pra-
wostronnie) 7 -nilpotentnych.

Problem 4.3.4. Czy zatozenie o skofczonosci P w Stwierdzeniu mozna pomi-
nac?

Zauwazmy, ze nie jest to mozliwe dla .7 = .4#". Niech P bedzie dowolna nie-
skoficzona potkrata oraz M = {ej, €2, ...} dowolnym nieskoriczonym zbiorem jej
idempotentéw. Potézmy, jak w Przykladzie 4.1} R,, = xF [x]/(x'), gdzie e; € M oraz
Ry =0 dla pozostalych elementéw ¢ z P. Rozwazmy sume potkratowa R =Y ,cpRa.
Oczywiscie R ¢ A"

W przypadku klasy .Z odpowiedZ jest pozytywna nawet gdy zalozymy, ze P jest
dowolnym pasem. Zachodzi bowiem nastgpujace

Twierdzenie 4.3.5. (Kelarevi McConnell, (1995, Twierdzenie 2.2) Nastgpujace wa-
runki sa réwnowazne:

1. dla dowolnej S-sumy R =Y s Ry, jezeli wszystkie podpierscienie sposSrod Ry
sa lokalnie nilpotentne, to piersciefi R jest lokalnie nilpotentny,
2. S jest pasem.
Zeby odpowiedzie¢ na pytanie w przypadku klasy nil-pierscieni .#~ potrze-
bujemy pewnych przygotowan. Niech R = Y ,cp Ry bedzie suma pétkratowa oraz
reR.
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Nosnikiem Suppp(r) elementu r nazywamy nastgpujacy zbior:

acP

Suppp(r) = {a6P|r: Zra,ra;éO}.

W kazdej pétkracie P mozna w nastgpujacy spos6b okresli¢ porzadek czgsciowy:
a<f < a=apf.

Oczywiscie relacja < jest zwrotna i antysymetryczna. Zatézmy, ze x < yorazy < z
dla pewnych x, y, z € P. Stad x = xy = x(yz) = (xy)z = xz. Zatem x < z, co pokazuje,
ze < jest relacja przechodnig w P. Porzadek < nazywa sig¢ naturalnym porzadkiem
poikraty P.

Przyklad 4.3.6. Niech (2%,N) bedzie pétkrata wszystkich podzbioréw 2% ustalo-
nego zbioru X. Jezeli A, B€2X toA<B <= A=ANB <= ACB.

Przedstawimy teraz pewne proste wlasnosci naturalnego porzadku péikraty P:

a) Vapep (ab<aNab <b),
b) va,b,ceP (ab < C) = (Cl <cAb K C)7
c) va,b,ceP (a < b) = (CZC < bC)

Niech a, b, c € P . Oczywiscie ab = (ab)a = (ab)b. Stad ab < b oraz ab < b, co daje
a). Wtasno$é b) wynika wprost z a). Jezeli a < b, to a = ab. Stad ac = acb = ac*b =
= acbc, co implikuje ac < bc.

Podamy teraz zapowiadang odpowiedZ na pytanie [4.3.4] w przypadku klasy nil-
pierScieni J# .
Stwierdzenie 4.3.7. Niech R bedzie suma pétkratowa R =Y ,cpRqy. Jezeli Ry €
dla kazdego ¢ € P,toR € ¥ '.

Dowdd. Zatézmy, ze R nie jest nil-pierScieniem. Wybierzmy element x € R, ktory
ma nastgpujace wlasnosci:

1. x nie jest nilpotentny,
2. podpétkrata = (Suppp(x)) generowana przez Suppp(x) w P jest minimalna.

Niech oy bedzie elementem maksymalnym w Suppp(x) wzglgdem porzadku natural-
nego < potkraty P. Ponadto x = a+b, gdzie a € Ry, 0raz b € Y. qcsuppp(x)\ (o) Rar-
Na podstawie wtasnosci a) oraz b) latwo zauwazy¢, ze @ jest takze elementem
maksymalnym w . Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze a" = 0. Zatem o ¢
Suppp(x"). Niech Q’ bedzie podpétkrata w P generowana przez Suppp(x”). Oczywi-
Scie o ¢ Q. Stad Q' & Q. Poniewaz x" nie jest elementem nilpotentnym otrzymu-
jemy sprzeczno$¢ z minimalnoScia podpétgrupy €2. Uzyskana sprzecznos$¢ koficzy
dowdd. O
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W Swietle przedstawionych wynikéw mozemy sformutowac nastgpujacy

Problem 4.3.8. Niech R =Y s R bedzie suma potkratowa. Czy jezeli Ry € B dla
kazdego a € S,to R € 3?

OdpowiedzZ jest pozytywna w przypadku, gdy naturalny porzadek < pétkraty P
jest dodatkowo artinowski i waski.

Definicja 4.3.9. Niech (S, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym.
1. (8,<) jest artinowski wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ScisSle malejacy ciag ele-
mentow jest skonczony.
2. (8,<) jest waski wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy antytaicuch w S jest skoniczony.

Stwierdzenie 4.3.10. Niech R =Y, R bedzie taka suma pétkratowa, ze naturalny
porzadek (P, <) jest artinowski i waski. Ponadto .7 dowolnym radykatem. Wtedy,
jezeli Ry € 7 dlakazdego @ € S,toR € 7.

Dowdd. Oczywiscie mozemy zatozy¢, ze |P| > 1. Stosujac Lematotrzymujemy,
7ze R = R4 + Rp, gdzie A oraz B sa roztacznymi podpétkratami P. Ponadto Rp <R,
A? = A oraz Ry <Ry dla pewnego réznego od zera o € A. Jezeli B zawiera taki
element 3, ze zbidr {o, B} jest antytancuchem, to pierScieii R mozna analogicz-
nie rozlozy¢ na sumg¢ dwéch podpierScieni. Stad R = R4 + Rc + Rp, gdzie R4, Rp
oraz Rp sa podpierScieniami R. Ponadto B? = B oraz Rp <IR. Opisang konstrukcje
mozna kontynuowac wzgledem Rp, jezeli w B istnieje element 8, ze {a, 3,0 } tworza
antytarncuch.

Poniewaz kazdy antylaiicuch w P jest skonczony, to istnieje takie n € N, ze
R = Ry, +Ra, + -+ Ry, +Rs, gdzie Ry, jest podpierScieniem R oraz Al.2 =A; dla
dowolnego i € {1, 2, ...,n}. Ponadto S < P oraz Ry, < Rs. PierSciei Rg mozna ana-
logicznie roztozyé na sum¢ dwéch podpierscieni wzgledem elementu s; € S takiego,
ze 51 < 0. Wtedy Ry = Rg, + Rs,. Poniewaz porzadek (P,<) jest artinowski, te
konstrukcje réwniez mozna powtarza¢ skoriczong liczbg razy, odpowiednio definiu-
jac kolejne elementy taficucha s, < s,-1 < ... < s; dla pewnego m € N. Zatem
R= RA] +RA2 —+ - —|—RAn +R51 —|—R52 + - —|—R5m. Stad] = Ral +ROC2 + - +R(Xn +
+ Ry, + R, + -+ Ry, jest ideatem pierscienia R. Stosujac Stwierdzenie[4.3.3|dosta-
jemy, ze B(I) = 1. Zatem I C B(R). W szczegblnosci Ry, C B(R). Poniewaz o jest
elementem réznym od zera wybranym dowolnie, wigc otrzymujemy, ze Ry C B(R)
dla dowolnego réznego od zera o € P. Zatem B(R) = R, co nalezato dowies¢. O

Powiemy, ze radykat .7 jest dziedziczny (na ideaty) jezeli dowolny ideat pierscie-
nia .7 -radykalnego jest .7 -radykalny. Przyktadami radykaléw dziedzicznych sa 3,
£ oraz ¢ . Zakonczymy ten rozdziat wykazujac, ze dla dowolnego radykatu dzie-
dzicznego .7 klasa .7 -pétprosta jest zamknigta na sumy pétkratowe.

Twierdzenie 4.3.11. (por. (Teply i1n.,1980, Twierdzenie 1)) NiechR =Y ,cp Ry be-
dzie suma pétkratowa podpierscieni oraz .7 dziedzicznym radykatem. Jezeli dla do-
wolnego o € P, R, jest pierScieniem .7 -pbtprostym, to R jest réwniez .7 -pSiprosty.

107



Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze I € 7 jest réznym od zera ideatem pierScienia R.
Niech 0 # x € I oraz X bedzie zbiorem elementéw maksymalnych w Suppp(x).
Ponadto P’ = {at € P|oe < B dla B € X}. Oczywiscie P jest podpétkrata, G =
Y oep' Ro jest ideatem w R oraz x € G. Rozwazmy H = GN1I. Poniewaz .7 jest
dziedziczny, 0 £ H € 7.

Niech Yy bedzie pewnym ustalonym elementem ze zbioru X. Zauwazmy, ze kazdy
element y z G ma posta¢ y = a, + by, gdzie ay € Ry oraz by € } yep\ (y} Ra- Roz-
wazmy nastepujacy zbiér G' = {(ay,y)|y € G}. Oczywiscie G’ jest zamknigty na
dodawanie. Poniewaz ¥ jest elementem maksymalnym w P’, zbiér G’ jest zamknigty
réwniez na mnozenie, co implikuje, ze jest podpierscieniem w Ry & G. Latwo zauwa-
zy¢, ze G’ jest izomorficzny z G. Analogicznie mozemy zdefiniowac ideat H' pier-
Scienia G’ izomorficzny z H. Mamy wiec H' <G’ oraz H' € 7. Niech ¢ : G — Ry
bedzie rzutowaniem G’ na Ry. Latwo pokazaé, ze odwzorowanie ¢ jest zamknigte
na dodawanie. Poniewaz 7 jest elementem maksymalnym w P’, to odwzorowanie ¢
jest rtéwniez zamknigte na mnozenie, czyli jest homomorfizmem. Poniewaz H' € .7
i(ax,x) €H',to 0+ ¢(H') € 7. Ale ¢(H') <Ry, co daje sprzecznos¢, gdyz Ry jest
T -pétprosty. O

Dowdéd powyzszego twierdzenia oparliSmy na dowodzie (Teply 1 in.,[ 1980, Twier-
dzenia 1) sformutowanego analogicznie, ale przy silniejszym zatozeniu dotyczacym
sumy pétkratowej R =) ,cp Ry. Rozwaza si¢ tam sume pétkratowa (supplementary
semilattice sum) spetniajaca dodatkowo nastepujacy warunek: Ry N Y.qcp\ (o} Ra =
= {0} dla dowolnego a € P.

4.4 Potgrupowe sumy pierscieni

Rozpocznijmy od definicji tytutowego pojecia.

Definicja 4.4.1. Pierscien R jest suma potgrupowa podgup addytywnych R, pierscie-
nia R wzgledem pdtgrupy S, gdzie s € S wtedy 1 tylko wtedy, gdy R = Y s Ry oraz
RR; C Ry dla dowolnych s, ¢ € S.

Oczywiscie kazdy pierScien z S—gradacja jest suma pétgrupowa.

Przyklad 4.4.2. Przedstawimy zaprezentowana w [Puczytowski| (1999) modyfika-
cje ciekawego i waznego przyktadu algebry nad cialem z Salwal (1996)), ktéra jest
suma potgrupowa. Niech W bedzie pdlgrupa wolna wyznaczona przez symbole
X = xq oraz y = yg, gdzie o i B sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi,
ze % jest liczba niewymierna. Rozwazmy ideat I pétgrupy W generowany przez
zbior M = {w € M : |Bdeg;(w) — adeg(w)| > o + B} oraz algebre Sciagnieta
R = Fy[M/I] nad ciatem F. Zauwazmy, ze jezeli w € W \ [ oraz wx € I, to istnieja
u', u € M takie, ze w = u'u oraz ux € M. Oczywiscie u ¢ M.
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Zatem f degy(u) — adegg(u) < a+f oraz ff degy(u) — adegy(u) — o = B degy(ux) +
+ (—o)deg;(ux) < B < o+ f. Stad, poniewaz ux € M, mamy wigc f§ deg(ux) +
+ (—a)deg;(ux) < —a—f. Zatem f deg;;(u) — ovdeg(u) < —f. Symetrycznie, je-
zeli wy € I, to istnieja v/, v € M takie, ze w =V'v oraz 8 deg;(v) — ardeg:(v) > a.

Zatézmy, ze jednoczesSnie wi € I oraz wy € I. W konsekwencji u =tv lub v =tu
dla pewnego t € W. Jezeli v = tu, to o < Bdegy(tu) — adege(tu) = B(degy(r) +
+ deg, () + (—a)(deg, (r) + deg,(u)) < deg, (1) — adegy(r) — B. Stad & + B <
< Pdegy(r) — adegg(t), co implikuje w € I i daje sprzecznos¢. Analogicznie
Bdegy(r) — adegg(t) < —o — B jezeli u = tv. Stad jeszcze raz w € I prowadzi do
sprzecznosci. Zatem obraz homomorficzny z elementu X+ y w algebrze R = Fy[M /1]
jest prawostronnie regularny. W szczeg6lnosci z nie jest nilpotentny, co pociaga, ze
R nie jest nil.

Niech My = {w € M : Bdegy(w) — adegy(w) < 0} oraz niech M) = {w € M :
Bdeg;(w) — avdegg(w) > 0}. Zauwazmy, ze M = M; UM,. W konsekwencji R =
R| + R; jest suma dwdch podpierscieni Ry = Fo[M U1/I] oraz R, = Fy[M, U1/1].
Fatwo pokazaé, ze Ry = W(R;) oraz Ry = W(R;). Zatem R jest przyktadem pier-
Scienia bedacego suma dwoch podpierscieni B-radykalnych, ktéry nie jest nil. W
Salwal (1996) pokazano dodatkowo, ze R jest pier§cieniem prymitywnym.

Pot6zmy R,, = Fsdlaw € W\ I oraz R,, =0 dlaw € I. Wynika stad, ze R jest suma
poétgrupowa wzgledem W, ktdrej wszystkie podpierscienie sposrdd R,, sa rowne zero.

W dowodzie nastgpnego twierdzenia wykorzystywaé bedziemy opis struktury
pewnych pétgrup prostych. Nastgpujacy przyktad pétgrupy macierzowej wykorzy-
stywany jest w tym opisie. Oznaczmy przez M,,(G) zbiér macierzy o elementach
z danej grupy G o indeksach z dwdéch (niekoniecznie skoficzonych) zbioréw X oraz
Y. Niech ey, bedzie macierza, w ktdrej na miejscu xy stoi 1, a poza tym same zera.

Definicja 4.4.3. Niech dana bedzie grupa G, dwa niepuste zbiory X, Y oraz macierz
A € M,,(G). Pétgrupa macierzowa Reesa nazywamy zbior G x X x Y z nastgpujacym
dziataniem:

(g1, x1,y1) - (82, X2, y2) = (g1ay,x,82,X1,)2). (4.4.1)
Pétgrupe t¢ oznacza si¢ standardowo przez 4 (G;X,Y;A).

Zauwazmy, ze jezeli (g, x, y) utozsamimy z macierza ge,y, to iloczyn od-
powiada macierzy BAC = giey,y,A82€x,y, = 810y,x,82€x,y,-

Przez S° oznaczamy pétgrupe z dotaczonym zerem. W pétgrupie .#°(G% X, Y;A)
utozsamia si¢ wszystkie elementy postaci (0, x,y).

Niech S bedzie pétgrupa z zerem. Powiemy, ze S jest O-prosta jezeli jedynymi
jej ideatami sg {0} i S. Pétgrupe S nazwiemy kompletnie 0-prosta jezeli S posiada
zaréwno lewostronny jak i prawostronny ideat O-minimalny.

Wielokrotnie wykorzystywac bedziemy dalej nastgpujacy znany wynik L. N. She-
vrina:
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Twierdzenie 4.4.4. Zal6zmy, ze torsyjna péigrupa S zawiera skoriczenie wiele ele-
mentéw idempotentnych, kazdy obraz homomorficzny S, ktdry jest nil jest nilpo-
tentny oraz kazda podgrupa § jest skoczona. Wtedy S posiada skoficzony tancuch
ideatéw:

0=5CS5C...CS5, =S (4.4.2)

taki, ze dla dowolnego 1 <i <n—1, S;1/S; jest nilpotentny albo skoriczony.

Dowdd. Niech H # S bedzie ideatlem w S i zat6zmy, ze dla pétgrupy H mozna skon-
struowa¢ skonficzony taicuch postaci (4.4.2). Zachodzi teraz jeden z dwéch nastepu-
jacych przypadkow:

1. Pétgrupa Q = S/H posiada nil ideat.
Wtedy niech H; /H bedzie maksymalnym nil ideatem w S/H. Z zatozenia H; /H jest
nilpotentny.

2. Pétgrupa Q = S/H nie posiada nil ideatéw.
Poniewaz Q jest poigrupa torsyjna, kazdy ideat wltasciwy w Q zawiera idempo-
tent. Niech J bedzie ideatem minimalnym w Q. Na podstawie (Clifford 1 Preston)
1961], Twierdzenia 2.29), J jest O-prosty lub prosty. Rozumowanie w obu przy-
padkach jest analogiczne. Zal6zmy zatem, ze J jest poigrupa O-prosta. Poniewaz
J jest pétgrupg torsyjna z (Clifford 1 Preston, (1961, Corollary 2.56) dostajemy, ze
J jest kompletnie O-prosty. Stad i z (Clifford 1 Preston, 1961}, Twierdzenia 3.5),
J=.#°(G%X,Y;A) dla pewnej grupy G' oraz macierzy A. Rozwazmy odwzoro-
wanie ¢ : G — .#°(G%;X,Y;A) dane wzorem ¢(g) = (gh™!,x,y), gdzie h € G jest
elementem grupy G, ktdry stoi na gléwnej przekatnej macierzy A dla pewnego x € X
oraz y € Y. Latwo sprawdzié, ze ¢ jest izomorfizmem grupy G. Zatem J zawiera
podgrupe izomorficzng z G. Z zatozenia G jest grupa skoriczona. Poniewaz J za-
wiera skoriczenie wiele idempotentéw, zbiory X 1 Y musza by¢ skoriczone. Zatem J
jest skoriczonym ideatem w Q. W konsekwencji J = H;/H dla pewnego ideatu H,
potgrupy S.

Zatem w obu przypadkach istnieje ideat w S, ktérego potgrupa ilorazowa wzgle-
dem H jest nilpotentna albo skoiiczona. Kazde zastosowanie metody opisanej w 2.
wymaga dotaczenia kolejnego idempotenta z S. Poniewaz z zalozenia idempoten-
tow w § jest skoficzenie wiele, konstrukcja ta moze by¢ wykonana skoiczenie wiele
razy. Oczywiscie wydtuzenia taiicucha ({#.4.2)) metoda opisana w 1. nie mozna wy-
kona¢ dwa razy pod rzad. Zatem S posiada skorficzony tancuch (@#.4.2), co konczy
dowdd. O

Powiemy, ze potgrupa S jest nil ograniczonego indeksu jezeli istnieje taka liczba
naturalna m, ze dla kazdego s € S, s = 0.
Uwaga 4.4.5. Zauwazmy, ze analogiczna tezg jak w Twierdzeniu[.4.4|otrzymujemy,

gdy zamiast nilpotentno$ci zalozymy, ze kazdy obraz homomorficzny S, ktéry jest
nil jest nil ograniczonego indeksu. Wtedy S posiada skonczony taiicuch (#.4.2) taki,

110



ze dla dowolnego 1 <i <n— 1, iloraz S;;/S; jest nil ograniczonego indeksu albo
skoriczony.

Definicja 4.4.6. Powiemy dla pétgrupy S, ze klasa pierscieni .# jest S-zamknigta
wtedy i tylko wtedy, gdy do .# naleza wszystkie sumy pétgrupowe R = Y cgR;
takie, ze jezeli kazdy podpierscien sposrod Ry dla s € S nalezy do .#,toR € ./ .

Lemat 4.6. Klasa pierscieni .#, ktdra jest zamknigta na sumy jednostronnych ide-
atéw, obrazy homomorficzne, podpierScienie oraz zawierajaca klasg wszystkich pier-
$cieni z zerowym mnozeniem, jest G-zamknig¢ta dla dowolnej grupy skoficzonej G.

Dowdd. Niech G = {e = g1,82,...,8n} Oraz e jej elementem neutralnym. Roz-
wazmy sumg grupowa R = Y s R; wzgledem grupy G oraz zatézmy, ze R, € . .
Niech T bedzie nastgpujacym pierScieniem macierzowym:

R, R _1--R
818> 818n
Rt Re =Ry oo
T — . ] . n
R R - R,
8n8&y 8n8&y

Poniewaz T jest suma lewostronnych idealéw z .# postaci:

0---R _1:---0
818;
0 ..Rgng_l...O
Li: ,l ;
0---R _1:---0
8n8;

wiec T € ./ . Niech a =}, ag, gdzie ag € Ry dla dowolnego g € G. Zdefiniujmy
nastgpujaco element pierscienia 7'

a a . e a .
¢ gt g1gn !
oot Ge 7 Gyt
n
ar = ) ! : (4.4.3)
a _ a _ e a
8n81 ! 8n8y ! €

Latwo sprawdzié, ze zbidor M wszystkich elementéw pierscienia 7 uzyskanych
w ten sposéb tworzy podpiericien w 7. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : M — R na-
stepujaco: jezeli ar jest postaci (4.4.3), to ¢ (ar) = a, gt Ay Mozna
pokazaé, ze ¢ jest homomorfizmem, ktérego obrazem jest R. Poniewaz M C T jest

podpierscieniem T, wigc M € .#.Skad R € A . O

Powyzszy lemat mozna uog6lni¢ w nastgpujacy sposéb:
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Lemat 4.7. (por. (Kelarev,, [1993] Lemat 5.)) Niech .# bedzie klasa pierscieni za-
mknigta na grupy skoniczone, na sumy jednostronnych idealéw oraz rozszerzenia.
Ponadto niech .# zawiera klasg pierscieni z zerowym mnozeniem. Wtedy klasa .#
jest S-zamknieta dla dowolnej pétgrupy skonczonej S.

Dowdd. Stosujac rozumowanie indukcyjne wzgledem liczby elementéw S oraz fakt,
ze . jest zamknigta na rozszerzenia, wystarczy wykazaé teze przy zatozeniu, ze S
jest pétgrupa prosta lub O-prosta. Jezeli S =0, to R> = 0. Zatem R € ./ .
Wystarczy bez straty ogdélnosci zatozy¢, ze S jest pdtgrupa O-prosta. Stad, analo-
gicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.4.4) § = .#°(G%X,Y;A) dla pewnej grupy
G°. Kolumny pétgrupy macierzowej .#"(G%X,Y;A) sa prawostronnymi ideatami
S. Wynika stad, ze R jest sumg prawostronnych ideatéw, ktére sa sumami pétgrupo-
wymi o mniejszej liczbie elementéw niz S. Z zatozenia indukcyjnego R jest suma
lewostronnych ideatéw z .Z. Stad R € .4, co koriczy dowdd. O

Przyktadami klas .# spetniajacych zatozenia powyzszych dwéch lematéw sa
klasa pierScieni lewostronnie (prawostronnie) T-nilpotentnych, -radykalnych oraz
PI-pierscieni.

Skoncentrujemy si¢ teraz na klasie P/-pierScieni. Przedstawimy jedna z wielu
réwnowaznych definicji tej klasy. Rozwazmy piersciei wielomianow Z[xy,xz,.. ]
od nieprzemiennych zmiennych o wspétczynnikach z pierscienia liczb catkowitych
Z. Powiemy, ze wielomian f € Z[x,x,...] jest unormowany, jezeli przynajmniej
jeden wspétczynnik jednomianu najwyzszego stopnia z no$nika f jest réwny 1.

Definicja 4.4.7. Pierscieni A jest Pl-pierScieniem wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje wielomian f € Z[xy,xp,...] taki, ze dla dowolnego homomorfizmu ¢, gdzie
O : Zlxy,x,...] > Aoraz ¢(f) = 0. Powiemy wtedy, ze f = 0 jest tozsamoscia wie-
lomianowa na A lub ze A spetnia f. Stopien wielomianu f nazywa si¢ stopniem
tozsamosci wielomianowej f = 0.

Wiadomo, ze jezeli pierScieri A spetnia tozsamo$¢ wielomianowa stopnia d, to

spetnia réwniez tozsamo$¢ wieloliniowa:

g=X1Xg+ Y, OuXg)- Xz =0, (4.4.4)
id#meSy,

gdzie S, grupa permutacji zbioru {1,2,...,d} oraz o € Z.
Bardzo wazng informacje o klasie P/-pierScieni podaje nastgpujace

Twierdzenie 4.4.8. (Kepczyk i Puczytowskil, 2001, Twierdzenie 3) Przypusémy, ze
§ jest homomorficznie zamknigta klasa pierScieni, ktéra dodatkowo jest zamknigta
na potegi proste. Jezeli dowolny niezerowy pierScien z § zawiera niezerowy jedno-
stronny PI ideal, to § sktada si¢ z PI pierScieni.

Stad dostajemy nastgpujacy
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Whiosek 4.4.9. Niech pierscienn R = R| + R; bgdzie suma dwéch Pl-podpierscieni
Ry oraz Ry. Jezeli Ry jest jednostronnym ideatem pierScienia R, to R jest PI-
pierScieniem.

Oznaczmy klase wszystkich PI-pierScieni przez & .
Nastepujace przykiady pochodzace z|Kelarev| (1993)), ktérych pewne modyfikacje
teraz przedstawimy, zawezaja klase potgrup S, dla ktérych klasa & jest S-zamknigta.

Przyklad 4.4.10. Niech G bedzie dowolna grupa nieskoniczona. Pokazemy, ze klasa
& nie jest G-zamknigta. W G istnieje nieskoriczony ciag elementéw g1, g2, ... &n, - - -
taki, ze dla dowolnych liczb naturalnych m < n, gugm+1---gn 7 e. Rzeczywiscie,
niech g # e. Zat6zmy, ze wyznaczono elementy g, g2, ..., &n tego ciagu dlan > 1.
Rozwazmy zbiér C = {(gmgms1---&n) " |m < n} U{e}. Wystarczy teraz za g,
przyja¢ dowolny element ze zbioru G \ C. Rozwazmy F-algebr¢ B generowang przez
elementy ay, az, ...ay, ... z nastgpujacymi relacjami: a;a; = 0 dla dowolnych liczb
naturalnych i oraz j takich, ze j # i+ 1. Mozemy zdefiniowaé nastgpujaca podal-
gebre z gradacja A = @ycA, algebry B. Niech A, = 0 dla g € G\ C oraz A, be-
dzie podprzestrzenia liniowa algebry B generowana przez iloczyny anay+1-- - an,
dla ktérych g,,8m+1---8gn = g. OczywiScie wszystkie podalgebry wsréd A, sa alge-
brami z zerowym mnozeniem. Latwo zauwazy¢, ze A nie spelnia jednak tozsamosci
wieloliniowe] dla zadnego stopnia d. Zatem A nie jest Pl-algebra.

Przyklad 4.4.11. Niech S bgdzie dowolng nil pétgrupa. Pokazemy, ze jezeli klasa
PI-pierScieni jest S-zamknigta, to S jest potgrupa nilpotentna. Zalézmy, ze S nie jest
nilpotentna. Zatem dla kazdego n € N istnieje niepusty podzbidr pétgrupy S postaci
My, = {sin|S1nS2n - - Sun # 0}. Rozwazmy F-algebre A generowang przez rézne ele-
menty a;; gdzie i, j € N. Dodatkowo niech generatory A spetniaja nastepujace rela-
cje: ajmaj, = 0 jezeli tylko m # n lub j # i+ 1. Przez A, oznaczmy podprzestrzef
liniowgq A generowang przez 1l0CZyny axnd iy 1), dmn, gdzie k < m < n, takie, ze
SknS(kt 1)n " Smn = 5. Oczywiscie A = @;e5A; jest algebra z S-gradacja. Zauwazmy,
ze jezeli dla pewnego s € S, A jest podalgebra, to A2 C Ay NAg. Ale S jest nil, wiec
s # s%. Stad Af, = 0. Jednakze dla dowolnego d € N, elementy a4, azg, - . .,a4q4 nie
spetniaja tozsamosci wieloliniowej (4.4.4). Zatem A nie jest PI-algebra. Otrzymana
sprzeczno$¢ pokazuje, ze nil pétgrupa S musi by¢ nilpotentna w tym przypadku.

Przyklad 4.4.12. Zauwazmy, ze klasa & nie jest S-zamknigta w przypadku pétgrup
S zawierajacych nieskoriczenie wiele idempotentéw I = {e, e, ...}. Niech R,, = F;,
gdzie F; jest pierScieniem macierzy wymiaru i X i nad ustalonym ciatlem F dlai € N
oraz Ry = 0 dla kazdego s € S\ I. Oczywiscie pierscien R = @csR nie jest Pl-
pierscieniem.

Nastepny przyktad dotyczy takze klas pierscieni, ktéorymi zajmowaliSmy si¢ wcze-
$niej. Oznaczmy przez 7 ./ klasg pierscieni lewostronnie T-nilpotentnych.
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Przyklad 4.4.13. Rozwazmy F-algebre wolng A = Fx1,x7,...,x,| 0 wspbtczynni-
kach z ciata F od nieprzemiennych zmiennych X = {xy,x2,...,x,}, gdzie n > 1. Po-
dalgebra XA algebry A posiada naturalng gradacj¢ wzgledem stopnia jednomianéw
z XA. Niech S bedzie dowolng pétgrupa, ktéra nie jest torsyjna oraz a jej niecy-
klicznym elementem. Niech P,» bedzie podgrupa grupy addytywnej XA generowang
przez jednomiany stopnia n. W przypadku, gdy ¢ € S\ {a, a?, ...} potézmy P, = 0.
Oczywiscie XA = B;esP; jest algebra z gradacja wzgledem S, wszystkie podalgebry
sposréd Py sg pierscieniami z zerowym mnozeniem oraz XA ¢ ZUBU T N .

JesteSmy przygotowani do podania gtéwnego wyniku w tym rozdziale, ktory jest
uogdlnieniem (Kelarev, [1993] Twierdzenie 1).

Twierdzenie 4.4.14. Klasa & jest S-zamknigta wtedy i tylko wtedy, gdy pétgrupa S
posiada skoniczony tarcuch ideatéw:

0=5CSC...CS5, =S (4.4.5)

taki, ze dla dowolnego 1 <i <n— 1, kazdy iloraz S;;1/S; jest nilpotentny albo skori-
czony.

Dowdd. Zatézmy, ze klasa & jest S-zamknigta. Pokazemy, ze S posiada skon-
czony taficuch {@.4.5). Przyktad [4.4.10| pokazuje, ze S nie zawiera grup skoriczo-
nych. Z Przyktadéw [.4.12) oraz [4.4.13| dostajemy, ze pétgrupa S jest torsyjna oraz
zawiera skoficzong liczbe idempotentow. Z zatozenia oraz Przyktadud.4.T1 wynika,
ze kazdy obraz homomorficzny S, ktéry jest nil jest nilpotentny. Stosujac Twierdze-
nia[4.4.4) dostajemy teze.

Zatézmy, ze S posiada skonczony taiicuch (4.4.6) oraz R = Y gR; jest suma
poélgrupowa taka, ze wszystkie podpiericienie sposrod podgrup addytywnych Ry
pierScienia R sa z &. Niech [; = Y g Ry dla 1 < i < n. Oczywiscie I; <R oraz
I; = Yses; Rs. Zauwazmy, ze I 1 /I; = Yses;.,/s; Ps» gdzie podpierscienie sposrod
P; dla s € S;+1/S; sa izomorficzne z odpowiednimi podpierscieniami R; dla s # 0
oraz Py = 0, zatem sg PI- pierScieniami. Z zalozenia iloraz S;y/S; jest skoficzony
lub nilpotentny. Na podstawie Lematu Ii+1/1; jest PI-pierscieniem, gdy Sit1/S;
jest skoriczona. W przypadku, gdy S;+1/S; jest nilpotentna, I;1/1I; jest rtéwniez PI-
pierscieniem. Zatem dla kazdego i € {1,2,...,n}, I+1/I; € &, co implikuje (po n
krokach), ze R € . O

Implikacje (i) = (ii) powyzszego twierdzenia mozemy rozszerzy¢ na klasg¢ 8 oraz
TN

Stwierdzenie 4.4.15. Niech pétgrupa S posiada skoficzony taiicuch ideatow:
0=SC$5C...C§5, =S (4.4.6)

taki, ze dla dowolnego 1 <i < n— 1, kazdy iloraz S;;1/S; jest nilpotentny albo skori-
czony. Wtedy klasa % , gdzie % = 3 lub % = T A jest S-zamknigta.
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Dowdd. Zatézmy, ze pétgrupa S spelnia zalozenia powyzszego stwierdzenia oraz
R =Y csR; jest suma potgrupowa taka, ze wszystkie podpierscienie sposréd pod-
grup addytywnych R; pierScienia R sg z % . Niech i € {1,2,...,n}. Istnieja takie
idealy I;, I;11 <R, wyznaczone przez pétgrupy S;, Sit+1 z taincucha , ze I /1.
Poniewaz S;1/S; jest nilpotentny albo skoficzony, wigc na mocy Lematéw oraz
Ii11/1; € % . Poniewaz klasa % jest zamknigta na rozszerzenia, wigc Iy € % .
W konsekwencji I, = R € %, co nalezato udowodnic. O

Pojawia si¢ naturalne pytanie:

Problem 4.4.16. Czy implikacj¢ w Stwierdzeniu 4.4.15/ mozna odwrdcic?

4.5 S-sumy pierScieni

Zakoriczymy przedstawieniem nastgpujacego uogdlnienia pojgcia sumy potgrupo-
wej:

Definicja 4.5.1. Powiemy, ze pierScien R =} ,cgRq jest S-suma, gdzie R; sa pod-
grupami grupy abelowej R oraz S jest dowolng pétgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy
RsR: © Y yc(sr) Ry» gdzie (st) oznacza podpdtgrupe w S generowang przez st.
Oczywiscie kazdy pierScien, ktéry jest suma pétgrupowa jest S-suma.
Naszym celem jest uogélnienie Twierdzenia[d.4.5na przypadek S-sum. Potrzebo-
waé bedziemy nastgpujacego twierdzenia:
Twierdzenie 4.5.2. (Kepczyk,|[2021| Twierdzenie 4) Niech R bedzie PI-podpierscie-
niem pierScienia R oraz R, podgrupa grupy addytywnej R taka, ze R = R| + R, oraz
R, spetnia tozsamo$¢ wielomianowa. Wtedy:
1. jezeli R, C Ry dla pewnej liczby catkowitej 7, to R jest PI-pierscieniem;
2. jezeli (R{Ry)* C R dla pewnej liczby catkowitej k, to R jest PI-pierscieniem.

Potrzebowac¢ tez bgdziemy nastgpujacych lematow:

Lemat 4.8. Niech G bedzie skoniczona 2-grupg oraz R = Y . Rs G-suma. Jezeli
R.eU,gdzie”? =P Wb % =Blub% =T N ,toREU.

Dowdd. Kazda skoriczona 2-grupa posiada ciag centralny o ilorazach rzedu dwa. Po-
nadto jezeli N jest dzielnikiem normalnym grupy G, to R =Y ,neg/n Ren G/N-suma,
ktérej sktadnikiem poczatkowym jest Ry. Zatem jezeli Ry € % oraz G/N jest grupa
rzedu dwa, to na podstawie Twierdzefi oraz R € % . Wykorzystujac
rozumowanie indukcyjne wzgledem rzedu grupy G otrzymujemy teze. O

Lemat 4.9. Niech S bedzie skoriczong potgrupa oraz R =Y (g R, jest S-suma, jedy-
nymi podgrupami S sa 2-grupy. Jezeli wszystkie podpierscienie sposréd R sa PlI-
pierScieniami, to R jest PI-pierScieniem.
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Dowdd. Teza wynika z Lematéw 4.7 oraz 0

Lemat 4.10. Dla dowolnej grupy torsyjnej G, ktéra nie jest 2-grupa, istnieje G-suma
R =Y g Rs taka, ze wszystkie podpierScienie sposrod Ry sa pierScieniami z zero-
wym mnozeniem, ale R¢ ZUBU TN .

Dowdd. Niech A = XB[X] bedzie pierScieniem wielomianéw przemiennych zmien-
nych ze zbioru X = {x,y,z} o wspdtczynnikach z pierScienia B bez wyrazéw statych.
Zatézmy, 7e B ¢ 2 UBU.7 . Niech I bedzie ideatem A generowanym przez x°, y°, xy,
xz oraz yz. Rozwazmy piersciefi R = A/I. Niech R, = (zB[z] +xB+y*B+1) /1, R =
(x*B+yB+1)/I oraz Ry = 0 dla dowolnego s € G\ {g,g*}. Zauwazmy, ze ReRp =
R, Ry = 0. Ponadto, poniewaz g,8% € (g), wiec R; = (zB[z] +x*B+1)/I C Yse(g) Rs
oraz R;z = (®B+1)/I C Yye(q) Rs. Stad R jest G-suma, wszystkie podpierscienie
sposréd Ry sa pierscieniami z zerowym mnozeniem oraz R ¢ Z UBUT N . O

Twierdzenie 4.5.3. (por. (Kepczyk, 2020, Twierdzenie 5.3)) Nastgpujace warunki sg
réwnowazne:

(i) dla dowolnej S-sumy R =) (¢ Ry, jezeli wszystkie podpierscienie sposrdd Ry sa
PI-pierScieniami, to R jest PI-pierScieniem;
(ii) S° posiada skoriczony tarficuch idealéw taki, ze:

0=S5,CS8C...CS, =5,

gdzie kazdy S;/S;_1 jest nilpotentny lub skonczony dla i = 1,...,n oraz kazda
podgrupa S jest 2-grupa.

Dowdd. (i) = (ii). Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia {.4.14] wykorzystujac
Przyktady 5.9 - 5.12 oraz Twierdzenie {i.4.4] dostajemy, ze S posiada skoriczony tari-
cuch (4.4.2)). Ponadto na podstawie Lematu [4.10} kazda podgrupa S jest 2-grupa.
(ii) = (i). Wystarczy zastosowac Lemat[4.9| oraz rozumowanie indukcyjne wzgle-
dem dtugosci taficucha (#.4.2) analogiczne jak w dowodzie Twierdzenia.4.14, O

Problem 4.5.4. Czy klasg¢ Pl-pierscieni w Twierdzeniu mozna zastapic klasa 8
lub T A?

Przedstawione w pracy |[Kelarev i McConnell| (1995) wyniki, ktére stanowia
gtéwna motywacje dla tematyki tego rozdziatu, dotycza S-sum pierScieni przy ogél-
niejszej definicji tego pojecia. Nazwiemy te sumy, dla odréznienia, S.-sumami pier-
Scieni. Zasadnicza réznica wyraza si¢ w definicji sumy Y g Ry, W ktérej do tej pory
dopuszczaliSmy jedynie skoficzone liczby sktadnikéw. Rozwazmy teraz nastgpujacy
przypadek:

ZRS:{xS—i—xﬁ—... | xs € Rg,x; €Ry, ...} 4.5.1)
seS
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Definicja 4.5.5. Powiemy, ze pierSciel R = ) ,sRy z suma (4.5.1)), jest S.-suma
wzgledem potgrupy S wtedy 1 tylko wtedy, gdy RsR; C Y yc (o) Ry, gdzie (st) oznacza
podpétgrupe w S generowana przez st.

Oczywiscie kazdy pierScien, ktory jest S-suma potgrupowa jest Se.-suma poétgru-
powa, ale nie na odwrét. Wystarczy rozwazy¢ pierscieri wielomianéw F [x] oraz pier-
Scien szeregéw formalnych F{x} zmiennej x nad dowolnym ciatem F. Sg to pier-
Scienie z naturalnymi gradacjami wzglgdem pétgrupy N. Réznice migdzy pojgciami
S-sum dobrze wida¢ takze, gdy rozwazymy pierscient R = GsesR; oraz R = [[icg Ry,
gdzie S jest nieskoriczong pétgrupa z zerowym mnozeniem oraz Ry sa dla s € §
podgrupami grupy abelowej R.

Zawazmy, ze w przypadku S.-sum zachodzi analogiczne do {.5.3|twierdzenie.

Twierdzenie 4.5.6. (Kepczykl, 2020, Twierdzenie 5.3) Nastepujace warunki sg réw-
nowazne:

(i) dla dowolnej Se.-sumy R = Y (s R;, jezeli wszystkie podpierscienie sposréd R;
sa Pl-pierScieniami, to R jest PI-pierScieniem;
(ii) S° posiada skoriczony taficuch idealéw taki, ze:

0=S5,CS8C...CS,=5",

gdzie kazdy S;/S;—1 jest nilpotentny lub skoriczony dla i = 1,...,n oraz kazda
podgrupa S jest 2-grupa.

Zaprezentujemy, w kilku nastgpujacych lematach, wyniki dotyczace klas .7 .4
oraz 3, ktérych nie udato si¢ nam uzyska¢ w przypadku S-sum, a ktére zachodza dla
Se-sum pierscieni.

Lemat 4.11. Jezeli p6tgrupa S ma nieskoniczenie wiele idempotentdw, to istnieje Se-
suma R =Y ¢ R, taka, ze wszystkie podpierscienie sposrdd R, sa nilpotentne, ale R
nie jest nil-pier§cieniem.

Dowdd. Niech {ej, ez, ...} bedzie dowolnym nieskoriczonym zbiorem idempoten-
tow potgrupy S. Potézmy R., = xF[x]/(x'). Niech Ry = 0 dla pozostatych elementéw
sz S. Oczywiscie R = [[;cs Ry jest Sew-suma, ktdra nie jest nil. O

Lemat 4.12. Jezeli nil péigrupa S, ktéra nie jest péigrupa nil ograniczonego indeksu,
to istnieje S-suma R = Y ¢R; taka, ze wszystkie podpierscienie sposréd R sa
nilpotentne, ale R nie jest nil-pier§cieniem.

Dowdd. Z zatozenia istnieje w S ciag elementéw sy, s2, ... taki, ze (s;) sa pétgru-
pami nilpotentnymi o coraz wigkszym stopniu nilpotentnosci dla kolejnych i € N.
Ponadto (s;) N (s;) = 0 dla i # j. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze dla
kazdej liczby naturalnej i, (s;) jest pélgrupa nilpotentna o stopniu nilpotentno-
Sci réwnym i+ 1. Niech dla dowolnego i € N, Ryn = (xF[x]/ (xT1))m, edzie 1 <
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m < i+ 1. Przyjmijmy R; = 0 dla pozostatych elementow s € S. Latwo zauwa-
zyé, 7e R = [TjenXF[x]/(x"1) = Y eg Ry jest Sw-suma. Oczywiscie R nie jest nil-
pierScieniem. O

Lemat 4.13. Jezeli G jest nieskoficzong grupa torsyjna, to istnieje Ge-suma R =
Y.ccRs taka, ze wszystkie podpierScienie sposréd Ry € %, gdzie 7 = B lub
U=TN, aAeR¢EU.

Dowdd. Niech: _
Re = (DxF ]/ (x'),
ieN
gdzie e jest elementem neutralnym grupy G. Polézmy Ry, = xF[x]/(x') dlae # ¢; € G
oraz Ry = 0 dla pozostatych elementow g z G. Latwo zauwazy¢, ze R = [[4c Rg jest
G-suma, ktéra nie jest nil. O

Powyzsze fakty prowadza do nastgpujacego stwierdzenia:

Stwierdzenie 4.5.7. Niech dla pewnej potgrupy S, R = Y (<5 R, bedzie S.-suma taka,
ze jezeli wszystkie podpierscienie sposréd Ry € %, gdzie % =B lub % = TN, to
R € % . Wtedy S° posiada skoriczony taricuch ideatéw taki, ze:

0=5,CS C...CS, =5,

gdzie kazdy iloraz S;/S;_; jest nil ograniczonego indeksu lub jest skoriczony dla
i=1,...,n oraz kazda podgrupa S jest 2-grupa.

Dowdd. Zatézmy, ze % = T A lub % = B. Wykorzystujac Przyktad oraz
Lematy [{.10] oraz [4.13] dostajemy, ze dowolna podgrupa w S jest skoficzong 2-
grupa. Z Lematu @.11] § ma skoriczenie wiele idempotentéw. Stosujac Lemat [4.12]
otrzymujemy dodatkowo, ze kazdy nil obraz homomorficzny S jest nil ograniczonego
indeksu. Teza wynika teraz z Twierdzenia[f.4.4] Uwagi[i.4.5|oraz Lematu[d.§] O

Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna odwréci¢ implikacje w Stwierdzeniu[4.5.7] Wobec
Lematu sprowadza si¢ ono do nastgpujacej kwestii:

Problem 4.5.8. Niech dla pewnej pélgrupy S, R = Y s R, bedzie S.-sumg taka, ze
wszystkie podpierscienie sposréd Ry € %, gdzie % = B lub % = T N . Czy jezeli
S jest nil pétgrupa ograniczonego indeksu, to R € % ?

Podsumowanie

PrzedstawiliSmy wtasnosci kilku klas piericieni, ktére sa bezpoSrednimi uogélnie-
niami klasy pierScieni nilpotentnych ze szczegélnym uwzglednieniem pierscieni
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T -nilpotentnych oraz pierScieni radykalnych w sensie radykatu pierwszego. Bezpo-
Srednig motywacja do zajecia si¢ tymi klasami byt znany wynik Kegela méwiacy, ze
pierScienie, ktére sa sumami dwdéch podpierScieni nilpotentnych sa nilpotentne. Po-
szukiwanie uogdlnienia tego rezultatu, gdzie zamiast dwéoch rozwaza si¢ dowolng
skoniczong liczbg podpierScieni o wtasnosSciach bliskich nilpotentnosci, doprowa-
dzito do zajecia si¢ pierScieniami z réznego typu S-gradacjami, gdzie S jest potgrupa.
W pracy zaprezentowaliSmy aktualny stan wiedzy zwiazany z tego rodzaju sumami
podpiericieni. Na tej podstawie przedstawiliSmy takze nowe wyniki oraz szereg py-
tan, ktére stanowi¢ moga materiat do dalszych badan.

Bibliografia

Bahturin, Y., i Giambruno, A. (1994). Identities of sums of commutative subalge-
bras. Rend. Mat. Palermo, 43, 250-258.

Beidar, K., i Mikhalev, A. (1995). Generalized polynomial identities and rings
which are sums of two subrings. Algebra and Logic, 34, 3—11.

Bokut, L. (1976). Imbeddings into simple associative algebra. Algebra i Logika, 15,
117-147.

Chebotar, M., Lee, P. i Puczytowski, E. (2010). A note on termination of the Baer
construction of the prime radical. Arch. Math. (Basel), 95 no. 4, 325-332.

Clifford, A.,1 Preston, G. (1961). The algebraic theory of semigroups, Vol. I. Math.
Surveys No. 7, Amer. Math. Soc. Providence.

Felzenszwalb, B., Giambruno, A.i Leal, G. (2003). On rings which are sums of two
PI-subrings: a combinatorial approach. Pacific J. Math., 209 no. 1, 17-30.

Ferrero, M., i Puczylowski, E. (1989). On rings which are sums of two subrings.
Arch. Math., 53, 4-10.

Gardner, B. J. (1992). Some nil ring properties related to T-nilpotence. Bull. Austral.
Math. Soc., 46, 519-523.

Janeski, J., i Weissglass, J. (1973). Regularity of semilattice sums of rings. Proc.
Amer. Math. Soc., 39, 479-482.

Kepczyk, M. (2015). Note on algebras which are sums of two PI subalgebras. J.
Algebra Appl., 14 no 10., 1550149, 10 pp.

Kepczyk, M. (2016). A note on algebras which are sums of two subalgebras. Canad.
Math. Bull., 59 no. 2, 340-345.

Kepczyk, M. (2017). A ring which is a sum of two PI subrings is always a PI ring.
Israel J. Math., 221 no. 1, 481-487.

Kepczyk, M. (2020). Rings which are sums of PI subrings. J. Algebra Appl., 19 no.
8, 2050157, 12 pp.

Kepczyk, M. (2021). Note on rings which are sums of a subring and an additive
subgroup. Appl. Algebra Engrg. Comm. Comput., 32 no. 3, 359-364.

119



Kepczyk, M., 1 Puczylowski, E. (1996). On radicals of rings which are sums of two
subrings. Arch. Math., 66, 8—12.

Kepczyk, M., i Puczytowski, E. (2001). Rings which are sums of two subrings
satisfying polynomial identities. Comm. Algebra, 29, 2059-2065.

Kegel, O. (1962/63). Zur Nilpotenz gewisser assoziativer Ringe. Math. Ann., 149,
258-260.

Kelarev, A. (1993). On semigroup graded PI-algebras. Semigroup Forum, 47, 294—
298.

Kelarev, A., i McConnell, N. (1995). Two version of graded rings. Publ. Math.
Debrecen, 47, 219-227.

Lam, T. (1991). A first course in noncommutative rings ( 131). New York: Springer-
Verlag, BerlinHeidelberg-New York.

Lanski, C. (1990). Can a semi-prime ring be a finite union of right annihilators?
Canad. Math. Bull. Vol., 33 no. 1, 126-128.

Neumann, B. (1954). Groups covered by permutable subsets. J. Lond. Math. Soc.,
29, 236-248.

Puczytowski, E. (1999). Some results and questions on nil rings. Mat. Contemp.,
16, 265-280.

Salwa, A. (1996). Rings that are sums of two locally nilpotent subrings. Comm.
Algebra, 24 no. 12, 3921-3931.

Teply, M., Turman, E. 1 Quesada, A. (1980). On semisimple semigroup rings. Proc.
Amer. Math. Soc., 79, 157-163.

Weissglass, J. (1973). Semigroup rings and semilattice sums of rings. Proc. Amer.
Math. Soc., 3, 471-478.

120



— D!

——= " OO oo/ P

—4 wi !
oC—S TrTroO..

¥ovof .‘*ﬂb"\‘flaﬁ;

oo reucoeces

B AR TV B AT e s 1
b v

{ = S \.U.OOI.O QOO
e .lhu-aoru%skgz:_

AW 0 abhS Bs wiiel e db.3. 0

OO MMt

bt anco - i
et g
: 534878, &5 &9 ’vw.r 3 qx.:.q. o

/ . .I : g
X1 !~ B b
- - 3 T=3
3T : g~ -Fro = A &
‘l ,. |» | . l
. ;.v r;!\ .-.
r l. l“.. n ﬂ\
l .|\ I\ ,|\
|rc.nv h'.n.v-“ \v , \.w.
- .
\

S ==




	Wstęp
	ALGEBRY GRUPOWE W TEORII KODÓW
	Wprowadzenie
	Wprowadzenie do algebr grupowych
	Kody i ich realizacja z pomocą algebr grupowych
	Podsumowanie
	Bibliografia

	O ADDYTYWNYCH GRUPACH (ŁĄCZNYCH) PIERŚCIENI PRZEMIENNYCH
	Wprowadzenie
	Oznaczenia
	Wiadomości wstępne
	Klasyfikacja torsyjnych CR-, ACR- i AR-grup
	Klasyfikacja beztorsyjnych całkowicie rozkładalnych CR-grup
	Beztorsyjne (A)CR-grupy rangi dwa
	O strukturze mieszanych (A)CR-grup
	E-grupy i CRM-grupy jako szczególne przypadki CR-grup
	Podsumowanie
	Bibliografia

	PROBABILISTYCZNE I ALGEBRAICZNE ASPEKTY ZAOKRĄGLANIA LICZB
	Wprowadzenie
	Probabilistyczne aspekty zaokrąglania liczb
	Algebraiczne aspekty zaokrąglania liczb
	Grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokrąglania do setek
	Grupoid zdefiniowany przy pomocy zaokrąglania do części całkowitej

	Podsumowanie
	Bibliografia

	O WŁASNOŚCIACH PIERŚCIENI Z GRADACJAMI WZGLĘDEM PÓŁGRUP
	Wprowadzenie
	Pierścienie -radykalne
	Pierścienie T-nilpotentne
	Półkratowe sumy pierścieni
	Półgrupowe sumy pierścieni
	S-sumy pierścieni
	Podsumowanie
	Bibliografia




