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WPROWADZENIE

Tematem czesci piatej podrecznika Prognozowanie w zarzqdzaniu
przedsiebiorstwem jest prognozowanie szeregéw czasowych z za-
stosowaniem modeli klasy ARIMA.

Modele klasy ARIMA (ang. Autoregressive Integrated Moving
Average), czyli zintegrowane (scatkowane) modele autoregresji
i Sredniej ruchomej s3 jedng z najbardziej znanych i powszechnie
stosowanych metod analizy iprognozowania szeregéw czaso-
wych oroéznej strukturze. Ze wzgledu na przetomowy wktad,
ktéry w ich rozwoj wniesli G.E.P. Box i G.M. Jenkins, w literaturze
nazywane sg takze modelami Boxa-Jenkinsa.

Modele ARIMA stanowig uogdlnienie i rozwiniecie, opisanych
w cze$ci trzeciej podrecznika, modeli adaptacyjnych. Znajdujg one
zastosowanie do prognozowania szeregéw czasowych zawieraja-
cych oprocz wahan przypadkowych zaré6wno tendencje rozwo-
jowa, jak i wahania periodyczne.

Istota modeli ARIMA opiera sie na zjawisku autokorelacji, czyli
zaleznoSci biezacej warto$ci zmiennej od jej wartos$ci przesztych.
W5srdéd klasy modeli ARIMA wyrézni¢ mozna: modele autoregresji
(AR), modele $redniej ruchomej (MA), modele mieszane (ARMA)
oraz modele zintegrowane (scatkowane) ARIMA, w ktérych pier-
wotny szereg czasowy poddawany jest réznicowaniu pierwszego
lub wyzszego rzedu (wyznaczenie pierwszych lub dalszych réznic
miedzy warto$ciami szeregu) w celu uzyskania jego stacjonarno-
$ci ze wzgledu na $rednia. Kolejng grupe w klasie modeli ARIMA
stanowig modele sezonowe, czesto zapisywane jako SARIMA
(Seasonal ARIMA). Odnosz3 sie one do zjawisk opisywanych sze-
regami czasowymi zawierajacymi sktadowe sezonowe i dodat-
kowe cztony odpowiadajace tym sktadowym.

Modele klasy ARIMA stosowane s3 szeroko w modelowaniu
i prognozowaniu szeregéw czasowych opisujacych réznorodne
zjawiska w wielu obszarach, zar6wno gospodarczych, spotecz-
nych, jak i technicznych.



W podreczniku wyrdzniono 6 rozdziatéw. Rozdzial pierwszy
poswiecono omoéwieniu zjawiska korelacji w szeregach czaso-
wych. Wprowadzono pojecia autokorelacji i autokorelacji czast-
kowej oraz wskazano sposoby wyznaczania wartosci tych funkcji.
W rozdziale drugim podjeto problem stacjonarno$ci szeregdéw
czasowych. Podano niezbedne definicje oraz przedyskutowano
sposoby eliminowania niestacjonarnosci w szeregach czasowych.
Wyjasniono zachowanie sie przebiegéw funkcji autokorelacji i au-
tokorelacji czastkowej dla szeregdéw stacjonarnych i niestacjonar-
nych. Oméwiono podstawowe testy stacjonarnos$ci szeregéw cza-
sowych. W rozdziale trzecim przybliZzono podstawowe rodzaje
modeli ARIMA. Wyjasniono ich elementy i konstrukcje. Przedsta-
wiono proces budowy modeli i szczegdétowo oméwiono jego po-
szczegOlne etapy. Wskazano na istotng role interpretacji przebie-
gbéw funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej w identyfikacji
rodzaju modelu. Przyblizono algorytmy estymacji parametrow
modelu oraz kryteria wyboru najlepszych modeli sposrdd alter-
natywnych wariantéw. Rozdziat czwarty dedykowano wykorzy-
staniu modeli ARIMA w zadaniach prognozowania szeregoéw cza-
sowych. Nakreslono procedure postepowania przy prognozowa-
niu opartym na modelach klasy ARIMA i doktadnie przeanalizo-
wano jej kolejne kroki. W rozdziale pigtym przedstawiono szeroki
przeglad zastosowan modeli ARIMA w réznych obszarach, opraco-
wany na podstawie publikacji w miedzynarodowych czasopismach
naukowych. Rozdziat szdsty zawiera problemy do samodzielnego
rozwigzania. Podrecznik zaopatrzono w wykaz literatury, ktéra
uzupelnia i uszczegbétawia omawiane w nim zagadnienia.

Rozwazania teoretyczne i metodyczne w poszczegélnych roz-
dziatach sg bogato ilustrowane szczegétowymi przyktadami opra-
cowanymi przy wykorzystaniu pakietu statystycznego Statistica.
Zamierzeniem autoréw byto, aby podrecznik byt przystepny i zro-
zumiaty zaréwno dla studentéw, jak i dla szerszego grona czytel-
nikow, dlatego tez, starajac sie zachowac niezbedna $cistos¢ wy-
wodow, unikali dyskusji niuanséw teoretycznych.

Oczywis$cie zakres materiatu przedstawionego w podreczniku
nie wyczerpuje obszernej problematyki prognozowania z zasto-
sowaniem modeli ARIMA. Autorzy, dokonujgc wyboru materiatu



ijego zakresu merytorycznego, kierowali sie swoja wiedzg oraz
doswiadczeniem badawczym i dydaktycznym z zakresu modelo-
wania i prognozowania szeregéw czasowych za pomoca modeli
klasy ARIMA. Sugerowana przez autoré6w na koncu kazdego roz-
dziatu literatura podstawowa i pomocnicza moze pomac zaintere-
sowanym czytelnikom w samodzielnym pogtebieniu i poszerze-
niu swojej wiedzy na temat omawianych zagadnien.

Autorzy podrecznika wyrazajg nadzieje, ze Czytelnicy znajda
w nim warto$ciowe zrédto wiedzy i inspiracji do wtasnych dziatan
prognostycznych z wykorzystaniem modeli klasy ARIMA. Beda
jednoczesnie wdzieczni za wszelkie sugestie i opinie dotyczace
mozliwego udoskonalenia nastepnych wydan i kolejnych czeSci
podrecznika.



1. KORELACJE W SZEREGACH CZASOWYCH

Szereg czasowy jest to uporzadkowana seria obserwacji pokazu-
jaca ksztaltowanie sie poziomu badanego zjawiska w kolejnych
momentach lub okresach, np. sekundach, godzinach, dniach, tygo-
dniach, miesigcach, latach, itp. (rys. 1.1)1. Szereg czasowy momen-
tow przedstawia zjawisko w punktach pomiarowych (momen-
tach), np. w okre$lonej godzinie danego dnia. Szereg czasowy
okresow to dane z pewnych odcinkéw czasu, np. usrednione ob-
serwacje z danego dnia2. Zbioér stanéw jednej zmiennej Y, upo-
rzadkowanych wedtug warto$ci zmiennej czasowej ¢t (t = 1, ..., n),
opisujacych dane zjawisko zachodzace w obiekcie objetym pro-
gnoza, okresla sie jako jednowymiarowy szereg czasowys.

Y4

oY,
oY,
oY, oy, oy,

oY, oY,
oY,

oY,

t, t, t, t, t, ts t, ty t, t
Rys. 1.1. Przyktad jednowymiarowego szeregu czasowego
Zrédto: opracowanie wiasne.

1 A. Frenkel, G. Kildiszew (1976), Analiza szeregéw czasowych i prognozowa-
nie, Panstwowe Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa, s. 13.

2 S. Lobejko (red.), K. Mastowska, R. Wojdan (2015), Analiza i prognozowanie
szeregow czasowych z programem SAS, Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie
- Oficyna Wydawnicza, Warszawa, s. 14, https://ssl-administracja.sgh.waw.pl
/pl/OW /publikacje/Documents/Analiza_lobejko_maslowska_wojdan.pdf
[27.07.2020].

3 ]. Nazarko (red.) (2011), Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsiebiorstwem.
Cz. II. Prognozowanie na podstawie szeregow czasowych, Wydawnictwo Po-
litechniki Biatostockiej, Biatystok.



Jednowymiarowy szereg czasowy {Yx: t =0, 1, 2, £3, ..}4, jest
realizacja procesu stochastycznego - zjawiska statystycznego
zmieniajgcego sie w czasie zgodnie z rozktadami prawdopodo-
bienstwa5. Oznacza to, ze jest zbiorem zmiennych losowych Y,
(ciagtych lub dyskretnych) generowanych przez proces stocha-
styczny, zaleznych od parametru czasu (indeksowanych czasem)
teR (przyjmujacego wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych)e.
W tej czesci podrecznika zawezono rozwazania do szeregdéw czaso-
wych w tradycyjnym ujeciu, tzn. zawierajacych obserwacje zmienia-
jace sie w pewien okres$lony sposéb i obarczone zaktdceniami, ale
dokonane w kolejnych statych odstepach: momentach lub okresach?.

Proces stochastyczny mozna scharakteryzowac¢ za pomoca
kilku podstawowych miar. Srednia stacjonarnego procesu sto-
chastycznego® uy okresla poziom, wokét ktérego proces oscyluje,
za$ wariancja o mierzy rozrzut wokét tego poziomus:

uy = E[Y], (1.1
oy = E[(Y; — uy)?], (1.2)

gdzie: Y, t =1, 2, ... - obserwacje szeregu czasowego.
Powyzsze wielkosci estymowa¢ mozna odpowiednio przez
$rednig szeregu czasowego i wariancje szeregu czasowego®:

> 1
T3, (13)

>

F=oTm (-T2 (1.4)

gdzie: Y, t=1, 2, .., n - obserwacje szeregu czasowego.

4 ].D.Cryer, K.-S. Chan (2008), Time Series Analysis. With Applications in R, Sec-
ond Edition, Springer, s. 11.

5  G.E.P.Box, G.M. Jenkins, G.C. Reinsel, G.M. Ljung (2015), Time Series Analysis:
Forecasting and Control. Fifth Edition, John Wiley & Sons, s. 6.

6  W. Tarczynski, D. Witkowska, K. Kompa (2013), Wspétczynnik beta. Teoria
i praktyka, Pielaszek Research, Warszawa, s. 11.

7 Ibidem.

Stacjonarnos¢ jest tematem rodziatu drugiego podrecznika.

8  G.E.P.Box, G.M.Jenkins (1983), Analiza szeregéw czasowych. Prognozowanie
i sterowanie, PWN, Warszawa, s. 35.

9 Ibidem.



W wypadku obliczania wariancji niezbyt licznych zbioréw ob-
serwacji polecane jest wykorzystanie tzw. nieobcigZonego esty-
matora wariancjilo:

a1 >
6 = —Ni= (Y — V)% (1.5)

Odchylenie standardowe to pierwiastek kwadratowy z wa-
riancjill:

oy = E[(Ye — uy)?] (1.6)

oraz: Oy = \/%Z?zl(Yt -Y)2, (1.7)

lub: 6, = \/ﬁz;}:l(n -7z (1.8)

Funkcja autokorelacji (ang. Autocorrelation Function - ACF)
nazywa sie wartoSci wspotczynnika autokorelacji wyznaczone
dla kolejnych odstepdw. Funkcja autokorelacji pokazuje jak zmie-
nia sie korelacja pomiedzy dwiema dowolnymi warto$ciami sze-
regu wraz ze zmiang ich odstepu!2. Mozna ja traktowac jako funk-
cje korelacji liniowej Pearsona’, ale liczong nie dla dw6ch odreb-
nych szeregéw czasowych, a pomiedzy badanym szeregiem cza-
sowym a szeregiem czasowym utworzonym przez jego przesunie-
cie o warto$¢ opdznienia k = |t —s| dlat, s = 0, £1, £2, +3, ...
(rys. 1.2). Autokorelacja wystepuje w szeregu czasowym wowczas,
gdy biezaca warto$¢ zmiennej losowej zalezna jest od przesztych
wartosci tej zmiennej. Wystepowanie autokorelacji w szeregu cza-
sowym pozwala na wnioskowanie o przysztych warto$ciach zmien-
nej losowej na podstawie jej przesztych wartosci.

10 R.A. Johnson, D.A. Wichern (2007), Applied Multivariate Statistical Analysis.
Sixth Edition, Pearson Education, Inc,, s. 7.

11 D.J. Denis (2015), Applied Univariate, Bivariate, and Multivariate Statistics,
John Wiley & Sons, Inc., s. 109.

12 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 39.

Analiza wspotzaleznosci zjawisk i obserwacji zostata oméwiona w czesci 11

podrecznika: J. Nazarko (red.) (2011), Prognozowanie w zarzqdzaniu przed-

siebiorstwem. Cz. 1l. Prognozowanie na podstawie szeregéw czasowych,

Wydawnictwo Politechniki Biatostockiej, Biatystok.



Autokorelacja przy odstepie k jest rownal3:

Bl Venimttr)] Bt Venimtty)]
Prs = Pk = ey )2IEI(Y ey 7] o? (1.9)

Jest to konsekwencja faktu, ze w wypadku stacjonarnego pro-
cesu czasowego® (czyli takiego, ktory moze by¢ podstawg formu-
lowania prognoz modelami ARIMA) wariancja jest taka sama
w momencie k oraz t + k.

Rys. 1.2. llustracja zjawiska autokorelacji w szeregu czasowym
Zrodto: opracowanie whasne.

Poniewaz w praktyce dysponuje sie skonczonym szeregiem
czasowym ztozonym z n obserwacji, mozna otrzymac jedynie
estymatory funkcji autokorelacji. Zadowalajgcym estymatorem
autokorelacji jest4:

=y = S 0D )
bs Tk iy (Y72

(1.10)

Wspotczynnik autokorelacji jest warto$cig unormowang auto-
kowariancji - y; i przyjmuje wartosci z zakresu: —1 < p, <1
(-1<n,<1).

Autokowariancja przy odstepie k jest kowariancjg pomiedzy
Yti Yt+k:

Yts = Vi = E[(Ye = uy) Vesr — by)]. (1.11)

13 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 36.

Stacjonarnos¢ jest tematem rozdziatu drugiego podrecznika.

14 S. Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and Applications, John Wiley & Sons, Inc. s. 313.

10



Jej estymator mozna zapisac jako:
1 _ — —
Cts = 0 = PV = V) Ypr — 7). (1.12)

Zalezno$ci pomiedzy autokorelacjg a autokowariancja wyra-
Zajg sie wzorami:

Dy = Z_: (1.13)
Fy = Z—’; (1.14)

Autokorelacja i autokowariancja majg nastepujgce wtasci-
woscils:

_ A2 —
Cet =0y, T =1,

Ct,S = Cs,t: rt,s = rs,t; (115)

|Ct.s| < {CttCs,s) |Tt,s| <1

Wartosci 1, ; bliskie +1 wskazuja na silng liniowa zaleznosc,
natomiast wartosci bliskie 0 na stabg lub brak liniowej zaleznoSci.
Uzyskanie uzytecznej oceny funkcji autokorelacji wymaga co naj-
mniej n =50 obserwacji, a estymowane autokorelacje powinny
by¢ obliczane dla k=0, 1, .., K, gdzie K jest w przybliZeniu nie
wieksze niz n/416.

Funkcja autokorelacji czastkowej (ang. Partial Autocorrela-
tion Function - PACF) mierzy zalezno$¢ pomiedzy Y: a Yix,
gdy wplyw pozostatych 1, 2, 3, ..k -1 obserwacji zostanie usu-
niety. Inaczej méwiac, autokorelacja czastkowa to korelacja sze-
regu z nim samym, przesunietym o okres$lone opéznienie k obser-
wacji przy wyeliminowaniu wptywu korelacji dla wszystkich
przesunie¢ od 1 do k - 117. Dla rzedu op6Znienia rownego 1 funk-
cje ACF i PACF majg réwne wartosci!s,

15 ].D. Cryer, K.-S. Chan (2008), Time Series Analysis..., op. cit., s. 12.

16 G.E.P.Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 41.

17 S. Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit.,, s. 320.

18 N.Iwaszczuk, P. Drygas, P. Pusz, R. Pusz (2013), Prognozowanie gospodarcze,
Uniwersytet Rzeszowski, Rzeszéw, s. 133.

11



Rys. 1.3. llustracja zjawiska autokorelacji czastkowej w szeregu czasowym
Zrédto: opracowanie wiasne.

Wyjasénienie funkcji autokorelacji czastkowej polega na tym,
ze w wypadku istnienia znaczacej korelacji pomiedzy Y:a Yi-1, wy-
stepuje rowniez znaczaca korelacja pomiedzy Y:.1 a Y, gdyz od-
step pomiedzy Yi11i Y2 wynosi takze 1. Wobec tego, pomiedzy Y;
a Y., istnieje zalezno$¢ wynikajaca z faktu, iz obie sg powigzane
Z Yr-1. W celu pomiaru rzeczywistej wartosci korelacji pomiedzy Y;
i Yi—2 nalezy wyeliminowac efekt wptywu Y1 (rys. 1.3)2°.

Funkcje autokorelacji czagstkowej mozna estymowac, dopaso-
wujac kolejno procesy autoregresji (procesy, w ktérych wartos¢ ob-
serwacji w danym okresie jest suma liniowej kombinacji wartosci
poprzednich i nieskorelowanego szumu, tj. Y; = 25';1 ¢th_j +e)
rzedu 1, 2, 3, ... metodg najmniejszych kwadratow i obliczajac
na kazdym kroku estymatory préobkowe ¢,;, ¢, @33, ... Ostat-
niego dopasowanego wspdtczynnika?20.

Jezeli wartoSci parametréw nie sg zbyt bliskie granicom nie-
stacjonarnosci, mozna skorzysta¢ z przyblizonych estymatoréw
Yule’a-Walkera, co sprowadza sie do rozwigzywania réwnania
(1.16)dlak=1,2,..2

= 43k -1t ¢k27” 2+t ¢k(k Dlj-k+1 T ¢kk7” ko
i=12 o k. (1.16)

19 S. Makridakis, S.C. Wheelwright, R.]. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit,, s. 320.

20 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 72.

21 Ibidem.

12



Metoda rekurencyjna takiego rozwigzania, pochodzaca
od Durbina, wykorzystuje réwnania?2:
rl) k = 1
o= k=1g o
¢kk = Tk—2j=111¢k—1,ﬂ”k—], k=23, ..,

=1 ~
1-X721 Pr-1,j7j

(ﬁkj = (ﬁk—l,j_ékk(i)\k—l,k—j! k = 2, ey ] = 1, 2, ey k—l

Oszacowania takie sg jednak bardzo czute na btedy zaokragle-
nia i nie powinny by¢ stosowane w przypadkach, gdy warto$ci pa-
rametrow sg bliskie granicom niestacjonarnosciz3. Szczegdlng
uwage nalezy zwrdci¢ na istnienie obserwacji odstajacych (niety-
powych) w szeregu. Pojedyncza warto$¢ odstajaca moze przybli-
zy¢ warto$¢ autokorelacji przy op6Znieniu k do zera, podczas gdy
dla k+1 kilka wartos$ci odstajgcych moze sprawi¢, Ze bedzie ona
bliska jednosciz+.

Mimo mozliwosci samodzielnego oszacowania wartosci funk-
cji PACF, w praktyce, ze wzgledu na skomplikowanie formut,
do obliczania warto$ci autokorelacji czgstkowej wykorzystuje sie
dostepne oprogramowanie komputerowe. Wyniki prezentowane
w tej czesci podrecznika zostaty uzyskane przy wykorzystaniu pa-
kietu Statistica.

Szczegblnymi szeregami czasowymi s3a szeregi bazujace
na procesie biatego szumu. Bialy szum (ang. White Noise) to ciag
niezaleznych zmiennych losowych {e:} o jednakowym rozktadzie
ze skonczonymi warto$ciami przecietnymi i wariancjamiz2s. Jezeli
jest generowany zgodnie z rozktadem normalnym z warto$cia
przecietna réwna 0 i dana wariancja ¢2,tj. e, ~N(0,02) nazy-
wany jest gaussowskim biatym szumem (ang. Gaussian White

(1.17)

22 Ibidem, s. 492.

23 ]bidem, s. 72.

24 A, Dirre, R. Fried, T. Liboschik (2015), Robust estimation of (partial) auto-
correlation, ,WIREs Computational Statistics” 7(3), s. 205-222, doi: 10.1002/
wics.1351.

25 A. Sokotowski (2003), Prognozowanie finansowych szeregéw czasowych,
Statsoft Polska, https://media.statsoft.pl/_old_dnn/downloads/sokolowski.pdf
[27.07.2020].
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Noise). Proces biatego szumu ma warto$ci autokorelacji rowne 0
dla kazdego opdZnienia réznego od 0326:

_(1,dlak=0
Te = {0, dlak # 0 (1.18)
oraz autokowariancje wynoszgce?27:
2
_ {o¢, dlak=0 11
Vi {o,dlak;to. (1.19)

Bazujgcy na procesie biatego szumu dwupunktowy szereg
$redniej ruchomej ma nastepujaca konstrukcje?s:

Yy = (e + et—1)/2. (1.20)

Srednia takiego procesu jest réwna 0:

Hy — E[Yt] — E [et+2et—1] — E[et]+2E[et—1] — O (121)

Natomiast wariancja, przy zaloZeniu, Ze zmienne losowe
e; 1 e;_1 sa niezalezne:

0'1% = E[(Yt - .Uy)z] =E [(% - 0)2] -

_ E[(ep)?|+2Ele/Elec—11+E[(ee—1)?] _ 0&,+08,_, 0502 (1.22)
= " = " = 0,502. )

Autokowariancja 1= 0,250‘2 oraz _» =0, co mozna
tt—1 e t,t—2
przedstawié wzorem?29;

0,5¢2,dlak =0

Yk = 10,2502, dlalk| = 1 (1.23)
0,dla |k| > 2.

26 ].D. Cryer, K.-S. Chan (2008), Time Series Analysis..., op. cit., s. 17.

27 R.H. Shumway, D.S. Stoffer (2017), Time Series and Its Applications with R
Examples, Springer International Publishing AG, s. 21.

28 ].D. Cryer, K.-S. Chan (2008), Time Series Analysis..., op. cit,, s. 14.

29 Ibidem, s. 15.

14



Autokorelacja za$ przyjmuje wartosci:

1,dlak =0
e =1 0,5, dlalk] =1 (1.24)
0,dla |k| = 2.
Podobnie mozna rozwazy¢ trzypunktowa Srednig ruchoma3?:
Yo =(er1 +e+e1)/3 (1.25)
W tym wypadku warto$¢ przecietna takze wynosi 0:
uy = E[Y;] =0. (1.26)
Autokowariancja natomiast3:
1
Yts = gE[(es—l +es+ es+1)(et—1 +e + et+1)]: (1.27)
(3/9, k] =0
_ 290k =1
0, |kl = 3.

Innym przyktadem szczeg6lnego szeregu czasowego jest pro-
ces bladzenia przypadkowego (ang. Random Walk)32:

Y1 = €q,

YZ = €1 + e,, (129)

Yt =el+ez+"'+et,
czyli:

Yt = Yt—l + €¢,0raz Yl = €q. (130)

30 R.H. Shumway, D.S. Stoffer (2017), Time Series Analysis..., op. cit., s. 17.
31 Ibidem,s. 18.
32 ].D.Cryer, K.-S. Chan (2008), Time Series Analysis..., op. cit., s. 12.
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Srednia procesu btadzenia przypadkowego jest réwna 0:

py = E[Y:] =E[e; +e; + - +e] =
= Ele;] + E[e;] + -+ E[e;] = 0. (1.31)

Natomiast wariancja ro$nie liniowo wraz z czasem33;
2 _ 21 — 2 2 2
O-Y_E[(el+ez+“.+et)]_0-61+O-€2+'"+0-€t_

=02+ 02+ ..+ 02 =to?. (1.32)

Kowariancja dla wszystkich wartosci ti s takich,ze 1 <t < s

przyjmuje wartosci:

Yes = tog. (1.33)

Funkcje autokorelacji zgodnie z definicjg (1.9) mozna zapisaé3+:
Yts t

rtls=m=\£,dlalﬁtﬁs. (1.34)

Oznacza to, ze np.:

rl'z = \/% = 0,707, T1'3 = \/g = 0,577,7‘2'3 = \/g = 0,816

Oczywiscie wartos$ci uzyskane z préby moga réznic sie nie-

znacznie od przedstawionych teoretycznych wyliczen. Warto
podkresli¢, Ze proces btadzenia przypadkowego jest procesem
autoregresyjnym pierwszego rzedu, w ktérym wartos¢ w czasie t
zalezy wylgcznie od wartosci w chwili poprzedniej i szumu.

W wypadku rzeczywistych szeregéw czasowych nie sg znane

faktyczne wartosci autokorelacji, a estymowane wartosci obar-
czone sg bledem, dlatego istotna jest mozliwo$¢ oceny, kiedy war-
toSci autokorelacji iautokorelacji czastkowych sa praktycznie
réwne zeru dla odstepow wiekszych od konkretnych wartosci p
czy q (p i q sa rzedami wybranego modelu ARIMA)35, Dla duzych

33

34
35

16

PJ. Brockwell, R.A. Davis (2002), Introduction to Time Series and Forecasting,
Second Edition, Springer, s. 17.

].D. Cryer, K.-S. Chan (2008), Time Series Analysis..., op. cit., s. 13.

G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 178.



odstepow mozna obliczy¢ btedy standardowe estymowanych
autokorelacji36:

6] = 1/2 {1+2(rf+r¥+-+ rqz)}l/z

=L (1+231)? k>q (1.35)

1/2

Przy zaloZeniu, Ze proces jest procesem biatego szumu wyno-
sz3a one37:

ot = [ ()] (136)

Dla autokorelacji czastkowych, zaktadajac Ze proces jest pro-
cesem autoregresji rzedu p, blad standardowy rzedu wiekszego
lub réwnego p+1 Wwynosiss:

opre] = 1/2» k>p. (1.37)

Nawet dla do$¢ duzych n rozktad estymowanego wspéiczyn-
nika autokorelacji i autokorelacji czastkowej o wartosci teore-
tycznej 0 jest w przyblizeniu rozktadem Gaussa. Zas dla rozktadu
normalnego, odchylenia przekraczajace jeden btad standardowy
w dowolnym kierunku maja prawdopodobienistwo okoto 1/3,
a odchylenia przekraczajace dwa bledy standardowe okoto 1/20.
Powyzsze fakty mozna wykorzysta¢ do nieformalnej oceny
czy autokorelacje i autokorelacje czgstkowe sg istotnie rézne
od zera przy wiekszych wartosciach odstepus3°.

36 |bidem, s. 179.

37 IBM SPSS Statistics 24 Algorithms (1989, 2016), IBM Corporation, s. 5,
https://www.ibm.com/support/pages/node/616931#en [11.08.2020].

38 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 179.

39 Ibidem.
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Alternatywnym podejs$ciem do sprawdzenia istotno$ci funkcji
autokorelacji moze by¢ wykorzystanie statystyki Ljunga-Boxa,
ktéra dla opdznienia k jest definiowana nastepujaco*0:

Qr =n(n+2) Zi-‘=1ni_zi. (1.38)

W przypadku, gdy n jest duze, Q, ma rozktad y? z k—p—q stop-
niami swobody. Test ten pozwala sprawdzi¢ hipoteze zerowa Hy:
czy funkcja autokorelacji danego szeregu nie rézni sie znaczaco od
funkcji autokorelacji procesu biatego szumu. W przypadku
Qx <xZ, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej przy za-
danym prawdopodobienstwie « . Inaczej moéwigc, ACF badanego
procesu nie jest statystycznie istotna. Jezeli za$, Q;, > y2, odrzuca
sie hipoteze zerowgq na rzecz hipotezy alternatywnej Hq: ACF jest
znaczaco rézna od ACF procesu biatego szumu*L.

Funkcje autokorelacji i autokorelacji czastkowej zilustrowano
na przykladzie rzeczywistego szeregu czasowego Sredniej dobo-
wej temperatury w Biatymstoku zanotowanej w kwietniu i maju
2019r.

Wszystkie obliczenia i wykresy wykonano w programie Stati-

stica 13.3. Wykresy wartoSci szeregdéw mozna otrzymacé w progra-
mie poprzez wyboér na zaktadce 99|Wykresy Iiniowe|
. Wygodna opcja jest skorzystanie juz na etapie preli-
minaryjnej analizy danych od razu z modutu Btatystyka

—>Modele zaawansowaneHISzeregi czasowe 1 prognozowanie
20K (przeksztatcenia, autokorelacje, korelacje wzajemne, wy-

kresy)| (rys. 1.41 1.5).

40 J. Fan, Q. Yao (2005), Nonlinear Time Series Nonparametric and Parametric
Methods, Springer, s. 300; D.A. Belsley (red.), E.J. Kontoghiorghes (red.) (2009),
Handbook of Computational Econometrics, John Wiley & Sons, Ltd, s. 387,
https://thenigerianprofessionalaccountant.files.wordpress.com/2013/04/
handbook-of-computational-econometrics-belsley.pdf [15.12.2020].

41 S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles and Applications, McGraw-Hill,
s. 280.
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Podstawowe  Edyga  Widok  Format | Statystyka | DataMining  Wykesy  Narzedzia  Dane

== o HE' @ ‘EModelezammwane- I&sieci neuronowe B3 Ka
sanll B A/t I— 0Ogélne modele liniowe

Statystyki  Regresia ANOVA Nieparametryczne Dopasowanie Rozkiady i

podstawowe wieloraka rozkladu  symulacja Uogélnione modele liniowe i nieliniowe
Podstawowe e
L‘. Interakcyjny modeli »

Bl ogoine modele regresii
Modele czastkowych najmniejszych kwadratow
01 NiPALs

Eea

B Komponenty wariancyjne

Analiza przezycia

Modele proporcjonalnego hazardu Coxa
Estymaga nieliniowa

Linearyzowana regresja nieliniowa
Analiza log-liniowa

Szeregi czasowe i prognozowanie

sl EEEE

Modele réwnar strukturalnych

Rys. 1.4. Pakiet Statistica — menu
Zrodto: opracowanie wiasne.

Analiza szeregdw czasowych: Arkusz1.sta ? X
B Zmienne Yt [ OK tcenia, j ) j ykresy)
Zabezpiecz Zmienna Dtuga nazwa zmiennej (szeregu) Anuluj
L Yt
B Opce ~

suier >
LN =4

Liczba zapamigtanych przekszt dla 1zmn: 3 E B Zzapiszzmienne Usui podswietlong zmienng
Wszystkie wybrane zmienne (szeregi) zostana wczytane do pamiecii je mozna é. Analizy (np. ia) zostana
na $
zZmienne zostang ie dodane do listy. W celu edyci diugiej lub krétkiej nazwy zmiennej kikni ja dwukrotnie. Aby
¢ zmienna przed ien kolejne ia kiiknij e kolumng i

Podstawowe I Brakujgce dane

ARIMA i funkcja autokorelacji Dekompozycja sezonowa (Census 1)
Analiza szeregéw czasowych z interwencjg X11/Y2k (Census 2) miesigczna Kwartalna
Wyréwnywanie wyk tadnicze i i Analiza z uwzglednieniem opéznien
Analiza Fouriera (widmowa)

Rys. 1.5. Pakiet Statistica — okno Szeregi czasowe i prognozowanie
Zrédto: opracowanie whasne.

Wykres zalezno$ci liniowej pomiedzy warto$ciami szeregu
i szeregu op6znionego to |Wykresy rozrzutu| dla wybranego opdz-
nienia. Wartosci funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej
uzyskuje sie poprzez wybo6r na zaktadce |Statystyka|9|Modele
zaawansowane{%LSzeregi czasowe iprognozowanie|9|0K (przeksztatce-
nia, autokorelacje, korelacje wzajemne, wykresy)|90pcji Lilutokorelac{e
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oraz kolejno |Autokorelacje czqstkowe| lub |Modele zaawanso-|
wane|9|Szeregi czasowe i prognozowanie|9|ARIMA i funkcja auto-|
korelacjﬂ9|Autokorelacjeboraz |Aut0korelacje czqstkowe|.

W tabeli 1.1 przedstawiono 61 wartos$ci Sredniej temperatury
zanotowanej w Biatymstoku w okresie od 1 kwietnia do 31 maja
2019 r. Narys. 1.6 zilustrowano przebieg szeregu.

Tabela 1.1. Srednia temperatura w Biatymstoku w dniach 1.04-31.05.2019 . w °C

t data Y: t data Y: t data Y: t data Y
1 101.04.2019| 3,4| |16|16.04.2019| 4,0 | |31(01.05.2019| 9,7| |46 |16.05.2019|15,2
02.04.2019| 4,4 |17 (17.04.2019| 9,8 | |32|02.05.2019| 9,4 | |47 |17.05.2019|16,5
03.04.2019| 6,6 |18(18.04.2019({11,6| |33|03.05.2019| 7,7 | |4818.05.2019(17,5
04.04.2019| 8,5 |19(19.04.2019({11,2| |34|04.05.2019| 7,7 | |49 (19.05.2019(18,3
05.04.2019(10,0{ |20 {20.04.2019{11,0| |35|05.05.2019| 6,7 50 (20.05.2019 20,6
06.04.2019| 9,7 |21(21.04.2019| 84| |36|06.05.2019| 8,4 | |51 |21.05.2019(|18,1
07.04.2019| 6,8 |22 (22.04.2019(10,4| |37|07.05.2019| 8,7 52 122.05.2019( 15,6
08.04.2019| 9,0 |23(23.04.2019(12,0| |38|08.05.2019| 6,2 53123.05.2019(17,5
09.04.2019| 4,2| |24 (24.04.2019(14,0| |39(09.05.2019| 9,6 54 124.05.2019( 14,9
10.04.2019| 1,4| |25|25.04.2019|16,3 | |40 [10.05.2019| 9,9 55125.05.2019( 15,7
11]11.04.2019( 3,5 |26|26.04.2019(18,7 | |41 {11.05.2019|12,1 56 26.05.2019| 13,0
12 (12.04.2019| 2,6 |27 {27.04.2019({16,9| |42|12.05.2019| 14,2 57 (27.05.2019| 18,6
1313.04.2019| 3,8| |28|28.04.2019(13,8 | |43|13.05.2019|10,0 | |58 |28.05.2019(17,6
14114.04.2019( 55| |29|29.04.2019(14,7 | |44 |14.05.2019| 85 59 (29.05.2019| 13,0
15|15.04.2019| 4,6 |30|30.04.2019|11,3| |45|15.05.2019|11,3 | |60 |30.05.2019(12,6
61 [31.05.2019 15,1

O | | I N | |W|N

—_
o

Zrédto: Serwis Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/dane/historyczne-dane-pomiarowe/
na podstawie danych udostepnionych przez Instytut Meteorologii i Gospodarki Wodnej —
Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019].
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1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61
t

Rys. 1.6. Szereg S$redniej temperatury zanotowanej w Biatymstoku w dniach
1.04-31.05.2019 .

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019).

Z wyKkresu rozrzutu na rys. 1.7 mozna wnioskowac o silnej za-

leznosci liniowej pomiedzy warto$ciami szeregu i szeregu op6z-
nionego dla k = 1.
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Rys. 1.7. Zaleznos$¢ autokorelacyjna w szeregu $redniej temperatury zanotowanej w Bia-
tymstoku w dniach 1.04-31.05.2019r.dla k=1

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut

Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019).

Narys. 1.8 1 1.9 przedstawiono odpowiednio warto$ci funkcji

autokorelacji i autokorelacji czastkowej dla op6Znien od k = 1
do k =15 wraz z zaznaczonymi przedziatami ufnosci dla p = 0,05.
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Funkcja autokorelacji

Yi

Opozn Kor. S.E T T T Q p
1 4850 1280 14627 0000
2 4714 2002 179,48 0000
3 4620 2383 11049 0,000
4 4507 26341 11223 0,000
5 4420 2790 f i 11344 0,000
6  +356 2892} /e 11432 0,000
7 +288 2963 /e {1492 0,000
8 +239 3008} 0 11533 0,000
9 4157 ,3039f ] 11551 0,000
10 +064 ,3052 1 11554 0,000
1 +002 3054 | 11554 0,000
12 -080 ,3054f [] 11559 0,000
13 -155 3058} [] 11578 0,000
14 -1 307} [] 11608 0,000
15 -206 ,3000 [ ] 11643 0,000

0 . . . 0

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 —— przedziatufnosci

Rys. 1.8. Wartosci autokorelacji szeregu $redniej temperatury zanotowanej w Biatym-
stoku w dniach 1.04-31.05.2019 r.

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019).

Na podstawie analizy przebiegu funkcji ACF i PACF mozliwa
jest ocena, na ile dane (obserwacje) z przeszlosci wplywaja
na przyszte obserwacje. Mozliwa jest tez ocena wstecznego hory-
zontu czasowego (liczby przesztych obserwacji) tego wptywu.
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Funkcja autokorelacji czastkowej

Y

Opézn Kor. S.E T
1 4850 1280 F ]
2 -030 1280} |
3 4074 1280}
4 -m7 20}
5  +037 1280} I
6  +008 ,1280 | |
7 -030 1280} 0
8§ +018 1280} I
9 -160 1280 I:I
10 -08 21280 1l
m -003 ,21280f |
12 121 1280t []
13 -048 1280f []
14 019 120} I
15 4037 1280 []

0 { [ |

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziat ufnosci

Rys. 1.9. Wartosci autokorelacji czastkowej szeregu Sredniej temperatury zanotowanej
w Biatymstoku w dniach 1.04-31.05.2019r.

Zrodto: opracowanie wasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019].

Analizujgc przedstawione wykresy na rys. 1.8 i 1.9 nalezy
zwrdci¢ uwage na tagodne zmniejszanie sie wartosci autokorela-
cji (trzy znaczace wartosci dla op6znien k = 1, 2 i 3) oraz tylko
jedna znaczaca wartos$¢ funkcji autokorelacji czastkowej dla op6z-
nienia k = 1. Analiza przebiegéw funkcji ACF i PACF jest podstawa
dobrania do szeregu czasowego wlasciwego modelu opisujacego
zachowanie sie szeregu. Bedzie to tematem rozdziatu trzeciego
podrecznika.

Kluczowe zagadnienia:
autokorelacje, autokorelacje czastkowe,
proces btadzenia przypadkowego, proces biatego szumu

24



Literatura podstawowa

(1]
(2]
(3]
[4]

(5]

Box G.E.P., Jenkins G.M. (1983), Analiza szeregéw czasowych. Progno-
zowanie i sterowanie, PWN, Warszawa

Box G.E.P., Jenkins G.M., Reinsel G.C., Ljung G.M. (2015), Time Series
Analysis: Forecasting and Control. Fifth Edition, John Wiley & Sons
DeLurgio S.A. (1998), Forecasting Principles and Applications,
McGraw-Hill Educations

Makridakis S., Wheelwright S.C., Hyndman R.J. (1998), Forecasting.
Methods and Applications, John Wiley & Sons, Inc.

NazarkoJ. (red.) (2011), Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsiebior-
stwem. Cz. II. Prognozowanie na podstawie szeregéw czasowych, Wy-
dawnictwo Politechniki Biatostockiej, Biatystok

Literatura uzupetniajgca

[1]

[2]
[3]
[4]

[5]

[7]

8]

[9]

Belsley D.A. (red.), Kontoghiorghes EJ. (red.) (2009), Handbook
of Computational Econometrics, John Wiley & Sons, Ltd,
https://thenigerianprofessionalaccountant.files.wordpress.com/
2013/04/handbook-of-computational-econometrics-belsley.pdf
Brockwell P.J., Davis R.A. (2002), Introduction to Time Series and Fore-
casting, Second Edition, Springer

Cryer ].D,, Chan K.--S. (2008), Time Series Analysis. With Applications
in R, Second Edition, Springer

Denis D.J. (2015), Applied Univariate, Bivariate, and Multivariate Statis-
tics, John Wiley & Sons, Inc.

Diirre A, Fried R, Liboschik T. (2015), Robust estimation of (partial)
autocorrelation, ,WIREs Computational Statistics” 7(3), s. 205-222,
doi:10.1002 /wics.1351

Fan |, Yao Q. (2005), Nonlinear Time Series Nonparametric and Para-
metric Methods, Springer

Frenkel A, Kildiszew G. (1976), Analiza szeregéw czasowych i progno-
zowanie, Panstwowe Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa

IBM SPSS Statistics 24 Algorithms (1989,2016), IBM Corporation,
https://www.ibm.com/support/pages/node/616931#en
[11.08.2020]

Iwaszczuk N., Dryga$ P., Pusz P., Pusz R. (2013), Prognozowanie gospo-
darcze, Uniwersytet Rzeszowski, Rzeszow

25



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

26

Johnson R.A., Wichern D.A. (2007), Applied Multivariate Statistical
Analysis. Sixth Edition, Pearson Education, Inc.

Lobejko S. (red.), Mastowska K, Wojdan R. (2015), Analiza
i prognozowanie szeregéw czasowych z programem SAS, Szkota
Gléwna Handlowa w Warszawie - Oficyna Wydawnicza, Warszawa,
https://ssl-administracja.sgh.waw.pl/pl/OW /publikacje/Documents/
Analiza_lobejko_maslowska_wojdan.pdf [27.07.2020]

Shumway R.H,, Stoffer D.S. (2017), Time Series and Its Applications with
R Examples, Springer International Publishing AG

Sokotowski A. (2003), Prognozowanie finansowych szeregéw czaso-
wych, Statsoft Polska, https://media.statsoft.pl/_old_dnn/downloads/
sokolowski.pdf [27.07.2020]

Tarczynski W., Witkowska D., Kompa K. (2013), Wspétczynnik beta.
Teoria i praktyka, Pielaszek Research, Warszawa



2. STACJONARNE I NIESTACJONARNE
SZEREGI CZASOWE

Szereg czasowy, czyli uporzadkowana sekwencja obserwacji*z:
{Ye: t = 0, £1, ...}, jak zdefiniowano w rozdziale pierwszym, od-
zwierciedla proces stochastyczny zmieniajacy sie w czasie zgod-
nie z rozkltadami prawdopodobienstwa%3. Proces stochastyczny
moze by¢ $cisle stacjonarny, jezeli taczny rozktad prawdopodo-
biefistwa zwigzany z m obserwacjami: Y1, Y>, ..., Ym poczynionymi
w dowolnych momentach czasu 1, 2, 3, .., m jest taki sam, jak
zwigzany z m obserwacjami Y1+, Y14k, ..., Ym+k poczynionymi w mo-
mentach czasu 1+k, 2+k,..., m+k*4. Wyrazajac definicje rownaniem
dystrybuanty, dla wszystkich t = 1, 2, 3, .., m i dowolnych liczb
1, Cy, -, Cyp 0raz dowolnych przesunie¢ k = 1, 2, 3, ..., dla stacjo-
narnych szeregéw czasowych prawdziwa jest zalezno$¢4s:

P{Yl < C1) ,Ym < Cm } = P{Y1+k < Cq, ""Ym+k < Cm }, (21)

gdzie: P - prawdopodobienstwo.

Mniej restrykcyjne jest zatozenie stabej stacjonarnosci. Proces
stochastyczny jest stabo stacjonarny, jezeli jego warto$¢ oczeki-
wana - uy i wariancja - o s skoficzone i stale, a warto$¢ kowa-
riancji miedzy obserwacjami z dwdch okreséw zalezy jedynie
od odlegtosci (odstepu) miedzy nimi“6. Jezeli proces nie jest sta-
cjonarny w podanym sensie nazywany jest niestacjonarnym?+’.

42 C.M. Mastrangelo, ].R. Simpson, D.C. Montgomery (2013), Time Series Analysis,
in: Gass S.I, Fu M.C. (red.) Encyclopedia of Operations Research and Manage-
ment Science, Springer, Boston, MA, doi: 10.1007/978-1-4419-1153-7_1045.

43 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 32.

44 Ibidem, s. 35.

45 R.H. Shumway, D.S. Stoffer (2017), Time Series Analysis..., op. cit., s. 19.

46 S. Lobejko (red.), K. Mastowska, R. Wojdan (2015), Analiza i prognozowa-
nie..., op. cit,, s. 102.

47 M. Gruszczynski, M. Podgoérska (red.) (1996), Ekonometria, Oficyna Wydaw-
nicza Szkota Gtéwna Handlowa, Warszawa, s. 182.
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W rzeczywistych zastosowaniach proces spetniajgcy warunki sta-
bej stacjonarnosci traktowany jest jako stacjonarny*8. Takie zato-
zenie przyjeto tez w tym podreczniku.

Klasyczne statystyczne metody prognozowania bazuja na za-
lozZeniu, Ze analizowane szeregi czasowe sg stacjonarne lub mozna
je przeksztatci¢ do przyblizenia stacjonarnych za pomocg trans-
formacji matematycznych. Tym samym mozna przyja¢ zatozenie
o stalo$ci w czasie wlasciwosci statystycznych, to znaczy Sredniej,
wariancji i autokorelacji, i traktowac je jako deskryptory ksztatto-
wania sie przysztych wartosci szeregu czasowego, badz przy-
najmniej przyjac zatozenie o statosci tych statystyk w serii miedzy
okresami lub miedzy sezonami#.

Wiekszos$¢ ekonomicznych proceséw, szczegblnie wyrazajg-
cych warto$ci w naturalnych jednostkach miary, nie jest stacjo-
narna: wykazuja trendy, cykle, nie maja statego przecietnego po-
ziomu, charakteryzujg sie r6zng amplitudg wahan*. Narys. 2.1-2.6
przedstawiono przyklady réznych szeregéw z zaznaczonym ich
przecietnym poziomem - linia ciggta oraz odchyleniem standar-
dowym - linia przerywana.

Na rysunku 2.1 przedstawiono przyktad stacjonarnego
(o $redniej réwnej 0 i wariancji niezaleznej od czasu) szeregu au-
toregresyjnego:

Yt = ¢Yt—1 + et, (22)
przy czym: ¢ = 0,5,

€t NN(OI 0-62)1 O =

48 W.Yang, I. Zurbenko (2010), Nonstationarity, ,WIREs Computational Statis-
tics” 2(1),s. 107-115, doi: 10.1002 /wics.64.

49 R. Nau, Statistical forecasting: notes on regression and time series analysis,
Fuqua School of Business, Duke University, https://people.duke.edu/
~rnau/411home.htm [7.08.2020].

Sktadowe szeregéw czasowych zostalty oméwione w czesci Il podrecznika:
J. Nazarko (red.) (2011), Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsiebiorstwem.
Cz. 1. Prognozowanie na podstawie szeregow czasowych, Wydawnictwo
Politechniki Biatostockiej, Biatystok.
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Rys. 2.1. Przyktad szeregu stacjonarnego ze statg Srednig i wariancja

Zrodto: opracowanie wtasne na podstawie: R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez,
E. Ogasawara (2019), Nonstationary time series transformation methods: An experimental
review, ,Knowledge-Based Systems” 164, s. 274-291, doi: 10.1016/j.knosys.2018.10.041.

Wartos¢ wariancji mozna oszacowac, korzystajac z rownania
(1.2), tj.:

of = E[(Y,)?*]=E[(¢Y;—1 + e)?*] =

= ¢?E[(Ye—1)?] + 20E[(Y,—1e.)] + E[(er)?]. (2.3)
Prowadzi ono do formuty:

¢ = ¢p?0¢ + o2, gdy E[e;] = 0, E[(e.)?] = o2. (2.4)
Z tego wynika, ze:

o2 = 1fj;, dla |¢| < 1. (2.5)

W wypadku ¢ = 0,5 oraz o2 = 1, 6#~1,33. Na wykresie sze-
regu (rys. 2.1) zaobserwowaé¢ mozna staly poziom sredniej oraz
wariancji szeregu w rozpatrywanym czasie.
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147

Rys. 2.2. Przyktad szeregu niestacjonarnego ze wzgledu na $rednia (z trendem)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez,
E. Ogasawara (2019), Nonstationary time series transformation methods: An experimental
review, ,Knowledge-Based Systems” 164, s. 274-291, doi:10.1016/j.knosys.2018.10.041.

Narysunku 2.2 przedstawiono przyktad szeregu autoregresyj-
nego z deterministycznym trendem:

Vi = Y1 + Bt + e, (2.6)
przy czym: ¢ = 0,5,

B =0,03, e, ~N(0,02), 02 =

Na wykresie szeregu zaobserwowa¢ mozna rosnacy poziom
$redniej oraz stalg wariancje szeregu w rozpatrywanym czasie.
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Rys. 2.3. Przyktad szeregu niestacjonarnego ze wzgledu na $rednig (z réznym poziomem)

Zrodto: opracowanie wtasne na podstawie: R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez,
E. Ogasawara (2019), Nonstationary time series transformation methods: An experimental
review, ,Knowledge-Based Systems” 164, s. 274-291, doi: 10.1016/j.knosys.2018.10.041.

Szereg na rysunku 2.3 to przyktad szeregu autoregresyjnego
z roznym poziomem, ktéry mozna opisa¢ wzorem:

( PYiate, t=1,..,100
Y= {a + @Y,y +ep, t =101, ...,200, (27)
przy czym: a = 5,¢p = 0,5, e, ~N(0,02), 02 = 1.
Srednia tego szeregu wynosi:
~0,t=1,..,100
Hy = {a/(l — $)~10, t = 101, ....,200. (2.8)

Na wykresie szeregu zaobserwowa¢ mozna dwa poziomy
$redniej oraz statg wariancje szeregu w rozpatrywanym czasie.
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Rys. 2.4. Przykiad szeregu niestacjonarnego ze wzgledu na wariancje

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez,
E. Ogasawara (2019), Nonstationary time series transformation methods: An experimental
review, ,Knowledge-Based Systems” 164, s. 274-291, doi: 10.1016/j.knosys.2018.10.041.

Szereg przedstawiony na rysunku 2.4 jest realizacjg procesu
autoregresyjnego z rozng warto$cig wariancji sktadnika loso-
wego o2 e, ~N (0, 62) wynoszacg odpowiednio 1 lub 4, tj.:

v = { PY,_, + e, e, ~N(0,1), t =1,...,100
=

d)Yt—l + et, et ~N(O,4‘),t = 101, ,200, (2'9)

przy czym: ¢ = 0,5.

Na wykresie szeregu zaobserwowa¢ mozna staty poziom $red-
niej oraz dwa poziomy wariancji szeregu w rozpatrywanym czasie.

Przedstawione na rys. 2.1-2.4 wykresy otrzymano za pomocg
programu Statistica wybierajgc dla uprzednio przygotowanych
danych na zaktadce |Wykresy: 2 W|9|Wykresy liniowe (Zmienne)l
dopasowujac regresje liniowg oraz rysujac odpowiednie linie odnie-
sienia. Warto$ci szeregu biatego szumu e; wygenerowano za pomocg
narzedzia portalu RANDOM.ORG: https://www.random.org/.
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Niestacjonarno$¢ moze manifestowac sie w roézny sposoéb.
Trend powodujgcy zmiane Sredniej w czasie to chyba najprostszy
i najczesciej spotykany rodzaj niestacjonarnosci. Zmiana poziomu
Sredniej moze by¢ konsekwencja zaj$cia zmiany strukturalnej
procesu. Innym rodzajem niestacjonarnosci jest zmiana wariancji
w czasie - zjawisko, ktére nosi nazwe heteroskedastycznosci
(ang. heteroscedasticity). Nalezy tez pamietac o szczegdlnej formie
niestacjonarnosci, ktéra jest obecna w szeregach z wahaniami
cyklicznymi lub sezonowymi. W tym wypadku wariancja i $rednia
moga zmieniac¢ sie okresowo w zaleznos$ci od t. Kazda niestacjo-
narno$¢ moze mie¢ wptyw na budowe modeli prognostycznych.
Rozwigzanie problemu niestacjonarnosci jest koniecznym warun-
kiem otrzymania wiarygodnych prognoz na podstawie modeli
ARIMASo,

Zostato opracowanych wiele podej$¢ do radzenia sobie z nie-
stacjonarno$cig danych. Przeglad najczesciej stosowanych para-
metrycznych transformacji bazujgcych na odwzorowaniu warto-
$ci szeregu przedstawiono narys. 2.5.

Stacjonarno$¢ szeregu ze wzgledu na Srednig oceni¢ mozna
poprzez analize warto$ci szeregu, w tym jego wizualizacje lub po-
przez przeprowadzenie statystycznych testow. Czy wartosSci
szeregu oscyluja wokét statej Sredniej mozna sprawdzi¢ za pomoca
testdw pierwiastkéw jednostkowych (ang. unit root tests), np. te-
stem Dickey’a-Fulleras! lub testéw stacjonarnoS$ci np. testem
Kwiatkowskiego, Phillipsa, Schmidta i Shinas2.

50 R.Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez, E. Ogasawara (2019), Nonstationary
time series transformation methods: An experimental review, ,Knowledge-Based
Systems” 164, s. 274-291, doi: 10.1016/j.knosys.2018.10.041.

51 D.A.Dickey, W.A. Fuller (1979), Distribution of the Estimators for Autoregres-
sive Time Series with a Unit Root, ,Journal of the American Statistical Associ-
ation” 74(366), s. 427-431, doi: 10.2307/2286348.

52 D. Lec, P. Schmidt (1996), On the power of the KPSS test of stationarity against
fractionally-integrated alternatives, ,Journal of Econometrics” 73, s. 285-302,
doi: 10.1016/0304-4076(95)01741-0;  D. Kwiatkowski,  P.C.B. Phillips,
P. Schmidt, Y. Shin (1992), Testing the null hypothesis of stationarity against
the alternative of a unit root: How sure are we that economic time series have
a unit root?, ,Journal of Econometrics” 54(1-3), s. 159-178, doi: 10.1016/
0304-4076(92)90104-Y.
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Rys. 2.5. Metody eliminacji niestacjonarnosci w szeregach czasowych

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez,
E. Ogasawara (2019), Nonstationary time series transformation methods: An experimental
review, ,Knowledge-Based Systems” 164, s. 274-291, doi: 10.1016/j.knosys.2018.10.041.

Przedstawienie statystyk testu Dickey’a-Fullera wymaga
wprowadzenia definicji operatora przesuniecia wstecz oraz ope-
ratora roéznicowania.

Operator przesuniecia wstecz B okre$la sie jako53:

BY; =Y;_;. (2.10)
Operator ten ma nastepujgce wiasciwosci>+:

B(BY;) =BY;_, =Y;_, (2.11)
B*Y, = Y,_,. (2.12)

53 B. Pfaff (2008), Analysis of Integrated and Cointegrated Time Series with R,
Springer-Verlag New York, s. 55.

54 P. Strawinski, Materialy do zajec: statystyczna analiza danych finansowych,
http://coin.wne.uw.edu.pl/pstrawinski/dane_fin/adf03.pdf [5.09.2021].
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Z kolei operator réznicowy zdefiniowa¢ mozna jako:

VY, =Y, — Y. (2.13)
Zaleznos$¢ miedzy operatorami wyraza sie wzorem:

VY; = (1 — B)Y.. (2.14)
Uogolniajac mozna zapisac:

v =(1-B)< (2.15)
Z powyzszego wynika, Ze np.:

1-B)Y,=Y,—Y,_4, (2.16)

(1-B)%,=1-B)1-B)Y, =Y, -2V,  +Y,,. (2.17)

Testy pierwiastkdéw jednostkowych zostaty nazwane od war-
toSci pierwiastka wielomianu charakterystycznego (tzn. rozwia-
zania réwnania) procesu AR, tj. Y; = ¢Y;_; + e, ktory gdy wynosi
1 oznacza proces niestacjonarnyss. Przypominajac informacje
z rozdzialu pierwszego, model Y; = Y;_; + e; to model czystego
bladzenia przypadkowegosé. Przyjmuje sie, ze jezeli proces sto-
chastyczny zawiera pierwiastek, ktory lezy wewnatrz badZ
na obrzezu kota jednostkowego, to jest procesem niestacjonar-
nym. Analogicznie, proces jest stacjonarny, jezeli wszystkie pier-
wiastki réwnania charakterystycznego sa wieksze co do wartosci
bezwzglednej od 1.

Przedstawiong zasad¢ mozna zilustrowa¢ na przyktadzie procesu
autoregresyjnego:

Yt = O'SYt—l + e, CZyli Yt - OISYt—l = €. (218)

Proces ten za pomocg operatora przesunigcia wstecz mozna zapi-
sa¢ jako:

(1-0,5B)Y, = e,. (2.19)

55 S. Lobejko (red.), K. Mastowska, R. Wojdan (2015), Analiza i prognozowa-
nie..., op. cit., s. 108.
56 B. Pfaff (2008), Analysis of Integrated and..., op. cit., s. 55.
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Jego pierwiastek wynosi 2, co oznacza, ze jest to proces stacjo-
narny. Z kolei proces:

Y, = -1,4Y;_, — 0,4Y,_, + ¢, (2.20)
moze by¢ zapisany jako:

(1+ 1,4B + 0,4B%)Y; = e,. (2.21)

Jego réwnanie charakterystyczne to:

(14+04B)(1 + B)Y; = e,. (2.22)

Wartosci jego pierwiastkow, roéwne odpowiednio -2,5 i -1,
bioragc pod uwage wartosci bezwzgledne nie sg wieksze od 1,
zatem ten proces jest niestacjonarny.

Test Dickey’a-Fullera weryfikuje hipoteze, ze w rownaniu jest
pierwiastek jednostkowy. Hipoteza Ho ma posta¢: zmienna Y; jest
niestacjonarna wskutek wystepowania pierwiastka jednostko-
wego, za$ Hi: zmienna Y; jest stacjonarna. Odpowiadajg one sytu-
acjom, gdy modut parametru § (tj. |§]) jest odpowiednio: rowny
lub mniejszy od 1 w réwnaniu:

Yt = 6Yt_1 + €. (223)

Stosujac test nalezy metoda najmniejszych kwadratéw osza-
cowaé warto$¢ parametru rownania, w ktérym odjeto od obu
stron Y;_4, tj.:

Yt - Yt—l = 6Yt_1 - Yt—l + et. (224)

Czyli zapisujac réwnanie z wykorzystaniem operatora roézni-
cowego, nastepujgcego réwnania:

VYt - (5 - 1)Yt—1 + et. (2.25)

Warto zwrdci¢ uwage, Ze jest to rGwnoznaczne z testowaniem
Ho: B=0oraz Hi: B <0dlaVY; = BY;_; + e;, gdzie § = § — 17. Sta-
tystyka jest obliczana podobnie jak statystyka t-Studenta: B/SE,
gdzie: B — ocena parametru sg — $redni btad szacunku parametru,

57 S. Lobejko (red.), K. Mastowska, R. Wojdan (2015), Analiza i prognozowa-
nie..., op. cit,, s. 109.
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lecz stosuje sie tablice wartos$ci krytycznych Dickey’a-Fullerass.
W wypadku, gdy warto$¢ statystyki testowej jest mniejsza od war-
tosci krytycznej odrzuca sie Hp i przyjmuje H; o stacjonarnosci Y.
Natomiast, gdy warto$¢ statystyki testowej jest wieksza od warto$ci
krytycznej, brak jest podstaw do odrzucenia Hy o niestacjonarnosci.

Stosunkowo tatwo o istnieniu trendu w szeregu mozna takze
wnioskowac z ksztattu funkcji autokorelacji. Dla szeregu niesta-
cjonarnego funkcja autokorelacji nie bedzie szybko zanika¢ dla
$rednich i duzych opdznien k, a przeciwnie, bedzie opada¢ wolno
i prawie liniowo. Przy czym nie jest konieczne, aby korelacja przy
matych odstepach byta bardzo duzas®.

Jednym ze sposobdéw usuniecia niestacjonarnosci ze wzgledu
na $rednig jest réZnicowanie szeregu z op6znieniem 1 lub wyZszym.
Sezonowe szeregi czasowe z liczba obserwacji w jednym cyklu
SeZonowym wynoszacg s mozna sprobowac sprowadzi¢ do szere-
géw stacjonarnych, korzystajac z réznicowania sezonowego.

Réznicowanie z opdznieniem 1 prowadzi do szeregus?:

?t = VYt = Yt - Yt—l’ (226)
gdzie: V - operator réznicowy.

WyKkorzystujgc operator réznicowy dla opdznienia rzedu d,
tj. 74, otrzymuje sie:

7, = Vi) = v (v4L(). (2.27)

gdzie: d - rzad réznicowania.

58 E.M. Syczewska (2010), Empirical power of the Kwiatkowski-Phillips-
Schmidt-Shin test, Department of Applied Econometrics Working Papers 3,
http://yadda.icm.edu.pl/yadda/element/bwmetal.element.ekon-element-
000171231155.

59 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 176.

60 R.M. Heiberger, P. Teles (2002), Displays for Direct Comparison of ARIMA
Models, ,The American Statistician” 56(2), s. 134, doi: 10.1198/
000313002317572808.
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W wypadku réznicowania szeregdéw z wykryta sezonowoscia
stosuje sie operator réznicowania sezonowego V°:

VP = (1 — B%)P, (2.28)

gdzie:
D - rzadroéznicowania sezonowego,
s - liczba sezonow w cyklu sezonowym.

Oznacza to, zenp.: (1 — BY)Y, =Y, — Y,_,.

Przyjmuje sie, ze szereg, w ktéorym nie wystepuje sktadowa
okresowa, osiggnie stacjonarnos¢, jezeli tylko jego funkcja auto-
korelacji dostatecznie szybko zanika. Zazwyczaj rzad réznicowa-
nia wynosi od 0 do 2 i wystarczy przeanalizowac tylko 20 pierw-
szych autokorelacji oryginalnego szeregu oraz jego pierwszej lub
drugiej réznicys!. Niestacjonarny proces stochastyczny, ktory
mozna sprowadzi¢ do stacjonarnego w wyniku réznicowania
rzedu d nazywany jest procesem zintegrowanym w stopniu d.
Podobnie proces sezonowo zintegrowany w stopniu (d, D) to pro-
ces, ktéry mozna sprowadzi¢ do stacjonarnego, réznicujac D razy
sezonowo, a nastepnie z rzedem d62,

Odmiang prostego réznicowania jest réznicowanie utamkowe,
ktére dopuszcza —0,5 < d < 0,5 i jest stosowane do szeregdw
z dtuga pamiecig®s.

Poza najczes$ciej stosowanym réznicowaniem, w wypadku ist-
nienia w szeregu deterministycznego trendu, ktérego postaé
funkcjonalna oraz parametry dajg sie okresli¢, mozna zastosowac
operacje usuniecia trendu*:

?t = Yt - nt' (229)
gdzie: n, - trend.

61 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 176.

62 M. Cieslak (red.) (2011), Prognozowanie gospodarcze. Metody i zastosowania.
Wydanie czwarte zmienione. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, s. 116.

63 A.Maynard, A. Smallwood, M.E. Wohar (2013), Long Memory Regressors and
Predictive Testing: A Two-stage Rebalancing Approach, ,Econometric Re-
views” 32(3), s. 318-360, doi: 10.1080/07474938.2012.690663.

64 R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez, E. Ogasawara (2019), Nonsta-
tionary time series..., op. cit.
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Nalezy takze wspomnie¢ o metodzie eliminacji niestacjonar-
nosci, jaka jest wygtadzanie za pomoca modelu $redniej rucho-
mej*, wartej rozwazenia w wypadku istnienia sezonowoSci i dtu-
gookresowych trendéwe®s. Podstawowy model mozna zapisaé
jakoe®e:

P = iV, 1<t<n—k+1, (2.30)
gdzie: k - stata wygtadzania.

Podobnie mozna oceni¢ stacjonarno$¢ szeregu ze wzgledu
na wariancje na podstawie wizualnej oceny szeregu badz staty-
stycznych testéw istotnosci sprawdzajacych homogenicznos¢ wa-
riancji, np. testu jednorodnosci wariancji Levene’a lub Bartletta
(gdy rozktady zmiennej sa normalne). Test Levene’a testuje hipo-
teze: Ho: wariancje w grupach sg réwne w stosunku do hipotezy
alternatywnej Hq: wariancje w grupach istotnie sie od siebie roz-
nig. Wykorzystuje on warto$ci bezwzglednych odchylen od $red-
nich w prébkach. Przyjmujac n jako liczbe wszystkich elementow
(obserwacji), m jako liczbe grup, n; jako rozmiar i-tej grupy, V;;
jako j-ty element i- tej grupy, statystyke mozna zdefiniowac jako®7:

(n-m) 3" ni(Z;-2)*
m-D IR, 3L, (2y-2)"

(2.31)

; AR 1 yn 7 i
glee: Zl] = |YU — Yil,Zi = n_LZ;l:lZU oraz Z = Z:’;lzyleU

Statystyka ma rozktad F o m-11i n-1 stopniach swobody.
Warto$¢ istotnoSci testu Levene’a p < 0,05 (lub p < 0,01) oznacza,

Model sredniej ruchomej prostej zostalt oméwiony w czesci Il podrecznika:

J. Nazarko (red.) (2005), Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsiebiorstwem.

Cz. Ill. Prognozowanie na podstawie modeli adaptacyjnych, Wydawnictwo

Politechniki Biatostockiej, Biatystok.

65 R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez, E. Ogasawara (2019), Nonsta-
tionary time series..., op. cit.

66 Jbidem.

67 M.E. O'Neill, K. Mathews (2000), A weighted least squares approach

to Levene's test of homogeneity of variance, ,Australian and New Zealand

Journal of Statistics” 42(1), s. 81-100, doi: 10.1111/1467-842X.00109.
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ze hipoteze o homogeniczno$ci wariancji mozna odrzucic¢é8. Zmo-
dyfikowany test Levene’a, w ktérym obliczane sg odchylenia
od median ¥;, a nie od $rednich arytmetycznych, tzn. Z;; = |Y;; — ¥;|,
nosi nazwe testu Browna-Forsythe’a®’.

Test Bartletta zaktada istnienie m populacji normalnych, z kt6-
rych losuje sie niezaleznie n; elementéw. Sprawdzana jest takze
hipoteza Ho: wariancje sg rowne wobec hipotezy alternatywnej
Hi: nie wszystkie wariancje sa rowne’0. Test oparty jest na bada-
niu proporcji miedzy wariancjga tagczna a iloczynem wariancji71:

2 _ (n-m)In(s§)-X"(n;=1)In s?
- 1 m 1 1)’
1+3(m—1)( i=1<ni—1)_n—m)

gdzie Sl-2 jest nieobcigzong wariancja i-tej  grupy,

(2.32)

Sﬁ = ﬁ . (i) Siz jest wariancja faczona.
Statystyka testowa ma rozktad y? o k - 1 stopniach swobody.
W wypadku, gdy szereg ma zmienng w czasie wariancje,
mozna sprobowac przeksztalci¢ go stosujac transformacje mate-
matyczne’2. Najprostsza z nich jest logarytmowanie, a najczesciej
wykorzystywany jest logarytm naturalny, tzn. dla b = €73 (liczba
Eulera):

Y, =log, Yy, (2.33)

gdzie: Y, - obserwacje szeregu czasowego po transformacji.

68 ].L. Gastwirth, Y.R. Gel, W. Miao (2009), The Impact of Levene's Test of Equal-
ity of Variances on Statistical Theory and Practice, ,Statistical Science” 24(3),
343-360, doi: 10.1214/09-STS301.

69 Ibidem.

70 E. Chodakowska (2004), Analiza wartosci sprzedazy w przedsiebiorstwie
handlowym z zastosowaniem modeli ARIMA, ,Zeszyty Naukowe Politechniki
Biatostockiej. Ekonomia i Zarzadzanie” 9, s. 37-52.

71 D.Allingham, ].C.W. Rayner (2012), Testing Equality of Variances for Multiple
Univariate Normal Populations, ,Journal of Statistical Theory and Practice”
6,s.524-535, doi: 10.1080/15598608.2012.695703.

72 S. Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit,, s. 63-67.

73 R. Salles, K. Belloze, F. Porto, P.H. Gonzalez, E. Ogasawara (2019), Nonsta-
tionary time series..., op. Cit.
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Stosowane sg takze transformacje Boxa-Coxa, ktére jednak
wymagaja obliczenia argumentu A zwigzanego z rozktadem da-
nych74:

A _
9, = (YA-1),2#0 (2:349)
log¥;, A =0.

Inng mozliwoscig, w wypadku stabilnosci wzglednych zmian
pomiedzy kolejnymi obserwacjami w szeregu, jest wykorzystanie
transformacji procentowej’s:

Yt

Y, ~ log (E) (2.35)

Znalezienie sekwencji transformacji potrzebnych do ustabili-
zowania szeregu czasowego dostarcza waznych wskazéwek w po-
szukiwaniu odpowiedniego modelu prognozowania. Szczeg6lnie
réznicowanie szeregéw czasowych jest wazna czescig procesu do-
pasowywania modelu ARIMA?e,

W programie Statistica przeksztatcenia zmiennych dostepne
sa np. poprzez wybor na zakladce |Statystyka|%|Modele zaawanso-,
Wane|9|Szeregi czasowe | prognozowanie|9|0[( (przeksztatcenia,
autokorelacje, korelacje wzajemne, wykresy)|. Okno programu
przedstawiono narys. 2.6.

74 Ibidem.
75 Ibidem.
76 R. Nau, Statistical forecasting..., op. cit.
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Przeksztatcenia zmiennych: dane.sta 7 X

O OK (przeksztat¢ wybrany szereg)

Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmiennej (szeregu) Anuluj
L AT
B oOpce ~
Grupami
Liczba zapamigtanych pizekszt dia1zmn: 3 [5] B  Zapiszzmienne Usur

x=f{x) IWngadzanie] x=f(x,y)| Przesuniecie] Roéznice, sumy] Fourier] Przeglad Autokorelacjel Statystyki opisowe

oy OK (przekszta t¢ wybrany szereg)

© Dodajstala (x=x+C) c=0 E O Odjgcie sredniej (x=x-M) M= [0 B

(O Potega (x=x"*C) C=|2.00 O Standaryzacja (x=(x-M)/S) M= [o S=[q

O Piemwiastek (x=x"1/C) =200 Szacuj $rednig i odchylenie standardowe z danych

O Logarytm naturalny (x=In(x)) O Odjgcie trendu (x=x-(a+b"t)) a= [0 B 1 B

O Funkcja wyk fadnicza (x=exp(x)) OAulokov. (x=x-(a+b*x(opézn))) == |0 b=[1
Szacujaibzdanych opbén= |1

Rys. 2.6. Pakiet Statistica — okno przeksztatcania zmiennych
Zrédto: opracowanie wiasne.

Operacje réznicowania z op6znieniem 1 zastosowano dla da-
nych przedstawiajacych $rednie temperatury w Biatymstoku wy-
kazujace wyrazny trend rosnacy, zaprezentowany narys. 1.6
w rozdziale pierwszym. Na rys. 2.7 zilustrowano szereg zr6znico-
wany z op6znieniem 1. Na wybor takiego réznicowania wskazy-
waty: (i) trend widoczny na rys. 1.6 oraz (ii) ksztatty funkcji auto-
korelacji czastkowej (znaczaca warto$¢ przy opdZnieniu 1) i auto-
korelacji (bardzo powolne zanikanie) (rys. 1.8 i 1.9).
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Rys. 2.7. Szereg $redniej temperatury zanotowanej w Biatymstoku w dniach 1.04-31.05.2019 .
po operacji réznicowania d = 1

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019).

Ponowne obliczenie wartosci funkcji autokorelacji i autokore-
lacji czastkowej zr6znicowanego szeregu wskazuja, Ze szereg osia-
gnatl stacjonarno$¢ ze wzgledu na $rednig (nie ma znaczgcych
wartos$ci funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej). Co ilu-
strujg wykresy narys. 2.8 2.9.
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Funkcja autokorelacji

Y,:D(-1)

Opézn Kor. S.E T T T Q p
1 -009 1201 | 00 9445
2 .13 1201 || 1170 5758
3 #0857 1313} I 1132 7244
4 002 37t B 1188 7585
5 031 1328 l 1194 8574
6  -003 130} 0 1253 8649
7 .07 1340 | 1255 9231
8 -018 1340} | {258 9581
9 -006 ,1340} | 1258 9787
0 -116 1341 [] 1358 9645
1 +015 1857} ] 1350 9804
12 +019 1357} l 1362 9894
1B 124 138 [ 1484 9786
14 -095 13761 [ 1556 9764
1B -0 1387 I 1561 9856

0 . . . 0

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziatufnosci

Rys. 2.8. Wartosci autokorelacji zréznicowanego d = 1 szeregu $redniej temperatury za-
notowanej w Biatymstoku w dniach 1.04-31.05.2019 .

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019).
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Funkcja autokorelacji czastkowe;j
Y,:D(-1)

(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
Opézn Kor. S.E T r
-009 1291
=131 1291
+056 1291
.10 1291
-,016 1291
-128 1291
-013 1291
-061 1291
-003 1291
-159 1291
+,009 1291
-,052 1291
121 1291 ¢
-162 1291
-,086 1291

0 )
-1.0 -0,5

© NG A WwN =

R e —
~ W NN = o

—_
[

st I:IDD:L:,D_D.:,D.:._.: ]

0,5 1,0 — przedziat ufnosci

Rys. 2.9. Wartosci autokorelacji czastkowej zréznicowanego szeregu Sredniej tempera-
tury zanotowanej w Biatymstoku w dniach 1.04-31.05.2019 .

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Meteomodel.pl, https://meteomodel.pl/
dane/historyczne-dane-pomiarowe/ na podstawie danych udostepnionych przez Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej — Paristwowy Instytut Badawczy [8.12.2019).

Kolejny przyktad szeregu niestacjonarnego to szereg czasowy
catkowitego zuzycia energii pierwotnej w Stanach Zjednoczonych
w biliardach BTU (ang. British Thermal Unit), przedstawiony
w tabeli 2.1 i zilustrowany na rys. 2.10.

Tabela 2.1. Szereg zuzycia energii pierwotnej w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019
w biliardach BTU

t| data Y: |t| data Y: t| data Y: |t| data Y: |t| data Y:
1 1 19,2910(13 1 |9,0531 |25 | 18,9744 (37 I 19,6511(49 1 19,5078
2 Il [8,6043(14 Il | 8,2223 |26 Il |7,6221|38 1l 18,0509 |50 Il |8,3568
| (=) M~ (==} [=3]

3 || Nl |8,4266 (15| | I | 7,9754 |27| | 1T |8,4260(39| | 111 |8,6998(51| | 11l |8,6770
[ 1N o~ o~ o~ o~

4 IV |7,4616(16 IV | 7,4425 |28 IV |7,4451 |40 IV |7,8760|52 IV |7,6234
5 V [7,6389|17 V | 7,5720 (29 V |7,7903|41 V |7,9718(53 V |7,9083
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t| data Y; |t| data Y: t| data Y: |t| data Y; |t| data Y:
6 VI |7,8940|18 VI | 7,9257 |30 VI |7,9542 (42 VI |8,1350 (54 VI |7,9027
7 VIl |8,4249(19 VIl | 8,4590 |31 VIl |8,4160(43 VIl | 8,5987 |55 VIl |8,5633
8 VIl {8,3079|20 VIII| 8,5278 (32 VIl {8,2839 |44 VIII {8,6765|56 VIl [8,5504
| w =) N~ (=) (=]

9|3| IX |7,6803(21| 5| IX | 7,7366 |33| | IX |7,6139(45| 5| IX |7,8494|57| | IX |7,8585
(| N o~ N N N

10 X |7,6125(22 X | 7,6408 |34 X |7,8044|46 X |18,0652(58 X |7,9589
11 XI |7,6721|23 Xl | 7,7032 (35 XI [8,0912|47 XI {8,4985|59 XI {8,3579
12 X1l 18,3637 (24 Xll'| 9,0702 |36 XI119,1814 (48 XI119,0117 (60 X1l 18,9008

Zrédto: serwis U.S. Energy Information Administration, https://www.eia.gov/totalenergy/

data/monthly/ [28.07.2020].
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Rys. 2.10. Szereg zuzycia energii pierwotnej w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019

Zrédto: opracowanie whasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].
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Na rys. 2.11 pokazano wykres rozrzutu obrazujacy zalezno$¢
pomiedzy warto$ciami zuzycia energii w danym miesigcu (Y:)
i w miesigcu poprzedzajacym (Yi-:1). Rozrzut punktéw wykresu
nie wskazuje na istnienie znaczgcej zalezno$ci autokorelacyjnej
dla op6znienia rownego 1.
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Rys. 2.11. Wykres rozrzutu obrazujacy zalezno$¢ pomiedzy warto$ciami zuzycia energii
w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019 w danym miesigcu (Y;) i w miesigcu po-
przedzajacym (Yi-1)

Zrédto: opracowanie wiasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].

Inaczej sytuacja przedstawia sie na rys. 2.12, na ktérym poka-

zano zalezno$¢ pomiedzy wartoSciami zuzycia energii w danym
miesigcu (V) i w miesigcu poprzedzajacym o rok (Yi-12).
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Rys. 2.12. Wykres rozrzutu obrazujacy zalezno$¢ pomiedzy warto$ciami zuzycia energii
w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019 w danym miesiacu (Y;) i w miesigcu
poprzedzajacym o rok (¥i-12)

Zrédto: opracowanie whasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].

Na wykresie zaobserwowa¢ mozna wyrazna zalezno$¢ liniowa
miedzy zmiennymi, co §wiadczy o istnieniu autokorelacji w sze-
regu dla opdznienia k = 12.

Whioski z obserwacji wykreséw rozrzutu (rys. 2.11 i 2.12)
potwierdzaja wykresy funkcji autokorelacji (rys. 2.13) i autokore-
lacji czastkowej (rys. 2.14).
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Funkcja autokorelacji

Y

Opézn Kor. S.E T T T Q p
1 #312 1291} 1615 0131
2 -009 1411} | | 1677 0338
3 -389 143} 11662 0008
4 193 1500 m 119,09 0008
5 4211 1628 M 12211 0005
6  +224 1673} = 12557 0003
7 4168 1723} 0 127,55 0003
8  -266 1750} [ 13261 0001
9 -366 1816 14236 0000
10 -076 1935 [ 142,79 0000
1 4205 1940 f ] 149339 0000
12 4702 2013} 187,58 0000
1B 4152 2386 ] 189,40 0000
4174 2402 f [] 191,86 0000
15 -353 2423} [ 11022 0000

0 . . . 0

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziatufnosci

Rys. 2.13. Wartosci autokorelacji szeregu zuzycia energii pierwotnej w Stanach Zjedno-
czonych w latach 2015-2019

Zrédto: opracowanie wiasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].
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Funkcja autokorelacji czastkowe;j
Y
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)

Opézn Kor. S.E
+332 1280 |
5223 1280 |
327 1280 f
+037 1280 |
+281 1280 |
-,086 1280 |
+045 1280 |
-235 1280 |
161 1280 |
+192 1280 | 7
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+577 1280 |

-2 1280 y
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I
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+017 1280
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Rys. 2.14. Wartosci autokorelacji czastkowej zuzycia energii pierwotnej w Stanach Zjed-
noczonych w latach 2015-2019

Zrédto: opracowanie wiasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].

Na obu wykresach wyraznie zaznacza sie skokowy wzrost
wartoSci funkcji dla opdznienia rownego 12. Poniewaz obserwa-
cje dokonywane byty w okresach miesiecznych, wystepowanie
autokorelacji dla op6znienia k = 12 $wiadczy o obecnosci w sze-
regu sezonowosci rocznej (s = 12). W celu jej eliminacji szereg
zréznicowano z op6Znieniem réwnym 12. Szereg po operacji roz-
nicowania sezonowego przedstawiono narys. 2.15.
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Rys. 2.15. Szereg zuzycia energii pierwotnej w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019
po operacji réznicowania sezonowego s = 12

Zrédto: opracowanie wiasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].

Dla zr6znicowanego sezonowo szeregu obcigzen sporzadzono

nastepnie wykresy funkcji autokorelacji (rys. 2.16) i autokorelacji
czastkowej (rys. 2.17).
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Funkcja autokorelacji

Y,:D(-12)

Opézn Kor. S.E T T T Q p
1 +302 1443} 466 0309
2 4160 1569 | [ | 6,00 0499
3 4300 1603 1079 0129
4 4146 M6} m 11,95 0177
5 4057 742} I 11214 0330
6  +085 1746} I 11255 0507
7 4004 1754} 0 11307 0705
8 -0 1765} I 11310 1085
9 -149 1765} ] 11447 1065
10 +015 1792} | 11449 1520
o -054 792 [ 11468 1978
12 -5 1795 [] 11631 1776
1B -001 83 | 11631 2329
4 .26 ,183f [ ] 12023 1232
15 100 1886 f [ 121,10 1338

0 . . . 0

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziatufnosci

Rys. 2.16. Wartosci autokorelacji zréznicowanego z s = 12 szeregu zuzycia energii pier-
wotnej w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019

Zrédto: opracowanie wiasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].
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Op6zn  Kor.

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
n
12
13
14
15

+,302
+,076
+,257
-,012
-,024
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Funkcja autokorelacji czastkowej
Y,:D(-12)
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
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Rys. 2.17. Wartosci autokorelacji czastkowej zréznicowanego s = 12 szeregu zuzycia
energii pierwotnej w Stanach Zjednoczonych w latach 2015-2019

Zrédto: opracowanie whasne danych z serwisu U.S. Energy Information Administration,
https://www.eia.gov/totalenergy/data/monthly/ [28.07.2020].

Zaréwno wykres funkcji ACF, jak i PACF nie wykazuja staty-

stycznie istotnych wartosci co pozwala przyjaé, Ze szereg osiggnat
stacjonarno$¢ i mozna opisa¢ szereg modelem ARIMA. Problem
doboru adekwatnego modelu jest tematem rozdziatu trzeciego.

Kluczowe zagadnienia:
szereg stacjonarny, szereg niestacjonarny,
réznicowanie, logarytmowanie
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3. MODELE ARIMA SZEREGOW CZASOWYCH

3.1. Rodzaje modeli klasy ARIMA

Modele klasy ARIMA, czyli autoregresyjne zintegrowane modele
$redniej ruchomej lub scatkowane modele autoregresji i Sredniej
ruchomej (ang. Autoregressive Integrated Moving Average),
sg jedna z najbardziej znanych i popularnych metod analizy i pro-
gnozowania szeregdbw czasowych o roéznej strukturze, ktérych
réznice rzedu d sg procesami stacjonarnymi ze wzgledu na war-
to$¢ Srednia (zintegrowanymi rzedu d)77. Z uwagi na przetomowy
wktad, ktéory w ich rozwo6j wnies$li G.E.P. Box i G.M. Jenkins
(1970)78 w literaturze nazywane s3 takze modelami Boxa-
-Jenkinsa. Modele charakteryzujg sie duza elastyczno$cig i uni-
wersalnoscia, lecz pewnym ograniczeniem ich stosowania jest ko-
nieczno$¢ dysponowania stosunkowo dtugim, co najmniej piec¢-
dziesiecioelementowym, a w praktyce czesto znacznie dtuzszym
szeregiem obserwacji.

W modelach ARIMA biezgca warto$¢ zmiennej jest przedsta-
wiana jako liniowa funkcja jej przesztych wartosci i wahan przy-
padkowych79:

Vi = flY—w el + e, k>0, (3.1)

gdzie:
Y: - warto$¢ zmiennej w momencie lub okresie ¢,
e: - wahania przypadkowe w momencie lub okresie t.

Konstrukcja modeli ARIMA opiera sie na wyjasnionym w roz-
dziale pierwszym zjawisku autokorelacji w szeregach czasowych,
czyli zalezno$ci liniowej miedzy warto$ciami danej zmiennej
a warto$ciami tej samej zmiennej opdZnionymi w czasie.

77 C.M. Mastrangelo, ].R. Simpson, D.C. Montgomery (2013), Time Series Analy-
SIiS..., op. cit.

78 G.E.P.Box, G.M. Jenkins (1976), Time Series Analysis: Forecasting and Control,
San Francisco: Holden-Day. 1970 (Revised edition published 1976).

79 S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles and..., op. cit., s. 268.
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Wyrodznia sie dwa podstawowe typy zalezno$ci, na podstawie kt6-

rych budowane sg pozostate bardziej skomplikowane modele89:

* model autoregresji rzedu 1: AR(1), w ktérym kazda obserwa-
cja Y jest skorelowana z poprzedzajaca obserwacja Y:-1, a po-
przez to takze - cho¢ w mniejszym stopniu - z wcze$niejszymi
obserwacjami:

Yy = ¢1Yt—1 + e (3.2)

* model Sredniej ruchomej rzedu 1: MA(1), w ktérym kazda
warto$¢ obserwacji Y; jest skorelowana z odchyleniem loso-
wym (reszta) e;-; poprzedzajacej obserwacji Y;-1 i jest niesko-
relowana z wcze$niejszymi obserwacjami (Y: zalezy od wahan
przypadkowych wystepujacych w okresie t oraz t - 1):

Yo = e — 01601 (3:3)

Te dwa podstawowe modele: AR(1) i MA(1), zazwyczaj sa nie-
wystarczajgce do opisu struktury autokorelacyjnej rzeczywistych
szeregdw czasowych. S3 one jedynie baza, na podstawie ktdrej
buduje sie bardziej ztoZone modele ARIMA. Ogdlne modele Boxa-
-Jenkinsa zawierajg mozliwo$¢ wprowadzenia réwniez diugo-
terminowych zalezno$ci (tzn. takich, w ktérych opdznienie jest
wieksze od 1)81.

Model autoregresji rzedu p - AR(p) mozna zapisac jakos:

Yt = ¢1Yt—1 + ¢2Yt—2 + -+ ¢pyt_p + €t (34)

przy czym:
¢; - parametr modelu autoregresji stojacy przy wyrazie Y,
e: - reszta dla momentu lub okresu t.

Przy wykorzystaniu wprowadzonego w rozdziale drugim ope-
ratora B, tj. B’Y; =Y,_;, rownanie modelu AR(p) (3.4) przyjmuje
postac:

80 R.M. Heiberger, P. Teles (2002), Displays for..., op. cit.

81 |bidem, s. 131.

82 S.Makridakis, S.C. Wheelwright., R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods...,
op. cit,, s. 339.
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(1-¢B— =BV, =e. (3.5)

Mozna je zapisaé w skrocie:

#(B)Y; = ey, (3.6)
przy czym:
#(B) = (1 —¢B—— ¢po) - operator autoregresyjny rzedu p.

Model S$redniej ruchomej rzedu g - MA(gq) mozna zapisaé
jako8s:

Yo =e — 01601 — 06 — - —Oger_q, (3.7)
przy czym:
¢ - parametr modelu Sredniej ruchomej stojacy przy wyrazie
et—jr

e, - reszta dla momentu lub okresu t - k.

Takze model MA mozna przedstawi¢ z wykorzystaniem ope-
ratora B jako:

Y, =(1-6,B—--—6,Be,, (3.8)
lub:

Yy = 6(B)ey, (3.9)
przy czym:
0B)=(1-6,B—--—6,B7) - operator $redniej ruchomej
rzedu q.

Model AR bazuje na zatozeniu, Ze istnieje autokorelacja pomie-
dzy warto$cig zmiennej prognozowane;j a jej wartosciami op6Znio-
nymi w czasie. Warto$¢ zmiennej wyrazona jest przez funkcje prze-
sztych obserwacji. W modelu MA warto$¢ zmiennej prognozowanej

83 Ibidem, s. 342.
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jest za$ liniowa funkcjg reszt modelu. Model ARMA(p,q) jest kombi-
nacja modelu AR(p) i MA(q) i zapisuje sie go jako8*:

Yt = ¢1YII—1 + -+ ¢pyt_p + et - Qlet_l —_ Qqet_q. (310)

Przedstawiajac réwnanie (3.10) z wykorzystaniem operatora
B otrzymuje sie:

(1= ¢B— = ¢BP)Y,=(1—-6,B——0,Be,. (3.11)

Formuta (3.11) jest réwnoznaczna z zapisem:

#(B)Y, = 0(B)ey, (3.12)
przy czym:
#B) = (1 —$B—— ¢po) - operator autoregresjny rzedu p,
6(B) = (1—6,B—--—6,B%) - operator $redniej ruchomej
rzedu q.

Ogolny model ARIMA jest kombinacja modelu AR(p) i MA(q),
a takze pozwala ujgc¢ réznicowanie z op6Znieniem 1 lub wyZszym,
w celu likwidacji niestacjonarnosci danych ze wzgledu na Srednia
(tzn. poprzez operowanie nie bezposrednio na obserwacji Y,
ale na - wprowadzonym w rozdziale drugim - operatorze rozni-
cowym V4(Y;))8. Innymi stowy, model ARIMA jest modelem
z przeksztatceniem réznicowym sprowadzajacym szereg niesta-
cjonarny ze wzgledu na $rednig do postaci stacjonarnej. Oznacza
to, Ze proces niestacjonarny mozna podda¢ d-krotnemu réznico-
waniu w celu uzyskania stacjonarnosci i zastosowac do tego no-
wego stacjonarnego szeregu czasowego model ARMA lub bezpo-
$rednio budowa¢ model ARIMA szeregu pierwotnego niestacjo-
narnegoée.

84 E. Chodakowska, ]J. Nazarko, t. Nazarko (2021), ARIMA Models in Electrical
Load Forecasting and Their Robustness to Noise, ,Energies” 14(23), 7952,
s.1-22, doi: 10.3390/en14237952.

85 R.M. Heiberger, P. Teles (2002), Displays for..., op. cit., s. 131.

86 D.Witkowska (2012), Podstawy ekonometrii i teorii prognozowania, Wolters
Kluwer Polska SA, s. 169-176.
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Wszystkie niesezonowe modele klasy ARIMA zapisuje sie po-
stugujac sie uniwersalng notacja: ARIMA(p,d,q),

gdzie:

p - rzad autoregresji AR,

d - stopien réznicowania (integracji),

q - liczba parametréw Sredniej ruchomej MA.

Jezeli ktéry$ z parametrow p, d lub g jest réwny 0, nazwe mo-
delu mozna zapisa¢, opuszczajac odpowiedni czton w nazwie, np.:
ARIMA(2,0,0) = AR(2),ARIMA(1,0,1) = ARMA(1,1). Wskazywanie
0 moze by¢ konieczne podczas pracy z oprogramowaniem, pod-
czas gdy w opisie czy interpretacji przyjete jest opuszczanie zero-
wych parametrow w nazwie modelu, tj. raczej proces AR(p) niz
ARIMA(p,0,0).

Przy okazji mozna zwrdci¢ uwage, Zze model ARIMA(1,1,0) =
= ARMA(1 + 1,0). Uogélniajac, kazdy scatkowany model autore-
gresji tj. ARI(p,d), mozna zapisa¢ jako model autoregresji wyzszego
rzedu, czyli AR(p + d), gdyz:

(1-4B——¢B)(1-B)Y, =e,
= (1—-¢iB — - — ¢y 4BP*)Y;, = e, (3.13)

Zazwyczaj parametry modelu AR(p + d) nie spelniajg jednak
warunku stacjonarnosci8?.

Przedstawiany w rozdziale pierwszym i drugim przyktad sze-
regu temperatury zanotowanej w Bialymstoku, ktéry osiggnat
stacjonarnos$¢ po jednokrotnym réznicowaniu mozna prébowacé
opisa¢ modelem ARIMA(p,1,q), gdzie okreslenie wlasciwych war-
tosSci p i g bedzie tematem podrozdziatu 3.2 i 3.3.

Przyktadem zintegrowanych modeli ARIMA jest zintegrowany
model autoregresji pierwszego rzedu ARIMA(1,1,0):

#(B)(1 — B)Y; = e;. (3.14)

Interpretacja modelu jest nastepujaca: szereg w celu osiggnie-
cia stacjonarnos$ci zostat poddany niesezonowemu réznicowaniu

87 M. Cieslak (red.) (2011), Prognozowanie gospodarcze..., op. cit.,, s. 115-116.
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pierwszego rzadu, a otrzymany w ten sposéb szereg opisywany
jest modelem autoregresji pierwszego rzedu. Model (3.14) mozna
zapisa¢, wykorzystujac réwnoznaczne formuty:

(1-¢1B)A =B, = e, (3.15)
(1—¢,B—B + ¢p,B2Y, = ¢, (3.16)
Yo —1Ye1 — Y+ 1Y n =g (3.17)
Vi =0+ ¢V — 1Yz +eg (3.18)

Podobnie mozna zapisa¢ zintegrowany w stopniu pierwszym
model autoregresji rzedu 3, tzn. ARIMA(3,1,0):

(1= ¢1B— B> — p3B3)(1 = B)Y, = ¢, (3.19)
(1 —¢1B — ¢,B?> — ¢p3B> — B + $1B* + ¢p,B> + ¢p3BH)Y;, = e,
(3.20)
Y,—-(1+ ¢1)Yt—1 — (2 =Py — (P35 — P)Yi3 +
+¢3Y 4 = ey, (3.21)
Y; = (1 + ¢1)Yt—1 + (2 — PV + (3 — P2)Y3 —
—¢3Y4 + e (3.22)

Prezentowany model ARIMA(3,1,0) moze by¢ interpretowany
jako model AR(4):

Ve = p1Yio1 + @Yo + 3V s+ haYiy + ey, (3.23)

przy czym:
$1=1+4,
b2 =2 — P1,
3 =3 — P2,
i = —¢3.

Zintegrowany w stopniu pierwszym model autoregresjiisred-
niej ruchomej pierwszego rzedu ARIMA(1,1,1) oznacza, ze szereg

zostatl jednokrotnie zr6znicowany i mozna go zamodelowa¢ kom-
binacja modelu AR(1) i MA(1), tzn.:

#(B)(1 - B)Y, = 6(B)ey, (3.24)
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(1-¢:B)A - B)Y, = (1 —6,B)e, (3.25)

(1—-¢:B—B+ $p,B>)Y, = e, — 61,4, (3.26)
Yi—p1Yio1 — Y+ oY =€ — 01604, (3.27)
Ve =0+ ¢)Vo1 —P1Yer + e — Or1e4. (3.28)

Ogdlny autoregresyjny zintegrowany model $redniej rucho-
mej ARIMA(p,d,q) mozna zapisa¢ w postaciss:

#(B)(1 — B)%Y, = 6(B)e,. (3.29)

Réwnanie (3.29) jest r6wnoznaczne z:

HB)VY, = 0(B)e, (3.30)
gdzie:
#B) = (1 —$B— = ¢po) - operator autoregresyjny rzedu p,
0(B) = (1—6,B—--—6,B%) - operator $redniej ruchomej
rzedu q,

74 = (1 — B)? - operator réznicowy.

W przypadku szeregéw, w ktorych wystepuje sktadowa sezo-
nowa mozna je modelowaé zapomocg sezonowego modelu
ARIMA (ang. Seasonal ARIMA). Ogolna notacja sezonowego mo-
delu ARIMA to: ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s8, gdzie s oznacza liczbe se-
zonow w cyklu sezonowym?0:

(B )HBIVL VY, = 6(B*)0(B)ey, (331)
gdzie:
s - liczba sezonéw w cyklu sezonowym,
VP = (1 — BS)P - operator réznicowania sezonowego,
D - rzad réznicowania sezonowego,
®(B%) = (1 — ®BS — -+ — ®pBPS) - sezonowy operator autore-
gresyjny rzedu P,

88  R.M. Heiberger, P. Teles (2002), Displays for..., op. cit., s. 131.

89 W. Zalewski, ]. Nazarko, A. Jurczuk (2005), ARIMA models in load modelling
with clustering approach, ,PowerTech IEEE'2005”, St. Petersburg, June 27-30.

90 R.M. Heiberger, P. Teles (2002), Displays for..., op. cit., s. 131.
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0(B%) = (1 — 6,B5 —--— 0,B?%) - sezonowy operator $red-
niej ruchomej rzedu Q.

Przyktadem szeregu ze sktadowg sezonowa jest zaprezento-
wany w rozdziale drugim szereg zuzycia energii pierwotnej w Sta-
nach Zjednoczonych, ktéry wymagat jednokrotnego (D = 1) r6zni-
cowania sezonowego s = 12. Mozna prébowac opisa¢ go modelem:
ARIMA(p,0,q)(P,1,Q)12, gdzie dobdr wartosci p, g, P i Q bedzie te-
matem podrozdziatu 3.2.

Model opisujacy szereg, ktory zostat poddany jednokrotnemu
réznicowaniu niesezonowemu i roznicowaniu sezonowemu z op6z-
nieniem 12 i ktéry jest kombinacjg niesezonowego i sezonowego
modelu $redniej ruchome;j, tzn. ARIMA(0,1,1)(0,1,1)12, mozna wyra-
zi¢ wzorem:

(1 - B)(l - BlZ)Yt - @1(312)91(B)et. (332)
Rozpisujac réwnanie (3.32) otrzymuje sie kolejno:
(1-B- B12 + 313)Yt =(1- @1312)(1 — 6,B)ey, (3.33)
Y, =Yg —Yio1p + Y93 = (1 — 6,B — 6,B + 6,0,B3)e,,
(3.34)
Vi=Yi 1 +Y 12— Y13 +te — 0109, — 01601+
16,0, e,_15. (3.35)

Inny przyktad to zloZony model autoregresji pierwszego
rzedu i $Sredniej ruchomej pierwszego rzadu niesezonowej oraz
autoregresji i Sredniej ruchomej sezonowej szeregu zréznicowa-
nego z op6znieniem 1 i 4, tzn. ARIMA(1,1,1)(1,1,1)4, ktéry mozna
wyrazi¢ rownaniami:

@ (BY)#(B)(1 — B)(1 — B)Y, = 6(BH)0(B)ey, (3.36)
(1-,B*)(1—-¢,B)(1 —B)(1 - BYY, =
=(1-6,B)(1 - 06,B%)e,, (3.37)
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Y; = (1 + ¢1)Yt—1 — Y+ (A + DYy —
—(1+ ¢, + P+ ¢, P1)Yeos + (4, + 4,P1)Ye6 +
+P,Y;_g + (4)1 + ¢1¢1)Yt—9 — 9 P1Y 10+ e —
—0ie4_1 — 01644 + 0,016 _s. (3.38)
Modele ARIMA, zaréwno niesezonowe jak i sezonowe, oprocz
parametréw autoregresyjnych i Sredniej ruchomej moga zawierac
takze statg c. Wéweczas opisujace je rdwnania (3.30) i (3.31) zapi-
suje sie odpowiednio®%:

#(BY)VY, = O(B)e, + ¢ (3.39)
oraz
@ (B H(B)VPVLY, = 0(B%)6(B)e, +c, (3.40)

gdzie: ¢ - stala.

Warto podkresli¢, ze modele ARIMA umozliwiajg takze
uwzglednienie wielokrotnej sezonowosci - tygodniowej i rocznej
np. ARIMA(1,0,0)(0,1,0)7(0,1,1)365s czy dobowej i tygodniowej
np. ARIMA(0,1,1)(0,1,1)24(0,1,1)168%2 Proces ich budowy dopusz-
cza stosowanie réznych kombinacji, np.%3:

(1 - ¢1B - ¢232)(1 - ¢24324 - ¢48348)(1 - ¢1683168)
(1= B)(1 = B*)Y, = (1 = 04B**)(1 — 0165B"*®)e;.  (3:41)

Model przedstawiony réwnaniem (3.41) zawiera réznicowa-
nie z op6znieniem 1 i 24, proces autoregresji rzedu 2, ale takze
procesy sezonowej autoregresji rzedu 2 dla s = 24 oraz rzedu 1
dlas =168. Dodatkowo s3a dwa procesy S$redniej ruchome;j
rzedu 1, odpowiednio s = 24 oraz s = 168. Ponadto w literaturze

91 S, Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit,, s. 346.

92 ]. Nazarko, J. Chrabotowska, M. Rybaczuk (2004), Zastosowanie wielosezono-
wego modelu ARIMA w prognozowaniu obciqgzeri mocq elektryczng, , Takso-
nomia” 11,s.173-182.

93 ]. Contreras, R. Espinola, F.J. Nogales, A.J. Conejo (2003), ARIMA Models
to Predict Next-Day Electricity Prices, ,JEEE Transactions on Power Systems”
18(3),s.1014-1020, doi: 10.1109/TPWRS.2002.804943.
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wystepuja modele nazwane w jezyku angielskim subset models®*
(modelami podzbioréw) lub models with the nonzero coefficients
at nonconsecutive lags® (modelami z niezerowymi wspétczynni-
kami przy nienastepujacych po sobie opdznieniach). Sg to modele,
ktére zawierajg parametry tylko dla niektérych opéznien. Opro-
gramowanie Statistica, wykorzystane w tym podreczniku, nie po-
zwala na estymacje parametrow takich modeli. Mozliwe jest to
na przyktad w $rodowisku Matlab czy SAS.

Omawiajac r6zne modele ARIMA mozna zauwazy¢, ze niektore
omoOwione we wczesniejszych czesciach podrecznika Prognozowanie
w zarzqdzaniu przedsiebiorstwem modele prognozowania, sg szcze-
golnyml przypadkami modelu ARIMA, np.%:

ARIMA(0,1,1) jest réwnoznaczny z prostym wygtadzaniem

wyktadniczym, gdzie =1 - ¢;

* ARIMA(0,2,2) to metoda liniowa Holta, w ktérej 61=2 - o - af
ath=a-1;
+ ARIMA(0,1,5+1)(0,1,0)s jest addytywna metoda Wintersa,

z pewnymi ograniczeniami co do parametrow.

Wszystkie modele ARIMA muszga by¢ modelami stacjonarnymi
i odwracalnymi. Wyjasnienie problemu stacjonarnoscii odwracal-
nosci modeli ARIMA wymaga rozbudowania wprowadzonych
w rozdziatach pierwszym i drugim definicji i przedstawienia po-
jecia ogb6lnego procesu liniowego definiowanego jako sume wa-
zona biezacej i przesztych wartosci procesu biatego szumu e;%7:

Vi=e + e g e+ =e + Yicipjej =
= (1+ X% ,9;B ey, (3.42)

94 SAS/ETS 13.2 User’s Guide. The ARIMA Procedure (2014), SAS Institute Inc.,
Cary, NC, USA, https://support.sas.com/documentation/onlinedoc/ets/
132/arima.pdf [29.11.2021].

95 MathWorks. Help Center, https://www.mathworks.com/help/econ/how-to-
specify-arima-models.html [29.11.2021].

96 S. Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit,, s. 373.

97 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw..., op. cit., s. 54-56.
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gdzie: ¥, = Y, — u jest odchyleniem procesu od jakiego$ punktu
lub od swojej $rednie;j.

Przyjmujac, ze Y(B) = 1 + X7, ll)ij otrzymuje sie:
Y; = Y(B)e,. (3.43)
Proces liniowy (3.42-3.43) mozna takze zapisa¢ jako sume
wazong przeszlych wartosci procesu i sktadnika losowego e.98:
Yt = 7T1Yt_1 + ﬂzYt_z + -+ e = Zj'ozl T[th_j + e =
= (X7, mB))Y, + e, (3.44)

Przeksztatcajac réwnanie (3.44) otrzymuje sie:

(1 =35, mBl)Y, = e,. (3.45)

Jezeli zatozy sie, ze 1 — Y5_; m;B/ = m(B), to w konsekwencji
powstanie rownanie:

n(B)Y, = e,. (3.46)
Z réwnan (3.43) oraz (3.46) wynika, Ze:
n(B) = ¥~1(B). (3.47)

Proces autoregresyjny skonczonego rzedu mozna przedstawic
jako nieskonczony proces Sredniej ruchomej, za$ proces $redniej
ruchomej skoriczonego rzedu jako nieskoniczony proces autoregre-
syjny. Oznacza to, Ze oba podejscia s3 w stosunku do siebie dualne.

Proces liniowy jest stacjonarny, jezeli szereg w(B) - funkcja
tworzaca dla wag y;, zwana takze funkcja przenoszenia filtru linio-
wego - jest zbiezny na okregu jednostkowym lub w jego wnetrzu.
Proces jest odwracalny, gdy 7(B) jest zbiezny na okregu jednost-
kowym lub w jego wnetrzu®°.

W przypadku modelu AR, ¥(B) = ¢~1(B), warunek zbiezno-
$ci sprowadza sie do wymogu, aby pierwiastki jego réwnania
¢(B) = 0 lezaly na zewnatrz okregu jednostkowego. Na przyktad
proces AR(1) jest stacjonarny dla |¢;| < 1, gdyz wtedy szereg jest

98  Ibidem, s. 55.
99  Ibidem, s. 59.
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zbiezny (1 — ¢ B = 0 ma pierwiastek B = 1/¢,, ktéry powinien
leze¢ na zewnatrz kota jednostkowego, tzn. |B| > 1). Stacjonar-
no$c¢ procesu MA jest zagwarantowana bez zadnych dodatkowych
ograniczen dla parametréw, poniewaz szereg (B) = 6(B) = 1 —
—60,B — 6,B? — .- — 84,B%jest skoficzony!. Odwracalnos¢ pro-
cesu AR jest zapewniona zawsze, gdyz szereg m(B) = ¢(B) jest
skonficzony. Dla proceséw MA szereg m(B) = 8~ 1(B) jest zbiezny,
gdy pierwiastki réwnania charakterystycznego: 68(B) = 0 leza
na zewnatrz okregu jednostkowego101,

Obszary dopuszczalne dla parametréw gwarantujace stacjo-
narnos$c¢ i odwracalnos¢ pieciu podstawowych modeli ARIMA za-
mieszczono w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Obszary dopuszczalne dla parametréw procesu $redniej ruchomej i procesu
autoregresji rzedu pierwszego i drugiego oraz procesu mieszanego

Model ARIMA(1,d,0) ARIMA(0,d,1)
Obszar dopuszczalny lp1] <1 6;] <1
Model ARIMA(2,d,0) ARIMA(0,d,2)
Obszar dopuszczalny |2l <1 16,1 <1
o+ <1 6, +6;, <1
¢ — ¢ <1 0,—6,<1
Model ARIMA(1,d,1)
Obszar dopuszczalny {|¢>1| <1
0,1 <1

Zrédto: G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw czasowych: prognozowanie
i sterowanie, Paristwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, s. 178.

100 Jbidem, s. 74.
101 Jbidem, s. 62, 74.
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3.2. Budowa modeli ARIMA

Procedura budowania modeli ARIMA zgodnie z metodyka Boxa-

-Jenkinsa sktada sie z pieciu podstawowych etapow102:

1. Okres$lenia sktadowych szeregu i zbadania stacjonarnosci.

2. Przeksztalcenia szeregu do postaci stacjonarnej.

3. Identyfikacji, czyli okreslenia typu modelu i wyboru liczby pa-
rametrow proceséw AR i MA na podstawie przeksztatconego
szeregu.

4. Estymacji parametréw, czyli oszacowania warto$ci parametrow.

5. Sprawdzenia diagnostycznego modelu, tzn. sprawdzenia adek-
watnosci i dopasowania wyestymowanego modelu do danego
szeregu czasowego.

Czy potrzebne sg
przeksztatcenia?

Analiza

szeregu

Przeksztatcenia
szeregu

Czy model jest odpowiedni? “

Aplikacja

Rys. 3.1. Proces budowy modelu ARIMA

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: E. Chodakowska, J. Nazarko, t. Nazarko
(2021), ARIMA Models in Electrical Load Forecasting and Their Robustness to Noise, ,Ener-
gies” 14(23), 7952, s.1-22, doi:10.3390/en14237952.

102 S Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit, s. 314.
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Proces budowy rozpoczyna sie od analizy stacjonarnosci sze-
regu i podjecia decyzji co do ewentualnej transformacji i réznico-
wania danych. Nastepnie wykorzystuje sie funkcje autokorelacji
i autokorelacji czagstkowej do okreslenia rzedéw p i g operatorow
autoregresji i Sredniej ruchomej!3. Funkcja autokorelacji procesu
autoregresji rzedu p maleje w sposéb tagodny (wyktadniczy),
natomiast funkcja autokorelacji czastkowej urywa sie po p-tym
odstepie. W wypadku procesu Sredniej ruchomej rzedu g, funkcja
autokorelacji urywa sie po odstepie g, podczas gdy funkcja auto-
korelacji czagstkowej tagodnie maleje. Jezeli zaré6wno ACF i PACF
zanikaja wyktadniczo, sugeruje to proces mieszany. Funkcja auto-
korelacji procesu mieszanego zawierajacego sktadnik autoregre-
sji rzedu p i skladnik $redniej ruchomej rzedu g, po pierwszych
q-p odstepach jest suma funkcji wyktadniczych i sinusoid ttumio-
nych. Analogicznie funkcja autokorelacji czagstkowej procesu mie-
szanego zdominowana jest po pierwszych p-q odstepach przez
kombinacje funkcji wyktadniczych isinusoid tlumionych04,
Powyzsze informacje zebrano w tabeli 3.2.

Tabela 3.2. Zestawienie wtasnosci funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej pro-
cesow autoregresji, Sredniej ruchomej i mieszanych

Procesy autoregres;ji Procesy Sredniej Procesy mieszane
AR(p) ruchomej MA(q) ARMA(p,q), p>0,¢>0
Funkcja maleje urywa sie maleje
autokorelacji|  w sposéb tagodny po opdZnieniu q w spos6b tagodny
ACF (zanikajace funkcje (po pierwszych
wyktadnicze oraz/lub g-p odstepach
sinusoidy ttumione) zanikajace funkcje
wyktadnicze oraz/lub
sinusoidy ttumione)

103 7. Yang, L. Ce, L. Lian (2017), Electricity price forecasting by a hybrid model,
combining wavelet transform, ARMA and kernel-based extreme learning ma-
chine methods, ,Applied Energy” 190, s. 291-305, doi: 10.1016/j.apenergy.
2016.12.130.

104 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1998), Analiza szeregow..., op. cit., s. 177.
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Procesy autoregresji Procesy Sredniej Procesy mieszane
AR(p) ruchomej MA(q) ARMA(p,q), p>0,g>0
Funkcja urywa sie maleje maleje
autokorelacji po op6Znieniu p w sposéb tagodny w sposéb tagodny
czastkowej (zanikajace (po pierwszych p—q
PACF funkcje wyktadnicze odstepach
oraz/lub sinusoidy zanikajace funkcje
tlumione) wyktadnicze oraz/lub
sinusoidy ttumione)

Zrédto: G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw czasowych: prognozowanie i ste-
rowanie, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, s. 86, 177; J.D. Cryer, K.-S. Chan
(2008), Time Series Analysis. With Applications in R, Second Edition, Springer, s. 116.

W praktycznych przyktadach szeregéw czasowych najczesciej
spotykane sg procesy autoregresji oraz $redniej ruchomej rzedu
pierwszego i drugiego. Dlatego wtasnosci teoretycznych funkcji
autokorelacji i autokorelacji czastkowych dla tych procesow ze-
brano w tabeli 3.3.

Tabela 3.3. Zachowanie sie funkcji autokorelacji dla wybranych proceséw ARIMA(p,d,q)

Proces ARIMA(1,d,0) ARIMA(0,d,1)
Funkcja autokorelacji wyktadniczo zanika tylko ri=0
Funkcja autokorelacji tylko ¢, # 0 wyktadniczo zanika
czastkowej

Proces ARIMA(2,d,0) ARIMA(0,d,2)
Funkcja autokorelacji kombinacja tylko 10 i r;=0

funkcji wyktadniczych
i sinusoid ttumionych

Funkcja autokorelacji|  tylko ¢p;; # 0i o, # 0 kombinacja
czastkowej funkcji wyktadniczych
i sinusoid tlumionych
Proces ARIMA(1,d,1)
Funkcja autokorelacji wyktadniczo zanika, poczawszy od pierwszego odstepu
Funkcja autokorelacji wyktadniczo zanika, poczawszy od pierwszego odstepu
czastkowej

Zrédto: G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw czasowych: prognozowanie
i sterowanie, Paristwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, s. 178.
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Wyprowadzenie wnioskdw o przebiegu funkcji ACF i PACF
mozna przeprowadzi¢ na podstawie korelograméw - graficznie
przedstawionej funkcji korelacji. Por6wnanie wykreséw autoko-
relacji rzeczywistego szeregu czasowego i teoretycznych ksztal-
tow funkcji ACF i PACF roznych procesow ARIMA jest prostym
sposobem odrzucenia danego modelu lub pozostawienia go do dal-
szej diagnostyki.

Na rysunkach 3.2 i 3.3 pokazano przebieg funkcji ACF i PACF
dla procesu AR(1).
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Rys. 3.2. Przehieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu AR(1) ¢ >0

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 277.

Wartosci funkcji autokorelacji opadaja wyktadniczo, za$ funk-
cja autokorelacji czastkowej jest najwieksza przy opdznieniu 1
i nie wykazuje korelacji dla innych opd6Znien. Istnieje jednak za-
sadnicza réznica w przebiegu funkcji autokorelacji dla modeli
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z ¢1 <0 oraz ¢ > 0. W przypadku, gdy #; > 0 wartosci funkcji auto-
korelacji dla wszystkich opdZnien sa dodatnie, jezeli ¢; < 0 warto-
$ci zmieniajg sie naprzemienniel05,
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Rys. 3.3. Przehieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu AR(1) ¢ <0

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 277.

Dla procesu $redniej ruchomej MA(1) teoretyczna autokorela-
cja, z wyjatkiem opdznienia réwnego 1, jest zerowa. Jezeli &; > 0,
ta pojedyncza znaczgca warto$¢ jest ujemna, zas dla & < 0 dodat-
nia. PACF dla procesu MA(1) zachowuje sie podobnie do ACF
modeli AR(1). PACF opada wyktadniczo i ma wartosci ujemne,
jezeli 6, > 0, lub jezeli 6 < 0 znaki warto$ci zmieniajg sie na prze-
mian (rys. 3.4 1 3.5)10¢,

105 S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles and..., op. cit., s. 276.
106 [bidem, s. 278.
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Rys. 3.4. Przehieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu MA(1) & < 0

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 277.
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Rys. 3.5. Przehieg funkcji autokorelac;ji i autokorelacji czastkowej procesu MA(1) & <0

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 277.

Charakterystyki przebiegéw funkcji ACF i PACF dla procesow

drugiego rzedu przedstawiono ponize;j.

W wypadku modelu MA(2) funkcja autokorelacji ma duze
wartoS$ci dla opdznienia 1 i 2, a funkcja autokorelacji czastkowej
wyktadniczo lub sinusoidalnie wyktadniczo zanika. Na rys. 3.6-3.9
pokazano cztery, z wielu mozliwych ksztattow funkcji AC i PACF
proceséw $redniej ruchome;.
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Rys. 3.6. Przebieg funkcji autokorelacii i autokorelacji czastkowej procesu MA(2) & <0,
<0

Zrodto: opracowanie wasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 307.
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Rys. 3.7. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu MA(2) 6 < 0,

6>0

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 307.
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Rys. 3.8. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu MA(2) & <0,
6 >0

Zrodto: opracowanie wasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, 1998, s. 307.
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Rys. 3.9. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu MA(2) & > 0,
<0

Zrodto: opracowanie wasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 307.

Przebieg funkcji autokorelacji dla proceséw AR(2) jest lustrza-
nym odbiciem ksztattu funkcji autokorelacji czgstkowej procesow
MA(2). Z kolei modele ARMA(1,1) czesto posiadaja taki ksztatt
funkcji autokorelacji jak procesy AR(1), zas autokorelacji czastko-
wej jak MA(1).

W przypadku sezonowych modeli ARIMA charakterystyczne
ksztatty ACF i PACF z niesezonowych modeli AR i MA pojawiaja sie
tylko dla opdZnien bedacych wielokrotnoscia s. Na rys. 3.10-3.13
zilustrowano cztery, z wielu mozliwych teoretycznych przebie-
géw ACF i PACF dla danych wykazujacych sezonowo$¢ kwartalna,
tzn.s = 4.
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Rys. 3.10. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu
ARIMA(1,0,0)4 ¢ = 0,75

Zrodto: opracowanie wasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 309.
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Rys. 3.11. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu
ARIMA(1,0,0)4 ¢ = 0,75

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 309.
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Rys. 3.12. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej procesu

ARIMA(0,0,1)s 6 =

0,5

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 309.
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Rys. 3.13. Przebieg funkcji autokorelacji i autokorelacji czgstkowej procesu ARIMA(0,0,1)s
6=-05

Zrodto: opracowanie wasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 309.

Jezeli w procesie istnieje zar6wno sktadnik sezonowy, jak
i niesezonowy, do$¢ trudno odseparowac je od siebie i jedno-
znacznie okresli¢ model. Ogodlnie, wartos$ci autokorelacji rzeczy-
wistych szeregdw czasowych bardzo rzadko pasuja idealnie
do opisu teoretycznych przebiegdw funkcji autokorelacji proce-
sow AR czy MA107, W praktyce bardzo czesto wyprébowuje sie
kilka r6znych modeli i dopiero po etapie estymacji i sprawdzania

107 ], Nazarko, M. Rybaczuk, A. Jurczuk (2005), Wptyw poziomu zaktdocen loso-
wych na mozliwos¢ identyfikacji modeli ARIMA, , Taksonomia” 12, s. 238-247.
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diagnostycznego podejmuje sie ostateczng decyzjel08. Umozli-
wiaja to pakiety programoéw, takich jak: R109, Matlab110 czy SAS!11,

3.3. Estymacja parametrow modeli ARIMA

Otrzymanie efektywnych oszacowan parametrow jest kolejnym
etapem budowy modelu ARIMA. Estymacja parametréw modelu
ARIMA jest zadaniem do$¢ trudnym. Parametry modeli AR moga
by¢ szacowane metodg najmniejszych kwadratéw. W pozostatych
modelach (tzn. gdy g > 0) trzeba stosowac procedury iteracyjne
minimalizujgce sume kwadratéw reszt. Czesto wykorzystuje sie
tez metody najwiekszej wiarygodnoscill2, Nalezy pamietac
o ograniczeniach warto$ci parametréw proceséw, ktére wynikaja
z konieczno$ci zapewniania stacjonarnosci i odwracalnosci mo-
deli (o czym byta mowa w podrozdziale 3.1).

W celu okreSlenia wartos$ci poczatkowych parametrow
dla stosowanych metod iteracyjnych mozna wykorzysta¢ funkcje
autokorelacji i autokorelacji czastkowej!13.

108 S A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles and..., op. cit., s. 305.

109 R. Hyndman, Y. Khandakar (2008), Automatic time series forecasting:
the forecast package for R, ,Journal of Statistical Software” 26(3), s. 1-22,
doi: 10.18637/jss.v027.i103; T.M. Awan, F. Aslam (2020), Prediction of daily
COVID-19 cases in European countries using automatic ARIMA model, ,Jour-
nal of Public Health Research” 9(3), 1765, s. 227-233, doi: 10.4081/
jphr.2020.1765.

110 M.A. Villegas, D.]J. Pedregal (2019), Automatic selection of unobserved compo-
nents models for supply chain forecasting, ,International Journal of Forecast-
ing” 35(1), s. 157-169, doi: 10.1016/j.ijforecast.2017.11.001.

111 M.A. Villegas, D.J. Pedregal (2018), SSpace: A Toolbox for State Space Model-
ing, ,Journal of Statistical Software” 87(1), s. 1-26, doi: 10.18637/
jss.v087.i05.

112§, Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit,, s. 358-359.

113 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregow..., op. cit., s. 175.
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Dla procesu S$redniej ruchomej MA(q) funkcje autokorelacji
mozna wyrazi¢ jako114:
_ —9k+919k+1+"'+9q_k9q
Pre = 1+62+62+--+62

., k=1,2 .., q (3.48)

Podstawiajac w miejsce px ich estymatory ry i rozwiazujac g
nieliniowych réwnan otrzymuje sie wstepne oszacowania para-
metrow 6. W przypadku ogélnym réwnania (3.48) maja wiele
rozwigzan, jednak tylko jedno spetnia warunek odwracalnoscil1s.

Przy zatoZeniu, Ze badany szereg jest procesem AR oszacowa-
nia poczatkowe parametréw mozna otrzymac, wykorzystujac
réwnania autokorelacji Yule’a-Walkeral1é:

¢ — P;lpp’ (349)
gdzie:
¢4 [ 1 Pr pp—ll p1
¢ = b2 P P1 1 w Pp-2 | P2
Tt T o=
¢P Pp-1 Pp-2 - 1 J Pp

Zamieniajac teoretyczne wartos$ci autokorelacji px na autoko-
relacje prébkowe ry otrzymuje sie oszacowaniall’:

¢ = Ry'r, (3.50)
gdzie:
1 Tl Tp_l ‘r‘l
12 1 Tp—2 Ty
Rp = er =
Tp—1 Tp—2 - 1 Tp

Ogdlny algorytm otrzymywania oszacowan poczatkowych pa-
rametréow dowolnego procesu ARMA(p,q) (tzn. od (0,1) i (1,0)

114 Jbidem, s. 187.
115 ]bidem, s. 188.
116 Jbidem, s. 63.

117 ]bidem, s. 189.
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do (p,q) wtacznie) sktada sie z oszacowania parametréw autore-
gresji na podstawie autokowariancji cx!18 Gdy p > 0, rozwigzuje sie
uktad p rownan liniowych?19:

Ag = x, (3.51)
gdzie:
Aij = Cgri—jp Xi = Cqris L,j=1,2,..,p
Ck = %2?=k+1(yt -V -Y), k=0,1, .., K, K=p+gq.

Nastepnie, korzystajac z otrzymanych oszacowan ¢, oblicza
sie ciag zmodyfikowanych kowariancji cj' 120;

ci = z:?:0 z:Z=o (ﬁi(ﬁkC|j+i—k| ) p>0 (352)
] Cj! p = 0, .
dla gy = -1, j=0,1,..q.

Oszacowania poczatkowe parametréw procesu $redniej ru-
chomej mozna otrzymac, wykorzystujac procedure iteracyjna
Newtona-Raphsona!2l, Obliczajac wektor t*' w i+ 1 iteracji
na podstawie jego wartosci T* w i-tej iteracjil22:

it = g — (1), (3.53)
gdzie:
=0 T o Tlfi=Yun g f =lh fi - fil
To T1 = Tg-1 T4 Tp T1 Ty .. Ig
T = 1 T2 Tq 0 N 0 790 74 .. Tg-1
7 0 .. 0 0 0 0 0 . Tp
z warto$ciami poczatkowymi: 7y = /¢y, Ty = T, = =+ =74 = 0.

118 Ibidem, s. 202.
119 Ibidem, s. 493.
120 Ibidem, s. 494.
121 Ibidem, s. 203.
122 Jbidem, s. 494.
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W przypadku, gdy |f]| <g j=0,1, .., qdlazadanejwar-
tosci eprocedure iteracyjnag uwaza sie za zakonczong, a oszaco-
wania parametréw otrzymuje sie z koncowej wartosci 7123:

A _Q .
0; = o j=1,2, .., q. (3.54)
W modelach ze statg, jej poczatkowa warto$¢ mozna wyliczy¢,
korzystajac ze wzorulz4;
= [0 BB) 2>

3.55
7, =0, (3.55)

gdzie: Y - $rednia szeregu stacjonarnego.
W tabeli 3.4 zamieszczono wstepne oszacowania parametrow
pieciu podstawowych modeli ARIMA.

Tabela 3.4. Przyblizone oszacowania parametréw procesow Sredniej ruchomej i proce-
sow autoregresji rzedu pierwszego i drugiego

Model ARIMA(1,d,0) ARIMA(0,d,1)
Wstepne - _ -0,
o0szacowania $1=n T a2

Model ARIMA(2,d,0) ARIMA(0,d,2)
Wstepne .= r(1—17) . -6,(1-6,)
oszacowania U1 YT 1462462

3 r, — 1 -0,
= Ty = ——%=5
21— ‘1402402
Model ARIMA(1,d,1)
Wstepne _ (1-0:¢,)(¢1 - 6,) R
. n= 2 = T, =11
oszacowania 1+ 62 — 24,6,

Zrédto: G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw czasowych: prognozowanie
i sterowanie, Paristwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, s. 178.

123 Ibidem, s. 494.
124 Tbidem, s. 494.
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Oszacowane wstepne wartos$ci parametréw sg podstawg usta-
lenia wartosci optymalnych w procedurach iteracyjnych!?. Pro-
blem estymacji parametréw jest tematem wielu publikacji nauko-
wych (poruszajg go miedzy innymi: Caines i Rissan!2é, Gardner
Harvey i Phillips!2?, Lindquist!28). Rézne podejscia, jako wstep
do prezentacji wtasnego rozwigzania, cytujg Mélard, Roch i Saidi!29.
Gléwna trudnosciag jest okreslenie poczatkowych warto$ci (szcze-
goblnie reszt w modelach MA, gdyz w wypadku AR mozna ewentu-
alnie skréci¢ szereg). Iteracyjny algorytm mozna odnalezé
w pracy Cieslak130, gdzie przedstawiony jest algorytm Marqu-
ardta!3l, W programie Statistica, ktéry wykorzystano w kolejnym
rozdziale do zaprezentowania prognozowania opartego na mode-
lach ARIMA zaimplementowane sg metody: przyblizona Mcleoda
i Salesal32 oraz doktadna Mélarda?3s3.

1

N

5 M. Cieslak (red.) (2011), Prognozowanie gospodarcze..., op. cit., s. 122.

126 P.E. Caines, . Rissanen (1974), Maximum likelihood estimation of parameters
in multivariate Gaussian stochastic processes, ,JEEE Transactions on Infor-
mation Theory” 20, s. 102-104, doi: 10.1109/TIT.1974.1055155.

127 G. Gardner, A.C. Harvey, G.D.A. Phillips (1980), An algorithm for exact maxi-
mum likelihood estimation of autoregressive-moving average models
by means of Kalman filtering, ,Journal of the Royal Statistical Society” C, 29,
s.311-322, doi: 10.2307/2346910.

128 A, Lindquist (1974), A new algorithm for optimal filtering of discrete time sta-
tionary processes, ,SIAM Journal on Control and Optimization” 12,
s. 736-746, doi: 10.1137/0312057.

129 G. Mélard, R. Roch, A. Saidi (2006), Exact maximum likelihood estimation
of structured or unit root multivariate time series models, ,Computational Statis-
tics & Data Analysis” 50(11), s. 2958-2986, doi: 10.1016/j.csda.2005.06.009.

130 M. Cieslak (red.) (2011), Prognozowanie gospodarcze..., op. cit, s. 129.

131 D.W. Marquardt (1963), An Algorithm for Least-Squares Estimation of Nonlin-
ear Parameters, ,Journal of the Society for Industrial and Applied Mathemat-
ics” 11(2), s. 431-441, doi: 10.1137/0111030.

132 AL Mcleod, P.R.H. Sales (1983), An Algorithm for Approximate Likelihood
Calculation of Arma and Seasonal Arma Models, ,Journal of the Royal Statis-
tical Society: Series C (Applied Statistics)” 32(2), s. 211-223,
doi: 10.2307/2347301.

133 G. Mélard (1984), A fast algorithm for the exact likelihood of autoregressive-

moving average models, ,Journal of the Royal Statistical Society: Series C

(Applied Statistics)” 33(1), s. 104-114, doi: 10.2307/2347672.

87



Diagnostyka zbudowanych modeli ARIMA moZe opiera¢ sie
na analizie reszt. Jezeli model zostat dobrze dobrany, to wartosci
reszt modelu é; wraz ze wzrostem dtugosci szeregu powinny zbli-
zac sie do biatego szumu e;. Badanie reszt modelu moze wiec wy-
kry¢ istnienie i wskaza¢ charakter nieadekwatnos$ci modelu.
Szczegblnie, dostrzezony ksztatt estymowanej funkcji autokorela-
cji reszt é; moze wskazywac na konieczno$¢ przeprowadzenia od-
powiedniej modyfikacji modelu?3+.

Jezeli znane sg prawdziwe warto$ci parametrow ¢ i 0, esty-
mowane autokorelacje szeregu e, beda nieskorelowane i beda po-
siada¢ w przyblizeniu rozktad normalny o $redniej rownej 0 i bte-
dzie standardowym n~/2 (n - liczba obserwacji w szeregu).
W praktyce nie sg znane prawdziwe warto$ci parametréw, a jedy-
nie estymatory (¢, 8), na podstawie ktérych mozna obliczy¢ é,.
Dlatego tez wykorzystanie n~/2 jako btedu standardowego dla &,
moze prowadzi¢ do niedocenienia istotnosci odchylen auto-
korelacji od zera przy matych odstepach, ale mozna stosowac je
dla $rednich i duzych odstepdw?3s.

Na rys. 3.14 pokazano przedziaty jednego i dwdch btedéw
standardowych dla duzej prébki w przypadku procesu autoregre-
sji oraz $redniej ruchomej rzedu pierwszego.

0 "
-2Nn

Rys. 3.14. Granice btedéw standardowych dla autokorelacji reszt procesu AR(1) ¢ = 0,3
oraz MA(1) 6,=0,3

Zrédto: G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregéw czasowych: prognozowanie
i sterowanie, Paristwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, s. 292.

134 G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1983), Analiza szeregow..., op. cit,, s. 290.
135 ]bidem, s. 291.
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W praktyce, do oceny autokorelacji okresla sie poziom praw-
dopodobienistwa, z ktérym badane autokorelacje reszt powinny
sie znalez¢ pomiedzy wartoSciami granicznymi 1,y ¢yczne = +z/\n
(z - warto$¢ krytyczna standaryzowanego rozktadu normalnego).
Przedzialy te narysowane na korelogramach pozwalajg szybko
rozpozna¢ sytuacje, w ktorej szereg reszt rézni sie od biatego
szumu.

W wyborze najlepszego modelu sposréd kilku alternatywnych
z r6zng liczbg parametréw moze pomoc tez graficzna prezentacja
wartosci AIC (ang. Akaike’s Information Criterion). Wielkos$¢ ta de-
finiowana jest jako13¢:

AIC = =2InL + 2m, (3.56)
gdzie:
m - liczba estymowanych parametrow (m=p +q+ P+ Q),
L - funkcja najwiekszej wiarygodnoSci.

Wskaznik AIC dostarcza informacji o jakos$ci dopasowania roz-
nych modeli dla tych samych danych, biorac pod uwage liczbe pa-
rametrow modelu, tzw. ,kare” (ang. penalty). W przypadku, gdy
nie jest znana warto$¢ funkcji L, wygodnym sposobem na oblicze-
nie AIC jest aproksymowanie jej wartosci zgodnie ze wzorem137;

AIC =~ n(1 + In(2m)) + nlné? + 2m, (3.57)
gdzie:

6% - wariancja reszt modelu,

n - liczba obserwacji w szeregu.

Poniewaz dla tych samych danych: n(1 + In(27)) ma iden-
tyczng warto$¢ dla wszystkich modeli, ten czton rownania czesto
jest pomijany138, Niekiedy wariancje reszt we wzorze (3.57) zaste-
puje sie suma kwadratow reszt!39. Na rys. 3.15 pokazano

136 S, Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit., s. 361.

137 Ibidem.

138 [bidem.

139 S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles and..., op. cit., s. 735.
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hipotetyczny przebieg takiej funkcji zbudowanej z wartosci AIC
dla modelu, w ktorym wystepuje zaréwno proces Sredniej rucho-
mej MA(q) oraz autoregresji AR(p),a 0 <p, q <2.

350
5 330
310
0 1 2
q
_p:O ------ p:'] ——p:2

Rys. 3.15. Wykres wartosci AIC dla hipotetycznych modeli, w ktérych 0 <p, q<2

Zrédto: R.M. Heiberger, P. Teles (2002), Displays for Direct Comparison of ARIMA Models,
,The American Statistician” 56(2), s. 134.

Wartos$¢ AIC interpretuje sie tylko poprzez zestawienie jej
z warto$ciami tego wspétczynnika dla innych modeli dla tych
samych danych. Najlepszy model to taki, ktéry ma najmniejsza
warto$¢ AIC. Z tym, Ze réznica w wielkoSci 2 lub mniejsza nie ma
znaczenia - mozna wybraé model badz prostszy, badz lepiej dopa-
sowany do danych!40, Przedstawione narys. 3.15 wartosci AIC
modelu z g = 1 s3 mniejsze niz w przypadku, gdy q = 2. Dodatkowo,
gdy g = 1, AIC jest niemal identyczna, niezaleznie od ztoZonosci
procesu autoregresji. Wnioskowa¢ wiec mozna, ze w tym hipote-
tycznym modelu tylko jeden parametr Sredniej ruchomej jest nie-
zbedny.

140 S, Makridakis, S.C. Wheelwright, R.J. Hyndman (1998), Forecasting. Methods
and..., op. cit, s. 362.
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Wykorzystywane jest tez Bayesowskie kryterium informa-
cyjne Schwartza (BIC, ang. Bayesian Information Criterion, SBC
ang. Schwartz Bayesian Criterion)!41:

BIC = mIn(n) — 2In(D). (3.58)

Kryterium poréwnania réznych modeli ARIMA mogg by¢ tez
btedy: Srednia warto$¢ modutu bledu (btad przecietny, ang. mean
absolute error), Sredniokwadratowy btad (ang. root mean squared
error) czy przecietny procentowy blad (ang. mean absolute per-
centage error)!42, ktére zostaly oméwione w poprzednich cze-
Sciach podrecznika Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsiebior-
stwem. W ocenie modelu ARIMA szczegdlnie czesto wykorzystuje
sie standardowy biad oceny modelu:

A 1 n N

Ok = (7oa =18t (3.59)

gdzie: é; - reszty modelu.

Blad ten jest tez wykorzystywany do wyznaczenia wariancji
oceny parametréw i oceny ich istotnosci. Ogdlnie, im mniejsza
warto$¢ btedéw, tym lepsze dopasowanie modelu do danych.

W celu sprawdzenia losowosci reszt modelu mozna zastoso-
wac test statystyczny zaproponowany przez Ljunga-Boxa, bedacy
rozszerzeniem statystyki Boxa Pierce’a, omowiony w rozdziale
pierwszym. Weryfikowana jest hipoteza Ho: reszty sa niezalezne,
w stosunku do Hi: reszty nie sg niezalezne. W wypadku reszt sta-
tystyka ma warto$¢143:

141 K.P. Burnham, D.R. Anderson (2004), Multimodel Inference: Understanding
AIC and BIC in Model Selection. ,Sociological Methods Research” 33(2),
s.261-304, doi: 10.1177/0049124104268644.

142 R]. Hyndman, G. Athanasopoulos (2018), Forecasting: principles and prac-
tice, 2nd ed., OTexts, Melbourne, Australia. Section 3.4 Evaluating forecast
accuracy, https://otexts.org/fpp2/accuracy.html.

143 D, Witkowska, D. Zebrowska-Suchodolska (2008), Badanie efektywnosci
GPW na przyktadzie wybranych indeksow: test autokorelacji, ,0economia”
7(4),s.155-162.
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Qr = n(n+2) X, @_’2‘ , (3.60)

gdzie: o2 = M K - liczba uwzglednianych autokorelacji.

tek+16F

Przypominajac, warto$¢ krytyczna pochodzi z asymptotycz-
nego rozktadu y2 z K-p-q stopniami swobody. W przypadku
Qx < xZ nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej przy za-
danym prawdopodobienstwie c.

Jezeli model jest poprawny mozna zastosowac go do progno-
zowania. Prognozg realizacji procesu stochastycznego ARMA(p,q)
w okresie t+i jestl44:

Y =E [?ﬁlYt—Hi +oeet ’éjpyt—p+i +eg—0re gy =
— Dger—qui| (3.61)

Prognozowanie na podstawie modelu ARIMA polega na pod-
stawieniu do zbudowanego modelu odpowiednich wartosci
za Yi1, Yo, ..., Yep Oraz e.1, €w2, ..., €q. Prognozy wyznacza sie
rekurencyjnie.

Kluczowe zagadnienia:
model autoregresji, model sredniej ruchome;,
model autoregresji i Sredniej ruchomej,
zintegrowany model autoregresji i $redniej ruchomej
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4. PROGNOZOWANIE OPARTE
NA MODELACH ARIMA

4.1. Wprowadzenie do modelu prognozy

Przedstawione w poprzednich rozdziatach modele klasy ARIMA
moga by¢ w efektywny spos6b zastosowane do prognozowania
stacjonarnych szeregéw czasowych, w ktérych wystepuja kombi-
nacje roznych sktadowych (wahania przypadkowe, staty $redni
poziom, trend, wahania sezonowe i cykliczne). Podstawa sporza-
dzania prognozy jednokrokowej jest model (3.1) przeindekso-
wany dla czasu t+1:

Y41 = fYVer1-ro €cra1-l + €4,k >0, (4.1)
gdzie:
Y'++1- warto$¢ prognozowana zmiennej w momencie lub okresie
t+1,
Y: - warto$¢ zmiennej w momencie lub okresie ¢,
e: - wahania przypadkowe w momencie lub okresie t.

Zalezno$¢ (4.1) dotyczy prognozy jednokrokowej sporzadza-
nej w czasie t (po uzyskaniu obserwacji Y;) dla czasu t + 1. Wyzna-
czona w ten sposéb wartos¢ prognozowana Y*;. 1 moze by¢ wyko-
rzystana do wyznaczenia kolejnej prognozy Y’; . » (dwukrokowej),
przy przyjeciu zatozenia, ze Y;+ 1= Y+ 1. Wykonujac powyzsze po-
stepowanie iteracyjnie mozna wyznacza¢ prognozy dla kolejnych
przyszlych warto$ci zmiennej na i krokéw w przod.

Ogolny model autoregres;ji i Sredniej ruchomej ARMA(p,q) opi-
sany zaleznoscia (3.10) mozna po przeindeksowaniu dla czasu
t + i zapisac¢ do celéw prognostycznych nastepujaco:

Yii=oYeant o+ oY prite—018 14—~

~

- eqét—qﬂ': (4.2)
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przy czym:

Yi_x+i - warto$érzeczywista szeregu lub oszacowana modelem
w krokach poprzednich,

€i_r+i — wartoSC rzeczywista btedu lub oszacowana modelem
w krokach poprzednich.

Podobnie mozna przeksztatci¢ scatkowany model autoregresji
i $redniej przedstawiony réwnaniem (3.29). Na przyktad, w wy-
padku modelu ARIMA(1,1,1), tj. Y; = (1 + ¢p1)Ye1 — P1Yin +
+e; — 01e,_1, prognozy na kolejne okresy bedg wyznaczane itera-
cyjnie, korzystajac z wartosci obserwowanych lub oszacowanych
tym modelem w krokach poprzednich:

Yy = (1 + $1)Yt — $1Yeo1 — Oref, (4.3)
Yz = (1+ ¢1)Vi — P1Ye — Oiefi, (4.4)
Yiys = (1 + ¢A’1)Yt*+2 - ¢A’1Yt*+1 - éle;+2- (4.5)

W podanych zalezno$ciach problematyczne jest wyznaczenie
pierwszych reszt modelu. Jednym z rozwigzan jest skorzystanie
z tak zwanego prognozowania wstecznego, ktére wykorzystuje
fakt, ze charakterystyki stacjonarnego procesu pozostajg stale bez
wzgledu na kierunek osi czasu!#s. Tym samym model ARMA:
¢(B)Y, = 6(B)e, mozna zapisa¢ wykorzystujac operator przesu-
niecia w przéd F, tj.: F/Y, = Yi4j, otrzymujgcte:

P(FIYe = 6(F)et, (4.6)
gdzie:
¢(F) = (1— ¢ F — ¢,F? —---— ¢,FP) - operator autoregre-
syjny rzedu p,
0(F) = (1—6,F —0,F> —---—§,F9) - operator $redniej ru-

chomej rzedu g,
e{ - proces biatego szumu o wariancji 062, = od?.

145 M. Cie$lak (red.) (2011), Prognozowanie gospodarcze..., op. cit., s. 128.
146 [bidem.
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Wartosci Y, Y4, Y;_, i wczedniejsze moga zostac obliczone
na podstawie znanych wartosci procesu za pomoca przeksztatco-
nego rownania (4.6) do postacil47:

Ve =1V + dpVeiq + -+ dp¥eup +ef — O1e(4g — - — Ogeisg.
(4.7)

Natomiast reszty jako:

el =Y, — 1V — P Viiq — = PpVyp + O1e(1q + -+ Oge4q.
(4.8)

Na przyktad, rozwazajac wspomniany model ARIMA(1,1,1)
za pomoca operatoréw przesuniecia wstecz i w przéd mozna za-
pisa¢ odpowiednio:

(1-¢.B)1-B)Y,=(1-6,B)é, (4.9)
oraz

(1-¢F) A= F)Y, = (1—6,F)e;. (4.10)

Wzory (4.9) i (4.10) sa réwnoznaczne z zapisem:

é = ?t - (1 + ¢A’1)?t—1 + @117}—2 + élét—l (4.11)
oraz

e =Y, — (1+ @) us + P1Viiz + 0ref4s. (4.12)

Spos6b postepowania przy prognozowaniu szeregéw czaso-
wych oparty na modelach klasy ARIMA zaprezentowano w postaci
diagramu na rys. 4.1. Uszczeg6tawia on przedstawione w roz-
dziale trzecim na rys. 3.1 etapy budowy modelu oraz podsumo-
wuje opisane w poprzednich rozdziatach informacje.

147 Jbidem.
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Rys. 4.1. Prognozowanie oparte na modelach ARIMA

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: S.A. DeLurgio (1998), Forecasting Principles
and Applications, Irwin/McGraw-Hill, s. 332.
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Budowa modelu prognostycznego ARIMA jest procesem cze-
sto wymagajgcym powtdrzen, cofania sie do wykonanych juz eta-
poOw, porownywania otrzymywanych wynikéw148, Rozpoczyna sie
od analizy szeregu czasowego, co obejmuje okreslenie czynnikow
ksztattujacych proces stochastyczny, wyodrebnienie sktadowych
szeregu, eliminacje obserwacji odstajacych nietypowych, ktore
moga zaburzy¢ ocene zmiennoS$ci szeregu i jako incydentalne,
z matym prawdopodobienistwem, w jakim$§ wariancie powtérza
sie w przysztosci. Kolejnym bardzo istotnym etapem jest ewentu-
alna transformacja szeregu do postaci stacjonarnej. Obejmuje ona
zaro6wno operacje stabilizujagce wariancje, jak i Srednia. Niekiedy
potrzebne jest zastosowanie réznych transformacji lub wielo-
krotne réznicowanie szeregu. Na diagramie ilustrujg to petle: Sta-
cjonarny ze wzgledu na wariancje? oraz Stacjonarny ze wzgledu
na sredniq? Wybér modelu tylko na podstawie funkcji autokorela-
cji i autokorelacji czastkowych nieraz jest problematyczny, gdyz
przebiegi korelogramdéw rzeczywistych szeregéw czasowych nie-
jednokrotnie dosy¢ znacznie réznig sie od charakterystyk teore-
tycznych. Proces wyboru adekwatnego modelu wymaga czesto
poréwnania kilku wstepnie okre$lonych modeli. Moze tez doko-
nywac sie drogg eliminacji, co odzwierciedla zestaw pytan testo-
wych na diagramie. Parametry modelu, oszacowane wybranym
algorytmem optymalizacji, musza spetnia¢ warunki stacjonarnosci
i odwracalno$ci modelu oraz by¢ statystycznie istotne. Ponadto
model powinien ujmowa¢ wszystkie systematyczne skladowe
szeregu. W celu sprawdzenia tego warunku przeprowadza sie test
losowosci szeregu reszt, ktéry moze obejmowac zaréwno wizua-
lizacje szeregu reszt, autokorelacji i autokorelacji czastkowej,
ale tez testy statystyczne. W wyborze wiasciwego modelu, z kilku
rozwazanych, pomocne moga by¢ wartosci kryterium informacyj-
nego. O dopasowaniu modelu do danych $wiadcza btedy prognoz
wygastych (wariancja reszt). Model powinien przejs¢ tez weryfi-
kacje merytoryczng, ttumaczy¢ badane zjawisko, co na diagramie

148 ] Fattah, L. Ezzine, Z. Aman, H. El Moussami, A. Lachhab (2018), Forecasting
of demand using ARIMA model, ,International Journal of Engineering Busi-
ness Management” 10, s. 1-9, doi: 10.1177/1847979018808673.
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wyrdznione jest jako ostatnie pytanie sprawdzajace: Eksperci zga-
dzajq sie z zatoZzeniami, modelem, prognozq?

Prognozowanie za pomoca modelu ARIMA mozna wykonaé
za pomocg wielu programéw komputerowych. Na budowe modelu
i prognozowanie pozwalajg pakiety statystyczne, takie jak: R149
(R jest projektem opartym o licencje GNU GPL), SAS!5° (dostepny
bezptatnie dla studentéw w ramach licencji SAS University Edition
lub OnDemand for Academics [stan na 2.12.2021]), Matlab!5!
(wdrozony i dostepny dla studentéw na bardzo wielu uczelniach
akademickich), SPSS152, Mathematicals3, ale tez dodatki do MS Excela,
np. XLSTAT?54. Przyktady zastosowania algorytmu przedstawiono
z wykorzystaniem pakietu Statistica 13 (dostepny dla studentéow
wramach licencji akademickiej). Za pomoca programu mozna
przej$¢ wszystkie etapy budowy prognozy, rozpoczynajac od wstep-
nej eksploracji danych, poprzez budowe modeli i ich weryfikacje,
a konczac na obliczeniu warto$ci prognozy?5s.

4.2. Przyktady budowy prognoz
4.2.1. Niesezonowy model ARIMA(0,2,1)

Pierwszy przyktad dotyczy opracowania prognozy zuzycia energii
pochodzacej ze Zrédet odnawialnych na $wiecie — OZE (wiatru,
promieniowania stonecznego, wody, biomasy, energii geotermal-
nej oraz innych) na podstawie danych historycznych z lat
1965-2020. Dane pochodza z serwisu internetowego Our World

149 CRAN: https://cran.r-project.org/ [2021-12-12].

150 SAS: https://www.sas.com/pl_pl/home.html [2021-12-12].

151 MATHWorks: https://uk.mathworks.com/ [2021-12-12].

152 SPSS Polska: https://spss.pl/ [2021-12-12].

153 WOLFRAM: https://www.wolfram.com/mathematica/ [2021-12-12].

154 XLSTAT: https://www.xlstat.com/en/ [2021-12-12].

155 E. Chodakowska (2002), Zastosowanie pakietu STATISTICA w prognozowa-
niu na podstawie szeregow czasowych, ,Zeszyty Naukowe Politechniki Biato-
stockiej. Ekonomia i Zarzadzanie” 7, s. 77-86.
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in Data i sg dostepne pod adresem: https://ourworldindata.org/
grapher/modern-renewable-energy-consumption?country=~0OWID
_WRL [2.12.2021]. Szereg czasowy przedstawiono w tabeli 4.1.
W celu przeprowadzenia analiz dane pobrane z serwisu zapisano
w arkuszu programu Statistica (rys. 4.2).

Tabela 4.1. Zuzycie energii pochodzacej ze Zrédet odnawialnych na $wiecie w terawato-
godzinach (TWh)

t | Rok |Konsumpcja| t | Rok | Konsumpcja| t | Rok |Konsumpcja| t | Rok | Konsumpcja
energii energii energii energii
[TWh] [TWh] [TWh] [TWh]

1965 941,183 | 15(1979| 1741,365 | 291993 | 2482,805 | 43|2007 | 3552,429
1966 1003,623 | 16(1980| 1781,048 | 30{1994| 2505,030 | 44|2008| 3805,907
1967 | 1025,729 | 171981 1822,069 | 31{1995| 2640,898 | 452009 | 3888,276
1968| 1081,409 | 18(1982| 1862,298 | 32(1996| 2680,974 | 46(2010| 4196,936
1969 | 1145,001 | 19(1983| 1945,823 | 331997 | 2740,197 | 47|2011| 4409,302
1970| 1200,341 | 20({1984| 2017,436 | 34{1998| 2772,457 | 48|2012| 4717,686
1971 1254,944 | 21(1985| 2057,643 | 35(1999| 2805,202 | 49(2013| 5041,431
1972| 1314,507 | 221986 | 2092,305 | 362000 2870,476 | 50(2014| 5308,287
1973 | 1335,094 | 23(1987| 2125,555 | 37|2001| 2815,481 | 51(2015| 5519,439
10{1974| 1465,224 | 24|1988| 2193,343 | 38|2002| 2892,232 |52|2016| 5869,965
11{1975| 1483,373 | 25/1989| 2194,831 |39|2003| 2910,627 |53|2017| 6246,874
12|1976| 1481,596 | 26|1990| 2279,930 | 40|2004| 3144,044 |54/2018| 6655,333
13|1977| 1532,234 | 271991 2336,021 |41|2005| 3279,194 |55|2019| 7017,106
14/1978| 1657,358 | 28|1992| 2345,248 | 42|2006| 3437,884 | 56|2020| 7443,809

O I Nl W[N] —=

=)

Zrédto: opracowanie wtasne danych z serwisu Our World in Data, dostepnych pod adresem:
https://ourworldindata.org/grapher/modern-renewable-energy-consumption?country=
~OWID_WRL [2.12.2021].

Efektem wzrostu znaczenia zréwnowazonej energii sg zmiany
w branzy energetycznej i ciaglty wzrost produkcji energii ze Zrédet
odnawialnych. W latach 1965-2003 obserwowany byt wzrost zu-
zycia ,zielonej energii” o ok. 3% rocznie. Znaczne przy$pieszenie
produkcji z wykorzystaniem OZE nastgpito od roku 2004, wyno-
sz3c przecietnie 5,5% rocznie.
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Rys. 4.2. Pakiet Statistica — arkusz danych
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Do budowy modelu ARIMA, tj. weryfikacji stacjonarnosci,
transformacji zmiennych, atakze estymacji parametréw stuzy
w programie Statistica modul dostepny poprzez: I.S‘tatystyka
9|Modele zaawansowaneDISzeregi czasowe I prognozowanie
(rys. 4.3).

Statystyka Data Mining Wykresy Narzedzia Dane

gl ﬁsieci neuronowe  BaKz

I~ 5 -
e Rozklady i | Was 0Ogélne modele liniowe

symulagja Uogélnione modele liniowe i nieliniowe

Interakcyjny konstruktor modeli >
| Ogéine modele regresji

il Modele c h najmniejszych

NIPALS

Komponenty wariancyjne

Analiza przezycia

|8} Modele proporcjonalnego hazardu Coxa
Estymacja nieliniowa

Linearyzowana regresja nieliniowa

éx? Analiza log-liniowa

Szeregi czasowe i prognozowanie

%g Modele réwnan strukturalnych

Rys. 4.3. Pakiet Statistica — menu Szeregi czasowe i prognozowanie
Zrédto: opracowanie whasne.
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Prognozowanie na podstawie modeli ARIMA rozpoczyna sie
od wstepnej eksploracji danych, ktére w wypadku modeli ARIMA
oznacza ocene ksztaltowania sie szeregu czasowego. Obejmuje
ona przede wszystkim wizualizacje zaré6wno samego szeregu, jak
i jego funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowej. Wywotane

poleceniem |.5‘2eregi czasowe i prognozowanie| okno |Analiza szere-

gow czasowych| (rys. 4.4), umozliwia dostep zaréwno do wstepnej
analizy szeregu i jego transformacji, tj. |0K (przeksztatcenia, auto-l

Ikorelacje, korelacje wzajemne, Wykresy)l, jak i estymacji modelu
ARIMA: ARIMA i funkcja autokorelacjil.

Analiza eksploracyjna
B Analiza szeregow czasowych: Arkuszl sta / X

B Zmienne  Zmnl “\3 oK je wzajemne, wykresy) ]

Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmienne) (szeregu) Anuluj

Zmn1
B opce ~

Wos | &

Liczba zapamigtanych przekszt dla 1zmn. 3 g ] u & mionn
(¢ Anatzy (np.

pracprowadzone na podiwictone; zmennci
Praekaziscons zmeans 2 w Avy
Zabezpeczyé zmenna przed 7 Zabezpecz

Podstawows | Brakujace dane

I B ARIMA i funkcja autokorelacji B Dekompozycja sezonowa (Census 1)

B A szeregow. B X1y (c 2 miesigczna B3 Kwartaina

B Myrownywanie wykiadnicze i prognozowanie |3 Analza z uwzglednieniem opoinien

Analiza Foutiera (widmowa)

Estymacja i weryfikacja modelu
Rys. 4.4. Pakiet Statistica — okno Analiza szeregéw czasowych
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Widok okna |Przeksztaicenia zmiennych| pokazano narys. 4.5.
Wykreslenie przebiegu zmiennej dostepne jest z poziomu za-

ktadki poprzez wybor opcji . Otrzymany szereg
przedstawiono na wyKkresie na rys. 4.6.
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Przeksztalcenia zmiennych: Arkusz1.sta ? X

{r  OK(przeksztal¢ wybrany szereg)

Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmienne (szeregu) Anuluj
ZMN1
B Opce ~
GE  Grupami
Liczba zapamigtanych przekszt dla1zmn: 3 #  Zapiszzmienne Usufi

x=fix) | Wygtadzanie | x~fixy) | Przesunigcie | Réznice. sumy | Fourier | Przeglad | Autokorelacje | Statystyki opisowe

B Pregladaj podéwietiong zmienng Kragl || ~Oznaczpunkty
(O Nazwami przypadkow

B  Pregladajwiele zmiennych ) Kresl © Mo peypad
[)  Kresldwie zmienne (listy) z réznymi skalami (O Daty. ze zmiennej
BKes o leardym @ Zmienna: | brak
8] V:)y:vne:a; L pé&b‘;: ODSB":C’I B (O Kolejnymi ca tkowitymi

() Skaluj rgcznie 0§ X na wykresach (min. krok)

Min= [1 B Krok= [1 B

Rys. 4.5. Pakiet Statistica — okno Przeksztatcenia zmiennych (Przeglad)
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 4.6. Szereg zuzycia energii pochodzacej ze Zrédet odnawialnych na $wiecie w pro-
gramie Statistica

Zrédto: opracowanie whasne danych z serwisu Our World in Data, dostepnych pod adresem:
https://ourworldindata.org/grapher/modern-renewable-energy-consumption?country=~
OWID_WRL [2.12.2021].
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Analiza ksztattu krzywej wskazuje, Ze gtéwng cecha charakte-
ryzujaca szereg jest trend. Niestacjonarno$¢ ze wzgledu na $red-
nig potwierdzaja ksztatty funkcji autokorelacji iautokorelacji
czastkowej przedstawione na rys. 4.8 (wolne, liniowo zmniejsza-
jace sie wartosci ACF i pojedyncza duza warto$¢ PACF). Otrzy-
mano je, wybierajac zaktadke ﬁutokorelacje w oknie dialogowym

|Przeksztafcenia zmiennych| i szacujac kolejno

i |Autokorelacje czqstkowel (rys. 4.7).

Przeksztalcenia zmiennych: Arkusz1.sta ? X

OK (przekszta ¢ wybrany szereg)

Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmiennej (szeregu) Anuluj
L ZMN1
N Opcje ~
SF  Grupami
Liczba zapamigtanych przekszt dla 1zmn. ”i_lg B Zapiszzmienne Usuf
x=fix) | W | x=fixy) | P | Réznice. sumy | Fourier | PrzeglquIalyslykn opisowe
Autokorelacje i korelacje wzajemne Wykres rozrzutu z szeregiem opdznionym
B Auokorlace || Ao, g@ [ Wykres rozrzutu 2W
(8 Bledy standardowe biatego szumu Ly Wykres rozrzutu 3W
I ] Autokorelacje czastkowe I Kres| Zmienna z opoz 1 B

& Korelacje wzajemne [: Opisz punkty na wykresach rozrzutu

Opénienie: 15 g

——

Rys. 4.7. Pakiet Statistica — okno Przeksztatcenia zmiennych (Autokorelacje)
Zrodto: opracowanie whasne.
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Funkcja autokorelacji

ZMN1
(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)
OpdéznKor. S.E Q p
1 +.911 .1301 49.01 .0000
2 +.827 .1289 ‘ 90.19 0.000
3 747 a217 124.4 0.000
4 +.672 .1265 ‘ 152.6 0.000
5  +.603 .1253 ‘ % 175.8  0.000
6  +.539 .1241 1946 0.000
7 +476 1228 ‘ 200.7 0.000
8  +417 1216 \ %I 21.4 0.000
9  +.362 .1203 230.5 0.000
10  +.314 .1190 ‘ 237.4 0.000
11 +269 1177 \ 227 0.000
12 +.230 .1164 ‘ 246.6 0.000
13 +191 .1151 [ 249.3 0.000
14 +158 1137 L %13 0,000
15 +127 .1124 ! ]! 252.5 0.000
0 0
-1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 —— przedziat ufnosci
b)
Funkcja autokorelacji czastkowej
ZMN1
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
Opéin Kor. S.E
1 4911 1336 .|
2 -014 1336 |
3 -027 1336 1
4 -010 .1336 |
5 -011 .133%6 I
6 -010 .1336 |
7 -033 .13% 0]
8 -020 .133%6 [
9 -009 .1336 I
10 +003 1336 |
1 -018 1336
12 +003 .1336 |
13 -030 .13 0
14 +007 .1336 I
15 -015 .133 1
0
-1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziat ufnosci

Rys. 4.8. ACF (a) i PACF (b) szeregu zuzycia energii pochodzacej ze 7rédet odnawialnych
na $wiecie

Zrédto: opracowanie whasne danych z serwisu Our World in Data, dostepnych pod adresem:
https://ourworldindata.org/grapher/modern-renewable-energy-consumption?country=
~OWID_WRL [2.12.2021].

Whnioskowanie o stacjonarno$ci wariancji w wypadku tych da-
nych, na podstawie wizualizacji danych bez wczesniejszego usu-
niecia trendu, jest utrudnione. Na niestacjonarno$¢ wskazuje
rézne tempo wzrostu wartosci szeregu. W celu formalnego spraw-
dzenia, czy szereg jest niestacjonarny ze wzgledu na wariancje
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wykonano testy Levene’a oraz Browna-Forsythe’a. Testy, przywo-
lujgc informacje z rozdzialu drugiego, weryfikuja hipoteze Ho: wa-
riancje w grupach sa réwne, wobec hipotezy alternatywnej Hy: nie
sa rowne. Zaobserwowane przys$pieszenie wzrostu wartosci sze-
regu na poczatku lat 2000 moze by¢ podstawa do podziatu obser-
wacji na dwie réwnoliczne grupy po 28 obserwacji. Do arkusza
dodano zmienng grupujaca, przyjmujacg wartosci 1 dla obserwa-
cjiod 1 do 281 2 dla obserwacji od 29 do 56 (rys. 4.9). Nalezy pod-
kresli¢, ze wartos$ci zmiennej grupujgcej nie majg znaczenia, moga
by¢ takze etykietami, gdyz stuzg tylko wskazaniu obserwacji nale-
zacych do poszczeg6lnych grup.

1025.7292|
1081.4091
59| 11450012
1200.3408

1254.9442,

1741.3645
980| 1781.0483

~1862.2980
1945.8231]
2017.4358]
2057.6430
2092.3048]
21255552
21933435
9| 2194.8312

2279.9297
2336.0213
23452479
2482.8048
2505.0304
2640.8978
2680.9744
2740.1965

Rys. 4.9. Pakiet Statistica — arkusz danych wraz ze zmienng grupujaca
Zrédto: opracowanie whasne.

Test Levene’a oraz Browna-Forsythe’a jest udostepniony
w module |Statystyki podstawowe| poprzez |Przekr0je, prosta|

EINOVA (rys. 4.10).
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“ Podstawowe  Edya  Widok  Wstaw  Format | Statystyka | DataMining  Wykresy  Skoroszyt

: - .@E [FHModele zaawansowane ™ $E§Sieci neuronowe B3 Karty kontrolne~ [ifijAnaliza procesu
szl i oAl

[k wietowymiarowe » BiPLs. PeA . Fiwielowymiarowe ¥ DOE
Statystyki  Regresia ANOVA Nieparametryczne Dopasowanie Rozkiady i o P
podstawowe wieloraka rozkladu  symulaga I\M"Iﬂ mocy testu }MW\C ZBpredykeyine o Mszest Sigma~
Podstawowe Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemysiowe
Statystyki podstawowe
725 Statystyld podstawowe i tabele: Arkusz1.sta ? X
Uruchamia Statystyki podstawowe/Tabele
Podstawowe | o -
B OK |
4 Statystyki opisowe —_
B Macierze korelacii Anulyj

ttdia prob niezaleznych (wzal qrup)
J Testt dia préb niezaleznych (wzql zmn) B  Opge -~
Testtdla prob zaleznych

S Tabele licznosci
i Tabele welodzielcze
B Tabele wielokrotnych odpowiedzi

(2 Inne testy istomosci
% Kalkulator prawdopodobierisiwa

Rys. 4.10. Pakiet Statistica — Statystyki podstawowe
Zrodto: opracowanie whasne.

Wtasciwy wybor zmiennej zaleznej (szeregu zuzycia energii)
i grupujacej (zmiennej sztucznej) jest kluczowy do otrzymania
poprawnych wynikéw (rys. 4.11). W celu otrzymania wynikow
testdw jednorodno$ci wariancji w oknie dialogowym |Statystyki
w grupach (przekroje)| nalezy zaznaczy¢ dwa pola wyboru: |Test]
Levene’a| oraz |Browna-Forsytha| (rys. 4.12).

Wybierz zmienne zalezne i zmienne grupujace ? X
1-Zmnl 0K
2-Zmn2
3-Zmn3 3-Zmn3 An

uluj
[Zestawy ]

Wacz opcie "Pokazuj
tyko zmienne o
odpowiedniej skall
aby na listach, w
zaleznosci od
potrzeby, pojawialy
sig tylko zmienne
Wszystkie Rozwir Przybliz Wszystkie Rozwiri Przybliz jakoéciowe abo
fosciowe. Naciénij F1
aby uzyskaé wigcej
1 2 informac.

Zmienne zalezne: Zmienne grupujgce:

D Pokazuj tylko zmienne o odpowiedniej skali

Rys. 4.11. Pakiet Statistica — wybér zmiennych zaleznych i grupujacych
Zrédto: opracowanie wiasne.
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z Statystyki w grupach (przekroje): Arkusz1.sta ? X
Pojedyncze tabele Listy tabel
@) Zmienne grupujace: = Wybrane Anulyj
@]  Zmienne zalezne: Zmn1 Opcie v
Tabela wynikowa Statystyki
st
8 Podsumowanie $rednich ON O%N s § S w
() Dokt tab. dwudzielcza Osumy (% Sumy
dch. standardowe Wariancje Momenty wazone
[ Korel. wewnatrzgrupowe o
i iancii ([ Minimum i maksim. [JMediana i 3
() Analiza wariancji e DF
@ TestLevene'a ()Btad stand. $redniej ow-1 N1
(8 TestBrowna i Forsytha, [Pz unosci sredniej 9500 %
(O)Zakres percentyli Usuwanie BD
Pierwszy [10. [ Orugi [30 O Eypadan
O Parami
J

Rys. 4.12. Pakiet Statistica — okno Statystyki w grupach
Zrodto: opracowanie whasne.

Obliczone, wysokie wartos$ci statystki F i prawdopodobien-
stwa wynoszgce odpowiednio 0,00000 (test Levene’a) oraz
0,000195 (test Browna-Forsythe’a) mniejsze od poziomu istotno-
$ci 0,05 (rys. 4.13) wskazujg, ze nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa
na rzecz hipotezy alternatywnej mdéwigcej: wariancja w grupach

nie jest rowna.

a)

we Edycja Widok Format Statystyka Data Mining Wykresy Narzedzia

Dane Skoroszyt

E f N 5Q Bl Modele zaawansowane = J&§Sieci neuronowe B3 Karty kontrolne =
A= 4/fun l_

[ Wielowymiarowe > BUPLS, PCA, .. i Wielowymiarowe
ANOVA Nieparametryczne Dopasowanie Rozkiady i npm " E) .
A tozkladu  symulaja | JAnaliza mocy testu [ vepac ZBpredykcyjne
Podstawowe Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki pi
Test Levene'a jednorodnosci wariancji (Arkusz1.sta)
efekty sg istotne z p < 05000
SS df MS ‘ §S df MS F [
Zmienna Efekt Efekt Efekt Biad Blad Blad
10878935 1 7

dok  Format | Statystyka | DataMining  Wykresy

54| 331079.5/ 32.85898/ 0.000000)

Narzedzia Dane Skoroszyt
EModele Zzaawansowane ™ iisnecn neuronowe g Karty kontrolne > mAnahza procesu
I— Hkwielowymiarowe = BPLS, PeA . EiWielowymiarowe 3 DOE
yczne Dopasowanie Rozklady i g 5 =8, 634c o .
fozkladu  symulaga B§Analiza mocy testu [HBvepac ZBpredykcyine SoMszesé Sigma
Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemystowe
’?est jednorod. wariancji Browna-Forsythe'a (Arkusz1.sta)

efekty sq istotne z p < 05000

Biad Biad
9300766 1/ 9300766 31406117 54

Blad
581594.8°  15.99183

Rys. 4.13. Wyniki test Levene'a (a) oraz testu Browna-Forsythe'a (b)
Zrodto: opracowanie whasne.
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Poniewaz szereg jest niestacjonarny ze wzgledu na wariancje,
poddano go operacji logarytmowania. W pakiecie Statistica moz-
liwe jest to w oknie dialogowym |Przeksztaicenia zmiennych|, na za-

ktadce poprzez wybér [Logarytm naturalny (x = In(x))|
(rys. 4.14).

Przeksztalcenia zmiennych: Arkusz1sta ? X

[ OK(prekszal¢ wybrany szereg) |

Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmiennej (szeregu) Anulj
ZMN1
B Opce ~
S Grupami

Liczba zapamiganychprzokszt dla1zmn: 3 [5] B Zapiszzmienne Usut

wygladzame| x~fixy) | Przesunigcie | Roznice. sumy | Fourier | Przeglad | Autokorelacie | Statystyki opisowe

<}  OK(przeksztal¢ wybrany szereg)

Przeksztalcenie
(O Dodaj stalg (x=x+C) 0 H O odigcie sredniej (x=x-M) i-[o 2]
O Potega (x=x"*C) 200 g Ostandaryzacja (x=(xM)/S) M= [o Bs-n 4
(O Pierviastek (x=x1/C) o= 200 El Szacuj érednig i odchylenie standardowe z danych
O Odjgcie trendu (x=x(a+b™) o |0 Go-1 2]
(O Funkcja wyk adnicza (x=exp(x)) O Autokor. (x-x{a+b*x(opdn))) 0 H 7 H
{ -1

£]

Szacuj aibzdanych

Rys. 4.14. Pakiet Statistica — okno Przeksztatcenia zmiennych (logarytmowanie)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Ponownie obliczone wartosci testéw wykonane dla szeregu
zlogarytmowanego wskazuja, Ze szereg osiagngl stacjonarnosé
ze wzgledu na wariancje (rys. 4.15).
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Rys. 4.15. Wyniki test Levene'a (a) oraz testu Browna-Forsythe'a (b) dla szeregu zloga-

a)

dok  Format ‘ Statystyka | DataMining ~ Wykresy ~ Narzedzia  Dane  Skoroszyt

% Modele Zaawansowane * E!Sieci neuronowe E Karty kontrolne * mAnallza procesu
L HfWielowymiarowe ~ JPLS, PCA, .. i Wielowymiarowe 3 DOE
yczne Dopasowanie Rozklady i | g : o g 4
Torkiadu  symulacia | SA§Analiza mocy testu [JE verac Z8predykcyine S%szes¢ Sigma =
Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemystowe

Test Levene'a jednorodnosci wariancji (Arkusz1.sta)
efekty sa istotne z p < .05000
Ss | df MS ES) df MS ‘ F [ P
Zmienna Efekt Efekt Efekt a B
Zmn3

Biad Biad Biad
[ 0.043506] 1 0043506  1.271356 54 0.023544 1847883  0.179680

dok Format ‘ Statystyka Data Mining Wykresy Narzedzia Dane Skoroszyt

L lele zaawansowane ¥ ieCl neuronowe == Karty kontrolne ™ i \aliza procesu
% (EEModel S 3 Karty kontrol Anal
Ffwielowymiarowe * BIPLS, PCA. .. i Wielowymiarowe 3 DOE
yczne Dopasowanie Rozklady i . =g - 6oy "
Torkiadu  symulagia | SA§Analiza mocy testu [JE verac ZBpredykeyine  SMszese Sigma=
Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemyslowe

Test jednorod. wariancji Browna-Forsythe’a (Arkusz1 sta)
efekty sa istotne z p < .05000

SS | df MS SS df
Efekt Efekt Efekt Bla B

Biad Biad Biad
038679 1 0.038679 1.695777 54 0.031403  1.231694  0.271996

rytmowanego

Zrodto: opracowanie whasne.

Kolejnym etapem jest weryfikacja stacjonarnosci ze wzgledu
na $rednia. Ponownie zilustrowano ksztalttowanie sie szeregu zlo-
garytmowanego oraz jego funkcji autokorelacji iautokorelacji

czastkowej (rys. 4.16).
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Wykres zmien.: ZMN1

In(x)
95 95
90 9,0
85 85
Z g0 80
N
75 75
70 70
65 65
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Numery obs.
b) Funkcja autokorelacji
ZMNT  :In(x)
(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)
Opézn Kor. S.E Q p
1 +.929 .1301 | [ | 50.99.0000
2 +.862.1289 ‘ 95.640.000
3 +.794 1217 134.20.000
4 +729 1265 \ 167.40.000
5 +.666 .1253 195.70.000
6 +.607 .1241 ‘ 219.60.000
7 +.549 1228 ] 239.60.000
8 +.493.1216 ‘ | 256.00.000
9 +.439.1203 ] 269.30.000
10 +.391 .1190 ‘ 280.10.000
n +34.177 288.60.000
12 +.299 1164 \ 295.30.000
13 +.255 1151 300.20.000
o +217 37 | 303.80.000
15 +.181 .1124 — 306.40.000
0 0
-1,0 -05 0,0 05 1,0
C) Funkcja autokorelacji czastkowej
ZMNT  :In(x)
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
Opozn Kor.  S.E
1 4929 .1336 |
2 -014 133
3 -.038 .133% i
4 -016 .1336
5 -015 .133
6 -.017 .133
7 -.028 .1336 ]
8 -.018 .133%
9 -.02 .133 I
10 +012 .1336
1 -.027 .1336 0
12 -.020 .133
13 -.031 .133 i
14 +014 .1336
15 -.011 .1336
0
-1,0 -05 0,0 05 10

—— przedziat ufnosci

przedziat ufnosci

Rys. 4.16. Zlogarytmowany szereg zuzycia energii pochodzacej ze Zzrédet odnawialnych (a),

ACF (b) i PACF (c)

Zrédto: opracowanie whasne danych z serwisu Our World in Data, dostepnych pod adresem:

https://ourworldindata.org/grapher/modern-renewable-energy-consumption?country=

~OWID_WRL [2.12.2021].
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Komentujac ksztaltowanie sie zlogarytmowanego szeregu
mozna powtorzy¢, dokonane na poczatku analizy, wnioski: szereg
zdecydowanie nie jest stacjonarny ze wzgledu na $rednia. Dlatego
tez zlogarytmowany szereg poddano operacji rdéznicowania
z opdznieniem 1. Sposéb wykonania tej operacji przedstawiono
narys. 4.17.

Przeksztalcenia zmiennych: Arkusz1.sta ? X
Kr  OK(preksztalé wybrany szereg)
Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmiennej (szeregu) Anuluj
L ZMN1
ZMN1  In(x) B opce ~
S Grupami

Liczba zapamigtanych przekszt dia1zmn: 3 H 8 Zapiszzmienne Usuf

x-fix) | Wygtadzanie | x-fixy)| Przasuch-esouum\ Przeglad | Autokorelacje | Statystyki opisowe

[} OK(przeksztalé wybrany szereg) |

Przekszta lcenie

[°Rdlmcowame(x:rx(opéi)) opétn= 1 §I

(O Sumowanie (x=x+x(op67)) ¢ 1 3

Rys. 4.17. Pakiet Statistica — okno Przeksztatcenia zmiennych (réznicowanie)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Po jednokrotnym zréznicowaniu zlogarytmowanego szeregu
ponownie wykreslono wartosci szeregu oraz jego funkcji auto-
korelacji i autokorelacji czastkowych w celu oceny osiggniecia sta-
cjonarnosci (rys. 4.18).

Na podstawie oceny wizualnej mozna stwierdzi¢, Ze szereg
w dalszym ciagu nie osiggnat stacjonarnosci. Na rys. 4.18 Srednia
szeregu przez pierwsze okresy oscyluje wokét 0,04, nastepnie
spada do ok. 0,02, by po 40. obserwacji wzrosna¢ do ok. 0,05. Dla-
tego tez zdecydowano sie ponownie zréznicowac szereg. Wyniki
przedstawiono na rys. 4.19.
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2) Wykres zmien.: ZMN1

In(x); D(-1)
0,12 0,12
0,10 0,10
0,08 0,08
_ 006 0,06
E 0,04 0,04
0,02 0,02
0,00 0,00
-0,02 Poziomy $rednich
-0, -0,04
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Numery obs.
b) Funkcja autokorelacji

ZMN1  :In(x); D(-1)

(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)

Opoin Kor. S.E Q p
1 +120.1312 | | .83 .3611
2 +.322.1300 ‘ # 6.98 .0305
3 +.129.1288 ] 7.98 .0465
4 +317.1275 ‘ 14.16.0068
5 +.223.1263 ] 17.26.0040
6 +.194.1250 ] 19.67.0032
7 +.038.1237 ‘ 1] ‘ 19.76.0061
8 +.092.1224 0] 20.32.0092
9 +163.1211 = 22.14.0085
10 +.032.1198 I 22.21.0141
11 -037 .1185 I 22.31.0221
12 +.044.1171 I ‘ 22.45.0328
13 -013 .1157 | 22.46.0487
14 -036 .1144 ‘ I ‘ 22.56.0679
15 -.085.1130 ol 23.13.0815

0 0
-0 05 00 05 10 —— przedziat ufnosci
0 Funkcja autokorelacji czastkowej
ZMNT  :In(x); D(-1)
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
w58 -
1 +.120.1
2 +3121348 —
3 +.073.1348 ]
4 +.228.1348 [
5 +.158.1348 (]
6 +.033.1348 I
7 -123 .1348 =
8 -067.1348 g
9  +.091.1348 ]
10 -.072 .1348 |
11 -137 .1348 =
12 +.063.1348 0
13 -017 .1348 I
14 -102 .1348 |
15 -.060 .1348 0
0
1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziat ufnosci

Rys. 4.18. Zlogarytmowany i jednokrotnie zréznicowany szereg zuzycia energii pocho-

dzacej ze zrodet odnawialnych (a), ACF (b) i PACF (c)

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Rys. 4.19. Zlogarytmowany i dwukrotnie zréznicowany szereg zuzycia energii pochodza-

ZMN1

Opéin

CONOTTRWN—

10

o
E=1
=3
It
S

CONOTTRWN—

10

Wykres zmien.: ZMN1

In(x); D(-1); D(-1)

cej ze Zrédet odnawialnych (a), ACF (b) i PACF (c)
Zrédto: opracowanie wiasne.
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0,10 0,10
0,08 0,08
0,06 0,06
0,04 0,04
0,02 0,02
0,00 0,00
-0,02 -0,02
-0,04 -0,04
-0,06 -0,06
-0,08 -0,08
-0,10 -0,10
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Numery obs.
Funkcja autokorelacji
ZMN1  :In(x); D(-1); D(-1)
(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)
Kor. S.E Q p
-.605 .1324 20.87.0000
+.210.1311 -‘ 23.45.0000
-224 1299 ] 26.41.0000
+170.1286 ‘ ] ‘ 28.15.0000
-028 .1273 ] 28.20.0000
+.068.1260 i 28.49.0001
=112 .1247 ‘ (] ‘ 29.30.0001
-.049 .1233 1] 29.46.0003
+.165.1220 ‘ ] ‘ 31280003
-.040 .1206 i 31.39.0005
-083 .1192 | 31.88.0008
+.039.1179 ‘ 0 ‘ 31.99.0014
+.009.1164 | 31.99.0024
+.023.1150 ‘ [ ‘ 32.03.0040
-021 .1136 L 32.07.0063
0 0
1,0 05 00 05 10 —— przedziat ufnosci
Funkcja autokorelacji czastkowej
ZMN1  :In(x); D(-1); D(-1)
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
Kor. S.E
-.605 .1361
-.245 1361
-.358 .1361
-.244 1361
-.087 .1361
+.073.1361
+.035.1361
=171 .1361
+.028.1361
+.126.1361
-073 .1361
-031 .1361
+.048.1361
+.027.1361
-025 .1361
0
-1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziat ufnosci



Srednia szeregu zilustrowanego na rys. 4.19 oscyluje wokoét
zera. Nie widac¢ tez znaczacych réznic w amplitudach wahan. Dla-
tego mozna przyja¢, ze szereg po transformacjach osiggnat stacjo-
narnos$c i na podstawie ksztattowania sie wartosci funkcji autoko-
relacji i autokorelacji dla kolejnych op6znien mozna wnioskowac¢
o postaci modelu ARIMA. Malejace wartosci autokorelacji czastko-
wej i jedna znaczaca warto$¢ autokorelacji przy opézZnieniu 1
wskazuje, Ze zachowanie szeregu mozna sprébowac opisa¢ dwu-
krotnie scatkowanym modelem S$redniej ruchomej dla szeregu
zlogarytmowanego — ARIMA(0,2,1):

(1 - B)ZYt = (1 - ng)et, (413)
Réwnoznaczny zapis réwnania (4.13) to:
Yt = ZYt—l - Yt—Z - Qlet_l-l-et. (414’)

Wracajac do wykonanych na poczatku testow jednorodnosci
wariancji w celu okre$lenia zasadnos$ci logarytmowania mozna
dodag, ze alternatywnym podej$ciem jest ocena wizualna szeregu
zréznicowanego. W pojedynczo zréznicowanym szeregu, ktory
w dalszym ciagu jest niestacjonarny ze wzgledu na $Srednig, mozna
zaobserwowac¢ wieksze zmiany amplitudy w drugiej czesci sze-
regu (rys. 4.20). Niestacjonarno$¢ ze wzgledu na wariancje jest
bardzo wyraznie widoczna na wykresach dwukrotnie zréznico-
wanego szeregu (rys. 4.21). Kolejno$¢ wybranych operacji trans-
formacji wynika z faktu, ze logarytm naturalny z liczby ujemnej
jest nieokreslony w zbiorze liczb rzeczywistych (warto$ci ujemne
sg bardzo prawdopodobne do uzyskania w wyniku operacji rézni-
cowania).
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a) Wykres zmien.: ZMN1

D(-1)
500 500
400 400
300 300
— 200 200
=z
=
™ 100 100
0 0
-100 -100
-200 -200
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Numery obs.
b) Funkcja autokorelacji
ZMN1 @ D(-1)
(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)
Opé6in Kor. SE Q p
1 +704.1312 . 28.73.0000
2 +.738.1300 60.99.0000
3 +.572.1288 ‘ = 80.69.0000
4 +.574.1275 100.90.000
5  +.461.1263 114.30.000
6  +.476.1250 128.80.000
7  +.380.1237 ‘ 138.20.000
8  +.336.1224 145.70.000
9 +.261.1211 ‘ 150.40.000
10 +.204.1198 = 153.30.000
11 +.097.1185 O 154.00.000
12 +121.017 O 155.00.000
13 +.060.1157 0 155.30.000
14 +.037.1144 ‘ I ‘ 155.40.000
15 -009 .1130 1 155.40.000
0 0
1,0 05 00 05 10 —— przedziat ufnosci
C) Funkcja autokorelacji czastkowej
ZMN1 :D(-1)
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)
Opézn Kor. S.E
1 +.704.1348 =
2 +.482.1348
3 -.094 .1348 L]
4 +.064.1348 i
5 -025.1348 I
6 +.085.1348 =]
7 -043 .1348 i
8 -115.1348 =
9 -035.1348 0
10 -.064 .1348 ]
11 -162 .1348 (|
12 +.137.1348 |
13 +.044.1348 i
14 -096 .1348 O
15 -021 .1348 I
0
1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziat ufnosci

Rys. 4.20. Zrdznicowany szereg zuzycia energii pochodzacej ze zrodet odnawialnych (a),
ACF (b) i PACF (c)
Zrodto: opracowanie whasne.
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a) Wykres zmien.: ZMN1

D(-1); D(-1)
300 300
250 250
200 200
150 150
100 100
=z 50 50
g o 0
-50 -50
-100 -100
-150 -150
-200 200
-250 -250
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Numery obs.
b) Funkcja autokorelacji
ZMN1  :D(-1); D(-1)
(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)
Opozn Kor. S.E Q p
1 -673 .1324 25.85.0000
2 +.394.1311 * 34.87.0000
3 -343 1299 41.84.0000
4 +.263.1286 46.02.0000
5 -158 .1273 47.56 .0000
6  +.188.1260 49.80 .0000
7 =177 1247 51.81.0000
8 +.095.1233 52.40 .0000
9

14 +.000 1150 53.15.0000
15 +.015.1136 ! 53.17 .0000
0
-0 05 00 05 10 —— przedziat ufnosci

c) Funkcja autokorelaciji czastkowej
ZMNT 2 D(-1); D(-1)
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)

Opoéin Kor. S.E

SR emIoYE~NORWN—
+
3
(=2
o
w
A

1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 — przedziat ufnosci

Rys. 4.21. Dwukrotnie zréznicowany szereg zuzycia energii pochodzacej ze zrédet odna-
wialnych (a), ACF (b) i PACF (c)
Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Kolejnym etapem w budowie modelu ARIMA jest estymacja
jego parametrow. W celu oszacowania parametréw modely,
w module |Ana1iza szeregow czasowych| > |ARIMA i funkcja autoko-|
relacji w oknie dialogowym |M0dele ARIMA dla pojedynczego sze-|
reéu; nalezy wskaza¢ wybrany model wraz z transformacjami
(rys. 4.22). Warto zwr6ci¢ uwage, ze podstawa estymacji jest
zmienna oryginalna, za$ logarytmowanie, jak i réZnicowanie jest
zintegrowane w modelu i wybierane w oknie dialogowym.

Model ARIMA dla pojedynczego szeregu: Arkusz1.sta ? X

!’ql OK (Rozpocznij estymacje parametréw) ]

Zabezpiecz Zmienna Dluga nazwa zmiennej (szeregu) Anuluj
5 ZMN1
ZMNT  In(x) B Opce ~
ZMN1  In(x): D(-1)
Grupami
Liczba zapamigtanych przekszt dla 1zmn.: 3 E B  Zapiszzmienne Usui
P IWcheJ] ] Przeglad szeregu [

Parametry modelu ARIMA

[(JSzacujstata Opbznienie sezonowe:

e B
p - autoregresyjne: LE P - sezonowe: LE
° B

q-$rednia ruchoma: 1 E Q - sezonowe:
Przekszta I¢ zmienna (szereg) przed analizg
Logarytm naturalny (JPotggowanie: |20 E

B Roémice 1.opbnienie: 1 E Nprzeb: 2 El

2. opéznienie: 0 E Nprzeb: 0 E

Rys. 4.22. Pakiet Statistica — okno Model ARIMA dla pojedynczego szeregu: okreslenie
parametrow

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Otrzymane wyniki, uzyskane domys$lng metoda estymacji
McLeoda i Salesa, przedstawiono na rys. 4.23.
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ok Format Statystyka Data Mining Wykresy Narzedzia Dane Skoroszyt

@ EModele » f«'isiecl Karty kontrolne * mAnahza procesu E_g‘Slausnca VB E
Hwielowymiarowe ~ BiPLS, PCA, .. Ziwielowymiarowe EZDOE B Grupami
zne Dopasowanie Rozklady i g " ) Sq Statystyki
Tozkladu symulaca BABAnaliza mocy testu [fBvepac ZHpredykcyjne Saszesc sigma~ [ Kalkulatory “pioky -

Zaawansowane i wielowymiarowe Statystyki przemystowe Narzedzia
e e |
Dane: ZMN1 (Arkusz1_sta)

Przeksztaicenia: In(x),2*D(1)
Model:(0,2,1) Resztowy MS= 00054
Parametr ‘ Asympt Asympt. p Dolna gr | Gorna gr

sd | t( 53 95%p.ufn | 95%p.ufn
0779339] 0.069717| _11.17865 _0.000000 0639505 0919173

Parametr
q(1)

Rys. 4.23. Pakiet Statistica — okno Wyniki analizy ARIMA pojedynczego szeregu
Zrédto: opracowanie wiasne.

Parametr $redniej ruchomej ma wartos¢ 0,77934 i jest staty-
stycznie istotny na podstawie statystyki t, przyjmujac p<0,05.
Tym samym model ARIMA(0,2,1), inaczej IMA(2,1), mozna zapi-
sac¢ jako:

Yt = ZYt—l - Yt_z - 0,77934et_1+€t. (4.15)

Nalezy zwrdéci¢ uwage, ze model ten mogiby by¢ traktowany
jako model ARMA(Z2,1) z parametrem ¢ = 2,4, =—1 oraz
0, = 0,77934 przy zatozeniu, Ze proces jest stacjonarny. Jednak
w takiej interpretacji warto$ci parametréw autoregresji przekra-
czaja obszar dopuszczalny.

Btad standardowy oceny parametru wynosi 0,06972.
MS w oknie wynikéw wskazuje $redni btad kwadratowy ($redni
kwadrat reszt), ktéry wynosi 0,00054. Dopuszczalnos¢ rozwigza-
nia, tj. stacjonarnos¢ i odwracalnos¢ parametréw kontrolowana
jest przez algorytmy estymacji programu Statistica.

Obowigzkowym etapem, przed wykorzystaniem modelu
do prognozowania, jest diagnostyka poprawnosci i dopasowania
modelu poprzez analize jego reszt. Przypominajac, reszty po-
winny by¢ procesem biatego szumu. W module |ARIMA i funkcja|
autokorelacjil jest mozliwo$¢ sprawdzenia ksztattowania sie reszt
(opcja |Przeglqdaj resztyi), autokorelacji reszt i autokorelacji czast-
kowej reszt, wykreslenia histogramu reszt oraz wykreséw nor-
malnosci i odchylen od normalnosci (rys. 4.24). Wyniki zaprezen-
towano na rys. 4.25.
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Wyniki analizy ARIMA pojedynczego szeregu: Arkusz1.sta 2 X
Zmienna: ZMN1
Przeksztalcenia: 1n(x),2*D(1)
Model: (0,2,1)
Liczba obs.:54 Wstepne SS=.05362 KoAc. SS=.02878 (53.€8%) MS=.00054
¥ (p/ jne, q/Qs-3 iej ruch.) podéwietl: p<.0S
q(1)
Ocena: 77934
Blad std: .0€972
B¢
Podsﬁawowe| Wiecejl Przegladireszty |Rozktad reszt |Amokorela ] Podsum.
Wykresy reszt Anuluj
) Histogram
B  Opce ~
Wykres normalnosci
@ Grupami
Wykres odchyler od normalnosci
Wykres normalnosci po téwkowej
pdo
podswietlenia:
050 [

J

Rys. 4.24. Pakiet Statistica — okno Wyniki analizy ARIMA pojedynczego szeregu
Zrédto: opracowanie whasne.

a) Funkcja autokorelacji

ZMNT :ARIMA (0,2,1) reszty ;
(Btedy standardowe to oceny biatego szumu)

OpoznKor. S.E Q p
1 -164 1324 1.54 2152
2 +109 .1311 L] 2.22 3295
3 =117 1299 ] 3.03 .3870
4 +.786 .1286 ] 5.11 .2759
5 +.094 .1273 5.66 .3407
6  +.078 .1260 5] 6.04 .4185
7 -097 1247 0] 6.64 .4671
8 -012 .1233 l 6.65 .5747
9 4191 .1220 (] 9.10 .4282
10 +.013 .1206 [ 9.11 .5215
11 -072 1192 O 9.48 .5781
12 +.042 1179 ‘ I 9.60 .6506
13 +.060 .1164 0 9.87 .7042
14 +.066 .1150 ‘ 0 10.20 .7472
15 +.019 .1136 I 10.23 .8050

0 0
1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 —— przedziat ufnosci

Rys. 4.25. Weryfikacja reszt: ACF (a)
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0pdzn Kor.

-164
+.084
-.090
+.153
+.168
+.087
-.068
-.061
+.176
10 +.021
11 -1
12 +.080
13 +.070
14 +.000
15 +016

NG A WN =

Liczba ob

Oczekiwana normalna

Funkcja autokorelacji czastkowej
ZMN1 :ARIMA (0,2,1) reszty ;
(Btedy std. przy zatozeniu AR rzedu k-1)

SE

1361 |

1361

1361 B

11361 |

1361

1361 [

1361 O

1361 0

1361 [

1361 0

1361 [

1361 O

1361 0

1361 |

1361 I

0
-1,0 0,5 0,0 0,5 1.0 — przedziat ufnosci
Histogram; zmienna: ZMN1
ARIMA (0,2,1) reszty ;

— Oczekiwana nomalna

2

0

8

6

4

2 N

0

0

0,07 0,05 -0,03 -001 001 003 005 007 0,09

-0,06 -0,04 -0,02 000 002 004 006 008 0,710
Goéma granica (x<=granica)

Wykres normalno$ci:  ZMN1
ARIMA (0,2,7) reszty ;

0,06 0,04 0,02 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08

Rys. 4.25. (cd.) Weryfikacja reszt: PACF (b), histogram (c), wykres normalnosci (d)

Zrédto: opracowanie

Warto$¢

wiasne.
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Ocena graficznego przedstawienia reszt wybranego modelu
pozwala przyja¢, Ze nie odbiegaja znaczaco od rozktadu normal-
nego (wykorzystanie formalnych testéw z rozktadem normalnym
wymaga uruchomienia modutu programu |Statystyka|9|5tatystyk11
lnieparametryczne]). Autokorelacje takze nie wskazuja na obecno$¢
w szeregu reszt sktadowej systematycznej. Dla zadnego opdznie-
nia wartos$¢ funkcji autokorelacji nie przekracza wartosci krytycz-
nej. Oznacza to, Ze reszty nie sg skorelowane. Tym samym wyzna-
czony model mozna wykorzysta¢ do opracowania prognozy. Pa-
kiet Statistica umozliwia wybér okresu, od ktérego
prognoza ma zosta¢ obliczona i liczby prognozowanych wartoSci
(rys. 4.26). Nalezy pamieta¢, ze wraz ze wzrostem liczby progno-
zowanych obserwacji poszerza sie przedzial ufnosci. Wartosci
prognoz oraz ich ilustracje przedstawiono na rys. 4.27.

Wyniki analizy ARIMA pojedynczego szeregu: Arkusz1.sta 74 X
Zmienna: ZMNL
Przeksztalcenia: 1n(x),2*D(1)
Model: (0,2,1)
Liczba obs.:54 Wstepne SS=.05362 KoAc. SS=.02878 (53.68%) MS=.00054
y (p/! jme, q/Qs-§ ej ruch.) podéwietl: p<.0S
a1
Ocena: 77934
Blad std: .06972
B+
Podstawowe Wiecej Przeglqdireszlyl Rozktad reszt | Autokorelacje
Po kiknigciu przycisku Podsumowanie,
Podsum.: Oceny parametréw & Drukuj wyniki reszty i przeksztaicenia szeregu beda Anulyj
dolaczone do zmiennych w pamieci.
@ Kowariangje, korelacje parametréw B  Opce ~
Prognozowanie = -
CH  Grupami
@ Prognozujobserwacie =[] Kreslszeregiprognoze
Liczba obserwacii: 10 E Zacznijod: 57 E
Poziom ufnosci: 9 E
Przy wyjsciu do tacz prognoze do pierwotnego szeregu 4 dc‘
podswietlenia:
s

\

Rys. 4.26. Pakiet Statistica — okno dialogowe Wyniki analizy ARIMA dla pojedynczego
szeregu — prognozowanie

Zrodto: opracowanie whasne.
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Prognoza, Model. (0,2,1) Opoz. sezon. 12 (Arkusz1 sta)
Dane: ZMN1

Poczatek bazy: 1 Koniec bazy: 56
Prognozu Dolne 0

1312153 10137 47

b) Prognoza; Model: (0,2,1) OpdzZ. sezon.: 12
Dane: ZMN1
Poczatekbazy: 1  Koniec bazy: 56
20000 20000
18000 4+ i —— 18000
16000 - / - 16000
14000 114000
12000 - // -12000
10000 4+ ~ -10000
8000 C ,2/ - 8000
6000 +———1——— t— ~ | 16000
4000 4+ b _/ 4000
20004 12000
0 ‘ 0
-2000 2000

5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
—— obserw. —— prognozuj —— +90.0000%

Rys. 4.27. Prognoza zuzycia energii pochodzacej ze Zrédet odnawialnych na $wiecie
na lata 2021-2030: warto$c (a) oraz wykres (b)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Szybkos¢ transformacji ku zréwnowazonej energetyce jest
kluczowg kwestig zajmujgcg naukowcdw i praktykéw. Zgodnie
z wyliczonymi warto$ciami prognozy w 2021 r. moZna oczekiwaé
juz prawie 8 tys. TWh, aw 2030 ponad 13 tys. TWh. Podstawg sza-
cowania jest dotychczasowe tempo wzrostu izatozenie,
ze utrzyma sie ono w kolejnym dziesiecioleciu. Sprawdzenie traf-
nosci prognozy wymaga zrealizowania sie wartos$ci szeregu.
Alternatywnym rozwigzaniem jest podziat na zbiér uczacy
i testowy, co zostato wykorzystane w nastepnym przyktadzie.
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4.2.2. Sezonowy model ARIMA(0,1,0)(0,1,1)4

Kolejny przyktad dotyczy zastosowania algorytmu dla danych
ze sktadowg okresowa. Szereg dokumentuje kwartalng sprzedaz
detaliczng w handlu elektronicznym, wyrazong jako procent cat-
kowitej sprzedazy, nieskorygowang sezonowo. Dane pochodza
z Federal Reserve Economic Data: https://fred.stlouisfed.org
i obejmujg lata 2005-2019 (60 obserwacji). Przedstawiono je
w tabeli 4.2.

Tabela 4.2. Kwartalna sprzedaz e-commerce jako procent catkowitej sprzedazy, niesko-
rygowana sezonowo

Rok | kwartat Il kwartat Il kwartat IV kwartat
2005 24 23 24 29
2006 28 2,6 28 35
2007 33 3,1 32 4,0
2008 36 33 33 41
2009 39 3,6 38 47
2010 42 4,0 42 53
2011 47 44 45 59
2012 5,1 49 5,0 6,5
2013 56 53 54 7,0
2014 6,1 58 6,0 76
2015 6,8 6,5 6,7 8,5
2016 75 73 74 93
2017 8,3 8,1 8,3 10,3
2018 92 9,0 9,1 11,1
2019 10,1 99 10,3 12,4

Zrodto: Serwis Federal Reserve Economic, https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA
[5.08.2021].

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie budowe modelu roz-

poczyna analiza graficznej prezentacji danych. Wykres szeregu
przedstawiono narys. 4.28.
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14 14

12 12
10 10
8 8
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6 6
4 4
2 2
0 0
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Numery obserwacji

Rys. 4.28. Szereg kwartalnej sprzedazy detalicznej w handlu elektronicznym wyrazonej
jako procent catkowitej sprzedazy, nieskorygowany sezonowo 2005-2019

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].

Rynek e-commerce rozwija sie bardzo dynamicznie. Analizo-
wany szereg potwierdza systematyczng zmiane preferencji i za-
chowan konsumentéw oraz powiekszanie sie udziatu sprzedazy
internetowej. Na wykresie zwracaja uwage tez silne wahania
okresowe. Analiza danych liczbowych wskazuje, Ze obserwowany
w latach 2005-2019 kwartalny wzrost w stosunku do analogicz-
nego kwartatu roku poprzedniego wahat sie od ok. 2,5%
do az ok. 20%. Dodatnie warto$ci procentowe sg realizacjg trendu
i oznaczajg niestatg w czasie Srednig. Natomiast bardzo rézne
tempo zmian wskazuje na niestalg w czasie wariancje. Ponadto
udziat sprzedazy elektronicznej jest zdecydowanie najwyzszy
w kwartale czwartym kazdego roku i stanowi od ok. 120%
do ok. 130% sprzedazy w kwartale trzecim tego samego roku,
co z kolei wskazuje na silng sezonowos¢ kwartalng. Potwierdze-
niem tych obserwacji sg ksztalty korelograméw przedstawione
narys. 4.29. W przykladzie zdecydowano sie zbudowaé¢ model
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na podstawie danych z 2005-2018 (56 obserwacji). Dane z roku
2019 (4 obserwacje) pozostawiono do oceny jako$ci prognoz

modelu.
a)
0pdzn Kor.

1 +,861
2 +792
3 +766
4 +776
5 +644
6 +578
7  +554
8  +,565
9  +446
10 +,389
11 +369
12 +380
13 +27
14 +217
15  +198

b)

0pdzn Kor.

1 +861
2 4197
3 +7196
4 +246
5 -448
6 +012
7 +085
8 +7149
9 -224
10 -030
11 +014
12 +094
13 -134
14 -059
15 -013

SE

ACF: Y; —— przedziat ufnosci

,1301
,1289
1277
,1265
,1253
1241

SE

0,5 0

Bl

0,5 1,0

PACF: Y, — przedziat ufnosci

,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336
,1336

0

|

I
=
[

-1,0

0,5

=]

0,5 1,0

Rys. 4.29. ACF (a) i PACF (b) szeregu kwartalnej sprzedazy detalicznej w handlu elektro-
nicznym wyrazonej jako procent catkowitej sprzedazy, nieskorygowanego sezonowo

2005-2018

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].
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W celu uzyskania stacjonarnosci szeregu ze wzgledu na wa-
riancje, zlogarytmowano szereg (wynik tej operacji pokazano
na rys. 4.30a). Otrzymano szereg stacjonarny ze wzgledu na wa-
riancje. Oszacowane ponownie wartosci ACF i PACF
nie zmienily sie znaczaco (rys. 4.30b i 4.30c). Szereg nastepnie
poddano réznicowaniu z op6znieniem 1 i 4 za kazdym razem kre-
$lac przebieg szeregu oraz korelogramy (rys. 4.311i 4.32). Przyjeto
zatozenie, Ze réznicowanie z opdzZnieniem 1 pozwoli usunaé
trend, za$ z op6znieniem 4 sezonowo$¢. Warto zaznaczyg¢, Ze auto-
korelacje dla kolejnych op6znien sa wzajemnie zalezne i w zwigzku
z tym usuniecie niektérych autokorelacji zmienia inne auto-
korelacje, usuwajac lub uwypuklajac inne sktadniki okresowe?ss.

Analizujgc kolejno wykresy 4.30-4.32 mozna zauwazyc,
ze zlogarytmowany szereg przed réznicowaniem (niestacjonarny
ze wzgledu na $rednig) ma wyrdzniajace sie wartosci PACF
dla op6znien: 5, 9 i 13 (rys. 4.30c). Szereg zréznicowany z op6z-
nieniem 1 wykazuje przebieg ACF (rys. 4.31b) charakterystyczny
dla procesu sezonowego autoregresji — powtarzajace sie istotne
warto$ci autokorelacji dla op6Znien bedacych wielokrotnoscia 4,
tj. 4, 8, 12. Ksztatt PACF moze za$ sugerowac niesezonowy proces
$redniej ruchomej (rys. 4.31c). Szereg udziatu sprzedazy zrézni-
cowany dodatkowo sezonowo z opdzZnieniem 4 przedstawiono
narys. 4.32.

156 S. Lobejko (red.), K. Mastowska, R. Wojdan (2015), Analiza i prognozowa-
nie..., op. cit,, s. 85.
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26 26
24 24
22 22
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18 18
> 16 16
14 14
12 12
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08 08
06 06

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 60
Numery obserwacji

b) ACF: In(Y) —— przedziat ufnosci
Opozn Kor.  S.E
T 4889 1301 \
2 4810 1289 |
3 &1 Jam
4 4706 1265 ‘
5 4660 1253 l
6 4504 1241
7 4565 1228 ‘
8 4510 1216 ‘
9 4474 1203
10 +410 119 ‘
1M 4386 1177 ‘
12 +393 1164
13 4302 1151 ‘
M +200 M3 \
15 +215 1124 : 1
0
10 -05 00 05 10
c) PACF: In(Y) — przedaiat ufnosci
Opézn Kor.  S.E
1 +889 ,13% |
2 +095 13%
3 +197 13% |
4 4212 13% [
5 -428 133 I
6 +049 1336 m
7 4100 1336 =
8 +105 13% =
9 252 13%
10 +053 13% 0
1 +0%6 1336 0
12 +046 1336 0
13 -185 1336 [
14 +015 13%
15 -013 13%
0
-10 -05 00 05 10

Rys. 4.30. Szereg kwartalnej sprzedazy detalicznej w handlu elektronicznym wyrazonej
jako procent catkowitej sprzedazy, nieskorygowanej sezonowo po operacji logarytmowa-
nia (a), ACF (b) i PACF (c) zlogarytmowanego szeregu 2005-2018

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].
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a) In(v); D(-1)
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03 03
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b) ACF: In(Yy); D(-1) —— przedziat ufnosci
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C) Funkcja autokorelacji czastkowej
PACF: In(Y); D(-1) — przediat ufnosci
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Rys. 4.31. Zlogarytmowany i zréznicowany z opdZnieniem 1 szereg kwartalnej sprzedazy
detalicznej w handlu elektronicznym wyrazonej jako procent catkowitej sprzedazy, nie-
skorygowanej sezonowo 2005-2018 (a) oraz jego ACF (b) i PACF (c)

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].
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Rys. 4.32. Zlogarytmowany i zr6znicowany z op6znieniem 1 i 4 szereg kwartalnej sprze-
dazy detalicznej w handlu elektronicznym wyrazonej jako procent catkowitej sprzedazy,
nieskorygowanej sezonowo 2005-2018 (a) oraz jego ACF (b) i PACF (c)

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].
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Pomiary rzeczywistych szeregdw s zawsze obarczone bte-
dami stochastycznymi!57, a mozliwo$¢ poprawnej identyfikacji za-
lezy od poziomu zaklocen!ss, Bardzo czesto szereg czasowy
mozna opisac kilkoma modelami ARIMA. Wybér modelu jest cze-
sto kompromisem miedzy dopasowaniem modelu a prostota.
W tym przyktadzie ze wzgledu na wykraczajace poza przedziat ufno-
$ci warto$ci ACF i PACF dla opéZnienia 4 dopasowano poczatkowo
dwa modele: ARIMA(0,1,0)(0,1,1)4 oraz ARIMA(0,1,0)(1,1,0)4. Zesta-
wienie wynikéw estymacji zawarto w tabeli 4.3.

Tabela 4.3. Wyniki estymacji wybranych modeli

Model Parametr Pra!m!opodo- Btad standardowy Btad
biefistwo | oceny parametru | kwadratowy

ARIMA(0,1,0)(0,1,1)4 | 6, =0,30542 0,026 0,13327 0,00052

ARIMA(0,1,0)(1,1,0)s | &,=-0,2746 0,053 0,13864 0,00053

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Uzyskane charakterystyki modelu ARIMA(0,1,0)(0,1,1)4sa na-
stepujace: 0; = 0,30542, btad standardowy oceny parametru
0,13327, najmniejsze prawdopodobienstwo, przy ktérym odrzu-
cono by hipoteze o istotnosci p = 0,026, resztowy MS = 0,00052.
Parametr sezonowego procesu autoregresyjnego ARIMA(0,1,0)
(1,1,0)4 to @, = —0,2746. Model ten ma wiekszy btad standar-
dowy oceny parametru (0,13864) i wyzsza wartosc¢ p (0,053),
a warto$¢ resztkowego MSto 0,00053. Ze wzgledu na wyzZsza
od zwyczajowo przyjetego poziomu istotnosci 0,05 wartos¢ staty-
styki p i nieznacznie, ale jednak mniejszg warto$¢ MS (tym samym
wieksza wartos¢ AIC przy tej samej liczbie szacowanych parame-
tréw), wybrano model ARIMA(0,1,0)(0,1,1)4:

(1-B)(1 - BYY, = (1 - 0,BYe,, (4.16)

157 1. Nazarko, M. Rybaczuk, A. Jurczuk (2005), Wplyw poziomu zaktocen loso-
wych..., op. cit.
158 E. Chodakowska, ]J. Nazarko, L. Nazarko (2021), ARIMA Models..., op. cit.
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czyli:

Yo=Y 1+ Yy —Yi5— 0164 +e

(4.17)

Podstawiajac obliczong warto$¢ parametru 0, otrzymuje sie:

Yt = Yt—l + Yt—4 - Yt_s - 0,3054‘2 et_4_ + et.

(4.18)

Narys. 4.33 przedstawiono wybdr parametrow w oknie dialo-

gowym programu Statistica |Model ARIMA dla pojedynczego sze-|

. Podobnie jak w przyktadzie pierwszym podstawg estymacji
jest zmienna oryginalna, za$ logarytmowanie, jak i réznicowanie
jest zintegrowane w modelu i wybierane w oknie dialogowym.

Model ARIMA dla pojedynczego szeregu: Arkusz1.sta

Zabezpiecz Zmienna Dtuga nazwa zmiennej (szeregu)
L ZMN1
=
Liczba zapamigtanych przekszt dla 1zmn.: 3 E B  Zapiszzmienne Usun
I Wiecej | je | Przeglad szeregu|

Parametry modelu ARIMA

C] Szacujstalg Opéznienie sezonowe: 4

p-aoregresyine: 0 [&] P-sezonowe: 0 [§]

q-$rednia ruchoma: 0 E Q-sezonowe: 1 E

Przekszta {¢ zmienng (szereg) przed analizg

B4 Logarytm naturalny Potggowanie: 2.0
=

@ Roznice 1. opbznienie: 1 E Nprzeb: 1 E
2 opoznienie: 4 E Nprzeb: 1 E

? X

®»|  OK(Rozpocznij estymacje parametrow)

Anulyj
Opcje ~

Grupami

Rys. 4.33. Statistica — okno Model ARIMA dla pojedynczego szeregu
Zrédto: opracowanie wiasne

Przeprowadzona analiza reszt wskazuje, Ze model jest zado-

walajacy. Rozktad reszt pasuje do rozktadu

normalnego

(rys. 4.34a i 4.34b). Funkcja autokorelacji nie wykazuje sktadni-
koéw systematycznych (rys. 4.34c i 4.35d). Tym samym mozna
przyja¢, ze proces reszt nie rézni sie znaczaco od procesu biatego

Szumu.
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a) Histogram ARIMA (0,1,0)(0,1,1) reszty
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Rys. 4.34. Statistica - ocena reszt modelu: histogram (a), wykres normalnosci (b), ACF (c)
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d) PACF: ARIMA (0,1,0)(0,1,1) reszty ____ przedziat ufnosci

Opdin Kor. S.E
1 -201 ,1400 L
2 +056,1400 [
3 -165 ,1400 ]
4 -085 ,1400 m
5 +036,1400 I
6 -141,1400 (]
7 -158 ,1400 |
8 -052 ,1400 o
9 018 ,1400 I
10 -114 ,1400 =
11 +,067,1400 0
12 +111,1400 |
13 -160 ,1400 1
14 -,050 ,1400 0
15 +,060,1400 0
0
1,0 0,5 0,0 05 1,0

Rys. 4.34. (cd.) Statistica — ocena reszt modelu: PACF (d)

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].

Akceptacja reszt modelu pozwala przejs¢ do etapu budowy
prognozy na rok 2019. Wartos$ci prognozy obliczone z modelu
oraz rzeczywistg realizacje zmiennej zamieszczono w tabeli 4.4
oraz zilustrowano na rys. 4.35.

Tabela 4.4. Prognoza warto$ci zmiennej i jej realizacja

Realizacja | Prognoza Dolne Gorne Reszty
zmiennej | I 90% 90% (btad prognozy)
Y: e(t+1)
I kwartat 2019 10,1 99 9,532 10,289 0,197
Il kwartat 2019 99 9,7 9,164 10,210 0,227
Il kwartat 2019 10,3 98 9,186 10,487 0,485
IV kwartat 2019 12,4 12,1 11,166 13,011 0,347

Zrodto: opracowanie wiasne otrzymane za pomoca programu Statistica.

Analiza warto$ci przedstawionych w tabeli wskazuje, ze mo-
del nie doszacowuje wartos$ci prognozowanych wzgledem warto-
$ci rzeczywistych (zrealizowanych) zmiennej. Mozna z tego wy-
ciggna¢ wniosek, ze dynamika zmian wzrostu udziatu sprzedazy
internetowej w ogoélnej sprzedazy zwieksza sie i trudno
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ja szacowac na podstawie lat ubiegtych. Niemniej warto$ci rzeczy-
wiste mieszcza sie w 90% przedziale ufnosci, czyli model mozna
bytoby wykorzysta¢ w 2018 roku do szacowania udziatu w 2019
roku.

a) Prognoza; Model: (0,1,0)(0,1,1) Op6Z. sezon.: 4
Y
16 16
14 14
12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
0 0
5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
—— Obserw. —— Prognozuj —— + 90,0000%
b) Prognoza; Model: (0,1,0)(0,1,1) Op6Z. sezon.: 4
16 16
14 14

\

8 8

6 6

4 4

2 2

0 0

50 55 60
—— Obserw. —— Prognozuj —— # 90,0000%

Rys. 4.35. Szereg i jego prognoza

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie danych z Federal Reserve Economic,
https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA [6.08.2021].

Pod koniec 2019 roku rozpoczeta sie epidemia COVID-19,

uznana w 2020 roku przez WHO za pandemie. Podjete dziatania
w celu ograniczenia zakazenia oraz ich konsekwencje przyspieszyty
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jeszcze rozwdj e-handlu. Udzial wzrést dynamiczniels® i tym samym
model z pewnos$cig bedzie musiat zosta¢ zaktualizowany w celu
oszacowania prognoz na lata kolejne. Spekulujac o dtugotermino-
wych skutkach i kolejnych realizacjach procesu jednym z rozwia-
zan moze by¢ zastosowanie rozwiniecia modeli ARIMA w postaci
modeli zinterwencjgl60. W pakiecie Statistica dostepne s3 trzy
gléwne typy mozliwych zmian: (1) nagly, trwaty, (2) stopniowy,
trwaty oraz (3) nagty, zanikajacy. Temat modeli z interwencja wy-
kracza jednak poza zakres niniejszego podrecznika.

4.2.3. Sezonowy model ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12

Ostatni przyktad jest inspirowany szeregiem obrazujacym pasa-
zer6w miedzynarodowych linii lotniczych w latach 1949-1960
przytoczonym jako przyktad niestacjonarnego sezonowego sze-
regu czasowego pod nazwa szereg G w G.E.P. Box, G.M. Jenkins
(1976), Time Series Analysis: Forecasting and Control. San Franci-
sco: Holden-Day!61. Jest on najczeSciej omawianym zbiorem obser-
wacji w kontekscie modeli ARIMA (tab. 4.5, rys. 4.36). Szereg ten
posiada bardzo wyrazng sezonowo$S¢, a dobrany model
ARIMA(0,1,1)(0,1,1)12 jest znany jako model pasazerdw linii lotni-
czej (ang. the airline model).

159 Federal Reserve Economic, https://fred.stlouisfed.org/series/ECOMPCTNSA
[6.8.2021]

160 R.K.Raman, T.V. Sathianandan, A.P. Sharma, B.P. Mohanty (2017), Modelling
and Forecasting Marine Fish Production in Odisha Using Seasonal ARIMA
Model, ,National Academy Science Letters” 40, s. 393-397 doi: 10.1007/
s40009-017-0581-2; L. Wu, H. Hayashi (2014), The Impact of Disasters
on Japan’s Inbound Tourism Demand, ,Journal of Disaster Research” 9,
s.699-708, doi: 10.20965/jdr.2014.p0699.

161 G.E.P. Box, G.M. Jenkins, G.C. Reinsel, G.M. Ljung, (2015), Time Series Analy-
SIS..., op. cit.
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Tabela 4.5. Liczba pasazeréw miedzynarodowych linii lotniczych w tysigcach (szereg G)

1949 |1950 (1951 (1952 [1953 {1954 {1955 |1956 (1957 (1958 {1959 {1960

I | 112 | 115 [145 [171 | 196 | 204 | 242 | 284 |315 |[340 |360 |417

I |118 | 126 [150 {180 | 196 |188 |233 |277 |301 |318 |342 |391

{132 {141 | 178 | 193 |236 |235 |267 (317 |356 |362 |406 |419
IV [129 | 135 | 163 | 181 |235 (227 |269 |313 |348 |348 |396 |461
Vo |121 |125 | 172 183 (229 | 234 | 270 |318 |355 |363 |420 |472
VI | 135 (149 178 | 218 |243 | 264 |315 |374 |422 |435 | 472 |535
VIl {148 [170 | 199 | 230 |264 |302 364 |413 |465 |491 |548 |622
VIl {148 | 170 | 199 | 242 | 272 |293 |347 |405 |467 |505 |559 |606
IX | 136 | 158 | 184 | 209 |237 [259 |312 |355 |404 |404 |463 |508
X |119 |133 | 162 [191 (211 |229 | 274 |306 |347 |359 |407 |461
Xl {104 | 114 |146 (172 {180 |203 |237 |271 |305 |310 [362 |390
Xl | 118 |140 [ 166 | 194 |201 |229 | 278 |306 |336 |337 |405 |432

Zrédto: SAS Institute Inc. https://documentation.sas.com/doc/en/etscdc/14.2/etsug/
etsug_code_ariex02.htm [9.08.2021] za: G.E.P. Box, G.M. Jenkins (1976), Time Series

Analysis: Forecasting and Control, San Francisco: Holden-Day.

Rys. 4.36. Liczba pasazeréw miedzynarodowych linii lotniczych (szereg G)
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Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: SAS Institute Inc. https://documentation.sas.com/
doc/en/etscdc/14.2/etsug/etsug_code_ariex02.htm [9.08.2021] za: G.E.P. Box, G.M. Jenkins
(1976), Time Series Analysis: Forecasting and Control, San Francisco: Holden-Day.
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Estymujac model zlogarytmowanego szeregu, to znaczy
(1 —B)(1 — B?)Y, = 6(B'?)8(B)e,, w pakiecie Statistica za po-
moca metody doktadnej Mélarda otrzymuje sie: ©; = 0,55694
oraz 6, = 0,40182, przy MS = 0,00142.

W tabeli 4.6 przedstawiono pasazeréw komercyjnych lotniska
John F. Kennedy International Airport w latach 2009-2019.
Mozna zauwazy¢, ze zwyczaje pasazerow i preferencje co do po-
drézy w miesigcach letnich nie zmienity sie istotnie w XXI w.
Liczba pasazer6w systematycznie rosnie, ale nie ma juz znacza-
cych réznic w wariancji szeregu (rys. 4.37). Tym samym mozna
przyjaé, ze szereg jest stacjonarny ze wzgledu na wariancje.

6,5E6 6,5E6
6E6 6E6

5,5E6 5,5E6
5E6 5E6

ST 4,5E6 4,5E6
4E6 4E6

3,5E6 3,5E6
3E6 3E6

2,5E6 2,5E6
-10 10 30 50 70 90 110 130

0 20 40 60 80 100 120 140
Numery obserwacji

Rys. 4.37. Liczba pasazeréw komercyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport
w latach 2009-2019

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].
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Na rysunku 4.38 przedstawiono wykresy autokorelacji i auto-
korelacji czastkowej szeregu. Oprécz trendu gtéwng cecha cha-
rakterystyczng szeregu jest skladowa okresowa. W analizowa-
nym przyktadzie zastosowano kolejno réznicowanie z opodznie-
niem 1 oraz sezonowe z op6znieniem 12. Wyniki operacji zilustro-
wano na rys. 4.39 oraz 4.40.

Funkcja autokorelacji

a) ¥ — przedziat ufnosci
Opin Kor. SE
1 +788 0861
2 +612 0857
3 4437 0854
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5 4118 0847 =]
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11 +679 10827
12 +837 10824
13 +648 0820
14 +480 0817
15 +315 0813
16 +158 0810
17 +017 10806
18 -122 0803 =
19 +012 0799
20 +140 079 -
21 +278 0792 )
22 +398 0789 ]
23 +523 0785 ]
24 +661 0781 ]
25 +490 0778 ]
26 +334 0774
27 +188 0770
28 +054 0767 m]
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0
0,

-10 -05 0 05 10
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1 ¥223 087 =
12 ¥330 087 \
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142 087 =
15 1046 087 F]
1 112 087 =
17 {007 087
18 -005 087
19 142 087 —
20 4015 87

-016 0871
22 032 087 0
55 4077 087 |
24 +096 087 =

-158 087 [
% 4024 087 0
77 ¥058 087 0
28 +018 087
20 +100 087 =)
30 037 8T 0

-1,0 0,5 0,0 0,5 1,0

Rys. 4.38. ACF (a) i PACF (b) szeregu liczby pasazeréw komercyjnych lotniska John
F. Kennedy International Airport w latach 2009-2019

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].
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Rys. 4.39. Zréznicowany z opdZnieniem 1 szereg liczby pasazeréw komercyjnych lotni-
ska John F. Kennedy International Airport (a), ACF (b), PACF (c)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].
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Rys. 4.40. Zréznicowany z opdZznieniem 1 i 12 szereg liczby pasazeréw komercyjnych

lotniska John F. Kennedy International Airport (a), ACF (b), PACF (c)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,

https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].
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Przebieg ACF wskazuje na model niesezonowy MA (zanikajace
warto$ci funkcji PACF i pojedyncza warto$¢ ACF dla opdZnienia 1)
oraz sezonowy AR (powtarzajace sie, znaczace dla opo6znienia
bedacego wielokrotnoscig 12), tj. ARIMA(0,1,1)(1,1,0)12. Wyniki
estymacji metoda przyblizong McLeoda i Salesa przedstawiono
narys. 4.41.

Zmienna: ZMN1
Przeksztatcenia: D(1),D(12)
Model: (0,1,1)(1,1,0) Opdzn. sez.: 12
Liczba obs.:119 Wstepne SS=397E10 Konc. SS=226E10 (56,87%) MS=1930E7
Parametry (p/Ps-autoregresyjne, g/Qs-$redniej ruch.) podswietl: p<.05
q(l) Ps(l)
Ocena: , 69265 —,4118
Btad std: ,07080 ,08921
Rys. 4.41. Wyniki estymacji modelu ARIMA(0,1,1)(1,1,0);2 szeregu liczby pasazeréw ko-

mercyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].

Analizujgc reszty mozna zaobserwowad, Ze nie wszystkie sys-
tematyczne sktadowe szeregu zostaty ujete w modelu. W szeregu
reszt pozostaje autokorelacja przy op6znieniu 24 (rys. 4.42).

Histogram; zmienna: Y,
a)
ARIMA (0,1,1)(1,1,0) reszty ;
—— Oczekiwana normalna
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Rys. 4.42. Analiza reszt modelu ARIMA(0,1,1)(1,1,0);2 szeregu liczby pasazeréw komer-
cyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport: histogram (a)
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Wykres normalnosci: Y,
b) ARIMA (0,1,1)(1,1,0) reszty ;
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Rys. 4.42. (cd.) Analiza reszt modelu ARIMA(0,1,1)(1,1,0):2 szeregu liczby pasazeréw
komercyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport: wykres normalnosci (b),
ACF (c), PACF (d)

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].

146



Dlatego zdecydowano sie rozszerzy¢ model, zmieniajac rzad
procesu autoregresji i tym samym dodajac dodatkowy sezonowy
parametr autoregresyjny: ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12. Parametry tego
modelu estymowane metoda przybliZzong przedstawiono
narys. 4.43.

Zmienna: ZMN1
Przeksztatcenia: D(1),D(12)
Model: (0,1,1)(2,1,0) Opdzn. sez.: 12
Liczba obs.:119 Wstepne SS=397E10 Konc. SS=194E10 (48,84%) MS=1671E7
Parametry (p/Ps-autoregresyjne, g/Qs-$redniej ruch.) pods$wietl: p<.05
g(l) Ps(l) Ps(2)
Ocena: , 68520 -,5625 -,4236
Btad std: ,06922 ,08995 ,09737

Rys. 4.43. Wyniki estymacji modelu ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12 szeregu liczby pasazeréw
komercyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].

Opracowany model ma postac:

(1—¢,B*? — ¢,B**)(1 — B)(1 — B*)Y, = (1 — 6;B)e,.
(4.19)

Podstawiajgc wartosci oszacowanych parametréw otrzymuije sie:
(1+0,5625B1? + 0,4236B%*)(1 — B)(1 — B1?)Y,=
= (1-0,06852B)e;. (4.20)

Diagnostyka wizualna reszt modelu (rys. 4.44) pozwala
stwierdzi¢, ze w wypadku modelu ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12 reszty
spelniajg zatozenie losowosci reszt modelu.

147



Oczekiwana normalna

Histogram; zmienna: Y,
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Rys. 4.44. Analiza reszt modelu ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12 szeregu liczby pasazeréw komer-
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cyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport: histogram (a), wykres normalno-

$ci (b), ACF (c)



Funkcja autokorelacji czastkowej
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Rys. 4.44. (cd.) Analiza reszt modelu ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12 szeregu liczby pasazeréw ko-
mercyjnych lotniska John F. Kennedy International Airport: PACF (d)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: Annual Airport Traffic Report z lat 2009-2019,
https://www.panynj.gov/airports/en/statistics-general-info.html [9.08.2021].

Oznacza to, Zze wybrany model ARIMA(0,1,1)(2,1,0)12 mozna
wykorzystac do prognozowania. Podobnie jednak jak w wypadku
szeregu z przykladu 4.2.2 epidemia COVID-19 zmienita catkowicie
dotychczasowe wzorce zachowan. W roku 2020 nastgpito zatama-
nie rynku lotniczego. Mozna wyrazi¢ nadzieje, Ze model bedzie
trafnie opisywac ruch pasazerski dopiero w kolejnych latach.

Przytoczone przyktady budowy modeli rzeczywistego szeregu
czasowego pokazuja, ze modele ARIMA s3 uniwersalnym narze-
dziem modelowania i prognozowania. Niemniej identyfikacja
modeli ARIMA nie jest Scisle skodyfikowana i w duzej mierze
zalezy od wiedzy, doSwiadczenia i intuicji badaczal6z.

Kluczowe zagadnienia:
usuwanie niestacjonarnos$ci, wybor modelu,
losowosé reszt modelu, prognoza

162 E. Chodakowska, ]J. Nazarko, L. Nazarko (2021), ARIMA Models..., op. cit.
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5. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Modele klasy ARIMA znajduja szerokie zastosowanie progno-
styczne w wielu obszarach gospodarczych, spotecznych i technicz-
nych. W kolejnych podrozdziatach tego rozdziatu przedstawiono
zaczerpniete z literatury praktyczne przyktady wykorzystania mo-
deli ARIMA w prognozowaniu réznorodnych zjawisk. Ponizszy
przeglad ma na celu uswiadomienie czytelnikowi szerokiego spek-
trum mozliwych zastosowan i implementowanych typéw modeli
klasy ARIMA.

5.1. Prognozowanie przepustowosci portu

Przyktad zaczerpnieto z artykutu ]. Zhang, Forecast of Shanghai
Port Throughput Based on ARIMA163,

Port w Szanghaju jest najwiekszym na Swiecie pod wzgledem
wielkos$ci przetadunku kontenerowego64. W artykule przedsta-
wiono model oraz prognoze catkowitej przepustowosci portu.
Analizg objeto dane miesieczne za okres od stycznia 2016 do maja
2021 roku (rys. 5.1).

163 ], Zhang (2021), Forecast of Shanghai Port Throughput Based on ARIMA, 10P
Conf. Ser.: Earth Environ. Sci. 831 012042, doi: 10.1088/1755-1315/831/
1/012042.

164 Miedzynarodowe Centrum Wysytkowe w Szanghaju w pierwszej tréjce
na $wiecie, China Radio International: http://polish.cri.cn/wideo/3868/
20200713/505021.html, 2020-07-13 [29.11.2021].

152



5000

4000

wielkos¢ przetadunku [10 tys. ton]

w
o
o
o

v

1.01.2016 1.01.2017 1.01.2018 1.01.2079 1.01.2020 1.01.2021
czas
Rys. 5.1. Miesieczne wielkosci przetadunkéw w porcie Szanghaj w okresie od stycznia
2016 do maja 2021 .

Zrédto: J. Zhang (2021), Forecast of Shanghai Port Throughput Based on ARIMA, 10P Conf.
Ser.: Earth Environ. Sci. 831 012042, doi: 10.1088/1755-1315/831/1/012042.

Na podstawie analizy przebiegu funkcji ACF i PACF szeregu
czasowego wielko$ci przetadunkéw, do jego modelowania zapro-
ponowano model ARIMA(0,1,1). W artykule nie podano wartosci
parametréw modelu. Testy dopasowania modelu (m.in. R, RMSE,
MAE, BIC) spetily oczekiwania autora. Pozytywnie zweryfiko-
wano tez hipoteze o losowosci reszt modelu.

Nastepnie model postuzyt do wykonania prognozy na pietna-
$cie kolejnych miesiecy. Wyniki modelowania szeregu oraz wyzna-
czone prognozy przedstawiono na rys. 5.2.
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Rys. 5.2. Szereg czasowy miesiecznych wielko$ci przetadunkéw w porcie Szanghaj, war-
tosci uzyskane z modelu oraz prognozowane wielkosci przetadunkéw

Zrodto: J. Zhang (2021), Forecast of Shanghai Port Throughput Based on ARIMA, 10P Conf.
Ser.: Earth Environ. Sci. 831, 012042, doi:10.1088/1755-1315/831/1/012042.

Prognoza wskazuje na dalszy oczekiwany wzrost przetadun-
kéw w szanghajskim porcie. Powinno to by¢ podstawa do podjecia
dziatan w kierunku wiekszej automatyzacji terminali kontenero-
wych w celu zwiekszenia efektywno$ci operacyjnej portu.

5.2. Prognozowanie liczby zachorowar na COVID-19

Przyktad zaczerpnieto z artykutu A. K Sahai i in., ARIMA modelling

& forecasting of COVID-19 in top five affected countries¢s.
Pandemia COVID-19, ktéra rozpoczeta sie w grudniu 2019

roku w Wuhan w Chinach, rozprzestrzenita sie na caty Swiat

165 A.K.Sahai, N. Rath, V. Sood, M.P. Singh (2020), ARIMA modelling & forecasting
of COVID-19 in top five affected countries, ,Diabetes & Metabolic Syndrome:
Clinical Research & Reviews” 14(5), s. 1419-1427, doi: 10.1016/
j.dsx.2020.07.042.
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iw ciggu kolejnych miesiecy spowodowata bezprecedensowe
spustoszenie. W artykule przedstawiono model oraz prognoze
catkowitej liczby os6b chorych na COVID-19 w pieciu krajach:
USA, Brazylii, Indiach, Rosji i Hiszpanii. Analiza objeto dane
dzienne za okres od 15 lutego do 18 lipca 2020 roku?és.

Na rysunku 5.3 przedstawiono szereg dziennej catkowitej
liczby chorych na COVID-19 w USA w badanym okresie.
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Rys. 5.3. Szereg czasowy dziennej catkowitej liczby chorych na COVID-19 w USA w okre

sie od 15 lutego do 18 lipca 2020 roku

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie Worldmeter: https://www.worldometers.
info/coronavirus/.

Na podstawie wstepnej analizy przebiegu szeregdw czaso-
wych oraz ich funkcji ACF i PACF zdecydowano o wyborze modeli
typu ARIMA(p,d,q). Estymacji parametrow i wyboru najlepszych
modeli dla poszczegélnych szeregéw wykonano za pomocg opro-
gramowania JMultil¢7, wykorzystujacego algorytm Hannana-
-Rissanenal®®. Do estymacji parametrow modelu wykorzystano

166 Worldmeter: https://www.worldometers.info/coronavirus/ [29.11.2021].

167 JMulTi: http://www.jmulti.de/ [29.11.2021].

168 EJ.Hannan, ]. Rissanen (1982), Recursive estimation of mixed atoregressive-mov-
ing average order, ,Biometrika” 69, s. 81-94, doi: 10.1093 /biomet/69.1.81.
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zmienne z zakresu od 15 lutego do 30 czerwca 2020 roku. Jako
kryterium wyboru modelu postuzono sie wartoscig AIC.

Modele wybrane dla poszczegdlnych krajow przedstawiono
w tabeli 5.1.

Tabela 5.1. Specyfikacja modeli ARIMA dla badanych krajow

Indie Brazylia Rosja Hiszpania USA
Model (4,2,4) (31,2 (3,0,0) (4,2,4) (1,2,1)
AR1 1,3759 1,3822 1,8218 -0,1032 0,2243
AR2 -1,0232 -0,8340 -0,6470 0,2658 -
AR3 1,3695 0,4483 -0,1757 -0,4359 -
AR4 -0,7242 - - -0,6305 -
MA1 1,7944 0,8246 - 0,3806 0,5943
MA2 -1,5084 -0,1108 - 0,1500 -
MA3 1,5919 - - -0,3751 -
MA4 -0,8983 - - -0,4913 -

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: A.K. Sahai, N. Rath, V. Sood, M.P. Singh
(2020), ARIMA modelling & forecasting of COVID-19 in top five affected countries, ,Diabe-
tes & Metabolic Syndrome: Clinical Research & Reviews” 14(5), s. 1419-1427,
doi: 10.1016/j.dsx.2020.07.042.

Testy dopasowania modeli oraz prognozy wygaste wykonane
dla okresu 1-18 lipca 2020 roku potwierdzity dobra jako$¢ modeli.

Na podstawie opracowanych modeli wykonano dla poszcze-
gblnych krajow prognozy na 77 dni w przod do 15 wrze$nia 2020
roku. Na rysunku 5.4 przedstawiono prognoze catkowitej liczby
chorych na COVID-19 w USA wraz z danymi rzeczywistymi.
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Rys. 5.4. Prognoza dziennej catkowitej liczby chorych na COVID-19 w USA na okres
od 19 lipca do 15 wrzes$nia 2020 roku

Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie: A.K. Sahai, N. Rath, V. Sood, M.P. Singh
(2020), ARIMA modelling & forecasting of COVID-19 in top five affected countries, ,Diabetes
& Metabolic Syndrome: Clinical Research & Reviews” 14(5), s. 1419-1427, doi: 10.1016/
j-dsx.2020.07.042.

Prognoza wskazuje na szybkie zwiekszanie sie liczby chorych
i dalszy rozwéj pandemii COVID-19 w kolejnych dwo6ch miesigcach.

5.3. Prognozowanie parytetu dwoch walut

Przyklad zaczerpnieto z artykutu C. U. Yildiran, A. Fettahoglu,
Forecasting USDTRY rate by ARIMA method'¢°.

Parytet dwoch walut okre$la stosunek wymiany miedzy tymi
walutami. W systemie ptynnych kurséw walutowych stosunek
wartos$ci dwéch walut ustalony jest na gietdzie walutowej na pod-
stawie relacji podazy i popytu tych walut. Poniewaz miedzynaro-
dowe transakcje gospodarcze rozliczane sg czesto w réznych wa-
lutach, przewidywanie przyszlych wartosci kurséw walutowych

169 C.U. Yildiran, A. Fettahoglu (2017), Forecasting USDTRY rate by ARIMA
method, ,Cogent Economics & Finance” 5(1), 1335968, doi: 10.1080/
23322039.2017.1335968.
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jest bardzo wazne dla niemal kazdego podmiotu gospodarczego,
a w szczegolnosci dla bankéw i rzadow.

W artykule zastosowano modelowanie ARIMA do prognozo-
wania parytetu dolara amerykanskiego (USD) i liry tureckiej
(TRY). Jako dane do budowy i testowania modelu postuzyto
3069 dziennych obserwacji z okresu od 3 stycznia 2005 roku
do 8 marca 2017 rokul?0. Szereg czasowy parytetu walut w bada-
nym okresie przedstawiono na rysunku 5.5.
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Rys. 5.5. Dzienne wartosci parytetu USD/TRY w okresie od 3 stycznia 2005 roku

do 8 marca 2017 roku

Zrédlo: opracowanie wtasne na podstawie Central Bank of the Republic of Turkey:
https://evds2.tcmb.gov.tr/index.php?/evds/serieMarket/#collapse_2 [29.11.2021].

W celu osiagniecia stacjonarno$ci, oryginalny szereg zostat
zlogarytmowany a nastepnie zrdéznicowany. Autorzy zatozyli
opracowanie dwoch réznych modeli, opartych na diugim (LTM)
i krotkim (STM) szeregu danych. Do budowy modelu LTM wyko-
rzystano wszystkie obserwacje (3069), a do budowy modelu STM
ostatnie 150 obserwacji. W obu wypadkach zbudowano i przete-
stowano po 30 modeli typu ARIMA(p,d,q). Do wyboru najlepszych
modeli zastosowano Kkryterium najmniejszego Sredniego btedu

170 Central Bank of the Republic of Turkey: https://evds2.tcmb.gov.tr/
index.php?/evds/serieMarket/#collapse_2 [29.11.2021].
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bezwzglednego prognozy (MAE). Prognoze wyznaczono dla kolej-
nych 30 warto$ci od 27 stycznia do 9 marca 2017 roku. Finalnie,
do sporzadzania prognoz parytetu USD/TRY opartych na krétkim
szeregu czasowym wybrano model ARIMA(2,1,0)stm, a dla dtu-
giego szeregu danych model ARIMA(0,1,1)i.tm. W artykule nie po-
dano wartoSci parametrow modelu.

Na rysunkach 5.6 a) i b) przedstawiono wyniki prognozowa-
nia parytetu USD i TRY za pomocg obu modeli.
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Rys. 5.6. Wartosci rzeczywiste i prognozowane dziennych wartosci parytetu USD/TRY
w okresie od 27 stycznia do 9 marca 2017 roku: model STM (a), model LTM (b)

Zrodto: opracowanie wiasne na podstawie: C.U. Yildiran, A. Fettahoglu (2017), Foreca-
sting USDTRY rate by ARIMA method, ,Cogent Economics & Finance” 5(1), 1335968,
doi:10.1080/23322039.2017.1335968.
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W konkluzji autorzy stwierdzaja, Ze lepsze wyniki prognozo-
wania w badanym horyzoncie czasowym wykazuje model STM
oparty na krétszym szeregu czasowym danych.

5.4. Prognozowanie cen owocOw i warzyw

Przyktad zaczerpnieto z artykutu R. Dharavath, E. Khosla, Sea-
sonal ARIMA to Forecast Fruits and Vegetable Agricultural
Prices’1,

Rolnictwo ze wzgledu na swoje znaczenie dla bezpieczenstwa
zywnosciowego ludzkosci jest strategicznym sektorem gospo-
darki sSwiatowej. Ceny produktéw rolnych wykazujg silng sezono-
wos¢ zaréwno ze wzgledu na warunki ich uprawy, przechowywa-
nia, dostaw, jak i sprzedazy. Przedmiotem badan przedstawio-
nych w artykule sg zmiany cen owocéw i warzyw w aglomeracji
Bengaluru (ang. Bangalore) w Indiach.

Analizg objeto miesieczne ceny wybranych owocow i warzyw
z lat 2010-2018172, Nie dla wszystkich owocéw i warzyw do-
stepne s3 ceny z petnego zakresu dat. Na rysunku 5.7 przedsta-
wiono szereg czasowy cen: owocOw mango (a) i kalafiorow
(b) zalata 2012-2017.

171 R. Dharavath, E. Khosla (2019), Seasonal ARIMA to Forecast Fruits and Vege-
table Agricultural Prices, IEEE International Symposium on Smart Electronic
Systems (iSES), s. 47-52, doi: 10.1109/iSES47678.2019.00023.

172 Data.World: https://data.world /raghu543/fruits-and-vegetables-prices-in-
india [02.11.2021].
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Rys. 5.7. Ceny w Bengaluru w latach 2012-2017: owocéw mango (a), kalafioréw (b)
Zrédlo: opracowanie wtasne na podstawie: R. Dharavath, E. Khosla (2019), Seasonal

ARIMA to Forecast Fruits and Vegetable Agricultural Prices, 2019 IEEE International Sym-
posium on Smart Electronic Systems (iSES), doi: 10.1109/iSES47678.2019.00023.

Wykres cen owoc6w mango (rys. 5.7a) wskazuje na wyrazng
sezonowo$¢ szeregu. Ceny mango najnizsze s3 w czerwcu, a naj-
wyzsze w lutym. Do budowy modelu wykorzystano dane z okresu
od stycznia 2012 roku do sierpnia 2017 roku. Jako model progno-
styczny zaproponowano sezonowy model ARIMA(2,2,1)(1,1,1)12.
W artykule nie podano warto$ci parametréw modelu. Prognoze
wygasta miesiecznych cen owoc6w mango wykonano na okres
wrzesien—grudzien 2017 roku. Wyniki prognozy przedstawiono
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na rysunku 5.8a. Autorzy stwierdzajg, Ze zaproponowany model
wystarczajaco dobrze prognozuje ceny owocOw mango w rozpa-
trywanym horyzoncie czasowym.
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Rys. 5.8. Prognoza ceny w Bengaluru w latach 2012-2017: owocéw mango (a), kalafioréw (b)

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie: R. Dharavath, E. Khosla, (2019) Seasonal
ARIMA to Forecast Fruits and Vegetable Agricultural Prices, 2019 IEEE International Sym-
posium on Smart Electronic Systems (iSES), doi:10.1109/iSES47678.2019.00023.

Réwniez wykres cen kalafiorow (rys. 5.7b) wskazuje na wy-
razng sezonowos$c¢. Ceny kalafioréw najnizsze sg w lutym, a naj-
wyzsze w listopadzie. Do budowy modelu wykorzystano dane
z okresu od stycznia 2012 roku do sierpnia 2017 roku. Jako model
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prognostyczny zaproponowano sezonowy model ARIMA(2,1,0)
(1,1,1)12. W artykule nie podano warto$ci parametréw modelu.
Prognoze wygasta miesiecznych cen kalafiorow wykonano
na okres wrzesien-grudzien 2017 roku. Wyniki prognozy przed-
stawiono narysunku 5.8b. Autorzy stwierdzaja, Ze zapropono-
wany model wystarczajaco dobrze prognozuje ceny kalafiorow
w rozpatrywanym horyzoncie czasowym.

Autorzy konkludujg, Ze problem prognozowania cen warzyw
iowocow jest w warunkach Indii bardzo wazny spotecznie
ze wzgledu na skale ubdstwa i zwigzang z tym potrzebe ciggtej
kontroli kosztéw utrzymania ludnosci.

5.5. Prognozowanie nastonecznienia

Przyktad zaczerpnieto z artykutu A. Shadab, S. Ahmad, S. Said, Spa-
tial forecasting of solar radiation using ARIMA model'73.

Rosngce gwattownie zapotrzebowanie na energie z jednej
strony, a wymagania klimatyczne i Srodowiskowe z drugiej strony
powoduja konieczno$¢ zwiekszania produkcji energii ze zrédet
odnawialnych. Energia solarna jest najwazniejszym odnawialnym
Zrédtem energii. W artykule podjeto problem wykorzystania mo-
deli ARIMA do obszarowego prognozowania miesiecznych warto-
$ci naslonecznienia dla celéw projektowania lokalizacji elek-
trowni stonecznych. Analiza objeto obszar woko6t New Delhi.

Dane zrodtowe wykorzystane do stworzenia szeregdéw czaso-
wych bedacych podstawq analiz zaprezentowanych w artykule,
pozyskane zostaty z bazy danych NASA POWER o warunkach so-
larnych i atmosferycznych tworzonej na podstawie obserwacji sa-
telitarnych74. Narysunku 5.9 przedstawiono szereg czasowy
$redniego miesiecznego nastonecznienia w New Delhi w latach
1984-2015.

173 A. Shadab, S. Ahmad, S. Said (2020), Spatial forecasting of solar radiation us-
ing ARIMA model, ,Remote Sensing Applications: Society and Environment”
20,100427, doi: 10.1016/j.rsase.2020.100427.

174 NASA POWER: https://power.larc.nasa.gov/ [3.12.2021].
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rok
Rys. 5.9. Srednie miesieczne wartosci nastonecznienia (kWh/m2/dzieri) w New Delhi
w latach 1984-2015
Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie: A. Shadab, S. Ahmad, S. Said (2020), Spatial
forecasting of solar radiation using ARIMA model ,Remote Sensing Applications: Society
and Environment” 20, 100427, doi:10.1016/j.rsase.2020.100427.

Na obszar geograficzny bedacy przedmiotem badan (rys. 5.10)
naniesiono siatke zdefiniowang szerokosciag i dtugoscig geogra-
ficzng o kroku 0,5°, otrzymujac w ten sposéb 28 weztow siatki.
Dla kazdego z wezléw siatki opracowano osobny model ARIMA
modelujacy szereg czasowy $redniego miesiecznego nastonecz-
nienia w tym wezle. Do budowy modeli postuzyty szeregi czasowe
$rednich miesiecznych warto$ci nastonecznienia w poszczego6l-
nych weztach za okres od stycznia 1984 roku do grudnia 2017
roku (34 lata).

Dla wszystkich weztéw Autorzy zaproponowali modele klasy
ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)12 o réznych warto$ciach parametrow. Wy-
boru najlepszego spos$rdd alternatywnych modeli dla kazdego
z weztdow dokonano na podstawie kryterium AIC. Do obliczen wy-
korzystano pakiet statystyczny R175. Modele charakteryzuja sie
dobra jakoscig okreSlong miarami RMSE, MAE, MAPE, MASE, AIC
i BIC176, Modele zweryfikowano takze, wyznaczajac prognozy
wygaste nastonecznienia dla okresu od stycznia 2018 roku

175 The R Foundation: https://www.r-project.org/ [3.12.2021].
176 1. Nazarko (red.) (2011), Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsiebiorstwem.
Cz. 1I. ..., op. cit.
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do grudnia 2019 roku. Prognozy wygaste charakteryzowaty sie
bardzo dobrg jakosScig okreslong miarami Rz, RMSE, MAE i MAPE.
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Rys. 5.10. Obszar objety obszarowym prognozowaniem nastonecznienia
Zrédlo: A. Shadab, S. Ahmad, S. Said (2020), Spatial forecasting of solar radiation using

ARIMA model, ,Remote Sensing Applications: Society and Environment” 20, 100427,
doi:10.1016/j.rsase.2020.100427.

Wypracowane modele ARIMA postuzyty do sporzadzenia mie-
siecznych prognoz nastonecznienia w poszczegdlnych weztach
siatki geograficznej na dwa kolejne lata 2020—-2021. Na podstawie
wyznaczonych prognoz opracowano dla badanego obszaru wy-
kresy konturowe nastonecznienia dla poszczeg6lnych miesiecy
oraz $rednioroczne. Wykresy konturowe wykonano, korzystajac
z pakietu statystycznego R.

Na rys. 5.11 pokazano wykres konturowy prognozowanego
narok 2021 $redniego rocznego nastonecznienia badanego
obszaru.
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Rys. 5.11. Prognoza $redniorocznego nastonecznienia badanego obszaru w roku 2021

Zrédto: A. Shadab, S. Ahmad, S. Said (2020), Spatial forecasting of solar radiation using
ARIMA model, ,Remote Sensing Applications: Society and Environment” 20, 100427,
doi:10.1016/j.rsase.2020.100427.

Na podstawie sporzadzonych obszarowych prognoz nasto-
necznienia wytypowano najlepszy region (Rajasthan-Haryana)
do lokalizacji elektrowni stonecznych. Nastonecznienie w tym re-
gionie ma najwiekszg warto$¢ Srednioroczng oraz charakteryzuje
sie najmniejsza zmienno$cig miesieczna.

Literatura uzupetniajgca

[1] Dharavath R., Khosla E. (2019), Seasonal ARIMA to Forecast Fruits
and Vegetable Agricultural Prices, IEEE International Symposium
on Smart Electronic Systems (iSES), s. 47-52, doi: 10.1109/
iSES47678.2019.00023

[2] Hannan E.J., Rissanen ]. (1982), Recursive estimation of mixed
atoregressive-moving average order, ,Biometrika” 69, s. 81-94,
doi: 10.1093 /biomet/69.1.81

[3] Nazarko J. (red.) (2011), Prognozowanie w zarzqdzaniu przedsie-
biorstwem. Cz. Il. Prognozowanie na podstawie szeregéw czasowych,
Wydawnictwo Politechniki Biatostockiej, Biatystok

166



[4]

[5]

[6]

[7]

Sahai A.K, Rath N,, Sood V., Singh M.P. (2020), ARIMA modelling &
forecasting of COVID-19 in top five affected countries, ,Diabetes & Met-
abolic Syndrome: Clinical Research & Reviews” 14(5), s. 1419-1427,
doi: 10.1016/j.dsx.2020.07.042

Shadab A., Ahmad S., Said S. (2020), Spatial forecasting of solar ra-
diation using ARIMA model, ,Remote Sensing Applications: Society
and Environment” 20, 100427, doi: 10.1016/j.rsase.2020.100427
Yildiran C.U. Fettahoglu A. (2017), Forecasting USDTRY rate
by ARIMA method, ,Cogent Economics & Finance” 5(1), 1335968,
doi: 10.1080/23322039.2017.1335968

Zhang ]. (2021), Forecast of Shanghai Port Throughput Based
on ARIMA, I0P Conf. Ser.. Earth Environ. Sci.831012042,
doi: 10.1088/1755-1315/831/1/012042

Strony internetowe

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]
[6]
[7]

Central Bank of the Republic of Turkey: https://evds2.tcmb.gov.tr/
index.php?/evds/serieMarket/#collapse_2 [29.11.2021]
Data.World: https://data.world/raghu543/fruits-and-vegetables-
prices-in-india [2.11.2021]

JMulTi: http://www.jmulti.de/ [29.11.2021]

Miedzynarodowe Centrum Wysytkowe w Szanghaju w pierwszej
tréjce na Swiecie, China Radio International: http://polish.cri.cn/
wideo/3868/20200713/505021.html, 2020-07-13 [29.11.2021]
NASA POWER: https://power.larc.nasa.gov/, [3.12.2021]

The R Foundation: https://www.r-project.org/, [3.12.2021]
Worldmeter: https://www.worldometers.info/coronavirus/
[29.11.2021]

167



. PROBLEMY

DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Na podstawie oceny wizualnej szeregu przedstawionego

na rysunku 6.1 mozna powiedzie¢, ze szereg jest:

a) niestacjonarny wzgledem Sredniej i wariancji,

b) stacjonarny wzgledem S$redniej i wariancji,

c) stacjonarny wzgledem $redniej i niestacjonarny wzgledem
wariancji,

d) niestacjonarny wzgledem $redniej i stacjonarny wzgledem
wariancji.

YA A A A MAAPAAN AN

1357911131517 192123252729 31 3335 37 39 41 43 45 51 53 5557 59 61 63 65 67 69 71 73 7577 79 81
Rys. 6.1. Przykiad szeregu

Zrédto: opracowanie wiasne.

2.

Rozwinieciem zapisu operatorowego modelu

ARIMA(1 - B)(1 — BY)Y, = (1 —6,B)(1 — 0,;B*)e, jest:

a) Vi=Yi4—Yis— 0180 4—0184 + 0.0, 5+¢e

b) Vi =Y 1 +YV4—016,_1—016_4+ 0,015 +e

) i=Y 1 +Ys—Yi 5 —01601—0164 +0,0.6, 5+ e
d Yi=Y, 1 +Yy— 016, 10164+ e

Model ARIMA(1,1,0)(1,0,0)s w postaci operatorowej to:
a) (1-¢B)(1—0,BH)(1—-B)Y; =¢
b) (1-¢:B)(1—®BHY, = (1 - Be,
) (1-¢1B)Y,=(1-®B)*(1-B)e,
d) Y, =1 -¢B)([1—-PB*)(1~-Be,

Przedstawione na rysunku 6.2 przebiegi funkcji ACF i PACF
wskazuja na model:

a) AR(2)

b) ARMA(1,1)
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c) ARMA(2,2)

d) MA(2)
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Rys. 6.2. Przyktad ACF i PACF
Zrédlo: opracowanie wiasne.

20

5. Kryterium informacyjne AIC to kryterium wyboru pomiedzy
modelami statystycznymi o roéznej liczbie parametréw.
Czy korzystajac z niego wybiera sie model, dla ktérego war-

tos¢ jest:

a) najmniejsza,
b) najwieksza.

6. Ktore zdanie(a) jest/sg prawdziwe:
a) Procesy AR s3 stacjonarne zawsze, ale wymagajg natoze-
nia ograniczen na parametry ze wzgledu na koniecznos$¢
zapewnienia odwracalnos$ci.
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b) Procesy MA sg odwracalne zawsze, ale wymagajg ograni-
czenia ze wzgledu na konieczno$¢ zapewnienia stacjonar-
nosci.

7. W rozdziale czwartym przytoczony zostal szereg G. Dokonaj
samodzielnej estymacji jego parametrow.

8. W tabeli 6.1 zamieszczono dane dotyczace liczby pasazerow
Lotniska Chopina w Warszawie w latach 2008-2019. Zbuduj
model ARIMA tego szeregu czasowego.

Tabela 6.1. Liczba pasazeréw lotniska Chopina w Warszawie w latach 2008-2019

rok I kwartat Il kwartat Il kwartat IV kwartat
2019 3696 371 4891 498 5744 461 4512 261
2018 3418730 4577 301 5672623 4068 577
2017 2978 217 3989410 5065 287 3697 416
2016 2314051 3264233 4069 807 3147 265
2015 2165 311 2999272 3572135 2449970
2014 1990 629 2820154 3391928 2371828
2013 2106811 2923 440 3454526 2185102
2012 1888 414 2868215 2884649 1925785
2011 1782918 2485 521 2971790 2082 256
2010 1712986 2191768 2759235 2002 563
2009 1588 265 2203 481 2618804 1868 197
2008 1984 486 2550700 2960 291 1941 481

Zrédto: Urzad Lotnictwa Cywilnego, Statystyki wg portéw lotniczych, https://www.ulc.gov.pl/
pl/statystyki-analizy/statystyki-i-analizy-rynku-transportu-lotniczego/3724-statystyki-
wg-portow-lotniczych [10.08.2021].

9. Z ogoblnie dostepnych baz danych wybierz miesieczny, kwar-
talny lub roczny wskaznik makroekonomiczny opisujacy po-
ziom rozwoju spoteczno-gospodarczego dowolnego kraju lub
regionu. Zbuduj dla szeregu czasowego wskaznika model
ARIMA.
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Oddawany do rak Czytelnikéw podrecznik ,,Prognozowanie w zarzadzaniu
przedsiebiorstwem” przekazuje wiedzg, zaréwno podstawowa, jak i zaawansowang,
z zakresu metod i narzedzi prognozowania gospodarczego. Podrecznik zaprojektowany
zostat jako sktadajacy sie z dziewigciu odrebnych czesci, ktore obejmuja:

e  wprowadzenie do metodyki prognozowania,

e  podstawy prognozowania szeregdw czasowych,

e  zastosowanie modeliadaptacyjnych,

e  zastosowanie modeli trendu,

e  wykorzystanie modeli ARIMA do prognozowania gospodarczego,

e  prognozowanie na podstawie modeli ekonometrycznych,

e  zastosowanie w prognozowaniu metod sztucznej inteligencji,

e  prognozowanie z zastosowaniem metod heurystycznych,

e  wykorzystanie réznych metod prognozowania w zarzadzaniu przedsigbiorstwem.

Kazda cze$¢ konczy si¢ pytaniami i zadaniami, ktérych samodzielne rozwigzanie
pomoze Czytelnikowi ugruntowac zdobyta wiedze.
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materiatu i jego zakresu merytorycznego, oparli si¢ na swoim wieloletnim doswiadczeniu
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