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WSTEP

Niniejszy podrecznik powstat z mysla o studentach Wydziatu Inzynierii Zarzadzania
Politechniki Biatostockiej ksztatcacych si¢ na kierunkach: logistyka, zarzadzanie, za-
rzadzanie iinzynieria produkcji, zarzadzanie iinZzynieria uslug oraz inzynieria
meblarstwa. Moze on réwniez stuzy¢ innym mlodym adeptom matematyki - stu-
dentom studiow licencjackich i inzynierskich, ktérzy poznajg tajniki rachunku ma-
cierzowego. Ksiazka zawiera bowiem podstawowe tresci, ktore sa zgodne z obowia-
zujacym programem przedmiotu matematyka na wielu kierunkach studiow.

Podrecznik skiada sie z siedmiu rozdzialéw. W pierwszym przedstawiono defini-
cje macierzy oraz jej rodzaje. W kolejnym rozdziale omdwiono dziatania oraz ope-
racje elementarne, ktére moga by¢ wykonywane na macierzach. Rozdziat trzeci
zostal poswiecony wyznacznikom macierzy oraz metodom ich wyznaczania. W roz-
dziale czwartym zaprezentowano zagadnienia zwigzane z macierzg odwrotng. Roz-
dzial pigty dotyczy ukladéw réwnan liniowych, z naciskiem na zastosowanie
rachunku macierzowego przy poszukiwaniu ich rozwigzan. Dwa ostatnie rozdzialy
zawierajg material powtorzeniowy przed egzaminem w formie testu jednokrotnego
wyboru oraz zadan do samodzielnego rozwigzania. Kazdy z rozdzialéw podrecznika
(oprécz pierwszego, zawierajacego glownie definicje, i dwoch ostatnich — powtorze-
niowych) zawiera wiele przykladéw ze szczegélowym opisem ich rozwigzania
oraz zadania do samodzielnej pracy wraz z odpowiedziami.

Podrecznik zostal napisany przez nauczycieli akademickich, ktorzy od wielu lat
ksztalcg studentow podlaskich wyzszych uczelni, w tym Wydzialu Inzynierii Zarza-
dzania Politechniki Biatostockiej, w zakresie matematyki i jej zastosowan w naukach
ekonomicznych i technicznych. Podrecznik ten jest czescig zaplanowanej serii obej-
mujacej swym zakresem calo$¢ materiatu z matematyki wykladanego na pierwszym
roku wielu studiéw technicznych i ekonomicznych.

Zyczymy milej pracy z podrecznikiem.

Autorki
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Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentow studiow licencjackich i inzynierskich

1 .1 . Definicja macierzy

Macierza rzeczywista' wymiaru m X n nazywamy prostokatng tablice, ktdrej ele-
mentami sg liczby rzeczywiste, ustawione w m wierszach i n kolumnach?®.

Macierz zapisujemy w nawiasach kwadratowych®:

a11 a12 s alj s aln
a21 a22 s azj s aZn

A=lag, ayp . . Qi | € i-ty wiersz

j-ta kolumna

Element macierzy A znajdujacy si¢ na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny
oznaczamy a;;.

Macierze oznaczamy duzymi, pogrubionymi literami, np. A, B, X. Przy zapisie
ich nazw mozemy takze poda¢ wymiar macierzy (np.: Apxn> B2x3> X10x5)-

Wymiar macierzy jest definiowany liczba wierszy i kolumn. Macierz A, ktéra po-

siada m wierszy i n kolumn, zapisujemy A« lub A = [ai]—]mxn i czytamy, ze ma-
cierz A jest wymiaru m na n.

Okreslajac wymiar macierzy, na pierwszym miejscu podajemy liczbe wierszy,
a na drugim - liczbe¢ kolumn:

Istnieja rdwniez macierze zespolone, ktére w tym podreczniku nie beda rozwazane.

Przytoczona definicja liczbowa macierzy nie jest jedyna w matematyce. Istnieja tez inne, jak cho-
ciazby definicja funkcyjna macierzy (patrz: Mierzynska, Perlo, Roszkowska 2003).

Macierze mozna takze zapisywa¢ w nawiasach okraglych, jednak na potrzeby niniejszego opracowa-
nia przyjeta zostala forma nawiasu kwadratowego.



1 Definicja i rodzaje macierzy

wymiar macierzy m X n (czytamy m na n)
liczba wierszy liczba kolumn

Na przyktad: macierz wymiaru 3 X 4 posiada trzy wiersze i cztery kolumny.

W takim sam spos6b okreslamy potozenie elementu a;; w macierzy:

element macierzy a;;
numer wiersza numer kolumny

Na przykiad: element a,3 znajduje sie¢ w drugim wierszu i trzeciej kolumnie ma-
cierzy.

B Pzjkiad 11

Okresl wymiary podanych ponizej macierzy:

1 3 1 0 0
-2 1], c)C=[0 1 0].

0 1 0 0 1

Rozwiazanie:

a) Macierz A sklada sie z jednego elementu, wigc posiada tylko jedng kolumne i je-
den wiersz, zatem jej wymiar to 1 X 1,

b) Macierz B posiada trzy wiersze i dwie kolumny, wigc jej wymiar zapiszemy jako
3x2,

c) Macierz C tworza trzy wiersze i trzy kolumny, wiec jej wymiar to 3 X 3.



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentow studiow licencjackich i inzynierskich

1 2 Rodzaje macierzy

B Definicia

Macierzg zerowa wymiaru m X n nazywamy macierz o wymiarach m X n, ktorej
wszystkie elementy wynosza 0, czyli:

Nie1,2,..,my@ij = 0.
jef1,2,..,n}

Macierze zerowe oznaczamy 0,y lub 0.

Przyktadami macierzy zerowych s3 nastepujace macierze:

0000],

01><1 = [0]) 02)(4 = [0 0 0 0

B Definicia |

Macierzg kwadratowa stopnia n nazywamy macierz, ktdrej liczba wierszy rowna
jest liczbie kolumn, czyli gdy m = n.

0
0
04x1 = ol
0

W macierzy kwadratowej liczba n definiuje stopien (wymiar) tej macierzy, gdyz
jest jednoczesnie liczbg wierszy i kolumn.

Jezeli macierz kwadratowa A jest wymiaru 3 X 3, to powiemy, Ze jest ona macie-
rzg stopnia trzeciego i oznaczymy jako Aj. Przykladami macierzy kwadratowych,
odpowiednio stopnia pierwszego, drugiego i czwartego, s3 nastepujace macierze:

1 5 5 05

— [— _[ 2 4 _|1 4 7 0
Al - [ 2]) BZ - [_1 2]) X4 - 1 3 -1 ol

1 2 -2 0

W macierzy kwadratowej elementy a;;, gdzie i € {1,2, ...,n}, czyli elementy ktore
majg ten sam numer wiersza i kolumny, tworza gléwna przekatna macierzy.




1 Definicja i rodzaje macierzy

Przyklad macierzy z zaznaczong gléwna przekatng zostal przedstawiony ponizej:

1 5 5 05

1 2 7 0
2 -3 1 0 gltowna
1 2 =2 przekatna macierzy

B Dcinicia |

Macierzg trojkatng dolng stopnia n > 2 nazywamy macierz kwadratowa, ktdrej
wszystkie elementy znajdujace sie nad gtéwna przekatna sg roéwne 0.

Ponizej podane zostaly przyklady macierzy tréjkatnych dolnych:

2 0 0 2 0 0 O
[ 4 0] 2 -1 0 1 3 0 0
5 1 1 1 5

Macierzg trojkatna goérna stopnia n > 2 nazywamy macierz kwadratows, ktdrej
wszystkie elementy znajdujace sie pod gléwna przekatng sa réwne 0.

Ponizej podane zostaly przyklady macierzy tréjkatnych gornych:

2 2 3 -6
PR A 032 5
o sb o o _al 0 0 4 -3

0 0 0 5

B Dcfinicia |

Macierza diagonalng stopnia n nazywamy macierz kwadratowa, ktorej wszystkie

elementy nieznajdujace si¢ na gtdwnej przekatnej s3 réowne 0, czylia;; = O dlai # j
orazi,j € {1,2,...,n}.

Ponizej podane zostaly przyktady macierzy diagonalnych:

2 © 01| 2000
-2 0 3 0300
[05]’ |04 0|’ 00 40
lo 0o -2 0005
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B Definicia

Macierzg jednostkowa stopnia n nazywamy macierz kwadratows, ktorej elementy
na gléwnej przekatnej sa rowne 1, czyli a; = 1, za§ pozostale sg rowne 0, czyli
a;;j=0dlai# jorazi,j € {12,..,n}.

Macierze jednostkowe stopnia n oznaczamy I, lub L.

Ponizej podane zostaly przyklady macierzy jednostkowych:

1.0 0 0

B 10 o100
L =0l l2_[0 1]’ L=l 01 0
00 0 1

Macierza symetryczng A = [a,-]-] nazywamy macierz kwadratowy, ktdrej elementy
spelniajg warunek: a;; = aj; dlai,j € {1,2,...,n}.

Ponizej podane zostaly przyktady macierzy symetrycznych:

1

> 3 0 1 0 1 -3
[2 1] FO S 02 3 0
1 -5P | 13 3 -1

o -2 ¢ -3 0 -1 4

B Definicia

Macierza transponowana do macierzy A = [ai]-] wymiaru m X n nazywamy ma-

cierz B = [b]-i] wymiaru n X m, ktéra powstaje przez zamiane jej wierszy na ko-
lumny (kolumn na wiersze), czyli:

Nje(,2,..n3 bji = aij.
ie{1,2,..,m}

Transponowanie macierzy A polega zatem na zamianie jej wierszy na kolumny
(i odwrotnie - kolumn na wiersze). Liczba kolumn (wierszy) macierzy transpono-
wanej B jest rdwna liczbie wierszy (kolumn) macierzy A.

Macierz transponowang do macierzy A oznaczamy AT.

10



1 Definicja i rodzaje macierzy

B Pzjkiadi2

Dokonaj transpozycji ponizszych macierzy:

10 é
a) A = [—5], b)B:[—O,S 3], oc=|_i|
V2 8 W7
Rozwiazanie:
a) A =[-5], A" =[-5],
1 0
b) B=[-03 3h7>[L>—0'3 \/5]
| 3 s 0o 3 8
1
) C= _?1’, C"=[1 3 -1 2v7]
27

11
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2 Dziatania i operacje elementarne na macierzach

21 - Rownosé, dodawanie i odejmowanie macierzy

B Definicia |

Niech dane beda dwie macierze: A = [a;;] oraz B = [b;;], gdzie i € {1,2,...,m}
ije{12,..,n}

Macierz A jest rowna macierzy B wtedy i tylko wtedy, gdy obie macierze s3 tego

samego wymiaru oraz elementy tych macierzy znajdujace si¢ na odpowiadajacych
sobie miejscach sg sobie réwne, czyli:

Nief1,2,...m} @ij = bij.
je{1,2,..,n}

Przykladem réwnych macierzy moga by¢ podane ponizej macierze A i B:
14 0 14 0
a=[y sk B=[_}
Macierze te sg takiego samego wymiaru (2 X 2), a odpowiadajgce sobie elementy
tych macierzy sa réwne. Zatem macierz A jest rOwna macierzy B.

Przykladem réznych macierzy moga by¢ podane ponizej macierze C i D:
1 -3 1 -3
C= [—2 1], D=|-2 1].
0 -1 0 1

Obie macierze majg takie same wymiary, ale ich elementy znajdujace si¢ w trze-

cim wierszu i drugiej kolumnie sg rézne. Zatem macierze C i D nie s3 macierzami
rownymi.

B Definicia |

Niech dane beda dwie macierze, A = [a;;] iB = [b;;], gdzie i € {1,2,...,m},
j €{1,2,...,n}, o takim samym wymiarze (m X n).

Suma macierzy A i B (piszemy A + B) nazywamy macierz C = [ci j] 0 wymiarze
m X n, taka, Ze:

Nief1,2,..m} Cij = @ij + byj.
je{1,2,..,n}

13



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

Sume macierzy A i B tworzymy w nastgpujacy sposob:

rd11 Q12
a1 Q2
A+B=

a1 42

[ Am1 Om2

[ 411 + b1q

a1 + by

aj1+biy

alj
azj

ai]-
amj

asz + by
azo + by

ajp + by,

[am1 + bm1 Gz + b

[C11 C12

€21 C22
| Ci1  Ci2
|.Cm1 Cm2

Ain b1 by blj bin
d2n by by, b2j by
e + LR wew LR LR wew wew —
Ain | bil bi2 bl] bin
aan -bml bmz bmj bmn
a1j+b1j a1n+b1n‘
a2j+b2j a2n+b2n
a;; + by; Ain +bin |
amj aF bm] Amn + bmn_
C1j Cln'l
C2j Can
Cij Cin | =C.
Cmj can

Uwaga: dodawa¢ mozna wylacznie macierze, ktére maja takie same wymiary.

Wyznacz sume A + B dla podanych ponizej macierzy:

=3 0
a)A—_1 5],
r 1
| 3

ba=| 7|
| 2
10 1
1o 2 3
A=l 3 3
3 0 -1

B =
B =
-3
0
_1’ B
4

1 2
—1

3
8 bl

U=
[«>RNe )N \SRNON]
|
w
D= O W

14



2 Dziatania i operacje elementarne na macierzach

Rozwiazanie:

(=3 0] [ 4 17 _[-3+4 O0+1] 1 1
) A+B=| | 5+L4_2]‘L+{—n 5+2]‘b 7}
11 =17 [+ (=1 0
| 3 sl | 3+3| | 6
B)A+B=| 11+ g[=| —1+8|=| 7|
) I Y I P I
10 1 -31 [-1 3 1 3 03 2 0
o2 3 o 5 2 50 |54 80
DA+B=1 1 3 3 _q[*| 16 =3 1|7 29 o0 o
3 0 -1 4 10 04 l-2 0 -1 8

Niech dane beds dwie macierze, A = [aij] iB= [bij], gdzie i € {1,2,...,m},
j €{1,2,...,n}, o takim samym wymiarze (m X n).

Roéznica macierzy A i B (piszemy A — B) nazywamy macierz C = [ci j] 0 wymia-
rze m X n, taka, ze:

Nief1,2,..,m} €ij = @ij — byj.
je{1,2,..,n}

Réznice macierzy A i B tworzymy w nastepujacy sposob:

_all a12 en alj e aln _bll b12 es blj aes bln—

a’21 a22 aZj aZn b21 b22 bZ] bZn
A _ B — b b b b b b _ en ann en en e ann —

aip Qi aij e QAip bil biZ bU bin

[Am1 Amz2 - Amj - Qmn -bml bmz bm} bmn
a1 — biq a12 — by aij blj A1n — bin
az1 —byy Az — by az;j bz; Aon — bop

i1 bll 477) bi2 au blj QAin bm
A1 —bm1 Amz — b Amj bm j Amn — bmn

15



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

C11
C21

C12

C22

C1j Cln'l

C2j Can

Cij Cin | =C
ij Can

Uwaga: odejmowa¢ mozna wylacznie macierze, ktére maja takie same wymiary.

Wyznacz réznic¢ A — B dla podanych ponizej macierzy:

-3 0 74 1
DA=| ] ) B=1_1 2f
b)A=[-1 0 1], B=[2 2 -1],
11 -1 1
[ o 3 | 5 5
DA=1 1 3 B=l1 =3
-3 -1 1 0
Rozwiazanie:

O B e

b)A-B=[-1 0 1]—-[2 2

- [_; _3]’

~1]=[-1-2 0-2 1-(-1]=

=[-3 -2 2],
1 11 [-1 1 2 0
o 3] |5 s5|_|-5 -2
)A-B=| 3 1 -3 0 6l
-3 1 1 o] l-4 -1

16



2 Dziatania i operacje elementarne na macierzach

22 Mnozenie macierzy

B Dcfinicia |

Niech dana bedzie macierz A = [a;;| wymiaru m X n oraz dowolna liczba rzeczywi-

sta k. Iloczynem macierzy A i liczby k (skalar) nazywamy macierz C = [ci j] 0 Wy-
miarze m X n, takg, ze:

Nieqr,2,..m} Cij = k - a;j.
je{1,2,..,n}

lloczyn macierzy A i liczby rzeczywistej k tworzymy w nastepujacy sposob:

a11 a12 s alj s aln
a21 a22 s aZJ s aZn
k-A=k =
aiq air aij Ain
Om1  Am2 Amj Amn
'k'a11 k'a12 k'alj k aln—
k'a21 k a22 k'azj k aZn
k-a;y k-aj k- a; k-ap,
k-ap k-an k- ap; k-amn
[C11 C12 C1j Cln'l
€21 C22 C2j Can
_ —c
| Ci1 Ci2 Cl] Cin |
I.le Cm2 ij Can

Uwaga: mnozac macierz przez liczbe, mnozymy kazdy element macierzy przez
te liczbe.

17



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

B Proykiad 2.3 |

Wyznacz iloczyn podanych ponizej macierzy przez liczbe k:
_[B 2

a) A= o _5] ,

[ 1

b) A=| 3|, k=-2,

-1

0 3 L
C) A= 1 3, k=§.
-3 -1

Rozwiazanie:

a) k-A=3- 0 _5] [3 0 3-(— 5)] [9 —12]’

1 -2-1 —
b)k.Az_z.[3]=[ —2-3]:[—6],
-1 =2-(-1) 2
0 1
0 3 1
c)k-A=§-[ 1 3]=I 3 1
-3 -1 -1 _1

B Definicia |

Niech dane beda dwie macierze: A = [a;;| wymiarum X n oraz B = [b;;] wymiaru
n X k. Iloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C = [ci j] wymiarum X k, kto6-
rej elementy wyznaczone sg nastepujacym wzorem:

Cij = Qizbyj + aizbaj + - + aiby),

dlai € {1,2,...,m},j € {1,2, ..., n}, co zapisujemy: AB = ClubA - B = C.

Element ¢;; macierzy C obliczamy, sumujgc odpowiednie iloczyny elementéw
i-tego wiersza macierzy A oraz j-tej kolumny macierzy B. Ponizej przedstawiono
przykiad wyznaczania iloczynu dwdch macierzy:
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Dziatania i operacje elementarne na macierzach

ap [‘111 Ly a13] | [bn b12] _

b b

21 22

a1 Gz A3 b b
31 32

_ [@11- bi1 + @13 by +ay3° b3y aq1 b1z + g byy + a3 'b32]
A1 b11 + Az " by + Az3 b3y Azq b1z + gy byy + a3 b3y

_[C11 C12]_C
C21 C22 '

Iloczyn macierzy A i B mozna réwniez wyznaczaé, korzystajac z ponizszego sche-
matu zapisu macierzy:

[ P11| D1z
7| b21| b2z |B
71
|a11 Q12 Qg3 C12
A[a21 azz a23T C21 CZZ]C

Pierwszg macierz A umieszczamy w lewym dolnym rogu pomocniczego ukladu,
za$ macierz druga B - w prawym gérnym rogu. Wynik iloczynu A - B, czyli macierz
C, uzyskamy w prawym dolnym rogu ukladu. Element c;4 znajduje si¢ na przecieciu
pierwszego wiersza macierzy A oraz pierwszej kolumny macierzy B, bedzie zatem
suma iloczynéw elementdw pierwszego wiersza macierzy A oraz pierwszej kolumny
macierzy B. Analogicznie postgpujemy w odniesieniu do kolejnych elementéw
macierzy C, czyli element cq,, ktéry znajduje si¢ na przecieciu pierwszego wiersza
macierzy A oraz drugiej kolumny macierzy B, wyznaczamy jako sume iloczynow ele-
mentow pierwszego wiersza macierzy A oraz drugiej kolumny macierzy B. W ten
sam sposob wyznaczamy pozostale elementy macierzy C.

Uwaga: mnozenie macierzy A - B jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy liczba ko-
lumn pierwszej macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej macierzy (czyli drugi wy-
miar macierzy A jest taki sam jak pierwszy wymiar macierzy B). Kiedy zapisujemy
obok siebie wymiary macierzy A i B, ich wewnetrzne wymiary w tym zapisie musza
by¢ takie same. Ponadto macierz C bedzie miata tyle wierszy co pierwsza macierz (A)
i kolumn tyle co druga macierz (B), czyli wymiar macierzy C tworzy zewnetrzne wy-
miary zapisanych obok siebie wymiaréw macierzy A i B, co przedstawiono ponizej:
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wewnetrzne wymiary muszg by¢ réwne

A/ O\ B

g2

C

Sprawdz, czy mozna wyznaczy¢ iloczyn macierzy A - B. Jesli tak, wykonaj mnozenie
macierzy.

_[2 0 _[4 1
) A=) 5]’ B=11 2]’
11 11
|3 2 _| 5 7
A= 3 B=1l-1 —3f
-3 -1 L1 0

-1 3

_ _| 40
A=[1 2 -4 1 B=|_, |
L 1.0

Rozwiazanie:

a) Macierz A jest wymiaru 2 X 2, a macierz B wymiaru 2 X 2. Macierz A ma zatem
tyle samo kolumn co B wierszy (wewnetrzne wymiary sg sobie réwne), zatem
mozna wyznaczy¢ iloczyn A - B. Wynikiem iloczynu bedzie macierz wymiaru
2X2:

A_B:[Z O_[_4 1]_ 2:4+0-(-1) 2-14+0-2 :[_513 121].

1 5 1 21 [1-4+45-(-1) 1-1+45-2
Iloczyn A - B mozna réwniez wyznaczy¢, korzystajac z pomocniczego ukladu:
[ 2]

-1 2

[2 0] 2-44+0-(-1) 2-1+0-2]=[ 8 2]
1 5 ]1-4+5-(-1) 1-1+5-2 -1 11
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2 Dziatania i operacje elementarne na macierzach

b) Macierz A ma wymiar 4 X 2, za$ macierz B wymiar 4 X 2. Macierz A ma zatem
2 kolumny, za$ B 4 wiersze. Wymiary (wewnetrzne) nie s sobie réwne, zatem
nie mozna wyznaczy¢ iloczynu A - B.

c) Macierz A jest wymiaru 1 X 4, za§ macierz B wymiaru 4 X 2. Macierz A ma za-
tem tyle samo kolumn co macierz B wierszy (wewnetrzne wymiary sg sobie
réwne), zatem mozna wyznaczy¢ iloczyn A - B. Wynikiem iloczynu bedzie ma-
cierz wymiaru 1 X 2.

3
0
A-B=[1 2 -4 1]f_;
0
2

=[1-(-D)+2-4+(-4) - (-D+1-1 1-3+
=[12 —-17].

0+ (—4):5+1-0] =

©

B Definicia |

Niech dana bedzie macierz kwadratowa A = [a;;] stopnia n.

k-t3 potega macierzy A (k € N) nazywamy macierz A¥, ktéra jest iloczynem k
macierzy A, czyli:

A =A-A-A-..-AorazA’ =1

k razy

Uwaga: potegowa¢ mozna tylko macierze kwadratowe.

Przyktad 2.5

Dana jest macierz A = [i _2] Oblicz A3.

wenansf R R Y

Na poczatku wymnazamy dwie pierwsze macierze, a nastepnie wynik iloczynu

Rozwiazanie:

przemnazamy przez macierz trzecig. Zatem:
S (| et R R PR g S
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23 Wiasnosci dziatan na macierzach

Wtasnosci dodawania macierzy

Niech beda dane dwie macierze A i B takiego samego wymiaru oraz dwie liczby
rzeczywiste k i s. Wowczas:

1) A+ B = B + A (przemienno$¢ dodawania),

2) A+ (B+C) = (A + B) + C (faczno$¢ dodawania),
3) A+0=0+A=A,

4) A+ (-4)=0,

5 k-(A+B)=k-A+ k"B,

6) (k+s)-A=k-A+s-A,

7) (k-s)-A=k-(s-A).

Przyktad 2.6

. . 3 —41.,_[-2 4 . _ ,
Dane sg dwie macierze, A = [2 0] iB= [_ 1 1], oraz liczba k = —3. Sprawdz,
czy zachodzi réwno$é: k- (A+B) =k-A+ k- B.

Rozwiazanie:

Obliczamy lewg strong réwnania:

e I N e

Obliczamy prawg stron¢ réwnania:
. R__2.[3 —4 _an.[2 4 _
P=k-A+k-B=-3-[> T]+3-[17 1]=

=[:2 102]+[g _—132]=[:§ —g]'

Poniewaz L = P, rébwnanie jest prawdziwe.

Wiasnosci mnozenia macierzy

Niech dane beda trzy macierze, A, B i C, oraz liczba rzeczywista k. Wowczas (o ile
dziatania s3 wykonalne):

1) A-(B+C)=A-B+A-C (rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia),
22



2 Dziatania i operacje elementarne na macierzach

2) (A+B)-C=A-C+B-C (rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia),
3) A (k-B)=(k-A)-B=k-(A-B),

4) (A-B)-C=A"-(B-C) (faczno$¢ mnozenia),

5 A-1=1-A=A.

Uwaga: mnozZenie macierzy nie jest przemienne, czyli A-B # B-A.
Aby to sprawdzi¢, przeanalizujmy ponizszy przyklad.

1
Dane sg dwie macierze: A =[1 2 3]iB= [0] Wyznacz iloczyny A - B oraz B - A.
2

Rozwiazanie:

Wynikiem iloczynu A - B bedzie macierz wymiaru 1 X 1:

1
A-B=[1 2 3]'[0]=[7],
2

za$ wynikiem iloczynu B - A bedzie macierz wymiaru 3 X 3:

1 1 2 3
0]'[1 2 3]=[0 0 0

2 2 4 6

B-A=

Azatem A-B # B-A.

Wiasnosci operacji transponowania

Niech bedg dane dwie macierze A i B oraz liczba rzeczywista k. Wéweczas (o ile dzia-
tania sg wykonalne):

1) (A7) = A,

2) (k-A)T =k-AT,

3) (A+B)T = AT + BT,
4) (A-B)T =BT AT
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Przyktad 2.8

3 -2
Dane sg dwie macierze: A = |0|iB = [ 1|. Sprawdz, czy zachodzi réwnos¢:
2 -1

(A+B)T = AT +B".

Rozwiazanie:

Obliczamy lewg strong réwnania:

3 2N\T 1t
L=(A+B)T=<0+ 1) =H =1 1 1]
21 [—1 1
Obliczamy prawg stron¢ réwnania:
31T 1217
P=AT+BT=|0| +| 1| =[3 0 2]+[-2 1 —-1]=[1 1 1]
2 -1

Poniewaz L = P, réwnanie jest prawdziwe.

24 Operacje elementarne na macierzach

B Definicia |

Operacjami elementarnymi na wierszach (kolumnach) macierzy nazywamy na-
stepujace operacje:

1) pomnozenie wszystkich elementéw danego wiersza (kolumny) macierzy przez
liczbe rzeczywista rézng od zera,

2) przestawienie dwoch wierszy (kolumn) macierzy,

3) dodanie do wszystkich elementéw wiersza (kolumny) odpowiednich elementow
innego wiersza (kolumny) pomnozonych przez liczbe rzeczywista rdzng od zera.

Macierze otrzymane z danej macierzy w wyniku operacji elementarnych nazy-
wamy macierzami réwnowaznymi (i oznaczamy symbolem A ~ B lub A < B).
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Dziatania i operacje elementarne na macierzach

Wykonywanie operacji elementarnych na wierszach (kolumnach) macierzy
warto zapisywac, aby mozna bylo fatwo przesledzi¢ proces przeksztalcania macierzy.

- . . . 1.
Przykladowo, pomnozenie calego wiersza pierwszego macierzy przez - zapiszemy
. 1 wq . . .. .
jako - wy, lub po prostu — - Takg operacje elementarng na macierzy oraz jej wynik

zapisujemy nastepujaco:

2 2 2
Q1 dzz Az azq Ay Qpzl
a3y Qzz 43z

[all alz a13]% E 2 %
az1 Gz 0ass

Natomiast odjecie elementéw wiersza pierwszego pomnozonego przez 3 od ele-

mentow wiersza drugiego zapiszemy nastepujaco:

a1 Qqp aq3 a1 ai2 ai3

a a a 1 G _t1z k]
21 Q22 Qa3 |wy — oWy~ |21 ==~ Q7 dz3— 7

az1 dzz aszs asq [25Y) ass3

Operacje elementarne sg najczesciej wykorzystywane do obliczania wyznaczni-
koéw macierzy (rozdziat 3.2.2), wyznaczania macierzy odwrotnej (rozdziat 4.2.3) oraz
rozwigzywania ukladéw réwnan (rozdziat 5.3.3).

1 2 -3

. . . . _|-4 0 2
Wykonaj nastepujace operacje elementarne na macierzy A = | 1 -2  of

0 4 2

a) przestaw wiersz pierwszy z trzecim,

b) pomnoz wiersz czwarty przez liczbe —4,

c¢) do drugiego wiersza dodaj wiersz trzeci,

d) od wiersza pierwszego odejmij wiersz drugi pomnozony przez 2,

e) do drugiej kolumny dodaj kolumne pierwszg pomnozong przez (—3).

Rozwigzanie:

1 2 =3|wi [-1 -2 2

—4 0 2|1 |-4 o 2

-1 -2 2|ws [ 1 2 =3[
0 4 2 0 4 2

a)
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1 2 -3 1 2 -3
—4 0 2 —4 0 2
iy 2 2 - -1 -2 2|~
0 4 2w, (-4 10:(-4) 4-(-4) 2-(-4)
1 2 -3
|4 0 2
-1 -2 2/
0 —-16 -8
1 2 -3 1 2 -3
9 -4 0 2wy, +ws [—4+(1) 0+(=2) 2+2|_
-1 -2 2 -1 -2 2
0 4 2 0 4 2
1 2 -3
-5 -2 4
-1 -2 2/
0 4 2
1 2 =3w,—2w, [1—2-(-4) 2-2-0 —-3—-2-2
|+ 0 2 _ —4 0 2| _
-1 -2 2 -1 -2 2
0 4 2 0 4 2
9 2 -7
-4 o 2
-1 -2 2/
0 4 2
1 2 -3 1 24+(-3)-1 -3 1 -1 -3
-4 0 2 [-4 0+(-3) (-4 2| _[-4 12 2
e) [-1 -2 2|~|-1 —2+(3)-(-D 2| |-1 1 2|
0 4 2 0 44(-3)-0 2 0 4 2
ky + (—3)k4
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Dziatania i operacje elementarne na macierzach

Zadania

1) Dane sa macierze AiB. WyznaczA + B,A — B, BT + AT:

IV 1o 1
) A=y —5]’ B=]_1 2]’
1 2 11
1o 2 | 5 -2
A= 3 B=1-1 3
-3 -1 10
OA=[2 -1 —4 0], B=[05 —03 26 4]

2) Oblicz iloczyny A - B oraz B * A ponizszych par macierzy (o ile jest to mozliwe):

[1
2
|2
1 1 2 3
b) A =12}, B=18 0 4|
L0 7 6 5
-1 2
-0 2 1 o 2 1
DA=1 1 3 B=[5 1 3
-3 -1
3) Dane sg macierze AiB:
-3 1 0 4 2 1
A= 0 2 -1}, B=|1 0 -2
1 2 1 0 -1 1

Sprawdz, czy prawdziwe sg ponizsze dziatania:

A)A+(B+C)=(A+B)+C, b)(A+B)-C=A-C+B-C,

o) (A1) = A, d)(4-B)T = AT -BT.

4) Dane sg macierze A i B oraz liczba k = 2:

2 0]’

A=[1 3

B=| 0 2].

-1 2
27
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Wykonaj ponizsze dzialania:

a)A-B—Fk-BT + AT, b)k-(A+B)T —AT-B.

5) Dane s3 macierze A, B, C i macierz jednostkowa stopnia drugiego I, oraz liczba
k=-2:

0 2

2 -1 0 _ 3 2 -

A‘h 0 J B=| 3 4’ C‘L 3}
-1 2

Wykonaj ponizsze dzialania:

a)B-C—k-AT, b)A-B+CT + k-1

6) Znajdz rozwigzania podanych uktadéw macierzowych:

1 -1 2 0 2 2 0
)X+[0 2 1]=5-13, b) X[ _1]=[1 1].
4 0 1 0 2
Wskazéwka: na poczatku ustal wymiar macierzy X.
7) Oblicz A%, A3, A* oraz AS:
0 1 1
pa=1 1] b)A =0 011
0 0 O
8) Oblicz:
0o 27 cosx —sinx]?
2) [1 —1] ’ b) [sinx cosx] '

9) Korzystajac z definicji rownosci macierzy, rozwiaz ponizsze réwnanie (znajdz
xiy):

x =2 y X x—y —X7
x+y 0 1+4x|= 0 x+y y-—1}
y+1 1 1 y+1 1 Y
31 0
10) Wykonaj nastepujace operacje elementarne na macierzy A= |0 2 —1{:
10 1

a) zamien pierwsza kolumne z kolumna trzecig,
b) do wiersza drugiego dodaj wiersz pierwszy,

¢) od trzeciego wiersza odejmij wiersz pierwszy pomnozony przez 3.
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Odpowiedzi
1)

9A+B =] _é],A—BzE :i],BT+AT=[i !

0 3 2 1

s o, w_|-5 4| aria.r_0 5 0 —2

DA+B=| o | A-B=|"> LBT+A _[3 0 e _1b
-2 -1 —4 1

OA+B=[25 -13 -14 4,A-B=[15 —-07 —66 -4],

2,5

T T_|—13

BT +AT= T

4

2)

-2 1 -5 2
i ma_ |4 2 —10 4
9 A'B=[-1,B-a=|" % 0 Cf
-4 2 -10 4

b) A B - niewykonalne, B- A =

5

8 |

19
9 2 4 -5

10 2 6 —4 -2 7
16 3 11 —5’B A= 4 23I
-8 -1 -9 -1

c) A-B=

3)

a) prawdziwe, b) prawdziwe, c) prawdziwe, d) nieprawdziwe.

4)
)27 S
5)
6 8
2 ol w[3 7|
a _g 12_ [—4 9]
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6)
4 1 -2 1 2
a)X=| 0 3 -1|, bX=|1 1|
—4 0 4 1 0
7)
2 1 2 3 _[1 3 4 _[1 4 5 _[1 5
a) A ‘[0 1]’ A ‘[0 1]’ A= 1]’ A ‘[o 1]’
0 0 1 0 0 O
b)A’=|0 0 0|, A3=A*=A>=|0 0 O
0 0 O 0 0 O
8)
-2 6 cos2x —sin2x
a)[ 3 — ]’ b) [sian cost]'
9)
x=-1y=1.
10)
0 1 3 3 1 0 3 1 0
a)A=|-1 2 o0}, b)A=|3 3 -1}, AA=| 0 2 -1
1 0 1 1 0 1 -8 -3 1

].
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Definicja wyznacznika

B ceiinicia |

Kazdej macierzy kwadratowej (o wymiarze n X n) postaci

a1 412 ... Qp

a21 a22 aes aZn
A=

an1 QAp2 - Qpp

przyporzadkowana jest liczba rzeczywista nazywana wyznacznikiem macierzy,
ktdrg oznaczamy symbolem det A, |A| lub w formie rozwinietej

all a12 o aln
a21 a22 s aZn
an1 Qnz -« Qpn

Rézni sie ona od zapisu macierzy prostymi nawiasami.

Oznaczenie det stanowi skrot od lacinskiego stowa determinare, stad tez
wyznacznik nazywany jest roOwniez determinantem danej macierzy. W odniesieniu
do wyznacznikéw, podobnie jak w przypadku macierzy, mozemy moéwic o: stopniu
wyznacznika, wierszu czy kolumnie wyznacznika oraz o elementach wyznacznika.

Powyzsza definicja nie jest jedyna funkcjonujaca w matematyce definicja wy-
znacznika. Jednak na potrzeby opanowania podstawowych zagadnien rachunku ma-
cierzowego znajomos$¢ powyzszej uznajemy za wystarczajaca.

Uwaga: nalezy pamigta¢, ze wyznaczniki charakteryzujg jedynie macierze kwa-
dratowe. Nie istnieja wyznaczniki dla macierzy prostokatnych, o wymiarach n X m,
gdzie n #m. Nie nalezy tez myli¢ macierzy zwyznacznikami macierzy
— s3 to zupelnie rézne obiekty matematyczne, co ma odzwierciedlenie w ich zapisie
- nawiasy kwadratowe lub ewentualnie okraglte stosujemy dla macierzy, a nawiasy
proste (kreski pionowe) dla wyznacznikdw.
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3 Wyznaczniki macierzy

B Przykiads 1|

Dla ponizszych macierzy zapisz wyznacznik i okresl jego stopien, liczbe wierszy,
kolumn oraz elementow:

a) A= [ay],
_[b11 b1z
b) B = b bl
[021  Da2
-C11 C12 e Cln
C21 C22 e Czn
c) C= .
_Cnl Cn2 - Cpp

Rozwiazanie:

a) Wyznacznik macierzy A pierwszego stopnia zapiszemy: |A| = detA =
= det[ai1] = |aj1]. Wyraz ay; jest jedynym elementem wyznacznika |Al,
ma on wiec jedng kolumne i jeden wiersz.

b) Wyznacznik macierzy B drugiego stopnia nalezy zapisa¢ nastepujaco:

by b12] by, b12|
B| = detB = det = .
Bl by byl = by by

Wyznacznik |B| ma cztery elementy — by, b1, by1, by, — oraz dwa wiersze i dwie
kolumny.
c) Wyznacznik macierzy C zapiszemy nastepujaco:
€11 C12 - Cin €11 C12 - Cin

Cy1 Cyo v Con Cy1 Cyo e Con
|C] = det C = det =

Ch1 Cn2 - Cpn Ch1 Cn2 - Cpn

i jest to wyznacznik n-tego stopnia, ktéry ma n kolumn i n wierszy oraz n? elemen-
tow.

B Dcfinicia |

Macierz kwadratowa A nazywamy macierza osobliwa, jezeli jej wyznacznik jest
réowny zero (detA = 0).

©

Jezeli wyznacznik macierzy A jest rézny od zera (det A # 0), to macierz nazy-
wamy nieosobliwg.
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Wyznaczniki maja wiele zastosowan w matematyce — przykladowo przy rozwigzy-
waniu ukladéw rownan liniowych (wzory Cramera), poszukiwaniu macierzy odwrot-
nej do danej macierzy kwadratowej, obliczaniu objetosci bryl, zamianie zmiennych
w calkach wielokrotnych czy sprawdzaniu ekstremum funkgji (kryterium Sylvestera).

Metody obliczania wyznacznikow

Metoda obliczania wyznacznika uzalezniona jest od stopnia macierzy, dla ktdrej go
wyznaczamy. Najprostszym zadaniem jest znalezienie wyznacznika macierzy pierw-
szego stopnia (n = 1). Stanowi go jedyny element macierzy, czyli:

det [all] =Aaq1.

Uwaga: nalezy uwaznie stosowac zapis det A = |ay, |, gdyz moze on by¢ mylony
z warto$cig bezwzgledng. Przykladowo, jezeli A = [—2], to jej wyznacznik wynosi:
detA = det[—2] = —2, podczas gdy warto$¢ bezwzgledna z liczby -2 wynosi 2,
co zapisujemy symbolicznie: |—2| = 2.

Dla macierzy drugiego stopnia (n = 2) oraz macierzy trzeciego stopnia
(n = 3) wyznaczniki oblicza sie, korzystajagc z okreslonych formul. Natomiast
dla macierzy stopnia czwartego i wyzszych (n = 4) wyznaczniki oblicza sie, stosujac
rozwiniecie Laplace’a*. Obliczanie wyznacznikdéw wyzszych stopni ulatwia tez spro-
wadzenie macierzy do postaci macierzy tréjkatnej lub uzyskanie jak najwigkszej
liczby zer w wybranej kolumnie (wierszu) z wykorzystaniem operacji elementar-
nych. Ponizej omdwione zostang wszystkie wspomniane metody.

3.2.1. Wyznaczniki macierzy drugiego stopnia

Przy obliczaniu wyznacznika macierzy stopnia drugiego (n = 2) postaci

_ [‘111 a12]
az1 A2
stosujemy formule:
a1y .-Q12
detA=| P |=a Ayy — A12051. (3.1)
azi '(122 —-1—1___2_2. 1221

* Rozwinigcie Laplace’a mozemy takze stosowa¢ dla macierzy stopnia drugiego i trzeciego, ale w prak-
tyce rzadko sig¢ je do takich postaci wykorzystuje. W przypadku macierzy stopnia drugiego i trzeciego
wyznacznik oblicza si¢ znacznie szybciej za pomocg innych metod niz przy wykorzystaniu rozwinie-
cia Laplace’a.
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Powyzszy zapis oznacza, ze mnozymy elementy znajdujace si¢ na gléwnej prze-
katnej i od wyniku odejmujemy iloczyn elementéw znajdujacych si¢ na drugiej prze-
katnej wyznacznika.

Oblicz wyznaczniki ponizszych macierzy:

oa-2 ST T |

sinx cosx
—cosx sinx

d)D=[ ] e)E = [In3].

Rozwiazanie:

a) detA = det[2] = 2,
19 Y_g.2y)—1-3=—
b) detB=|, [=0-(-2-1-3=-3,

0 detC =7 7|=4-1-7-2=4-14=-10,

sinx cosx

d) detD = )
—cosx sinx

| =sinx - sinx —cosx - (—cosx) =

= sin®x + cos?x = 1,

e) detE=|In3| =1n3.

3.2.2. Wyznaczniki macierzy trzeciego stopnia

Do obliczania wyznacznika macierzy stopnia trzeciego (n = 3) stosujemy schemat
Sarrusa. Polega on na ,rozszerzeniu” wyznacznika poprzez dopisanie za trzecig ko-
lumna wyznacznika kolumny pierwszej i drugiej (sposob 1) lub poprzez dopisanie
wiersza pierwszego i drugiego ponizej wyznacznika (sposob 2). Dzigki temu zabie-
gowi fatwo zapamietaé, ktére elementy macierzy nalezy wymnozy¢ oraz z jakim zna-
kiem zapisa¢ wynik mnozenia, by prawidowo zsumowa¢ odpowiednie iloczyny po-
zwalajace obliczy¢ wyznacznik.
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Sposob 1
A11. A12..-013].A11 Q12
A1 Qg2 Gg3|dyg Uz =
QA31” Az~ Azz|dz; A3z

+ O+ +
= 041022033 + Q12023031 + Q13021032 +

—QA3102013 — Q32033011 — A33021012 (3.2.a)

Liczac wyznacznik, dopisujemy z prawej strony dwie pierwsze kolumny w kolej-
nosci ich wystepowania w macierzy. Nastepnie wymnazamy po 3 elementy wyznacz-
nika po przekatnej (szare ciagte linie), rozpoczynajac od pierwszego wiersza i glow-
nej przekatnej macierzy, kierujac si¢ wstrone prawego dolnego (potudniowo-
wschodniego) rogu wyznacznika. Te iloczyny sumujemy. Nastepnie kolejne trzy ilo-
czyny otrzymujemy, mnozac pozostale przekatne (szare przerywane linie), rozpo-
czynajac od dolnego wiersza i kierujac sie¢ w prawy gorny (péinocno-wschodni) rég
wyznacznika. Sume tych trzech iloczynéw nalezy odja¢ od sumy pierwszych trzech
iloczynéw lub tez kazdy iloczyn po prostu zapisa¢ z minusem, tak jak zostato
to przedstawione powyzej.

Sposob 2

a1~ 412 _-A13
Az1. Az -0z3
Q317 A3 033
— 411 A1 Q13 +
— dz17 dpz “dz3 +

= a11Q22033 + A31032013 T A31A12023 +

—QA3102013 — Q11032073 — A21A12033 (3.2.b)

Ponizej wyznacznika dopisujemy dwa pierwsze wiersze w kolejnosci ich wystepo-
wania w macierzy. W pierwszym kroku mnozymy elementy oznaczone po przekat-
nych szarg ciagly linig (skierowane od lewej strony w prawy dolny rég) i zapisujemy
je z plusem (dodajemy). Nastepnie mnozymy elementy wyznacznika wedlug szarych
przerywanych linii (przekatne skierowane od lewej strony w prawy gory rog wy-
znacznika) i te zapisujemy ze zmienionym znakiem (odejmujemy).

Naturalnie obie formy zapisu daja ten sam wynik, w praktyce wiec wystarczy
przyswoi¢ i wybra¢ jedng forme zapisu, ktorg czytelnik uzna za dogodniejsza.
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Oblicz wyznaczniki ponizszych macierzy:

1 0 -1 3 -2 5

ayA=| 2 3 1} bHB=|[1 4 -1|

-2 0 3 2 =3 -4
Rozwiazanie:

a) Dla macierzy A obliczamy wyznacznik wedtug schematu Sarrusa, korzystajac
z pierwszego sposobu:

1 0 -1 1 0
2 3 1 2 3 =1-3-340-1-(-2)+
-2 0 31-2 0

+(-1)-2:0-(-2)"3-(-1)=-0:1-1-3-2-0 =9—6 = 3.

b) Wyznacznik macierzy B wyznaczymy drugim sposobem:

3 -2 5
1 4 —1|=3-4-(=4)+1-(=3)-5+2-(=2)-(-1) -
2 -3 -4
3 -2 5
2 4 -1

—-2:4:5-3-(=3)-(-1)-2-(-2)-(—4) =
=—48—-15+4—-40-9-8 = —116.
©
Wyznacznik macierzy trzeciego stopnia tatwiej jest obliczy¢, najpierw doprowa-
dzajac macierz do postaci macierzy trojkatnej. Wyznacznik macierzy tréjkatnej (za-
réwno gornej, jak i dolnej) jest rowny iloczynowi wyrazoéw na jej przekatnej, ponie-
waz wszystkie pozostale iloczyny zawiera¢ beda przynajmniej jedno zero:

a1 Q12 Qq3]ay7 QAq
0 a a3 0 ay;=aj; az-asz+ay a;-0+
0 0 az3l O 0

+a13-0-0—-0-ay a3 —0"az3-ay; —aszs-0-a;; = a11a3,a33.

Jest on wiec bardzo latwy do skalkulowania. Kazda macierz mozna sprowadzi¢
do macierzy trojkatnej za pomoca operacji elementarnych®.

* Operacje elementarne zostaly oméwione w rozdziale 2.5.
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Uwaga: operacje elementarne maja nastepujacy wpltyw na wyznacznik:

* Dodanie wielokrotnosci jednego wiersza do innego wiersza nie zmienia wartoéci
wyznacznika.

* Dodanie wielokrotnosci jednej kolumny do innej kolumny nie zmienia wartosci
wyznacznika.

* Pomnozenie wiersza przez liczbe oznacza pomnoZenie wyznacznika przez
te liczbe.

* Pomnozenie kolumny przez liczb¢ oznacza pomnozenie wyznacznika przez
te liczbe.

* Zamiana miejscami dwoch wierszy zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

* Zamiana miejscami dwdch kolumn zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

1 20
Oblicz wyznacznik macierzy A = |1 3 1].
0 0 3

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze macierz A bylaby macierza tréjkatng gérna, gdyby nie element a4,
ktory jest rézny od zera. Mozna dokona¢ przeksztalcenia macierzy za pomocg ope-
racji elementarnej polegajacej na odjeciu od kazdego elementu wiersza drugiego od-
powiednich elementow wiersza pierwszego (mozemy to zapisac jako przeksztalcenie:
W, — wy), co nie zmieni warto$ci wyznacznika. Zatem:

1 2 0 1 2 0
detA = 1 3 1 W2 - W1 = 0 1 1 = 3.
0 0 3 0 0 3

Otrzymali$my wyznacznik macierzy trojkatnej gornej, dla ktdrej wystarczy prze-
mnozy¢ elementy znajdujace si¢ na gtéwnej przekatnej, by obliczy¢ wyznacznik.
Iloczyn ten wynosi 3, wigc wyznacznik macierzy A tez wynosi 3.

©

Oblicz wyznacznik macierzy B =

0 2 0
1 0 1)
1

-2 3
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Rozwiazanie:

Zauwazmy, Ze zamieniajac miejscami wiersz 1 i 2, a nastgpnie odejmujac od wszyst-
kich elementéw trzeciej kolumny elementy kolumny pierwszej, otrzymamy macierz
trojkatna dolna, co znaczaco ulatwi obliczenie wyznacznika. Nalezy przy tym pamie-
tac, ze pierwsza z operacji elementarnych (czyli zamiana wierszy miejscami) powo-
duje zmiang znaku wyznacznika na przeciwny. Mamy zatem:

0 2 0 1 0 1
detB=| 1 0 1j=-10 2 0f
-1 -2 3 -1 -2 3

Kolejna operacja elementarna (czyli odjecie elementéw kolumny pierwszej
od elementéw kolumny trzeciej) nie zmienia obecnego znaku wyznacznika. Mamy

wiec:
1 0 1 1 0 0
detB= —| O 2 0 =—( 0 2 0
-1 -2 3 -1 -2 4f
ks —kq

Otrzymali$my wyznacznik trzeciego stopnia macierzy tréjkatnej dolnej. Zatem
wymnazajac elementy gtéwnej przekatnej, otrzymujemy jej wyznacznik (liczba 8).
Musimy dodatkowo uwzgledni¢ znak stojacy przed wyznacznikiem (wynikajacym
w poprzedniego przeksztalcenia), co prowadzi do nastepujacego rezultatu:

1 0 0
detB=—1| 0 2 0f[=-8
-1 -2 4

©

W celu uproszczenia obliczen wyznacznikow (zwlaszcza wyzszych rzedow)
mozna wykona¢ dowolng liczbe operacji elementarnych.

3.2.3. Wyznaczniki wyzszych stopni

Aby znalez¢ wyznaczniki macierzy wyzszych rzedow (n = 4), wykorzystujemy roz-
winiecie Laplace’a. Podstawa wzoru Laplace’a s dopelnienia algebraiczne elemen-
tow macierzy oraz minory, ktére objasnimy w pierwszej kolejnosci.

B Dcinicia |

Minorem (podwyznacznikiem) stopnia k danej macierzy (danego wyznacznika)

nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia k otrzymany z danej macierzy
(wyznacznika) poprzez wykredlenie m — k wierszy i n — k kolumn.
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W szczegdlnosci minorem M;; danej macierzy kwadratowej (danego wyznacz-
nika) stopnia n nazywamy wyznacznik powstaly z tej macierzy (wyznacznika) w wy-
niku skreglenia i-tego wiersza i j-tej kolumny, i,j € {1,2, ..., n}.

Przyktad 3.6

0 2 0
Oblicz minor M;, macierzy [ 1 0 1].
-1 -2 3

Rozwiazanie:

Minor M, elementu a,, powyzszej macierzy to wyznacznik powstaly po wykresle-
niu z niej pierwszego wiersza i drugiej kolumny:

0 2 0
1 0 1f.
-1 =2 3

Zatem minor ten przyjmuje wartosc:

M12=|_1 ;|=3+1=4.

Dopelnienie algebraiczne D;;j elementu a;; macierzy A stanowi iloczyn wspotczyn-

nika (—1)"*/ i minora M;; powstalego w wyniku wykreslenia i-tego wiersza i j-tej
kolumny z macierzy A, czyli:
Dy = (D™ My (3.3)
Dla kazdej macierzy kwadratowej o wymiarach n X n mozliwe jest obliczenie n?
dopetnien algebraicznych, ktére sktadajg sie na macierz dopelnien algebraicznych.
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B Proykiad 37 |

-1 1 -5
Oblicz dopelnienie algebraiczne elementu a,3 macierzy [ 1 0 —3].
-1 2 3

Rozwiazanie:

Element a,3; powyzszej macierzy to liczba —3. Dopelnienie algebraiczne D,3 macie-
rzy obliczymy ze wzoru 3.3, podstawiajac i = 2 oraz j = 3, czyli:

D3 = (—1)2+3M23,

gdzie minor M,3 to wyznacznik macierzy powstalej po wykresleniu drugiego wiersza
oraz trzeciej kolumny:

-1 1 =5 11
1 0 =3|, czyli wyznacznik podmacierzy:[ .
-1 2
-1 2 3
Stad: Mys = |j 21| = 2+1=-1.
Ostatecznie:

Da3 = (_1)2+3M23 = (_1)5 (D=1

Twierdzenie Laplace’a

Niech A bedzie macierza kwadratowsa stopnia n, gdzie n > 2. Wyznacznik macierzy

A réwny jest sumie wszystkich iloczynéw kazdego elementu dowolnego wiersza
(lub dowolnej kolumny) i odpowiadajacego temu elementowi dopelnienia algebra-
icznego:

detA = ailDil + aizDiz + ai3Di3 .t ainDin dlai € {1,2, ...,Tl}
(detA = allej + aszzl- + a3jD3j .t anan]- dla] € {1,2, ...,Tl}),

czyli:

n n
detA = Z aile-k (detA = Z aijkj>. (34)

k=1 k=1

Powyzsza réwnos¢ nazywamy rozwinieciem Laplace’a wzgledem i-tego wiersza
(j-tej kolumny).
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Rozwinigcie Laplace’a okresla ogdlna posta¢ wyznacznika macierzy kwadratowej
A o dowolnym wymiarze, w tym rowniez wyznacznika drugiego i trzeciego stopnia.

0 2 31
. . . 1 1 -2 0 . N ,
Oblicz wyznacznik macierzy o 2 =& 3 stosujac rozwiniecie Laplace’a we-
3 -1 11
diug pierwszej kolumny.
Rozwiazanie:
Zapiszmy rozwiniecie Laplace’a dla zadanej macierzy wedlug elementow pierwszej
kolumny:
0o 2 31
1 1 -2 0
0 2 5 3 =0'D11+1'D21+0'D31+3'D41.
3 -1 11

Element a,4 oraz az; wynosza 0, zatem wyzeruja iloczyn pierwszy i trzeci. Nie-
zerowe pozostaja iloczyny drugi i czwarty. Stosujac wzor 3.3 dla dopelnien D, oraz
D44, otrzymujemy:

0 2 31
1 1 -2 0
0 2 5 3 = 1:Dy13+3:Dyy =1+ (1> My +3- (-1)"*'- My, =
3 -1 1 1
2 31 2 31
—(-D-| 2 5 3|l+3-=D-]1 -2 ol
-1 1 1 2 5 3

Na tym etapie mozemy policzy¢ warto$§¢ minoréw My, oraz My, ze wzordw 3.2a
lub 3.2b albo wykorzysta¢ jeszcze raz rozwinigcie Laplace’a. W tym przykladzie za-
stosujemy wzory 3.2 i policzymy wyznaczniki trzeciego stopnia:

2 3 1] 2 3
Myy=|2 5 31 2 5=
-1 1 1l-1 1

=2-5-14+3-3-(-)+1:2-1-(-1)-5-1-1-3-2—-1-2-3 =
=10-9+2+5-6—6=—4.
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2 3 112 3
My=|1 -2 ol1 -2=
2 5 32 5

=2-(-2)"343:0:241-1-5-2-(=2):1-5:0-2-3-1-3=
= —1245+4-9=—12.

Zatem:
0 2 31
1 1 =2 0_, 4./ (=1 - (- = —
0 2 & 3=CD D3 (D (-12) = 4436 = 40.
3 -1 1 1
©
2 3 -1 2
. . 0 -3 -1 3
Oblicz wyznacznik = 0 2 0
0 0 1 -2

Rozwiazanie:

Tym razem w zadaniu nie narzucono kolumny ani wiersza, wedtug ktérych nalezy
zastosowac rozwiniecie Laplace’a do obliczenia wyznacznika. Mozemy wyboru do-
kona¢ samodzielnie. Najlepszym rozwigzaniem jest wybor takiej kolumny (wiersza),
ktéry ma najwiecej zer, by jak najwigcej iloczynéw we wzorze Laplace’a byto zero-
wych. Mozemy tez z wykorzystaniem operacji elementarnych doprowadzi¢ macierz
do takiej postaci, by wybrany wiersz lub kolumna mialy wigcej zer niz macierz wyj-
$ciowa. W powyzszej macierzy mozemy do pierwszego wiersza doda¢ wiersz drugi
i w ten sposdb w kolumnie drugiej wszystkie elementy poza a,, beda zerowe:

2 3 -1  2|wi+wy 2 0 -2 5

0 -3 -1 3 10 -3 -1 3
-5 0 2 0 -5 0 2 0f

0 0 1 =2 0 0 1 -2

Kiedy stosujemy rozwiniecie Laplace’a wediug drugiej kolumny, wszystkie ilo-
czyny poza tym zawierajacym element a,, s3 zerowe:
2 0 -2 5
0 -3 -1 3|_
-5 0 2 0
0 0 1 -2
=0-Dy3+(=3)Dap + 0 D3y + 0 Dyp = (=3) : Dpp = (=3) - (-1)**2M,, =
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2 =2 5
=(-3)|-5 2 0l.
0 1 -2

Nastepnie, jak w poprzednim przykladzie, mamy dwie opcje. Mozemy wyznacz-
nik trzeciego stopnia policzy¢ ze wzoréw 3.2 lub rozwing¢ minor M,, wedlug do-
wolnego wiersza lub kolumny ze wzoru 3.4. W tym przykltadzie zastosujemy dla mi-
nora M,, raz jeszcze rozwinigcie Laplace’a wedlug trzeciej kolumny, zapisujac wersje
ostateczng wzoru (tzn. minory stopnia drugiego przedstawimy w postaci gotowych
wyznacznikow), pomijajac elementy zerowe:

2 0 -2 5

2 =2 5
2 e -
0 1 -2

0 0 1 -2
=3 (5- D7D e | 2 ) =

=(=3)-(5(=5)+ (-2)- (4 —10)) = (-3) - (—25 + 12) = 39.

Wiasnosci wyznacznikow

1) Transponowanie macierzy nie wpltywa na warto$¢ jej wyznacznika, czyli wy-
znacznik macierzy réwny jest wyznacznikowi macierzy transponowanej: det A =
det AT.

2) Przestawienie dwoch kolumn (wierszy) w macierzy A nie zmienia warto$ci wy-
znacznika, lecz powoduje zmiane jego znaku, a zatem:

all cee a1] cee cee al] cee all
aZi ces aZj ces _ “ese azj s aZi
anl cee an] cee cee an] cee anl
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Analogicznie:
iy Az 0 Qin j1 Q2 " Qi
Qjy Gz 0 Qjn Qjy Az 0 QA

3) Wspolny czynnik wszystkich elementow danego wiersza (danej kolumny) mozna
wynies$¢ przed znak wyznacznika:

aiq aiz A1n aip Q2 0 Qip
k-aw k-a- - k-a =k-|, e
i1 Qi QAin aip Qi QAin
all e k-alj e all e alj
a21 vee k-azj vee =k. a21 o azj
anj k'anj anj anj

4) Warto$¢ wyznacznika nie ulegnie zmianie, jezeli do dowolnego wiersza (dowol-
nej kolumny) dodamy odpowiadajace mu elementy innego wiersza (innej ko-
lumny) pomnozone przez dowolng liczbg rézng od zera:

a11 Q12 - Qin aiq aip QAin
Ay Qg v Q|| _aatkoap aptk-ap o apmtkean,
a

i1 Qj2 t Qp aj1 Qj2 Ajn
5) Wyznacznik macierzy, w ktérej co najmniej jeden wiersz lub jedna kolumna

sklada si¢ z samych zer, jest rowny zeru.

6) Wyznacznik macierzy trojkatnej (w tym w szczegdlnosci macierzy diagonalnej)
réwny jest iloczynowi elementéw lezacych na gtéwnej przekatnej (elementow

diagonalnych):
ai1 Q12 o Qip
0 az - az
— . . . — n
=Qpq Gyt et App = [li2g @y
0 0 “ee ann

- macierz trojkatna gorna®,

¢ Analogicznie zapisa¢ mozna wyznacznik dla macierzy tréjkatnej dolne;j.
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a;, 0 0
0 azy - 0
0 0 = 0 |=ay ay: . ap =1~ a
0 0 ann

- macierz diagonalna.

7) Wyznacznik macierzy jednostkowej dowolnego stopnia jest rowny 1 (detl = 1):

1 0 -« 0 n
M ESCE O T I FE
0 0 - 1 i=1

8) Wyznacznik macierzy, w ktorej co najmniej jeden wiersz (kolumna) jest kombi-
nacja liniowg pozostatych wierszy (kolumn), jest rowny zeru. W szczegoélnosci:

* wyznacznik macierzy o dwoch jednakowych wierszach (kolumnach) jest
rowny zeru,

* wyznacznik macierzy o dwdch proporcjonalnych wierszach (kolumnach) jest
rowny zeru.

9) Wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych tego samego stopnia jest rowny
iloczynowi wyznacznikow tych macierzy, czyli:

det (A-B) = det A detB.

10) Wyznacznik macierzy odwrotnej” do macierzy A jest rowny odwrotnosci wy-
znacznika macierzy A:

det (A1) = (detA)~1,

Oblicz wyznaczniki ponizszych macierzy:

1 0 3 1 6 4
6 3 6], b)B=[O 3 3],

4 3 3 3 6 3

a)A =

7 Zagadnienie macierzy odwrotnej oméwiono w rozdziale 4 podrecznika.
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I T
c)C= , d)D=|5 15 1},
0 0 -1 0 3 9 3
[0 0 0 2
1 0 1 1
1o o o0 1
DE=13 0 —1 0
| 2 0 0 2
Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze w macierzy A ostatnia kolumna jest wielokrotnodcia liczby 3.
Mozna jg wiec wylaczy¢ przed znak wyznacznika. Dodatkowo mozna za po-
mocg przeksztalcen elementarnych uprosci¢ nieco obliczenie wyznacznika,
odejmujac od elementéw wiersza drugiego odpowiednie elementy wiersza trze-
ciego (wy — wy):

10 3 10 1 10 11 0
6 3 6/=316 3 2lw,—-w.=3-[2 0 1|2 0=
4 3 3 4 3 1 4 3 114 3

=3-0+04+6-0-3-0)=3-3=09.
b) Zauwazmy, ze macierz B jest to transpozycja macierzy A, czyli:
B=A".
Na podstawie wlasnosci wyznacznikdw mamy wigc:
det B = det AT = detA =9.
c) Macierz C jest macierzg diagonalng, zatem jej wyznacznik jest réwny iloczynowi
elementéw lezacych na przekatnej, wiec:

detC=13.(—1)2=—6.

d) Wyznacznik macierzy D nie wymaga obliczen. Wystarczy zauwazy¢, ze kolumna
druga jest wielokrotnoscig pierwszej (k, = 3k;). Zatem wyznacznik tej macierzy
wynosi 0 (na podstawie wlasno$ci wyznacznikéw numer 8).

e) Z wlasno$ci wyznacznikdéw det E = 0, gdyz macierz E zawiera kolumne zerows.

©
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Rzad macierzy

B Definicia

Macierz A jest rzedu 1, jezeli istnieje przynajmniej jeden niezerowy minor stopnia

T utworzony z element6éw tej macierzy, a wszystkie minory stopnia wigkszego niz r
(jezeli istnieja) majg warto$¢ zero.

Rzedem macierzy A nazywamy zatem najwyzszy stopien réznych od zera mino-
row tej macierzy.

Rzad macierzy A oznaczamy symbolem r(A), rz(A) lub rank(A).

Dla dowolnej niezerowej macierzy A zachodzi r(A) = 1, poniewaz kazdy nieze-
rowy element macierzy A jest jednoczesnie wyznacznikiem stopnia 1.

Rzad macierzy A mozna wyznaczy¢ dla kazdej macierzy stopnia m X n, przy
czym spelniona jest nastepujaca nierdwnosc:
0 <rz(A) < min{m,n}.
Powyzsza nier6wno$¢ wynika z faktu, ze wyznaczniki liczymy tylko dla macierzy
kwadratowych.

Na przykfad rzad macierzy wymiaru 2 X 4 moze by¢ réwny maksymalnie 2 (gdyz
minor takiej macierzy jest maksymalnie wymiaru 2 X 2).

Metoda wyznaczania rzedu macierzy za pomoca wyznacznikow

Metoda wyznaczania rzedu macierzy A za pomoca wyznacznikéw polega na spraw-
dzaniu warto$ci wyznacznikéw (minoréw), zaczynajac do wyznacznikéw macierzy
kwadratowej o najwyzszym mozliwym stopniu. Zalézmy, Ze dana jest macierz A jest
wymiaru m X n. Najwyzszy stopien jej minora (wyznacznika) moze wynie$¢
min{m, n}. Jesli jego warto$¢ jest rozna od 0, wéwczas rzgd macierzy A wynosi
min{m,n}, jesli za$ jest rébwna 0, obliczamy pozostale wyznaczniki stopnia
min{m, n}. Jesli wszystkie wyznaczniki stopnia min{m,n}sg réwne 0, wowczas
sprawdzamy warto$ci wyznacznikéw o jeden stopien nizszych, czyli min{m, n} — 1.
Jesli wartos¢ jednego z nich bedzie rézna od 0, okreslamy rzad macierzy, czyli
rz(A) = min{m,n} — 1. W przeciwnym wypadku sprawdzamy kolejne wyznacz-
niki. Procedure powtarzamy do tej pory, az otrzymamy wyznacznik rézny od 0. Jego
stopien okresla rzad macierzy.
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—2 —q

Wyznacz rzad macierzy A = [_i 5 2]

Rozwiazanie:
Macierz A nie jest macierza kwadratowg. Aby wyznaczy¢ rzad macierzy musimy
wsrod jej elementdw znalez¢ najwigkszg macierz (inaczej podmacierz, minor macie-
rzy) kwadratowa, ktorej wyznacznik jest rozny od 0. W tym przykladzie najwieksza
macierzg bedzie macierz o wymiarze 2 X 2, wigc sprawdzamy wartosci wyznaczni-
. . . ]2 = 2 =1.1-2 -1 1
kéw macierzy o wymiarze 2 X 2, czyli |_1 5|,|_1 2| i | c 2|. Jesli
co najmniej jedna z nich bedzie rézna od 0, wowczas rzad macierzy wyniesie 2.
Liczymy pierwszy wyznacznik:

|2 -2
-1 5

Powyzszy wyznacznik jest rézny od 0, zatem rzad macierzy wynosi 2 (rz(A) = 2).

|=8¢0

Uwaga: jezeli znajdziemy wyznacznik rézny od zera, to nie musimy sprawdzaé po-
zostalych wyznacznikow.

©

2 -1 5
Wyznacz rzad macierzy A = |2 4 6]
4 3 11

Rozwigzanie:

W tym przypadku macierz A jest macierza kwadratowa, wiec zaczynamy od wylicze-
nia jej wyznacznika. Stosujac metode Sarrusa, otrzymujemy:

2 -1 5
2 4 6|=0.
4 3 11

Poniewaz det A = 0, rzad macierzy nie jest rowny 3. W kolejnym kroku szukamy
podmacierzy o jeden stopient mniejszej od 3, czyli stopnia 2, i sprawdzamy ich wy-

znaczniki. Jednym z minoréw macierzy A jest M33 = |§ _i| =10 # 0. Zatem
rz(A) = 2.
®)
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Metoda wyznaczania rzedu macierzy za pomoca operacji elementarnych

Kolejna metoda wyznaczania rzedu macierzy bazuje na operacjach elementarnych.
Aby ja zrozumie¢, nalezy zapozna¢ sie z ponizszymi wlasno$ciami, ktdre wynikaja
z wlasnosci wyznacznikow.

Twierdzenie

Rzad macierzy A nie zmienia si¢ w wyniku zastosowania nastepujacych przeksztat-
cen elementarnych macierzy:

e transpozycji macierzy A,

e pomnozenia dowolnego wiersza (kolumny) macierzy przez dowolna liczbe rézng
od 0,

e dodania do wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego przez
dowolng liczbe rézng od 0,

e przestawienia wierszy (kolumn),

o skreslenia lub dodania zerowego wiersza (kolumny).

Kazda macierz A o wymiarach m X n mozna - za pomocg powyzszych operacji ele-
mentarnych - przeksztalci¢ w macierz postaci kanonicznej (bazowej):

rl 0 0 = = * macierz jednostkowa stopnia k < {m, n}
0 1 0 =

I_Q____Q___:._.____l__r__f____f____.._.____t _ [I_I_,g_”__l_?_ r\ macierz o dowolnych

0 0 0:0 O 0 Lo’ 1o elementach

0 0 01 0 0 0! \ 7

:L 0 0 Oii 0 0 Oi. macierze zerowe

W zaleznosci od stopnia podmacierzy jednostkowej I}, posta¢ kanoniczna moze
przyjac rézne postacie:
1. Jedli stopienn podmacierzy I, bedzie réowny liczbie wierszy macierzy A, czyli
k = m woéwczas postaé kanoniczna macierzy A przyjmie postaé: [ I, | R].
2. Jesli stopien podmacierzy Iy bedzie réwny liczbie kolumn macierzy A, czyli

. ; . . e , [
k =n wowczas postac kanoniczna macierzy A przyymie postac: [Ek]
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3. Jesli stopien podmacierzy I, bedzie réwny liczbie wierszy i kolumn macierzy A,
czyli k = m = n, woéwczas posta¢ kanoniczna macierzy A przyjmie postac:

[T .

Twierdzenie

Stopien podmacierzy jednostkowej I, macierzy A postaci kanonicznej (bazowej) jest

réwny rzedowi macierzy A.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, mozna wyznaczy¢ rzad macierzy. W tym
celu sprowadzamy ja do postaci kanonicznej i sprawdzamy stopien podmacierzy jed-

nostkowej I,. Bedzie on réwny rzedowi macierzy.

B Pzykiad3.13 |

Korzystajac z operacji elementarnych, wyznacz rzad macierzy

1 -1 0 2 3

-1 2 1 0 2
A=lo 11 2 5
1 0 1 4 8

Rozwiazanie:

Macierz A sprowadzamy do postaci kanonicznej:

A= 0 11 2 5
1 0 1 4 8lw,—w,
1 -1 0 2 3watwza 1 0 1 4
_10 1 1 2 5 o1 1 2
0 1 1 2 5lwyz—w, |0 0 0 O
0 1 1 2 5lwa—w, [0 0O 0 O

S O U1

Stopient podmacierzy jednostkowej I, jest réwny 2, zatem rz(A) = 2.

Wiasnosci rzedu macierzy:
1) Rzad macierzy zerowej jest rowny 0.

2) Rzad macierzy jednostkowej stopnia n jest rowny n.
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3) Rzad macierzy AT jest réwny rzedowi macierzy A.
4) Rzad macierzy nie moze przekracza¢ zadnego z wymiardw macierzy.

5) Jesli dowolny wiersz (kolumne) macierzy pomnozymy przez stalg r6zng od zera
i dodamy do innego wiersza (kolumny), to rzad macierzy nie ulegnie zmianie.

6) Jesli zamienimy dwa wiersze (kolumny) miedzy sobg miejscami, to rzad macierzy
nie ulegnie zmianie.

7) Jesli wykreslimy wiersz (kolumne) zlozony zsamych zer, to rzad macierzy
nie ulegnie zmianie.

Zadania

1) Oblicz wyznaczniki macierzy:

) (3], o[, 7} o[ gl
1 3 2 75 —20 9 0 1 a
d)[s 4 1], e) [—42 6 —3], 0[—1 0 1].
3 1 3 0 10 2 —a -1 0

2) Oblicz wyznacznik macierzy korzystajac z rozwiniecia Laplace’a:

i 10 0 0 2 2 0 -2
2) i 2 _1 b) 01 00 9 -1 4 3 2
2 -3 0 ’ 0 01 of oo 1 of
) 0 0 01 01 -1 1
_c 4 _3 _2 [ 2 —4 1 =3 =2
10 8 6 4 |0 20 L
d) , e)|—1 01 6 4|.
3 0 1 0
12 1 -1 1 | 3 00 1 OJ
) -2 1 0 -1 1
3) Oblicz wyznacznik iloczynu A - B ponizszych macierzy:
2 0 1 1 -3 -1
A=|-1 3 —2], B=|1 2 —1].
2 -1 0 2 3 2
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4) Na podstawie wlasnosci wyznacznikéw (bez wyliczen) okresl wartosci wyznacz-
nikéw ponizszych macierzy.

_ [1 0 0 O
0 3 1
01 0 0 1 2
R O | D o1 of 9k 6
i 0 0 0 1
D2 2 2 22f e)gg—é, D1 50 1 of
| 0 1 -1 1 i -10 0 1 1
5) Okredl rzad ponizszych macierzy:
2 6 2 6
2 [2], D | 9l_7 3l
1 2 -1 1 2 -1 é g _i
d 0 2 1], e)|l 4 0}, ﬂOZ 1l
-3 2 0 02 1 3 2 0
[ 2 3 2 0 6 !
9y 3113 D2
13
[—1 1 0
6) Sprawdz, czy dla macierzy A=| 2 0 3| prawdziwe jest rownanie:
L 1 2 =2
det A = det AT.
Odpowiedzi:
1) a) 3, b) -1, c) -11, d) -39, e) -2310, ) 0.
2) a) -20, b) 1, 08, d) o, e) 44.
3) -180.
4) a) -9, b) 1, 00, d) o, e) 6, f) 0.

5) a) 1, b) 1, )2, d) 3, e) 2, f) 3, g2, h)l
6) Tak, poniewaz det A = det AT =13.
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4 Odwracanie macierzy

41 . Definicja macierzy odwrotnej

B Dcinicia |

Macierza odwrotng do macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy macierz

oznaczong przez A~1, ktéra spelnia nastepujacy warunek:
A-A1=A1-A=1,. (4.1)

Jesli macierz A posiada macierz odwrotng, woéwczas nazywamy ja macierza od-
wracalng.

Przyktad 4.1

Przyklady macierzy A i macierzy do niej odwrotnej A~1:

1) A=[2]iA1 = E],boA-A‘l = [2]-[§] =A-A= [%]-[2] =[l=1,

7 3
=2 31..4 |12
pa- 5]
7 3
boA-A-1=[‘2 3]- 7 Z|=A1-A=
-4 7175 ]
3
-2 3 -2 37_nn o
_[ 5 i] 22 A=l 1l=e
_1 2 _5 _ 2
2 10 3 AR A S
11 3 2 0f.,-1_| & & 3 "6
VA=IT301 0 a|ATELL L1 o)
1 0 2 1 1? 1? 3 1?
=z 1 2
2 2 2-
_1 2 _5 _ 2
210 3 3 3033
1_|1 13 2 o0 6 6 3 6|_ a-1.p_
boA-ATh=| T g 1 11 L"AI'A"
1 0 2 1 1? 1% 3 1%
: ~2 b 3
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_1 2 5 _ 27
3 3 3 3
1 T 1 1 2 1 0 3
| s 6 3 6 1 3 2 0
ler 1 70 ]-11 0 -1
12 12 3 12
[ 10 2 1
2 2 2 -

Twierdzenie

S O O

S O r O

SR OO

Macierz kwadratowa A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest macierzg nieo-

sobliwg, czyli gdy detA # 0.

Uwaga: Macierze odwrotne istnieja tylko dla macierzy kwadratowych, ktérych

wyznacznik jest rozny od zera.

Przyktad 4.2

Sprawdz, czy ponizsze macierze s odwracalne:

2 0
2 [2], o) |7 )
1 2 3 ; _1;
dlo 2 1}, e) .
0 0 1 ! 7
|—3 1
Rozwiazanie:

C)[g ;

a) Tak, poniewaz macierz jest kwadratowa oraz jej wyznacznik jest rozny od zera

(jest macierzg nieosobliwg), gdyz |2| = 2.

b) Tak, poniewaz macierz jest kwadratowa oraz jej wyznacznik jest rézny od zera

(jest macierzg nieosobliwg), gdyz |i g| = 10.

c) Nie, gdyz — pomimo tego, ze jest kwadratowa — jej wyznacznik jest rowny 0

(jest macierzg osobliwg), |g ;| =0.
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d) Tak, poniewaz macierz jest kwadratowa oraz jej wyznacznik jest rézny od zera

1 2 3
(jest macierzg nieosobliwg), gdyz [0 2 1| = 2.
0 0 1

e) Nie, gdyz macierz nie jest kwadratowa.

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej

Ponizej zostang zaprezentowane 3 metody wyznaczania macierzy odwrotnej:

1)
2)
3)

Metoda wyznaczania macierzy odwrotnej z definicji.
Metoda wyznaczania macierzy odwrotnej za pomocg wyznacznikow.

Metoda Gaussa-Jordana (z wykorzystaniem operacji elementarnych).

4.2.1. Wyznaczanie macierzy odwrotnej z definicji

Niech dana bedzie kwadratowa macierz A stopnian i detA # 0:

all a12 aes aln

a1 Qdzz ... dzpn
A= .

Ani Qpz - Qpn

Korzystajac z definicji macierzy odwrotnej, z ktérej wynika, ze A- A~ = I, wy-

znaczymy jej macierz odwrotng A~ 1.

A)

57

Macierz A™1 jest réwniez stopnia n (ma tyle samo wierszy i kolumn co macierz

postaci:
X11 X12 - X1n
A_l _ x21 x22 x2n
Xn1 Xn2 - Xpn

Podstawiajac macierz A oraz A~ do wzoru 4.1, otrzymamy:

ai; Q12 . Qin X11 X12 - Xin 1 0 .. O
1 Q22 - Qop| [X21 X220 - Xon| |10 1 .. O
Ann n 0o 0 .. 1

2
an1  An2 Xn1 Xn2 - Xpn
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Wryliczajac iloczyn A - A~ (lewg strone réwnania), a nastepnie poréwnujac po-
szczegblne elementy macierzy bedacej wynikiem tego iloczynu do odpowiadajacych
im elementéw macierzy jednostkowej, otrzymamy uklad réwnan postaci:

Z%:l al-kxkj = 6ij’ dla l,] € {1, 2, ...,Tl},
przy czym &;; (delta Kroneckera) przyjmuje warto$¢ 1 dla i = j oraz warto$¢ 0 dla
I+

Rozwigzanie uzyskanego ukladu réwnan pozwala na znalezienie niewiadomych

Xy j» ktore s elementami szukanej macierzy odwrotnej Al

Wyznacz macierz odwrotng do A = [_13 _42], korzystajac z definicji macierzy od-

wrotnej.

Rozwiazanie:

Zanim zaczniemy wyznacza¢ macierz odwrotng, nalezy sprawdzi¢, czy jest ona od-
wracalna.

Sprawdzamy, czy macierz A jest macierza nieosobliwg, czyli liczymy jej wyznacznik:
detA=1-4—-(-2)-(-3)=4-6=-2.
Wyznacznik macierzy A jest rézny od zera, zatem mozna przejs¢ do wyznaczania

macierzy odwrotne;.

Zakladamy, ze szukana macierz odwrotna jest macierza kwadratowg stopnia
X11 X12
X21  X22

1 =27 %11 X121 _[1 O
[—3 4] [x21 xzz] - [0 1]'
Po wymnozeniu macierzy A i A~1 otrzymujemy:

[ X11 = 2X21 X12 = 2X2; ] _ [1 0
—3xq1 +4x3; —3xp +4x,; 0 1F

drugiego, czyli przyjmie posta¢ A1 =[ ] Dokonujemy podstawienia

do wzoru 4.1:

Nastepnie poréwnujemy poszczegélne elementy powyzszych macierzy i uzysku-
jemy nastepujacy uklad réwnan:
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X1q — 2%y =1
{—3x11 +4x,;, =0
X1p — 2X5, =0
{—3x12 +4x,, =1

Rozwigzujac powyzszy uklad réwnan, otrzymujemy elementy macierzy odwrotne;j:

X11=_2
I
X21 = )
{xlz = _1
1

X22 = )

A zatem macierz odwrotna do macierzy A ma postac:
-2 -1
Al= [ 3 1]_
2 2

Po wyznaczeniu macierzy odwrotnej warto sprawdzi¢ poprawno$¢ wyliczen. Aby
to zrobi¢, nalezy obliczy¢ iloczyn macierz AiA™1 oraz sprawdzi¢, czy uzyskamy
w ten sposdb macierz jednostkows.

Dokonujemy sprawdzenia:
a1 =21 72 Yooy
aat= 5 ] -3l =[o )=t
W wyniku wymnozenia macierzy AiA~! uzyskali§my macierz jednostkows,
czyli mozemy by¢ pewni, Ze macierz odwrotna zostala wyznaczona poprawnie.

©

4.2.2. Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoca wyznacznikow

Twierdzenie

Jezeli macierz kwadratowa A jest macierza nieosobliwg, to istnieje do niej macierz

odwrotna A™1, przy czym:

-1 __1 ad__1 QT
A _detAA _detAD > (4.2)

gdzie:
D - macierz, ktorej elementami sg dopelnienia algebraiczne elementéw macierzy A

(macierz dopelnien algebraicznych).
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Macierz A% = DT nazywamy macierza dotaczona.

Macierz dolaczona, bedaca transpozycja macierzy dopelnien algebraicznych,
przyjmuje postac:

Dll D21 aes Dnl
Ad — DT — D12 D22 DnZ )
Dln DZn " Dnn

Przypomnijmy, zZe dopelnienia te wyznaczamy ze wzoru 3.3:
Dij = (1" M;;dlai,j €{1,2,..,n},

gdzie M;; jest minorem macierzy kwadratowej A, czyli wyznacznikiem macierzy
stopnia n — 1 powstalej z macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

1 -2 4
Znajdz macierz odwrotngdoA=|-3 0 —1] za pomoca wyznacznikow.
2 5 3

Rozwiazanie:

Na poczatku sprawdzamy, czy macierz A jest nieosobliwa. Liczymy wiec jej wyznacznik:

1 -2 4
detA=|-3 0 —1[=-69 #0.
2 5 3

Wyznacznik macierzy A jest rézny od zera, wigc mozemy przej$¢ do wyznaczania
macierzy odwrotnej. Wykorzystamy wzor 4.2.

W zwigzku z tym, Ze macierz A jest stopnia trzeciego, macierz dopelnien algebra-
icznych przyjmie postac:

Dy1 Dip Di3
D =|D21 Dz Dp3|.
D3; D3; Ds3

W celu wyznaczenia elementéw macierzy D skorzystamy ze wzoru 3.3.
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Ponizej przedstawiono sposéb wyznaczenia poszczegdlnych elementéw macierzy
dopelnien D:

1 -2 4 0 _1
Diy=(D™|-3 0 1= =5,
2 5 3
1 =2 4 3 4
D= (-D™2[-3 0 -1|= (D27 T |=7,
2 5 3
1 -2 [ 4 3 0
D= (D=3 0 1| =D [|=-15
2 5 3
1 -2 4 P
Dy = (-D* =30 =1|= (- |T; 3| =26,
2 5 3
1 -2 4 w
Dy = (-D*2|=3 L0 =1| = (-], 7| =-5,
2 5 3
1 -2 4 L
Dps = (=1)**|=3 0 =1 =(=D*"|, |=-9,
2 5 3
1 -2 4 PR
D3y =(=1)**|-3 0 —1|=(-1)3*" 0 —1 =2,
2 5 3
1 =2 4 L 4
D3, = (—1)3*2|-3 0 —1|=(-1)3*2 3 47718
2 B 3
1 -2 4 L g
D3z = (=133 |-3 0 —1|=(-1)*?*|_ ~|=-6
2 5 3

Uzupelniajac macierz D uzyskanymi powyzej warto$ciami, otrzymujemy macierz
dopetnien algebraicznych:

5 7 -15
D=(26 -5 -9|
2 =11 -6
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W kolejnym kroku dokonujemy transpozycji macierzy D, czyli wyznaczamy ma-
cierz dotgczona:

5 26 2
DT=| 7 -5 -—11f.
-15 -9 -6
Na koniec do wzoru A™1 = ﬁ DT podstawiamy wartos¢ wyznacznika macierzy
A raz macierz dolgczong i wyznaczamy macierz odwrotna:
5 26 27
69 69 69
. 1[ 5 26 2 7 5 11
Ah=——| 7 -5 —-11l|=|-— — —
9| _15 _9 _g 69 69 69
15 9 6

69 69 69-

©

Powyzej zostal zaprezentowany przyklad wyznaczania macierzy odwrotnej
do macierzy stopnia trzeciego. W taki sam sposéb mozemy odwraca¢ takze macierze
stopnia drugiego, z tym ze w ich przypadku mozemy wyznaczy¢ wzor, ktéry nam
to ulatwi.

Dana jest nastepujaca macierz kwadratowa stopnia drugiego:
_[a b
A= [c d]’

ktdra jest macierza nieosobliwg, czylidetA =a-d —b-c # 0.

Wéwezas macierz odwrotng A~1 wyznacza sie w nastepujacy sposéb:
1 (DY d (=DM2ee] | (4~ = tyd b

(-1)2*t-p (=1)?*2-q] ~ detal-p al " detal—¢ al

Zatem mozemy zapisa¢ nastepujacy wzér na macierz odwrotng do macierzy

A=[CCL Z:

Al =
detA

Al=_1 [d _b]. (4.3)
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Dana jest macierz A = [_é ﬂ Wyznacz jej macierz odwrotng, korzystajac

ze wzoru 4.3.

Rozwiazanie:

Obliczamy wyznacznik macierzy A:
detA=1-4-2-(-3)=4+6=10.

Stosujac wzor 4.3, wyznaczamy macierz odwrotng do macierzy A:

4 2 2 1
_ 114 — 0 10 5 s
A1=E'|:3 1:|=i 1]:[3 1|

10 10

©

4.2.3. Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoca operacji elementarnych

Metoda wyznaczania macierzy odwrotnej z wykorzystaniem wyznacznikow jest re-
komendowana do liczenia macierzy odwrotnych stopnia co najwyzej czwartego.
Dla macierzy wyzszych stopni pracochlonne jest bowiem wyznaczanie minoréw
(wyznacznikow).

Macierz odwrotng do macierzy A mozna réwniez wyznaczy¢ metoda przeksztat-
cen elementarnych, zwang algorytmem Gaussa. Procedura polega na sprowadzeniu
macierzy blokowej [A | I] do postaci [I | A_l] wylacznie za pomoca operacji ele-
mentarnych na wierszach:

AT~ .. ~[T1A71].

l—'—l
operacje elementarne na wierszach

W pierwszym etapie omawianej metody budujemy macierz blokowa sktadajaca
sie z macierzy A oraz macierzy jednostkowej I tego samego stopnia co macierz A.
Istotna jest tu kolejno$¢ ustawienia tych macierzy. Wyjsciowa macierz przyjmuje za-
tem postac [A | I], czyli:

ai; Q12 o An |1 O 0
Q1 dz2 .« dpn |0 1 0
anl anz b aTLTL 0 0 1
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Nastepnie macierz A przeksztalcamy do macierzy jednostkowej I, wykonujac
nastgpujace operacje elementarne na jej wierszach:

* zamiane dwoch dowolnych wierszy miedzy soba,
* mnozenie dowolnego wiersza przez liczbe r6ézna od zera,

* dodanie do elementéw dowolnego wiersza odpowiadajacych im elementéw
innego wiersza pomnozonych przez dowolng liczbe r6zna od zera.

Procedure przeksztatcania macierzy A w macierz I rozpoczynamy od sprowadze-
nia pierwszej kolumny macierzy A do postaci pierwszej kolumny macierzy jednost-
kowej. Jesli element a1 # 0, wiersze wy, w,, ..., W, przeksztalcamy kolejno w wier-
sze Wy, Wy, ..., Wy, wedlug wzordw:

1 I
Wn = Wp — AQpiWy.

Jesli zas a1 = 0, wowczas przestawiamy wiersze macierzy tak, aby element a4
byt rézny od zera. Nastepnie stosujemy powyzsze wzory.

Kolejne kolumny macierzy A przeksztalcamy w analogiczny sposob jak przy prze-
ksztalceniu kolumny pierwszej (kazdy element a;;,i = 1,2, ..., n sprowadzamy do 1,
anastepnie ,zerujemy  pozostale elementy j-tej kolumny, j=1,2,..,n).
Gdy macierz blokowa przyjmie postaé [I | A_l], za kreska otrzymujemy macierz
A~1. Zatem po przeksztalceniach otrzymamy macierz blokows postaci:

! ! !
1 0 .. 0]aw aq2 . Qupn
0 1 .. 0]a'y; ay .. ay
bl
0 0 .. 1la'y any . aduy

co umozliwia zapisanie macierzy odwrotne;j:

! / !
a 11 a 12 s a 1n
! ! !
Al1=|%21 Q22 - Q2
/ / !
a1 Apz . Agp

Analogiczne postgpowanie mozna takze wykonaé, zapisujac macierz jednost-
kowa I ponizej macierzy A. Wowczas, wykonujac operacje elementarne wylacznie
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na kolumnach, przeksztalcamy macierz A w macierz jednostkowa I, a dopisana ma-
cierz jednostkowa staje sie macierza odwrotng A~1.

2 1 01
. . |1 2 1 2 .
Wyznacz macierz odwrotng do macierzy A = 1 -1 0 1l korzystajac
-1 0 1 1
z operacji elementarnych.
Rozwigzanie:
Wyznacznik macierzy A~1 jest rézny od zera (det A1 = —1), wiec mozemy przy-

stapi¢ do odwracania macierzy. Wyznaczanie macierzy odwrotnej z wykorzystaniem
algorytmu Gaussa rozpoczynamy od budowy macierzy blokowej postaci [A | I]:

2 1 0 1]1 0 0 O
1 21 210 1 0 O
1 -1 0 110 0 1 oOf
-1 0 1 1‘ ‘0 0 0 1‘
|
A I

Przeksztalcenia zaczynamy od lewego gérnego rogu macierzy, gdzie w miejsce
a1 = 2 chcemy uzyska¢ warto$¢ 1. W tym celu wiersz pierwszy pomnozymy

1 . L1
przez, czyli wykonamy przeksztalcenie: W1

[1 0 2|5 0 0 0]
|1 2120100|_
|1 -1 0 1{0 0 10
-1 011100 01

W kolejnym kroku w pierwszej kolumnie pod wartoscig 1 chcemy uzyska¢ zera
(wéwczas pierwsza kolumna przyjmie postaé pierwszej kolumny macierzy jed-
nostkowej). Dlatego wykonujemy trzy operacje elementarne na wierszach:
Wy — Wy, W3 — Wq Ooraz wy + wy:

1 20 2| 2 0 0 0]

| 2 21 2 |

|0 313—11oo|

R I

o 11 31 1o o0 1
2 21V 2
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W podobny sposéb uzyskamy kolumne drugg. Rozpoczynamy od miejsca, w ktd-
rym chcemy uzyska¢ wartos¢ 1, czyli od elementu, ktory znajduje si¢ w drugim wier-

. . . . . . . Iy 3 .
szu i drugiej kolumnie. Wiersz drugi mnozymy przez odwrotnos¢ utamka > czyli

. .2
wykonujemy przeksztalcenie I W2

1 20 X1 2 0 o0 o
2 21 2

0 1 2 1]-2 %29 o

3 3 3

0 =20 -2 0 1 0
2 2|1 2

o 11 311 00 1
2 20 2 -

Nastepnie ,,zerujemy” pozostale elementy drugiej kolumny. W tym celu wykonu-

. . . . 1 3
jemy nastepujace operacje elementarne na wierszach: wy — 7 W2, W3 + W, oraz
1

W4—EW22
1 0 —g 0 ; —g 00
2 1 2
00 1 2|]-1 1 1 0
2 2 1
[0 0o $ 1] 3 - 0 1]

Przechodzimy do kolumny trzeciej i z wykorzystaniem operacji elementarnych

na wierszach doprowadzamy ja do postaci kolumny z macierzy jednostkowej. Ponie-
waz w trzecim wierszu i trzeciej kolumnie znajduje si¢ juz warto$¢ 1, wystarczy tylko
»wyzerowac¢” pozostale elementy tej kolumny. Zatem wykonujemy nastepujace dzia-

tania: 1 2 2
ania: wq +§W3,W2 — 3 W3 0razw, —-ws:

100%%0%0
1| 1 2
001 2|-1 1 1 0
lo o 0o -2 2 -1 -2 1]
3!V 3 3

Przechodzimy do kolumny czwartej (ostatniej) i postepujemy w analogiczny spo-
sob jak w przypadku pierwszych trzech kolumn. Na przecieciu czwartego wiersza
i czwartej kolumny chcemy uzyska¢ wartos¢ 1, zatem wiersz czwarty mnozymy przez
—3, czyli przeksztalcamy w nastepujacych sposdb: —3wy:
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X
:

Ostatnim krokiem do uzyskania macierzy odwrotnej jest ,wyzerowanie” pozo-

oSO = O
o= O O
|
= NwlikwN

[

B R W, wl Rk

W= o o

Nb—kwllwwln-\
o O
—

I
w o
E—

stalych elementéw czwartej kolumny, co uzyskamy, wykonujac nastepujace operacje

. . 2 1
elementarne na wierszach macierzy: wy — 3Wa Wa + oW, Orazwy — 2wy

10 0 0] 3 -2 -1 2

010 0[-1 1 0 -1

0 01 0|l 7 -5 -3 6l

0 00 1|-4 3 2 -3
I A1

Zatem macierzg odwrotng do macierzy A jest macierz:

3 -2 -1 2
-1 1 0 -1

7 =5 =3 6|
—4 3 2 =3

Al =

©

Przeanalizujmy ponizszy przyklad, w ktérym zaprezentowano sposéb zapisu ko-
lejno wykonywanych obliczen.

Znajdz macierz odwrotng do macierzy A, wykorzystujac metode operacji elementarnych:

1 -1 0
A=| 2 0 4]
-1 3 -1
Rozwiazanie:
Wyznacznik macierzy A jest rozny od zera (det A = —10), wiec mozemy przystgpié
do odwracania macierzy:
1 -1 0|1 0 O 1 -1 0] 10 0],
[2 0 4(0 1 0W2—2W1~[0 2 4|1-2 1 0]5W2~
-1 3 =110 0o tfwy+wy 1O 2 -1 1 0 1
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1 -1 o] 1 0 0pwi+w, [1 0 210 ;0
~[0 1 2(-1 30 ~10 1 2{-1 1o ~
0 2 -1l 1 0 tdws—2w, [0 0 =51 3 _1 1| -ws

1 1] 6 1 2
|[ ST e PR IR ORI
1 Lo |We 2w, 11 2
~lo1 2 (-1 5 0] o1 05 5 5|
[0 0 1 | 3 1 _1J [0 0 1| 3 1 _1J
5 5 5 5 5 5§

A—l

Zatem macierzg odwrotng do macierzy A jest macierz:

6 1 2
EHERE
|11z
A _| 5 10 5|‘
301 1

lE 5 EJ

4. 3 . Wlasnosci macierzy odwrotnych

Twierdzenie

Dane s3 dwie nieosobliwe macierze kwadratowe A i B stopnia n oraz liczba rzeczy-
wista k # 0. Woéwczas:

1) (A1) 1 =A,

2) (A-B)'=B"1-AT],
3) (A7) = (AN,

4) det(A™1) = (detA)7Y,
5) (kM) = (A7),
6) (AM)™h = (a7H"™
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Sprawdz, czy dla macierzy A = [:; g] prawdziwe jest rownanie: det(A™1) = _delt T

Rozwiazanie:

W celu sprawdzenia prawdziwosci rdwnania nalezy obliczy¢ jego prawa i lewa strone

oraz sprawdzi¢, czy sg one sobie rowne. Zacznijmy od wyliczenia prawej strony row-

nania, czyli ——. Policzymy najpierw wyznacznik macierzy A:
detA=-1-3-0-(-2)=-3.

1

Zatem prawa strona réwnania wynosi: P = A= T3

Chcac obliczy¢ lewa strone réwnania, nalezy wyznaczy¢ macierz odwrotng
do macierzy A. Macierz jest stopnia drugiego, wiec skorzystamy ze wzoru na macierz
odwrotng stopnia drugiego:

A =gl T

Podstawiajac odpowiednie wartosci do powyzszego wzoru, otrzymujemy:

A—1=_ig[3 _O]=[:§ g]

3

Liczymy nastepnie wyznacznik macierzy A™1, ktéry stanowi lewg strone réwna-
nia:

L=det(A)=-1-2-0-(-2) =1

Zatem L = P, czyli réwnanie det(A™1) = ﬁ dla podanej macierzy jest prawdziwe.
©
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Zadania

1) Wyznacz macierz odwrotng za pomocg definicji (o ile istnieje):

1 2],

. 10 0],

WA= 1 15

b)B=[

oc=[5 i)

2) Wyznacz macierz odwrotng, korzystajac ze wzoru 4.3 na macierz odwrotng stop-

nia drugiego (o ile istnieje):

o=t 1

-3 2 1 0
VA=[ 1 ol DB=lp 1)
3) Znajdz macierz odwrotng metoda wyznacznikowg (o ile istnieje):
1 1 1 -2 -1 1
a)A=|[0 1 1|, b)B = 0 1 0},
0 0 1 | 3 0 1
12 Lo
aC=13 2 1}, d)D = .
4 5 6 0 0 0 1
) 0 1 3 1
4) Znajdz macierz odwrotng, korzystajac z operacji elementarnych (o ile istnieje):
_ _M1 -
a) A= [5], bB=[ 7|
1 2 3 -1 2 1
@D:Lq 01} @E=[z _zo}
0 1 2 0 1 1
1 0 1 2 1 2
|2 21 3 12 3
9C=15 1 o 1) WH=1,
1 1 3 -1 1 0
5) Wykonaj dzialania:
_ -1
2 —117! 15
D Tl ek w2 oo -1 [_;}

6) Sprawdz, czy dla macierzy A = [
= (A"

-2 3

-1

O] prawdziwe jest rownanie (A~

2—1
-] -
4

1)T —
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7) Sprawdz, czy dla macierzy A =

réwnanie (kA)™! = %(A‘l).

Odpowiedzi:
1)

a) A"l =

DR N|R

[ NN NN

>

11 1 1
8 é i 1 oraz k = 2 prawdziwe jest
0 0 01
= 0
byBt=|% |
150 15

¢) macierz odwrotna do C nie istnieje, poniewaz detC = 0

2)
0
a)A™l = [_
2

3)
1
a)A 1l = [0
0

|
3 b

-1
1
0

N |

1.1 O 1.1 -1
b)B ‘[o 1]’ 9B ‘[o 1]'
1 1 1
0 5 "5 s
—1], B 1= 0 1 o0
1 3 3 2z
5 5 5

¢) macierz odwrotna do C nie istnieje, poniewaz detC = 0,

[1
D1 = |0
[0
0
4)
o=l
-1
D= [
-2

71
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Qullkruilwul]r

-1
2
-1

11 2
-5 T3
_8 _1
5 5.
1 2
5 5J
1 0
r 3
-1 _ 1 1 -1 _ 18 8
bBl=[, | oct=11 I}
4 4
2
=71 e) macierz odwrotna do E nie istnieje,
4

poniewaz detE =0,
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-1 20
DF1=| 2 -2 1|,
0 1 0

g) macierz odwrotna do G nie istnieje, poniewaz det G = 0,

22 -6 —26 17
-17 5 20 -13

-1 _
WHZ =11 ) 2 —1f
4 -1 -5 3
5)
3
) [} b2 3 4
6)
-1 -2
Tak, poniewaz (A™1)T = i =(AT)_1.
3
7)
_l _l 0 0_
2 2
0 2 -2 0
L 11, 2 2
Tak, poniewaz (kA) 1=;(A H= 0 0 1 af
2 2
o o o 1
L 2-
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5.1 - Definicja i rodzaje uktadéw rownan liniowych

B Definicia

Roéwnaniem liniowym o n niewiadomych x4, x5, X3,..., X, nazywamy rownanie

postaci:
a;xqg +azx; +-+ax, =b,(n=12..).

Ukladem m réwnan liniowych o n niewiadomych x4, x3, x3,..., X;,, nazywamy
uklad postaci:

ai1X1 + a12x2+. . +a1nxn = bl
alel + a22x2+. . +a2nxn = bz (51)

Am1X1 + QX+ FamnX, = by,

gdzie:a;j,b; ERdlal <i<m,1<j<norazn,m€N.

Rozwigzaniem ukladu m réwnan liniowych nazywamy n elementowy zbidr wartosci
niewiadomych

X1 =Cp X2 = €2y , X = Cpy
ktére spelniajg ten uklad.

Uktad réwnan liniowych (5.1) mozemy zapisaé w postaci macierzowe;j:

A-X=B,
gdzie:
a;1 diz Ain X1 by
A= az1 Ay Azn ) X = X2 ) B = b,
Am1 Am2 - Omp Xn b,

Powyzsze macierze nazywamy:

A - macierzg gléwna (podstawowa) ukladu (czyli macierza wspétczynnikéw przy
niewiadomych),

X - macierzg niewiadomych,

B - macierzg wyrazéw wolnych.
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Mozna spotka¢ réwniez notacje X — wektor niewiadomych oraz B - wektor wy-
razé6w wolnych. Zatem uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych (5.1) mozna
zapisac jako:

aqq a

12 - Qyp X1 b,
az1 Gz - Qan| |X2| _ | by
Am1i Amz2 - Amnl |[Xn by,

Rozwigzanie ukladu mozna zapisa¢ w postaci macierzowej, czyli:

(1

X1 =0
x2=62
Xn = Cn

Macierza rozszerzong ukladu réwnan liniowych A - X = B nazywamy macierz U
powstalg z macierzy A przez dopisanie do niej kolumny z macierzy wyrazéw wol-
nych B:

U=[A|B].

Zapisanie uktadu réwnan w postaci macierzowej pozwala na wykorzystanie dzia-
tan na macierzach oraz charakterystyk i wlasnosci macierzy do szukania rozwigzan
ukladu réwnan liniowych. Operacje elementarne wykonywane na wierszach macie-
rzy rozszerzonej U i na réwnaniach ukladu réwnan sa réwnowazne.

Przyktad 5.1

Ponizsze uklady réwnan zapisz w postaci macierzowej:

_le + 4x2 + SX3 = 1
a) {2x; +3x, —x3 =—4
—X1 + 3X3 - ZX3 = 2
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x1+x2+x4=0
_xZ+X3_2.X'4=O

—sz—x4=1
x1+x2+2x4=—1
(x+4y+z—-2=0
3x—y+§z—7=0

-x+y—2z=0
2x =2y +6z-1=0

<) <

Rozwiazanie:

a) Dladanego uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi macierz gléwna przyj-
muje postac:

-2 4 5
A=| 2 3 —1].
-1 3 =2
X1
Uktad ma trzy niewiadome, wigc macierz niewiadomych ma postaé: X = xz],
X3

za$ macierz wyrazéw wolnych: B =

1
—4|.
2

Zatem uklad ten w postaci macierzowej mozna zapisa¢ nastepujaco:

-2 4 571 [*1 1
2 3 —=1f-|*2|=]|-4]
-1 3 =21 IX3 2

b) Zauwazmy, ze jest to uklad czterech réwnan z czterema niewiadomymi, cho¢ nie
w kazdym réwnaniu wystepuja wszystkie cztery niewiadome. Oznacza to, ze nie-
ktdére wspotczynniki w macierzy gtownej ukladu sg zerowe. Przyktadowo w row-
naniu pierwszym wystepuja niewiadome x4, X, x4, co oznacza, ze niewiadoma x3
wystepuje tu ze wspolczynnikiem 0. Zatem macierz gtéwna ukladu wyglada na-

stepujaco:

1 1 0 1
10 -1 1 =2
A_0—20—1‘

1 1 0 2

76



Uktady réwnan liniowych

X1
L . . L . X2
Niewiadomych mamy cztery, wigc macierz niewiadomych ma postaé: X = |
3
X4
0
za$ macierz wyrazéw wolnych: B = (1) .
-1

W zapisie macierzowym uklad ma wigc posta¢:

1 X1 0
0 —1 1 ] [Xﬂ_l 0
0 —2 0 x| | 1
1 X4 -1

c) Ostatni przykiad przedstawia uklad czterech réwnan z trzema niewiadomymi
X,Yy,Z. Przy czym zwréémy uwage, ze rownania zapisano nieco inaczej niz
w ukladzie (5.1). Z definicji wynika, iZ niewiadome zapisujemy po lewej stronie
réwnan, a wiadome po prawej. Przepiszmy wigc dany tutaj uklad zgodnie z defi-
nicjg, przenoszac wyrazy wolne na prawg strong réwnan:
( xX+4y+z=2
3x—y+ gz =7
-x+y—-2z=0
ka - %y +6z=1

Posta¢ macierzowa tego ukfadu jest nastepujaca:

1 4 1
3 -1 5] x [2
| 2. |yl = 7
-1 1 =2 ol
[2 -2 o 7 L
2

Zapisz macierze rozszerzone ukltadéw réwnan z przyktadu 5.1.
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Odpowiedzi:

—2 4 51 1
a)U=| 2 3 —-1]|-4|
-1 3 =21 2
1 1 0 1] 0
10 -1 1 =2 0
b) U= 0 -2 0 -—-1| 1/
1 1 0 2/-1
-1 4 17 2
3 -1 2|7
AU=_1 1 —2| of ©
|2 — 6] 1

Dla kazdego uktadu réwnan liniowych zachodzi doktadnie jeden z ponizszych
przypadkow:
1) Uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie — wéwczas nazywamy go ukladem ozna-

czonym lub niezaleznym.

2) Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan — wéwczas nazywa si¢ go ukladem nie-
oznaczonym lub zaleznym.

3) Uklad nie ma rozwigzan — wowczas jest to uklad sprzeczny.

Dwa uklady réwnan liniowych nazywamy rownowaznymi, jezeli kazde rozwia-
zanie pierwszego ukladu rownan jest tez rozwigzaniem ukladu drugiego i odwrotnie,
a kazde rozwigzanie drugiego ukladu réwnan jest tez rozwigzaniem ukladu pierw-
szego.

Uktad réwnan liniowych postaci (5.1) nazywamy jednorodnym, jezeli:

Ai<ism bi = 0.

Uktad ten mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:
A-X=0,

gdzie A jest macierza gléwna ukladu wymiarum X n , natomiast 0 jest macierzg ze-
rowa wymiarum X 1.
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Przyktadowo ponizszy ukiad réwnan jest uktadem réwnan jednorodnym:

2x1+x2—x3=0
—4—x1 +5x2 _BX3 = O
x1+x2+x3=0

Kazdy uklad jednorodny z n niewiadomymi, bez wzgledu na liczb¢ réwnan, ma
przynajmniej jedno rozwiazanie i jest to rozwigzanie zerowe, czyli: x; =0,
X, =0,..,x, =0.

Jezeli rozwazany ukiad ma przynajmniej jeden wyraz wolny rézny od zera, to taki
uklad réwnan nazywamy niejednorodnym.

5 . 2 . Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Twierdzenie Kroneckera-Capellego

Niech bedzie dany ukfad réwnan liniowych postaci (5.1), okreslony wzorem macie-

rzowym A - X = B, czyli:

a1 Q12 e Qun X1 by

Az1  Qz2 - Qn| |X2| _ | by

) - >

Ami1 Qmz - Anm| |Xn by,
ktérego macierzg rozszerzong jest macierz:
U=[A|B].

Uktad réwnan liniowych (5.1) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad ma-
cierzy gléwnej ukladu jest rowny rzedowi macierzy rozszerzonej ukladu, czyli
rz(A) = rz(U).

Przy tym ukiad réwnan liniowych (5.1) ma dokladnie jedno rozwiazanie (ukfad
oznaczony) wtedy i tylko wtedy, gdy rz(A) = rz(U) = n (gdzie n - liczba niewia-
domych).

Ponadto uklad réwnan liniowych (5.1) ma nieskonczenie wiele rozwiazan
zaleznych od n —r parametréw (ukfad nieoznaczony) wtedy i tylko wtedy, gdy
rz(A) = rz(U) = r < n (gdzie n - liczba niewiadomych).
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Jezeli rzad macierzy wspotczynnikoéw przy niewiadomych nie jest rowny rzedowi
macierzy rozszerzonej ukltadu, czylirz(A) # rz(U), to dany ukltad réwnan jest ukla-
dem sprzecznym.

Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika tez, ze dla ukladu réwnan liniowych
jednorodnych zachodzi: rz(A) = rz(U).

Okredl liczbe rozwigzan ukladéw rownan:

x1+2x2+x3=2
a) X1_2x2+x3 =_2
3x1—x2+3x3 =_1

xl_xZ+X3=1
_le_xZ_X3=1

Rozwiazanie:

a) Dany uklad jest uktadem trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi, za-
tem m = n = 3. W postaci macierzowej uklad mozna zapisa¢ nastepujaco:

L= e

za$ macierz rozszerzona tego ukladu ma postac:

1 2 1] 2
U=(1 -2 1 —2].
3 -1 31-1

Zauwazmy, ze druga iczwarta kolumna macierzy U sg takie same, zatem
rz(A) = rz(U), gdyz:

1 21/ 2] @ 2 10

[1 -2 1—2]~[1 -2 10].

3 -1 3l-11 [3 -1 3lo
ky — ks,

Aby okresli¢ liczbe rozwigzan nalezy wiec tylko sprawdzi¢ rzad macierzy A.
Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze badany uklad nie jest sprzeczny,
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gdyz macierze A i U sg tego samego rzedu. Zostaja wigc dwie opcje: (1) analizowany
uktlad jest oznaczony, czyli ma doktadnie jedno rozwigzanie, jeslirz(A) = n, gdzie n
jest liczbg niewiadomych lub tez (2) jest on nieoznaczony, czyli ma nieskonczenie
wiele rozwigzan, jesli rz(A) < n. Sprawdzamy zatem rzad macierzy A.

Zauwazmy, ze macierz A ma dwie identyczne kolumny: pierwszg i trzecia. Stad
wniosek, ze jest to macierz rzedu nizszego niz 3, czyli nizszego niz n. Zatem z twier-
dzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze badany uklad jest nieoznaczony, czyli
ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

b) W kolejnym przykladzie mamy dany uklad czterech rownan (m = 4) z trzema
niewiadomymi (n = 3), dla ktérego zapiszemy od razu macierz rozszerzong:

1 -1 1|1
-2 -1 =11
U=1 2 1 ol2f
-1 -1 =22

Sprawdzmy rzad macierzy U metoda wyznacznikowa (macierz U jest kwadra-
towa). Wykorzystamy rozwiniecie Laplace’a wedlug trzeciej kolumny (pomijajac ele-
ment Zerowy):

1 -1 11
|2 -1 -1 1| _
detU = 5 _1 0 2| =
-1 -1 -2 2
-2 -1 1
=1-(-D"3-| 2 -1 2[+(-1D-(-1)*3-
-1 -1 2
1 -1 1 1 -1 1
2 —1 2|+ (=2)-(=D**3-|-2 -1 1].
-1 -1 2 2 -1 2

Wykorzystujac nastepnie metode Sarrusa dla wyliczenia wyznacznikéw stopnia
trzeciego®, otrzymujemy: det U = 0, a wiec rzad macierzy U jest mniejszy niz 4.

Wezmy teraz dowolny minor macierzy U:

-2 -1 1
2 -1 2|=4+2-2-1-4+2=3.
-1 -1 2

Poniewaz otrzymany wyznacznik jest rozny od zera, rzad macierzy U wynosi 3.

8 Szczegotowe wyliczenia metodg Sarrusa pozostawiamy czytelnikowi.
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Zapiszmy teraz macierz gléwna A analizowanego ukladu, ktéra ma postac:

1 -1 1
-2 -1 -1
A=l 1 o
-1 -1 -2

Macierz A nie jest macierza kwadratowa, wigc wyznaczenie jej rzedu sprowadza
sie do znalezienia najwigkszej kwadratowej podmacierzy (minora macierzy), ktdrej
wyznacznik jest rézny od 0. Zwro¢my uwage, ze moze to by¢ doktadnie ten sam mi-
nor, ktory wybraliémy dla macierzy U. Jest on rézny od zera, wiec rz(A) = rz(U) =
= 3ijednoczesnierz(A) = rz(U) = n. Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego
wnioskujemy, ze badany uktad jest oznaczony i ma doktadnie jedno rozwigzanie.

©

Twierdzenie Kroneckera-Capellego jest szczegdlnie przydatne przy rozwazaniu
liczby rozwigzan ukltadéw rownan z parametrem.

Wykorzystujac twierdzenie Kroneckera-Capellego, okresl liczbe rozwigzan ukladu
rownan:

2x1 — pxXy +x3 = 3

{xl + 2x2 - 3x3 =—-1
2x1+ x5 —px3 =5

w zalezno$ci od wartosci rzeczywistego parametru p.

Rozwiazanie:

Macierz gléwna ukladu ma postac:

1 2 -3
A=|2 —-p 1],
2 1 —-p
za$ macierz uzupetniona:
1 2 =3|-1
2 1 —-pl 5

Macierz U nie jest kwadratowa, zatem jej rzad moze by¢ réwny co najwyzej wy-
miarowi minora jej najwigkszej podmacierzy kwadratowej, czyli jest mniejszy badz
réwny 3. Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wiemy, ze jezeli rz(A) = rz(U) = n,
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to uktad bedzie mial doktadnie jedno rozwiazanie. Czyli w naszym przykladzie jezeli
rz(A) = rz(U) = 3, to uklad ma jedno rozwigzanie. Zauwazmy, Ze wystarczy
by spetniony byt warunek rz(A) = 3, a wtedy rz(U) réwniez wyniesie 3, gdyz ma-
cierz A bedzie stanowi¢ podmacierz kwadratowg stopnia trzeciego o niezerowym
wyznaczniku. Aby rzad macierzy A wynosit 3, jej wyznacznik musi by¢ rézny od zera.
Sprawdzmy zatem, dla jakich warto$ci parametru p zajdzie ten warunek, czyli
kiedy detA # 0.

Wykorzystujac nastepnie metode Sarrusa, wyznaczamy wyznacznik:

1 2 =311 2
detA=|2 -p 112 —p=p*’+4—-6—-6p—1+4p=p%?—2p-3.
2 1 -pl2 1

Wyznaczona warto$¢ powinna by¢ rézna od zera (detA # 0), czyli p? — 2p —
—3 # 0. Jest to rownanie kwadratowe, ktorego wyrdznik A = 16, a pierwiastki row-
nania to: p; = —1 oraz p, = 3. W zwiazku z tym mozemy wnioskowa¢, ze dla tych
wartosci parametru p wyznacznik bedzie wynosil 0, a rzad macierzy bedzie nizszy
niz 3, czyli uklad bedzie nieoznaczony lub sprzeczny (ktdra sytuacja zajdzie przy da-
nych wartosciach parametru, sprawdzimy za chwile). Zas dla wszystkich pozostatych
warto$ci parametru p, tj. dla p # —1 oraz p # 3, uklad bedzie oznaczony, czyli be-
dzie mial dokfadnie jedno rozwiazanie.

Sprawdzmy teraz sytuacje, gdy p = —1. Wiemy juz, ze wtedy detA = 0, czyli
rzad macierzy A jest mniejszy niz 3. Za$ macierz U przyjmuje postac:

1 2 -3]-1
U=12 1 1] 3|
2 1 15
Dla macierzy U istnieje minor trzeciego stopnia o wartoséci réznej od zera:
2 -3 —-1]2 -3
1 1 311 1 =10-9-1+1-6+15=10,
1 1 501 1

awiec rz(U) = 3 # rz(A), czyli uklad jest sprzeczny.

Dlap = 3 mamy réwniez detA = 0, czyli rz(A) < 3. Natomiast macierz U

ma postac:
1 2 -=3|-1
U=1|2 -3 1| 3|
2 1 =315

Minor zbudowany z drugiej, trzeciej i czwartej kolumny jest niezerowy:
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2 -3 -1
-3 1 3] = —34,
1 -3 5

a wiec i wtym przypadku rz(U) = 3 # rz(A), czyli rowniez dla p = 3 uklad jest
sprzeczny.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze:

+ uklad ma dokladnie jedno rozwigzaniedlap # —1ip # 3,

» ukfad nie ma rozwigzandlap = —1 lubp = 3.

5.3. Metody rozwigzywania ukladéw réwnan

Ponizej przedstawione zostang trzy metody rozwigzywania ukladéw réwnan linio-

wych. Przy omawianiu wszystkich metod, piszac o ukladzie réwnan liniowych,

mamy na mysli uklad postaci (5.1). Metode rozwigzywania ukladu réwnan uzalez-

niamy od liczby réwnan m oraz liczby niewiadomych n w taki sposéb, ze:

a) Jezeli m = n, czyli mamy uklad o takiej samej liczbie réwnan co niewiadomych
i macierz gléwna ukladu A jest macierza kwadratowa, to mozemy szukac rozwia-

zania ukladu dowolng z ponizszych metod,

b) jezeli m # n, mamy uklad réwnan, ktérego macierz gléwna nie jest macierza
kwadratows, wiec szukamy rozwigzan takiego ukladu metoda eliminacji Gaussa
lub Gaussa-Jordana.

5.3.1. Metoda wzorow Cramera

Uklad réwnan liniowych postaci (5.1) nazywamy ukladem Cramera, jezeli ma n
réwnan i n niewiadomych oraz wyznacznik macierzy gléwnej ukladu A jest rézny
od zera (detA # 0).

B Proykiad 55

Sprawdz, czy ponizsze uklady sa ukladami réwnan liniowych Cramera:

) {2x1+x2=1
3x1+x2= 0
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x1+x2—x3=1
b) x1+x2+2x3 == _2
—x1+2x2+x3=2

—9x1+x2—x3=0

C) x1+x2+2x3= _2

x1+x2—x3=1
d) X1+2x2+_x3= 3
—x1+2x2+x3=0

Rozwigzanie:

a) Liczba réwnan w podanym uklfadzie jest rowna liczbie niewiadomych (n = 2).
Sprawdzamy wiec drugi warunek, czyli okreslmy, czy wyznacznik macierzy glow-
nej ukladu réwnan jest rézny od zera:

g i|:2—3=—1.

Wyznacznik jest rozny od zera, zatem uklad jest uktadem Cramera.

b) Liczba réwnan jest réwna liczbie niewiadomych (n = 3), wigc wyznaczamy wy-
znacznik macierzy wspdtczynnikéw przy niewiadomych:

1 1 -1
1 1 2|=-9
-1 2 1

Wyznacznik jest rézny od zera, zatem ten uktad jest réwniez uktadem Cramera.

c) Poniewaz liczba rownan w analizowanym ukladzie jest rézna od liczby niewiado-
mych, wigc nie jest on ukladem Cramera.

d) Liczba réwnan jest rowna liczbie niewiadomych (n = 3), wiec wyznaczamy wy-
znacznik macierzy wspdtczynnikéw przy niewiadomych:

1 1 -1
1 2 —-1f[=0.
-1 2 1

Wyznacznik jest rdwny zero, zatem analizowany uktfad nie spetnia drugiego wa-
runku definicji, czyli nie jest ukladem Cramera.

©

85



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

Przyktad 5.6

Sprawdz, dla jakich warto$ci parametru p ponizszy uklad réwnan jest ukladem
px1+x,—x3=0

Cramera: { X1+ 2x,—x3=0
—X1+px, +x3=1

Rozwiazanie:

Macierz gléwna ukladu jest kwadratowa, zatem nalezy sprawdzi¢, kiedy jej wyznacz-
nik jest rézny od 0, poniewaz tylko wtedy uklad bedzie spelniat warunki przypisane
dla uktadu Cramera. Stosujac metode Sarrusa, wyznaczamy wyznacznik macierzy A:

p 1 -1 p 1
1 p 1l-1p

Latwo sprawdzi¢, ze otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa miejsca zerowe
dla p = —2 oraz dla p = 1, czyli dla pozostatych liczb rzeczywistych wartos¢ wy-
znacznika bedzie rézna od zera. Zatem analizowany ukfad jest uktadem Cramera
wtedy i tylko wtedy, gdyp # —2ip # 1.

Twierdzenie Cramera

©

Jezeli ukltad rownan liniowych (5.1) okreslony wzorem macierzowym A - X = B jest
ukladem Cramera, to ma dokladnie jedno rozwigzanie okreslone wzorami:

X __detAy X __detA, X __detA,
17 detA’™2 7 detA’ "™’ M7 detA’

(5.2)

gdzie det A; jest wyznacznikiem macierzy powstalej z macierzy A w wyniku zastg-
pienia j-tej kolumny (kolumny wspéiczynnikéw przy x;) kolumna wyrazéw wolnych
z macierzy B.

Wzory powyzsze nazywamy wzorami Cramera i za ich pomoca mozemy tez okresli¢
typ ukladu réwnan. I tak uktad n réwnan z n niewiadomymi jest:

1) oznaczony, jezeli detA # 0,

2) nieoznaczony, jezeli det A = 0 i jednocze$nie dla kazdego j (1 < j < n) zacho-
dzi: detA; = 0,

3) sprzeczny, jezeli det A = 0 i istnieje przynajmniej jedno j (1 < j < n), dla kto-
rego: detA; # 0.
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Stosujac wzory Cramera, rozwigz uklady réwnan:
X1+ X, + X3

=1
a) le+x2+X3 0
X1+ 2x, +x3=2

xl+x2+X3=6
le+2xZ_x3= 3
3x1+3x2=5

b)

Rozwiazanie:

a) Pierwszym etapem rozwigzywania ukladu réwnan z wykorzystaniem wzoréw

Cramera jest sprawdzenie, czy jest to uklad Cramera. W analizowanym przykla-
dzie mamy do czynienia z ukladem trzech réwnan z trzema niewiadomymi, za-
tem sprawdzamy wyznacznik macierzy gléwnej ukladu:

11 1
2 1 1
1 2 1
Wyznacznik jest rozny od zera, czyli badany uklad jest ukladem Cramera. Obli-

czamy wiec wyznaczniki wszystkich macierzy A; dla j € {1,2,3}, w ktorych odpo-
wiednio w kolumnie j wstawiamy wyrazy wolne ukladu.

Macierz wyrazéw wolnych ma postac:

-}

Macierz A, powstaje z macierzy A poprzez wstawienie w miejscu kolumny pierw-
szej macierzy B:

1 1 1
0 1 1].
2 21

Dla tak utworzonej macierzy obliczamy wyznacznik:

A1=

11 1
detA; =0 1 1|= -1
2 2 1
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Analogicznie tworzymy macierze A, i A3 oraz obliczamy wyznaczniki tych ma-

cierzy:
11 1 11 1
A, =2 0 1|, detA,=|2 0 1= 1,
1 2 1 1 2 1
11 1 11 1
A;=|2 1 0| detA;=1|2 1 0[= 1

[EnN
N
N
[N
N
N

Nastepnie ze wzorow Cramera wyliczamy rozwigzanie ukladu réwnan:

_ detAl -1

1= qeta T 1 -1
__detA; 1_
X2 = Gea 1 b
__detA; 1_
37 detA T 1~
-1
Rozwigzaniem ukladu jest wigc macierzX = | 1].
1
b) W danym ukfadzie rdwnan mamy macierze:
11 1 X1 6
A=12 2 -1}, X =Xz, B =|3|.
33 0 X3 5

W pierwszej kolejnoéci wyznaczamy wyznacznik macierzy wspoélczynnikéw
ukfadu réwnan:

11 1
detA=12 2 -1(=0.
3 3 0

Otrzymaliémy det A = 0, a zatem nie mozZemy zastosowa¢ wzoréw Cramera,
bo ukiad albo jest nieoznaczony, albo sprzeczny. Aby to sprawdzi¢, musimy obliczy¢
wyznaczniki (przynajmniej jeden) dla macierzy A;. SprawdZzmy pierwszy wyznacznik:

6 1 1
detA; =3 2 —-1|=0+9+(-5)—10—(—-18)—0 =12 # 0.
53 0

Poniewaz juz pierwszy wyznacznik macierzy A, okazal si¢ rozny od zera, uklad
jest sprzeczny.
©
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Sprawdz, dla jakich wartosci parametru p ponizszy uklad réwnan jest ukladem Cra-
mera:

Xy =Xy +X3 = —p

{P’Q‘*‘xz_xs =p
pxy+px; =1

Rozwiaz go, korzystajac ze wzoréw Cramera.

Rozwiazanie:

W pierwszej kolejnosci sprawdzamy warunki, ktére powinien spetni¢ uktad réwnan
Cramera. Macierz A jest macierza kwadratowa. Obliczamy zatem jej wyznacznik®:

D 1 -1
detA=([1 -1 1|=-p?—-p=-pp+1).
p p O

Wyznacznik ten bedzie rézny od zeradlap # 0ip # —1. Jezeli ten warunek zo-
stanie spelniony, mozemy wyliczy¢ wyznaczniki macierzy A4, A, i A3, wstawiajac
w odpowiednie kolumny wyrazy wolne uktadu, tj. [p —p 1]T:

p 1 -1 p 1 -1
A]_ =|-p -1 1 ,detA]_: —-p -1 1| = 0,
1 D 0 1 »p 0
p p -1 p p -1
A,=|1 —p 1|, detA, =1 —-p 1= -—p-1,
D 1 0 p 1 0
p 1 p p 1 p
A;=|1 —1 -pl|detA;=|1 -1 —p|l=p3+p?-p-1=
p 1 p p 1

=({p-DpE+ D~

Stosujac wzory Cramera, otrzymujemy wiec rozwigzanie (przy zalozeniu, ze p # 0
ip#-1):
__detA; 0 _
1= Geta —p(p+1) 0,

zczegotowe rozpisanie obliczen wyznacznikdéw pozostawiamy czytelnikowi.
° S k bl k t y Inik

89



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

__detA,  -p-1 _ —(p+1) _ 1
*2 = Geta -p(p+1)  -p(p+1) P’
— 2 - _ 2_
X; = detA; _ (p-D(+D)° _ (-D(®+1) _ _ @-D®+1) lub = — P21
detA -p(p+1) -p

Zatem rozwigzaniem ukladu, przy zalozeniu, zep # 0ip # —1, jest:

x1=0
(7]
Xy = —
2Ty
p?—1

5.3.2. Metoda macierzy odwrotnej

Jezeli uklad rownan postaci (5.1) jest ukladem Cramera, to jego rozwigzanie mozemy
znalez¢, mnozac lewostronnie obie strony réwnania przez A™1:

x=A"1.B. (5.3)

A zatem, by znalez¢ rozwigzanie ukladu rownan, nalezy wyznaczy¢ macierz od-
wrotng do macierzy gléwnej ukladu réwnan i wymnozy¢ ja przez macierz wyrazéw
wolnych.

Rozwigz ponizszy uklad réwnan z wykorzystaniem macierzy odwrotnej do macierzy
wspolczynnikéw ukladu:
) {le + xz =1
3x1 + xz =0
x1 + xz + X3 =1
b) {le +x2 +x3 = 0
xl + ZXZ + X3 =2

Rozwiazanie:

a) Aby zastosowal metode¢ macierzy odwrotnej, uktad musi spetnia¢ warunki
ukladu Cramera, czyli macierz A musi by¢ macierza kwadratows, a jej wyznacz-
nik nie moze by¢ réwny 0. W analizowanym przykladzie mamy nastepujace ma-
cierze:
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_[2 1 _[* it
A= [3 1]’ B= [xZ]’ X= [o]'
Macierz A jest macierza kwadratowa, wigc przystepujemy do wyliczenia wy-
znacznika:
_12 1 _
detA = 3 1= 1.

Uktad spetnia warunki ukladu Cramera, wiec rozwigzania mozemy poszukiwac
ze wzoru 5.3:
X=A"1-B

Rozpoczynamy wiec od wyznaczenia macierzy A~1 (ze wzoru 4.3):

T R

Zatem:

x=[1 2 Gl=171

b) Rozpoczynamy rozwigzanie od zapisania ukladu w postaci macierzy:

111 %1 1
A=[2 1 1f, B= (X2, X=0].
121 X3 2

Nastepnie sprawdzamy, jaka jest warto$¢ wyznacznika gtéwnego uktadu (mo-
zemy go wyznaczy¢, bo macierz A jest macierza kwadratows):

1 11
detA=12 1 1|=1.
1 2 1

Wyznacznik jest rézny od zera, czyli mozemy wykorzysta¢ metode macierzy
odwrotnej do znalezienia rozwigzania podanego ukladu réwnan. Z zastosowaniem
dowolnej metody odwracania macierzy (te cze$¢ obliczen pozostawiamy czytelni-
kowi) otrzymujemy macierz A™1:

-1 1 0]
Al= [—1 0o 1]
3 -1 -1l

Zatem:
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5.3.3. Metoda Gaussa oraz Gaussa-Jordana

Uklad réwnan mozna tez rozwigzac¢ z wykorzystaniem operacji elementarnych (zna-
nych czytelnikowi z poprzednich rozdzialéw) na macierzy rozszerzonej U, doprowa-
dzajac ja do postaci, z ktorej tatwo wyznaczy¢ badz odczytaé rozwigzanie.

Przypomnijmy, ze macierza rozszerzong ukladu réwnan liniowych A - X = B na-
zywamy macierz U powstala z macierzy A przez dopisanie do niej macierzy wyrazéow
wolnych B:

U=[A]|B].

W celu rozwigzania ukladu réwnan liniowych lub stwierdzenia, ze jest on ukla-
dem sprzecznym, nalezy za pomocg operacji elementarnych sprowadzi¢ macierz
rozszerzong ukladu do jej postaci kanonicznej (bazowej)'.

Na ukladzie réwnan liniowych mozna wykona¢ nastepujace operacje elemen-
tarne:

* pomnozy¢ obie strony dowolnego réwnania przez dowolng liczbe rézng od zera,
* przestawi¢ miejscami dwa dowolne réwnania tego ukladu,

* doda¢ stronami do dowolnego rownania uktadu inne réwnanie tego ukltadu po-
mnozone stronami przez liczbe r6zng od zera.

A zatem na macierzy U mozna wykona¢ nastepujace operacje elementarne:
* pomnozy¢ wiersz przez dowolng liczbe rézng od zera,
* przestawi¢ miejscami dwa dowolne wiersze macierzy,

* dodac¢ do dowolnego wiersza kombinacje liniowa innych wierszy, czyli dodac lub
odja¢ inny wiersz pomnozony przez liczbe rézna od zera.

Uwaga: rozwigzujac uklad réwnan liniowych na macierzy U, nie wykonujemy
operacji elementarnych na kolumnach'.

Metode rozwigzywania ukladu réwnan nazywamy metoda Gaussa, jesli dopro-
wadzamy macierz A do postaci tréjkatnej gérnej, lub metoda Gaussa-Jordana, jesli
doprowadzamy macierz A do postaci diagonalnej, przy czym operacje wykonujemy

10 Posta¢ kanoniczna macierzy przedstawiona zostata w podrozdziale 5.2, dotyczacym rzedu macierzy.

"' W pewnych przypadkach dopuszcza si¢ zamiang kolumn miejscami, jednak taka operacja wiaze sie
z konieczno$cig odtworzenia w rozwigzaniu pierwotnej kolejnoéci zmiennych, co moze prowadzi¢
do bfednych wynikéw, zatem na poczatkowym etapie zapoznawania si¢ z rachunkiem macierzowym
autorzy podrecznika zalecaja bezpieczniejsze operacje, oparte tylko na wierszach macierzy A.
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na macierzy rozszerzonej U. Metody te s3 szczegdlnie uzyteczne przy ukladach z
duzg liczba niewiadomych i réwnan. Woéwczas metoda wyznacznikowa czy macierzy
odwrotnej s3 do$¢ zmudne obliczeniowo. W przypadku ukladu, gdzie m # n (czyli
o réznej liczbie niewiadomych i rownan) metody wzoréw Cramera czy macierzy od-
wrotnej nie da si¢ zastosowal, gdyz nie sa to uklady Cramera (macierz A nie jest
kwadratowa). Przyklad takiego uktadu rozwazymy w rozdziale 5.4.

Stosujac metode eliminacji Gaussa, za pomocg operacji elementarnych reduku-
jemy macierz U do tzw. ,postaci schodkowe;j” (tréjkatnej), rownowaznej macierzy
wyjs$ciowej U. Z otrzymanej postaci fatwo odczyta¢, czy i jakie sg rozwigzania danego
ukladu. Algorytm postepowania jest podobny do tego, ktory stosujemy przy odwra-
caniu macierzy. Sposéb postepowania rozwazymy na ponizszym przykladzie.

Rozwigz ponizszy uklad metoda eliminacji Gaussa:

x1+x2+x3=1

{_X1+XZ+3x3=2
le+3xZ_X3=_1

Rozwiazanie:

Zaczynamy od zapisu macierzy U:

-1 1 3] 2
U=] 1 1 1 1.
2 3 —-11-1

Naszym celem jest uzyskanie zer pod przekatna, co nalezy osiagna¢, dokonujac
jedynie operacji na wierszach:

-1 1 3] 2
[11 1| 1w, +w, ~
2 3 —1l-1
-1 1 3| 2 -1 1 3|2 -1 1 3] 2
~[02 4| 3 ~[0243] ~1 0 2 43;.
2 3 —=1-1ws+2w, 0 55 3W3—§W2 0 0 —5|—

Poniewaz otrzymalismy ,,posta¢ schodkowa” macierzy, czyli macierz tréjkatna
gorng, mozemy ponownie przej$¢ do postaci ukladu réwnan, ktory jest rownowazny
ukladowi poczatkowemu:
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—x1+x2 +3.X'3=2

2x2+ 4x3 =3
9
—~5x3=—2

Wyznaczania rozwigzania dokonujemy w sposob iteracyjny, zaczynajac od ostat-

. . . . . . 9 . . - o

niego réwnania. Wynika z niego, ze x3 = T Mozemy wiec podstawi¢ te warto$¢
do réwnania drugiego i wyznaczy¢ z niego X;:

20, + 4-(2) =3,

_ 3
Xy = —E.

Ostatecznie z pierwszego réwnania wyznaczamy X, majac juz wyliczone pozo-
stale niewiadome:

©

Metoda Gaussa-Jordana jest bardziej czasochtonna, gdyz celem wykonywanych
w niej operacji jest doprowadzenie macierzy U do postaci kanonicznej (bazowe;j)
- a zatem takiej, w ktorej w miejscu macierzy A bedzie macierz jednostkowa, pod
ktdéra ewentualnie moze wystapi¢ podmacierz zerowa. Jednak rozszerzenie operacji

wykonywanych na macierzy A na macierz U pozwala wyznaczy¢ takze rozwigzanie
ukladu.

Sposéb postepowania w algorytmie Gaussa-Jordana zaprezentowany zostal
na ponizszych przykladach.
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B Przykiad 511 |

Rozwigz uklad réwnan metoda Gaussa-Jordana:

le +x2 + 6.X'3 =22

{ X1+xZ+X3:6
3X1+6xZ +X3 =18

Rozwiazanie:

Rozpoczynamy od zapisania macierzy rozszerzong ukladu:

11 1] 6
U=(2 1 6| 22f
2 6 1118
Te macierz przeksztalcamy do postaci bazowe;:
1 1 1] 6 1 1 1] 6
2 1 6|22|w,—2w,~|0 =1 4|10 ~
2 6 1|18 3 6 1l 18lw; - 3w,
1 1 1] 6 1 1 1] 6
~lo -1 4|10 ~lo -1 4| 10[CD w2
0 3 -2l olws+3w, lo 0 10l30] ‘w,
11 1 6 1 1 1j6wi—wz2—ws [1 0 01
~10 1 —4|-10(w, +4w3~]0 1 0] 2 ~10 1 o0f2]
0 0o 11 3 0 0 113 0 0 113

Przechodzac z zapisu macierzy rozszerzonej na uklad réwnan, uzyskujemy roz-
wigzanie, ktdre tworzy ostatnia kolumna:

x1=1
{x2=2

x3=3

B Przykiad 5.12 |

Rozwigz uklad réwnan metoda Gaussa-Jordana:

x1+x2_x3=0

{ 2x1+6x2+x3=1
2x1+3x2_2x3 = _1
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Rozwiazanie:

Macierz rozszerzona powyzszego ukladu ma postac:

2 6 1] 1
U=|1 1 -1 0
2 3 -21-1

Zaczynamy od uzyskania jedynki dla elementu a, 1, ktéra nastepnie wykorzystu-
jemy do uzyskania zer dla pozostatych elementow pierwszej kolumny:

2 6 1 15w [1 3 | 2
1 1 -1 0 ~“11 1 -1 oWz —wig~
2 3 1

2 3 —2[-1 ol
1 3 i 1 1 3 i 1
2 2 2 2
~lo —2 -3|-2 ~lo —2 -3|-2
2 2 2 2
2 3 =2l-1lws—2w2 [0 -3 -3]-2

Po przeksztalceniu pierwszej kolumny przechodzimy do drugiego, a nastepnie
trzeciego wiersza:

1 3 1 I 1 3 1 %
2 2 2 2
0 -2 3|-2|-,w~lo 1 3 2 ~
2 2 4 4W+3W
0 -3 -3l-2 0 -3 —3l-2]Wstom
1; 1 1y 1
[13 zz} [1351
31 1 3] 1
[01 §§J4 01 33
-=W 5
00 =3-5[ =" [0 o 1]

Otrzymalismy macierz tréjkatng. W kolejnym kroku przeksztalcamy ja w ma-

cierz jednostkowa:
1t 1
[ 13 2 2] 1 3 % 2 W1—1W3
3 1 3 2T
lo 0 1 gJ 00 1f 3
1 8
~1 0 1 0]-1 ~( 0 1 0f-1
00 1 2 00 1
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Po otrzymaniu postaci kanonicznej macierzy, mozemy poda¢ rozwigzanie uktadu
rownan:

R R
N
I

| w|

=
w
Il
w|ut

©

Metoda Gaussa-Jordana wymaga zazwyczaj wiecej operacji niz metoda eliminacji
Gaussa, a algorytm dos¢ czesto sprowadza si¢ do dziatan na utamkach, jednak jej nie-
watpliwg zaletg jest mozliwo$¢ szybkiego odczytania rozwigzania z otrzymane;j osta-
tecznie macierzy oraz mozliwos¢ jej zastosowania w uktadach réwnan o roznej licz-
bie niewiadomych i réwnan.

Rozwigzania bazowe i ogéine uktadu

Metoda Gaussa-Jordana sprowadzamy macierz gtéwng ukladu réwnan A-X =B
do postaci bazowej (kanonicznej), otrzymujac macierz rGwnowazng, nazwijmy ja
macierzg Ap, oraz nowg macierz (wektor) wyrazéw wolnych, nazwijmy ja B'. Uklad
réwnan Ag X = B’ jest réwnowazny do wyjéciowego uktadu réwnan, a jego ma-
cierz rozszerzona ma postac:

U’ =[Ag | B].

Jezeli rzad macierzy Ag jest rowny liczbie niewiadomych, a ta jest rowna liczbie
réwnan, to ukfad réwnan jest oznaczony i ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktore
tatwo odczytujemy z macierzy B'. Jezeli w macierzy U’ jest przynajmniej jeden
lub wigcej wierszy zerowych, to uklad réwnan jest nieoznaczony, czyli ma nieskon-
czenie wiele rozwigzan. Jezeli natomiast w macierzy Ag przynajmniej jeden wiersz
jest zerowy, a odpowiadajacy mu element wiersza w macierzy B’ jest rozny od zera,
to ukfad réwnan jest sprzeczny i nie ma rozwigzan. W przypadku ukladu réwnan
nieoznaczonego, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan, mozemy wyrézni¢ roz-
wigzanie ogolne oraz szczegolne (bazowe) ukladu.
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Zmiennymi bazowymi nazywamy te niewiadome x;, dla ktérych element a;; ma-

cierzy Ag ma warto$¢ 1. Zmiennymi niebazowymi, inaczej swobodnymi, nazywamy
te zmienne Xy, dla ktorych element ay;, w macierzy Ag ma wartos¢ 0.

Rozwigzaniem bazowym ukladu réwnan nazywamy takie rozwigzanie, w kto-
rym wszystkie zmienne niebazowe (swobodne) s3 réwne zeru.

Rozwigzaniem ogolnym lub postacia ogolna rozwiazania ukladu réwnan nazy-
wamy takie rozwigzanie, w ktérym warto$¢ zmiennych bazowych uzalezniona jest
formulg matematyczng od wartosci zmiennych niebazowych (swobodnych).

Zmienne niebazowe przyjmuja w rozwigzaniu ogélnym posta¢ parametru o do-
wolnej wartosci rzeczywistej. Sposob identyfikacji typu uktadu réwnan, zmiennych
bazowych i swobodnych oraz wyznaczania rozwigzan bazowych i ogélnych ukladu
rozwazymy na kilku ponizszych przykladach.

Przyktad 5.13

Rozwigz metodg Gaussa-Jordana ponizsze uklady rownan:

3X1+3xZ+X3 =_3
a) xl_ZXZ—X3:2
X1+3.X'2+X3=1

X1 —7xy —3x3 =3
b) {x; —2x, —x3 = 2
X1 +3x,+x3=1
—X; —8xy —3x3 =5
) { x1—2x,—x3= 2
X1 +3x,+x3=1

Rozwiazanie:

a) Zapiszmy macierz rozszerzong danego ukladu réwnan:

3 3 1]1-3
U=[1 -2 -1 2].
1 3 11 1

Nastepnie z wykorzystaniem operacji elementarnych doprowadzamy podang
macierz do postaci kanonicznej:
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1 _2 _1 2 1 _2 _1 2 W2*W1~
1 3 1 1 1 3 1 1 Wg*Wl
1 1
[1 1 5_1] [1 1 5_1]
~lo =3 =% 3| 1, ~lo 1 -1 ~
3 3 W2 9
[o 2 2 ZJ [o 2 2 ZJW32W2
3 3
1 -
11 5, 11 % )
4_
0 1 6 ‘]1: ~ 0 1 % _1 WZ**W'g
0 o —2f "]72" lo o 11718
1 1 % —1w,—ws 11 0] 5w —wy
~lo 1 ol 7 ~l0 1 ol 7 ~
0 o 1/-18 0 0 1l-18
1 0 0 -2
~[o 1 0 7].
0 0 1/-18

Doprowadzilismy macierz A do postaci bazowej. Rzad macierzy wynosi 3, wiec
ukiad jest oznaczony i ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktére mozna odczytac
z ostatniej kolumny macierzy U’ lub inaczej z nowej macierzy wyrazéw wolnych B,
réwnowaznej do wyjsciowego ukladu réwnan:

X1 = -2
{xZ =7
X3 = —18
Jest to jedyne rozwigzanie tego ukladu réwnan.

b) Zapiszmy najpierw macierz rozszerzong ukladu réwnan:

1 -7 -3|3
U=1|1 -2 -1|2f.
1 3 111
Nastepnie przeprowadzamy operacje elementarne, dazac do otrzymania postaci
kanonicznej macierzy:
1 -7 -3|3 1 -7 -3] 3 .
[1 -2 -1 2] WZ—W1~[O 5 2 —1] EWZN
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1 -7 -3| 3 1 —7
o [ ~lo 1

-3 3
2 1
~0 1 5 5| s

0 10 4l-2Jws-10w, [0 o o] 0

5| s
Wriasciwie juz w tej chwili wida¢, ze uklad réwnan jest nieoznaczony - ostatni

wiersz jest zerowy, a wiec rzad macierzy U' bedzie mniejszy niz 3. Mozemy jeszcze
wyzerowa¢ warto$¢ powyzej elementu a,;:

1] 8
T =7 _3; 31’W1+7W2 10 =3
0 0 0] 0 0 0 ol o

Zapisujemy wiec powyzsza macierz w postaci nastepujacego, rOwnowaznego wyj-
$ciowemu, uktadu réwnan:
1

8
X1 — EX3 = E
X, + Exg = —%
0=

Trzecie réwnanie jest zawsze prawdziwe dla kazdej rzeczywistej wartosci
X1, X2, X3, WigC mozemy je pomingc.

Dla zmiennej x3 element az3 w macierzy Ag ma wartos¢ 0, jest to zatem zmienna
swobodna lub inaczej niebazowa. Pozostale dwie zmienne, czyli x4 i x;, to zmienne
bazowe, gdyz a,1 i a,, w macierzy Ag majg warto$¢ 1. Kolumny wspdétczynnikow
przy zmiennych x4 i x, tworzg macierz jednostkowg — wartosci wspdtczynnikow od-
powiadajacych tym zmiennym s3 jedynkami w macierzy bazowej. Ich wartos¢ zalezy
od wartosci x3. Mozemy wiec w tym momencie potraktowa¢ zmienng x5 jako para-
metr rzeczywisty i przenie$¢ na prawg strone roéwnan:

8,1
X1 =-+-x
1= 57T 5%3

_ 1 2
Xy ——E— EX3
x3 €ER

Otrzymaliémy w ten sposdb posta¢ ogoélng rozwigzania. Mozna tez wartosci
X3 przypisac parametr t € R i zapisac to rozwigzanie nastepujgco:

8 1
X1 E+Et

1 2
Xy =—E— Et
x3=t t€ER
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Zapisy te s3 rownowazne i okreslaja rozwiazanie ogélne. Gdybysmy chcieli zapi-
sa¢ szczegblne rozwigzania, to przypisujemy parametrowi t okreslong wartos¢.
Na przykltad mozemy przyjaé, ze t =2 iwdwczas rozwigzaniem szczegdlnym
ukladu bedzie:

x1=2
x2=—1
X3=2

Przyjmujac za$ t = 0, otrzymujemy szczegélowe rozwigzanie bazowe uktadu
réwnan, ktore w tym przypadku przyjmie postac:

_ 8
xl—g
_ 1
Xz——g
X3=0

Jest to pierwsze rozwigzanie bazowe. Pozostale rozwigzania bazowe tworzymy,
przeksztalcajac macierz rozszerzong w taki sposob, zeby uzyskac jedynki przy innym
zestawie zmiennych (czyli znajdujac inny zestaw zmiennych bazowych). Pierwsze
z takich rozwigzan powstanie, gdy macierz rozszerzona, uzyskana w poprzednim
kroku, przeksztalcimy w taki sposdb, aby jedynki znajdowaly sie przy elementach
a1 (gdzie juz mamy jedynke) oraz a,s:

_1] 8 _1 8] 1 1 3

Lo =5 - L0 =3 W1W2 L3 03
2| 112w~ 5 1 ~ 5 _1].

0 0o o01l1O 0 0 o010 0 0 01O

Zapisujemy wiec powyzsza macierz w postaci nastepujacego, rOwnowaznego wyj-
$ciowemu, uktadu réwnan:
1
X, +o-xp = <
15272 7 2
5 1
“X; +x3=—-
272 773 2
0=0
Mozemy wiec potraktowa zmienng x, jako parametr rzeczywisty i przenies¢
na prawg strone rownan (zmienne x; i X3 s3 zmiennymi bazowymi):

3 1
X1 = 3573%

1 5
X3 —E—Exz
X, ER

101



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

Mozna tez wartosci X, przypisa¢ parametr t € R i zapisa¢ to rozwigzanie naste-

pujaco:
3 1

X, = -—=t
17 5 2

x2=t, teR

1 5
X3 =—=— >t
3 2 2

Jezeli przyjmiemy t = —1, wowczas rozwigzaniem szczegdlnym ukladu bedzie:
xl =2
x2 =-1
X3 =2
Mozna zauwazy¢, ze jest to identyczny wynik jak ten otrzymany w pierwszym
rozwigzaniu szczeg6lnym otrzymanym z pierwszej postaci ogoélnej po wstawieniu
t=2.
W tym przypadku rozwigzanie bazowe tworzymy poprzez podstawienie t = 0
do rozwigzania ogdlnego:

_ 3
Xl—z
x2=0

1
X3 = ——

2

Jest to drugie rozwigzanie bazowe. Kolejne z rozwigzan bazowych powstanie,
gdy macierz rozszerzong przeksztalcimy w taki sposéb, aby jedynki znajdowaly sig
przy elementach a,, (gdzie juz mamy jedynke) oraz a,s:

1 8
10 5| 5lsw, [5 0 -1| 8 . [5 0 -18
0o 1 2|-1% ~[0 1 sls|we tewa~|2 1 03]
o0 olo 00 olo 0 0 o0lo

Zapisujemy wiec powyzsza macierz w postaci nastepujacego, rodwnowaznego
wyj$ciowemu, uktadu réwnan:

Mozemy wiec w tym momencie potraktowa¢ zmienng x, jako parametr rzeczy-
wisty i przenie$¢ na prawag stron¢ réwnan (zmienne X, i X3 s3 zmiennymi bazo-
wymi):
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x3=—8+5x1
{ Xy =3_2x1
x1 €ER

Mozna tez warto$ci x4 przypisa¢ parametr t € R i zapisac to rozwigzanie naste-
pujaco:

Xy = 3_2t

{x1=t, teER
X3 =_8+ St

Jezeli przyjmiemy t = 2, wowczas rozwigzaniem szczeg6lnym ukltadu bedzie:
x1 = 2
{XZ = _1,
X3 =2
ktdre pokrywa sie z poprzednio uzyskanym.

Trzecie rozwigzanie bazowe tworzymy poprzez podstawienie t = 0 do rozwigza-

x1=0
{x2=3

X3 =_8

nia ogolnego:

c) Macierz rozszerzona ukfadu réwnan ma postac:

-1 -8 -=-3|5
U= 1 -2 -1|2]|
1 3 111

Stosujemy nastepujace operacje elementarne, dazac do postaci bazowej macierzy
gléwnej uktadu:

-1 -8 =3|51-w: [1 8 3]-5
1 -2 —1|2 ~l1 =2 =1| 2|lw,-w, ~
1 3 1l1 1 3 1l tlws-w,
1 8 3|-5] |
~lo —10 —4| 7|- W~
0 -5 2| 6
1 8 3]-5 1 8 3—§
~[0 1 -z ~0 1 2| %]
0 -5 -2 elws+5w, [0 0 0 3
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Na tym etapie konczymy przeksztalcanie macierzy, poniewaz w ostatnim wierszu
mamy zera po lewej stronie ,kreski” oddzielajacej macierz uktadu od wektora wyra-
zOw wolnych. Jest to macierz U' rownowazna do macierzy U, reprezentujgca uklad
réwnowazny do wyjsciowego:

xl + 8x2 + 3x3 = _5
2 7
X, + -X3=——
2 T 573 10
5
0==
2

Jak wida¢, ostatnie rdwnanie jest sprzeczne. Metoda Gaussa-Jordana pozwolita
okresli¢ typ ukladu - jest to uklad réwnan sprzeczny, ktéry nie ma rozwigzan.
©

Metodg eliminacji Gaussa oraz Gaussa-Jordana stosujemy rowniez dla ukladéw,
ktére majg rozng liczbe réwnan i niewiadomych, czyli gdy n # m. Rozwigzanie
takich uktadéw réwnan zazwyczaj opiera si¢ na znalezieniu postaci ogélnej oraz roz-
wigzan bazowych, poniewaz w takim przypadku nie mamy do czynienia z uktadem
oznaczonym. Rozwazmy ponizszy przyklad.

Rozwigz uklad réwnan liniowych metoda operacji elementarnych:

7x1 + 3x2 - SX3 + SX4 = 10

{ x1_3x2+4x3_x4=1
le+2xZ_3.X'3+2x4=3

Rozwiazanie:

Rozwigzywanie rozpoczynamy od zapisu w postaci macierzy rozszerzonej, ktora
przeksztalcamy za pomoca operacji elementarnych do postaci bazowe;:

1 -3 4 -1 1 1 -3 4 -11],
7 3 =5 5[10{w,—7w;~|0 24 -33 12|3| w,~
2 2 -2 20 3lws—2w, lo 8 —11 al1
1 -3 4 =1 1|w +3w, [1 0 -2 %
11 11 1
~10 1 —= - = ~ 11 1] 1
8 2| 8 3 01 -5 3l sl
— W3 —-0oW
o 8 —11 4f1fwsBw. | % 28

Zmienne bazowe s3 to zmienne, ktdrych wspolczynniki tworzg macierz jednost-
kowa, czyli te, ktérych wspétczynnik a;; w macierzy Ag wynosi 1. W analizowanym
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przykladzie s3 to elementy a4, i a,,, ktére odpowiadajg zmiennym x4 i x,. Wowczas
posta¢ bazowa ukfadu réwnan wzgledem zmiennych x; i x, jest nastepujaca:

X LUV SWRNE
1 g”3 " 27% T g
11 1 1
Xpg——X3+-X4 =
2 g3 T, T g

Zmienne x5 i x, to zmienne swobodne, ktére moga przyja¢ dowolng wartos¢ rze-
czywista. Przypiszemy im odpowiednio parametry t; i t,. Rozwigzanie ogolne
ukladu przyjmuje wowczas postac:

1 1 11
(%=t —>t, +=
17 g1 21y
11 1 1
x2=§t1 Et2+§
X3=t1,

X4_ =t2, tl,tz €ER

Rozwigzania szczegdlne bazowe otrzymujemy, przyjmujac za wartosci parame-
trow tq i t, zera. Otrzymujemy wowczas jedno z bazowych rozwigzan:

_/\_“
g8
| |

cownira|l

/_
= R
& W
I

©

Uogodlniajac, jezeli zmienne niebazowe traktujemy jako parametry, to mozemy
otrzymac rozwigzanie ogélne ukladu réwnan. Poniewaz kazdy ukiad r niewiado-
mych sposréd n moze by¢ ukltadem zmiennych bazowych, wigc istnieje co najwyzej

(Z) postaci og6lnych uktadu réwnan'™

12 Mowa tu o symbolu Newtona (kombinatoryka), ktory obliczamy wedlug wzoru: (:L) = #lr)l
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N 1 1 I
(%1 = by — Q1p41ts — Aypiatz = — Qiptn—r
N I I ’
Xp = by = Azriqty — Qoryply — = = Gopln—y
N I 1 I
Xy = by — Qpry1ts = Qpryaty = = Qeplny
1 Xr+1 = U
Xryz =t
Xn = ty—r

przy czym tq, ty, ..., th— € R.

Jesli n = r, to wszystkie zmienne s3 zmiennymi bazowymi. Posta¢ kanoniczna
macierzy U jest nastepujaca:

10 0 b
0 1 1| by .
1| [ T owierszy,
0 O 1 1b,
00 ~ 00
00 - 0,0 Gn—r)wierszy,
L () 0 e 00

a uklad réwnan posiada dokladnie jedno rozwigzanie (uktad oznaczony):

x1 = b:,l’ x2 = bé, ceesy x,- = brl-.
Zadania

1) Zapisz uklady réwnan w postaci macierzowej A - X = B oraz ich macierz roz-
szerzong U:

3x1—5x2—x3=7
a){—x1+2x2—3x3=9,
_3x1+xZ+ZX3 =-7
){_ZX1+X3 = _5
\/Ex1+2x2=3

106



Uktady réwnan liniowych

2) Rozwigz uklady réwnan za pomocg macierzy odwrotne;j:

3x1 + 4x2 = 2
5x1 - 2x2 = _1

a)

—X1+2x; +x3 =2
b) { —2x; —x, = —4
Xy, —2%x3 = =2
2x1+x, +x3 =3
) {—2x1—x,—x3=4
3x1 +x; —2x3 = -2

X1 +4x, +x4 =2
2x1—x3=4

—Xy +x3—2x4, =0
—2x, —x,=1

d)

3) Rozwigz uklady réwnan za pomocg wzoréw Cramera:

ZX1+xZ=6

a) —x1 + 4x2 = _2

le +2x2 _X3 = 32
b) —x1 + sz + ZX3 = 8
le+x2 _X3 =-16
x1+2x2+3x3=1
C) 3x1 +2x2 +X3 = 2
4x1+5x2 +6x3 =3

X1+ Xy + X3+ x4 =2
X1 — Xy +X3+x4=-2
X1 — Xy — X3+ X4 =—2
2X1+ Xy +x3—%x4=5

d)

4) Podaj (bez rozwigzywania), ile rozwiazan maja ponizsze uktady (wskazowka:
sprawdz wartosci wyznacznikéw macierzy A oraz A;):

) 2x1 + Xy = 6
Y 1=10x, — 5%, = —2
b le + Xy = 6
) —1Ox1 - 5x2 = _30
) 2x1 + Xy = 6
< 1-10x;, — 4x, = -3
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5) Korzystajac z twierdzenia Kroneckera-Capellego, okresl liczbe rozwigzan poniz-

szych uktadéw réwnan:

2x—3y=6
3) —x+4y =-8
2x—3y =26

b) \—8x + 12y = —24

x+2y+3z=0
c){4x+2z+5=0
x+y+2z+s=0

x+2y=4
—2x—y=2
d) 3x+y=0
xX+y=-2

6) Rozwiaz uklady réwnan, wykorzystujac metode Gaussa lub Gaussa-Jordana:

) {_le + 15x2 + 5x3 - 10x4 = 25
.x]_ + SXZ - SX3 + 10x4 = 15

3x+4y =2
b){x+2y=—2
—6x —8y =—4
3x+4y =12
9] { X+ 2y=-2
—6x — 10y = —4

x+2y+2s=0
2x+y—2z=-1

) {x+2y+22=2
© Bx+6y+6z=6

7) Okresl liczbe rozwigzan w zaleznosci od parametru p:

y—z+s=-2
d){

x1 +2x2+ X3+ 6x4=2
) pxq +6x, —2x3+2x4, =3
& _x1_4x2+3.X'3+4X4=_1

6x1+5x2+X3_2x4=1

Xy +x5 —x3 =1

xl_xZ+X3=2
b)i
—x; +px; =3
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Uktady réwnan liniowych

8) Sprawdz, dla jakich wartosci parametru p ponizsze uklady sg ukltadami Cra-
mera. Rozwiaz je z wykorzystaniem wzoréw Cramera.
x+3y—z=p
a) {2x+y—pz=3
—-x—2yt+z=-1
3x—y—pz=1
b) {x +py + 2z = -2

—6x+2y=0

X—y+z=2
o ipx+y—-z=1

—x+py=3

Odpowiedzi:
1)

a) posta¢ macierzowa:

3 =5 —1] ™1 7
-1 2 =3|-1*2({=1] 9}
-3 2 21 1X3 -7

3 -5 -1 7
posta¢ rozszerzona:U=|—-1 2 -3 9|,
-3 2 2 -7

b) posta¢ macierzowa: [\_/é ;] : [2] = [_g],

ostaé rozszerzona: U = [_2 1 _5]
P Tz 2

3|
2)
(y. =3
x =0 173
a){xz—l’ b{x =1
2 —
X3 =2
(xl = -5
. . Xy =
¢) brak rozwigzania, d)< X5 = —14
X4 =-9
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3)
X1 = E X4 = -72
PR b)]x, =48 ,
X2 =3 x3 = —80
xl = 1
. , xZ = 2
¢) uklad sprzeczny, brak rozwigzan, d) e =0
3=
X4_ = _1
4)

a) brak rozwigzan, uklad sprzeczny, bo det A = 0, za$ detA; # 0,

b) nieskonczenie wiele rozwigzan, uklad nieoznaczony, bo detA = detA; =
= det A2 = 0,

¢) jedno rozwigzanie, uklad oznaczony, bo det A # 0.
5)

a) jedno rozwigzanie,

b) nieskonczenie wiele rozwigzan,

¢) nieskonczenie wiele rozwigzan,

d) brak rozwigzan.
6)

(¥1=73+3t1— 5t

a){xz Ttiti =ty b){ ’
X3 =1
X4 =1

c) uklad sprzeczny, brak rozwigzan,

(x =% 42
—53—56t x=2_2t1_2t2
RN 515, e){}’:tl
zZ=—=t Z:tz
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Uktady réwnan liniowych

7)

a) p # 2 jedno rozwigzanie, p = 2 nieskonczenie wiele rozwigzan,

b) p # —1ip # 0jedno rozwigzanie, p = —1 lub p = 0 brak rozwigzan.

8)
a) p = 2 uklad réwnan sprzeczny, p # 2 uklad Cramera, jedno rozwigzanie:

( —2p*+4p—4
X=——

p—2

{ y=p-1
l _ —3p+2
zZ = p_z

b) p = 0 lub p = —3 uktad réwnan sprzeczny, p # — i p # 0 uklad Cramera,

jedno rozwigzanie:

( —2p+2

X ===
3p? +p

_—6p+6

~ 3pP+p
-1

zZ=—

p
¢) p = —1lublubp = 0 uklad réwnan sprzeczny, p # —1ip # 0 uklad Cra-

1Y

mera, jedno rozwigzanie:
3

*Tr+a
3p+6
{ y=
p*+p
_2p*+2p+6

\* p*+p
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Powtoérzeniowe zadania testowe

1)

2)

3)

4)

5)

Macierz A = [g Z :g] ma wymiar
a) 2X2.
b) 2 x 3.
c) 3X2.
d) 3 x 3.

Macierz [8 g 8 8] nazywamy

a) macierzg diagonalna.

b) macierzg zerowa.

¢) macierzg jednostkowsa.

d) macierzg transponowang.

Macierz, ktérej wszystkie elementy sa réwne 0, nazywamy
a) macierzg diagonalna.

b) macierzg zerows.

¢) macierzg jednostkowsa.

d) macierzg transponowana.

1 0 0
Macierz|0 1 0f nazywamy
0 0 1

a) macierzg diagonalna.

b) macierzg zerowa.

¢) macierzg jednostkowsa.
d) macierzg transponowang.

Macierz, ktérej elementy znajdujace si¢ na gldwnej przekatnej sg rowne 1,
za$ pozostale s3 rowne 0, nazywamy

a) macierzg diagonalna.
b) macierza zerows.

¢) macierzg jednostkows.
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6)

7)

8)

9)

d) macierzg transponowana.

2 0 0 O

Macierz 10300 nazywamy
1 3 4 0
8 1 12 5

a) macierzg diagonalna.
b) macierzg zerows.
c) macierzg trojkatng gorna.

d) macierzg trojkatng dolna.

Macierz kwadratows, w ktdrej wszystkie wyrazy znajdujace sie powyzej glownej

przekatnej sa rowne 0, nazywamy
a) macierzg diagonalna.

b) macierzg zerowa.

c) macierzg trojkatng gorna.

d) macierzg trojkatng dolna.

Macierz kwadratows, w ktdrej wszystkie wyrazy znajdujace si¢ ponizej gtéwnej

przekatnej sa rowne 0, nazywamy
a) macierzg diagonalna.

b) macierza zerowg.

¢) macierzg trojkatng gorna.

d) macierzg tréjkatng dolna.

2 0 00

Macierz 0900 nazywamy
0 0 40
0 0 0 6

a) macierzg diagonalna.
b) macierza zerowa.
¢) macierzg trojkatng gorna.

d) macierzg trojkatng dolna.
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10) Macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie wyrazy lezace powyzej i ponizej gtéw-
nej przekatnej sa rowne 0, nazywamy

a) macierzg diagonalna.
b) macierzg zerows.
¢) macierzg jednostkowsa.

d) macierzg transponowang.

15 -2 3
: 52 3 0

11) Macierz | 5 3 3 _q|Mazywamy
3 0 -1 4

a) macierzg symetryczng.
b) macierza diagonalna.
¢) macierzg odwrotng.

d) Zadna z odpowiedzi nie jest prawdziwa.

12) Niech A = [152 é] orazB = [i ;] Suma macierzy A i B wynosi

0[5 1
48 12)°
0 0

b) g 4l
10 2

9 |16 8]'

d) Dzialanie nie jest wykonalne.

13) NiechA =[1 3] orazB = [i ;] Iloczyn macierzy A i B wynosi

a) [17 7]
b [5]
<) [152 é]

d) Dzialanie nie jest wykonalne.
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2 1 0 0
14) NiechA = |3 orazl3=[0 1 O].Wtedy
4 0 0 1
a) 3-A=A.
b) I3'A=I3.
c) A-I; =A.

d) Dziatanie I - A jest niewykonalne.

15) Ponizej podane s3 wymiary macierzy A oraz B. Dla ktérych par macierzy
mozna wykona¢ dzialanie A - B?

a) Ayyss Baxs.
b) Azx1, Baxs.
¢) Azxs Bsxs.

d) Aszxz, Bsxs.

1 2
. o -4 r .
16) Niech A = 1 3 , wtedy A" wynosi
3 -1
1 0 1 3
Dl 4 3 —1]
-1 -2
0 4
b) -1 -3
-3 1
-1 0 -1 -3
9l 4 —3 1]

d) Nie istnieje.
17) (AT)T wynosi

a) AL,

b) AT.

c) A.

d) Nie istnieje.
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1 4
18) Dana jest macierz A = |2 5]. Macierz 2AT jest réwna
3 6
2 4 6
)3 10 12k
4 5 6
b) 1 2 3]'
[4 1
c) |5 2].
6 3
'8 21
d) (10 4|
12 6l
1 0 -1
19) NiechA=]| 2 3 1].WtedydetAwynosi
-2 0 3
a) 3.
b) 9.
c) 0.

d) Nie istnieje.

20) Niech A = —12 8 32].WtedydetA wynosi
-2 0 3
a) 3.
b) 9.
c) 0.

d) Nie istnieje.

21) det AT wynosi

117

a) detA.

b)
c¢) —detA.

1
detA’

d) To zalezy od wartosci elementéw macierzy AT.
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22) Do operacji elementarnych na macierzach nie nalezy
a) dodanie do elementéw dowolnego wiersza liczby réznej od zera.

b) mnozenie elementéw dowolnego wiersza macierzy przez liczbe rézna
od zera.

c) przestawienie elementdw wierszy macierzy.

d) dodanie do elementéw wiersza elementéw innego wiersza (kolumny) po-
mnozonych przez liczbe rézng od zera.

23) Macierz odwrotna do macierzy [g g] wynosi

—4 0

) |_g —5]'
1025 0

b [Zo3 o02]
4 6

) 1o 5]'

d) Nie istnieje.

24) Macierza odwrotng do macierzy A = [i g] jest macierz

N 3 —=5]
—1 2r
—3 5
b) 1 ol
—3 5
c) 1 o)
d) Zadna z powyzszych.
o . . 2 3 5
25) Czy istnieje macierz odwrotna do macierzy [ 1 7]?
a) Nie.
b) Tak.

c) To zalezy od x.

d) Zadna odpowiedz nie jest prawdziwa.

26) Macierz A = [651 Cll] jest nieosobliwa, gdy
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Powtoérzeniowe zadania testowe

27) Macierz A = [651 011] jest osobliwa, gdy

a) a+ 0.
b) a =0.

¢c) a €R.

d) Zadna z odpowiedzi nie jest poprawna.

a) a#0.
b) a =0.

¢c) a €R.

d) Zadna z odpowiedzi nie jest poprawna.

28) Wiadomo, ze rzad macierzy A jest rowny 0. Wtedy macierz A jest

29) Dana jest macierz A =

30) Dana jest macierz A = [

119

a) macierzg osobliwa.
b) macierza nieosobliwg.

¢) macierzg jednostkows.

d) Zadna z odpowiedzi nie jest prawdziwa.

1 0
1

0 0

0 0

a) 2.

b) 1.

c) 3.

d) 4.

2 3
-1 5

a) 2.
b) 1.
c) 3.
d) 0.

2

S o w

4

S oON

8

0
0

1 Rzad macierzy A wynosi

_4]. Rzad macierzy A wynosi



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

31)

32)

33)

34)

35)

Wiadomo, ze rzad macierzy A jest rowny 0. Wtedy macierz A jest
a) macierzg zerows.

b) macierzg jednostkows.

c) macierzg diagonalna.

d) Zadna z odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Wiadomo, ze rzad macierzy A jest réwny 1. Wtedy macierz A jest
a) macierza zerowg.

b) macierzg jednostkowa.

c) macierzg diagonalna.

d) Zadna z odpowiedzi nie jest prawdziwa.

Uklad réwnan liniowych jednorodnych ma zawsze rozwiazania niezerowe, gdy
a) liczba rownan m jest mniejsza od liczby niewiadomych n.

b) liczba réwnan m jest wigksza od liczby niewiadomych n.

¢) liczba réwnan m jest réwna od liczby niewiadomych n.

d) Zadne ze stwierdzen nie musi by¢ prawdziwe.

Uktlad réwnan liniowych ma nieskoniczenie wiele rozwigzan (n-liczba niewia-
domych), gdy

a) rz(A) # rz(U).

b) rz(A) = rz(U) = n.

c) rz(A) =rz(U) =r <n.
d) rz(A) =rz(U) =r >n.

Uktad réwnan liniowych ma dokladnie jedno rozwigzanie (n-liczba niewiado-
mych), gdy:

a) rz(A) # rz(U).

b) rz(A) = rz(U) = n.

c) rz(A) =rz(U) =r <n.
d) rz(A) =rz(U) =r >n.
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36)

37)

38)

39)

121

Uktlad réwnan liniowych jest sprzeczny (n-liczba niewiadomych), gdy
a) rz(A) # rz(U).

b) rz(A) = rz(U) = n.

¢) rz(A) =rz(U) =r <n.

d) rz(A) =rz(U) =r > n.

Uktad réwnan rozwigzano metoda operacji elementarnych. Rozwigzanie, ktdre
przedstawia uklad nieoznaczony moze mie¢ postaé

[10 0 2]
a) [01 0 8].
00 0 1.
[10 0 2]
b) ({01 0 8|
00 1 11
[10 0 2]
c) (010 8]
00 0 O

d) Zadna odpowiedz nie jest poprawna.

Uktlad réwnan rozwigzano metoda operacji elementarnych. Rozwigzanie, ktdre
przedstawia uklad oznaczony moze miec postaé

[10 0 2]
a) (01 0 8].
00 0 11
[10 0 2]
b) (01 0 8|
00 1 1.
10 0 2]
c) |01 0 8]
00 0 O

d) Zadna odpowiedz nie jest poprawna.

Uktad réwnan rozwigzano metoda operacji elementarnych. Rozwigzanie, ktdre
przedstawia uklad sprzeczny moze mie¢ postac¢

100 2
a) |01 0 8|

0001



Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

[10
b) |01
100
(10
c) (010 8]
00 0 O

d) Zadna odpowiedz nie jest poprawna.

S =k OO
N = 0 N

2%, +px, =

Ax, + x 0 )est ukladem Cramera, gdy
2 =

40) Uktad rownan {

a) p=0,5.
b) p #0,5.
¢) p=-—0,5.
d) p # —0,5.
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Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

2 31 2.3
1) Wiedzac, ze: A = ] oraz B = |4 1|, wykonaj dzialania:
1 1 2 1 3
a) A + 2BT, b) A B.

2 -1 1 0 >
2) Wiedzac, ze: A = [ 0 3 — 1] orazB =| 4 —2|, wykonaj dzialania:

1 0
a) AT — 3B b)A-B.
1 0 2 13
3) Wiedzac, ze: A = [ ] orazB = |0 4|, wykonaj dzialania:
-2 1 0 4 7
a) AT — B, b)A-B.
10 2 7 8 ‘1" _i
4) Wiedzac,zeeA=| 3 1 -1 2| orazB= ,
-2 1 0 =5 L3 0
4 7 1
wykonaj dzialania:
a) AT + 2B, b)A-B.
5) Wykonaj dzialanie: A - C + 2B” dla ponizszych macierzy:
-1 0 2 1
A=| 2 1 3} B=[-3 1 2], Cc=12|
0 1 -2 0
6) Wyznacz macierzX = (BT - 4) - C, gdzie:
_ -1 _[1 O _[-2
A=l T B=[, 2 c="
7) Wykonaj dzialanie A2 — BT - I dla ponizszych macierzy:
-1 0 2 1 2 0
A=| 2 1 3} B=12 3 -1}
0 1 -2 2 0 1
8) Dla powyzszych macierzy wykonaj dzialania:
a) det(A?),
b) A3-B*,

c) det(5A — 4B).
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

9) Dla macierzy:

1 2 2 1
10 1 0 2
A= 2 0 0 1
0 0 1 1

oblicz:

a) minory: My3, Myq, M3y My,

b) dopelnienia algebraiczne: A11, A4, A4 Az3.

1 0 3
10) Oblicz wyznacznik z wykorzystaniem reguly Sarrusa: (2 7 —2|.
3 0 1
11) Oblicz wyznaczniki:
> 0 12 7Y
a) b b) 3 0 _2 .
1 0 -2 0 3 _1 s
1 2 30
12) Dla macierzy:
1 0 3 -2 4 0 12 0
A=12 7 —2], B=| 3 0 —2], C=[2 3 —1]
3 0 1 3 -1 5 2 0 1

oblicz wyznacznik macierzy powstalej po wykonaniu dzialania A- B - C.

13) Na podstawie wlasno$ci wyznacznikéw okresl wartosci wyznacznikéw poniz-
szych macierzy:

2 3 1 c 6 -3 o
A=|1 o -1 B= ,
43_1] 0o 0 2 1
o o0 o0 1
2 =2 11 3
[0—2—31—2} 1 2 3
c=l1 -2 21 1, Dbp=[2 0 6
0 -2 o0 1 0} 2 3 6
9 -2 0 1 4
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14) Oblicz wyznacznik z wykorzystaniem operacji elementarnych:

0 -1 -1 4
1 1 1 2
0 2 0 -2
1 0 -1 0

01 1 1
. . . L , 0 01 2
15) Oblicz wyznacznik stosujac rozwiniecie Laplace’a: 11 2 ol
-1 2 1 0
16) Wyznacz rzad ponizszych macierzy:
0 -1 5 1 2 0
|11 1 1 -2 1 1 M1 o -2
A_o 2 30 B_03—1’ C=1 1 1]
4 1 0 -3 1 1
0 1 1 1
- . e . 0 0 1 2
17) Znajdz macierz odwrotng (jesli istnieje) do macierzy 11 2 ol
-1 2 1 0
18) Sprawdz, czy dla ponizszych macierzy istnieje macierz odwrotna:
1 2 3 ]
A=[2 o 6], B=; (1) _12]
2 3 6 )
B 1 2 0
C= , D=4 1 1|
0 3 -1 0 3 0
-3 1 1
-1 1 0 1 1 1
19) Sprawdz, czy dlamacierzyA=| 2 0 3|iB=|0 4 —1|prawdziwe
1 2 -2 0 0 2

jest réwnanie: det(A - B) = detA - detB.

2

~3] .
;7] oblicz det(a ).

20) Dana jest macierz A = [

21) Znajdz macierzX = A™!- BT, gdzie A = ; 2] iB= [:é ;]

10
1 0 2
22) Wyznacz macierz odwrotng do macierzy [2 -1 —3|.
1 0 1
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

23) Zapisz uklady réwnan w postaci macierzowej AX = B i okre$l rzad macierzy
wspolczynnikow A:

x+2y+3z=5
a)x+3y+7z=6
x+y=4
x+y+z=1
b){x+2y+3z=0
x+3y+4z=2
3x—3y+2z=4
) x—y+4z=1
2x—2y+10z=-1
( x—y+z=1
2x+5y—z=0
d){ x—y+4z=-1
xX—y+5z=-2
2x—2y+10z=-1

24) Wskaz liczbe rozwigzan ukladéw réwnan (wykorzystaj twierdzenie Kronec-
kera-Capellego):
X1 — Xy +X3 =2
a) {2x1+x2 —x3=1
—Xq + 2x3 =3
( x—y+2z=1
2x+5y—z=0
b) {x—y+4z=—1
xX—y+5z=-2
2y +10z =-1

25) Rozwigz uklad réwnan, wykorzystujac wzory Cramera:

sz - 3.X3 = 2

{_3x1 +x2 +x3 =4
—X1—X + ZX3 = _2

26) Rozwigz uktad réwnan (dowolng metody):

3x1 —x2 +2x3 = 11

{xl‘}‘xZ_xg =1
x1—2x2+x3 =0
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Rachunek macierzowy. Podrecznik dla studentdw studidw licencjackich i inzynierskich.

27) Rozwigz uklad réwnan, wykorzystujac metode Gaussa lub Gaussa-Jordana:

2x —y+2z=—-4

x+y+dz=-2
b) {_le +x2 =1

x1+4x2=13

x+y+2z=-1
a){

28) Rozwigz uklad réwnan, wykorzystujac operacje elementarne:
{Zx—4y+22= 12
—x+3z=38

29) Rozwigz uklad réwnan, wykorzystujac metode macierzy odwrotnej:

2x1+ xZ+X3:4.

{x1+2x2+3x3 =6
3x1+x2—4x3=0

30) Wyznacz rozwigzanie ogoélne oraz wszystkie rozwigzania bazowe ponizszego
ukladu réwnan:

x+y—z=1
2x+5y—z=72

-x +y=0
xX+6y—z=2
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SKOROWIDZ

Dopelnienie algebraiczne
Gléwna przekatna macierzy
Iloczyn macierzy
Macierz odwrotna
Macierz rzeczywista
Diagonalna
Jednostkowa
Kwadratowa
Nieosobliwa
Osobliwa
Rozszerzona
Réwnowazna
Symetryczna
Transponowana
Troéjkatna dolna
Troéjkatna gorna
Zerowa

Metody rozwigzywania
ukladéw réwnan liniowych

Metoda wzordéw Cramera
Metoda macierzy odwrotnej
Metoda Gaussa

Metoda Gaussa-Jordana

Metody wyznaczania
macierzy odwrotnej

Z definicji macierzy odwrotnej

Za pomoca wyznacznikow

131

38

17
55

10

33
33
75
86
10
10

84
84
90
92
92

57
57
59

Za pomoca operacji
elementarnych

Metody obliczania wyznacznikéw
Drugiego stopnia
Trzeciego stopnia
(schemat Sarrusa)
Wyzszych stopni

Metody wyznaczania

rzedu macierzy
Za pomoca wyznacznikow
Za pomoca operacji
elementarnych

Minor

Operacje elementarne
na macierzach

Posta¢ kanoniczna
(bazowa) macierzy

Potega macierzy

Rozwigzanie bazowe
ukladu réwnan

Rozwigzanie ogélne
ukladu réwnan

Rozwinigcie Laplace'a
Réwnanie liniowe
Réwnos¢ macierzy
Réznica macierzy
Rzad macierzy

Suma macierzy

63
34
34

35
39

44
48

50
39

23

47
20

93

93
41
70
13
15
45
13



Transponowanie macierzy
(transpozycja)
Twierdzenie Cramera

Twierdzenie
Kroneckera-Capellego

Twierdzenie Laplace'a
Uklad réwnan liniowych
Cramera
Jednorodny
Niejednorodny
Nieoznaczony
Oznaczony

Sprzeczny

10
84

80
39
70
80
78
79
78
78
78

Wrtasnosci dodawania macierzy
Wiasnosci macierzy odwrotnej

Wiasnosci mnozenia macierzy

Wiasnosci rzedu macierzy

Wilasnosci
transponowania macierzy

Wymiar macierzy
Wyznacznik macierzy
Wzory Cramera
Zmienne bazowe

Zmienne niebazowe

22
63
22
48

23

32
33, 84
98
98
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