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1. Wstęp 

Wszystkie informacje w systemie komputerowym reprezentowane są w postaci 
dwójkowej. Wynika to z budowy systemu komputerowego, procesora, pamięci 
oraz ze sposobu przetwarzania danych w komputerze. Informacje przetwarzane 
są za pomocą układów cyfrowych operujących dwoma poziomami napięcia, które 
zwykle nazywane są niskim (L) i wysokim (H) poziomem lub umownie oznaczane 
cyframi 0 i 1. Układy pamięci półprzewodnikowej także są zbudowane z elementów 
o dwóch stabilnych stanach, które pozwalają przechowywać jedną z dwóch warto-
ści – 0 lub 1.

Taka koncepcja dwuwartościowej (binarnej) reprezentacji danych wynika ze wzglę-
dów ekonomicznych, pozwala uprościć budowę systemu komputerowego oraz zwięk-
szyć jego niezawodność. Znacznie łatwiej jest zbudować elementy elektroniczne, 
które rozpoznają i przetwarzają dwa stany logiczne (poziomy sygnału) niż elementy 
o większej liczbie stanów. O wiele prostsze są także algorytmy wykonywania opera-
cji na danych binarnych, co przekłada się na uproszczenie układów wykonawczych 
i przyspieszenie obliczeń. Oprócz tego binarna reprezentacja informacji jest bardziej 
odporna na zakłócenia, które mogą powstać podczas przetwarzania, przechowywa-
nia lub przesyłania informacji.

Można więc powiedzieć, że cała współczesna informatyka oparta jest na dwuwar-
tościowym zapisie informacji, czyli na kodowaniu binarnym. Binarny zapis informa-
cji umożliwia jej fizyczną reprezentację z wykorzystaniem dwóch stanów układów 
elektronicznych. Za pomocą sekwencji bitów można zakodować dowolną informację: 
tekst, liczby, obrazy, dźwięk, wideo. Wybór sposobu kodowania ma na celu zapew-
nienie wygodnego i efektywnego przetwarzania danych oraz ich niezawodnego prze-
chowywania i przesyłania.

W arytmetyce komputerowej szczególnie ważny jest sposób kodowania i reprezen-
tacji danych liczbowych. Od wyboru sposobu kodowania liczb zależy przede wszyst-
kim złożoność algorytmów wykonywania podstawowych operacji arytmetycznych 
na liczbach maszynowych. Kody dobierane są tak, aby maksymalnie uprościć algo-
rytmy realizacji operacji oraz przyspieszyć obliczenia.

W niniejszym skrypcie omówione zostały wybrane kody liczbowe, przede wszyst-
kim te, które wykorzystywane są do reprezentacji liczb w systemie komputerowym, 
ale też inne kody o bardzo ważnych właściwościach, takie jak kod Graya czy kody 
nadmiarowe. Wyjaśnione zostały zasady kodowania i dekodowania, zwrócono 
uwagę na najważniejsze cechy oraz zastosowanie omawianych kodów. Zagadnienia 
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teoretyczne zilustrowano dużą liczbą przykładów, które ułatwiają zrozumienie 
i opanowanie materiału. W każdym temacie dostępne są także zadania z rozwiąza-
niami oraz zadania do samodzielnego rozwiązywania.

Skrypt składa się z czterech rozdziałów. Omawiane w nich zagadnienia odpowia-
dają tematyce wybranych zajęć ćwiczeniowych z przedmiotu Wprowadzenie do infor-
matyki, dotyczących problematyki kodowania i komputerowej reprezentacji liczb 
oraz zabezpieczenia danych przed błędami.

W rozdziale drugim przedstawione zostały algorytmy konwersji liczb pomiędzy 
pozycyjnymi systemami liczbowymi o różnych podstawach. Rozdział zawiera liczne 
przykłady i zadania, które są pomocne w opanowaniu tej bardzo ważnej dla infor-
matyków umiejętności, jaką jest zamiana systemów liczbowych.

W rozdziale trzecim opisane zostały wybrane kody liczbowe, wśród których zna-
lazły się: kody BCD, wykorzystywane do dwójkowego zapisu liczb dziesiętnych; kod 
Graya, znajdujący szerokie zastosowanie w technice cyfrowej i automatyce; kody 
do reprezentacji liczb ze znakiem, takie jak ZM, U1, U2, kod spolaryzowany.

Bardzo ważne znaczenie wśród omawianych kodów liczbowych ma kod U2 
(kod uzupełnień do dwóch), ponieważ jest on powszechnie stosowany do reprezen-
tacji liczb całkowitych w systemach komputerowych. Dlatego też rozdział czwarty 
skryptu został poświęcony omówieniu arytmetyki liczb w kodzie U2. Zaprezentowano 
w nim algorytmy wykonywania podstawowych operacji arytmetycznych na liczbach 
zakodowanych w kodzie U2.

Rozdział piąty koncentruje się wokół zagadnień związanych z kodowaniem nad-
miarowym, wykorzystywanym w celu zabezpieczenia informacji przed błędami. 
Opisane tu zostały wybrane kody o właściwościach detekcyjnych oraz korekcyjnych, 
takie jak kod CRC, kod Hamminga oraz jedna z odmian kodów ECC. Na przykła-
dach wyjaśniono i zaprezentowano  algorytmy kodowania oraz mechanizmy detek-
cji i korekcji błędów.

Skrypt przeznaczony jest dla studentów kierunków technicznych jako pomoc 
w nauce przy realizacji przedmiotów, w których rozważane są miedzy innymi zagad-
nienia związane z arytmetyką komputerową, kodowaniem i reprezentacją liczb. 
Z uwagi na fakt, iż materiał zawiera dużo przykładów i zadań, książka może być 
przydatna do pracy samodzielnej przy przygotowywaniu się do zajęć, sprawdzianów 
oraz kolokwiów zaliczeniowych.  
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2. Pozycyjne systemy liczbowe. Konwersja liczb

2.1. Podstawy teoretyczne
W systemie pozycyjnym wagowym liczby zapisywane są w postaci ciągu cyfr:

	 c c c c cn n− − …1 2 2 1 0   , c c c m− − −…1 2  

przy czym znaczenie każdej cyfry zależy od jej położenia (pozycji) w zapisie liczby. 
Numeracja pozycji zaczyna się od przecinka (rysunek 2.1). W części całkowitej numery 
pozycji przyjmują wartości od 0 do n − 1, gdzie n to liczba cyfr w części całkowi-
tej liczby. Natomiast w części ułamkowej numery pozycji są ujemne i zmieniają się 
od −1 do −m, gdzie m – liczba cyfr w zapisie części ułamkowej. Każda pozycja ma ści-
śle określoną wagę, która jest obliczana jako podstawa systemu liczbowego P pod-
niesiona do potęgi o wartości numeru pozycji (Pi). Taki system liczbowy, w którym 
wagę pozycji można opisać za pomocą prostej funkcji, nazywamy systemem wago-
wym. Wartość liczbowa, którą cyfra ci wnosi do wartości całej liczby, obliczana jest 
jako wartość cyfry pomnożona przez wagę pozycji, czyli ci ∙ P

i.

RYS. 2.1. Zapis liczby w systemie pozycyjnym wagowym

Liczbę w systemie pozycyjnym o podstawie P możemy przedstawić w postaci 
wielomianowej:

	
c c c c c c c c c Pn n m P i

i

i m

n

− − − − − ( )
=−

−

… …( ) = =∑1 2 2 1 0 1 2

1

,

	 = c P c P c P c P c P c P c P c Pm
m

n
n

n
n
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1
0

0
1

1
2
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2
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1

1 ,	 (2.1)

gdzie: P – podstawa systemu liczbowego, n – liczba cyfr w części całkowitej, m – liczba 
cyfr w części ułamkowej, ci – cyfra w i-tej pozycji liczby, indeks dolny (P) oznacza pod-
stawę systemu liczbowego. 
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2.1.1. Zamiana liczb z systemu o podstawie P  
na system dziesiętny
Do przeliczania liczb z systemu pozycyjnego o podstawie P na system dziesiętny 
służy metoda bezpośrednia [5, 8, 9], której zasadę działania reprezentuje wzór (2.1). 
Zgodnie z tą metodą należy przedstawić liczbę w postaci wielomianowej i wykonać 
wszystkie wymagane obliczenia, a otrzymany wynik będzie odpowiadać wartości 
liczby w systemie dziesiętnym.

Przykład 2.1
Zapisać liczbę ósemkową 156,03(8) w systemie dziesiętnym.

Po przemnożeniu każdej cyfry przez wagę pozycji i obliczeniu sumy wszystkich 
iloczynów otrzymamy odpowiednik liczby w systemie dziesiętnym:

156,03(8) = 1 ∙ 82 + 5 ∙ 81 + 6 ∙ 80 + 0 ∙ 8−1 + 3 ∙ 8−2 =

= 1 ∙ 64 + 5 ∙ 8 + 6 ∙ 1 + 3 ∙ 1
64

 =110  3
64(10).

Odpowiednie wagi cyfr liczby ósemkowej zaznaczone są na rysunku 2.2.

RYS. 2.2. Wagi cyfr liczby ósemkowej

Przykład 2.2
Przedstawić liczbę dwójkową 11001101,101(2)  w systemie dziesiętnym.

W przypadku systemu dwójkowego obliczenia znacznie się upraszczają i spro-
wadzają się do dodawania potęg dwójki (wag) tych pozycji, w których występuje 1 
w zapisie liczby dwójkowej:

11001101,101(2) = 1 ∙ 27 + 1 ∙ 26 + 0 ∙ 25 + 0 ∙ 24 + 1 ∙ 23 + 1 ∙ 22 + 0 ∙ 21 + 1 ∙ 20 + 1 ∙ 2−1+

+ 0 ∙ 2−2 + 1 ∙ 2−3 = 128 + 64 + 8 + 4 + 1 + 1
2  + 1

8
 = 205 5

8 (10).
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Wagi pozycji poszczególnych cyfr dwójkowych ukazane są na rysunku 2.3. 

RYS. 2.3. Wagi cyfr liczby dwójkowej

Przykład 2.3
Zapisać liczbę szesnastkową 1AF,0B(16) w systemie dziesiętnym.

Obliczenia są wykonywane zgodnie ze wzorem (2.1), gdzie wagi pozycji cyfr 
wyznaczane są jako kolejne potęgi podstawy systemu liczbowego 16 (rysunek 2.4). 
Należy pamiętać, żeby przed wykonaniem obliczeń zamienić cyfry szesnastkowe 
na ich odpowiedniki dziesiętne:

1AF,0B(16) = 1 ∙ 162 + A ∙ 161 + F ∙ 160 + 0 ∙ 16−1 + B ∙ 16−2 = 

= 1 ∙ 256 + 10 ∙ 16 + 15 ∙ 1 + 11 ∙ 1
256

 = 431 11
256 (10).

RYS. 2.4. Wagi cyfr liczby szesnastkowej

2.1.2. Zamiana liczb z systemu dziesiętnego 
na system o podstawie P
Konwersję liczb z systemu dziesiętnego na dowolny inny można wykonać za pomocą 
uniwersalnej metody dzielenia/mnożenia (ilorazowo–iloczynowej) [5, 9]. Zgodnie z tą 
metodą zamianę części całkowitej liczby i części ułamkowej wykonuje się oddzielnie 

– do zamiany części całkowitej służy algorytm dzielenia, natomiast przeliczenie czę-
ści ułamkowej wykonywane jest za pomocą algorytmu mnożenia.

Algorytm dzielenia (zamiany części całkowitej) jest algorytmem iteracyjnym, 
który realizowany jest według następującego schematu:
	y wykonywane jest dzielenie całkowitoliczbowe liczby dziesiętnej L(10) przez pod-

stawę nowego systemu liczbowego P;
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	y uzyskana reszta z dzielenia stanowi najmłodszą cyfrę w zapisie liczby w nowym 
systemie liczbowym, natomiast wynik dalej jest poddawany dzieleniu przez P 
(w kolejnych iteracjach algorytmu) w celu wyznaczenia kolejnych cyfr liczby (rysu-
nek 2.5);

	y dzielenie jest powtarzane do momentu, aż po wykonaniu operacji otrzymany 
zostanie wynik zerowy;

	y wyznaczone reszty z dzielenia tworzą kolejne cyfry liczby w nowym systemie 
liczbowym, przy czym należy pamiętać, że cyfry otrzymywane są w kolejności 
od najmłodszej do najstarszej.
Na rysunku 2.5 przedstawiony jest schemat opisujący jedną iterację algorytmu 

dzielenia.

RYS. 2.5. Iteracja algorytmu dzielenia

Przykład 2.4
Przedstawić liczbę dziesiętną 147(10) w systemie dwójkowym.

Wykonujemy cyklicznie całkowitoliczbowe dzielenie liczby 147(10) przez pod-
stawę docelowego systemu liczbowego (P = 2), wyznaczając kolejne reszty z dzielenia. 
Tworzą one cyfry w dwójkowym zapisie liczby. Dzielenie kontynuujemy do uzyska-
nia wyniku zerowego.

      wynik	                    reszta
	147 : 2 = 73	 c0 = 1
	73 : 2 = 36	 c1 = 1
	36 : 2 = 18	 c2 = 0
	18 : 2 = 9	 c3 = 0
	 9 : 2 = 4	 c4 = 1
	 4 : 2 = 2	 c5 = 0
	 2 : 2 = 1	 c6 = 0
	 1 : 2 = 0	 c7 = 1

Otrzymane cyfry zapisujemy w kolejności odwrotnej do ich uzyskania, czyli ostat-
nia obliczona cyfra jest najbardziej znaczącą cyfrą w zapisie liczby dwójkowej:

147(10) = 10010011(2).
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Przykład 2.5
Skonwertować liczbę dziesiętną 349(10) do postaci szesnastkowej.

Wykonujemy algorytm dzielenia liczby dziesiętnej przez podstawę nowego systemu 
liczbowego (P = 16). Dziesiętne wartości otrzymanych reszt należy zastąpić odpowied-
nimi cyframi szesnastkowymi (litery A–F dla wartości 10–15).

          wynik	                 reszta
349 : 16 = 21	 c0 = 13(10) = D(16) 
  21 : 16 = 1	 c1 = 5
    1 : 16 = 0	 c2 = 1

Należy zawsze pamiętać o porządku, w którym wyznaczane są cyfry – przy zamia-
nie części całkowitej cyfry są otrzymywane w kolejności od najmłodszej do najstarszej:

349(10) = 15D(16).

Algorytm mnożenia (zamiany części ułamkowej liczby) także jest algorytmem 
iteracyjnym. Jego działanie można opisać następująco:
	y wykonywana jest operacja mnożenia ułamkowej części liczby przez podstawę P 

nowego systemu liczbowego (rysunek 2.6);
	y część całkowita C otrzymanego wyniku mnożenia stanowi pierwszą po przecinku 

cyfrę liczby w nowym systemie;
	y część ułamkowa U wyniku ponownie jest mnożona przez podstawę P w celu obli-

czenia kolejnej cyfry;
	y iteracje algorytmu mnożenia są powtarzane do momentu, aż otrzymana zosta-

nie zerowa część ułamkowa lub do uzyskania założonej dokładności zamiany 
(wymagana liczba cyfr po przecinku);

	y cyfry otrzymywane są w normalnej kolejności, czyli sukcesywnie wyznaczane 
są kolejne cyfry po przecinku.

RYS. 2.6. Iteracja algorytmu mnożenia
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Przykład 2.6
Zapisać ułamek dziesiętny 0,41(10) w systemie dwójkowym z dokładnością do 8 cyfr 
po przecinku.

0,41 ∙ 2 = 0,82	 c–1 = 0
0,82 ∙ 2 = 1,64	 c–2 = 1
0,64 ∙ 2 = 1,28	 c–3 = 1
0,28 ∙ 2 = 0,56	 c–4 = 0
0,56 ∙ 2 = 1,12	 c–5 = 1
0,12 ∙ 2 = 0,24	 c–6 = 0
0,24 ∙ 2 = 0,48	 c–7 = 0
0,48 ∙ 2 = 0,96	 c–8 = 0

Podany ułamek dziesiętny nie ma dokładnego zapisu w systemie dwójkowym, 
więc zamieniony został z założoną dokładnością – 8 cyfr po przecinku: 

0,41(10) ≈ 0,01101000(2).

Przykład 2.7
Zamienić ułamek dziesiętny 0,63(10) na postać szesnastkową z dokładnością do 6 cyfr 
po przecinku.

0,63 ∙ 16 = 10,08	 c–1 = 10(10) = A(16) 
0,08 ∙ 16 = 1,28	 c–2 = 1
0,28 ∙ 16 = 4,48	 c–3 = 4
0,48 ∙ 16 = 7,68	 c–4 = 7
0,68 ∙ 16 = 10,88	 c–5 = 10(10) = A(16)
0,88 ∙ 16 = 14,08	 c–6 = 14(10) = E(16)

Ułamek nie ma skończonego zapisu szesnastkowego, więc wynik obliczany jest 
z podaną dokładnością (6 cyfr po przecinku):

0,63(10) ≈ 0,A147AE(16).

Kolejnym sposobem zamiany liczb dziesiętnych na równoważną postać w systemie 
o podstawie P jest metoda różnicowa [9, 10]. Metoda polega na odejmowaniu od liczby 
kolejnych potęg podstawy docelowego systemu liczbowego P (zaczynając od naj-
większej wartości Pi zawartej w liczbie) i określeniu, ile razy każda z potęg występuje 
w liczbie, co pozwala wyznaczyć wartości cyfr w kolejnych pozycjach zapisu liczby.

Przy zastosowaniu metody różnicowej do zamiany liczb dziesiętnych na system 
dwójkowy obliczenia znaczne się uproszczają. Metoda sprowadza się w tym wypadku 
do przedstawienia liczby w postaci sumy potęg dwójki, co pozwala wyznaczyć pozy-
cje, w których występują jedynki w zapisie liczby dwójkowej. Zamiana zaczyna się 
od wyznaczenia największej potęgi dwójki zawierającej się w liczbie. Następnie po odję-
ciu danej potęgi od liczby z uzyskaną różnicą postępujemy tak samo.
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Przykład 2.7
Zamienić liczbę dziesiętną 178(10) na jej postać dwójkową.

Przedstawiamy liczbę w postaci sumy potęg dwójki:

178(10) = 128 + 50 = 128 + 32 + 18 = 128 + 32 + 16 + 2.

Aby zapisać liczbę w postaci dwójkowej, wystarczy ustawić jedynki w pozycjach 
odpowiadających potęgom dwójki zawartym w liczbie. Pozostałe cyfry będą miały 
wartości zerowe (rysunek 2.7):

178(10) = 10110010(2).

RYS. 2.7. Zamiana liczby metodą różnicową

2.1.3. Zamiana systemów liczbowych o podstawie 2n

Do zamiany systemów liczbowych o podstawie Pn wykorzystywana jest metoda kon-
wersji wzajemnej [10], która wynika z naturalnej właściwości pozycyjnych systemów 
liczbowych, a mianowicie tego, że wagom kolejnych cyfr w zapisie liczby odpowia-
dają kolejne potęgi podstawy systemu liczbowego P. Ogólnie metoda konwersji wza-
jemnej może być stosowana do dowolnych systemów liczbowych o podstawie Pn. 
Natomiast najczęściej służy do zamiany systemów liczbowych o podstawach będą-
cych potęgą dwójki 2n (rysunek 2.7), ponieważ należą do nich najważniejsze systemy 
liczbowe wykorzystywane w informatyce – dwójkowy, ósemkowy i szesnastkowy. 
Konwersje pomiędzy takimi systemami najlepiej wykonywać poprzez system dwój-
kowy. Metoda zamiany pomiędzy systemem dwójkowym a systemem o podstawie 2n 
bazuje na tym, że n-bitowa grupa cyfr dwójkowych odpowiada jednej cyfrze w zapi-
sie liczby w systemie o podstawie 2n. 

RYS. 2.8. Systemy liczbowe o podstawie 2n
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Zasady konwersji wzajemnej omówimy na przykładach zamiany podstawowych 
systemów informatycznych: dwójkowego, ósemkowego oraz szesnastkowego.

Konwersja dwójkowo–szesnastkowa (2  16) 
Aby dokonać zamiany liczby dwójkowej na postać szesnastkową, należy zapis liczby 
dwójkowej podzielić na czterocyfrowe grupy (ponieważ 16 = 24) oraz zastąpić poszcze-
gólne czwórki bitów (tetrady) odpowiednimi cyframi szesnastkowymi (0, …, F). Warto 
zwrócić uwagę na to, że podział liczby zawsze zaczyna się od przecinka zarówno 
dla części całkowitej, jak i ułamkowej. Skrajne grupy, które mają mniej niż cztery znaki, 
powinno się rozszerzyć nieznaczącymi zerami tak, aby utworzyć pełne 4-bitowe grupy.

Przykład 2.8
Liczbę dwójkową 101011011100101001,110111(2) przedstawić w postaci szesnastkowej.

101011011100101001,110111 	 0010 	 1011 	 0111 	 0010 	 1001	 , 1101 	1100 
	 2 	 B   	 7   	 2   	 9	 D	 C

101011011100101001,110111(2) = 2B729,DC(16)

Konwersja szesnastkowo–dwójkowa (16  2)
Zamiana z systemu szesnastkowego na dwójkowy jest jeszcze prostsza, ponieważ 
w tym wypadku nie trzeba się zastanawiać nad sposobem podziału liczby. Wystarczy 
każdą cyfrę szesnastkową zastąpić odpowiednim czterobitowym ciągiem binarnym 
oraz połączyć otrzymane czterocyfrowe grupy w jedną liczbę dwójkową.

Przykład 2.9
Dokonać konwersji liczby 3A7D1E,5B(16) z systemu szesnastkowego na dwójkowy.

3A7D1E,5B(16)  	   3  	   A  	   7  	   D  	   1  	   E    ,  	  5  	   B  
	   0011 	  1010  	  0111  	 1101  	  0001	 1110 	  0101	   1011

3A7D1E,5B(16) = 1110100111110100011110,01011011(2)

Konwersja dwójkowo–ósemkowa (2  8)
Przy zamianie liczby z systemu dwójkowego na ósemkowy liczbę dwójkową dzielimy 
na 3-bitowe grupy (8 = 23), które zastępujemy cyframi ósemkowymi. Należy pamiętać, 
że podział liczby zawsze zaczynamy od przecinka – w jedną i w drugą stronę, a nie-
pełne grupy 3-bitowe muszą być uzupełnione zerami.
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Przykład 2.10
Liczbę dwójkową 101011011100101001,1101(2) przedstawić w postaci ósemkowej.

101011011100101001,1101 	  101  	  011  	  011  	  100  	  101  	  001 ,  	110  	   100
	   5	  3	   3	   4	   5	 1  	 6  	  4

101011011100101001,1101(2) = 533451,64(8)

Konwersja ósemkowo–dwójkowa (8  2)
Aby dokonać konwersji liczby ósemkowej na postać dwójkową, zamieniamy kolejne 
cyfry ósemkowe na odpowiednie 3-bitowe kombinacje w systemie dwójkowym. 
Po połączeniu otrzymanych 3-bitowych grup w jeden zapis uzyskujemy dwójkowy 
odpowiednik liczby.

Przykład 2.11
Zapisać liczbę ósemkową 237257,6(8) w systemie dwójkowym.

237257,6  	   2  	   3  	   7  	   2  	   5  	   7   , 	   6  
	  010	   011 	   111	   010	   101	 111	 110

237257,6(8) = 10011111010101111,11(2)

2.2. Zadania z rozwiązaniami
Zadanie 2.1
Przeliczyć liczbę 5A9,3(11) na system dziesiętny.

Zamianę z dowolnego systemu pozycyjnego na system dziesiętny wykonujemy 
metodą bezpośrednią. Zgodnie z metodą zapisujemy liczbę w postaci wielomianowej 
(2.1) i wykonujemy obliczenia, uprzednio zastępując literę A w zapisie liczby jedenast-
kowej odpowiednią wartością dziesiętną, czyli 10.

5A9,3(11) = 5 ∙ 112 + A ∙ 111 + 9 ∙ 110 + 3 ∙ 11−1 = 

= 5 ∙ 121 + 10 ∙ 11 + 9 ∙ 1 + 3 ∙ 1
11

 = 724 3
11(10)  
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Zadanie 2.2
Przedstawić liczbę 718,27(10) w systemie dwunastkowym. Część ułamkową liczby zamie-
nić z dokładnością do 5 cyfr po przecinku.

Konwersję części całkowitej liczby wykonujemy za pomocą algorytmu dzielenia. 
Reszty otrzymane z dzielenia całkowitoliczbowego przez 12 tworzą cyfry w zapisie 
części całkowitej liczby, zaczynając od cyfry najmniej znaczącej. Reszty o wartości 
powyżej 9 należy zakodować odpowiednimi literami (A lub B).

      wynik	                    reszta
718:12 = 59	 c0 = 10(10) = A(12) 
  59:12 = 4	 c1 = 11(10) = B(12)
    4:12 = 0	 c2 = 4

Zapisując cyfry w kolejności odwrotnej do ich uzyskania, otrzymamy wynik 
zamiany części całkowitej:

718(10) = 4BA(12).

Część ułamkową zamieniamy za pomocą algorytmu mnożenia, wykonując ope-
rację mnożenia przez podstawę nowego systemu liczbowego, czyli przez 12. Części 
całkowite wyników mnożenia na każdej iteracji algorytmu dają nam wartości kolej-
nych cyfr po przecinku w zapisie liczby dwunastkowej. Należy pamiętać o tym, żeby 
wartości powyżej 9 zamienić na odpowiednie cyfry dwunastkowe (A lub B). Ponieważ 
podany ułamek nie ma dokładnego zapisu w systemie dwunastkowym, operację mno-
żenia powtarzamy 5 razy, aby zapewnić wymaganą dokładność zamiany – 5 cyfr 
po przecinku.

0,27 ∙ 12 = 3,24	 c–1 = 3 
0,24 ∙ 12 = 2,88	 c–2 = 2
0,88 ∙ 12 = 10,56	 c–3 = 10(10) = A(12)
0,56 ∙ 12 = 6,72	 c–4 = 6
0,72 ∙ 12 = 8,64	 c–5 = 8

Cyfry otrzymujemy w kolejności normalnej, czyli każda następna iteracja algo-
rytmu daje nam kolejną cyfrę po przecinku. Wynik zamiany części ułamkowej jest 
przybliżony:

0,27(10) ≈ 0,32A68(12).

Po połączeniu wyników dwóch algorytmów uzyskujemy odpowiednik liczby 
dziesiętnej 718,27(10) w systemie dwunastkowym zgodnie z założoną dokładnością 
(5 cyfr po przecinku):

718,27(10) ≈ 4BA,32A68(12).
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Zadanie 2.3
Zamienić liczbę 12120(3) z systemu trójkowego na system ósemkowy. 

Zamianę liczb pomiędzy różnymi systemami liczbowymi zwykle wykonujemy 
poprzez system dziesiętny. Wynika to z tego, że naturalnie umiemy liczyć tylko 
w systemie dziesiętnym, a wykonanie podstawowych operacji (potęgowanie, mno-
żenie, dodawanie) w innych systemach liczbowych jest dla nas dużym wyzwaniem. 
Dlatego zadanie przeliczenia liczby wykonujemy w dwóch krokach: najpierw liczbę 
trójkową przedstawimy w systemie dziesiętnym, po czym otrzymaną liczbę dziesiętną 
zapiszemy w systemie ósemkowym. Korzystamy tu ze znanych nam algorytmów:

1)	 3  10
12120(3) = 1 ∙ 34 + 2 ∙ 33 + 1 ∙ 32 + 2 ∙ 31 + 0 ∙ 30 = 

= 1 ∙ 81 + 2 ∙ 27 + 1 ∙ 9 + 2 ∙ 3 + 0 ∙ 1 = 150(10)

2)	 10  8
        wynik	                  reszta
150 : 8 = 18	 c0 = 6 
  18 : 8 = 2	 c1 = 2
    2 : 8 = 0	 c2 = 2

Liczba ósemkowa powstaje na podstawie reszt z dzielenia zapisanych w odwrot-
nej kolejności:

12120(3) = 226(8).

Zadanie 2.4
Liczbę dwójkową 11100(2) przedstawić w systemie trójkowym.

Na tym przykładzie pokażemy, że jeśli obliczenie wartości liczby będziemy wyko-
nywać w docelowym systemie liczbowym, to możemy dokonać konwersji liczby 
na ten system bezpośrednio, bez przeliczania przez system dziesiętny, w naszym 
przypadku – bezpośrednio z dwójkowego na trójkowy.

Liczbę dwójkową zapiszemy w postaci wielomianowej, a wszystkie obliczenia 
będziemy wykonywać w systemie trójkowym:

11100(2) = 1 ∙ 24 + 1 ∙ 23 + 1 ∙ 22 + 0 ∙ 21 + 0 ∙ 20 = 121(3) + 22(3) + 11(3) = 1001(3).

		  1 	2	1
			   2	2
+			   1	1
	 1	0	0	1(3)
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Wynik dodawania daje nam zapis liczby w systemie trójkowym:

11100(2) = 1001(3).

Zadanie 2.5
Ułamek dziesiętny 0,37(10) przedstawić w systemie dwójkowym z dokładnością do 8 cyfr 
po przecinku.

Wiele ułamków dziesiętnych nie ma dokładnego zapisu dwójkowego, dlatego kon-
wersja dziesiętno-dwójkowa często jest związana z utratą dokładności przy reprezen-
tacji ułamków w formatach ograniczonego rozmiaru. W naszym przykładzie ułamka 
również nie można zamienić dokładnie, więc przeliczymy go z podaną dokładnoś-
cią – 8 cyfr dwójkowych po przecinku. W tym celu należy wykonać 8 iteracji algo-
rytmu mnożenia:

0,37 ∙ 2 = 0,74	 c–1 = 0
0,74 ∙ 2 = 1,48	 c–2 = 1
0,48 ∙ 2 = 0,96	 c–3 = 0
0,96 ∙ 2 = 1,92	 c–4 = 1
0,92 ∙ 2 = 1,84	 c–5 = 1
0,84 ∙ 2 = 1,68	 c–6 = 1
0,68 ∙ 2 = 1,36	 c–7 = 1
0,36 ∙ 2 = 0,72	 c–8 = 0

Cyfry liczby dwójkowej otrzymujemy w kolejności normalnej, czyli cyfry są zapi-
sywane po przecinku w kolejności ich uzyskiwania:

0,37(10) ≈ 0,01011110(2).

Zadanie 2.6

Ułamek 5
256(10) zapisać w systemie dwójkowym.

Ułamek takiej postaci, który w mianowniku ma potęgę dwójki, można dokład-
nie zamienić na system dwójkowy. Wystarczy liczbę zapisaną w liczniku przedstawić 
w systemie dwójkowym oraz podzielić ją przez mianownik wyrażony potęgą dwójki 2n. 
Dzielenie liczby dwójkowej przez 2n sprowadza się do przeniesienia przecinka pozy-
cyjnego o n miejsc w lewo (w naszym przykładzie n = 8):

5
256 (10)  = 

5

2
10
8
� �  = 

101

2
2

8
� �  = 0,00000101(2).

Wynikiem zamiany jest liczba 101(2) zapisana na ośmiu miejscach po przecinku.
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Zadanie 2.7
Ułamek dwójkowy 0,000000011(2) zapisać w systemie dziesiętnym.

Wynik zamiany można przedstawić w postaci ułamka zwykłego, używając 
sposobu przedstawionego w poprzednim zadaniu. Sprowadzając podany ułamek 
do postaci liczby całkowitej, możemy otrzymać następujący zapis wykładniczy 
liczby: 0,000000011(2) = 11(2) ∙ 2

−9.  Z tego zapisu otrzymujemy wartość licznika równą 
11(2) = 3(10) oraz mianownik o wartości 29 = 512 (liczba w systemie dwójkowym zaj-
muje 9 miejsc po przecinku).

0,000000011(2) = 11(2) ∙ 2
−9 = 

11

2
2

9
� �  = 

3

2
10
9
� �  = 3

512 (10)

Taki sposób zamiany jest znacznie wygodniejszy w porównaniu do obliczania sumy 
wag pozycji o numerach ujemnych, zwłaszcza tych bardzo oddalonych od przecinka.

Zadanie 2.8
Liczbę szesnastkową 3C5EA,7B(16) zamienić na system ósemkowy.

Konwersję systemów o podstawach wyrażonych potęgą dwójki 2n zwykle wykonu-
jemy poprzez system dwójkowy. W tym celu liczbę szesnastkową zapisujemy w postaci 
binarnej, zastępując cyfry szesnastkowe 4-bitowymi kombinacjami dwójkowymi. 
Następnie, dzieląc zapis liczby dwójkowej na 3-bitowe grupy odpowiadające cyfrom 
ósemkowym, otrzymamy zapis liczby w docelowym systemie liczbowym.

3C5EA,7B(16)  	   3  	   C  	   5  	   E  	   A   ,  	   7  	   B  
	   0011	   1100	  0101	  1110	 1010	   0111	  1011 

3C5EA,7B(16) = 111100010111101010,01111011(2)

Jeszcze raz zwracamy uwagę na to, że podział liczby na grupy zaczyna się od prze-
cinka pozycyjnego dla części całkowitej i ułamkowej, a niepełne skrajne grupy uzu-
pełniane są nieznaczącymi zerami.

111100010111101010,01111011 	 111	 100	 010	 111	 101	 010 , 	 011 	 110 	 110
	 7	 4	 2	 7	 5	 2	 3	 6	 6

111100010111101010,01111011(2) = 742752,366(8)

Ostatecznie otrzymujemy wynik konwersji:

3C5EA,7B(16)  = 742752,366(8).
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Zadanie 2.9
Liczbę szesnastkową 7E4B6,2D(16) zapisać w systemie czwórkowym.

Zamiany z systemu szesnastkowego na czwórkowy można dokonać metodą 
konwersji wzajemnej bezpośrednio, nie przeliczając przez system dwójkowy. 
Korzystamy tu z tego, że 16 = 42, co oznacza, że dwie cyfry czwórkowe tworzą jedną 
cyfrę szesnastkową. Zamiana polega na tym, że każdą cyfrę szesnastkową zastąpimy 
parą cyfr czwórkowych i całość połączymy w jedną liczbę. Podział cyfr szesnastko-
wych na czwórkowe jest prosty, jeśli pamiętamy, jaki jest zapis dwójkowy cyfry szes-
nastkowej. Każdą parę bitów z tego zapisu zamieniamy na odpowiednie cyfry czwór-
kowe. Na przykład, B(16) = 1011(2) = 23(4). 

7E4B6,2D(16) 	   7  	   E  	   4  	   B  	   6   ,  	   2  	   D  
	  1 3	  3 2	  1 0	  2 3	 1 2	 0 2	 3 1

7E4B6,2D(16) = 1332102312,0231(4)

Zadanie 2.10
Dokonać konwersji liczby 2102212,112(3) z systemu trójkowego na dziewiątkowy.

Korzystając z tego, że podstawy systemów liczbowych są potęgą trójki (9 = 32), 
możemy tu zgodnie z metodą konwersji wzajemnej podzielić zapis liczby trójkowej 
na grupy dwucyfrowe i zastąpić każdą grupę odpowiadającą jej wartością cyfry dzie-
wiątkowej. Podział liczby zaczynamy od przecinka, a skrajne grupy rozszerzamy nie-
znaczącymi zerami.

2102212,112(3) 	 02	 10	 22	 12 ,  	 11	 20
	 2	 3	 8	 5	 4	 6

2102212,112(3) = 2385,46(9)

2.3. Zadania do samodzielnego rozwiązania
Zadanie 2.11
Zamienić podane liczby na system dziesiętny:

a)	 100111011,01101(2)	 b)	 1352,061(8)	 c)	 2B7,1D(16)	 d)	 3B5,A2(12)

e)	 12001,211(3)	 f)	 4C8,2B(14)	 g)	 1423,032(5)	 h)	 2CA,3D2(15)
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Zadanie 2.12
Zapisać liczby dziesiętne w podanym systemie liczbowym. Część ułamkową przeliczyć 
z dokładnością do 5 cyfr po przecinku:
a)	 439,39(10)  L(2)	 b)	 731,21(10)  L(8)	 c)	 863,27(10)  L(16)	 d)	 138,17(10)  L(3)

e)	 655,41(10)  L(13)	 f)	 345,37(10)  L(9)	 g)	 497,29(10)  L(11)	 h)	 213,31(10)  L(4)

Zadanie 2.13
Dokonać konwersji liczb pomiędzy podanymi systemami liczbowymi, część ułamkową 
zamienić z dokładnością do 4 cyfr po przecinku:

a)	 1100101,1001(2)  L(3)	 b)	 342,25(8)  L(6)	 c)	 1A6,2E(16)  L(9)

d)	 2B0,3C(13)  L(2)	 e)	 2514,53(7)  L(5)	 f)	 1513,45(6)  L(16)

Zadanie 2.14
Zapisać podane ułamki w systemie dwójkowym. Jeżeli ułamek nie ma dokładnego 
zapisu dwójkowego, obliczyć 6 cyfr po przecinku:

a)	 0,2(10)	 b)	 21
512 (10)	 c)	 7

1024 (10)	 d)	 0,625(10)

e)	 0,44(10)	 f)	 35
256 (10)	 g)	 0,1875(10)	 h)	 17

128 (10)

Zadanie 2.15
Zamienić ułamki z systemu dwójkowego na system dziesiętny:

a)	 0,01000101	 b)	 0,0111	 c)	 0,0000000101	 d)	 0,011011
e)	 0,11	 f)	 0,00110011	 g)	 0,01101	 h)	 0,000100011

Zadanie 2.16
Dokonać konwersji liczb pomiędzy podanymi systemami liczbowymi:

a)	 1011101101110,0111010111(2)  L(16)	 b)	 1011011111,0101101101(2)  L(8)

c)	 111010011,0100111(2)  L(4)	 d)	 4A9DC5,E7CB(16) L(2)

e)	 342735,46251(8)  L(2)	 f)	 3011232,21032(4)  L(2)

g)	 75142,62735(8)  L(16)	 h)	 D47CB,A39DF(16)  L(4)

i)	 61537,27563(8)  L(4)	 j)	 200122121,102212012(3)  L(9)
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3. Kody liczbowe

3.1. Podstawy teoretyczne
3.1.1. Naturalny kod binarny (NKB)

Naturalny kod binarny odpowiada przedstawieniu liczby w dwójkowym pozycyjnym 
systemie liczbowym. W takiej postaci w systemie komputerowym zwykle są przecho-
wywane liczby całkowite bez znaku (unsigned). Zakres reprezentacji liczb w natural-
nym kodzie binarnym w n-bitowym formacie wynosi 0 ≤ L ≤ 2n − 1. 

Przykład 3.1
Określić zakres reprezentacji liczb bez znaku w 8-bitowym formacie.

Minimalna liczba bez znaku, którą można przedstawić w 8-bitowym formacie, 
wynosi 0, natomiast maksymalna wartość, którą można przechowywać na 8 bitach, 
to 28 − 1 = 256 − 1 = 255. Zakres reprezentacji wynosi 0 ≤ L ≤ 255.

Binarna reprezentacja minimalnej wartości w 8-bitowym kodzie NKB 
to 00000000(2), natomiast maksymalna wartość jest reprezentowana wszystkimi 
jedynkami – 11111111(2).

3.1.2. Kody BCD

Kod BCD (Binary-Coded Decimal) jest to system dwójkowego zapisu liczby dzie-
siętnej, który polega na zakodowaniu oddzielnie każdej cyfry dziesiętnej za pomocą 
4-bitowego kodu dwójkowego [5, 9]. W przypadku gdy cyfry dziesiętne kodowane 
są w kodzie NKB, taki kod nazywany jest także naturalnym kodem BCD (NBCD) 
lub kodem BCD 8421 (nazwa zawiera wagi poszczególnych cyfr dwójkowych). Kod 
BCD jest kodem nadmiarowym – wykorzystuje tylko 10 czterobitowych kombina-
cji z 16 możliwych.

Rozróżnia się dwa formaty zapisu liczb BCD – spakowany oraz niespakowany. 
W formacie spakowanym dwie 4-bitowe cyfry BCD są przechowywane w jednym 
bajcie. Natomiast w formacie niespakowanym w bajcie zapisuje się jedna cyfra 
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dziesiętna na młodszych czterech bitach. Formaty niespakowane są wykorzystywane 
w arytmetyce BCD do wykonywania operacji mnożenia oraz dzielenia, podczas 
gdy dodawanie i odejmowanie mogą być przeprowadzane na obu formatach.

Główną zaletą kodu BCD jest łatwa konwersja do systemu dziesiętnego, która 
sprowadza się do zamiany poszczególnych cyfr dziesiętnych, bez przeliczenia całej 
liczby. Dlatego też kody BCD dobrze nadają się do zastosowań, gdzie występuje czę-
sta potrzeba konwersji dwójkowo-dziesiętnej.

Przykład 3.2
Zapisać liczbę dziesiętną 7849(10) w spakowanym oraz niespakowanym formacie BCD.

W formacie spakowanym przechowywane są dwie cyfry dziesiętne w każdym 
bajcie:

7849(10) = 01111000  01001001(BCD).

W niespakowanym formacie BCD każdy bajt zawiera tylko jedną cyfrę dziesiętną, 
przy czym starsze cztery bity są wyzerowane:

7849(10) = 00000111  00001000  00000100  00001001(BCD). 

Przykład 3.3
Wyznaczyć wartość liczby dziesiętnej zapisanej w kodzie BCD: 0110011100100101(BCD).

Cechą charakterystyczną kodu BCD jest łatwa zamiana na system dziesiętny – 
wystarczy podzielić kod BCD na 4-bitowe grupy i przeliczyć każdą cyfrę oddzielnie:

0110011100100101(BCD) = 0110  0111  0010  0101(BCD) = 6725(10).

Na liczbach zakodowanych w kodzie BCD można wykonywać podstawowe 
operacje arytmetyczne, lecz algorytmy są bardziej skomplikowane niż w arytme-
tyce dwójkowej, gdyż wynik jest poddawany tzw. korekcji dziesiętnej. Konieczność 
korekcji dziesiętnej wynika z nadmiarowości kodu BCD – istnienia sześciu nadmia-
rowych kombinacji, które nie reprezentują cyfr dziesiętnych. Pokażemy, na czym 
polega korekcja dziesiętna przy wykonywaniu operacji dodawania oraz odejmowa-
nia liczb BCD.

Operacja dodawania liczb w kodzie BCD realizowana jest w dwóch etapach: 1) naj-
pierw wykonywane jest zwykłe binarne dodawanie formatów BCD, po czym 2) prze-
prowadzana jest korekcja dziesiętna. Korekcja dziesiętna po operacji dodawania polega 
na dodaniu wartości 6(10) (dwójkowo 0110(2)) do tych cyfr wyniku (4-bitowych kom-
binacji reprezentujących cyfrę dziesiętną), dla których spełniony jest przynajmniej 
jeden z poniższych warunków:
1)	 wartość otrzymanej cyfry wyniku jest większa od 9 (jedna z kombinacji 1010–1111); 
2)	 z danej cyfry dziesiętnej (4-bitowej) powstało przeniesienie przy dodawaniu.
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Przykład 3.4
Wykonać operację dodawania liczb 2659(10) i 4738(10) w kodzie BCD.

Operacja zaczyna się od wykonania zwykłego binarnego dodawania formatów BCD:
	 
	 0010  	0110  	 0101  	 1001 (BCD) 
+ 	 0100  	0111  	 0011  	1000 (BCD) 
     	 0110  	 1101  	1001  	0001 

Warunki korekcji dziesiętnej są spełnione dla dwóch cyfr wyniku (zostały pogru-
bione): najmłodsza cyfra wyniku 0001 powinna być skorygowana, ponieważ z cyfry 
powstało przeniesienie (zaznaczone strzałką) przy wykonywaniu binarnego doda-
wania, natomiast cyfra 1101 jest niedozwoloną kombinacją o wartości większej od 9. 
Po dodaniu wartości 0110(2) do tych dwóch cyfr i uwzględnieniu powstałych przenie-
sień otrzymamy prawidłowy wynik w kodzie BCD:

	 
	 0010	 0110  	 0101  	 1001 (BCD) 
+ 	 0100	 0111  	 0011  	1000 (BCD) 
     	 0110	 1101  	1001  	0001 
+ 	 0000	 0110  	 0000  	0110    	 korekcja dziesiętna
     	 0111  	 0011  	1001  	0111 (BCD) 

Operacja odejmowania liczb w kodzie BCD, podobnie jak dodawanie, jest wyko-
nywana w dwóch etapach: 1) zwykła operacja binarnego odejmowania formatów BCD, 
a następnie 2) korekcja dziesiętna wyniku. Korekcja dziesiętna po operacji odejmo-
wania polega w tym przypadku na odjęciu wartości 6(10) (dwójkowo 0110(2)) od tych 
cyfr wyniku (4-bitowych kombinacji reprezentujących cyfrę dziesiętną), dla których 
spełniony jest co najmniej jeden z poniższych warunków:
1)	 wartość otrzymanej cyfry wyniku jest większa od 9 (jedna z kombinacji 1010–1111); 
2)	 do danej cyfry dziesiętnej (4-bitowej) powstało zapożyczenie przy odejmowaniu 

binarnym.

Przykład 3.5
Wykonać operację odejmowania liczb 7286(10) i 3795(10) w kodzie BCD.

Najpierw należy wykonać zwykłe binarne odejmowanie kodów BCD:
       	 →      	 →
	 0111	 0010	 1000  0110 (BCD) 

− 	 0011	 0111	 1001  0101 (BCD) 
     	 0011	 101	 1111  0001 
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W następnym kroku sprawdza się warunki korekcji dziesiętnej, w tym przypadku 
są spełnione dla dwóch cyfr wyniku – 1010 oraz 1111. Dla każdej z tych cyfr zachodzą 
oba warunki: wartość cyfry jest większa od 9 oraz powstało zapożyczenie do cyfry 
dziesiętnej przy wykonywaniu binarnego odejmowania. Korekcja dziesiętna polega 
na odjęciu wartości 0110(2) od tych dwóch cyfr, co daje prawidłowy wynik w kodzie 
BCD:

 	 →   	 →     
	 0111  	 0010  	1000  	0110 (BCD) 

− 	 0011  	0111  	 1001  	0101 (BCD) 
     	 0011  	1010  	1111  	0001 

− 	 0000  	0110  	 0110  	 0000   	 korekcja dziesiętna
     	 0011  	0100  	1001  	0001 (BCD) 

W tabeli 3.1 przedstawione zostały różne odmiany kodów BCD, które wykorzy-
stują inne sposoby binarnego kodowania cyfr dziesiętnych.

TABELA 3.1. Różne odmiany kodów BCD

Cyfra dziesiętna BCD 8421 (NBCD) Excess–3 BCD 2421 (Aikena) BCD 84–2–1

0 0000 0011 0000 0000

1 0001 0100 0001 0111

2 0010 0101 0010 0110

3 0011 0110 0011 0101

4 0100 0111 0100 0100

5 0101 1000 1011 1011

6 0110 1001 1100 1010

7 0111 1010 1101 1001

8 1000 1011 1110 1000

9 1001 1100 1111 1111

W zamieszczonych w tabeli 3.1 kodach (oprócz kodu NBCD) można zauważyć 
symetrię – kody w dolnej części tabeli (cyfry 5–9) są lustrzanym odbiciem zanegowa-
nych kodów z górnej części tabeli (cyfry 0–4). Kody takie nazywane są kodami samo-
uzupełniającymi [10], czyli uzupełnienie do 1 (negacja) cyfr dwójkowych w tych kodach 
pozwala otrzymać uzupełnienie do 9 odpowiednich liczb dziesiętnych. Upraszcza 
to wykonywanie operacji arytmetycznych dodawania i odejmowania na tak zako-
dowanych liczbach.



27

3.1.3. Kod Graya

Kod Graya jest kodem dwójkowym bezwagowym, niepozycyjnym, który ma bardzo 
ważną właściwość – dwa kolejne słowa kodowe różnią się od siebie w zapisie tylko 
na 1 bicie [1]. Jest kodem cyklicznym, co oznacza, że ostatni i pierwszy wyraz kodu 
też spełniają zasadę różnicy tylko na 1 bicie. Oprócz tego jest kodem refleksyjnym, 
można dostrzec w tym kodzie symetrię. Słowa kodowe symetryczne względem osi 
tabeli kodów też różnią się od siebie stanem tylko jednego bitu. Cecha ta (różnica słów 
kodowych na 1 bicie) ma wiele zastosowań w technice cyfrowej, automatyce i robotyce.

Kod Graya dowolnego rozmiaru można skonstruować, wykorzystując właści-
wość refleksywności tego kodu (występującą w nim symetrię). Aby skonstruować 
n-bitowy kod Graya (listę kolejnych n-bitowych słów kodowych) na podstawie kodu 
(n − 1)-bitowego, należy postępować zgodnie z następującym algorytmem:
1)	 Do listy (n − 1)-bitowego kodu Graya dopisać te same słowa kodowe, ale w odwrot-

nej kolejności (odbicie lustrzane).
2)	 Uzupełnić słowa kodowe wartością starszego bitu: w tym celu do początkowych 

wyrazów dopisać starszy bit o wartości 0, natomiast do odbitych lustrzanie – bit 
o wartości 1.

Przykład 3.6
Skonstruować 4-bitowy kod Graya do zakodowania kolejnych wartości od 0 do 15.

Zaczynamy konstruowanie kodu od wypisania listy kodów 1-bitowych (są to kody 
0 i 1). Do listy kodów 1-bitowych dopisujemy te same słowa kodowe, lecz w odwrotnej 
kolejności, a następnie uzupełniamy starszy bit sekwencji kodowych zgodnie z algo-
rytmem. Wynik tworzenia 2-bitowego kodu można zaobserwować na rysunku 3.1.

RYS. 3.1. Tworzenie 2-bitowego kodu Graya

W podobny sposób tworzymy 3-bitowy kod na podstawie 2-bitowego. Do listy 
kodów 2-bitowych dopisujemy lustrzane odbicie słów kodowych i określamy war-
tości starszego bitu sekwencji kodowych, wpisując w starszym bicie 0 dla pierwszej 
połowy listy kodów oraz 1 – dla drugiej połowy (rysunek 3.2).
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RYS. 3.2. Tworzenie 3-bitowego kodu Graya

Powtarzając te czynności, otrzymamy kolejny wymiar kodu Graya tak, jak zostało 
to pokazane na rysunku 3.3.

RYS. 3.3. Konstruowanie 4-bitowego kodu Graya
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Konwersja pomiędzy binarnym zapisem liczby w NKB a kodem Graya wykony-
wana jest za pomocą prostych algorytmów, które wykorzystują operację bitową XOR. 

Do zamiany liczby binarnej na kod Graya służy następujący algorytm:
1)	 Liczbę binarną przesunąć o 1 bit w prawo, przy czym młodszy bit jest odrzucany, 

a w miejsce starszego bitu wpisywane jest 0. 
2)	 Wykonać operację XOR na poszczególnych bitach dwóch zapisów: liczby binarnej 

w NKB oraz liczby otrzymanej w wyniku przesunięcia. Wynikiem tej operacji 
jest kod Graya.

Przykład 3.7
Dokonać konwersji liczby dwójkowej 10100(2) na kod Graya.

Kod Graya otrzymamy w wyniku wykonania operacji XOR na zapisie dwójko-
wym liczby oraz jej bitowym przesunięciu o 1 bit w prawo:

10100 >> 1 = 01010

	 10100 (2)  
⊕	 01010 (>>1)
	 11110 (GRAY) 

Odwrotna konwersja, z kodu Graya na postać binarną liczby, jest realizowana 
za pomocą następującego algorytmu:
1)	 Przepisać najstarszy bit z kodu Graya do najstarszego bitu słowa dwójkowego. Bity 

te w obu kodach zawsze mają tę samą wartość.
2)	 W celu obliczenia każdej kolejnej cyfry liczby dwójkowej należy wykonać ope-

rację XOR na ostatnio wyznaczonej cyfrze w kodzie NKB oraz następnym bicie 
w zapisie kodu Graya.

Przykład 3.8
Zamienić kod Graya 1011(GRAY) na odpowiednią liczbę dwójkową.

Jedynkę z najstarszego bitu kodu Graya przepisujemy do najbardziej znaczącego 
bitu liczby dwójkowej. Kolejne cyfry liczby dwójkowej obliczamy, wykonując operację 
bitową XOR na ostatnio wyznaczonym bicie liczby dwójkowej oraz następnym bicie 
kodu Graya. Operacja konwersji kodów zobrazowana została na rysunku 3.4, gdzie 
za pomocą strzałek dwukierunkowych zaznaczone zostały bity, na których wykony-
wane są operacje XOR w kolejnych krokach realizacji algorytmu zamiany.
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RYS. 3.4. Konwersja kodu Graya na liczbę dwójkową

Wynik zamiany jest następujący: 1011(GRAY) = 1101(2). Należy zauważyć, że rozmiar 
bitowy kodu Graya zawsze jest taki sam, jak w przypadku zapisu dwójkowego – liczba 
w obu przypadkach zapisywana jest za pomocą takiej samej liczby bitów.

3.1.4. Kodowanie liczb całkowitych ze znakiem 

Do kodowania liczb ze znakiem służą specjalne kody, które pozwalają oprócz wartości 
liczby przechowywać także informację o znaku liczby. Do przedstawienia liczb cał-
kowitych ze znakiem stosowane są następujące kody binarne:
	y znak–moduł (ZM);
	y kody uzupełnieniowe (U1, U2);
	y kod spolaryzowany (z przesunięciem bias).

Znak liczby zwykle jest przechowywany w najstarszym bicie kodu. Wyjątek 
stanowi kod spolaryzowany, w którym nie wyróżnia się bitu znaku – liczby ujemne 
i dodatnie są wyrażane całą wartością kodu. 

3.1.5. Kod znak–moduł

W kodzie znak–moduł (ang. signed magnitude) liczba jest przedstawiana w natural-
nym kodzie dwójkowym NKB, przy czym w najstarszym bicie formatu kodowany 
jest znak: 0 – liczba dodatnia, 1 – liczba ujemna.
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RYS. 3.5. Kod znak–moduł

Wartość liczby w kodzie znak–moduł (ZM) wyraża następujący wzór:   

	
L cc

i

n

i
in= −( ) ⋅−

=

−

∑1 21

0

2

, 	 (3.1)

gdzie n – rozmiar (liczba bitów) formatu kodu.

W kodzie znak–moduł występują dwie reprezentacje liczby zero: zero dodatnie 
+0 (00000…00) oraz zero ujemne –0 (10000…00). 

Zakres reprezentacji liczb w kodzie ZM w n-bitowym formacie wynosi:  

	 � � � � �� �2 1 2 11 1n nL .

Przykład 3.9
Określić zakres reprezentacji liczb w kodzie ZM w 8-bitowym formacie.

Minimalna liczba, którą można przedstawić w 8-bitowym formacie, wynosi 
−27 + 1 = −128 + 1 = −127, natomiast maksymalna wartość, którą można zapisać 
w 8-bitowym kodzie ZM, to 27 − 1 = 128 − 1 = 127. Zakres reprezentacji wynosi 

− 127 ≤ L ≤ 127 i jest symetryczny względem zera.
Binarna reprezentacja najmniejszej liczby w 8-bitowym kodzie ZM to 11111111(ZM), 

natomiast maksymalna wartość jest reprezentowana kodem 01111111(ZM).

Przykład 3.10
Przedstawić liczby dziesiętne −20(10) oraz +20(10) w kodzie ZM w 8-bitowym formacie.

W obu przypadkach liczba przechowywana jest w postaci zakodowanego dwój-
kowo (w kodzie NKB) modułu liczby, zapisanego na 7 bitach 0010100, natomiast 
w starszym bicie formatu zakodowany jest znak liczby.

+20(10) = 00010100(ZM)
−20(10) = 10010100(ZM)

Jak można zauważyć, reprezentacje liczb przeciwnych w kodzie ZM różnią się jedy-
nie bitem znaku. Oznacza to, że wyznaczenie liczby przeciwnej w kodzie znak–moduł 
sprowadza się do negacji bitu znaku.
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Przykład 3.11
Obliczyć wartość liczby dziesiętnej zakodowanej w 8-bitowym kodzie ZM: 10110110(ZM).

Na podstawie wartości starszego bitu kodu można stwierdzić, że jest to liczba 
ujemna. Na pozostałych bitach formatu zapisany jest moduł liczby w kodzie NKB, 
więc można tu zastosować zwykłą metodę konwersji dwójkowo-dziesiętnej. Do rozko-
dowania liczby można też wykorzystać wzór (3.1), pozwala on wyznaczyć znak liczby 
oraz przeliczyć wartość liczby z systemu binarnego na dziesiętny:

10110110(ZM) = (−1)1 ⋅ (1 ⋅ 25 + 1 ⋅ 24 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21) = − (32 + 16 + 4 + 2) = −54.

Kod ZM charakteryzuje się prostym, logicznym sposobem kodowania liczb ze zna-
kiem, natomiast wykonanie podstawowych operacji arytmetycznych (dodawania 
i odejmowania) na takich kodach jest utrudnione. Algorytmy wykonania operacji 
dodawania oraz odejmowania w kodzie znak–moduł są skomplikowane, ponieważ 
wymagają analizy znaków liczb uczestniczących w operacji. W celu uproszczenia 
operacji arytmetycznych na liczbach ze znakiem stosowane są kody oparte na uzu-
pełnieniach liczb.

3.1.6. Uzupełnienia liczb

W pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie P definiuje się dwa rodzaje uzupeł-
nień [9]:
1)	 uzupełnienie P-te:

	 L P Ln= −  dla L ≠ 0 ,   	 (3.2)

	
L = 0  dla L = 0 ;               

2)	 uzupełnienie (P−1)-sze:

	 L P L Pn i� � � ,

gdzie n – liczba cyfr w zapisie części całkowitej, i – numer pozycji najmłodszej cyfry 
w zapisie liczby.

Uzupełnienie P-te (oznaczymy jako UP) można uzyskać przez dodanie wartości 
Pi do uzupełnienia (P−1)-go (oznaczymy je jako UP−1), czyli dodanie jedynki do naj-
mniej znaczącej cyfry w zapisie liczby:

	 L L Pi= + .
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Można też zauważyć, że dwukrotne uzupełnienie danej liczby pozwala uzyskać 
jej pierwotną wartość, jest to sprawiedliwe dla obu uzupełnień – UP  oraz UP−1:

	
P L P P L Ln n n− = − −( ) = ,           	         (3.3)

	
P L P P P L P P Ln i n n i i� � � � � �� �� � .                                                

Wyznaczenie uzupełnienia z definicji (3.2) jest stosunkowo trudne, wiąże się 
z wykonaniem operacji odejmowania na całej liczbie. Obliczenie uzupełnień można 
uprościć, stosując następującą metodę – uzupełnienie UP−1 można otrzymać przez odję-
cie każdej cyfry liczby L od wartości (P−1), wykonując przy tym operacje na poszcze-
gólnych cyfrach. Aby wyznaczyć uzupełnienie UP, wystarczy dodać 1 do najmłodszej 
cyfry uzupełnienia UP−1  (wartość Pi).

Przykład 3.12
Obliczyć uzupełnienia U13 i U14 liczby w systemie czternastkowym 2A7C,D15(14).

Uzupełnienie U13 możemy wyznaczyć, dopełniając każdą cyfrę oddzielnie do war-
tości 13. Jeśli do tak obliczonego uzupełnienia U13 dodamy 1 do najmłodszej cyfry, 
otrzymamy uzupełnienie U14.

	 2 	A 	7 	C , 	D 	1 	5 (14)
	 B 	3 	 6 	1 , 	0 	 C 	8 (U13)
	 +  				      	 1
	 B 	3 	 6 	1 , 	0 	 C 	9 (U14) 

W systemie dwójkowym dopełnienie poszczególnych cyfr liczby do wartości P−1 
(czyli do 1) sprowadza się do bardzo prostej operacji – negacji bitów.

Przykład 3.12
Obliczyć uzupełnienia U1 i U2 liczby w systemie dwójkowym 1001011000(2).

Uzupełnienie U1 liczby dwójkowej otrzymamy, wykonując negację wszystkich 
cyfr liczby. Następnie, jeśli dodamy jedynkę do najmłodszej cyfry uzupełnienia U1, 
otrzymamy uzupełnienie U2 liczby:

	 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 (2)
	 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 (U1)
	 +                          1
	 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 (U2) 
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Z powyższych obliczeń wynika inny, szybki sposób wyznaczania uzupełnienia U2 – 
zaczynając od prawej strony, należy przepisać bez zmian wszystkie cyfry do pierw-
szej jedynki włącznie, a pozostałe cyfry liczby zanegować:

1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 (2)
0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 (U2) 

Uzupełnienia liczb dwójkowych znalazły zastosowanie w arytmetyce komputero-
wej. Ze względu na możliwość wykonywania operacji dodawania i odejmowania bez 
analizy znaków operandów pozwalają one w znacznym stopniu uprościć algorytmy 
realizacji podstawowych operacji arytmetycznych. Ponadto uzupełnienia umożliwiają 
sprowadzenie operacji odejmowania do równoważnej operacji dodawania, co pozwala 
wykonywać obie te operacje na jednym układzie sumatora, a tym samym przyczy-
niają się do uproszczenia budowy jednostki arytmetyczno–logicznej.

3.1.7. Kod U1 (uzupełnienia do jedynki)

W kodzie U1 liczby dodatnie kodujemy w inny sposób niż ujemne. Liczby dodatnie 
zapisywane są w naturalnym kodzie dwójkowym NKB, przy czym najstarszy bit for-
matu jest traktowany jako bit znaku, który w tym przypadku ma wartość 0. Natomiast 
liczby ujemne są przechowywane w postaci uzupełnienia U1 (negacja bitowa), bit 
znaku ustawiony jest wtedy na 1.

RYS. 3.6. Kod U1

Wartość liczby w kodzie U1 opisuje następujący wzór:  

	 L c cn
n

i

n

i
i= ⋅ − +( )+ ⋅−

−

=

−

∑1
1

0

2

2 1 2 , 	 (3.4)

gdzie n – rozmiar formatu kodu.

W kodzie U1 występują dwie reprezentacje liczby zero: zero dodatnie +0 
(00000…00) oraz zero ujemne –0 (11111…11). 

Zakres reprezentacji liczb w kodzie U1 w n-bitowym formacie wynosi:

	 � � � � �� �2 1 2 11 1n nL .
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Przykład 3.12
Określić zakres reprezentacji liczb w kodzie U1 w 8-bitowym formacie.

Minimalna liczba, którą można przedstawić w 8-bitowym formacie, wynosi 
−27+1 = −128 + 1 = −127, zaś maksymalna wartość, którą można zapisać w 8-bito-
wym kodzie U1, to 27−1 = 128 − 1 = 127. Zakres reprezentacji jest symetryczny wzglę-
dem zera i wynosi: −127 ≤ L ≤ 127.

Binarna reprezentacja najmniejszej liczby w 8-bitowym kodzie U1 to 10000000(U1), 
natomiast maksymalna wartość jest reprezentowana kodem 01111111(U1).

Przykład 3.13
Przedstawić liczby dziesiętne +20(10) oraz −20(10) w kodzie U1 w 8-bitowym formacie.

Liczba dodatnia +20(10) w kodzie U1 zapisywana jest w zwykłej postaci dwójkowej 
(NKB), gdzie najstarszy bit formatu o wartości 0 określa dodatni znak liczby.  

+20(10) = 00010100(U1)

Liczba ujemna −20(10) przedstawiana jest w postaci uzupełnienia U1, czyli może 
być obliczona z kodu NKB liczby przez negację wszystkich bitów. Najstarszy bit także 
pełni tu funkcję bitu znaku, przy czym jedynka w starszym bicie formatu jest atry-
butem liczby ujemnej.

−20(10) = 11101011(U1)

Z powyższego przykładu można wywnioskować, że liczbę przeciwną w kodzie 
U1 można wyznaczyć, negując wszystkie bity kodu, czyli obliczając uzupełnienie U1 
od tego kodu. 

Przykład 3.14
Obliczyć wartość liczby dziesiętnej zakodowanej w 8-bitowym kodzie U1: 11010110(U1).

Zamianę zaczynamy od analizy starszego bitu kodu, który wskazuje na to, że liczba 
jest ujemna i zapisana została w postaci uzupełnienia U1. Korzystając z właściwo-
ści (3.3), która mówi o tym, że obliczenie uzupełnienia od uzupełnienia daje nam 
pierwotną wartość liczby, zanegujemy wszystkie bity kodu (czyli obliczymy uzupeł-
nienie U1). W wyniku otrzymamy moduł liczby w kodzie NKB, który przeliczamy 
na system dziesiętny jako zwykłą liczbę dwójkową. Należy pamiętać o dopisaniu 
znaku minusa, który zmieniliśmy na przeciwny przy obliczaniu uzupełnienia U1:

11010110(U1) = − 00101001(NKB) = − (1 ∙ 25 + 1 ∙ 23 + 1 ∙ 20) = − (32 + 8 + 1) = −41.

Do rozkodowania liczby można też wykorzystać wzór (3.4), jednak łatwo jest 
zauważyć, że obliczenia w tym przypadku będą bardziej skomplikowane.
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3.1.8. Kod U2 (uzupełnień do dwóch)

W kodzie U2 liczby dodatnie zapisywane są w naturalnym kodzie dwójkowym NKB, 
gdzie najstarszy bit formatu jest traktowany jako bit znaku (dla liczby dodatniej 
ma wartość 0). Natomiast liczby ujemne są przechowywane w postaci uzupełnienia 
U2, bit znaku ustawiony jest wtedy na 1.

RYS. 3.7. Kod U2

Wartość liczby w kodzie U2 opisuje następujący wzór:

	 L c cn
n

i

n

i
i= ⋅ −( )+ ⋅−

−

=

−

∑1
1

0

2

2 2 , 	 (3.5)

gdzie n – rozmiar formatu kodu.

W kodzie U2 występuje jedna reprezentacja liczby zero – 00000…00(U2). 
Zakres reprezentacji liczb w kodzie U2 jest niesymetryczny i wynosi dla n-bito-

wego formatu: 

	 � � � �� �2 2 11 1n nL .

Przykład 3.15
Określić zakres reprezentacji liczb w kodzie U2 w 8-bitowym formacie.

Minimalna liczba, którą można przedstawić w kodzie U2 w 8-bitowym formacie, 
wynosi −27 = −128, natomiast maksymalna wartość, którą można zapisać w 8-bitowym 
kodzie U2, to 27 − 1 = 128 − 1 = 127. Zakres reprezentacji wynosi −128 ≤ L ≤ 127, jest 
niesymetryczny względem zera, ponieważ nie istnieje liczba przeciwna do najmniejszej.

Binarna reprezentacja najmniejszej liczby w 8-bitowym kodzie U2 to 10000000(U2), 
natomiast maksymalna wartość jest reprezentowana kodem 01111111(U2).

Przykład 3.16
Przedstawić liczby dziesiętne +20(10) oraz −20(10) w kodzie U2 w 8-bitowym formacie.

Liczba dodatnia w kodzie U2 zapisywana jest w postaci dwójkowej (NKB), gdzie 
najstarszy bit (c7 = 0) reprezentuje znak liczby, w tym przypadku jest dodatni.
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+20(10) = 00010100(U2)

Liczba ujemna przedstawiana jest w postaci uzupełnienia U2, które obliczamy 
na podstawie kodu NKB przez negację wszystkich bitów i następnie dodanie 1 do bitu 
najmłodszego. Najstarszy bit także pełni tu funkcję bitu znaku, po obliczeniu uzu-
pełnienia U2 jego wartość zostanie zmieniona na 1.

−20(10) = 11101100(U2)

Porównując otrzymane kody, możemy zaobserwować, że liczbę przeciwną w kodzie 
U2 można wyznaczyć, obliczając uzupełnienie U2 dla zakodowanej liczby. 

Przykład 3.17
Obliczyć wartość liczby dziesiętnej zakodowanej w 8-bitowym kodzie U2: 10111000(U2).

Ze względu na jedynkę w najstarszym bicie kodu możemy wywnioskować, że jest 
to liczba ujemna, a więc przechowywana w postaci uzupełnienia U2. Ponownie obli-
czając uzupełnienie U2 dla zakodowanego słowa, otrzymamy moduł liczby w kodzie 
NKB, który łatwo jest przeliczyć na system dziesiętny. Do uzyskanego wyniku należy 
dopisać znak minus, pamiętając, że znak został zmieniony na przeciwny przy obli-
czeniu uzupełnienia U2: 

10111000(U2) = − 01001000(NKB) =  − (1 ∙ 26 + 1 ∙ 23) = − (64 + 8) = −72.

W celu rozkodowania liczby można również skorzystać ze wzoru (3.5), jednak 
obliczenia w tym przypadku będą bardziej skomplikowane.

3.1.9. Kod spolaryzowany (z przesunięciem bias)

W kodzie spolaryzowanym (inaczej nazywany jest kodem z przesunięciem bias, ang. 
biased) kodowanie realizujemy przez zwiększenie liczby o wartość przesunięcia bias. 
Jego wartość zależy od rozmiaru kodu i jest obliczana według następującego wzoru:

bias = 2 11n− − ,  

gdzie n – rozmiar formatu kodu.

Tak dobrana wartość przesunięcia zapewnia prawie symetryczny (względem 0) 
zakres reprezentacji liczb dodatnich i ujemnych. W kodzie z przesunięciem bias 
dla n-bitowego formatu zakres reprezentacji liczb wyznaczany jest następująco:  

� � � �� �2 1 21 1n nL .
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Przykład 3.18
Określić zakres reprezentacji liczb w kodzie z przesunięciem bias w 8-bitowym formacie.

Minimalna liczba, którą można przedstawić w 8-bitowym kodzie z przesunię-
ciem bias, wynosi −27 + 1 = −127, natomiast maksymalna wartość to 27 = 128. Zakres 
reprezentacji liczb określany jest następująco: −127 ≤ L ≤ 128.

Binarna reprezentacja najmniejszej liczby w 8-bitowym kodzie to 00000000(biased), 
z kolei maksymalna wartość jest reprezentowana kodem 11111111(biased). Warto zauwa-
żyć, że przesunięcie bias ma następującą postać dwójkową – 01111111(biased) (ten kod 
odpowiada także liczbie 0 zakodowanej w kodzie z przesunięciem bias). Niezależnie 
od rozmiaru kodu postać dwójkowa przesunięcia bias zawsze zawiera 0 w starszym 
bicie, przy tym pozostałe cyfry są jedynkami.

W tabeli 3.2 przedstawiony został 4-bitowy kod spolaryzowany. Kodowanie liczb 
w tym kodzie wykonywane jest za pomocą przesunięcia bias, które w danym przy-
padku wynosi 2(4−1) − 1 = 7, czyli liczby są kodowane przez zwiększenie ich wartości o 7.

TABELA 3.2. Czterobitowy kod spolaryzowany
Liczba dziesiętna Kod z przesunięciem bias

−7 0000

−6 0001

−5 0010

−4 0011

−3 0100

−2 0101

−1 0110

0 0111

1 1000

2 1001

3 1010

4 1011

5 1100

6 1101

7 1110

8 1111

Kod z przesunięciem bias ma bardzo ważną właściwość, a mianowicie monoto-
niczność zapisu. Oznacza to, że kolejnym wartościom kodów od najmniejszej do naj-
większej odpowiada monotoniczny zakres wartości liczbowych, co możemy zaobser-
wować na przykładzie kodu z tabeli 3.2.
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W kodzie spolaryzowanym nie jest wyróżniany bit znaku – liczby dodatnie 
i ujemne przedstawiane są całą wartością kodu. Wszystkie wartości kodu mniej-
sze od przesunięcia bias (01111…11) reprezentują liczby ujemne, natomiast większe – 
liczby dodatnie. Możemy zauważyć w tabeli 3.2, że liczby ujemne w tym kodzie zawsze 
mają w starszym bicie 0, z kolei kody liczb dodatnich zawsze zaczynają się od 1. Mimo 
wszystko starszy bit w kodzie spolaryzowanym nie jest bitem znaku, chociaż siłą rze-
czy informuje nas o tym, czy liczba jest dodatnia, czy ujemna.

Przykład 3.19
Przedstawić liczby dziesiętne +20(10) oraz −20(10) w 8-bitowym kodzie spolaryzowanym.

Kodowanie w kodzie spolaryzowanym polega na zwiększeniu liczby o wartość prze-
sunięcia bias. Wartość przesunięcia bias dla kodu 8-bitowego wynosi 2(8 − 1) − 1 = 127. 
Dodając przesunięcie do liczby, otrzymamy wartość kodu, którą należy następnie 
przedstawić dwójkowo.

+20(10) + 127(10) = 147(10) = 10010011(biased)

Obliczenia możemy wykonywać również w systemie dwójkowym, pamiętając 
o tym, że dwójkowa postać przesunięcia bias dla 8-bitowego kodu to 01111111:

		  0 0 0 1 0 1 0 0 
	 +	0 1 1 1 1 1 1 1 
		  1 0 0 1 0 0 1 1 (biased) 

Podobnie kodowana jest liczba ujemna: 
−20(10) + 127(10) = 107(10) = 01101011(biased)

Wykonując te same obliczenia w systemie dwójkowym, należy pamiętać, że liczbę 
ujemną trzeba odjąć od wartości przesunięcia: 

		  0 1 1 1 1 1 1 1 
	 −	0 0 0 1 0 1 0 0 
		  0 1 1 0 1 0 1 1 (biased) 

lub zastąpić operację odejmowania dodaniem uzupełnienia U2 liczby:

		  0 1 1 1 1 1 1 1 
	 +	1 1 1 0 1 1 0 0 
		  0 1 1 0 1 0 1 1 (biased) 



40

Przykład 3.20
Obliczyć wartość liczby dziesiętnej zakodowanej w kodzie z przesunięciem bias 
0111000(biased).

Aby rozkodować liczbę, należy obliczyć dziesiętną wartość kodu oraz zmniejszyć 
ją o wartość przesunięcia bias. Wartość przesunięcia bias obliczana jest na podsta-
wie rozmiaru kodu i w naszym przypadku wynosi: 2(7−1) − 1 = 63. 

0111000(biased) = 56(10) − 63(10) = −7(10).

Obliczenia można wykonywać także w systemie dwójkowym, przy czym wynik 
odejmowania otrzymany zostanie w kodzie U2, więc należy przeliczyć go na war-
tość dziesiętną: 

		  0 1 1 1 0 0 0  
	 −	 0 1 1 1 1 1 1  
		  1 1 1 1 0 0 1  (U2)  	 − 0 0 0 0 1 1 1(NKB) 	 −7(10)  

3.2. Zadania z rozwiązaniami
Zadanie 3.1
Przedstawić liczby dziesiętne 2378(10) oraz 5694(10) w spakowanym kodzie BCD i wyko-
nać operację dodawania liczb. Uzasadnić wykonanie korekcji dziesiętnej.

Konwersja liczb dziesiętnych na kod BCD nie sprawia żadnych trudności, wystar-
czy zakodować oddzielnie każdą cyfrę dziesiętną 4-bitowym kodem dwójkowym 
i przedstawić całość w formatach spakowanych. Operacja dodawania zaczyna się 
od binarnego dodawania otrzymanych formatów BCD. Następnie wynik binarnego 
dodawania poddawany jest korekcji dziesiętnej. W tym celu sprawdzane są warunki 
korekcji dziesiętnej dla poszczególnych 4-bitowych cyfr wyniku. 

Korekcja polega na dodaniu wartości 0110(2) do tych cyfr wyniku, dla których 
zachodzi przynajmniej jeden z warunków korekcji dziesiętnej (w naszym przykła-
dzie cyfry te zostały pogrubione). Cyfra 0000 powinna być skorygowana, ponie-
waż powstało z niej przeniesienie przy dodawaniu, z takim przeniesieniem z cyfry 
odchodzi 16 jedności zamiast 10, jak powinno być w arytmetyce dziesiętnej. W takim 
razie dodanie 0110(2) pozwoli otrzymać prawidłową wartość cyfry. W przypadku cyfr 
1010 i 1100 uzyskane zostały wartości powyżej 9, które nie reprezentują cyfr dzie-
siętnych. Dodanie 0110(2) pozwoli skorygować cyfry, a jednocześnie wymusza prze-
niesienia, które powinny były powstać, lecz nie powstały z powodu nadmiarowości 
kodu. Operację dodawania korekty wykonuje się na całej liczbie (nie na oddzielnych 
cyfrach), czyli przeniesienia, które powstają, są uwzględniane i dodawane do kolej-
nych cyfr BCD.
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   	 
	 0010  	0011  	0111  	 1000 (BCD) 
+ 	 0101  	 0110  	 1001  	0100 (BCD) 
     	 0111  	 1010  	0000	 1100 
+ 	 0000 	 0110	 0110  	 0110    	 korekcja dziesiętna
     	 1000	 0000	 0111  	 0010 (BCD) 

Zadanie 3.2
Wykonać operację odejmowania liczb przedstawionych w spakowanym kodzie BCD: 
0110010010000010(BCD) oraz 0011011101011001(BCD).

Operację wykonuje się w dwóch etapach: najpierw odejmowanie binarne kodów 
BCD, a następnie korekcję dziesiętną wyniku. Korekcja cyfry jest wymagana w przy-
padku, gdy otrzymana wartość cyfry wyniku jest większa od 9 lub do cyfry powstało 
zapożyczenie przy odejmowaniu binarnym. W naszym przykładzie warunki wyko-
nania korekcji dziesiętnej zachodzą dla dwóch cyfr, które zostały pogrubione (1101 
oraz 1001). Po odjęciu wartości 0110(2) od tych cyfr otrzymamy prawidłowy wynik 
operacji w kodzie BCD.

 	 →   	 →            
	 0110	 0100	 1000	 0010 (BCD) 

− 	 0011	 0111	 0101	 1001 (BCD) 
     	 0010	 1101	 0010	 1001 

− 	 0000	 0110	 0000	 0110      korekcja dziesiętna
     	 0010	 0111	 0010	 0011 (BCD) 

Zadanie 3.3
Zakodować liczbę dziesiętną 134(10) w kodzie Graya.

Konwersję liczby zaczynamy od zamiany na system dwójkowy: 134(10) = 10000110(2). 
Następnie możemy zastosować znany nam algorytm przeliczenia liczby dwójkowej 
na kod Graya, zgodnie z którym wykonujemy operację bitową XOR na zapisie dwój-
kowym liczby oraz zapisie przesuniętym o jeden bit w prawo. Wynikiem operacji 
XOR będzie kod Graya liczby 134(10):

	 10000110 (2)  
⊕	 01000011 (>>1)
	 11000101 (GRAY) 
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Zadanie 3.4
Obliczyć, jaka liczba dziesiętna zakodowana jest w podanym kodzie Graya 1100111(GRAY).

Na początku skorzystamy z algorytmu konwersji kodu Graya na system dwój-
kowy. Zgodnie z algorytmem starszy bit liczby przepisujemy bez zmian, a kolejne cyfry 
w zapisie dwójkowym obliczamy, wykonując operację XOR na ostatnio otrzymanym 
bicie liczby dwójkowej oraz następnym bicie w zapisie kodu Graya, aż do wyznacze-
nia ostatniego bitu słowa. Kody te mają jednakowe rozmiary bitowe.

1   1   0   0   1   1   1 (GRAY)

1   0   0   0   1   0   1 (2)

Następnie zamieniamy otrzymaną liczbę dwójkową na system dziesiętny:

1000101(2) = 1 ∙ 26 + 1 ∙ 22 + 1 ∙ 20  = 64 + 4 + 1 = 69(10).

Zadanie 3.5
Określić zakres reprezentacji w 10-bitowym formacie liczb bez znaku oraz zakodowa-
nych w kodzie znak–moduł, U1, U2 i z przesunięciem bias.

W 10-bitowym formacie można zapisywać liczby bez znaku z zakresu 0 ≤ L ≤ 1023. 
Natomiast zakres reprezentacji liczb ze znakiem w poszczególnych kodach wynosi: 

−511 ≤ L ≤ 511 – w kodach znak–moduł i U1; 
−512 ≤ L ≤ 511 – w kodzie U2;
−511 ≤ L ≤ 512 – w kodzie z przesunięciem bias. 

Zadanie 3.6
Przedstawić liczby dziesiętne 35(10) i −52(10) w 16-bitowych kodach ZM, U1, U2.

Ponieważ wszystkie wymienione kody są kodami dwójkowymi, zapiszemy naj-
pierw dwójkowe reprezentacje kodowanych liczb: 35(10) = 100011(2), 52(10) = 110100(2).

Liczba 35(10) jest liczbą dodatnią, dlatego we wszystkich kodach będzie reprezen-
towana w ten sam sposób – w naturalnym kodzie binarnym. Rozszerzenie liczby 
do rozmiaru formatu jest wykonywane nieznaczącymi zerami:

35(10) = 00000000 00100011(ZM) (U1) (U2)

Natomiast liczba ujemna −52(10) w każdym z kodów jest przedstawiana ina-
czej. Zapiszemy liczbę 52 na 16 bitach w kodzie NKB, ten zapis przyda nam się 
do kodowania:

52(10) = 00000000 00110100 (NKB)
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W kodzie znak–moduł liczbę przeciwną (czyli −52(10)) otrzymamy, zmieniając 
wartość starszego bitu kodu na 1:

−52(10) = 10000000 00110100 (ZM)

Aby przedstawić liczbę ujemną w kodach uzupełnieniowych U1 i U2, należy obli-
czyć dla 16-bitowego zapisu NKB uzupełnienie, odpowiednio U1 oraz U2:

−52(10) = 11111111 11001011 (U1)

−52(10) = 11111111 11001100 (U2)

Zadanie 3.7
Obliczyć dziesiętne wartości liczb zakodowanych w podanych kodach:

a)	 1000000000100111(ZM) 	 b)	 1111111111100010(U1)
c)	 0000000100100110(U2)	 d)	 1111111111110010(U2)

Uwzględniając zasady kodowania w poszczególnych kodach, przeliczymy podane 
kody na odpowiednie wartości dziesiętne:
a)	 w kodzie ZM oddzielnie rozkodowujemy znak zawarty w starszym bicie (jedynka 

oznacza znak minus), a następnie obliczamy wartość liczby (moduł liczby 
w tym kodzie zapisany jest w NKB):

1000000000100111(ZM) = − (1 ∙ 25 + 1 ∙ 22 + 1 ∙ 21 + 1 ∙ 20) = − (32 + 4 + 2 + 1) = −39;

b)	 liczbę ujemną zamieniamy na liczbę przeciwną, obliczając uzupełnienie U1 od kodu. 
W wyniku otrzymamy liczbę w NKB, którą przeliczamy na system dziesiętny 
i przypisujemy znak minus:

1111111111100010(U1) = − 0000000000011101(NKB) =  
− (1 ∙ 24 + 1 ∙ 23 + 1 ∙ 22 + 1 ∙ 20) = − (16 + 8 + 4 + 1) = −29;

c)	 w tym przypadku należy pamiętać, że liczby dodatnie w kodach uzupełnienio-
wych przechowywane są w NKB, więc przeliczamy liczbę z zapisu dwójkowego:

0000000100100110(U2) = 1 ∙ 28 + 1 ∙ 25 + 1 ∙ 22 + 1 ∙ 21 = 256 + 32 + 4 + 2 = 294;

d)	 zakodowana liczba jest ujemna, dlatego zamieniamy ją na kod NKB, obliczając 
uzupełnienie U2 (negacja wszystkich bitów plus 1):

1111111111110010(U2) = − 0000000000001110(NKB) = − (1 ∙ 23 + 1 ∙ 22 + 1 ∙ 21) = −14.

Zadanie 3.8
Znaleźć liczbę przeciwną do liczby 10010110(U1) zakodowanej w kodzie U1.

Liczbę przeciwną można wyznaczyć, obliczając uzupełnienie U1 dla podanego 
kodu, czyli wykonując negację poszczególnych bitów. Liczba przeciwna do 10010110(U1) 
to 01101001(U1).
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Zadanie 3.9
Znaleźć liczbę przeciwną do liczby 10010110(U2) zakodowanej w kodzie U2.

Liczbę przeciwną otrzymamy, jeśli dla kodu U2 obliczymy uzupełnienie U2. 
W tym celu należy zanegować wszystkie bity liczby, a następnie dodać 1 do najmłod-
szego bitu. Liczba przeciwna do 10010110(U2) to 01101010(U2).

Zadanie 3.10
Zakodować liczbę 27(10) w 6-bitowym, a liczbę −16(10) w 9-bitowym kodzie z przesunię-
ciem bias.

Najpierw obliczymy wartości przesunięcia bias potrzebne do zakodowania liczb. 
Wartość przesunięcia zależy od rozmiaru kodu: dla kodu 6-bitowego przesunięcie 
bias wynosi 2(6−1) −1 = 31, natomiast dla kodu 9-bitowego – 2(9−1) −1 = 255.

Kodowanie polega na zwiększeniu liczby o wartość przesunięcia oraz przedsta-
wieniu kodu w postaci binarnej:

27(10) + 31(10) = 58(10) = 111010(biased)

−16(10) + 255(10) = 239(10) = 011101111(biased)

Obliczenia można wykonywać także w systemie dwójkowym:

      	0 1 1 0 1 1 
+    	0 1 1 1 1 1 
      	1 1 1 0 1 0  (biased) 

      	0 1 1 1 1 1 1 1 1 
−    	 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
      	0 1 1 1 0 1 1 1 1 (biased) 

Zadanie 3.11
Obliczyć, jakie liczby dziesiętne są zakodowane w podanych kodach spolaryzowanych: 
10110(biased) oraz 011100111(biased).

Wyznaczymy przesunięcia, za pomocą których zakodowane są liczby. Pierwszy 
kod jest 5-bitowy, więc wartość przesunięcia bias wynosi 2(5−1) − 1 = 15, z kolei druga 
liczba zakodowana jest na 9 bitach za pomocą przesunięcia 2(9−1) − 1 = 255. Aby roz-
kodować liczby, należy od wartości kodu odjąć wartość przesunięcia bias:

10110(biased) = 24 + 22 + 21 = 16 + 4 + 2 = 22(10)

Zakodowana liczba to 22(10) − 15(10) = 7(10).

011100111(biased) = 27 + 26 + 25 + 22 + 21 + 20 = 128 + 64 + 32 + 4 + 2 + 1 = 231(10)

Zakodowana liczba to 231(10) − 255(10) = −24(10).
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3.3. Zadania do samodzielnego rozwiązania
Zadanie 3.12
Przedstawić liczby w spakowanym kodzie BCD i wykonać operację:

a)	 1836(10) + 5975(10) 	
b)	 7285(10) − 3796(10)	
c)	 3729(10) + 5867(10)
d)	 8925(10) − 3467(10)
e)	 0100011110000110(BCD) + 0011010110010011(BCD)
f)	 0111001001000101(BCD) − 0110011100110111(BCD)

Zadanie 3.13
Zakodować liczby dziesiętne w kodzie Graya:

a)	 25	 b)	 112 	 c)	 235	
d)	 97	 e)	 54 	 f)	 368

Zadanie 3.14
Jaka liczba dziesiętna zakodowana jest w kodzie Graya:

a)	 10001010	 b)	 1101011	 c)	 11000	
d)	 1000111101	 e)	 100111 	 f)	 11101110

Zadanie 3.15
Liczbę dziesiętną przedstawić w kodach ZM, U1, U2 w 16-bitowym formacie:

a)	 −168	 b)	 +99 	 c)	 −34	 d)	 −277	
e)	 −16 	 f)	 −159	 g)	 +300 	 h)	 −100

Zadanie 3.16
Obliczyć wartość liczby dziesiętnej zakodowanej w podanym kodzie:

a)	 10011101(ZM)	 b)	 1111111111001101(U1) 	 c)	 01100101(U2) 
d)	 1111111101110100(U2)	 e)	 1111111101010000(U2) 	 f)	 01000100(U2) 
g)	 00010011(U1)	 h)	 1000000101110010(ZM)

Zadanie 3.17
Wyznaczyć liczbę przeciwną do liczby zakodowanej w podanym kodzie:

a)	 1000111001001110(ZM)	 b)	 0001001110010011(U1) 	 c)	 1111000101100000(U2)
d)	 1110001110101110(U1) 	 e)	 0110110011001100(U2)	 f)	 0011011100100110(ZM)

Zadanie 3.18
Zakodować liczbę dziesiętną w kodzie z przesunięciem bias w formacie podanego 
rozmiaru:
a)	 +54 (9-bitowy)	 b)	 −125 (8-bitowy) 	 c)	 −17 (6-bitowy)	 d)	 +97 (10-bitowy)
e)	 −7 (5-bitowy)	 f)	 f−37 (7-bitowy)	 g)	 +12 (8-bitowy)	 h)	 −50 (9-bitowy)
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Zadanie 3.19
Jaka liczba dziesiętna jest zakodowana w kodzie z przesunięciem bias:

a)	 1000011010	 b)	 011101110 	 c)	 1001101 	 d)	 01101100 
e)	 10010	 f)	 001000	 g)	 10001101111	 h)	 01110001	
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4. Arytmetyka liczb w kodzie U2

4.1. Podstawy teoretyczne
Kod U2, ze względu na swoje właściwości, jest powszechnie stosowany do kodowa-
nia liczb całkowitych w systemach komputerowych. Został wybrany do reprezenta-
cji liczb całkowitych we wszystkich współczesnych procesorach, ponieważ pozwala 
w dużym stopniu uprościć algorytmy wykonywania podstawowych operacji arytme-
tycznych, takich jak dodawanie i odejmowanie.

4.1.1. Dodawanie liczb w kodzie U2

Algorytm dodawania liczb w kodzie U2 sprowadza się do zwykłego binarnego doda-
wania kodów U2, które odbywa się bez analizy znaków operandów. Jeśli przy wyko-
nywaniu dodawania powstanie przeniesienie ze starszego bitu, jest ono odrzucane. 
Operacja nie wymaga żadnych poprawek, powstaje od razu poprawny wynik zako-
dowany w kodzie U2. 

Przykład 4.1
Wykonać operację dodawania liczb −60(10) oraz +74(10) zakodowanych w kodzie U2 
w 8-bitowym formacie.

Zakodujemy podane liczby w 8-bitowym kodzie U2:
−60(10) = 00111100(NKB) = 11000100(U2)

+74(10) = 01001010(NKB) = 01001010(U2)

Wynik operacji binarnego dodawania 8-bitowych kodów U2 nie wymaga żad-
nych poprawek i jest przedstawiony w kodzie U2:

 	 1 1 0 0 0 1 0 0 
+ 	 0 1 0 0 1 0 1 0 
  	 0 0 0 0 1 1 1 0 (U2) 
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Dodawanie liczb w kodzie U2 zawsze daje poprawny wynik wtedy, gdy mieści 
się on w zakresie liczb dla danego formatu. Jeśli wynik wykracza poza zakres repre-
zentacji w formacie danego rozmiaru (jest wartością zbyt dużą lub zbyt małą, której 
nie można zapisać w formacie ograniczonego rozmiaru), powstaje sytuacja przepeł-
nienia (overflow).

Procesor wykrywa wystąpienie przepełnienia, analizując dwa przeniesienia, które 
mogą pojawić się przy wykonywaniu operacji dodawania, a mianowicie: przeniesie-
nie cl do bitu znaku oraz przeniesienie cz z bitu znaku. Jeśli powstaną oba przeniesie-
nia lub żadne, to wynik operacji jest poprawny. Natomiast wystąpienie tylko jednego, 
dowolnego z tych przeniesień, sygnalizuje sytuację przepełnienia. Należy zauważyć, 
że pojawienie się przeniesienia cz ze starszego bitu wyniku nie jest równoznaczne 
z powstaniem błędu przepełnienia. Jeśli przy tym jednocześnie powstało przeniesie-
nie cl do bitu znaku, otrzymany wynik jest poprawny.

Każdy procesor ma w swoim rejestrze znaczników f lagi, które sygnalizują, 
czy przy wykonaniu operacji powstało przeniesienie cz ze starszego bitu wyniku 
(znacznik CF – Carry Flag) oraz czy powstało przepełnienie (znacznik OF – Overflow 
Flag). Ustawienie samego znacznika CF = 1 nie sygnalizuje błędu wykonania ope-
racji, natomiast ustawiona flaga OF = 1 zawsze informuje o niepoprawnym wyniku 
operacji na skutek wystąpienia przepełnienia. Wartość flagi OF jest określana wzo-
rem OF = cz ⊕ cl.

Przykład 4.2
Wykonać operację dodawania liczb −60(10) oraz −74(10) zakodowanych w kodzie U2 
w 8-bitowym formacie.

Zakodujemy podane liczby w 8-bitowym kodzie U2:

−60(10) = 00111100(NKB) = 11000100(U2)

−74(10) = 01001010(NKB) = 10110110(U2)

W tym przypadku przy dodawaniu kodów U2 wystąpiło przepełnienie, wynik 
operacji nie mieści się w 8-bitowym formacie.

	 
	 1 1 0 0 0 1 0 0  
+	 1 0 1 1 0 1 1 0  
 	 0 1 1 1 1 0 1 0  (U2) 	 OF = 1 	 OF = cz ⊕ cl = 1 ⊕ 0 = 1

4.1.2. Odejmowanie liczb w kodzie U2

Uzupełnienie U2 pozwala sprowadzić operację odejmowania liczb do równoważ-
nej operacji dodawania i, co za tym idzie, wykonywać obie operacje na tym samym 
układzie sumatora. 
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Zamiast odejmowania liczby wykonuje się dodawanie liczby przeciwnej (obli-
czanej jako uzupełnienie U2). Błąd przepełnienia wykrywany jest w podobny spo-
sób, jak w przypadku dodawania, na podstawie analizy przeniesień do i z bitu znaku.

Przykład 4.3
Wykonać operację odejmowania liczb −60(10) oraz −74(10) zakodowanych w kodzie U2 
w 8-bitowym formacie.

Liczby przedstawimy w 8-bitowych kodach U2:

−60(10) = 00111100(NKB) = 11000100(U2)

−74(10) = 01001010(NKB) = 10110110(U2)

Operacja odejmowania liczb sprowadzana jest do dodawania liczby przeciwnej:  
−60(10) − (−74(10)) = −60(10) + 74(10). Aby wyznaczyć liczbę przeciwną do odjemnika, należy 
obliczyć jego uzupełnienie U2:

−74(10) = 10110110(U2)

+74(10) = 01001010(U2)

Tak zrealizowane dodawanie binarne pozwala otrzymać wynik odejmowania 
liczb w kodzie U2:

	 
  	 1 1 0 0 0 1 0 0  	 −60(10)
+ 	 0 1 0 0 1 0 1 0  	 +74(10)
  	 0 0 0 0 1 1 1 0  (U2)	 OF = cz ⊕ cl = 1 ⊕ 1 = 0

4.1.3. Algorytmy mnożenia liczb w kodzie U2

Mnożenie liczb w kodzie U2 wymaga zastosowania specjalnych algorytmów, które 
wprowadzają poprawki na ujemne operandy, ponieważ w przypadku ujemnego ope-
randu, w mnożeniu uczestniczy nie sama liczba, a jej uzupełnienie. W zależności 
od algorytmu poprawki mogą być wprowadzane w trakcie mnożenia lub po jego 
zakończeniu. 

Omówimy wybrane sekwencyjne algorytmy mnożenia liczb w kodzie U2:
	y algorytm powielonego znaku;
	y algorytm Robertsona;
	y algorytm Bootha.
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Algorytm powielonego znaku
Zgodnie z algorytmem powielonego znaku operandy operacji (mnożna oraz mnoż-
nik) są rozszerzane znakiem do rozmiaru dwa razy większego. Tak rozszerzone ope-
randy należy pomnożyć binarnie, a w rezultacie otrzymany zostanie wynik mnoże-
nia zakodowany w kodzie U2. Rozmiar bitowy wyniku zwykle jest dwa razy większy 
od rozmiaru operandów. Rozszerzenie znakiem nie zmienia wartości liczb w kodzie 
U2, natomiast takie rozszerzenie wprowadza w trakcie mnożenia poprawkę na ujemne 
operandy.

Przykład 4.4
Wykonać operację mnożenia liczb +9(10) oraz −11(10) zakodowanych w kodzie U2 w 5-bito-
wym formacie za pomocą algorytmu powielonego znaku.

Zaczniemy od zapisu liczb w 5-bitowych kodach U2:

+9(10) = 01001(NKB) = 01001(U2)

−11(10) = 01011(NKB) = 10101(U2)

Zakodowane operandy rozszerzane są do 10-bitowego rozmiaru poprzez powie-
lenie bitu znaku na wszystkie dodatkowe pozycje: 

+9(10) = 00000 01001(U2)

−11(10) = 11111 10101(U2)

Wynik binarnego mnożenia rozszerzonych operandów ograniczony zostanie 
10-bitowym rozmiarem formatu, bity wykraczające poza tę długość są ignorowane. 
Wynik mnożenia otrzymujemy w kodzie U2:

	 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1  	 + 9(10)
*	 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1  	 −11(10)
	 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
	 0 0 0 0 1 0 0 1
	 0 0 1 0 0 1
	 0 1 0 0 1     
	 1 0 0 1
	 0 0 1     
	 0 1
+	 1                            
	 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1  (U2) 	 − 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 (2) = −99(10)
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Algorytm Robertsona
Algorytm Robertsona wyprowadzany jest z następującego wzoru:

	 A B A b A bn
n

i

n

i
i⋅ = ⋅ ⋅ −( )+ ⋅ ⋅−

−

=

−

∑1
1

0

2

2 2 , 	 (4.1)

gdzie A i B – operandy operacji mnożenia (liczby zakodowane w kodzie U2), n – roz-
miar operandów. Mnożnik B zastąpiony został we wzorze wyrażeniem (3.5) opisują-
cym wartość liczby w kodzie U2.

Wzór (4.1) przedstawia sposób obliczenia iloczynu liczb w kodzie U2, wyraże-
nie  zawiera dwa składniki: pierwszy określa poprawkę korekcyjną wprowadzaną 
dla ujemnego mnożnika (poprawka przyjmuje wartość zerową, jeśli mnożnik jest 
dodatni, ze względu na wartość bitu znaku bn−1 = 0); drugi składnik odpowiada mno-
żeniu mnożnej A przez mnożnik pozbawiony znaku.

Wzór (4.1) wyznacza dwa etapy wykonania algorytmu Robertsona:
1)	 mnożenie mnożnej A przez mnożnik pozbawiony znaku; należy przy tym pamię-

tać o rozszerzaniu iloczynów częściowych znakiem do rozmiaru bitowego wyniku;
2)	 dodanie poprawki korekcyjnej o wartości −A ∙ 2n−1; poprawka jest niezerowa 

wyłącznie dla mnożnika ujemnego.

Przykład 4.5
Wykonać operację mnożenia liczb +9(10) oraz −11(10) zakodowanych w 5-bitowym kodzie 
U2 za pomocą algorytmu Robertsona.

Zapiszemy liczby w 5-bitowych kodach U2:

+9(10) = 01001(NKB) = 01001(U2)

−11(10) = 01011(NKB) = 10101(U2)

Na pierwszym etapie algorytmu wykonywane jest binarne mnożenie mnożnej 
przez mnożnik z wyzerowanym bitem znaku. Niezerowe iloczyny częściowe są roz-
szerzane bitem znaku do rozmiaru dwa razy większego od rozmiaru operandów. 
W naszym przykładzie wykonuje się rozszerzenie zerami do rozmiaru 10-bitowego, 
jednak dopisane zera nie zmieniają wyniku operacji. W przypadku, gdy mnożna 
będzie ujemna, iloczyny częściowe uzupełniane są jedynkami.

	 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 	 + 9(10)
*	                 0 0 1 0 1	  mnożnik w kodzie U2 z wyzerowanym bitem znaku
	 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
+	 0 0 0 0 1 0 0 1       
	 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1  		
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Otrzymany iloczyn należy skorygować, dodając poprawkę obliczoną według 
wzoru −A ∙ 2n−1:

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1  	  A
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0  	  A ∙ 2n−1 = A ∙ 24  (przesunięcie o 4 bity w lewo)
1 1 0 1 1 1 0 0 0 0  	  −A ∙ 2n−1  (uzupełnienie U2)

Po dodaniu poprawki otrzymujemy wynik mnożenia w kodzie U2:

	 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1  
+	 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0
	 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1  (U2)      − 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 (2) = −99(10)	

Algorytm Bootha
W algorytmie Bootha analizowane są kolejne bity mnożnika, zaczynając od bitu naj-
mniej znaczącego. Każdy bit jest rozpatrywany wraz z bitem poprzedzającym (bitem 
sąsiednim po prawej stronie), przy czym dla bitu najmłodszego przyjmuje się, że bit 
poprzedzający ma wartość zerową. Liczba iteracji algorytmu odpowiada liczbie bitów 
mnożnika. Na każdej iteracji sprawdzana jest wartość kolejnej pary bitów:
a)	 jeśli bity mają takie same wartości (kombinacje 00 oraz 11), nie są wykonywane 

żadne działania na wyniku częściowym;
b)	 jeśli wystąpi kombinacja 01, do starszej części wyniku częściowego dodawana 

jest mnożna (+A); 
c)	 w przypadku kombinacji 10 od starszej części wyniku częściowego odejmowana 

jest mnożna (−A).

Pod koniec każdej iteracji wykonywane jest przesunięcie arytmetyczne wyniku 
częściowego o jeden bit w prawo, przy takim przesunięciu zwolnione bity są uzupeł-
niane bitem znaku.

Wynik mnożenia generuje się w parze rejestrów R i Q (rysunek 4.1), każdy z reje-
strów ma rozmiar n odpowiadający rozmiarowi operandów, natomiast wynik opera-
cji mnożenia będzie miał rozmiar 2n. Dodatkowy bit q−1 służy do przechowywania 
młodszego bitu analizowanej pary. 

RYS. 4.1. Rejestry wyniku operacji mnożenia

Na początku bity rejestru R oraz bit q−1 zostają wyzerowane, a do rejestru Q łado-
wany jest mnożnik. Mnożenie wykonuje się w n iteracjach, gdzie n określa rozmiar 
bitowy mnożnika. Na każdej iteracji analizowana jest para bitów mnożnika {q0, q−1} 
oraz wykonywana odpowiednia do ich wartości operacja. Każda iteracja kończy 
się przesunięciem arytmetycznym zawartości rejestrów {R, Q} o jeden bit w prawo. 
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W wyniku takiego przesunięcia młodszy bit q0 rejestru Q zapamiętywany jest w prze-
rzutniku q−1, natomiast w starszym bicie rn−1 rejestru R powiela się znak bieżącego 
wyniku częściowego. Schemat iteracji algorytmu mnożenia przedstawiony został 
na rysunku 4.2.

RYS. 4.2. Schemat iteracji algorytmu Bootha 

Przykład 4.6
Wykonać operację mnożenia liczb +9(10) oraz −10(10) zakodowanych w 5-bitowym kodzie 
U2 za pomocą algorytmu Bootha.

Zapiszemy liczby w 5-bitowych kodach U2:

+9(10) = 01001(NKB) = 01001(U2)

−10(10) = 01010(NKB) = 10110(U2)

Do wykonania operacji odejmowania mnożnej wyznaczymy także kod U2 liczby 
przeciwnej do mnożnej:

−9(10) = 10111(U2)

Algorytm mnożenia w naszym przykładzie składa się z pięciu iteracji, ze względu 
na 5-bitowy mnożnik. Za każdym razem analizowana jest para bitów {q0, q−1} i w zależ-
ności od ich stanu wykonuje się dodawanie mnożnej lub jej uzupełnienia U2 do zawar-
tości rejestru R, a w przypadku, gdy bity mają takie same wartości (kombinacje 
00 lub 11), nie jest realizowana żadna operacja. Każda iteracja kończy się wykona-
niem przesunięcia arytmetycznego o 1 bit w prawo na zawartości rejestrów R, Q 
oraz bicie q−1.
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	 R	 Q	 q−1
	 0 0 0 0 0   	1 0 1 1 0	 0	 {R, Q, q−1} – początkowe wartości
	 0 0 0 0 0   	0 1 0 1 1	 0	 1. iteracja, {q0, q−1} = 00, przesunięcie
+	 1 0 1 1 1                             	2. iteracja, {q0, q−1} = 10, −A 
	 1 0 1 1 1   	0 1 0 1 1	 0
	 1 1 0 1 1   	1 0 1 0 1	 1	 przesunięcie
	 1 1 1 0 1   	1 1 0 1 0 	 1  	 3. iteracja, {q0, q−1} = 11, przesunięcie
+	 0 1 0 0 1                             	4. iteracja, {q0, q−1} = 01, +A 
	 0 0 1 1 0   	1 1 0 1 0	 1
	 0 0 0 1 1   	0 1 1 0 1	 0	 przesunięcie	
+ 	 1 0 1 1 1                             	5. iteracja, {q0, q−1} = 10, −A 
	 1 1 0 1 0   	0 1 1 0 1	 0
 	 1 1 1 0 1   	0 0 1 1 0	 1	 przesunięcie
 	 1 1 1 0 1   	0 0 1 1 0 (U2)	  − 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 (2) = −90(10)	

Algorytm Bootha pozwala skrócić czas wykonania operacji mnożenia poprzez 
zmniejszenie liczby generowanych iloczynów częściowych. Jest to możliwe w przy-
padku, gdy mnożnik zawiera dłuższe sekwencje jedynek. Wtedy zamiast generowa-
nia iloczynów częściowych dla każdej jedynki zostaną wykonane tylko dwie operacje: 
odejmowanie mnożnej przy rozpoznaniu początku sekwencji jedynek (kombinacja 10) 
oraz dodawanie mnożnej przy napotkaniu końca sekwencji (kombinacja 01). Jednak 
w sytuacji, gdy zera i jedynki w mnożniku występują na zmianę (np. 01010101), zasto-
sowanie algorytmu Bootha jest bardzo niekorzystne, wymaga wykonania dwa razy 
więcej operacji niż w przypadku zwykłego binarnego mnożenia. Rozwiązać ten prob-
lem pozwala zmodyfikowany algorytm Bootha [5].

W każdej iteracji zmodyfikowanego algorytmu Bootha wykonywane jest mnoże-
nie jednocześnie przez dwa bity mnożnika, w tym celu analizowana jest para bitów 
mnożnika {q1, q0} wraz z bitem poprzedzającym q−1 (sąsiedni bit po prawej stronie). 
W tabeli 4.1 określone zostały operacje wykonywane dla każdej możliwej kombina-
cji bitów. Ze względu na jednoczesne mnożenie przez parę bitów każda iteracja koń-
czy się przesunięciem wyniku o 2 bity w prawo.

TABELA 4.1. Zmodyfikowany algorytm Bootha

q1 q0 q−1 Operacja

0 0 0 +0

0 1 0 +A

1 0 0 −2A

1 1 0 −A

0 0 1 +A

0 1 1 +2A
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q1 q0 q−1 Operacja

1 0 1 −A

1 1 1 +0

W tabeli 4.1 możemy zauważyć, że sytuacje, w których zera i jedynki występują 
na zmianę (kombinacje 010 oraz 101), nie powodują zwiększenia liczby wykonywa-
nych operacji. Podwojenie mnożnej (w przypadku kombinacji 100 i 011) realizowane 
jest przesunięciem bitowym mnożnej o jeden bit w lewo.

4.1.4. Algorytmy dzielenia

Dzielenie sekwencyjne jest operacją iteracyjną, która polega na powtarzającym się 
wykonaniu operacji przesunięcia i odejmowania. Cyfry ilorazu wyznaczane są poprzez 
porównywanie kolejnych reszt częściowych z dzielnikiem.

Przedstawimy zasady działania dwóch algorytmów dzielenia:
1)	 metody restytucyjnej (odtwarzającej);
2)	 metody nierestytucyjnej (nieodtwarzającej).

Metoda restytucyjna
W metodzie restytucyjnej porównywanie reszt częściowych z dzielnikiem odbywa się 
na zasadzie odejmowania dzielnika i badania znaku różnicy. W przypadku gdy róż-
nica jest ujemna, wykonywane jest odtwarzanie poprzedniej reszty częściowej przez 
dodanie dzielnika. Metoda restytucyjna służy do dzielenia liczb bez znaku. W przy-
padku zastosowania algorytmu do dzielenia liczb zakodowanych w kodzie U2 należy 
najpierw sprowadzić liczby do postaci modułów, a po wykonaniu dzielenia modułów 
liczb wynik z powrotem przedstawić w kodzie U2. 

Do przechowywania operandów służą n-bitowe rejestry R, Q i M (rysunek 4.3), 
gdzie n jest rozmiarem bitowym dzielnika. Na początku para rejestrów R i Q inicja-
lizowana jest dzielną, a do rejestru M ładowany jest dzielnik. Po zakończeniu dzia-
łania algorytmu w rejestrze Q otrzymujemy wynik dzielenia, natomiast w rejestrze 
R – resztę z dzielenia.

Algorytm dzielenia składa się z n iteracji, gdzie n jest liczbą bitów dzielnika. 
Schemat iteracji algorytmu dzielenia liczb metodą restytucyjną przedstawiony został 
na rysunku 4.4. Każda iteracja zaczyna się od przesunięcia logicznego zawartości 
rejestrów {R, Q} o 1 bit w lewo i wykonania próby odejmowania dzielnika od reje-
stru R. Jeśli wynik odejmowania jest nieujemny, do najmłodszego bitu w rejestrze Q 
zapisywana jest jedynka (q0 = 1). W przypadku gdy wynik odejmowania jest ujemny, 
przywracana zostaje zawartość rejestrów R i Q sprzed ostatniej operacji odejmowa-
nia (czyli z powrotem dodawany jest dzielnik), a do najmłodszego bitu wyniku wpi-
sywane jest zero (q0 = 0).
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RYS. 4.3. Rejestry algorytmu dzielenia

RYS. 4.4. Schemat iteracji algorytmu dzielenia metodą restytucyjną

Przykład 4.7
Wykonać operację dzielenia liczby +25(10) przez +6(10) za pomocą metody restytucyjnej, 
liczby zakodowane są w kodzie U2, rozmiar dzielnika wynosi n = 4.

Ponieważ liczby są dodatnie, metoda może być do nich bezpośrednio zastoso-
wana. Przedstawimy operandy w kodzie binarnym NKB:

+25(10) = 00011001(NKB) 

+6(10) = 0110(NKB) 

Dzielna 00011001(2) zapisywana jest do pary rejestrów {R, Q}, natomiast dzielnik 
0110(2) – do rejestru M. W każdej iteracji algorytmu po przesunięciu reszty częściowej 
o 1 bit w lewo wykonywana jest próba odejmowania mnożnika (w przykładzie odej-
mowanie zastąpione zostało dodaniem liczby przeciwnej). W przypadku gdy takie 
odejmowanie nie jest możliwe (wynik odejmowania jest ujemny), odtwarzana jest 
poprzednia zawartość rejestrów R i Q.
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	 R	 Q	 M = 0110 – dzielnik 	
	 0 0 0 1	 1 0 0 1 	 {R, Q} – dzielna
	 0 0 1 1    	0 0 1 0 	 1. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 0                    	−M 
	 1 1 0 1    	0 0 1 0    	q0 = 0, wynik ujemny
	 0 0 1 1    	0 0 1 0	 +M, odtwarzanie poprzedniego stanu rejestrów
	 0 1 1 0    	0 1 0 0 	 2. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 0                    	−M 
	 0 0 0 0    	0 1 0 1    	q0 = 1, wynik nieujemny
	 0 0 0 0    	1 0 1 0 	 3. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 0                    	−M 
	 1 0 1 0    	1 0 1 0   	q0 = 0, wynik ujemny
 	 0 0 0 0    	1 0 1 0	 +M, odtwarzanie poprzedniego stanu rejestrów
	 0 0 0 1    	0 1 0 0 	 4. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 0                    	−M 
	 1 0 1 1    	0 1 0 0  	 q0 = 0, wynik ujemny
	 0 0 0 1    	0 1 0 0	 +M, odtwarzanie poprzedniego stanu rejestrów

Po zakończeniu algorytmu w rejestrze R otrzymujemy resztę 0001(2) = 1(10), a w reje-
strze Q – wynik dzielenia 0100(2) = 4(10).

Metoda nierestytucyjna
Metoda nierestytucyjna pozwala przeprowadzać dzielenie liczb zakodowanych 
w kodzie U2. Wymagane jest, by operandy spełniały pewien warunek – muszą być 
zeskalowane tak, aby moduł dzielnej był mniejszy od modułu dzielnika (|A| < |B|). 
Takie skalowanie wykonywane jest przez przesuniecie jednego z operandów, wtedy 
wynik dzielenia powinien być przesunięty o tyle samo bitów, lecz w odwrotnym 
kierunku. 

Na każdym kolejnym kroku algorytmu porównywane są znaki dzielnika i bieżą-
cej reszty częściowej (pierwszą resztą częściową jest dzielna):  
	y jeśli znaki są zgodne, to od przesuniętej o 1 bit w lewo reszty częściowej odejmo-

wany jest dzielnik, a do wyniku dopisywany jest bit qi = 1; 
	y jeśli znaki są różne, to do przesuniętej o 1 bit w lewo reszty częściowej dodawany 

jest dzielnik, a do wyniku dopisywany bit qi = 0; 
	y wykonanie algorytmu się kończy, gdy kolejna reszta częściowa będzie równa 0 

lub gdy osiągnięta zostanie założona dokładność obliczeń; 
	y otrzymany wynik należy skorygować, dodając poprawkę o wartości –1 + 2–n, gdzie 

n – liczba obliczonych bitów wyniku.
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Przykład 4.8
Wykonać operację dzielenia liczb −

15
128 (10) i +

5
8 (10) zakodowanych w kodzie U2 

za pomocą metody nierestytucyjnej.

Zapiszemy operandy w kodzie U2:

−
15

128  (10) = 0,0001111(NKB) = 1,1110001(U2)

+
5
8  (10) = 0,101(NKB) = 0,101(U2)

Dla podanych operandów wymagany warunek zostaje spełniony – moduł dzielnej 
jest mniejszy od modułu dzielnika, więc skalowanie nie jest potrzebne. W każdej ite-
racji algorytmu porównywane są znaki reszty częściowej i dzielnika, wykonywana jest 
odpowiednia operacja (dodawanie lub odejmowanie dzielnika) i wyznaczane kolejne 
bity wyniku. Przebieg realizacji algorytmu dzielenia przedstawiony został poniżej:

		  +M = 0,101 – dzielnik 
		  −M = 1,011
	 1, 1 1 1 0 0 0 1 	 dzielna, znaki są różne
	 1, 1 1 0 0 0 1   	 1. iteracja,  przesunięcie
+	 0, 1 0 1                	+M 	 q0 = 0 (bit znaku)
	 0, 0 1 1 0 0 1  	 znaki są takie same
	 0, 1 1 0 0 1  	 2. iteracja,  przesunięcie
+ 	 1, 0 1 1                	−M 	 q1 = 1
	 0, 0 0 1 0 1 	 znaki są takie same
	 0, 0 1 0 1	 3. iteracja,  przesunięcie
+ 	 1, 0 1 1                	−M 	 q2 = 1
	 1, 1 0 1 1	 znaki są różne
	 1, 0 1 1	 4. iteracja,  przesunięcie
+	 0, 1 0 1                	+M 	 q3 = 0
	 0, 0 0 0    	

Zapisując bity qi w kolejności ich wyznaczania (q0, q1 q2 q3), otrzymamy wynik 
0,110. Należy go skorygować, dodając poprawkę równą –1 + 2–4 = 1,0001: 

   	 0, 1 1 0   
+	 1, 0 0 0 1     
	 1, 1 1 0 1  (U2) 	  − 0, 0 0 1 1 (2) = −

3
16 (10)	
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4.2. Zadania z rozwiązaniami
Zadanie 4.1
Wykonać operację dodawania liczb –50(10) oraz –78 (10) w 8-bitowym kodzie U2. Obliczyć 
wartość znacznika przepełnienia OF.

Liczby są przechowywane w 8-bitowych formatach w kodzie U2 w następującej 
postaci:

−50(10) = 00110010(NKB)= 11001110(U2)

−78(10) = 01001110(NKB)= 10110010(U2)

Binarne dodawanie kodów U2 pozwala uzyskać wynik operacji także zakodo-
wany w kodzie U2:

      1 1 0 0 1 1 1 0  
+    1 0 1 1 0 0 1 0  
      1 0 0 0 0 0 0 0  (U2) 

Sprawdzimy, czy nie wystąpił błąd zakresu, obliczając wartość znacznika 
przepełnienia: 

OF = cz ⊕ cl = 1 ⊕ 1 = 0. 

Analiza przeniesień cz i cl, pokazuje, że błąd przepełnienia w tym przypadku 
nie wystąpił, wynik obliczeń jest poprawny. Możemy zauważyć, że w wyniku wyko-
nania operacji otrzymaliśmy najmniejszą liczbę, którą można przedstawić w kodzie 
U2 w 8-bitowym formacie.

Zadanie 4.2
Wykonać operację odejmowania liczb +81(10) oraz −54(10) zakodowanych w kodzie U2 
w 8-bitowym formacie.

Liczby przedstawimy w 8-bitowych kodach U2:

+81(10) = 01010001(NKB) = 01010001(U2)

−54(10) = 00110110(NKB) = 11001010(U2)
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Odejmowanie w kodzie U2 sprowadzane jest do dodawania liczby przeciwnej: 
+81(10) − (−54(10)) = +81(10) + 54(10). Wyznaczymy liczbę przeciwną, obliczając uzupeł-
nienie U2 od jej kodu: 

−54(10) = 11001010 (U2)

+54(10) = 00110110(U2)

Dodawanie binarne liczby przeciwnej pozwala otrzymać wynik odejmowania liczb:

	 0 1 0 1 0 0 0 1  	+81(10)
+	 0 0 1 1 0 1 1 0  	+54(10)
	 1 0 0 0 0 1 1 1  	 OF = cz ⊕ cl = 0 ⊕ 1 = 1

Na podstawie analizy przeniesień (w tym przypadku powstało tylko jedno z prze-
niesień – do bitu znaku) można stwierdzić, że wystąpiło przepełnienie, więc obli-
czony wynik nie jest poprawny. Porównanie znaków operandów ze znakiem wyniku 
powinno nas zaniepokoić. Natomiast procesor nie analizuje znaków liczb, lecz sytu-
ację przepełnienia wykrywa na podstawie powstałych przeniesień.

Zadanie 4.3
Wykonać operację mnożenia liczb −20(10) oraz −9(10) zakodowanych w kodzie U2 w 6-bito-
wym formacie za pomocą:
a)	 algorytmu powielonego znaku;
b)	 algorytmu Robertsona;
c)	 algorytmu Bootha;
d)	 zmodyfikowanego algorytmu Bootha.

Zakodujemy liczby w kodzie U2 w 6-bitowym formacie:
−20(10) = 010100(NKB) = 101100(U2)

−9(10) = 001001(NKB) = 110111(U2)

a)	 algorytm powielonego znaku
Operandy są rozszerzane znakiem do 12-bitowego rozmiaru: 

−20(10) = 111111 101100 (U2)

−9(10) = 111111 110111 (U2)
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Binarne mnożenie rozszerzonych operandów daje nam wynik mnożenia zako-
dowany w kodzie U2:

	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 	 − 20(10)
*	 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 	 −9(10)
	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
	 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
	 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
	 1 1 1 0 1 1 0 0     
	 1 1 0 1 1 0 0
	 1 0 1 1 0 0
	 0 1 1 0 0
	 1 1 0 0
 	 1 0 0
	 0 0
+	 0                                  
	 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0  (U2) 	 +180(10)

Można zauważyć, że algorytm powielonego znaku jest bardzo czasochłonnym 
ze względu na dużą liczbę generowanych iloczynów częściowych.

b)	 algorytm Robertsona
Na pierwszym etapie algorytmu wykonywane jest mnożenie przez mnożnik pozba-
wiony znaku. Poszczególne iloczyny częściowe w takim mnożeniu binarnym rozsze-
rzane są znakiem do rozmiaru wyniku (w przypadku ujemnej mnożnej rozszerzenie 
wykonuje się jedynkami).

	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0  	− 20(10)
*	                    0 1 0 1 1 1	 mnożnik w kodzie U2 z wyzerowanym bitem znaku
	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
	 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
	 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
+	 1 1 1 0 1 1 0 0            
	 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 		

Na drugim etapie algorytmu obliczana jest poprawka według wzoru −A ∙ 2n−1:

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0  	 A
1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 	  A ∙ 2n−1 = A ∙ 25  (przesunięcie o 5 bitów w lewo)
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 	  −A ∙ 2n−1  (uzupełnienie U2)

Po dodaniu poprawki do wcześniej obliczonego iloczynu otrzymujemy wynik 
mnożenia w kodzie U2:

	 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0  
+	 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
	 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0  (U2) 	 +180(10)	
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c)	 algorytm Bootha
Na każdej z sześciu iteracji algorytmu mnożenia analizowana jest para bitów {q0, q−1} 
i w zależności od ich stanu wykonuje się odpowiednia operacja (dodawanie mnożnej 
+A = 101100(U2), odejmowanie mnożnej −A = 010100(U2) lub brak operacji), po czym 
realizowane jest przesunięcie arytmetyczne o 1 bit w prawo zawartości rejestrów R, 
Q wraz z bitem q−1.

	 R	 Q	 q−1
	 0 0 0 0 0 0   1 1 0 1 1 1   0	 {R, Q, q−1} – początkowe wartości
+	 0 1 0 1 0 0                           	 1. iteracja, {q0, q−1} = 10, −A 
	 0 1 0 1 0 0   1 1 0 1 1 1   0
	 0 0 1 0 1 0   0 1 1 0 1 1   1	 przesunięcie
	 0 0 0 1 0 1   0 0 1 1 0 1   1  	 2. iteracja, {q0, q−1} = 11, przesunięcie
	 0 0 0 0 1 0   1 0 0 1 1 0   1  	 3. iteracja, {q0, q−1} = 11, przesunięcie
+	 1 0 1 1 0 0                           	 4. iteracja, {q0, q−1} = 01, +A 
	 1 0 1 1 1 0   1 0 0 1 1 0   1
	 1 1 0 1 1 1   0 1 0 0 1 1   0	 przesunięcie	
+	 0 1 0 1 0 0                           	 5. iteracja, {q0, q−1} = 10, −A 
	 0 0 1 0 1 1   0 1 0 0 1 1   0
	 0 0 0 1 0 1   1 0 1 0 0 1   1	 przesunięcie
	 0 0 0 0 1 0   1 1 0 1 0 0   1  	 6. iteracja, {q0, q−1} = 11, przesunięcie
	 0 0 0 0 1 0   1 1 0 1 0 0   (U2)      +180(10)	

d)	 zmodyfikowany algorytm Bootha
Modyfikacja algorytmu polega na tym, że w każdej iteracji wykonuje się mnożenie 
przez dwa bity mnożnika naraz – analizowana jest trójka bitów {q1, q0, q−1}, a odpo-
wiednia operacja zostaje określona zgodnie z tabelą 4.1. Przesunięcie arytmetyczne 
na końcu każdej iteracji wykonywane jest o 2 bity w prawo, co wynika z mnożenia 
przez parę bitów jednocześnie.

	 R	 Q	 q−1
	 0 0 0 0 0 0   	1 1 0 1 1 1   0	 {R, Q, q−1} – początkowe wartości
+	 0 1 0 1 0 0                            	 1. iteracja, {q1, q0, q−1} = 110, −A 
	 0 1 0 1 0 0   	1 1 0 1 1 1   0
	 0 0 0 1 0 1   	0 0 1 1 0 1   1	 przesunięcie o 2 bity w prawo
+	1 0 1 1 0 0 0                         	 2. iteracja, {q1, q0, q−1} = 011, +2A 
	 1 0 1 1 1 0 1   	0 0 1 1 0 1   1
	 1 1 0 1 1 1   	0 1 0 0 1 1   0	 przesunięcie o 2 bity w prawo
+	 0 1 0 1 0 0                           	 3. iteracja, {q1, q0, q−1} = 110, −A 
	 0 0 1 0 1 1   	0 1 0 0 1 1   0
	 0 0 0 0 1 0   	1 1 0 1 0 0   1	 przesunięcie o 2 bity w prawo
	 0 0 0 0 1 0   	1 1 0 1 0 0   (U2)	  +180(10)
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Zadanie 4.4
Wykonać operację dzielenia liczby –112(10) przez +9(10) za pomocą metody restytucyjnej, 
liczby zakodowane są w kodzie U2, rozmiar mnożnika n = 5.

Przedstawimy operandy w kodzie U2. Dzielna zapisana jest w 10-bitowym for-
macie (rozmiar 2n), natomiast dzielnik jest 5-bitowy:

−112(10) = 0001110000(NKB) = 1110010000 (U2)

+9(10) = 01001(NKB) = 01001 (U2)

Metoda restytucyjna stosowana jest do dzielenia liczb dodatnich, więc należy 
najpierw sprowadzić operandy do postaci modułów liczb. Znaki operandów są zapa-
miętywane, aby po zakończeniu operacji można było odpowiednio zakodować wynik. 
W naszym przykładzie dzielna jest ujemna, więc należy sprowadzić ją do postaci 
modułu, obliczając uzupełnienie U2. Moduł dzielnej 0001110000 (2) zapisuje się do pary 
rejestrów {R, Q}, dzielnik 01001(2) – do rejestru M. W każdej iteracji algorytmu reali-
zowane jest odejmowanie mnożnika od przesuniętej o 1 bit w lewo reszty częściowej. 
Jeśli wynik operacji odejmowania jest dodatni, do wyniku należy dopisać jedynkę. 
Natomiast jeżeli wynik jest ujemny, wykonywane jest odtwarzanie poprzedniej zawar-
tości rejestrów {R, Q}, a kolejna cyfra wyniku przyjmuje wartość 0.  

	 R	 Q	 M = 01001 – dzielnik,  −M = 10111(U2)
	 0 0 0 1 1   	1 0 0 0 0 	 {R, Q} – dzielna
	 0 0 1 1 1   	0 0 0 0 0 	 1. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 1 1                    	 −M 
	 1 1 1 1 0   	0 0 0 0 0	 q0 = 0, wynik ujemny
	 0 0 1 1 1   	0 0 0 0 0	 +M, odtwarzanie poprzedniego stanu rejestrów
	 0 1 1 1 0   	0 0 0 0 0 	 2. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 1 1                    	 −M 
	 0 0 1 0 1   	0 0 0 0 1	 q0 = 1, wynik dodatni
	 0 1 0 1 0   	0 0 0 1 0 	 3. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 0 0 0 0 1   	0 0 0 1 1	 q0 = 1, wynik dodatni
	 0 0 0 1 0   	0 0 1 1 0 	 4. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 1 1 0 0 1   	0 0 1 1 0	 q0 = 0, wynik ujemny
	 0 0 0 1 0   	0 0 1 1 0	 +M, odtwarzanie poprzedniego stanu rejestrów
	 0 0 1 0 0   	0 1 1 0 0 	 5. iteracja,  przesunięcie
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 1 1 0 1 1   	0 1 1 0 0	 q0 = 0, wynik ujemny
	 0 0 1 0 0   	0 1 1 0 0	 +M, odtwarzanie poprzedniego stanu rejestrów
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Po zakończeniu algorytmu w rejestrze Q otrzymujemy wynik dzielenia 
01100(2) = 12(10). Ponieważ dzielenie było wykonywane na modułach liczb, należy 
przypisać wynikowi odpowiedni znak. W naszym przypadku wynik jest ujemny, więc 
będzie przechowywany w kodzie U2 w następującej postaci: 10100(U2).

Zadanie 4.5
Wykonać operację dzielenia liczb −3 9

32
 (10) i −

3
4 (10) w kodzie U2 za pomocą metody 

nierestytucyjnej.

Dokonamy najpierw konwersji operandów na system dwójkowy: 

−3 9
32  (10) = 11,01001(NKB) 

−
3
4  (10) = 0,11(NKB) 

Porównując moduły liczb, można zauważyć, że algorytm nie może być 
bezpośrednio zastosowany do takich operandów, ponieważ moduł dzielnej w tym przy-
padku nie jest mniejszy od modułu dzielnika. Wykonamy przesunięcie dzielnej tak, 
aby wymagany warunek był spełniony i zapiszemy operandy w kodzie U2:

−3 9
32  (10) = −11,01001(NKB) = −0,01101001(NKB) ∙ 2

3 = 1,10010111(U2) ∙ 2
3

−
3
4  (10) = −0,11(NKB) = 1,01(U2)

Wynik operacji dzielenia trzeba będzie pomnożyć przez 23 (poprzez przeniesienie 
przecinka pozycyjnego o trzy bity w prawo), aby zrekompensować przekształcenie 
mnożnej dokonane przed operacją. W każdej iteracji algorytmu po przesunięciu reszty 
częściowej o 1 bit w lewo wykonywane jest odejmowanie lub dodawanie mnożnika 
w zależności od tego, czy znaki reszty częściowej oraz mnożnika są równe, czy też nie. 
Jednocześnie wyznaczane są kolejne bity wyniku dzielenia:

		  +M = 1,01 – dzielnik 
		  −M = 0,11
	 1, 1 0 0 1 0 1 1 1 	 dzielna, znaki są takie same
	 1, 0 0 1 0 1 1 1   	 1. iteracja,  przesunięcie
+	 0, 1 1                   	 −M    q0 = 1 (bit znaku)
	 1, 1 1 1 0 1 1 1     	 znaki są takie same
	 1, 1 1 0 1 1 1 	 2. iteracja,  przesunięcie
+	 0, 1 1                   	 −M    q1 = 1
	 0, 1 0 0 1 1 1     	 znaki są różne
	 1, 0 0 1 1 1	 3. iteracja,  przesunięcie
+	 1, 0 1                   	 +M    q2 = 0
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	 0, 0 1 1 1 1	 znaki są różne
	 0, 1 1 1 1	 4. iteracja,  przesunięcie
+	 1, 0 1                   	 +M    q3 = 0
	 0, 0 0 1 1    	 znaki są różne
	 0, 0 1 1	 5. iteracja,  przesunięcie
+	 1, 0 1                   	 +M    q4 = 0
	 1, 1 0 1	 znaki są takie same
	 1, 0 1	 6. iteracja,  przesunięcie
+	 0, 1 1                   	 −M    q5 = 1
	 0, 0 0		

Uzyskane bity qi zapisujemy w kolejności ich wyznaczania (q0, q1 q2 q3 q4 q5), 
w rezultacie otrzymujemy wynik w postaci 1,10001. Wynik ten należy skorygować, 
dodając poprawkę o wartości –1+2–6 = 1,000001: 

	 1, 1 0 0 0 1   
+	 1, 0 0 0 0 0 1     
	 0, 1 0 0 0 1 1  (U2) 	 1 0 0, 1 1 (2) = 4

3
8 (10)	

Właściwy wynik otrzymamy po przesunięciu przecinka dziesiętnego o 3 bity 
w prawo, ze względu na przeskalowanie operandów wykonane przed operacją dzielenia.  

4.3. Zadania do samodzielnego rozwiązania
Zadanie 4.6
Wykonać operację dodawania liczb w kodzie U2 w 8-bitowym formacie:

a) 98(10)  i  −76(10)	 b) −58(10)  i  −81(10)

c) 84(10)  i  49(10)	 d) −69(10)  i  26(10)

Zadanie 4.7
Wykonać operację odejmowania liczb w kodzie U2 w 8-bitowym formacie:

a) −28(10)  i  −57(10)	 b) −45(10)  i  86(10)

c) 38(10)  i  68(10)	 d) 39(10)  i  −92(10)

Zadanie 4.8
Wykonać mnożenie 6-bitowych liczb w kodzie U2 za pomocą algorytmów powielonego 
znaku, Robertsona oraz Bootha:

a) +21(10)  i  −11(10)	 b) −19(10)  i  −12(10)

c) −15(10)  i  −20(10)	 d) +10(10)  i  −18(10)
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Zadanie 4.9
Wykonać operację dzielenia liczb metodą restytucyjną (n = 5):

a) +87(10)  i  +11(10)	 b) +75(10)  i  +9(10)

Zadanie 4.10
Wykonać operację dzielenia liczb metodą nierestytucyjną:

a) − 135
1024

  i  − 15
64

 
	

b) 2 23
128

  i  − 9
32
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5. Kody detekcyjne i korekcyjne

5.1. Podstawy teoretyczne
Kody detekcyjne i korekcyjne są to kody nadmiarowe, które służą do zabezpieczenia 
informacji przed błędami. Kody detekcyjne pozwalają wykrywać naruszenia, prze-
kłamania bloków informacyjnych, natomiast kody korekcyjne oprócz tego pozwa-
lają skorygować wykryte błędy (odtworzyć poprawny ciąg informacyjny na podsta-
wie ciągu przekłamanego). Obszar zastosowań takich kodów to systemy, w których 
dane są narażone na powstanie błędów. Należą do nich przede wszystkim systemy 
transmisji danych oraz systemy przechowywania informacji (pamięci).

Kody o właściwościach detekcyjnych lub korekcyjnych wymagają wprowadzenia 
pewnej nadmiarowości (tzw. nadmiar kodowy) w postaci dodatkowych bitów kon-
trolnych, sum kontrolnych lub sekwencji kodowych. Do kodów detekcyjnych należą 
kody powtórzeniowe, kontrola parzystości, cykliczny kod nadmiarowy CRC, kody 
stałowagowe, różnego rodzaju sumy kontrolne i funkcje haszujące. Przykłady kodów 
korekcyjnych, które pozwalają nie tylko wykrywać, ale też naprawiać błędy, to kod 
Hamminga, różne odmiany kodów ECC, kody splotowe i inne. W danym podroz-
dziale omówimy niektóre, wybrane kody detekcyjne i korekcyjne.

5.1.1. Kod CRC

Cykliczny kod nadmiarowy CRC (Cyclic Redundancy Check) znajduje zastosowanie 
w systemach transmisji szeregowej, służy do kontroli poprawności bloków przesyła-
nej informacji. Jest kodem o bardzo dobrych właściwościach detekcyjnych – pozwala 
wykrywać wszystkie błędy pojedyncze oraz podwójne, a także większość błędów seryj-
nych. Kod CRC dobrze nadaje się do systemów transmisji szeregowej, jest on obliczany 
na bitowym przesunięciu danych podczas ich nadawania lub odbioru.

Kod CRC może być zastosowany do bloków informacyjnych dowolnego rozmiaru. 
Kod wyznaczany jest na podstawie zawartości bloku, dołączany i przesyłany wraz 
z blokiem danych. Przy odbiorze danych następuje sprawdzenie, czy odebrana sek-
wencja kontrolna zgadza się z wyliczoną po stronie odbiornika.



68

Podstawą matematyczną obliczania kodu CRC jest operacja dzielenia wielomia-
nów o współczynnikach binarnych [6]. Okazuje się, że operacja dzielenia dobrze się 
nadaje do wyznaczania sekwencji kontrolnych zabezpieczających bloki danych przed 
błędami, ponieważ jest wykonywana na bitowym przesunięciu danych i na każdej 
iteracji uwzględnia kolejne bity informacji. 

Wielomian o współczynnikach binarnych można przedstawić w postaci sekwen-
cji bitowej, która zawiera kolejne współczynniki wielomianu. Pozwala to reprezento-
wać wielomiany w postaci ciągów bitowych i odwrotnie – dla każdego ciągu bitowego 
wyznaczyć odpowiadający mu wielomian o współczynnikach binarnych.

Przykład 5.1
Zapisać sekwencję bitową, która reprezentuje wielomian o współczynnikach binarnych 
x10 + x8 + x7 + x4 + x3 + 1.

Wielomian stopnia k można przedstawić w postaci (k+1)-bitowej sekwencji, która 
składa się z kolejnych współczynników wielomianu. Wypiszemy wszystkie współ-
czynniki przy kolejnych potęgach zmiennej x wielomianu:

	 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 110 9 8 7 6 5 4 3 2⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +x x x x x x x x x x

Jedenastobitowa sekwencja 10110011001(2) reprezentuje podany wielomian.

Przykład 5.2
Ciąg bitowy 1011000110(2) przedstawić w postaci zapisu wielomianowego. 

Kolejne bity sekwencji rozpatrywane są jako współczynniki przy kolejnych potę-
gach zmiennej x wielomianu. Wynikiem zamiany 10-bitowej sekwencji jest wielo-
mian o współczynnikach binarnych stopnia k = 9:

	

1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 19 8 7 6 5 4 3 2

9 7 6

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
= + + +

x x x x x x x x x
x x x xx x2 +

Operację dzielenia wielomianów o współczynnikach binarnych wygodnie jest 
wykonywać na odpowiednich sekwencjach binarnych reprezentujących wielomiany. 
Pozwala to sprowadzić operację do zwykłego binarnego dzielenia liczb z tą różnicą, 
że zamiast odejmowania dzielnika przy obliczaniu reszt częściowych stosowana jest 
operacja bitowa XOR. Wynika to ze specyfiki wykonywania działań na wielomia-
nach o współczynnikach binarnych: dodawanie (odejmowanie) wielomianów polega 
na dodawaniu (odejmowaniu) współczynników przy jednakowych potęgach zmien-
nej x, co odpowiada wykonaniu operacji dodawania modulo 2 (lub binarnej operacji 
XOR) na odpowiednich współczynnikach.
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Przykład 5.3
Obliczyć różnicę wielomianów o współczynnikach binarnych: x x x5 2 1 1+ + +  
oraz x x x4 2 1+ + .

Odejmowanie wielomianów wykonywane jest poprzez odejmowanie współczyn-
ników przy jednakowych potęgach zmiennej x:

	 1 0 0 1 1 15 4 3 2 1 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x x x x x
–	 0 1 0 1 1 05 4 3 2 1 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x x x x x

	 1 1 0 0 0 1 15 4 3 2 1 0 5 4⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + +=x x x x x x x x
Operację odejmowania można także w wygodny sposób przeprowadzić na binar-

nych odpowiednikach wielomianów, stosując operację bitową XOR (lub dodawanie 
modulo 2):

	 100111 
⊕	 010110 
	 110001 = x x5 4 1+ +

Dzielenie wielomianów przedstawionych w postaci ciągów bitowych sprowadzane 
jest do zwykłego dzielenia binarnego z tą różnicą, że zamiast odejmowania na każdej 
iteracji wykonuje się operacja XOR. W przypadku gdy liczba, na której realizowana 
jest operacja, zaczyna się od jedynki, operacja XOR wykonywana jest z dzielnikiem, 
a do wyniku dopisywany kolejny bit o wartości 1. Natomiast jeśli liczba zaczyna się 
od zera, kolejnym wyznaczonym bitem wyniku będzie 0, a operacja XOR wykony-
wana jest z zerami. Operacja XOR z zerami nie zmienia wartości reszty częściowej 
i może być potraktowana jako zwykłe przesunięcie. 

Przykład 5.4
Obliczyć wynik oraz resztę z dzielenia wielomianów o współczynnikach binarnych   
x x x x x x9 8 5 3 2+ + + + + oraz x x x4 3 2 1+ + + .

Zapiszemy wielomiany w postaci ciągów binarnych i wykonamy dzielenie zgodnie 
z algorytmem. W każdej iteracji algorytmu wyznaczamy kolejne bity wyniku, cyfry 
dopisywane do wyniku zostały pogrubione:

	             1 0 1 1 0 1	  wynik
	 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0  :  1 1 1 0 1
	 1 1 1 0 1
		 0 1 0 0 0
	⊕	 0 0 0 0 0
		  1 0 0 0 1
	 ⊕	 1 1 1 0 1
			   1 1 0 0 1
		  ⊕	1 1 1 0 1
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				   0 1 0 0 1
			  ⊕	0 0 0 0 0
					     1 0 0 1 0
				    ⊕	1 1 1 0 1
						      1 1 1 1   reszta

Operacja XOR z zerami nie zmienia wartości reszty częściowej, więc może być 
potraktowana jako zwykła operacja przesunięcia, tak jak pokazano poniżej:

	              1 0 1 1 0 1	  wynik
	 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0  :  1 1 1 0 1
	 1 1 1 0 1
		  0 1 0 0 0
		  1 0 0 0 1
	 ⊕	1 1 1 0 1
		  1 1 0 0 1
	 ⊕	 1 1 1 0 1
	 0 1 0 0 1
		  1 0 0 1 0
	 ⊕	1 1 1 0 1
	 1 1 1 1    reszta

Reszta z dzielenia reprezentowana jest ciągiem o rozmiarze bitowym k, gdzie k 
to stopień wielomianu dzielnika (w naszym przykładzie k = 4). 

Kod CRC wyznaczany jest jako reszta z dzielenia wielomianu informacyjnego 
w(x) uzupełnionego zerami przez wielomian generujący g(x) stopnia k. Stopień k 
wielomianu generującego określa rozmiar kodu CRC, czyli długość sekwencji kodo-
wej zabezpieczającej blok danych. Zgodnie z algorytmem obliczania kodu CRC sek-
wencja bitowa reprezentująca wielomian informacyjny zostaje uzupełniona zerami – 
dopisywane są do niej na końcu k zer. 

Następnie obliczana jest reszta z dzielenia rozszerzonego wielomianu w(x) przez 
wielomian generujący g(x). Wyznaczony w taki sposób k-bitowy kod CRC zastę-
puje wprowadzone wcześniej k-bitowe rozszerzenie bloku informacyjnego zerami. 
W wyniku otrzymujemy zabezpieczoną kodem CRC sekwencję bitową, która jest 
podzielna bez reszty przez wielomian generujący g(x). 

Przykład 5.5
Obliczyć kod CRC dla sekwencji informacyjnej 101000100(2), wielomian generujący 
ma postać g(x) = x x5 2 1+ + .

Kod CRC jest resztą z dzielenia wielomianu informacyjnego 101000100(2) rozsze-
rzonego o 5 zer (stopień wielomianu dzielnika wynosi 5) przez wielomian generu-
jący 100101(2):
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1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0  :  1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1
   0 1 1 0 1 1
		  1 1 0 1 1 0
	⊕	1 0 0 1 0 1
      	 1 0 0 1 1 0
	 ⊕	 1 0 0 1 0 1
            	0 0 0 1 1         
                 	 1 1 0 0 0 0
	 ⊕	 1 0 0 1 0 1
                  	 1 0 1 0 1 0   
		  ⊕	 1 0 0 1 0 1
                      	 0 1 1 1 1   kod CRC   

Po dopisaniu obliczonego kodu CRC do bloku informacyjnego zamiast dodat-
kowych zer na końcu otrzymujemy wielomian podzielny bez reszty przez wielomian 
generujący:

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1

Odbiornik wykonuje podobną operację dzielenia zakodowanego wielomianu 
w celu sprawdzenia poprawności przesłanych danych. W przypadku otrzymania zero-
wej reszty odbiornik nie wykrywa żadnych błędów w odebranym bloku, natomiast 
niezerowa reszta sygnalizuje wystąpienie przekłamania danych.

5.1.2. Kod Hamminga

Kod Hamminga jest kodem korekcyjnym, który pozwala zlokalizować i naprawić błąd 
pojedynczy w słowie informacyjnym [6]. W kodzie zastosowano kilka bitów parzy-
stości, które kontrolują różne grupy bitów informacyjnych. Sposób umiejscowienia 
bitów kontrolnych w kodzie i obliczania ich wartości pozwala jednoznacznie wska-
zać pozycję przekłamanego bitu.

Do kodowania wykorzystywane są numery pozycji bitów w słowie kodowym 
przedstawione w postaci dwójkowej. Numeracja pozycji bitów w zakodowanym sło-
wie zaczyna się od 1.

Bity kontrolne w kodzie Hamminga umieszczane są w tych pozycjach, których 
numery wyrażane są potęgą dwójki (1, 2, 4, 8, 16, ...). Na pozostałych miejscach zapi-
sywane są bity danych. Kodowanie polega na obliczeniu wartości bitów kontrolnych 
na podstawie zawartości słowa informacyjnego. W tym celu należy zapisać dwój-
kowo wszystkie numery bitów zawierających jedynki i wykonać na tych zapisach 
operację dodawanie modulo 2. Poszczególne bity wyniku tej operacji określają war-
tości bitów kontrolnych.
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Przykład 5.6
Zakodować słowo informacyjne 11001011100(2) w kodzie Hamminga.

Ponumerujemy bity w słowie kodowym oraz zarezerwujemy dla bitów kontrol-
nych ci te pozycje kodu, których numery odpowiadają potęgom dwójki. Na pozosta-
łych miejscach umieścimy bity danych.

15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1 1 0 0 1 0 1 c4 1 1 0 c3 0 c2 c1

W celu obliczenia bitów kontrolnych numery pozycji wszystkich bitów, które 
przyjmują wartość 1, zapiszemy dwójkowo i wykonamy operację dodawania modulo 
2 (lub XOR) na tych zapisach. 

		  1 1 1 1 
		  1 1 1 0 
		  1 0 1 1 
		  1 0 0 1 
		  0 1 1 1 
	 ⊕	 0 1 1 0 
	  	 0 0 1 0   

	 c4	 c3	 c2	 c1

Poszczególne bity wyniku operacji dodawania modulo 2 określają wartości bitów 
kontrolnych c1–c4. Stanowią one uzupełnienie do parzystej liczby jedynek w każdej 
kolumnie. Po umieszczeniu bitów kontrolnych w odpowiednich pozycjach kodu otrzy-
mujemy zakodowane słowo:

15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0

Przy dekodowaniu następuje sprawdzenie, czy parzystość ustalona kodowa-
niem została zachowana. W tym celu wykonywana jest ponownie operacja doda-
wania modulo 2 binarnych zapisów numerów pozycji kodu, w których występują 
jedynki, uwzględniając też bity kontrolne. Jeśli wynik tej operacji będzie zerowy, 
kod nie wykrywa naruszenia danych. Natomiast niezerowy wynik, przy założeniu, 
że wystąpił błąd pojedynczy, wskazuje numer pozycji przekłamanego bitu. Skorygować 
wykryty błąd można, zmieniając wartość wskazanego bitu na przeciwną.



73

Przykład 5.7
Rozkodować dane zakodowane w kodzie Hamminga 110010101100010(2).

Przed odrzuceniem bitów kontrolnych sprawdzana jest poprawność zakodowa-
nych danych. W tym celu najpierw należy ponumerować bity sekwencji kodowej:

15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0

Następnie sprawdzamy, czy parzystość ustalona przy kodowaniu nie została naru-
szona. Dane uznawane są za poprawne, jeśli w wyniku wykonania operacji dodawania 
modulo 2 numerów pozycji wszystkich jedynek występujących w słowie kodowym 
(bity kontrolne powinny też być brane pod uwagę) otrzymana zostanie wartość zerowa.

		  1 1 1 1 
		  1 1 1 0 
		  1 0 1 1 
		  1 0 0 1 
		  0 1 1 1 
		  0 1 1 0 
	 ⊕	 0 0 1 0 
	  	 0 0 0 0

Zerowy wynik operacji oznacza, że nie wystąpiły przekłamania – dane 
są poprawne. Aby rozkodować dane, wystarczy odrzucić bity kontrolne (bity 
o numerach będących potęgami liczby 2). W wyniku otrzymamy następujące słowo 
informacyjne:

1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0

Przykład 5.8
Rozkodować dane zakodowane w kodzie Hamminga 100010101100010(2).

Dekodowanie zaczyna się od sprawdzania poprawności zakodowanych danych. 
W tym celu dodawane są modulo 2 numery pozycji wszystkich jedynek w słowie 
kodowym.

15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0

		  1 1 1 1 
		  1 0 1 1 
		  1 0 0 1 
		  0 1 1 1 
		  0 1 1 0 
	 ⊕	 0 0 1 0 
	  	 1 1 1 0
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Przy założeniu, że wystąpiło przekłamanie 1 bitu (błąd pojedynczy), wynik ope-
racji dodawania modulo 2 przedstawia zapis dwójkowy numeru przekłamanej pozy-
cji. Aby odzyskać poprawne słowo informacyjne, należy zanegować zlokalizowany 
bit (w pozycji numer 14) oraz odrzucić bity kontrolne. W wyniku otrzymamy skory-
gowane słowo informacyjne: 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0.

5.1.3. Kod ECC-H

Kody ECC (Error Correction Code) są to kody korekcyjne, które pozwalają nie tylko 
wykrywać, ale także naprawiać błędy w blokach danych. Istnieje wiele odmian kodów 
ECC opartych na różnych zasadach kodowania. Kody, które wykorzystują zasady 
kodowania podobne do kodu Hamminga (zastosowanie kilku bitów parzystości, które 
kontrolują różne grupy bitów informacyjnych), oznaczane są zwykle dodatkową literą 
H w nazwie – ECC-H.

Jako przykład omówimy kod ECC-H, który charakteryzuje się bardzo prostym 
algorytmem kodowania i dekodowania informacji [6]. Wiąże się to jednak ze zwięk-
szeniem nadmiarowości – dodatkowej liczby bitów kontrolnych dodawanych do słowa 
informacyjnego. Dla ciągu bitów o długości 2n rozmiar sekwencji kontrolnej ECC 
wynosi 2n bitów. Na przykład, przy zastosowaniu kodu do 8-bitowego słowa danych, 
sekwencja kontrolna ECC ma długość 6 bitów, a dla 16-bitowej sekwencji danych roz-
miar dodatkowej informacji kontrolnej ECC wynosi 8 bitów.

Omawiany kod ECC umożliwia korygowanie błędów pojedynczych. Kod ma bar-
dzo ważną zaletę – przy dekodowaniu zwraca dodatkowo informację o rodzaju błędu, 
między innymi pozwala stwierdzić, czy wystąpił błąd pojedynczy, czy innej rangi. 
W przypadku błędu pojedynczego możliwe jest jego zlokalizowanie i naprawienie, 
co daje pewność, że informacja zawsze będzie skorygowana poprawnie. W przy-
padku błędów wyższej rangi (przekłamanie większej liczby bitów) kod działa jako 
detekcyjny – informuje o wykrytej sytuacji, lecz nie podejmuje się próby naprawy. 
Umożliwiło to praktyczne zastosowanie tego kodu ECC w niektórych pamięciach 
flash [6].

Zasadę kodowania ECC omówimy na przykładzie zastosowania kodu do 8-bito-
wego słowa danych. Na podstawie zawartości słowa danych wyznaczane są dwie 
3-bitowe sekwencje kontrolne ECCo i ECCe. Wartości poszczególnych bitów sekwen-
cji kontrolnych obliczane są jako suma modulo 2 ustalonych grup bitów słowa danych. 
Grupy bitów danych kontrolowane przez poszczególne bity sekwencji kontrolnych 
ECCo i ECCe zaznaczone są w tabeli 5.1. Należy zwrócić uwagę na to, że numeracja 
bitów w słowie danych w tym kodzie zaczyna się od 0.
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TABELA 5.1. Obliczanie sekwencji kontrolnych ECC

b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0

ECCo (bit 1)

ECCo (bit 2)

ECCo (bit 3)

ECCe (bit 1)

ECCe (bit 2)

ECCe (bit 3)

Przykład 5.9
Obliczyć sekwencje kontrolne ECCo i ECCe dla słowa danych 10101101(2).

Zgodnie z tabelą 5.1 wyznaczymy wartości kolejnych bitów sekwencji kontrol-
nych dla słowa danych: 

b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0

1 0 1 0 1 1 0 1

ECCo (bit 1) = b7 ⊕ b6 ⊕ b5 ⊕ b4 = 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 0 = 0

ECCo (bit 2) = b7 ⊕ b6 ⊕ b3 ⊕ b2 = 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 1

ECCo (bit 3) = b7 ⊕ b5 ⊕ b3 ⊕ b1 = 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 0 = 1

ECCo = 0 1 1

ECCe (bit 1) = b3 ⊕ b2 ⊕ b1 ⊕ b0 = 1 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 1 = 1

ECCe (bit 2) = b5 ⊕ b4 ⊕ b1 ⊕ b0 = 1 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 1 = 0

ECCe (bit 3) = b6 ⊕ b4 ⊕ b2 ⊕ b0 = 0 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 0

ECCe = 1 0 0

Sekwencje kontrolne ECCo i ECCe są przechowywane w pamięci wraz ze słowem 
danych oraz wykorzystywane do sprawdzenia poprawności odczytywanych danych 
i korekcji błędów.

Oznaczymy przez a słowo danych zapisywane do pamięci, natomiast przez b – 
słowo odczytywane z pamięci spod tego samego adresu. W wyniku różnego rodzaju 
usterek słowo b może różnić się od a, czyli mogą powstać przekłamania informacji 
przechowywanej w pamięci. Zadaniem kodów korekcyjnych jest wykrywanie sytu-
acji naruszenia danych oraz naprawianie tych błędów, które dany kod jest w stanie 
skorygować (w tym przypadku błędów pojedynczych).
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Przez ECCo(a) i ECCe(a) oznaczymy sekwencje kontrolne kodu ECC obliczone 
dla słowa zapisywanego do pamięci. Są one przechowywane w pamięci wraz ze sło-
wem danych. Przy odczycie danych z pamięci na podstawie odczytanych danych 
(słowo b) oraz zabezpieczających je sekwencji kodowych ECCo(a) i ECCe(a) spraw-
dzana jest wiarygodność danych, a w przypadku wykrycia błędów podejmowana 
jest próba ich naprawienia. W tym celu wyznaczane są sekwencje kontrolne ECCo(b) 
i ECCe(b) dla odczytanego słowa b i za pomocą bardzo prostego algorytmu są one 
porównywane z sekwencjami kontrolnymi ECCo(a) i ECCe(a) obliczonymi dla słowa 
oryginalnego. Przez ECCo(c) i ECCe(c) oznaczymy wyniki takiego porównywania:

ECCo(c) = ECCo(a) ⊕ ECCo(b) 
ECCe(c) = ECCe(a) ⊕ ECCe(b)

Następnie na podstawie otrzymanych wartości ECCo(c) i ECCe(c) wyznaczany 
jest kod błędu ECC:

ECC = ECCo(c) ⊕ ECCe(c)

Z kodu błędu ECC można odczytać ważne informacje:
	y ECC = 000 oznacza, że nie wykryto żadnych zmian w słowie informacyjnym, 

dane są poprawne;
	y ECC = 111 – kod ECC zawierający wszystkie jedynki wskazuje na to, że wystąpił 

błąd pojedynczy, który można skorygować; w tym przypadku wartość ECCo(c) 
określa numer pozycji przekłamanego bitu;

	y tylko jedna jedynka w kodzie ECC (na przykład, ECC = 001 lub ECC = 010) ozna-
cza, że błąd wystąpił w sekwencjach kontrolnych ECCo(a) lub ECCe(a); taki błąd 
można zignorować, ponieważ oznacza on, że dane są poprawne – nie zostały 
przekłamane;

	y dowolna inna wartość kodu (na przykład, ECC = 110 lub ECC = 101) informuje 
o wykryciu błędów niemożliwych do skorygowania; w tej sytuacji kod działa 
po prostu jako kod detekcyjny.

Przykład 5.10
Skorygować błąd pojedynczy w słowie danych b = 10001101(2) zakodowanym za pomocą 
sekwencji kontrolnych ECCo(a) = 011 i ECCe(a) = 100.

W celu sprawdzenia poprawności danych należy obliczyć sekwencje kontrolne 
ECCo(b) i ECCe(b), a następnie porównać je z sekwencjami ECCo(a) i ECCe(a) wyzna-
czonymi dla słowa oryginalnego: 

b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0

1 0 0 0 1 1 0 1

ECCo (bit 1) = b7 ⊕ b6 ⊕ b5 ⊕ b4 = 1 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 0 = 1
ECCo (bit 2) = b7 ⊕ b6 ⊕ b3 ⊕ b2 = 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 1
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ECCo (bit 3) = b7 ⊕ b5 ⊕ b3 ⊕ b1 = 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 0 = 0
ECCo(b) = 1 1 0

ECCe (bit 1) = b3 ⊕ b2 ⊕ b1 ⊕ b0 = 1 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 1 = 1
ECCe (bit 2) = b5 ⊕ b4 ⊕ b1 ⊕ b0 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 1 = 1
ECCe (bit 3) = b6 ⊕ b4 ⊕ b2 ⊕ b0 = 0 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 0

ECCe(b) = 1 1 0
ECCo(c) = ECCo(a) ⊕ ECCo(b) = 011 ⊕ 110 = 101
ECCe(c) = ECCe(a) ⊕ ECCe(b) = 100 ⊕ 110 = 010

Następnie na podstawie otrzymanych wartości ECCo(c) i ECCe(c) wyznaczany 
jest kod błędu ECC:

ECC = ECCo(c) ⊕ ECCe(c) = 101 ⊕ 010 =  111.

Kod błędu ECC = 111 oznacza, że w słowie danych wystąpił błąd pojedyn-
czy, a numer przekłamanej pozycji określa kod ECCo(c) = 101 (błąd w pozycji b5). 
Wykonując negacje bitu b5, otrzymamy poprawne, skorygowane słowo danych 
10101101(2).

5.2. Zadania z rozwiązaniami
Zadanie 5.1
Obliczyć wynik dodawania oraz odejmowania wielomianów o współczynnikach binar-
nych x x x4 2 1+ +  i x x3 2 1+ + . Porównać wyniki działań.

Dodawanie wielomianów o współczynnikach binarnych wykonywane jest przez 
dodanie współczynników przy jednakowych potęgach zmiennej x:

	 1 0 1 1 04 3 2 1 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x x x x
+	 0 1 1 0 14 3 2 1 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x x x x

	 1 1 0 1 1 14 3 2 1 0 4 3⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + +=x x x x x x x x

Analogicznie odejmowanie wielomianów realizowane jest przez odejmowanie 
współczynników przy jednakowych potęgach zmiennej x:

	 1 0 1 1 04 3 2 1 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x x x x
– 	 0 1 1 0 14 3 2 1 0⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅x x x x x

	 1 1 0 1 1 14 3 2 1 0 4 3⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + +=x x x x x x x x



78

Obie operacje dają ten sam wynik, można go otrzymać również, wykonując 
operację bitową XOR (lub dodawanie modulo 2) na binarnych odpowiednikach 
wielomianów:

		  10110 
	 ⊕	01101 
	  	 11011  = x x x4 3 1+ + +

Zadanie 5.2
Obliczyć wynik oraz resztę z dzielenia wielomianów o współczynnikach binarnych 
x x x x8 7 6+ + +  oraz x x x5 3 1+ + + .

Wielomiany przedstawimy w postaci ciągów binarnych i wykonamy dzielenie 
otrzymanych liczb z tym zastrzeżeniem, że zamiast odejmowania na każdej itera-
cji wykonuje się bitowa operacja XOR z dzielnikiem (jeśli reszta częściowa zaczyna 
się od 1) lub z zerami (jeśli zaczyna się od 0). Cyfry dopisywane do wyniku zostały 
pogrubione: 

	                      1 1 0 1	  wynik
		  1 1 1 0 0 0 0 1 0  :  1 0 1 0 1 1
		  1 0 1 0 1 1
		  1 0 0 1 1 0
	 ⊕ 	1 0 1 0 1 1
		  0 1 1 0 1 1
	 ⊕ 	0 0 0 0 0 0
		  1 1 0 1 1 0
	 ⊕ 	1 0 1 0 1 1
		  1 1 1 0 1	  reszta

Operację XOR z zerami można potraktować jako zwykłe przesunięcie:

		                 1 1 0 1	 wynik
		  1 1 1 0 0 0 0 1 0  :  1 0 1 0 1 1
		  1 0 1 0 1 1
		  1 0 0 1 1 0
	 ⊕	1 0 1 0 1 1
		  0 1 1 0 1 1
		  1 1 0 1 1 0
	 ⊕ 	1 0 1 0 1 1
		  1 1 1 0 1	  reszta

Otrzymaliśmy wynik dzielenia 1101(2) oraz 5-bitową resztę 11101(2), co w postaci 
wielomianowej przedstawia się następująco: wynik x x3 2 1+ + , reszta x x x4 3 2 1+ + + .
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Zadanie 5.3
Obliczyć kod CRC dla sekwencji informacyjnej AB7(16), wielomian generujący ma postać 
g(x) = x x6 3 1+ + .

Sekwencję informacyjną należy zapisać w postaci binarnej 101010110111(2) oraz roz-
szerzyć o 6 dodatkowych zer (w miejsce tego rozszerzenia będzie wpisany kod CRC). 
Kod CRC jest obliczany jako reszta z dzielenia uzupełnionego wielomianu informa-
cyjnego 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0(2) przez wielomian generujący 1001001(2):

		  1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0  :  1 0 0 1 0 0 1
		  1 0 0 1 0 0 1
		   0 1 1 1 0 0 1 0
	 ⊕	 1 0 0 1 0 0 1
		  1 1 1 0 1 1 1
	 ⊕	1 0 0 1 0 0 1
		  1 1 1 1 1 0 1
	 ⊕	1 0 0 1 0 0 1
		  1 1 0 1 0 0 1  
	 ⊕	1 0 0 1 0 0 1
		  1 0 0 0 0 0 0
	 ⊕	1 0 0 1 0 0 1
		  0 0 1 0 0 1 0 0 0
	 ⊕	 1 0 0 1 0 0 1
		  0 0 1 0 0	  kod CRC

Po dopisaniu kodu CRC do bloku informacyjnego zamiast dodatkowych zer 
na końcu otrzymujemy wielomian podzielny bez reszty przez wielomian generujący:

1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0

Zadanie 5.4
Słowo danych zostało zakodowane w kodzie Hamminga i przesłane przez system trans-
misji. W odbiorniku odebrana została następująca sekwencja bitów: 11001000101101(2). 
Jakie słowo danych zostało wysłane?

Zgodnie z algorytmem dekodowania kodu Hamminga bity sekwencji należy ponu-
merować i sprawdzić poprawność odebranych danych. Numeracja bitów zaczyna się 
od jedynki:

14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1

W celu sprawdzenia poprawności danych wykonywana jest operacja dodawania 
modulo 2 numerów pozycji wszystkich jedynek występujących w zakodowanym sło-
wie (uwzględniając też bity kontrolne):
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		  1 1 1 0 
		  1 1 0 1 
		  1 0 1 0 
		  0 1 1 0 
		  0 1 0 0 
		  0 0 1 1 
	 ⊕	 0 0 0 1 
	  	 1 0 0 1

Wynik tej operacji wskazuje numer pozycji przekłamanego bitu: 1001(2) = 9(10).  
Zlokalizowany błąd należy skorygować, zmieniając stan bitu na przeciwny. Dalej, 
po odrzuceniu bitów kontrolnych, otrzymamy poprawne słowo informacyjne, które 
zostało wysłane: 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1.

Zadanie 5.5
Z pamięci odczytano 8-bitowe słowo danych 01101101(2) wraz z zabezpieczającymi je 
sekwencjami kontrolnymi ECCo(a) = 010 i ECCe(a) = 111. Sprawdzić, czy odczytane 
dane są poprawne. W przypadku gdy zostały przekłamane, skorygować błąd (jeśli jest 
to możliwe).

W celu sprawdzenia poprawności danych należy obliczyć sekwencje kontrolne 
ECCo(b) i ECCe(b), a następnie porównać je z sekwencjami ECCo(a) i ECCe(a) wyzna-
czonymi dla słowa oryginalnego: 

b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0

0 1 1 0 1 1 0 1

ECCo (bit 1) = b7 ⊕ b6 ⊕ b5 ⊕ b4 = 0
ECCo (bit 2) = b7 ⊕ b6 ⊕ b3 ⊕ b2 = 1
ECCo (bit 3) = b7 ⊕ b5 ⊕ b3 ⊕ b1 = 0

ECCo(b) = 0 1 0
ECCe (bit 1) = b3 ⊕ b2 ⊕ b1 ⊕ b0 = 1
ECCe (bit 2) = b5 ⊕ b4 ⊕ b1 ⊕ b0 = 0
ECCe (bit 3) = b6 ⊕ b4 ⊕ b2 ⊕ b0 = 1

ECCe(b) = 1 0 1
ECCo(c) = ECCo(a) ⊕ ECCo(b) = 010 ⊕ 010 =  000
ECCe(c) = ECCe(a) ⊕ ECCe(b) = 111 ⊕ 101 =  010

Następnie na podstawie otrzymanych wartości ECCo(c) i ECCe(c) wyznaczany 
jest kod błędu ECC:

ECC = ECCo(c) ⊕ ECCe(c) = 000 ⊕ 010 =  010.
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Kod błędu ECC = 010 informuje o tym, ze błąd wystąpił w sekwencji kontrolnej 
ECC. Taki błąd można zignorować, ponieważ słowo danych 01101101(2) jest poprawne, 
nie zostało przekłamane. 

Zadanie 5.6
Obliczyć sekwencje kontrolne ECCo i ECCe dla 16-bitowego słowa danych 
1110100110101101(2).

Dla 16-bitowego słowa danych obliczane są dwie 4-bitowe sekwencje kontrolne 
ECCo oraz ECCe, których poszczególne bity są uzupełnieniem do parzystej liczby jedy-
nek w określonych grupach bitów słowa danych. Kontrolowane grupy bitów danych 
zaznaczone zostały w tabeli 5.2.

TABELA 5.2. Obliczanie 4-bitowych sekwencji kontrolnych ECC
b15 b14 b13 b12 b11 b10 b9 b8 b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0

ECCo(1)

ECCo(2)

ECCo(3)

ECCo(4)

ECCe(1)

ECCe(2)

ECCe(3)

ECCe(4)

Korzystając z tabeli 5.2, wyznaczymy wartości kolejnych bitów sekwencji kon-
trolnych dla słowa danych: 

b15 b14 b13 b12 b11 b10 b9 b8 b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0

1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1

ECCo (bit 1) = b15 ⊕ b14 ⊕ b13 ⊕ b12 ⊕ b11 ⊕ b10 ⊕ b9 ⊕ b8 = 1
ECCo (bit 2) = b15 ⊕ b14 ⊕ b13 ⊕ b12 ⊕ b7 ⊕ b6 ⊕ b5 ⊕ b4 = 1
ECCo (bit 3) = b15 ⊕ b14 ⊕ b11 ⊕ b10 ⊕ b7 ⊕ b6 ⊕ b3 ⊕ b2 = 0
ECCo (bit 3) = b15 ⊕ b13 ⊕ b11 ⊕ b9 ⊕ b7 ⊕ b5 ⊕ b3 ⊕ b1 = 0

ECCo = 1 1 0 0
ECCe (bit 1) = b7 ⊕ b6 ⊕ b5 ⊕ b4 ⊕ b3 ⊕ b2 ⊕ b1 ⊕ b0 = 1

ECCe (bit 2) = b11 ⊕ b10 ⊕ b9 ⊕ b8 ⊕ b3 ⊕ b2 ⊕ b1 ⊕ b0 = 1
ECCe (bit 3) = b15 ⊕ b14 ⊕ b11 ⊕ b10 ⊕ b7 ⊕ b6 ⊕ b3 ⊕ b2 = 0
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ECCo (bit 3) = b14 ⊕ b12 ⊕ b10 ⊕ b8 ⊕ b6 ⊕ b4 ⊕ b2 ⊕ b0 = 0
ECCe = 1 1 0 0

5.3. Zadania do samodzielnego rozwiązania
Zadanie 5.7
Obliczyć wynik oraz resztę z dzielenia wielomianów o współczynnikach binarnych:
a)	 x x x x x x10 8 7 5 4 1+ + + + + +  i x x4 3 1+ +  
b)	 x x x x x x9 8 6 5 3 2+ + + + +  i x x x5 2+ +
c)	 x x x7 6 1+ + +  i x x3 1+ +  
d)	 x x x x x x8 7 5 3 2+ + + + +  i x x x4 2 1+ + +  

Zadanie 5.8
Obliczyć kod CRC dla podanej sekwencji danych oraz wielomianu generującego:

a)	 1001001001, g(x) = x x x5 3 1+ + +  	 b)	 111011011, g(x) = x x4 3 1+ +
c)	 9BF(16), g(x) = x x x4 2 1+ + + 	 d)	 1AB7(16), g(x) = x x x x6 5 2 1+ + + +
e)	 „Ala”(ASCII), g(x) = x x5 2 1+ +

Zadanie 5.9
Zakodować słowo danych w kodzie Hamminga:

a)	 11001110100	 b)	 10110101	 c)	 11000101111011
d)	 010011111	 e)	 110111	 f)	 10110111011100

Zadanie 5.10
Rozkodować informację zakodowaną w kodzie Hamminga:

a)	 101010111000100	 b)	 11011110011010	 c)	 110001111
d)	 100011001011111	 e)	 00111110100	 f)	 1011100

Zadanie 5.11
Obliczyć sekwencje kontrolne ECCo i ECCe dla podanego słowa danych:

a)	 10011011	 b)	 01110010	 c)	 10110010
d)	 01100111	 e)	 1011100100110101	 f)	 1000111110011100

Zadanie 5.12
Słowo danych zostało odczytane z pamięci wraz z sekwencjami kontrolnymi ECCo(a) 
i ECCe(a). Sprawdzić, czy wystąpiło przekłamanie danych, jeśli tak, to skorygować błąd:
a)	 10001110, ECCo(a) = 011, ECCe(a) = 100
b)	 01110101, ECCo(a) = 101, ECCe(a) = 010
c)	 10110001, ECCo(a) = 111, ECCe(a) = 000
d)	 11001010, ECCo(a) = 010, ECCe(a) = 011
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6. Odpowiedzi do zadań

Zadanie 2.11  

a)	 315 13
32

;
	

b)	 746 49
512

; 	 c)	 695 29
256

;	 d)	 569 61
72

; 

e)	 136 22
27

; 	 f)	 960 39
196

; 	 g)	 238 17
125

; 	 h)	 640 872
3375

.

Zadanie 2.12
a)	 110110111,01100;	 b)	 1333,15341;	 c)	 35F,451EB;	 d)	 12010,01112;
e)	 3B5,543A0;	 f)	 423,32865;	 g)	 412,320A9;	 h)	 3111,10331.

Zadanie 2.13
a)	 10202,1200;	 b)	 1014,1545; 	 c)	 518,1548; 
d)	 111100001,0100;	 e)	 12232,3414; 	 f)	 195,CE38.

Zadanie 2.14
a)	 0,001100; 	 b)	 0,000010101; 	 c)	 0,0000000111;  	 d)	 0,101; 

e)	 0,011100; 	 f)	 0,00100011; 	 g)	 0,0011; 	 h)	 0,0010001.

Zadanie 2.15

a)	 69
256

;  	 b)	 7
16

;  	 c)	 5
1024

;  	 d)	 27
64

; 

e)	 3
4

; 	 f)	 51
256

; 	 g)	 13
32

; 	 h)	 35
512

.

Zadanie 2.16
a)	 176E,75C; 
b)	 1337,2664; 
c)	 13103,1032; 
d)	 10010101001110111000101,1110011111001011; 
e)	 11100010111011101,100110010101001; 
f)	 11000101101110,1001001110;  
g)	 7A62,CBBA;  
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h)	 3110133023,2203213133;
i)	 12031133,11323212; 
j)	 20577,38516.

Zadanie 3.12
a)	

		  0001  1000  0011  0110 (BCD) 
	 + 	 0101  1001  0111  0101 (BCD) 
     	 0111  0001  1010  1011 
	 + 	 0000  0110  0110  0110       
     	 0111  1000  0001  0001 (BCD) 

b)	
		  0111  0010  1000  0101 (BCD) 
	 − 	 0011  0111  1001  0110 (BCD) 
     	 0011  1010  1110  1111 
	 − 	 0000  0110  0110  0110       
     	 0011  0100  1000  1001 (BCD) 

c)	  
		  0011  0111  0010  1001 (BCD) 
	 + 	 0101  1000  0110  0111 (BCD) 
     	 1000  1111  1001  0000
	 + 	 0000  0110  0000  0110       
     	 1001  0101  1001  0110 (BCD) 

d)	
		  1000  1001  0010  0101 (BCD) 
	 − 	 0011  0100  0110  0111 (BCD) 
     	 0101  0100  1011  1110 
	 − 	 0000  0000  0110  0110       
     	 0101  0100  0101  1000 (BCD) 

e)	
		  0100  0111  1000  0110 (BCD) 
	 + 	 0011  0101  1001  0011 (BCD) 
     	 0111  1101  0001  1001 
	 + 	 0000  0110  0110  0000       
     	 1000  0011  0111  1001 (BCD) 

f)	
		  0111  0010  0100  0101 (BCD) 
	 − 	 0110  0111  0011  0111 (BCD) 
     	 0000  1011  0000  1110 
	 − 	 0000  0110  0000  0110       
     	 0000  0101  0000  1000 (BCD) 
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Zadanie 3.13
a)	 10101;  	 b)	 1001000;  	 c)	 10011110;  
d)	 1010001;  	 e)	 101101;  	 f)	 111001000.

Zadanie 3.14
a)	 243;  	 b)	 77;  	 c)	 16; 
d)	 982; 	 e)	 58; 	 f)	 180.

Zadanie 3.15
a)	

10000000 10101000(ZM)
11111111 01010111(U1)
11111111 01011000(U2)

b)	
00000000 01100011(ZM)
00000000 01100011(U1)
00000000 01100011(U2)

c)	
10000000 00100010(ZM)
11111111 11011101(U1)
11111111 11011110(U2)

d)	
10000001 00010101(ZM)
11111110 11101010(U1)
11111110 11101011(U2)

e)	
10000000 00010000(ZM)
11111111 11101111(U1)
11111111 11110000(U2)

f)	
10000000 10011111(ZM)
11111111 01100000(U1)
11111111 01100001(U2)

g)	
00000001 00101100(ZM)
00000001 00101100 (U1)
00000001 00101100 (U2)

h)	
10000000 01100100(ZM)
11111111 10011011(U1)
11111111 10011100(U2)
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Zadanie 3.16
a)	 −29;  	 b)	 −50;  	 c)	 101; 	 d)	 −140; 
e)	 −176; 	 f)	 68;  	 g)	 19; 	 h)	 −370.

Zadanie 3.17
a)	 00001110 01001110(ZM);	 b)	 11101100 01101100(U1);	 c)	 00001110 10100000(U2)
d)	 00011100 01010001(U1);	 e)	 10010011 00110100(U2);	 f)	 10110111 00100110(ZM)

Zadanie 3.18
a)	 100110101;	 b)	 00000010;  	 c)	 001110;  	 d)	 1001100000;  
e)	 01000;  	 f)	 0011010;  	 g)	 10001011;  	 h)	 011001101.

Zadanie 3.19
a)	 27;  	 b)	 −17;  	 c)	 14; 	 d)	 −19; 
e)	 3;	 f)	 −23; 	 g)	 112; 	 h)	 −14.

Zadanie 4.6
a)	

	 0 1 1 0 0 0 1 0  
+	 1 0 1 1 0 1 0 0       
	 0 0 0 1 0 1 1 0  (U2) 

b)	
	 1 1 0 0 0 1 1 0  
+	 1 0 1 0 1 1 1 1       
	 0 1 1 1 0 1 0 1 	 przepełnienie

c)	
	 0 1 0 1 0 1 0 0  
+ 	 0 0 1 1 0 0 0 1       
	 1 0 0 0 0 1 0 1	 przepełnienie

d)	
	 1 0 1 1 1 0 1 1  
+	 0 0 0 1 1 0 1 0       
	 1 1 0 1 0 1 0 1  (U2)    

Zadanie 4.7
a)	

	 1 1 1 0 0 1 0 0  
+	 0 0 1 1 1 0 0 1       
	 0 0 0 1 1 1 0 1  (U2) 
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b)	
	 1 1 0 1 0 0 1 1  
+ 	 1 0 1 0 1 0 1 0       
	 0 1 1 1 1 1 0 1	 przepełnienie

c)	
	 0 0 1 0 0 1 1 0  
+	 1 0 1 1 1 1 0 0       
	 1 1 1 0 0 0 1 0  (U2) 

d)	
	 0 0 1 0 0 1 1 1  
+	 0 1 0 1 1 1 0 0       
	 1 0 0 0 0 0 1 1	 przepełnienie

Zadanie 4.8
a)	

	– algorytm powielonego znaku
	 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 	

*	 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 	
	 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
	 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
	 0 0 0 1 0 1 0 1     
	 0 0 1 0 1 0 1
	 0 1 0 1 0 1
	 1 0 1 0 1
	 0 1 0 1
	 1 0 1
	 0 1
+	 1                                  
	 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1  (U2)     	

	– algorytm Robertsona
	 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1  	

*  	                   0 1 0 1 0 1	
	 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
	 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
+	 0 0 0 1 0 1 0 1            
	 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 		
+	 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
	 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1  (U2)     	



88

	– algorytm Bootha
	 0 0 0 0 0 0   1 1 0 1 0 1   0	
+	 1 0 1 0 1 1                          	 1. iteracja, − A 
	 1 0 1 0 1 1   1 1 0 1 0 1   
	 1 1 0 1 0 1   1 1 1 0 1 0   1
+	 0 1 0 1 0 1                          	 2. iteracja, + A 
	 0 0 1 0 1 0   1 1 1 0 1 0   
	 0 0 0 1 0 1   0 1 1 1 0 1   0
+	 1 0 1 0 1 1                           	 3. iteracja, − A 
	 1 1 0 0 0 0   0 1 1 1 0 1   
	 1 1 1 0 0 0   0 0 1 1 1 0   1
+	 0 1 0 1 0 1                            	 4. iteracja, + A 
	 0 0 1 1 0 1   0 0 1 1 1 0   
	 0 0 0 1 1 0   1 0 0 1 1 1   0
+	 1 0 1 0 1 1                            	 5. iteracja, − A 
	 1 1 0 0 0 1   1 0 0 1 1 1   
	 1 1 1 0 0 0   1 1 0 0 1 1   1	
	 1 1 1 1 0 0   0 1 1 0 0 1      	 6. iteracja, przesunięcie
	 1 1 1 1 0 0   0 1 1 0 0 1   (U2)     	

b)	
	– algorytm powielonego znaku

	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 	
*	 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 	
	 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1
	 1 1 1 0 1 1 0 1     
	 1 1 0 1 1 0 1
	 1 0 1 1 0 1
	 0 1 1 0 1
	 1 1 0 1
	 1 0 1
	 0 1
+	 1                                  
	 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0  (U2)     	

	– algorytm Robertsona
	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1  	

*	                    0 1 0 1 0 0	
	 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1
+	 1 1 1 0 1 1 0 1            
	 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 		
+	 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
	 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0  (U2)     	



89

	– algorytm Bootha
	 0 0 0 0 0 0   1 1 0 1 0 0   0	
	 0 0 0 0 0 0   0 1 1 0 1 0   0	 1. iteracja, przesunięcie
	 0 0 0 0 0 0   0 0 1 1 0 1   0	 2. iteracja, przesunięcie
+	 0 1 0 0 1 1                          	 3. iteracja, − A 
	 0 1 0 0 1 1   0 0 1 1 0 1   
	 0 0 1 0 0 1   1 0 0 1 1 0   1
+	 1 0 1 1 0 1                          	 4. iteracja, + A 
	 1 1 0 1 1 0   1 0 0 1 1 0   
	 1 1 1 0 1 1   0 1 0 0 1 1   0		
+	 0 1 0 0 1 1                          	 5. iteracja, − A 
	 0 0 1 1 1 0   0 1 0 0 1 1   
	 0 0 0 1 1 1   0 0 1 0 0 1   1	
	 0 0 0 0 1 1   1 0 0 1 0 0 (U2)     	 6. iteracja, przesunięcie

c)	
	– algorytm powielonego znaku

	 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 	
*	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 	
	 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1
	 1 1 1 1 1 0 0 0 1   
	 1 1 1 0 0 0 1
	 1 1 0 0 0 1
	 1 0 0 0 1
	 0 0 0 1
	 0 0 1
	 0 1
+	 1                                  
	 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0  (U2)     	

	– algorytm Robertsona
	 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1  	

*	                    0 0 1 1 0 0	
	 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1
+	 1 1 1 1 1 0 0 0 1         
	 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 		
+	 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0
	 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0  (U2)     	

	– algorytm Bootha
	 0 0 0 0 0 0   1 0 1 1 0 0   0	
	 0 0 0 0 0 0   0 1 0 1 1 0   0	 1. iteracja, przesunięcie
	 0 0 0 0 0 0   0 0 1 0 1 1   0	 2. iteracja, przesunięcie
+	 0 0 1 1 1 1                          	 3. iteracja, − A 
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	 0 0 1 1 1 1   0 0 1 0 1 1   
	 0 0 0 1 1 1   1 0 0 1 0 1   1
	 0 0 0 0 1 1   1 1 0 0 1 0   1	 4. iteracja, przesunięcie	
+	 1 1 0 0 0 1                          	 5. iteracja, +A 
	 1 1 0 1 0 0   1 1 0 0 1 0   
	 1 1 1 0 1 0   0 1 1 0 0 1   0
+	 0 0 1 1 1 1                          	 6. iteracja, −A 
	 0 0 1 0 0 1   0 1 1 0 0 1   
	 0 0 0 1 0 0   1 0 1 1 0 0 (U2)     	

d)	
	– algorytm powielonego znaku

	 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 	
*	 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 	
	 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 
	 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
	 0 0 0 0 0 1 0 1 0   
	 0 0 0 1 0 1 0
	 0 0 1 0 1 0
	 0 1 0 1 0
	 1 0 1 0
	 0 1 0
+	 1 0                               
	 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0  (U2)     	

	– algorytm Robertsona
	 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0  	

*	                    0 0 1 1 1 0	
	 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 
	 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
+	 0 0 0 0 0 1 0 1 0         
	 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 		
+	 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
	 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0  (U2)     	

	– algorytm Bootha
	 0 0 0 0 0 0   1 0 1 1 1 0   0	
	 0 0 0 0 0 0   0 1 0 1 1 1   0	 1. iteracja, przesunięcie
+	 1 1 0 1 1 0                          	 2. iteracja, − A 
	 1 1 0 1 1 0   0 1 0 1 1 1   
	 1 1 1 0 1 1   0 0 1 0 1 1   1
	 1 1 1 1 0 1   1 0 0 1 0 1   1	 3. iteracja, przesunięcie
	 1 1 1 1 1 0   1 1 0 0 1 0   1	 4. iteracja, przesunięcie	
+	 0 0 1 0 1 0                          	 5. iteracja, + A 
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	 0 0 1 0 0 0   1 1 0 0 1 0   
	 0 0 0 1 0 0   0 1 1 0 0 1   0	
+	 1 1 0 1 1 0                          	 6. iteracja, − A 
	 1 1 1 0 1 0   0 1 1 0 0 1   
	 1 1 1 1 0 1   0 0 1 1 0 0 (U2)   

Zadanie 4.9
a)	

	 0 0 0 1 0    1 0 1 1 1 	
	 0 0 1 0 1    0 1 1 1 0 	 1. iteracja
+	 1 0 1 0 1                   	 −M 
	 1 1 0 1 0    0 1 1 1 0    	 q0 = 0
	 0 0 1 0 1    0 1 1 1 0	 +M
	 0 1 0 1 0    1 1 1 0 0 	 2. iteracja
+	 1 0 1 0 1                   	 −M 
	 1 1 1 1 1    1 1 1 0 0    	 q0 = 0
	 0 1 0 1 0    1 1 1 0 0	 +M
	 1 0 1 0 1    1 1 0 0 0 	 3. iteracja
+	 1 0 1 0 1                   	 −M 
	 0 1 0 1 0    1 1 0 0 1    	 q0 = 1
	 1 0 1 0 1    1 0 0 1 0 	 4. iteracja
+	 1 0 1 0 1                   	 −M 
	 0 1 0 1 0    1 0 0 1 1    	 q0 = 1
	 1 0 1 0 1    0 0 1 1 0 	 5. iteracja
+	 1 0 1 0 1                   	 −M 
	 0 1 0 1 0    0 0 1 1 1    	 q0 = 1
wynik: 01010, reszta: 00111

b)	
	 0 0 0 1 0    0 1 0 1 1 		
	 0 0 1 0 0    1 0 1 1 0 	 1. iteracja
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 1 1 0 1 1    1 0 1 1 0    	 q0 = 0
	 0 0 1 0 0    1 0 1 1 0	 +M
	 0 1 0 0 1    0 1 1 0 0 	 2. iteracja
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 0 0 0 0 0    0 1 1 0 1    	 q0 = 1
	 0 0 0 0 0    1 1 0 1 0 	 3. iteracja
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 1 0 1 1 1    1 1 0 1 0    	 q0 = 0
	 0 0 0 0 0    1 1 0 1 0	 +M
	 0 0 0 0 1    1 0 1 0 0 	 4. iteracja
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
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	 1 1 0 0 0    1 0 1 0 0    	 q0 = 0
	 0 0 0 0 1    1 0 1 0 0	 +M
	 0 0 0 1 1    0 1 0 0 0 	 5. iteracja
+	 1 0 1 1 1                   	 −M 
	 1 1 0 1 0    0 1 0 0 0    	 q0 = 0
	 0 0 0 1 1    0 1 0 0 0	 +M
wynik: 01000, reszta: 00011

Zadanie 4.10
a)	

	 1, 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 	
	 1, 1 0 1 1 1 1 0 0 1   	 1. iteracja, 
+	 0, 0 0 1 1 1 1         	 −M   q0 = 1 
	 1, 1 1 1 1 1 0 0 0 1  	    
	 1, 1 1 1 1 0 0 0 1  	 2. iteracja, 
+	 0, 0 0 1 1 1 1         	 −M   q1 = 1
	 0, 0 0 1 0 1 1 0 1 	     
	 0, 0 1 0 1 1 0 1	 3. iteracja, 
+	 1, 1 1 0 0 0 1         	 +M   q2 = 0
	 0, 0 0 0 1 1 1 1	
	 0, 0 0 1 1 1 1	 4. iteracja, 
+	 1, 1 1 0 0 0 1         	 +M   q3 = 0
	 0, 0 0 0  0 0 0  	

	 1, 1 0 0   
+	 1, 0 0 0 1           
	 0, 1 0 0 1  (U2)     	  

9
16(10)	

b)	
	 0, 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 		
	 0, 1 0 0 0 1 0 1 1 1   	 1. iteracja, 
+	 1, 1 0 1 1 1                	 +M   q0 = 0 
	 0, 0 1 0 0 0 0 1 1 1 	     
	 0, 1 0 0 0 0 1 1 1 	 2. iteracja, 
+	 1, 1 0 1 1 1                	 +M   q1 = 0
	 0, 0 0 1 1 1 1 1 1 	     	
	 0, 0 1 1 1 1 1 1	 3. iteracja, 
+	 1, 1 0 1 1 1                	 +M   q2 = 0
	 0, 0 0 1 1 0 1 1		
	 0, 0 1 1 0 1 1	 4. iteracja, 
+	 1, 1 0 1 1 1                	 +M   q3 = 0
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	 0, 0 0 1 0 0 1    		
	 0, 0 1 0 0 1	 5. iteracja, 
+	 1, 1 0 1 1 1                	 +M   q4 = 0
	 0, 0 0 0 0 0	

	 0, 0 0 0 0    
+	 1, 0 0 0 0 1     
	 1, 0 0 0 0 1 (U2)  − 0,11111(2) ∙ 2

3 = −1 1 1, 1 1 (2) = – 7 3
4 (10)	

Zadanie 5.7
a)	 wynik: 1101001 (x x x6 5 3 1+ + + ), reszta: 0010 (x));
b)	 wynik: 11001 (x x4 3 1+ + ), reszta: 11010 (x x x4 3+ + );
c)	 wynik: 11100 (x x x4 3 2+ + ), reszta: 111 (x x2 1+ + );
d)	 wynik: 11111 (x x x x4 3 2 1+ + + + ), reszta: 0011 (x +1).

Zadanie 5.8
a)	 11101;  	 b)	 1111;  	 c)	 1110;  	 d)	 111001;  	 e)	 00001, 
wskazówka:  
litery są reprezentowane 8-bitowymi kodami ASCII (A – 41(16), l – 6C(16), a – 61(16)).

Zadanie 5.9
a)	 110011110101011;  	 b)	 101110100110;  	 c)	 1100001011101011101; 
d)	 0100101110110;  	 e)	 1100110111;  	 f)	 1010101110111101011.

Zadanie 5.10
a)	 10111011001; 	 b)	 1101110010;  	 c)	 10011; 
d)	 10001101011; 	 e)	 0011011; 	 f)	 1001.

Zadanie 5.11
a)	 ECCo=001, ECCe=110; 	 b)	 ECCo=110, ECCe=110;
c)	 ECCo=111, ECCe=111; 	 d)	 ECCo=000, ECCe=111; 
e)	 ECCo=1110, ECCe=0001;	 f)	 ECCo=1101, ECCe=0010.

Zadanie 5.12
a)	 10011110; 	 b)	 01110101; 	 c)	 10110011; 	 d)	 11001010.
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Streszczenie

Książka stanowi zbiór zadań z rozwiązaniami z zakresu problematyki związanej 
z arytmetyką systemów cyfrowych i kodowaniem liczb. Tematyka skryptu obejmuje 
wybrane zagadnienia dotyczące reprezentacji i kodowania informacji w systemach 
komputerowych, w tym: pozycyjne systemy liczbowe, konwersja liczb, kody liczbowe, 
arytmetyka liczb w kodzie U2, kody detekcyjne i korekcyjne. W każdym z tematów 
książki przedstawiono niezbędne podstawy teoretyczne, szczegółowo wyjaśniono 
algorytmy wykonywania operacji arytmetyki komputerowej oraz metody kodowa-
nia i dekodowania danych. Wszystkie omawiane zagadnienia zostały zilustrowane 
licznymi przykładami oraz opatrzone wskazówkami i obszernymi komentarzami 
wyjaśniającymi.

Skrypt przeznaczony jest dla studentów uczelni technicznych, stanowi materiał 
pomocniczy do ćwiczeń z przedmiotów, które realizują między innymi zagadnienia 
związane z arytmetyką komputerową, kodowaniem i reprezentacją liczb. Ze względu 
na liczne przykłady i szczegółowe wyjaśnienia, książka dobrze się nadaje do samodziel-
nej pracy w celu przygotowania się do zajęć, sprawdzianów i kolokwiów zaliczenio-
wych. Może być też przydatna szerokiemu gronu czytelników zainteresowanych pod-
stawami reprezentacji, kodowania i przetwarzania danych w systemie komputerowym.
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Abstract

The book presents a collection of tasks with solutions in the field of computer 
arithmetic and number encoding. The subject of the script covers selected issues con-
cerning the computer representation and encoding of information, including: posi-
tional number systems, radix conversions, number representation, the two’s comple-
ment arithmetic, error detection and correction codes. Each topic contains the main 
theoretical foundations. The algorithms for performing computer arithmetic opera-
tions as well as the methods of encoding and decoding data are explained in detail. 
All the issues discussed have been illustrated with numerous examples and provided 
with tips and extensive explanatory comments. 

The book is addressed to students of technical universities, it can be helpful 
in learning subjects related to computer arithmetic, encoding and number represen-
tation. Due to the numerous examples and detailed explanations, the book is well 
suited for independent work in order to prepare for classes and tests. It can also 
be useful to a wide group of readers interested in the basics of computer data repre-
sentation and processing. 
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