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Wykaz ważniejszych oznaczeń

Oznaczenie Opis Jednostka

A macierz zespolona współczynników wi,j stosowanych w metodzie FDFD –
Aopt algorytm wyznaczania zastępczych danych materiałowych –
B wektor indukcji pola magnetycznego T

BiCGStab algorytm rozwiązywania równania macierzowego  
(ang. Bi-Conjugate Gradient Stabilized)

–

b wektor zespolony opisujący wartości źródeł pola i,jEz V×m–1

b rozmiar cegły wzdłuż osi Oy, szerokość cegły m
C18 model cegły z osiemnastoma drążeniami pionowymi –
C30 model cegły z trzydziestoma drążeniami pionowymi –
c0 prędkość fali elektromagnetycznej w próżni (c0 » 3·108 m×s–1) m×s–1

D wektor indukcji pola elektrycznego C×m–2

D liczba wymiarów modelu –
d średnica pręta zbrojeniowego m
d1 średnica strzemiona zbrojeniowego m
E wektor natężenia pola elektrycznego V×m–1

e wektor zespolony grupujący składowe pola podstawowego –
FDFD metoda różnic skończonych w dziedzinie częstotliwości  

(ang. Finite – Difference Frequency – Domain)
–

FDTD metoda różnic skończonych z bezpośrednim całkowaniem  
w dziedzinie czasu (ang. Finite – Difference Time – Domain)

–

FEM metoda elementów skończonych (ang. Finite Element Method) –
f częstotliwość Hz
fc funkcja celu –

GMRES(m) algorytm rozwiązywania równania macierzowego (ang. Restared 
Generalized Minimal Residual) z uwzględnieniem restartu algorytmu

–

H wektor natężenia pola magnetycznego A×m–1

h rozmiar cegły wzdłuż osi Oz, wysokość cegły m
JD wektor gęstości prądu przesunięcia A×m–2

JI wektor gęstości prądu wymuszającego pole A×m–2

JP wektor gęstości prądu przewodzenia A×m–2

JS wektor gęstości prądów powierzchniowych A×m–2
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Oznaczenie Opis Jednostka

j jednostka urojona; = -1j   –
k liczba falowa m–1

L rozstaw, odległość pomiędzy prętami m
L0 tłumienie w odległości 1 m dB
L1 rozstaw, odległość pomiędzy strzemionami m
l rozmiar cegły wzdłuż osi Ox, długość cegły m

NDOF liczba niewiadomych w tworzonym modelu, liczba stopni swobody –
Nx liczba komórek Yee wzdłuż osi Ox –
Ny liczba komórek Yee wzdłuż osi Oy –
Nz liczba komórek Yee wzdłuż osi Oz –
n wektor normalny do powierzchni –
n numer kroku czasowego, n = 0, 1,..., N –

nmax wymagana liczba iteracji do uzyskania zakładanej wartości ||r||2 –
RT metoda śledzenia promieni (ang. Ray Tracing) –
r wektor residualny –

||r||2 norma euklidesowa wektora residualnego –
rd rozmiar drążenia wewnątrz cegły wzdłuż osi Ox m

rpak stopień upakowania macierzy –
si1 siatka regularna stosowana w metodzie FDFD –
si2 siatka adaptacyjna w wybranych obszarach (FDFD) –
si3 siatka adaptacyjna w wybranych obszarach  

wraz ze skalowaniem (FDFD)
–

st1 współczynnik zmian natężenia pola wynikający z dwukrotnego 
zwiększenia grubości ściany

–

tmax maksymalny czas wykonywanych operacji s
Vc objętość cegły m3

Vd objętość wszystkich drążeń zawartych w cegle m3

V%mc procentowa zawartość masy ceramicznej %
WiFi Wireless Fidelity –

WLAN Wireless Local Area Network –
wi,j lokalnie liczony zespolony współczynnik w metodzie FDFD –
w/c współczynnik woda/cement –
wsp współczynnik dobierany doświadczalnie przy modelu 1SM –
Xmax maksymalny rozmiar wzdłuż osi Ox m
Ymax maksymalny rozmiar wzdłuż osi Oy m
Zmax maksymalny rozmiar wzdłuż osi Oz m

Z impedancja Ω
ZS impedancja falowa Ω
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Oznaczenie Opis Jednostka

zd wielkość zapisywanych danych, rozmiar pamięci do zapisu modelu B
αp kąt padania fali płaskiej °

ΓO obszar opisujący węzły zewnętrzne modelu, krawędzie modelu –
δ∆ błąd obliczania wartości pola %
∆t przyrost czasu w obliczeniach numerycznych, krok czasowy s
∆x rozmiar siatki wynikający z dyskretyzacji modelu wzdłuż osi Ox m
∆x,l rozmiar sąsiedniej lewej komórki, wzdłuż osi Ox (siatka adaptowana) m
∆x,p rozmiar sąsiedniej prawej komórki, wzdłuż osi Ox (siatka adaptowana) m
∆x,c średni rozmiar przylegających oczek, wzdłuż osi Ox (siatka adaptowana) m
∆y rozmiar siatki wynikający z dyskretyzacji modelu wzdłuż osi Oy m
∆z rozmiar siatki wynikający z dyskretyzacji modelu wzdłuż osi Oz m
ε przenikalność elektryczna F×m–1

ε0 przenikalność elektryczna próżni (ε0 » 8,857·10–12 F×m–1) F×m–1

εr względna zespolona przenikalność elektryczna –
εef względna efektywna przenikalność elektryczna –

εr
’
,FDTD względna przenikalność elektryczna 

(przyjęta w obliczeniach metodą FDTD)
–

εr
’
,opt względna zastępcza przenikalność elektryczna –
λ długość fali m
μ przenikalność magnetyczna H×m–1

μ0 przenikalność magnetyczna próżni (μ0 » 4π·10–7 H×m–1) H×m–1

μr względna przenikalność magnetyczna –
ρ gęstość objętościowa ładunku elektrycznego C×m–3

ρS gęstość powierzchniowa ładunku C×m–2

σ konduktywność S×m–1

σFDTD konduktywność (przyjęta w obliczeniach metodą FDTD) S×m–1

σopt zastępcza konduktywność S×m–1

ΩW obszar zawierający węzły wewnątrz modelu –
ΩZ obszar zawierający węzły opisujące źródło pola –
ΩS obszar analizowanej ściany –

ΩS,3D obszar materiału ściany żelbetowej (model 3D) –
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1. Wprowadzenie

1.1. Tematyka
Sieci bezprzewodowe są sprawdzonym, nowoczesnym rozwiązaniem stosowanym 
przy tworzeniu systemów telekomunikacyjnych. Ich zastosowanie pozwala na zastą-
pienie okablowania stosowanego w standardowych sieciach lokalnych LAN (ang. Local 
Area Network), czy rozległych WAN (ang. Wide Area Network). Do grupy systemów 
komunikacji bezprzewodowej należą zarówno sieci bazujące na komunikacji z wyko-
rzystaniem podczerwieni, jak też sieci, w których transmisja danych odbywa się drogą 
radiową w paśmie mikrofal.

Systemy komunikacji bezprzewodowej pozwalają na przesyłanie danych mię-
dzy komputerami bez konieczności montażu złożonych instalacji kablowych. Dają 
również możliwość wspólnego użytkowania jednego szerokopasmowego połączenia. 
Dzięki wykorzystaniu standardowych urządzeń, instalacja systemów bezprzewodo-
wej transmisji danych jest w wielu przypadkach łatwiejsza i szybsza niż montaż sieci 
kablowych. Technologie tego typu stanowią istotne, stale zyskujące na znaczeniu uzu-
pełnienie sieci przewodowych. Mogą być stosowane tam, gdzie względy techniczne 
utrudniają ich układanie. Systemy bezprzewodowej transmisji danych pozwalają 
na względnie łatwe i szybkie połączenie wielu urządzeń, przy zachowaniu możliwo-
ści dynamicznego i automatycznego konfigurowania zbioru komunikujących się ele-
mentów. O znacznym potencjale wykorzystania systemów komunikacji bezprzewo-
dowej przesądzają również inne, nie mniej ważne, czynniki związane z ich montażem 
i eksploatacją, m.in. [6, 92, 108, 114, 121, 180]:
1) modularna struktura sieci i wynikające z tego możliwości jej rozbudowy 

oraz modyfikacji;
2) stworzenie otwartego i ogólnodostępnego systemu komunikacji dla użytkowni-

ków w wybranej strefie;
3) możliwość tworzenia nadmiarowych systemów z pokrywającymi się obszarami 

działania;
4) zwiększenie niezawodności ze względu na częściowe pokrywanie się zasięgu 

odbiorników sieci (nadmiarowość punktów dostępowych).

Zachowanie właściwej jakości komunikacji w wybranym obszarze, w tym sta-
bilności zestawianych połączeń oraz szybkości transmisji, pozostaje zasadniczą 
kwestią przy montażu systemów komunikacji bezprzewodowej. Struktura sieci 
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bezprzewodowych wymaga uwzględnienia liczby punktów dostępowych i ich odpo-
wiedniego rozmieszczenia. Dyskutowane problemy stają się szczególnie istotne 
przy montażu sieci bezprzewodowych wewnątrz budynków. Powodem są efekty 
powstające przy propagacji fal elektromagnetycznych w układach o złożonej geome-
trii i strukturze materiałowej. Dodatkowe, istotne czynniki, które determinują kon-
strukcję i funkcjonalność systemów komunikacji bezprzewodowej to:
1) zachowanie właściwych ograniczeń związanych z rozlokowaniem nadajników;
2) spełnienie ograniczeń wynikających z dopuszczalnego poziomu emitowanego 

sygnału (mocy nadajnika);
3) limitowanie liczby punktów dostępowych;
4) ograniczenie liczby rozmieszczanych nadajników ze względu na trudne warunki 

montażu oraz dążenie do minimalizacji kosztów związanych ze strukturą sieci.

Ostateczna konfiguracja sieci bezprzewodowych wymaga wykonania odpowied-
nich pomiarów i prób w rzeczywistych warunkach. Na etapie projektowania i analizy 
struktury sieci możliwe jest również wykorzystanie metod modelowania kompute-
rowego. Numeryczna analiza zjawisk propagacji fal elektromagnetycznych pozwala 
uwzględnić konstrukcję budynku i wykonać wielowariantową analizę projektowa-
nego systemu komunikacji bezprzewodowej.

Dyskutowane zagadnienia dotyczą:
1) modelowania numerycznego;
2) komputerowej analizy propagacji fal elektromagnetycznych przy uwzględnieniu 

zróżnicowania konstrukcji budynków.

Tworzone modele i realizowane obliczenia numeryczne odnoszą się do zakresu 
częstotliwości lokalnej komunikacji bezprzewodowej (WLAN), np. standard WiFi 
(ang. Wireless Fidelity), (rozdział 1.2.2). 

Stosowanie algorytmów modelowania numerycznego daje możliwość określania 
rozkładów pola elektromagnetycznego w układach małej skali (np. ściana) oraz dużej 
skali (tj. cały budynek). Mimo nieuniknionych przybliżeń w konstruowanych mode-
lach oraz błędów obliczeń, stosowanie metod numerycznych pozwala na uzyskanie 
rozkładu pola nawet dla złożonych modeli. Propagacja fal elektromagnetycznych 
w konstrukcjach budowlanych należy do grupy zagadnień, w których algorytmy 
numeryczne mogą być istotnym, użytecznym narzędziem oceny zjawisk polowych 
oraz stanowić pomoc przy projektowaniu układów anten.

1.2. Omawiane zagadnienia
Szczególnie złożonym, rzadko analizowanym zagadnieniem pozostaje ocena zjawisk 
elektromagnetycznych w konstrukcjach budowlanych, w tym zawierających mate-
riały wielowarstwowe oraz o periodycznym układzie składników. Realizowany zakres 
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badań związanych z propagacją fal elektromagnetycznych uwzględnia: różne rodzaje 
rozpatrywanych konstrukcji budowlanych i dwa podstawowe pasma częstotliwości, 
w których mogą pracować systemy komunikacji bezprzewodowej.

1.2.1. Rodzaj materiałów oraz konstrukcji budowlanych

Duże zróżnicowanie stosowanych materiałów i technologii budowlanych stanowi 
podstawowy czynnik, który determinuje zakres i złożoność badań. Zagadnienia pre-
zentowane w publikacjach w ograniczonym stopniu uwzględniają materiały i tech-
nologie budowlane stosowane w Polsce. Analiza dostępnych materiałów źródłowych 
(rozdział 2) wskazuje, że wiele zagadnień nie zostało dotychczas rozpatrzonych w spo-
sób kompleksowy, z uwzględnieniem struktury wewnętrznej elementów, czy zróż-
nicowania właściwości materiałowych. Ze względu na rodzaj analizowanych mate-
riałów oraz różnorodność rozwiązań konstrukcyjnych główną przesłanką realizacji 
niniejszych badań było:
1) wykonanie dokładnych, wielowariantowych analiz ścian stosowanych w różnych 

układach konstrukcyjnych, w tym szczególnie w odniesieniu do technologii sto-
sowanych w Polsce;

2) określenie wpływu zbrojenia w konstrukcjach żelbetowych, z uwzględnieniem 
średnicy prętów oraz rozstawu między nimi, bez wprowadzania ujednorodnienia 
właściwości materiałowych;

3) wyznaczenie rozkładu pola w konstrukcjach wykonanych z cegieł pełnych 
oraz drążonych.

Poddano analizie numerycznej modele wybranych konstrukcji budowlanych 
przy uwzględnieniu:
1) rodzaju stosowanego materiału budowlanego, przy czym rozpatrzono beton zwy-

kły i komórkowy, ceramikę, tynk;
2) rzeczywistej średnicy prętów zbrojenia i strzemion oraz rozstawu pomiędzy nimi;
3) rozmiaru oczek siatki zbrojeniowej oraz liczby warstw zbrojenia wewnątrz ścian;
4) odległości osadzonego zbrojenia od krawędzi zewnętrznej warstwy (otuliny);
5) grubości ścian, powiązanej z pełnioną funkcją konstrukcyjną oraz liczbą warstw 

odpowiednich materiałów budowlanych;
6) struktury cegieł drążonych, na przykładzie dwóch standardowych rodzajów sto-

sowanych w Polsce;
7) zmienności parametrów elektrycznych materiałów budowlanych.



14

1.2.2. Pasmo częstotliwości fal elektromagnetycznych

Komunikacja bezprzewodowa obejmuje szereg standardów stosowanych w zależności 
od rodzaju i zasięgu projektowanej sieci (tabela 1.1). Powszechnie stosowane nazwy 
handlowe standardów obejmują systemy pracujące przy różnych częstotliwościach. 
Na przykład termin WiFi odnosi się do zestawu standardów stworzonych do budowy 
sieci bezprzewodowych opartych na komunikacji w paśmie 2,4 GHz oraz sporadycz-
nie 5 GHz [68, 95, 111].

TABELA 1.1. Podstawowe standardy sieci bezprzewodowych 

Standard Częstotliwość
[GHz] Zasięg

Przepustowość
(zależna od wersji protokołu 

oraz modulacji)

IrDA 1000 do kilku metrów 115 kb/s, 4 i 16 Mb/s 
802.15 (Bluetooth) 2,4 10 m 432,6 i 721 kb/s
HomeRF 2,4 40 m 1 lub 2 Mb/s
802.11a (WiFi) 5 18 m 54 Mb/s
802.11b (WiFi) 2,4 100¸300 m 512 kb/s oraz 1 i 5,5 i 11 Mb/s
802.11g (WiFi) 2,4 40 m 54 Mb/s
802.11n (WiFi) 2,4 lub 5,0 40 m 100 i 250 i 540 Mb/s
802.16a (WiMAX) 2¸11 50 km 75 Mb/s

(maksymalnie 100 Mb/s, 
gdy odbiornik jest w odległości 
do 10 km od nadajnika)

802.16d (WiMAX) do 11 5¸8 km
802.16e (WiMAX) 2¸6 1¸5 km

3G (UMTS) 1,8 ; 1,9 ; 2,1 5¸8 km 200 kb/s (maks. do kilku Mb/s)

ŹRÓDŁO: [6, 92, 108, 114, 121, 131, 159, 179, 180].

Zakres pracy odnosi się do instalacji, w których wykorzystywane są sygnały 
przy częstotliwościach f = 2,4 GHz oraz 5 GHz. Uzasadnieniem wyboru jest fakt, iż:
1) bezprzewodowe sieci lokalne oparte na standardach 802.11 projektowane są głów-

nie w obrębie budynków. Propagacja fali w tego typu środowisku jest dość spe-
cyficzna ze względu na liczne przeszkody występujące na trasie rozchodzenia się 
fali elektromagnetycznej np. ściany, drzwi, okna, czy stropy;

2) analiza rozkładu pola elektromagnetycznego pozwala na lepsze zrozumienie 
zjawisk fizycznych związanych z propagacją fal wewnątrz budynków, co ułatwi 
projektowanie systemów bezprzewodowych pod względem ich jakości. 
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1.3. Przewodnik po pracy
Ze względu na problemy związane z funkcjonowaniem komunikacji bezprzewodo-
wej wewnątrz budynków do głównych celów pracy zalicza się:
1) analizę rozkładu pola elektromagnetycznego oraz zachodzących zjawisk w kon-

strukcjach opartych na różnych technologiach budowlanych;
2) opracowanie narzędzi umożliwiających ocenę zjawisk polowych przy wykorzy-

staniu dobranego algorytmu numerycznego.

Do osiągnięcia postawionych celów niezbędna była realizacja zadań cząstkowych, 
których wykonanie pozwoliło na rozwiązanie założonego problemu. Na realizację 
postawionego zadania składały się poniższe zagadnienia.
a) analiza zjawisk związanych z propagacją fal elektromagnetycznych w elementach 

budowlanych; określenie właściwości elektrycznych przy:
 y różnej budowie materiału,
 y różnych wartościach częstotliwości pola działającego na próbkę; 

b) sformułowanie opisu matematycznego do komputerowej analizy pola elektromag-
netycznego opartego na różnicowej aproksymacji równań Maxwella;

c) dostosowanie algorytmu metody różnic skończonych w dziedzinie częstotliwości 
FDFD (ang. Finite – Difference Frequency – Domain) dla zagadnień dwuwymia-
rowych;

d) opracowanie elementów oprogramowania w języku C++ wspomagającego analizę 
zjawisk polowych w strukturach budowlanych;

e) analiza elementów konstrukcji budynków ze względu na działanie fal elektro-
magnetycznych, przy uwzględnieniu:
 y właściwości materiałowych i złożoności struktur materiałów budowlanych,
 y typów zbrojenia wynikających z rozwiązań konstrukcyjnych,
 y stosowania nowoczesnych technologii budowlanych,
 y wpływu struktury elementów na rozkład pola elektromagnetycznego.

Wykorzystanie opracowanego algorytmu umożliwi:
1) analizę zjawisk związanych z propagacją fal elektromagnetycznych w zakresie 

częstotliwości komunikacji bezprzewodowej w elementach budowlanych;
2) ocenę wpływu zmiany właściwości materiału na rozkład pola elektromagnetycz-

nego;
3) określenie rozkładu pola elektromagnetycznego przy odwzorowaniu wewnętrznej 

struktury wybranych materiałów budowlanych.

Do realizacji zadania związanego z numerycznym modelowaniem pól elektro-
magnetycznych w zakresie wielkich częstotliwości wykorzystano algorytm FDFD. 
Przygotowano również elementy oprogramowania pozwalające na skojarzenie 
tworzonego algorytmu FDFD z dostępnym, standardowym oprogramowaniem 
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narzędziowym do opracowania modeli numerycznych. Ze względu na przyjęte 
sformułowanie metody obliczeniowej proponowane rozwiązanie posiada następu-
jące właściwości:
1) analiza zagadnień jest prowadzona w stanie ustalonym;
2) wymuszenia pola występujące w układzie mają charakter monochromatyczny; 

przy opisie sygnałów źródeł pola zakłada się, że ich przebieg czasowy jest opisany 
funkcją harmoniczną;

3) numeryczny opis zagadnienia jest tworzony przez wpisanie prostokątnej siatki 
różnicowej do modelu.

Opracowany algorytm może być stosowany jako narzędzie do oceny warun-
ków propagacji fal elektromagnetycznych w przypadku wybranych struktur mate-
riałowych. Na uzyskanie poprawnych wyników wpływ ma wiele czynników zwią-
zanych m.in. z: właściwym wyborem metody, doborem odpowiednich parametrów 
oraz warunków realizacji obliczeń. Poprawność realizacji i właściwości sformuło-
wanego algorytmu zweryfikowano przez wykonanie oceny jakościowej i ilościowej 
wybranych modeli testowych. Wyniki obliczeń otrzymane z zastosowanego algo-
rytmu FDFD porównano z rezultatami uzyskanymi przy wykorzystaniu innych 
schematów numerycznych.

W rozdziale 2 scharakteryzowano zagadnienia związane z modelowaniem zja-
wisk polowych w konstrukcjach budowlanych. Opisano najczęściej stosowane mate-
riały budowlane. Przedstawiono zestawienie ich parametrów materiałowych stoso-
wanych w literaturze. Określono i uzasadniono przyjęty w pracy model materiałów 
budowlanych. Na podstawie dostępnej literatury dokonano podziału elementów 
konstrukcyjnych. Rozdział 2 zawiera ogólną charakterystykę metod stosowanych 
w literaturze do analizy pola elektromagnetycznego. Omówiono m.in. modele pro-
pagacyjne oraz zasady modelowania zjawisk polowych metodą śledzenia promieni. 
Przedstawiono przegląd metod numerycznych stosowanych w analizie tego typu 
zagadnień oraz uzasadniono wybór dwóch stosowanych metod.

W rozdziale 3 omówiono zależności matematyczne opisujące analizowane zagad-
nienia polowe. Przedstawiono zasady dotyczące przyjmowanych warunków brzego-
wych oraz założeń związanych z obliczeniami. Wyznaczono równania stanowiące 
podstawę do sformułowania schematu numerycznego.

W rozdziale 4 zaprezentowano szczegółowe sformułowania metody FDFD 
oraz FDTD. Wyszczególniono ograniczenia oraz opisano warunki poprawnej reali-
zacji obliczeń. Określono właściwości obu metod numerycznych. Omówiono zależ-
ności matematyczne oraz konstrukcję i właściwości algorytmu FDFD. Opracowany 
algorytm FDFD porównano pod względem sformułowania i właściwości z algoryt-
mem FDTD oraz FEM. Obie wspomniane metody posłużyły do oceny rozkładu pola 
elektromagnetycznego w wybranych zagadnieniach testowych. Na podstawie otrzy-
manych rezultatów dokonano weryfikacji opracowanego, autorskiego oprogramowa-
nia wspomagającego analizę zjawisk polowych. Opracowano oraz dokonano analizy 
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właściwości dwóch algorytmów BiCGStab oraz GMRES(m) realizujących obliczenia 
macierzy zespolonych w zagadnieniach opisanych modelem różnicowym w dziedzi-
nie częstotliwości. 

Przedmiotem analizy przedstawionej w rozdziale 5 były ściany wykonane z jed-
norodnych struktur, tj. betonu, gazobetonu oraz niejednorodnych materiałów sto-
sowanych w budownictwie (cegły klinkierowe czy żelbet). Rozpatrzono również zło-
żony przypadek ścian jednowarstwowych i dwuwarstwowych wykonanych z cegieł 
pełnych oraz dwóch rodzajów cegieł z drążeniami pionowymi. Opisano homogeni-
zację złożonej struktury i na tej podstawie pracowano autorski algorytm optymali-
zacyjny mający na celu wyznaczenie parametrów zastępczych opisujących materiał 
niejednorodny. 

W rozdziale 6 przeanalizowano rozkład pola elektromagnetycznego w złożonych 
konstrukcjach budowlanych. Poddano ocenie propagację fali elektromagnetycznej 
przy uwzględnieniu zmienności konstrukcji słupa oraz czterech różnych wariantów 
lokalizacji źródła pola. Drugim analizowanym przykładem była ściana wewnątrz 
pomieszczenia mieszkalnego. Omówiono konstrukcję i scharakteryzowano właści-
wości przyjmowanych modeli ścian, z uwzględnieniem betonu, żelbetu i cegieł.

W podsumowaniu przedstawiono wnioski dotyczące możliwości zastosowania 
metod numerycznych przy ocenie propagacji fal elektromagnetycznych w konstruk-
cjach budowlanych w zakresie częstotliwości komunikacji bezprzewodowej.

W wykazie literatury są zawarte również artykuły autorki [18, 19, 29–49, 216–233]. 
Przyjęto alfabetyczną kolejność prac. W związku z tym, że monografia została napi-
sana wcześniej niż ukazanie się niektórych artykułów, to pozycje [216–233] zostały 
umieszczone na końcu wykazu literatury. 
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2. Modelowanie zjawisk polowych 
w konstrukcjach budowlanych

Ze względu na złożony charakter zachodzących zjawisk fizycznych oraz znaczne 
zróżnicowanie geometrii i struktur materiałowych w konstrukcjach budowlanych, 
wyniki prac prezentowanych w dostępnej literaturze mają często charakter wycin-
kowy. W wybranych przypadkach dotyczą układów w znacznym stopniu teoretycznych 
pod względem geometrii i stosowanych materiałów. Wynika to po części z wyboru 
metody do obliczeń zjawisk polowych.

Zagadnienia objęte tematem monografii są rozpatrywane w wielu publikacjach, 
z uwzględnieniem aspektów bezpośrednio związanych z fizyczną naturą zjawisk, 
jak również metodami ich numerycznego modelowania. W dostępnych publikacjach 
można wyróżnić trzy zasadnicze grupy dyskutowanych zagadnień.
1) Opis danych materiałowych i wartości współczynników materiałowych charak-

teryzujących właściwości elektryczne materiałów budowlanych.
2) Ocena właściwości konstrukcji budowlanych, w tym wielowarstwowych elementów 

konstrukcyjnych oraz materiałów złożonych (beton, żelbet). W przypadku metod 
numerycznych wskazane zagadnienia powiązane są bezpośrednio ze sposobem 
matematycznego opisu struktury i właściwości złożonych materiałów w ramach 
tworzonych modeli konstrukcji budowlanych.

3) Wybór metody numerycznej wykorzystywanej do wyznaczenia rozkładu pola 
elektromagnetycznego, wybrane aspekty jej sformułowania oraz praktycznej 
implementacji.

W dalszej części tego rozdziału omówiono wiodące publikacje dotyczące wska-
zanych zagadnień oraz przedstawiono dyskusję związaną z założeniami przyjętymi 
w toku realizacji analiz.
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2.1. Właściwości elektryczne materiałów
Poprawne określenie właściwości elektrycznych materiałów jest istotnym warunkiem 
poprawnego, wiarygodnego odwzorowania zjawisk polowych w modelowanych kon-
strukcjach budowlanych. Podstawowe materiały ceramiczne i betonowe są w ogólnym 
ujęciu nieidealnymi dielektrykami. Z tego względu szczegółowej dyskusji podlegają 
wartości parametrów modelowanych materiałów, w tym [120, 137]: 
1) przenikalności elektrycznej 
 ε =ε0 εr, (2.1)
2) przenikalności magnetycznej 
 μ =μ0 μr, (2.2)

3) konduktywności (przewodności elektrycznej) σ.

Występujące w zależnościach (2.1) i (2.2) symbole εr i μr oznaczają odpowiednio 
względną przenikalność elektryczną i magnetyczną materiału. Ze względu na bezwład-
ność zjawisk magnetycznych, przy analizie w zakresie wielkich częstotliwości pomija 
się zmiany przenikalności magnetycznej dielektryków. Zakłada się, że względna prze-
nikalność magnetyczna wynosi 1. 

Przy uwzględnieniu harmonicznych zmian pola możliwe jest przejście do zapisu 
w dziedzinie liczb zespolonych i wprowadzenie zastępczych, efektywnych parame-
trów materiałowych. Przenikalność elektryczna materiału w rozpatrywanym zakresie 
częstotliwości mikrofalowych, w ogólnym przypadku jest liczbą zespoloną [120, 132]

 ε = ε’ – jε’’. (2.3)

Składowa rzeczywista ε’ określa zdolność dielektryka do gromadzenia energii 
w polu elektrycznym, natomiast składowa urojona ε’’ odpowiada za straty energii zwią-
zane z występowaniem prądów przesunięcia. Zmiany polaryzacji ośrodka w zależności 
od częstotliwości pola powodują, że wartości składowych przenikalności nie są stałe. 
Przy opisie właściwości materiałowych dielektryka definiuje się również parametry 
efektywne [17, 132]

 ε ω ε
σ

ωε
ε ε

σ

ωεef
0 0j

j( ) = + = − +






’ ’’ . (2.4)

W definicji efektywnej przenikalności elektrycznej materiału są uwzględnione 
zjawiska wywołane prądami przewodzenia i przesunięcia. 

W celu scharakteryzowania właściwości materiałów przyjętym rozwiązaniem jest 
podanie rzeczywistej przenikalności elektrycznej ośrodka ε’ oraz współczynnika strat 
dielektrycznych, definiowanego jako tangens kąta strat [120, 132, 184]:

 tgδ
ω ε σ

ω ε
=

+’’
’

. (2.5)
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Wyrażenie w liczniku powyższego wzoru stanowi zastępczą konduktywność 
ośrodka, która opisuje całkowite straty energii w ośrodku. W paśmie mikrofalowym 
o stratności dielektryka decyduje jego konduktywność σ, wyznaczana przy wymusze-
niu stałym (f = 0 Hz) oraz składowa urojona przenikalności. W przypadku niskich 
częstotliwości, gdy opóźnienie wektora polaryzacji materiału w stosunku do wymu-
szenia można pominąć, o stratach ośrodka decyduje wartość konduktywności [184]. 
Wtedy wzór (2.5) upraszcza się do postaci

 tgδ σ

ω ε
≈

’
. (2.6)

Przedstawione zasady opisu właściwości materiałowych są również stosowane 
w odniesieniu do materiałów budowlanych. Poniżej przedstawiono krótką charakte-
rystykę podstawowych materiałów budowlanych oraz zestawienie podawanych w lite-
raturze wartości parametrów elektrycznych opisujących dany materiał.

2.1.1. Właściwości betonu

We współczesnym budownictwie głównym materiałem budowlanym jest beton. 
Powstaje on w wyniku wiązania i stwardnienia mieszanki złożonej ze spoiwa 
(cementu), wypełniacza (kruszywo) i wody oraz nadających pożądane cechy ewen-
tualnych dodatków (do 20% w stosunku do masy spoiwa) i domieszek (do 5% w sto-
sunku do masy spoiwa) [23, 144, 150, 153, 156], (rys. 2.1). 

RYS. 2.1. Procentowy skład mieszanek betonowych

Kruszywa mogą być naturalne (np. piasek, żwir, granit) lub sztuczne (np. keram-
zyt) [146]. Ze względu na rozmiar ziaren rozróżnia się: kruszywa drobne o frakcjach 
do 4 mm, grube á4; 36ñ mm oraz bardzo grube á63; 250ñ mm. Maksymalny wymiar 
ziaren kruszywa nie może być większy niż:
 y 1/3 najmniejszego wymiaru przekroju poprzecznego elementu konstrukcji budow-

lanej;
 y 3/4 odległości między prętami zbrojenia.
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W prawidłowo wykonanym betonie każde ziarno kruszywa powinno być ściśle 
otoczone zaprawą cementową wypełniającą wolne przestrzenie pomiędzy ziarnami 
(rys. 2.2), [23, 67].

RYS. 2.2. Wyszlifowana powierzchnia betonu

Skład mieszanki dobierany jest, tak aby otrzymać beton o oczekiwanej wytrzyma-
łości mechanicznej oraz odporności na działanie czynników zewnętrznych. Dodatki 
i domieszki poprawiają właściwości zarówno mieszanek betonowych, jak i beto-
nów, np. zwiększają urabialność, mrozoodporność, wodoszczelność, ale jednocześ-
nie wpływają na zróżnicowanie ich właściwości elektrycznych [58, 77, 143, 144, 145]. 
Klasyfikacja betonów ze względu na ciężar objętościowy w stanie suchym obejmuje: 
 y beton ciężki – powyżej 2600 kg/m3, wykonywany z kruszyw pochodzących z cięż-

kich minerałów lub rud żelaza, stosowany do budowy osłon przed promieniowa-
niem w komorach rentgenowskich lub reaktorach atomowych;

 y beton zwykły:
 y á2200; 2600ñ kg/m3, zawierający naturalne i łamane kruszywa (żwir, piasek, 

grys), stosowany do wykonywania elementów konstrukcyjnych betonowych 
i żelbetowych;

 y á2000; 2200ñ kg/m3, złożony z kruszyw porowatych (np. keramzyt), służy 
do wykonywania elementów o podwyższonej izolacyjności cieplnej np. ścian 
osłonowych, pustaków ściennych i stropowych; 

 y beton lekki – á800; 2000ñ kg/m3; wykonywany z kruszyw lekkich lub przez nada-
nie betonowi porowatej struktury np. przez napowietrzenie (beton komórkowy) 
lub spienienie.

Głównym przeznaczeniem zwykłego betonu jest budowanie ścian nośnych, słu-
pów i stropów (z wykorzystaniem zbrojenia), stanowiących szkielet budowli zwłasz-
cza w technologii wielkopłytowej czy wielkoblokowej.

Beton uzyskuje swoje właściwości w wyniku hydratacji cementu. Z tego względu 
ważnym parametrem jest współczynnik woda/cement (w/c), który określa wytrzy-
małość, zwartość, a tym samym, długoletnią trwałość odlewu betonowego [77]. 
Zmniejszenie stosunku w/c skutkuje bardziej zwartą i odporną powierzchnią odlewu 
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betonowego, która opóźnia przenikanie np. soli mineralnych, tlenu, wilgoci i dwu-
tlenku węgla, a zatem znacznie zwiększa okres użytkowania konstrukcji betonowej. 
Wymagania konstrukcyjne i normy [144] ściśle określają dopuszczalną ilość cementu 
oraz wartość stosunku w/c (tabela 2.1).

TABELA 2.1. Właściwości betonu oraz związane z tym dopuszczalna ilość cementu 

Beton zwykły
Najmniejsza dopuszczalna ilość cementu 

na 1 m3 mieszanki betonowej [kg]
Największa 

dopuszczalna 
wartość w/cwraz ze zbrojeniem bez zbrojenia

Osłonięty przed bezpośrednim 
działaniem czynników 
atmosferycznych np. otynkowany

220 190 0,75

Narażony bezpośrednio 
na działanie czynników 
atmosferycznych

270 250 0,60

Narażony na stały dostęp wody 
przed zamarznięciem

270 270 0,55

ŹRÓDŁO: [23, 144, 145].

Ze względu na różnorodność czynników wpływających na uzyskanie betonu 
stwardniałego, określenie wartości parametrów elektrycznych stanowi temat licznych 
badań, m.in. [28, 76, 133, 141, 164, 169, 194]. W dostępnej literaturze, pod względem 
parametrów elektrycznych, najczęściej rozpatrywany jest beton zwykły (tabela 2.2). 
W wielu przypadkach pomijana jest informacja o rodzaju betonu i jego składnikach. 
Sporadycznie autorzy zajmują się betonem lekkim (rozdz. 2.1.2), [141, 176].

TABELA 2.2. Przegląd właściwości elektrycznych betonu zwykłego (uporządkowany wg często- 
tliwości)

Lp. f [GHz] εr’ εr’’ σ [S/m] Literatura Uwagi

1. 10–6¸0,1 13 – 0,0001¸0,02 [214] Analiza płyty wykonanej 
z betonu i zbrojenia

2. 0,15¸0,6 6 – – [60] Analiza różnej gęstości 
zbrojenia w betonowej 

płycie
3. 0,245 4,7¸7,6 – – [164] Analiza zmienności 

współczynnika w/c 
i wpływu temperatury

4. 0,3¸35,0 4,0¸7,5 0,38¸1,4 – [28] Analiza zmienności 
współczynnika w/c

5. 0,4¸4,0 3 – – [27] –
6. 0,5¸2,0 6 0,01 – [64] –
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Lp. f [GHz] εr’ εr’’ σ [S/m] Literatura Uwagi

7. 0,5
0,9
1,0
2,5

5,0¸12,0 – – [20] Dane przyjęte przez 
autora w zależności 

od składu betonu 
i częstotliwości

8. 0,8 7,1¸7,5 – – [191] Pomiary dla zbrojonej 
płyty

9. 0,9 6,26 – 0,037 [135] Jednorodna płyta 
betonowa

10. 0,9 3 – 1,95·10–3 [89] –
11. 0,9 6,1 – 1,95·10–3 [89] –
12. 0,9 6

7
8

0,25
0,3

0,35

– [161, 100] Jednorodne płyty 
betonowe

13. 0,948 5 – 0,004 [5] Płyta zbrojona
14. 1,0¸2,0 6,07¸5,87 – 0,0684¸0,083 [190] –
15. 1,0¸2,0 6 – 0,1 [190] Dane dla stropów 

betonowych
16. 1,0¸3,0 3,0¸6,0 – 1,95·10–3 [15] Analiza ściany betonowej
17. 0,1¸6,0 6 – 1,95·10–3 [59] –
18. 1,0¸95,9 6,2¸7,0 0,34¸0,85 – [176] Ciężki beton
19. 1,5 6,398 – 0,182 [194] –
20. 1,5 5,113 – 0,031 [194] –
21. 1,5 6 – 0,01

(0,05¸0,25)
[194] Testy przy zmienności 

σ = 0,05¸0,25 S/m
22. 1,8 6 – 1,95·10–3 [134] –
23. 1,8 7 0,3 – [206] Dane dla zbrojonego 

betonu, gdzie dla stali 
σ = 1,11·106 S/m

24. 1,8 6 – 1,95·10–3 [134] Beton ze zbrojeniem
powołując się na [1]

[140] Jednorodna zbrojona 
płyta

25. 1,8 7 0,35 – [161] Jednorodna płyta
26. 1,8 7 0,3 – [172] Beton zbrojony
27. 1,8 7 0,25

0,30
– [161] –

28. 1,865
2,14

5 – 0,004 [5] Beton zbrojony

29. 2,4 6 – 1,95·10–3 [138, 139, 
140]

–

30. 2,4 8 – 0,01 [138] –
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Lp. f [GHz] εr’ εr’’ σ [S/m] Literatura Uwagi

31. 3 3 0,03 – [206] Płyta betonowa 
z otworami

32. 3,1¸10,6 6 – – [60] Zbrojona płyta betonowa
33. 3,0

9,0
24,0

5,0¸7,0 0,1¸0,7 – [79, 1176] –

34. 5 5,5 – 0,0501 [166] Ściana wykonana 
z jednorocznego betonu

35. 5 4,6 – 0,0668 [141] Ściana wykonana 
z 40-letniego betonu

36. 10 5,1 0,4 – [76] Suchy beton
37. 10 6 1 – [76] Mokry beton
38. 10,38 – – – [103] Wykresy dla ε’ oraz ε’’
39. 57,5 2,55 0,084 – [170] –
40. 57,5 2,55 0,081 – [169] Suchy beton
41. 57,5 6,5 0,43 – [169] –
42. 60 6,4954 – 1,43 [141] Jednoroczny beton
43. 60 11,47 – 0,988 [141] Płyta betonowa

Parametry elektryczne betonu są zależne od:
 y liczby oraz rodzaju składników mieszanki betonowej, m.in. wielkości i kształtu 

ziaren;
 y jakości zaprawy cementowej, w tym szczególnie od wartości współczynnika w/c.

Większość autorów posługuje się danymi właściwości elektrycznych, które odnoszą 
się do materiału po całkowitym procesie hydratacji zaczynu cementowego oraz proce-
sie produkcyjnym i obróbkowym. W publikacjach [61, 169, 176] uwzględniono rodzaj 
analizowanego betonu (np. suchy, mokry, 40-letni). Na podstawie artykułów [11, 169] 
można wnioskować, że składowa rzeczywista przenikalności elektrycznej betonu εr’ 
osiąga stałą wartość dopiero po miesiącu od czasu wylania, gdy proces uwodnienia 
jest praktycznie zakończony. Stabilizacja wartości składowej urojonej εr’’ jest uzależ-
niona od procesu zmniejszania wilgotności i przyjmuje się, iż długość tego okresu 
wynosi ok. 14 miesięcy.

W artykule [28] przedstawiono rezultaty badań, w których określono zmiany skła-
dowej rzeczywistej i urojonej przenikalności elektrycznej betonu w funkcji częstotli-
wości. Uwzględniono przy tym trzy warianty współczynnika w/c. W analizowanym 
paśmie od 0,1 GHz do 100 GHz charakterystyki wykazują typowy przebieg, właściwy 
dla zjawisk polaryzacji ładunku przestrzennego oraz polaryzacji dipolowej. Składowa 
rzeczywista przenikalności zmniejsza się, przy czym w przypadku betonu suchego 
(w/c = 0,1) spadek od wartości εr’ = 4,2 (f = 0,1GHz) nie przekracza 7%. Przy zwięk-
szeniu udziału wody (w/c = 0,3) wartość składowej rzeczywistej podlega zmianom 
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sięgającym 25%, przy czym przy f = 0,1 GHz wynosi 7,3. Charakterystyki składowej 
urojonej w przypadku każdej próbki materiału (zmiany w/c) osiągają maksimum 
przy częstotliwości ok. 100 GHz. Obserwowane efekty znajdują uzasadnienie w zja-
wiskach polaryzacji dipolowej. Zwiększenie udziału wody, prowadzi do nasilenia efek-
tów związanych z występowaniem strat na skutek prądów przesunięcia, tzn. wyższa 
wartość współczynnika w/c oznacza zwiększenie wartość składowej urojonej prze-
nikalności. Wynika to ze zwiększenia liczby jonów utworzonych na skutek dysocja-
cji wybranych składników w wodzie.

2.1.2. Właściwości gazobetonu

Ze względu na duży ciężar właściwy betonu oraz dążenie do zminimalizowania obcią-
żeń powierzchniowych działających np. na konstrukcję stropu, obecnie częściej sto-
suje się jego lżejszą odmianę – beton komórkowy (gazobeton, suporex). Jest on sto-
sowany w budowie domów jednorodzinnych a w konstrukcjach wielkowymiarowych 
do wznoszenia ścian działowych.

Podstawowy zestaw składników obejmuje [147, 149, 210]:
 y spoiwo – najczęściej jest to mieszanina cementu i wapna;
 y kruszywo – piasek kwarcowy lub popiół lotny powstający ze spalania węgla 

lub ich mieszanina. Do lekkich betonów stosuje się: kruszywa mineralne, odpady 
przemysłowe, kruszywa ze spiekanych glin i surowców skalnych, wypełniacze 
organiczne (głównie drewnopochodne) i polimery;

 y środek porotwórczy – związki aluminium w postaci proszku lub pasty;
 y środki powierzchniowo czynne – usuwające warstwę ochronną z proszku alumi-

nium oraz zmniejszające napięcie powierzchniowe wody;
 y woda i dodatki (np. gips).

Właściwości betonu komórkowego zależą ściśle od jego mikrostruktury, która 
złożona jest z dwóch faz – stałej zajmującej ok. 20¸40% objętości materiału oraz gazo-
wej ok. á60, 80ñ%. Porowata struktura wpływa na małą gęstość objętościową i kształ-
tuje właściwości elektryczne materiału.

Parametry elektryczne są zbliżone do właściwości materiałów ceramicznych 
(np. cegieł), (tabela 2.3).

TABELA 2.3. Zmienność przyjmowanych właściwości elektrycznych betonu lekkiego

Lp. f [GHz] εr’ εr’’ σ [S/m] Literatura Uwagi

1. 0,5¸0,7 2,5¸3,0 0,0138¸0,025 – [141] –
2. 1,0 2,0 0,5 – [176] –
3. 3,0¸9,0 2,25 0,12¸0,5 – [176] –
4. 60,0 2,26 0,1017 3,39·10–1 [141] –
5. 60,0 3,66 0,12481 4,17·10–1 [141] –
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2.1.3. Właściwości tynku

Tynk, w ujęciu tradycyjnym, jest to warstwa z zaprawy lub gipsu służąca do pokrycia 
powierzchni m.in. ścian, sufitów czy kolumn zarówno wewnątrz, jak i na zewnątrz 
budynku. Układanie tynku ma na celu: zabezpieczenie powierzchni przed działa-
niem czynników atmosferycznych oraz nadanie estetycznego wyglądu elementom 
budynku [153, 156].

Tynki stosowane są również jako warstwa podkładowa pod elementy wymaga-
jące gładkiego podłoża. Standardowo maksymalna grubość warstwy tynku wynosi 
25 mm. Natomiast jako wartość minimalną przyjmuje się:
 y 20 mm na zewnątrz budynku (tynk gruboziarnisty);
 y 10 mm wewnątrz budynku;
 y 8 mm na stropach.

Ze względu na zastosowane spoiwo w technologiach budowlanych rozróżnia się: 
tynki cementowe, wapienne, cementowo-wapienne i gipsowe.

Przy rozpatrywaniu zagadnień elektrycznych, w dostępnej literaturze, autorzy 
pomijają wskazaną klasyfikację. Wartości parametrów elektrycznych tynków przyj-
mują wartości zestawione w tabeli 2.4.

TABELA 2.4. Przegląd właściwości elektrycznych przyjmowanych dla tynku

Lp. f [GHz] εr’ εr’’ σ [S/m] Literatura Uwagi

1. 5,0 2,02 0,05328 0,0148 [141] –
2. 5,8 2,02 – 0 [57] –
3. 5,8 2,21 – 0 [57] –
4. 41,5 2,5 – 0,23 [57] –
5. 41,5 2,15 – 0,24 [57] –
6. 57,5 1,5 0,01 – [170] –
7. 59,5 2,58 – 0,02 [55] –
8. 59,5 2,58 – – [21] –
9. 60,0 2,4845 0,06211 0,207 [141] –

10. 60,0 1,8427 0 0 [141] Dwie warstwy 
cegieł

11. 60,0 2,6 0,0364 0,121 [141] –
12. 60,0 2,37 0,12012 0,401 [141] –
13. 60,0 2,7 0,05346 0,178 [141] –
14. 60,2 2,81 – 1,50·10–1 [113] –
15. 60,2 2,81 – – [75] –
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2.1.4. Przyjęty model materiałów budowlanych

W tabelach 2.2–2.4 zostały podane wartości parametrów materiałowych, zestawione 
przy wybranych częstotliwościach, na podstawie dostępnej literatury. Zauważalne 
zróżnicowanie i rozbieżności w wartościach przyjmowanych przez różnych autorów 
wynikają z:
1) wprowadzania uproszczeń w konstruowanych modelach materiałowych (np. pomi-

jania przewodności elektrycznej materiałów);
2) ujednorodnienia parametrów przy analizie materiałów budowlanych o złożonej 

strukturze;
3) wpływu różnych czynników na zmiany parametrów elektrycznych, m.in. składu 

materiałów, względnej zawartości wody, stosowania dodatków i domieszek, które 
zmieniają wypadkowe właściwości próbki.

Przegląd publikacji i dyskusję dotyczącą wpływu różnych czynników na para-
metry elektryczne cegły, betonu, szkła i drewna przedstawiono w [182]. Zgodnie 
z artykułem autorzy zaobserwowali, iż znajomość dokładnych wartości parametrów 
dla wszystkich środowisk jest praktycznie niemożliwa. Stwierdzają, iż należy dokony-
wać pomiarów dla konkretnych wariantów modeli przy uwzględnieniu częstotliwości, 
czy warunków otaczającego środowiska, które wpływa na skład materiału. W wielu 
publikacjach nie bierze się pod uwagę powyższych czynników i np. beton traktowany 
jest jako materiał, dla którego autorzy nie uwzględniają różnorodności składników, 
które są uzależnione od oczekiwanych właściwości mechanicznych betonu, rodzaju 
konstrukcji czy zastosowanej technologii budowlanej.

W literaturze analizowane są ściany wykonane z podstawowych materiałów 
budowlanych, które często traktowane są jako jednorodne homogeniczne struktury. 
Mimo zróżnicowanego składu i właściwości poszczególnych składników, wielkości 
cząstek m.in. kruszywo spełniają warunki quasi-stacjonarności. Rozmiary modelu 
pozostają stosunkowo duże w porównaniu z nieuporządkowanymi składnikami 
np. betonu [11]. Drugi powód ujednorodnienia właściwości danego materiału wiąże 
się z ograniczonymi możliwościami odwzorowania złożonej struktury ze względu 
na możliwości komputera bądź oprogramowania.

Z podanych względów analizowane ściany opisywane są w postaci homogenicz-
nych płyt o różnych rozmiarach, których właściwości są jednorodne, izotropowe 
i wyrażone za pomocą trzech parametrów: εr, μr i σ [15, 89, 120, 135, 137, 190, 214], 
(tabele 2.2–2.4).

Nieliczne publikacje zawierają analizę różnych wariantów składu materiału budow-
lanego np. betonu [164, 194]. Porównanie dwóch rodzajów próbek betonowych o róż-
nej porowatości struktury zostało przedstawione w [194]. Natomiast analiza betonu 
z uwzględnieniem względnej zawartości wody wyrażonej za pomocą wagowej relacji 
(w/c) zawarta jest w [164].
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Przedstawione zestawienia parametrów elektrycznych materiałów budowlanych 
pozwalają na określenie głównych cech przyjętych w pracy materiałów.
1) Ze względu na występujące wartości natężenia pola elektrycznego, analizowane 

materiały wykazują właściwości liniowe. Przenikalność elektryczna ε, przenikal-
ność magnetyczna μ, oraz konduktywność σ pozostają stałe, niezależnie od war-
tości natężenia pola elektrycznego i magnetycznego.

2) Przyjmuje się model materiału o właściwościach izotropowych, w którym ε, μ, σ 
pozostają skalarami i nie zależą od orientacji wektora pola. Stosowane materiały 
budowlane (beton, tynk, gazobeton) wykazują właściwości izotropowe [79]. W lite-
raturze sporadycznie można znaleźć przypadki traktowania szkła, drewna i cegły, 
jako materiału zależnego od polaryzacji, do którego opisu należy stosować zapis 
tensorowy. Przykładowo przenikalność elektryczna będzie tensorem zapisanym 
w postaci macierzy:

  =
















  

  

  

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

 (2.7)

3) Model materiału bez dyspersji. Ośrodki, w których parametry ε, μ, σ zależą od czę-
stotliwości określane są dyspersyjnymi. Ze względu na ograniczenie pracy syste-
mów komunikacji bezprzewodowej do częstotliwości 2,4 GHz lub 5 GHz, pomija 
się dyspersję ε oraz μ. 
Autorzy [75] wykazali, iż w przypadku materiałów nie można stosować takich 

samych trendów zależności stałej dielektrycznej (εr) od częstotliwości. Natomiast 
w [176] autorzy na podstawie analizy wielu artykułów dotyczących parametrów mate-
riałowych, stwierdzili, że εr betonowych próbek znacząco nie zmienia się mimo sze-
rokiego pasma częstotliwości.

2.2. Analiza konstrukcji budowlanych
Na bazie podstawowych materiałów budowlanych tworzone są konstrukcje budow-
lane, których wewnętrzna struktura, jej złożoność i zmienność parametrów materia-
łowych ma przełożenie na właściwości budowlane i elektryczne. Dyskutowane niżej 
materiały charakteryzują się złożoną budową, na którą składają się materiały o róż-
nych właściwościach. Dyskusja tego typu materiałów pozwala uwzględnić technolo-
gie budowlane stosowane w danym kraju [1].

Ze względu na specyfikę technologii budowlanej stosowanej m.in. w Anglii, 
czy USA w literaturze przedstawiono analizę elementów betonowych wraz z drą-
żeniami (tzn. z otworami powietrznymi), [205]. Badanie wpływu betonowych ścian 
o strukturze periodycznej na jakość transmisji i odbić zadanego sygnału przedsta-
wiają publikacje [7, 89, 91, 206].
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W budynkach jednorodzinnych stosuje się ściany jednowarstwowe i wielowar-
stwowe złożone głównie z różnych typów cegieł, bloczków sylikatowych, czy betonów 
komórkowych. Zbrojenie występuje jedynie w stropach i słupach. Natomiast w przy-
padku technologii wielkopłytowej, czy wielkoblokowej układem nośnym są ściany 
wykonane z żelbetu.

W ostatnich latach najczęściej stosowana jest technologia murowana. Obciążenia 
przenoszone są przez żelbetowe stropy, co pozwala na dowolne kształtowanie prze-
strzeni wewnątrz budynku. Głównym materiałem budowlanym jest ceramika 
(np. cegły, pustaki, bloczki). Ściany, w zależności od stosowanych materiałów i funk-
cji, jaką mają pełnić (np. ściana działowa, nośna, osłonowa, ochronna), mogą być 
również wielowarstwowe.

Ze względu na zjawiska elektromagnetyczne istotne znaczenie ma sposób opisu 
struktury materiałowej. W wybranych publikacjach wymiary analizowanych modeli 
są przypadkowe, niewystępujące w technologii budowlanej [64, 182, 203]. Z drugiej 
strony oczywiście analizuje się wybrane modele stanowiące rzeczywiste konstruk-
cje ścian [14, 28, 134, 138].

Ze względu na konstrukcję ścian, osobnego omówienia wymagają modele ścian 
ze zbrojeniem oraz ścian bez zbrojenia. Ma to również wpływ na przyjęcie odpowied-
nich założeń dotyczących wyboru metody obliczeniowej.

2.2.1. Elementy konstrukcyjne wykonane z żelbetu

Trudniejsze pod względem aplikacji i ciekawsze ze względu na zachodzące zjawi-
ska polowe są zagadnienia związane z elementami konstrukcyjnymi zawierającymi 
zbrojenie. Wprowadzenie do konstrukcji wkładek metalowych powoduje zniekształ-
cenie propagującej fali elektromagnetycznej, które prowadzi do zmian rozkładu pola 
i w konsekwencji wpływa m.in. na jakość komunikacji bezprzewodowej.

Beton jest materiałem przenoszącym naprężenia ściskające, a jego wytrzymałość 
na rozciąganie jest bardzo mała. W związku z tym stosuje się stalowe zbrojenie, które 
w elemencie żelbetowym przenosi głównie naprężenia rozciągające. Jako zbrojenie 
stosuje się wkładki w postaci prętów, lin, strun, kabli, czy siatek. Ze względu na pro-
ces wykonania oraz współpracę elementów stalowych z betonem rozróżnia się: żel-
bet, siatkobeton oraz beton sprężony. Rzadziej spotykanym materiałem budowlanym 
jest fibrobeton. Zawiera on rozproszone mikrozbrojenie w postaci włókien stalowych, 
które jest dozowane do mieszanki betonowej.

Rozkład zbrojenia wewnątrz elementów konstrukcyjnych zależy m.in. od założeń 
konstrukcyjnych przy zastosowaniu odpowiedniego składu betonu. Rozstaw między 
prętami (L) uzależniony jest m.in. od schematów obliczeniowych oraz od wielkości sił 
i momentów obciążających konstrukcję. Nominalna średnica prętów zbrojenia wynosi 
d = 0,005¸0,04 m. W celu polepszenia właściwości wytrzymałościowych konstrukcji 
stosuje się haki i pętle kotwiące, biegnące prostopadle do kierunku prętów. Montaż 



31

zbrojenia oraz odstępy między prętami zbrojeniowymi są ściśle określone dla odpo-
wiednich elementów konstrukcyjnych [154]. W przypadku siatkobetonu oczko siatki 
zbrojenia wynosi á0,006; 0,012ñ m [155].

Zjawiska rozpraszania pola elektromagnetycznego przez metalową siatkę umiesz-
czoną w bezstratnym dielektryku przedstawiono w [81, 82, 110, 198, 199]. W [101, 162] 
autorzy przedstawili analizę jednowymiarowego periodycznego rzędu przewodzą-
cych prętów osadzonych wewnątrz płyty o właściwościach dielektryka, rozpatrując 
przy tym różne warianty kąta padania fali elektromagnetycznej. 

Osobnym zagadnieniem jest modelowanie ścian w postaci struktur warstwo-
wych [7, 56, 62, 157, 168, 181, 209, 212, 215]. W publikacji [22] zaproponowano teo-
retyczne podejście do metalowych siatek i ich wpływu na skuteczność ekranowania. 
Na tej podstawie były również analizowane pojedyncze ściany wykonane z żelbetu 
[59, 127, 161]. Określenie wartości parametrów elektrycznych jest względnie trudne 
w wielu przypadkach [52, 181]. Możliwe są dwa podejścia:
1) całkowite ujednolicenie wartości parametrów materiałowych niezależnie od czę-

stotliwości [59];
2) właściwy dobór właściwości elektrycznych przy uwzględnieniu rodzaju materiału 

i częstotliwości [182].

W publikacji [59] do analizy wpływu żelbetowej płyty na komunikację radiową, 
mimo szerokiego zakresu częstotliwości (f Îá0,1; 6ñ GHz), przyjęto niezmienne ujedno-
rodnione parametry materiałowe określone przy częstotliwości f = 1 GHz (tabela 2.2). 

Odrębne zagadnienie stanowią betonowe słupy czy kolumny zbrojone prętami, 
które tworzą zasadniczy szkielet budynku i stanowią często oddzielne konstrukcje. 
Tego typu przypadki rozważane są sporadycznie i uwzględniane przy analizie całych 
budynków [1, 5].

RYS. 2.3. Przykładowe rozmieszczenie zbrojenia wewnątrz słupów wraz z wymaganiami normo-
wymi przy projektowaniu elementów ściskanych
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Średnica zbrojenia stosowanego w słupach wynosi d Îá0,008; 0,02ñ m, odległość 
od krawędzi zewnętrznych słupa zawiera się w przedziale á0,02; 0,03ñ m. W konstruk-
cji słupów, w celu zwiększenia wytrzymałość konstrukcji, stosowane są m.in. strze-
miona łączące pręty. Na rys. 2.3 przedstawiono przykładową geometrię oraz wyma-
gania konstrukcyjne dotyczące słupów [154]. Przedstawione zależności określające 
parametry zbrojenia zostały odniesione do długości fali w betonie oznaczonej 
przez λb = 0,05103 m, dla parametrów elektrycznych betonu opisanych przez: εr’ = 6; 
σ = 0,00195 S/m [59, 138, 139, 140], przy częstotliwości 2,4 GHz.

2.2.2. Ściany z cegieł pełnych i drążonych

Wyroby wapienno-piaskowe (silikatowe), jak i beton komórkowy produkowane 
są z niemal identycznych surowców, jednak odmienne technologie wytwarzania 
sprawiają, że otrzymane materiały posiadają inne właściwości. W obu przypadkach 
podstawowe składniki to wapno, piasek i woda [148, 152, 178]. Materiały silikatowe, 
podobnie jak ceramikę budowlaną, cechuje wysoka gęstość objętościowa wynikająca 
z małej ilości wolnych przestrzeni w materiale.

Cegły wykonane są z gliny lub innych surowców ilastych z dodatkiem piasku 
a następnie suszone i wypalane w wysokiej temperaturze. Podział gotowych wyro-
bów dotyczy cech geometrycznych, wytrzymałości na ściskanie, stopnia wypalenia 
oraz zastosowanych surowców [142, 148, 149, 152]. Wymiary cegieł są bardzo zróż-
nicowane ale oparte na stosunku wysokości (h) do szerokości (b) oraz długości (l) 
wynoszącym 1:2:4 [151, 152], (rys. 2.4). 

RYS. 2.4. Przykłady elementów murowanych z drążeniami pionowymi: cegła klinkierowa i pustak
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W tabeli 2.5 zostały porównane przyjmowane parametry elektryczne cegieł. 
Autorzy publikacji [79, 176] dokonali pomiarów parametrów elektrycznych dla trzech 
rodzajów cegieł pełnych (czerwona, brązowa oraz z wyżłobieniem), z bliską zeru 
zawartością wody. Z przeprowadzonej analizy wywnioskowano, że:
 y przy trzech częstotliwościach f Î {3, 9, 24} GHz wartość εr’ jest zbliżona i zawiera 

się w granicach á3, 7, 4ñ;
 y niezależnie od rodzaju cegieł straty związane z prądami przesunięcia są porów-

nywalne przy dwóch częstotliwościach (3 GHz i 9 GHz);
 y natomiast dla f = 24 GHz wartość εr’ jest zbieżna do εr’ otrzymanych przy f = 3 GHz 

oraz 9 GHz zaś wartość εr’’ jest pięciokrotnie wyższa w porównaniu z dwiema 
analizowanymi częstotliwościami, tj. dla f = 3 GHz oraz 9 GHz εr’’ wynosi 0,12 
a dla f = 24 GHz εr’’ = 0,6.

Powyższe wyniki zostały zweryfikowane teoretycznie dla cegieł pełnych 
przy zmiennej objętości wody w zakresie á0, 30ñ% (tabela 2.5), [79, 176].

TABELA 2.5. Przegląd właściwości elektrycznych przyjmowanych do scharakteryzowania cegieł
Lp. f [GHz] εr’ εr’’ σ [S/m] Literatura Uwagi

1. 0,9 4,6 – 0,0175 [135] –

2. 1,7¸2,6 4,44 – 0,01 [190] –

3. 1,7¸18,0 4,62¸4,11 – 0,0174¸0,0364 [112] –

4. 2,0 4,44 – – [112] –

5. 3,0
9,0

24,0

3,7¸4,0 0,12 – [79, 176] –

6. 3,0
9,0

24,0

3,7¸19 0,12¸3,7 – [79, 176] –

7. 5,0 4,12 0,16 0,0445 [141] Cegła z otworami

8. 5,0 3,3 0,01 0,00278 [141] Cegła pełna

9. 5,0 3,56 0,34 0,0946 [141] –

10. 5,3 4,1 0,15 – [100] –

11. 5,8 3,58 – 0,11 [57] Pomiary cegieł z 1,8% 
objętością wody

12. 5,8 3 – 0,12 [57] Pomiary cegieł z 1,8% 
objętością wody

13. 24,0 3,7¸4,0 0,6 – [176] –

14. 60,0 3,95 0,073 0,244 [141] Cegła z otworami

15. 60,0 2,82 0,44 0 [141] Cegła pełna
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Analiza właściwości elektrycznych cegieł (o grubości d = 0,105 m) wykazała, 
że wraz ze wzrostem częstotliwości maleje εr. Natomiast w przypadku tynku (0,01 m) 
wartości εr wzrastają. Stwierdzono, iż cegły można opisać jako materiał izotropowy. 
Przy częstotliwości f = 5,8 GHz, w zależności od rodzaju polaryzacji fali, wartości 
konduktywności różnią się jedynie o 0,01 S/m. Autorzy publikacji [89] niezależnie 
od rozpatrywanej polaryzacji fali przyjęli takie same wartości dla betonu.

2.3. Metody analizy
Na technologie komunikacji bezprzewodowej składają się rozwiązania zróżnico-
wanie pod względem częstotliwości, czy też zasięgu działania. Wyróżnić można 
systemy radiokomunikacji ruchomej, w których zasięg stacji bazowych sięga kilo-
metrów, jak również lokalne systemy komunikacji bezprzewodowej, których zada-
niem jest połączenie różnorodnych części infrastruktury informatycznej w ramach 
budynku, czy pomieszczenia. Z punktu widzenia modelowania zjawisk elektromag-
netycznych w tych układach, za bezpośrednią, względną miarę wielkości analizo-
wanego modelu należy przyjąć wielkość liniowych rozmiarów układu w stosunku 
do długości propagującej fali elektromagnetycznej. Wybór metody obliczeniowej jest 
w istotnym stopniu podyktowany względną wielkością modelu i wynikających z tego 
przybliżeń w odwzorowaniu zjawisk fizycznych.

Wybór algorytmu obliczeniowego wymaga rozpatrzenia potrzeb i ograniczeń zwią-
zanych ze specyfiką analizy zjawisk polowych w systemach transmisji bezprzewodo-
wej. Zasadnicze czynniki determinujące zastosowanie metod symulacji numerycznych 
pozostają współzależne (rys. 2.5) i mają w znacznym stopniu charakter przeciwstawny. 

RYS. 2.5. Główne czynniki determinujące możliwości stosowania algorytmów numerycznych 
przy analizie zjawisk polowych w konstrukcjach budowlanych
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Klasycznym przykładem jest sprzeczność między zwiększeniem wielkości 
modelu przy zachowaniu oczekiwanej precyzji odwzorowania struktury materiało-
wej a dokładnością modelowania rzeczywistych układów. Przeciwieństwa wskaza-
nych czynników ulegają uwypukleniu przy dążeniu do analizy coraz większych ukła-
dów. Nabiera również znaczenia czynnik związany z kosztem numerycznym obliczeń.

Rozpatrywane zagadnienia propagacji fal elektromagnetycznych należą do grupy 
problemów otwartych. Mimo względnie małego zasięgu działania lokalnych systemów 
komunikacji bezprzewodowej (np. w obrębie budynków), odwzorowanie zjawisk polo-
wych wiąże się z odtworzeniem zjawisk propagacji fal w otwartym, teoretycznie nie-
skończonym obszarze. W systemach lokalnej komunikacji bezprzewodowej granice 
rozchodzenia się fal nie są ograniczone do obszaru budynku, stąd należy uwzględ-
nić złożoność i wielkość rozpatrywanego obszaru, jak również przyjąć takie warunki 
brzegowe, które dobrze odzwierciedlą modelowany układ.

Zagadnienia związane z funkcjonowaniem sieci bezprzewodowych i rozkładem 
pola elektromagnetycznego wymagają rozpatrzenia wielu zjawisk zachodzących 
przy propagacji fal w złożonych układach. W tym celu, oprócz metod empirycznych 
[80, 112, 129] mogą być stosowane metody: 
 y analityczne [112];
 y wykorzystujące przybliżenia optyki geometrycznej (np. techniki śledzenia pro-

mieni), [163, 200];
 y różnorodne metody numeryczne bazujące na rozwiązaniu zagadnień fizyki falo-

wej (np. FDTD, FDFD), [2, 8, 10, 25, 63, 66, 74, 94, 115, 160, 175, 202]. 

Niezbędne przybliżenia wprowadzane przy konstruowaniu modelu oraz poziom 
błędów wnoszonych przy realizacji obliczeń stanowią główne czynniki decydujące 
o wyborze algorytmu obliczeń (rys. 2.6). 

Użycie metod analitycznych prowadzi do uzyskania rozwiązań w pełni bazują-
cych na modelu matematycznym i obarczonych najmniejszym błędem. Ich stosowanie 
jest jednak możliwe w układach o prostej geometrii, przy idealizowaniu opisu [102]. 
Ograniczenia metod analitycznych nie pozwalają na rozpatrzenie zagadnień zwią-
zanych z propagacją fal elektromagnetycznych w złożonych rzeczywistych konstruk-
cjach budowlanych. Ich użycie ogranicza się do sprawdzenia i porównania rozwią-
zania przybliżonego otrzymanego z użyciem metod numerycznych, w przypadku 
prostych modeli testowych.
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RYS. 2.6. Ogólna klasyfikacja metod stosowanych przy analizie propagacji fal EM

2.3.1. Metody optyki geometrycznej

Ze względu na znaczne, względne rozmiary rozpatrywanych modeli (sięgające 
setek – tysięcy długości fal), szerokie zastosowanie znalazły metody optyki geome-
trycznej [3, 4, 53, 59, 65, 69, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 93, 96, 97, 98, 104, 105, 106, 107, 
124, 136, 161, 167, 171, 174, 187, 188, 189, 190, 193, 197, 200, 206, 211]. Ich sformuło-
wanie bazuje na zasadzie Fermata. Zakładając prostoliniowe rozchodzenie się fal 
od punktu stacji bazowej, wyznaczane są mapy pokrycia obszaru przy uwzględnieniu 
wielokrotnych odbić, częściowych załamań fal oraz ich tłumienia. Wirtualne mapy 
analizowanego obszaru, oparte na wektorowej reprezentacji ukształtowania terenu 
budynków i innych przeszkód tworzą wyjściowy model do obliczeń. W wykonywanej 
analizie uwzględnia się wielodrogowość sygnału, który podlega wielokrotnym odbi-
ciom. Sposób opisu zjawisk fizycznych nie pozwala jednak na uwzględnienie interfe-
rencji fal. Ograniczenie błędu tą metodą wymaga zastosowania dużej liczby promieni 
modelowanych numerycznie (nawet do 40 tysięcy), [105]. 
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RYS. 2.7. Metoda śledzenia promieni: (a) poglądowe zestawienie reguły opisu zjawisk w RT, 
(b) przykład mapy pokrycia obszaru obejmującego dzielnicę miasta 

ŹRÓDŁO: [173].

Najpowszechniej znaną metodą optyki geometrycznej jest algorytm śledzenia 
promieni (ang. Ray Tracing, RT). Wyróżnia się przy tym dwa podstawowe schematy 
opisane poniżej [3, 4, 136, 174, 193].
 y Algorytm śledzenia promieni w przód (ang. Forward Ray Tracing, FRT), stosowany 

do zgrubnego wyznaczenia pokrycia sygnału przez stację bazową z dokładnoś-
cią do kilku metrów. Polega on na modelowaniu równomiernej emisji promieni 
w otaczającą przestrzeń poprzez zachowanie takiej samej wartości przesunięcia 
kątowego między poszczególnymi wiązkami. Charakteryzuje się stosunkowo 
krótkim czasem obliczeń przy wykonaniu analizy w jednym procesie emisji pro-
mieni z anteny stacji bazowej. Jego głównym ograniczeniem jest liczba emitowa-
nych promieni i czas liczenia interakcji z przeszkodami wynikającymi z ukształ-
towania terenu, czy rozmieszczenia budynków [105].

 y Algorytm śledzenia promieni w tył (ang. Backward Ray Tracing, BRT), oparty 
na tzw. metodzie obrazów, który pozwala na wyznaczenie wartości sygnału 
w określonych punktach odbiorczych oraz określenie dyspersji czasowej 
kanału radiowego [105]. Algorytm charakteryzuje się długim czasem obliczeń 
i wymaga wprowadzenia modyfikacji w przypadku uwzględnienia innych zjawisk  
niż odbicie.

Podstawową wadą metody RT jest fakt, iż analiza złożonego rozległego obszaru 
lub złożonej geometrii wymaga dużego nakładu czasu obliczeń. Spowodowane jest 
to wzrostem liczby zachodzących interakcji promieni z obiektami, które skutkują 
również wykładniczym wzrostem czasu obliczeń. 

Sformułowania innych metod optyki geometrycznej zmierzają do rozsze-
rzenia zakresu ich zastosowania, ograniczenia wad klasycznego algorytmu RT, 
czy też uwzględnienia dodatkowych zjawisk w celu zmniejszenia błędów. Stąd 
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w literaturze są dyskutowane również zmodyfikowane algorytmy optyki geometrycz-
nej, m.in. metoda energetyczna, UTD (ang. Uniform Geometrical Theory of Diffraction 
Method), SBR (ang. Shooting and Bouncing Ray Method), Method of Mirror Images 
(Image Method), [97, 98, 211].

Metoda śledzenia promieni jest odpowiednia do modelowania rozległych obsza-
rów, w tym również środowisk zurbanizowanych [211]. Do wyznaczenia współczyn-
nika odbicia fali autorzy przyjmują często ogólne parametry elektryczne dla wszyst-
kich rodzajów konstrukcji budowlanych, np. ε'r = 5, σ = 0,01 [S/m], [197]. Metody 
oparte na RT są także stosowane w analizie propagacji fal w budynkach. W artyku-
łach [187, 188, 189] została zaprezentowana trójwymiarowa wersja metody UTD oparta 
na stopniowej rozbudowie schematu analizy. Przedmiotem rozważań były zjawiska 
propagacji fal w ramach jednego piętra wewnątrz budynku. Natomiast w [190] przed-
stawiono rozszerzony dwupiętrowy model uwzględniający odbicia od ścian i stropów 
oraz konstrukcji okien [90]. Dyskutowana metoda jest rozszerzeniem badań przed-
stawionych w [90, 93] i sprowadza się do modyfikacji metody śledzenia promieni.

Odmienne podejście do analizy propagacji fal elektromagnetycznych zostało opi-
sane w [89]. Badania dotyczyły jednowymiarowego i dwuwymiarowego zagadnienia 
dotyczącego betonowej płyty. Autorzy skoncentrowali się na wyznaczeniu współ-
czynników odbicia i transmisji w zależności od kąta padania fali elektromagnetycznej. 
W tym celu wykorzystano opisaną w pracach [167, 53, 65, 69, 85, 87, 88, 106, 107, 124] 
homogenizację materiału przez podział ściany na trzy warstwy o różnych parame-
trach elektrycznych. Dwie zewnętrzne warstwy ściany były traktowane jako jedno-
lite płyty betonowe, natomiast parametry elektryczne wewnętrznej warstwy z otwo-
rami były zależne od kąta padania fali elektromagnetycznej. Zaprezentowane wyniki 
dowiodły, iż niewłaściwe podejście do złożonych periodycznych struktur budowla-
nych powodowało błędy w obliczeniach mocy odbieranego sygnału rzędu 5–10 dB. 
Modyfikacja powyższej metody została opisana w [206]. Nowy zapis algorytmu umoż-
liwił analizę układów trójwymiarowych zawierających zbrojenie. Niestety, możliwe 
było rozpatrywanie niewielkich obszarów o prostej geometrii. 

W przypadku niejednorodnych ścian (m.in. konstrukcje zawierające prostopadłe 
i równoległe pręty zbrojeniowe, czy wykonane z materiałów, gdzie rozmiar niejedno-
rodnych przestrzeni jest porównywalny z długością fali elektromagnetycznej) powyż-
sze metody są zawodne i wymagają szczegółowej analizy opartej na precyzyjnym 
modelowaniu [52, 59, 91, 161]. 

Przy modelowaniu obszarów rozległych, jak też prostych, małych układów głów-
nym problemem jest sposób odwzorowania zarówno właściwości materiałów budow-
lanych, jak również konstrukcji budynków (np. rozmieszczenia okien, drzwi), czy też 
niejednorodności materiałowych. W tym celu proponuje się różnorodne modyfikacje 
i rozszerzenia schematu RT. Innym, stosowanym rozwiązaniem jest wprowadzenie 
odpowiednich modeli propagacyjnych [98, 184, 171]. Przy analizie rozległych obsza-
rów jednym z najczęściej stosowanych jest model Okumury, który przedstawił krzywe 
propagacji wyznaczone doświadczalnie na różnych terenach [129]. Natomiast M. Hata 
wyprowadził wzory matematyczne opisujące krzywe Y. Okumury oraz ułatwiające 
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implementację komputerową [80]. Model Okumury-Hata nie odwzorowuje w spo-
sób wiarygodny efektów propagacji w terenach zabudowanych. Jego wyjściowa wer-
sja została opracowana przy uwzględnieniu konstrukcji lekkich budynków w Japonii. 
Proponowane modyfikacje modelu Okumury pozwalają na uwzględnienie warunków 
propagacji innych konstrukcji budynków oraz geometrii obszaru. W metodach empi-
rycznych i teoretycznych stosowane są również modele: Over-Rooftop, Two-Slope, Six-
ray, które wykorzystuje się głównie do analizy propagacji rozproszonej [98]. Często 
stosowany jest także model Lee dla makrokomórek [73]. Opisane modele wprowa-
dzają poprawki, które umożliwiają dokładniejsze uwzględnienie wpływu ukształto-
wania terenu na poziom sygnału.

W przypadku dużych obszarów znaczącym problemem jest analiza wartości syg-
nału wewnątrz budynków, gdzie konieczna jest znajomość topografii pomieszczeń, 
otaczających budynków oraz parametrów elektrycznych opisujących złożone mate-
riały budowlane. W tym przypadku stosuje się m.in. model Walfisha – Bertoniego 
[200] oraz Ikagamiego [96]. W celu ich zastosowania konieczna jest znajomość mapy 
z określonymi wysokościami budynków (tzw. mapa 2,5D). Rozkład pola jest wyzna-
czany przy uwzględnieniu tłumienia poszczególnych elementów konstrukcji. Istotnym 
zagadnieniem jest uwzględnienie okien, których konstrukcja zawiera metalowe ele-
menty o rozmiarach będących wielokrotnością długości fali. Przedstawione w [104, 105, 
193] pomiary dowodzą, iż w porównaniu z innymi częściami budynków okna powo-
dują tłumienie sygnału w przedziale á6; 12ñ dB. Często przyjmuje się tłumienie fali 
w pobliżu okien wynoszące 12 dB. Jednak, jak wykazały pomiary, tłumienie w całym 
budynku, uwzględniając układ ścian, zbrojenie, wpływ stropów, może wykazywać róż-
nice sięgające 20 dB [104, 105]. Dla typowych budynków betonowych, przy częstotli-
wości f = 2,4 GHz na podstawie pomiarów określono tłumienie w zakresie á12; 17ñ dB. 
W normatywnych wymaganiach, określonych przez ETSI definiuje się tłumienie 
w obszarach zurbanizowanych na poziomie 15 dB, a w obszarach wiejskich przyj-
muje się wartość 10 dB [72, 105]. 

W przypadku, gdy zarówno stacja bazowa, jak i mobilna znajdują się wewnątrz 
budynku, stosowane są odrębne modele propagacji fal [58, 105, 136, 184]. Poniżej 
scharakteryzowano najczęściej stosowane modele.
a) Model liniowy (ang. one slope model, 1SM) – charakteryzuje się liniową zależnoś-

cią tłumienia od odległości w skali logarytmicznej

 L L wsp d1 0 10SM n= + log , (2.8)

gdzie: L0 – tłumienie w odległości 1 m [dB], wsp – współczynnik dobierany doświad-
czalnie, dn – odległość między nadajnikiem a odbiornikiem.
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TABELA 2.6. Przykładowe wartości współczynników w modelu 1SM przy f = 2,4 GHz 

Środowisko propagacji fal L0 [dB] wsp

Pomieszczenie na jednym piętrze 33,3 4,0
Pomieszczenie na dwóch piętrach 21,9 5,2
Pomieszczenie na wielu piętrach 44,9 5,4

Jedno duże pomieszczenie 42,7 1,9

ŹRÓDŁO: [105].

Konstrukcja modelu 1SM jest prosta i po uwzględnieniu wyznaczonych doświad-
czalnie współczynników (tabela 2.6) pozwala określić jedynie w sposób przybliżony 
tłumienie pola w wybranym miejscu.
b) Model liniowego tłumienia (ang. linear attenuation model, LAM), w którym 

uwzględnia się tłumienie wolnej przestrzeni LFS [dB] oraz współczynnik tłumie-
nia αn [dB/m], który jest wyznaczany na podstawie pomiarów [105]

 L L d L d dLAM FS n n n n n= + = + +    0 20 logαL L d L d dLAM FS n n n n n= + = + +    0 20 log αL L d L d dLAM FS n n n n n= + = + +    0 20 log . (2.9)

c) Model wielościanowy (ang. multi wall model, MWM), w którym uwzględnia się 
liczbę ścian i ich tłumienie, przy wyróżnieniu ścian działowych o lekkiej kon-
strukcji oraz nośnych (ze zbrojeniem). 

Opisane przykładowe modele umożliwiają jedynie wyznaczenie wartości śred-
nich w rozpatrywanym obszarze. Nie uwzględniają szybkich zaników i powolnych 
fluktuacji, które w istotny sposób wpływają na jakość transmisji danych i funkcjo-
nalność sieci.

2.3.2. Metody fizyki falowej

Metody fizyki falowej bazują na rozwiązaniu modelu układu opisanego równaniami 
Maxwella. Do bardziej popularnych metod należą: 
 y metoda różnic skończonych w dziedzinie czasu, FDTD (ang. Finite-Difference 

Time-Domain);
 y metoda elementów skończonych, FEM (ang. Finite Element Method).

Do analizy rozkładu pola elektromagnetycznego wewnątrz złożonych konstruk-
cji budowlanych zastosowanie znalazły metody różnicowe, w tym schemat w dzie-
dzinie czasu (np. FDTD). Istotą wskazanej metody jest stworzenie dyskretnego 
modelu siatkowego badanego obiektu, złożonego z komórek elementarnych (zwa-
nych komórkami Yee) i obliczenie chwilowych rozkładów pola przy założeniu liniowej 
aproksymacji zmian. Metoda ta jest rozpowszechniona głównie ze względu na pro-
stotę i przystępność sformułowania oraz intuicyjne podejście do rozwiązania równań 
Maxwella [8, 13, 25, 66, 74, 120, 122, 125, 130, 132, 186, 202], (opis metody w rozdz. 4.1).
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Przykłady zastosowania metody FDTD do zagadnień modelowania pól w kon-
strukcjach budowlanych przestawiono w artykule [64]. W publikacji rozpatrzono perio-
dyczny model jednowymiarowy i dwuwymiarowy betonowej ściany przy uwzględnie-
niu zróżnicowania struktury z wyróżnieniem prętów zbrojeniowych. Analizowano 
zjawiska zachodzące przy częstotliwości w zakresie á0,5; 2ñ GHz. 

Natomiast w artykule [27] przedstawiono wpływ konstrukcji ściany wyko-
nanej ze zbrojonego betonu na propagację fal przy dwóch częstotliwościach 
f Î{0,866; 1,8} GHz. W publikacji [59] opisano analizę wpływu zbrojonego betonu 
na tłumienie sygnału, uwzględniając przy tym wpływ średnicy prętów na efekty zwią-
zane z odbiciem. W zakresie częstotliwości á0,1; 6ñ GHz wykazano, że propagacja fal 
przez materiały o różnych średnicach zbrojenia, rozstawu między prętami oraz gru-
bości płyty ma charakter złożony. Przedstawione wyniki dowodzą, że natura zjawisk 
fizycznych w przypadku zbrojonych płyt wymaga licznych analiz szczególnych przy-
padków dla konkretnych częstotliwości.

W [203] rozpatrzono, przy użyciu metody FDTD, zjawiska pochłaniania i odbicia 
fal od betonowej płyty zawierającej poziome pręty zbrojeniowe, przy zamontowaniu 
anteny stożkowej pracującej w zakresie częstotliwości á3,1; 10,6ñ GHz.

W celu analizy cienkich i złączonych prętów zbrojenia, których rozmiar był mniej-
szy od założonego rozmiaru komórki Yee [122, 186], autorzy [84] zaprezentowali mody-
fikację algorytmu THREDE opisanego w [83]. Rozszerzono zapis metody do układów 
trójwymiarowych, w których występują elementy przewodzące, jak również stratne 
dielektryki.

Natomiast w artykule [123] przedstawiono porównanie wyników uzyskanych 
metodą FDTD oraz wartości otrzymanych za pomocą pomiarów. Analiza dotyczyła 
jednego poziomu siedmiopiętrowego budynku biurowego złożonego z kilku pomiesz-
czeń modelowanych z uwzględnieniem różnych rodzajów materiałów budowlanych 
oraz różnej grubości ścian. Wykazano, iż w celu uzyskania wyników zbieżnych z obli-
czonymi pomiarami, niezbędne jest tworzenie dużych modeli FDTD (3D), których 
konstrukcja wymaga dużej liczby pamięci operacyjnej oraz długiego czasu obliczeń.

W publikacji [194] autorzy również potwierdzili zgodność wyników uzyskanych 
metodą FDTD z wartościami otrzymanymi przy użyciu pomiarów. Celem autorów 
była analiza betonowej płyty w zależności od jej chropowatości i jakości wykonania. 

W celu analizy omawianych zagadnień powszechnie stosowana jest również 
metoda elementów skończonych. Jej zaletą jest możliwość tworzenia złożonych 
modeli rozpatrywanych układów przez zastosowanie adaptacyjnych siatek, co m.in. 
pozwala na odwzorowanie niejednorodnych materiałów np. zawierających zbroje-
nie krzyżowe. 

Przykład zastosowania metody FEM przedstawiono w [161]. Analizie poddano 
betonową płytę z pojedynczą warstwą zbrojenia krzyżowego przy dwóch częstotli-
wościach (f Î{0,9; 1,8} GHz). Autorzy wyznaczyli współczynniki odbicia i transmi-
sji dla różnych kątów padania fali elektromagnetycznej w funkcji grubości ściany 
(w zakresie á0,02; 0,2ñ m) zarówno dla płyt z jednorodnego betonu, jak również zawie-
rających metalową siatkę wewnątrz struktury. 
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Osobną grupę stanowią metody hybrydowe, w których łączy się metodę anali-
tyczną i numeryczną lub różne metody numeryczne. Proponowane rozwiązania zmie-
rzają do rozpatrzenia modeli o złożonej geometrii lub zwiększenia obszaru podlega-
jącego modelowaniu [63, 201].

W pracy [126] przedstawiono algorytm hybrydowy, oparty na metodzie momen-
tów (MoM), który pozwolił na analizę układów prętów zbrojenia tworzących klatki. 
Pominięto przy tym właściwości materiału bazowego, tzn. otaczającego betonu. 
W kolejnym przybliżeniu do analizy materiału ze zbrojeniem przyjęto skończony 
układ złożony z dwóch płyt dielektryka o parametrach betonu, pomiędzy którymi 
znajdowały się metalowe listwy [195]. Natomiast w [204] zostało analitycznie roz-
winięte zagadnienie związane z modelowaniem źródeł pola w postaci fali płaskiej. 
Przykłady zastosowania zmodyfikowanej metody MoM można znaleźć m.in. w [14, 59, 
127, 128, 134, 140, 213, 214].

Coraz częściej wykorzystywaną metodą w celu opracowania nowych metod hybry-
dowych jest wspomniana metoda różnicowa FDTD. Przykładowo, w pracy [211] przed-
stawiono metodę równoważną do metody śledzenia promieni (ang. Multiple-Ray) 
z zastosowaniem algorytmu FDTD. Celem przyjęcia takiej konstrukcji metody było 
zintegrowanie sposobów obliczania modeli propagacyjnych, bazujących na optyce 
geometrycznej zarówno w modelach rozległych otwartych, obejmujących kilka – kil-
kadziesiąt budynków, jak również wewnątrz budynków. W [135] autorzy, stosując 
hybrydową metodę opartą na RT, analizowali skuteczność ekranowania. Wykazali, 
że proponowana metoda w porównaniu z FEM jest mniej czasochłonna i pozwala 
na oszacowanie wartości współczynnika transmisji.

W pracy [207] zaprezentowano kolejną metodę hybrydową bazującą 
na RT oraz RCWA (ang. Rigorous Coupled Wave Analysis Method). Celem opra-
cowania tej metody było zmniejszenie czasu obliczeń przy analizie struktur 
zawierających drążenia. Uzyskane wyniki porównano z wartościami obliczonymi 
przy użyciu metody FDTD. Na tej podstawie autorzy dowiedli skuteczność metody 
dla układów periodycznych wielowarstwowych występujących w konstrukcjach 
budowlanych.

W artykule [123] porównano wyniki analizy pola w nieregularnym dwuwymia-
rowym pomieszczeniu z dwoma kolumnami. Z użyciem modelu dwuwymiarowego 
obliczono rozkład pola przy zastosowaniu metody FDTD. Otrzymane rezultaty zesta-
wiono z wynikiem obliczeń z użyciem metody optyki geometrycznej. Zasadnicze róż-
nice wystąpiły w obszarze zawierającym kolumny, gdyż obliczenia metodą optyki 
uwzględniają jedynie odbicia od głównych ścian. Na tej podstawie autor zaproponował 
metodę hybrydową łączącą rozpatrywane metody. Celem było osiągnięcie kompromisu 
między skróceniem czasu obliczeń a uzyskaniem wiarygodnych wyników. Przyjęto 
obszar z kolumnami jako wewnętrzny, który był obliczany metodą FDTD, a metoda 
RT była zastosowana do zewnętrznego obszaru o regularnych kształtach. Stwierdzono, 
że metoda wymaga tworzenia możliwie złożonych, precyzyjnych modeli w obu częś-
ciach. Przyjęcie zbyt zgrubnego przybliżenia w metodzie RT lub uproszczenie modeli 
FDTD prowadzi do propagacji błędów do drugiej części modelu i pogarsza jakość 
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metody. Metody hybrydowe nie są pozbawione wad i wciąż dokonywane są mody-
fikacje i łączenia różnych sposobów obliczania rozkładów pola wewnątrz złożonych 
pomieszczeń.

2.4. Podsumowanie 
Przegląd materiałów źródłowych świadczy, że podejmowana w pracy problematyka 
stanowi istotne, wciąż zgłębiane zagadnienie. Ma to na celu m.in. pomoc przy pro-
jektowaniu oraz ocenie warunków pracy systemów komunikacji bezprzewodowej. 

Większość badań koncentruje się na analizie wpływu ustawienia ścian i innych 
elementów konstrukcyjnych na propagację fali elektromagnetycznej [51, 57, 59, 138]. 
W mniejszym stopniu rozpatrywane są zagadnienia:
 y złożonej konstrukcji i struktury materiałów ścian;
 y modelowania ścian o wymiarach zgodnych z techniką budowlaną;
 y zróżnicowania stosowanych materiałów budowlanych (tj. rodzajów cegieł).

W publikacjach [97, 123, 207, 211] poddano dyskusji skuteczność i przydatność 
metod stosowanych w omawianych zagadnieniach. Jako przykład może posłużyć 
artykuł [211], w którym porównano wyniki otrzymane metodą różnicową (FDTD) 
oraz metodą bazującą na optyce geometrycznej (RT). Wyniki były zbieżne jedynie 
w przypadku, gdy liczba promieni stosowanych w RT była rzędu 181 oraz, gdy odle-
głość od okna była przynajmniej piętnastokrotnie większa od długości fali. Wyniki 
obliczeń wykazały, że metody bazujące na fizyce falowej charakteryzują się więk-
szą elastycznością przy modelowaniu struktur oraz realnie odzwierciedlają zjawi-
ska zachodzące wewnątrz konstrukcji budynków. Również w [97] autorzy udowod-
nili zbieżność wyników pomiędzy metodą opartą na technice śledzenia promieni 
a FDTD na przykładzie prostych modeli ścian jednorodnych. Natomiast stwier-
dzono, że metoda FDTD umożliwia dokładniejszą analizę różnorodnych typów 
ścian (np. żelbetowych).

Metody numeryczne mogą być w pełni wykorzystywane w modelowaniu zjawisk 
fizycznych. Ich główne zalety to:
1) możliwość odwzorowania złożonych geometrii układów;
2) niewielkie koszty stosowania, uniknięcia budowy prototypów i pomiarów;
3) szybkość realizacji rozumiana jako czas obliczeń matematycznych;
4) możliwość wykonywania obliczeń z użyciem typowych komputerów.

Mimo licznych zalet należy również pamiętać o ich ograniczeniach i wadach. 
Są to m.in.:
1) konieczność znajomości stosowanych narzędzi programistycznych wykorzysty-

wanych przy modelowaniu problemu;
2) ograniczenia w konstrukcji modeli i konieczność wprowadzenia uproszczeń;
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3) błędy wynikające zarówno z zastosowanej metody, jak również z konstrukcji 
modelu numerycznego (błędy zaokrągleń, czy dyskretyzacji obszaru).

Należy pamiętać, że wyniki uzyskane przy użyciu metod numerycznych są jedy-
nie przybliżeniem, odwzorowaniem rzeczywistych zjawisk występujących w ukła-
dach fizycznych. 
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3. Model matematyczny

Rozmiary modelowanych konstrukcji budowlanych są co najmniej porówny-
walne lub większe od długości fal elektromagnetycznych w analizowanym paśmie 
częstotliwości mikrofalowych. Ze względu na niespełnienie warunku quasi- 

-stacjonarności, rozpatrywane zadanie sprowadza się do rozwiązania zagadnienia brze-
gowo-początkowego opisanego równaniami różniczkowymi [120]. Materiały składowe 
występujące w badanych układach są traktowane jako ośrodki ciągłe, charakteryzo-
wane za pomocą ujednorodnionych parametrów elektrycznych εr, μr oraz σ (rozdz. 2.1).

3.1. Sformułowanie czasowe i częstotliwościowe
Przy rozpatrywaniu zjawisk elektromagnetycznych w strukturach budowlanych roz-
kład pola jest opisany równaniami Maxwella [17, 120, 137, 184, 186, 208]

 ∇ × = − ∂
∂

E B
t

, (3.1)

 ∇ × = + +H J J JP D I , (3.2)

 ∇⋅ =D  , (3.3)

 ∇⋅ =B 0 , (3.4)

 ∇⋅ = − ∂
∂

J 

t
, (3.5)

przy czym: E oznacza wektor natężenia pola elektrycznego, H stanowi wektor natęże-
nia pola magnetycznego, przez D określono wektor indukcji elektrycznej, B to wek-
tor indukcji magnetycznej, J oznacza wektor gęstości prądu, zaś ρ to objętościowa 
gęstość ładunku elektrycznego. Gęstość prądu przewodzenia JP oraz prądu przesu-
nięcia JD wyrażono zależnościami

 J EP =  , (3.6)
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 J D
D t

= ∂
∂

, (3.7)

natomiast JI oznacza wektor gęstości prądu wymuszającego pole.

Opis zagadnienia za pomocą równań (3.1)–(3.5) pozwala na określenie rozkładu 
pola w stanie nieustalonym oraz ustalonym, przy występowaniu zmiennych w czasie 
wymuszeń pola. Chwilowe zmiany źródeł pola są opisane funkcjami całkowalnymi 
z kwadratem, o ograniczeniu mocy średniej LT

2  lub ograniczeniu energii L∞
2  [183].

W przypadku harmonicznych zmian wymuszeń pola oraz przy rozpatrywaniu 
stanów ustalonych, zjawiska polowe można zapisać przy użyciu wektora zespolonego, 
np. dla natężenia pola elektrycznego

 E Et t( ) = +( )e j ω φ . (3.8)

Opis funkcją zespoloną (3.8) odpowiada analizie układów z sygnałami mono-
chromatycznymi. Rozkład pola w dyskutowanych zagadnieniach jest charakteryzo-
wany równaniami

 ∇ × = −E Bj�ω∇ × = −E Bj� , (3.9)

 ∇ × = + +H E D Jˆ �j
I

σ∇ × = + +H E D Jˆ �j
I

ω∇ × = + +H E D Jˆ �j
I
, (3.10)

 ∇⋅ =D ρ̀, (3.11)

 ∇⋅ =B 0, (3.12)

 ∇⋅ = −J jωρωρ. (3.13)

Zgodnie z dyskusją parametrów materiałów w zakresie wartości sygnałów wystę-
pujących w systemach komunikacji bezprzewodowej (rozdz. 2), w dalszej części pracy 
ograniczono się do rozpatrywania zagadnień polowych w ośrodkach o właściwoś-
ciach liniowych oraz izotropowych, niedyspersyjnych. Równania materiałowe zapi-
sane w dziedzinie częstotliwości przyjmują postać [17, 24, 120, 137] 

 D E E
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, (3.14)

 B H H= =    0 rμB H H= =    0 rμB H H= =    0 rμB H H= =    0 r , (3.15)

przy czym przenikalność magnetyczna względna pozostaje stała, μr (ω) = const, zaś 
wartość przenikalności elektrycznej względnej materiału wyraża się równaniem

 εr = εr’ – jεr’’. (3.16)

 ε ε ε
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Po przekształceniu równań Maxwella (3.1)–(3.5), dynamika zjawisk elektromagne-
tycznych, zachodzących w ośrodkach ciągłych może być również wyrażona za pomocą 
równania falowego 

 ∇ × ∇ ×





+ ∂
∂

+ ∂
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= −
∂
∂

1 2

2         
        E E E J

t t t
I . (3.17)

Przy rozpatrywaniu zjawisk w układach ze źródłami monochromatycznymi, rów-
nanie (3.17) z uwzględnieniem (3.8) przyjmuje postać

 ∇ × ∇ ×





+ − = −1
      

j      j          j  E E E J
I
. (3.18)

3.2. Sformułowanie trójwymiarowe oraz dwuwymiarowe
W pełnym sformułowaniu dyskutowane zagadnienia są opisane w obszarze trójwy-
miarowym. Ze względu na specyfikę konstrukcji budowlanych, regularność ich geo-
metrii wpisującą się w układ współrzędnych kartezjańskich, przyjęto dyskretyzację 
równań Maxwella w tym układzie odniesienia. Po zastosowaniu dekompozycji, rów-
nania (3.1)–(3.2) są przedstawione w postaci sześciu sprzężonych równań różnicz-
kowych rzędu pierwszego, opisujących poszczególne składowe pola elektrycznego 
i magnetycznego [117, 186]
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Przy ocenie propagacji pola w materiałach budowlanych oraz konstrukcjach 
w ramach jednej kondygnacji budynku model układu można uprościć do wariantu 
dwuwymiarowego. Pomija się w tym przypadku oddziaływanie zewnętrznych ele-
mentów konstrukcji oraz przyjmuje brak zmian rozkładu pola w kierunku pionowym. 
Zakładając, że składowe pola nie ulegają zmianie wzdłuż kierunku osi Oz, równania 
(3.19)–(3.24) redukują się do dwóch niezależnych układów trzech równań sprzężonych: 
TMz i TEz [186]. W dalszej analizie zjawisk, bez utraty ogólności rozważań, przyjęto 
opis TMz, w którym składowe pola magnetycznego Hx i Hy są opisane w płaszczyźnie 
modelu, zaś wektor Ez jest prostopadły do wyróżnionego kierunku
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3.3. Warunki początkowe i brzegowe
Wyznaczenie rozwiązania w dziedzinie czasu (3.1)–(3.5) lub (3.17) jest możliwe 
przy określeniu warunków początkowych. W dalszej części pracy przyjęto zerowe 
warunki początkowe
 E ( )x, y, z, 0( )= 0, H ( )x, y, z, 0( )= 0. (3.28)

Ogólna postać warunków brzegowych na granicy ośrodków oznaczonych ogól-
nie indeksami 1 i 2 (rys. 3.1) wyrażona jest zależnościami

 n × ( )E1 – E2( )= 0, (3.29)

 n × ( )H1 – H2( )= JS , (3.30)

 n ∙ ( )D1 – D2( )= ρS, (3.31)

 n ∙ ( )B1 – B2( )= 0, (3.32)

przy czym JS oznacza wektor gęstości prądów powierzchniowych, ρS to gęstość 
powierzchniowa ładunku, zaś n stanowi wektor normalny do powierzchni granicz-
nej, skierowany od ośrodka 2 do ośrodka 1 (rys. 3.1).

 μ

 μ

 ε σ
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RYS. 3.1. Ilustracja warunków brzegowych na granicy ośrodków 

ŹRÓDŁO: [184].

W przypadku analizy zagadnień, w których jeden z ośrodków (np. ośrodek 2)  
jest idealnym przewodnikiem (σ ® ¥), równania (3.20)–(3.23) upraszczają się 
do postaci

 n × E1 = 0, (3.33)

 n × H1 = JS , (3.34)

 n ∙ D1 = ρS , (3.35)

 n ∙ B1 = 0. (3.36)
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4. Metoda różnicowa w dziedzinie 
częstotliwości oraz w dziedzinie czasu

Do wyznaczenia rozkładu pola w konstrukcjach budowlanych zastosowano metodę 
różnicową. W ramach realizowanych prac rozpatrzono dwa schematy: 
 y metodę różnic skończonych w dziedzinie częstotliwości (FDFD, ang. Finite-

Difference Frequency-Domain), w której opracowano sformułowanie algorytmu 
i jego realizację numeryczną;

 y metodę różnic skończonych z bezpośrednim całkowaniem w dziedzinie czasu 
(FDTD, ang. Finite-Difference Time-Domain), szeroko stosowaną w dostępnych 
programach.

W równaniach różnicowych formułowanych w tym rozdziale, przy opisie wiel-
kości polowych występują indeksy określające składowe pola (wpisywane zgodnie 
z ogólną konwencją, po prawej stronie) oraz indeksy odnoszące się do konstrukcji 
siatki różnicowej (umieszczone na dole, po lewej stronie). Na przykład zapis i,jEz odnosi 
się do wartości składowej Ez pola elektrycznego, określonej w modelu dwuwymiaro-
wym, w oczku siatki różnicowej o indeksie i oraz j.

4.1. Schemat różnicowy w dziedzinie częstotliwości
4.1.1. Dyskretyzacja obszaru

Określenie zmian pola w obszarze modelu W jest wykonywane przy założeniu odpo-
wiedniego, zdefiniowanego rozmieszczenia składowych wektorów E oraz H. W opra-
cowanym sformułowaniu metody różnicowej w dziedzinie częstotliwości przyjęto 
konstrukcję z przesuniętą siatką dla składowych pola elektrycznego oraz magne-
tycznego. Struktura siatki odzwierciedla fizyczną interpretację zjawisk elektromag-
netycznych oraz jest zgodna z koncepcją zaproponowaną przez K. S. Yee przy formu-
łowaniu metody różnicowej w dziedzinie czasu [186, 208]. Konstrukcja elementarnej 
komórki Yee przyjmuje postać przedstawioną na rys. 4.1. Wyznaczane przestrzenne 
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rozkłady wielkości fizycznych {Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz} są przypisane w wybranych punk-
tach obszaru (x, y, z), przy uwzględnieniu dyskretnej, skończonej wielkości kroku cał-
kowania po obszarze (Δx, Δy, Δz). 

RYS. 4.1. Konstrukcja komórki Yee dla układów trójwymiarowych (siatka prostopadłościenna)

Każda składowa wektora natężenia pola elektrycznego jest otoczona wirują-
cymi wokół niej odpowiednimi składowymi wektora natężenia pola magnetycz-
nego. W przypadku składowych wektora H zapis jest analogiczny. 

W modelu dwuwymiarowym opisanym równaniami (3.25)–(3.27), opracowa-
nie schematu bazuje na konstrukcji siatki prostokątnej z przesuniętymi składowymi 
pola E oraz H (rys. 4.2).

RYS. 4.2. Dyskretyzacja równań Maxwella dla obszaru dwuwymiarowego z uwzględnieniem prze-
suniętej siatki różnicowej: (a) wariant TMz, (b) wariant TEz 
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W klasycznych algorytmach różnicowych (FDTD), dostępnych w komercyjnych 
programach [132], przyjmuje się, że elementarna komórka jest sześcienna

 Δ = Δx = Δy = Δz. (4.1)

W opracowanym sformułowaniu założono, że przy zachowaniu prostopadłościen-
nego kształtu siatki, rozmiary poszczególnych komórek mogą być różne (rys. 4.3), 
tzn. Δx ¹ Δy ¹ Δz. Dla lokalnie określonego układu oczek, przykładowo dla osi Ox, defi-
niuje się rozmiar sąsiednich komórek Δx,l oraz Δx,p, jak również średni rozmiar przy-
legających oczek Δx,c. Podobne postępowanie dotyczy osi Oy oraz przy rozpatrywaniu 
układów trójwymiarowych względem osi Oz. Lokalna zmiana wielkości siatki różni-
cowej jest realizowana przy wykorzystaniu techniki h-adaptacji. Stosowana metoda 
umożliwia częściowe dostosowanie wielkości elementów, w celu ograniczenia liczby 
stopni swobody opisujących rozpatrywany model. 

RYS. 4.3. Rodzaje siatek różnicowych zastosowanych w konstrukcji algorytmu FDFD: (a) siatka 
adaptacyjna, ∆x≠∆y, (b) siatka regularna ∆x=∆y, (c) siatka lokalnie adaptowana
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Ze względu na specyfikę modelowanych zjawisk fizycznych, w konstrukcji two-
rzonego algorytmu wyróżniono trzy rodzaje obszarów i powiązanych z nimi węzłów 
siatki różnicowej (rys. 4.4)
 Ω = ΩW ∪ ΩZ ∪ ΓO, (4.2)

przy czym ΩW określa obszar zawierający węzły wewnątrz analizowanego modelu, 
z wyłączeniem obszaru ze źródłami pola ΩZ. 

RYS. 4.4. Zestawienie rodzaju obszarów wyróżnionych przy konstruowaniu algorytmu FDFD

Na zbiór ΓO składają się węzły zewnętrzne utworzonego modelu. Przy zachowa-
niu ogólnych równań opisujących pole elektromagnetyczne, w poszczególnych obsza-
rach zastosowano różne metody aproksymacji numerycznej. 

4.1.2. Różnicowy opis równań wewnątrz obszaru

Dla każdego węzła wewnętrznego zawartego w obszarze ΩW (rys. 4.4), opisanego 
ogólnym indeksem (i, j) możliwe jest przypisanie węzłów sąsiednich. Zbiór ten two-
rzą węzły znajdujące się w bezpośrednim otoczeniu węzła (i, j), przy czym ich liczba 
oraz położenie wynikają z lokalnej konstrukcji siatki różnicowej (rys. 4.2, 4.3, 4.5). 
W układzie dwuwymiarowym, rozkład pola w węzłach wewnętrznych jest opisany 
ogólnymi równaniami (3.25)–(3.27), przy uwzględnieniu dyskretnego opisu struk-
tury materiałowej i geometrii modelowanych elementów. Do przybliżenia pochod-
nych cząstkowych w równaniach (3.25)–(3.27) zastosowano schemat różnic central-
nych Eulera (ang. central-difference), [16, 70, 117, 166]
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Symbol Landaua O oznacza funkcję określającą błąd obcięcia wynikający z różnicy 
pomiędzy pochodną cząstkową a jej różnicowym przedstawieniem [70]. Przyjęte przy-
bliżenie pochodnej różnic centralnych jest rzędu drugiego.

Zakładając, że konstruowana jest siatka adaptacyjna (rys. 4.3a), przyjęto wyj-
ściową formę zależności (4.3), z uwzględnieniem lokalnie określonych odległości 
między węzłami
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Oznaczenia poszczególnych składowych oraz współrzędnych przedstawiono 
na rys. 4.2.

W celu ograniczenia liczby stopni swobody, dokonano ujednorodnienia 
opisu poprzez eliminację składowych pola magnetycznego. Równania (4.5) i (4.6), 
przy uwzględnieniu ich iteracyjnej modyfikacji zostały podstawione do zależności 
(4.7). Po dalszych przekształceniach oraz niezbędnych uproszczeniach otrzymano 
wyjściową postać równania

 i j z i j i j z i j i j z i j i j z i j iE w E w E w E w, , , , , , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ++ + − − + +1 1 1 1 1 1 jj z i jE w− −⋅ =1 1 0, , (4.8)

przy czym lokalnie liczone zespolone współczynniki są opisane zależnościami
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Dodatkowe indeksy dolne w opisie przyrostów Δx, Δy wynikają z adaptacyjnej 
konstrukcji siatki i oznaczają wielkości komórek (rys. 4.3a,b): d – dolnej, g – górnej, 
l – lewej, p – prawej, zaś c – środkowej. Wyznaczone równanie (4.8) stanowi uogól-
nioną postać klasycznego schematu różnicowego, w którym przyjmuje się jednakowy, 
równomierny rozmiar elementów siatki. 

W ramach opracowanego schematu przyjęto również możliwość lokalnej h-adap-
tacji siatki, w której rozmiary podłużne oczka mogą być złożeniem rozmiarów sąsied-
nich elementów (rys. 4.3c). W konstrukcji autorskiego algorytmu FDFD założono, 
że zmiany rozdzielczości siatki mogą występować jedynie w węzłach wewnętrz-
nych, dla których stosowane są przybliżenia różnicowe rzędu drugiego O(Δx

2). 
Zaproponowany sposób pozwala na potencjalnie większe możliwości lokalnej adap-
tacji siatki. W porównaniu z klasyczną siatką prostopadłościenną ten wariant pro-
wadzi do zmniejszenia liczby stopni swobody opisujących model. W celu stosowania 
przybliżeń różnicowych konieczne jest zachowanie prostokątnego kształtu elemen-
tów. Sformułowanie zależności odnoszących się do zaproponowanej metody adapta-
cji sprowadza się do wyróżnienia dwóch wariantów.
 y Węzły w siatce gęstej i rzadkiej, dla których istnieją węzły sąsiednie o indeksach 

(i+1, j), (i–1, j), (i, j+1), (i, j–1). Ten rodzaj węzłów na rys. 4.5a oznaczono kolorem 
niebieskim. Wartość pola w węźle tej grupy (wi,j) określono opierając się na rów-
naniu (4.8). 

 y Węzły na brzegu między siatkami o różnej wielkości elementów, dla których 
nie można określić pełnego zestawu węzłów sąsiednich (np. węzeł wi,j na rys. 4.5b). 
Brakującą wartość wyznacza się jako przybliżenie, przez przyjęcie aproksymacji 
liniowych zmian pola na podstawie istniejących węzłów w siatce rzadkiej.
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RYS. 4.5. Graficzna prezentacja wyznaczania wartości natężenia pola elektrycznego metodą 
FDFD: (a) węzeł wi,j z pełnym zestawem węzłów sąsiednich, (b) węzeł wi,j z wirtualnym węzłem 
sąsiednim (oznaczonym kolorem żółtym)

Zaproponowany wariant siatki adaptacyjnej z brakującym węzłem charaktery-
zuje się odmiennym podejściem niż powszechnie stosowane rozwiązania. Odpowiada 
to utworzeniu dodatkowego, wirtualnego węzła np. wi,j+1 na rys. 4.5b. Stanowi on dopeł-
nienie dla węzłów siatki gęstej a obliczona w nim wartość pola jest liniową kombina-
cją wartości wyznaczonych w istniejących węzłach. Konsekwencją tego podejścia jest 
sformułowanie zmodyfikowanej postaci równania opisującego wartości w węzłach 
tej grupy
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W porównaniu z równaniem (4.8) dodatkowe współczynniki skalujące określone 
dla węzłów w siatce rzadkiej są opisane zależnościami
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Wyznaczone zależności (4.8) oraz (4.14) opisują wartość składowych natężenia 
pola elektrycznego w węzłach wewnętrznych modelu. Stanowią one dyskretną, róż-
nicową reprezentację równania falowego (3.18), uzyskaną przy uwzględnieniu zmiany 
rozmiaru siatki. 
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4.1.3. Opis wymuszeń pola

Zgodnie z rys. 4.4, obszar ΩZ tworzą węzły, do których przypisano źródła pola elektro-
magnetycznego. W ogólnym przypadku ΩZ może być rozproszony w obszarze całego 
modelu. W opracowanym algorytmie FDFD przyjęto, że na jego opis mogą składać 
się węzły stanowiące punktowe źródła pola, jak też zbiory węzłów tworzących opis 
źródeł rozłożonych (np. liniowo uporządkowana sekwencja węzłów). Taka metoda 
odwzorowania kształtu i rozmieszczenia źródeł jest również stosowana w progra-
mach opartych na FDTD. Do charakterystyki wartości pola w węzłach obszaru ΩZ 
przyjęto model źródła twardego

 i j z z
x yE E x y e,

˘ ,˘ ,= ( ) ( )j Êz i j z z
x yE E x y e,

˘ ,˘ ,= ( ) ( )jjϕ̂(x, y), (4.17)

przy czym Êz
˘ ,E x yz ( ) i ϕ̂̆ , x y( ) to znane, przypisane wartości amplitudy i fazy wymu-

szenia pola.

4.1.4. Konstrukcja i różnicowy opis warunków brzegowych

Wyznaczany rozkład pola elektromagnetycznego jest determinowany przez zastoso-
wane warunki brzegowe. Spełnienie warunków ciągłości pola na granicy ośrodków 
uzyskuje się bezpośrednio, ze względu na konstrukcję siatki różnicowej z przesunię-
ciem wektorów pola E oraz H.

Rozpatrywane zagadnienia propagacji fal elektromagnetycznych w konstruk-
cjach budowlanych należą do zagadnień otwartych. W rzeczywistych układach brak 
jest definitywnej, jednoznacznie określonej granicy wyznaczającej obszar działania 
pola i pozwalającej na przyjęcie warunków brzegowych definiujących zagadnienie 
zamknięte. Pomijając efekty polowe wynikające z oddziaływania oddalonych obiek-
tów, założyć należy warunki brzegowe odzwierciedlające propagację fal w otwartą 
przestrzeń. Z tego względu wyróżniono węzły na zewnętrznych krawędziach modelu 
ΓO (rys. 4.4), w których przypisano równania odpowiadające propagacji fali w otwartą 
półprzestrzeń o parametrach powietrza. Do opisu zmian pola w tych węzłach przy-
jęto warunki Mura pierwszego rzędu [71, 122], np. dla krawędzi x = 0 i x = Xmax 
odpowiednio
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gdzie: c0 – prędkość fali elektromagnetycznej w powietrzu, zaś Xmax oznacza maksy-
malny rozmiar analizowanego obszaru wzdłuż osi Ox.
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Różnicowa aproksymacja warunku Mura wymaga przyjęcia schematu różnic 
wstecz rzędu pierwszego O (Δx) (ang. backward-difference) opisanego wzorem [186]
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Końcowa postać różnicowego przybliżenia równania (4.19) tworzonego dla węzłów 
brzegowych w sformułowanym algorytmie jest opisana wzorem 

 N j z N j N j z N jx x x x
E w E w, , , ,⋅ + ⋅ =− −1 1 0 , (4.21)

w którym współczynniki przyjmują wartości
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Wartość Nx określa indeks ostatniej komórki w siatce różnicowej wzdłuż osi 
Ox i opisuje położenie oczek, dla których współrzędna x wynosi Xmax. Dla węzłów 
siatki różnicowej rozmieszczonych na pozostałych krawędziach modelu formułuje 
się podobne równania różnicowe. Przy obliczaniu wartości w węzłach stanowiących 
wierzchołki modelu uwzględnia się najbliżej położone węzły wewnątrz rozpatrywa-
nego obszaru. Na przykład równanie dla węzła zewnętrznego w wierzchołku modelu 
(Nx, Ny) przyjmuje postać

 N N z N N N N z N Nx y x y x y x y
E w E w, , , ,⋅ + ⋅ =− − − −1 1 1 1 0, (4.24)

gdzie współczynniki są opisane wzorami
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4.1.5. Końcowa postać modelu różnicowego

Wynikowy opis rozpatrywanego modelu uzyskuje się przez złożenie różnicowych 
zależności tworzonych dla każdego węzła siatki. W końcowym zapisie otrzymuje się 
równanie macierzowe

 A e b⋅ = , (4.27)

przy czym A oznacza zespoloną macierz współczynników wi,j. W wektorze e są zgru-
powane obliczane składowe pola podstawowego i,jEz, dim e = NDOF, gdzie NDOF ozna-
cza liczbę stopni swobody. Na wektor b (dim b = NDOF) składają się czynniki opisu-
jące wartości źródeł pola zgodnie z równaniem (4.17). Wartości czynników macierzy 
A wynikają z położenia węzła w siatce różnicowej, jego kwalifikacji do zbioru  
{ΩW, ΩZ, ΓO} oraz stosowanej metody przybliżenia opisanej równaniem (4.8), (4.14), 
(4.17) lub (4.23). W ogólnym przypadku macierz A jest nieosobliwa (det A ¹ 0) i nie-
symetryczna. Rozmiar macierzy 
 dim A = NDOF ´ NDOF (4.28)

wyklucza jej pełny zapis w ramach algorytmu. Konstruowana macierz jest rzadka, 
przy czym liczba niezerowych czynników w przypadku siatki prostokątnej bez h-adap-
tacji wynosi co najmniej 5 NDOF. Oznacza to, że stopień upakowania macierzy A 

 r
Npak

DOF

≤ 5 ,  (4.29)

rozumiany jako liczba współczynników niezerowych do wielkości pełnej macierzy, 
maleje wraz ze zwiększeniem modelu. Do reprezentacji macierzy w algorytmie zasto-
sowano technikę CRS (ang. Compressed Row Storage), w której zapisywane są jedy-
nie niezerowe czynniki wi,j. W tworzonym algorytmie przyjęto pełną reprezentację 
wektorów e oraz b.

Ujednorodnienie opisu zagadnienia przez przejście do równania falowego, pro-
wadzi do wyróżnienia:
 y pola podstawowego (rozkład natężenia pola elektrycznego), obliczanego bezpo-

średnio na podstawie równania (4.27); 
 y pola dodatkowego (rozkład natężenia pola magnetycznego), które można wyzna-

czyć na podstawie równań (4.5) i (4.6), uwzględniając przy tym strukturę mate-
riałową modelu oraz wartości pola podstawowego.

Znaczącym elementem opracowanego algorytmu FDFD jest konstrukcja właś-
ciwej procedury rozwiązania równania macierzowego (4.27). Ze względu na właści-
wości macierzy A oraz liczbę stopni swobody NDOF opisujących model, do rozwiąza-
nia równania (4.27) zastosowano wybrane, specjalne metody iteracyjne. W ramach 
prowadzonych prac opracowano realizację dwóch algorytmów:
1) BiCGStab (ang. Bi-Conjugate Gradient Stabilized) [9, 196].
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2) GMRES(m) (ang. Restared Generalized Minimal Residual) z uwzględnieniem 
restartu algorytmu. Do wyznaczenia ortogonalnych wektorów konstruowanej  
bazy, w celu znalezienia kierunku poprawy w danej iteracji algorytmu, zastoso-
wano zmodyfikowaną procedurę Grama-Schmidta [78].

Oba przyjęte algorytmy pozwalają na rozwiązanie zagadnień z niesymetryczną, 
nieosobliwą macierzą rzadką, zapisaną w postaci skompresowanej (spakowanej). 
Zasadniczy problem, komplikujący otrzymanie rozwiązania, wynika z tworzenia 
macierzy zespolonej. W realizacji opracowanych wersji algorytmów uwzględniono 
specyfikę sformułowania zagadnienia, w którym poszczególne czynniki A, e, b są cia-
łem liczb zespolonych (m.in. obliczenia iloczynu skalarnego wektorów, czy też okre-
ślenie współczynników macierzy Hessenberga w algorytmie GMRES(m)), [165]. 

4.1.6. Schemat opracowanego algorytmu FDFD

Schemat opracowanego algorytmu numerycznego przedstawiono na rys. 4.6. Ogólna 
struktura wykonywanych działań została podzielona na trzy etapy różniące się spe-
cyfiką wykonywanych zadań. Realizacja algorytmu wyznaczenia rozkładu pola obej-
muje elementy tworzenia modelu, ściśle określone przed rozpoczęciem obliczeń (etap 
I), jak również związane z przebiegiem obliczeń równania (4.27), (etap II i III). 

Na etap I składają się zadania związane z wczytaniem danych dotyczących roz-
wiązywanego zagadnienia, w tym:
1) odczyt danych z pliku tekstowego zawierającego opis modelu;
2) odczyt danych ogólnych dotyczących modelu, m.in.: parametry elektryczne mate-

riałów, wartość częstotliwości, ilość obszarów analizy, warunki definiujące zakoń-
czenie obliczeń;

3) określenie warunków inicjowania algorytmu przez określenie rozkładu pola pod-
stawowego e = e0 oraz przypisanie warunków brzegowych;

4) przetworzenie wczytanych danych, które prowadzi do utworzenia macierzy 
układu A oraz wektora wymuszeń b. 

Etap II polega na iteracyjnym obliczaniu rozkładu pola z wykorzystaniem opra-
cowanych procedur rozwiązywania równania macierzowego. W tej części wyróżnić 
można następujące zadania:
 y wywołanie wybranego algorytmu rozwiązania równania (4.27);
 y przetworzenie bieżących wyników obliczeń;
 y weryfikacja procesu zbieżności algorytmu z uwzględnieniem liczby iteracji 

oraz wartości wektora residualnego r = b – A·e [9].
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Etap III sprowadza się do obliczenia pola dodatkowego. Jego realizacja wykony-
wana jest po wcześniejszym wyznaczeniu pola podstawowego. W końcowej części 
algorytmu zapisywane są dane statystyczne dotyczące obliczeń oraz wyniki obliczeń 
do wykonania wizualizacji uzyskanego rozkładu pola.

RYS. 4.6. Ogólny schemat algorytmu FDFD
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W ramach wykonywanych prac, do opracowania modeli różnicowych wykorzy-
stano możliwości preprocesora programu Nisa/Display 4. Wykonane prace pozwalają 
na włączenie modelu tworzonego z użyciem graficznego interfejsu programu Nisa/
Display 4 do opracowanego modelu FDFD. Transfer danych między modułem pre-
procesora a programem FDFD odbywa się przez wykorzystanie plików tekstowych 
tworzonych w ramach pakietu Nisa. Na tworzenie opisu zagadnienia (rys. 4.4) z uży-
ciem modułu Nisa/Display 4 składają się następujące etapy:
1) modelowanie geometrii układu z wykorzystaniem wszystkich dostępnych komend 

programu Display 4;
2) tworzenie siatki prostokątnej (model 2D), z możliwością lokalnej zmiany wiel-

kości elementów siatki przy jednoczesnym zachowaniu prostokątnego kształtu 
elementów (rys. 4.3);

3) deklaracja struktury materiałowej zagadnienia;
4) ustawienie warunków absorpcyjnych z użyciem komend preprocesora w wybra-

nych węzłach siatki;
5) modelowanie rozmieszczenia i wartości źródeł pola;
6) zapisanie utworzonego modelu oraz przetworzenie danych w celu dalszej realizacji 

opracowanego algorytmu wyznaczania rozkładu pola.

Opracowany program FDFD oparty jest na programowaniu obiektowym. W celu 
wykonania operacji macierzowych, z uwzględnieniem liczb zespolonych, konieczne 
było utworzenie własnych funkcji przeładowujących standardowe operatory mate-
matyczne oraz stanowiących ich rozszerzenie na wektory i macierze opisane nad cia-
łem liczb zespolonych. 

4.2. Schemat różnicowy w dziedzinie czasu
4.2.1. Sformułowanie metody

Alternatywnym rozwiązaniem zagadnienia wyznaczenia pola elektromagnetycznego 
z użyciem metody różnicowej jest zastosowanie schematu z jawnym całkowaniem rów-
nań Maxwella w dziedzinie czasu przy uwzględnieniu dyskretyzacji czasu obliczeń 
tn = t0 +n·Δt, n = 0, 1,..., N. Zgodnie z klasycznym schematem Yee, iteracyjne całkowanie 
równań Maxwella w dziedzinie czasu oparte jest na zastosowaniu schematu dwukro-
kowego. W wybranych krokach n czasu wyznacza się rozkład pola elektrycznego, zaś 
wartości składowych wektora natężenia pola magnetycznego są obliczane z przesu-
nięciem o czas Δt [70, 120, 186, 208]. Rozpatrywane wielkości fizyczne są funkcjami 
zmiennych przestrzennych (x, y, z) oraz zmiennej czasowej (t).

Po zastosowaniu schematu różnic centralnych Eulera (4.3) do aproksymacji 
pochodnych cząstkowych w obszarze i po czasie, równania różniczkowe (3.19)–(3.24) 
przyjmują postać [70, 186]
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Wartości i j k

n

zE, ,

+ 1
2  w równaniach (4.30)–(4.32) są przybliżane za pomocą średniej 

arytmetycznej rozwiązań w kolejnych krokach n oraz n +1 (ang. semi-implicit appro-
ximation), [186]
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Stąd na przykład po podstawieniu do równania (4.30) wzoru (4.36) otrzymuje 
się zależność 

 

i j k
n

z

i j k t

i j k

i j k t

i j k

i j k
n

z

t

E E, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,
+ =

−

+
⋅ +1

1
2

1
2

σ

ε

σ

ε

ε

∆

∆

∆

ii j k

i j k t

i j k

i j k

n

y i j k

n

y

x

i
H H

, ,

, ,

, ,

, , , ,

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

+
⋅

⋅
−

−
+

+

−

+

σ

ε

∆

∆
,, , , ,

.
j k

n

x i j k

n

x

y

H H
+

+

−

+
−



















1
2

1
2

1
2

1
2

∆

 

i j k
n

z

i j k t

i j k

i j k t

i j k

i j k
n

z

t

E E, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,
+ =

−

+
⋅ +1

1
2

1
2

σ

ε

σ

ε

ε

∆

∆

∆

ii j k

i j k t

i j k

i j k

n

y i j k

n

y

x

i
H H

, ,

, ,

, ,

, , , ,

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

+
⋅

⋅
−

−
+

+

−

+

σ

ε

∆

∆
,, , , ,

.
j k

n

x i j k

n

x

y

H H
+

+

−

+
−



















1
2

1
2

1
2

1
2

∆
 (4.37)

Na rys. 4.7 przedstawiono odwzorowanie trójwymiarowe algorytmu FDTD z uży-
ciem notacji molekularnej. Do wyznaczenia wartości i j k

n
zE, ,

+1  w kroku czasowym n +1 
niezbędne jest odwołanie się do wartości natężenia pola magnetycznego obliczonych 
w chwili n +1/2 oraz wartości i j k

n
zE, , . Analogicznie wyznaczane są wartości w węzłach 

dla składowych natężenia pola magnetycznego. Opisany ciąg następujących po sobie 
kroków zastał nazwany procesem przeskoku w czasie (ang. leapfrog), [186].

Zdefiniowanie współczynników opisujących właściwości materiałowe oczek siatki 
różnicowej
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pozwala na prostszy sposób zapisu równań różnicowych w algorytmie FDTD.
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RYS. 4.7. Wyznaczanie wartości składowej Ez wektora natężenia pola elektrycznego w kroku n+1, 
w oczku siatki o indeksie i,j,k w algorytmie FDTD (układ trójwymiarowy)

Do opisu równań dla składowych pola magnetycznego wprowadza się również 

zastępcze współczynniki. Na przykład dla składowej i j k
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zH, ,
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(3.35) zastosowano współczynniki
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Stosując podobne przekształcenia do wzorów (4.30)–(4.35) uzyskuje się pozostałe 
współczynniki ci j k

ehz
, , , ci j k

hez
, , . Przy stosowaniu siatki sześciennej (4.1), opis poszczegól-

nych oczek redukuje się do dwóch współczynników określonych dla kolejnych, wystę-
pujących w modelu materiałów
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Przyjęte założenia oraz zastosowanie współczynników pozwalają na prostszy 
zapis równań różnicowych w algorytmie FDTD
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Końcowa postać równań (4.46)–(4.51) wskazuje, że sformułowanie algorytmu 
FDTD prowadzi do otrzymania schematu jawnego, w którym nie jest tworzona 
macierz A opisująca zagadnienie. Konstrukcja modelu numerycznego wymaga jedy-
nie zapisu tablicy współczynników { ci j k

ee
, , , ci j k

ehx
, , , ci j k

ehy
, , , ci j k

ehz
, , , ci j k

hh
, , , ci j k

hex
, , , ci j k

hey
, , , ci j k

hez
, , } cha-

rakteryzujących poszczególne komórki Yee. Przy stosowaniu siatki jednorodnej (4.1), 
postać tablicy upraszcza się. Do opisu poszczególnych oczek siatki różnicowej wystar-
czy zapis danych dotyczących poszczególnych materiałów, ujęty we współczynnikach 
ci j k

eh
, ,  (4.44) oraz ci j k

he
, ,  (4.45). Jednoznaczna reprezentacja struktury i geometria modelu 

wymaga zapisu jedynie numeru porządkowego materiału w poszczególnych oczkach. 
Przekłada się to na zmniejszenie wymagań algorytmu różnicowego w dziedzinie czasu.
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4.2.2. Modelowanie warunków brzegowych

Do odwzorowania warunków zagadnienia otwartego, w sformułowaniu algorytmu 
FDTD stosowano zamiennie dwa rodzaje warunków absorpcyjnych [12, 71, 116, 118, 
122, 159, 185]: 
 y warunki absorpcyjne w sformułowaniu G. Mura [71, 122];
 y warunki absorpcyjne PML (ang. perfectly matched layer), opracowane przez 

J. P. Berengera [12, 70, 119]. 

W przypadku warunków PML, głównym ograniczeniem ich przyjęcia jest koniecz-
ność tworzenia dodatkowego obszaru, który służy do odwzorowania propagacji fali 
w nieskończoność. Przyjmuje się, że grubość warstwy PML powinna wynosić nie mniej 
niż 0,25 długości fali w powietrzu [12, 13, 70, 109, 132]. Skutkuje to zwiększeniem 
rozmiaru modelu poprzez większą liczbę oczek siatki różnicowej. Tworzona warstwa 
PML ma za zadanie wytłumić wnikającą falę poprzez stopniowy, dobrany wzrost 
konduktywności. 

Oba rodzaje warunków brzegowych były wbudowane, dostępne w ramach stoso-
wanych programów numerycznych bazujących na algorytmie FDTD.

4.3. Porównanie właściwości 
schematu czasowego oraz częstotliwościowego

4.3.1. Ograniczenia i wymagania przy konstrukcji modelu

Zasadniczym warunkiem determinującym konstrukcję modelu numerycznego 
i wypadkowe właściwości schematu obliczeniowego jest sposób przybliżenia zmian 
pola po obszarze. Dyskutowane metody są oparte na różnicowym przybliżeniu 
pochodnych po obszarze i po czasie. Ze względu na liniową aproksymację zmian 
pola w schemacie różnicowym, konstruowana siatka musi spełniać warunek Nyquista 
[117, 143, 158, 166]

 ∆x ≤   
2

.  (4.52)

Zależność (4.52) jest kryterium koniecznym ale nie doskonałym przy tworze-
niu modelu. Ze względu na efekty dyspersji numerycznej siatki różnicowej i dąże-
nie do zwiększenia precyzji odwzorowania przestrzennego zmian pola, w praktyce 
przyjmuje się warunek

 
max , , .∆ ∆ ∆x y z( ) ≤  
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Zachowanie warunku (4.53) ogranicza efekty dyspersji numerycznej do poziomu 
15% w porównaniu do rzeczywistych wartości pola w układach modelowych [186]. 
Dalsze zwiększenie rozdzielczości siatki przez przyjęcie wartości max(D) » λ / 20 
przyczynia się do zmniejszenia błędu do wartości ok. 5%, jednak wiąże się to ze zna-
czącym zwiększeniem wielkości modelu numerycznego (liczby NDOF). Z tego względu 
konstrukcja siatki adaptowanej i stopniowe przystosowanie lokalnej wielkości elemen-
tów siatki do długości fali w materiałach prowadzi do zmniejszenia wielkości modeli 
numerycznych przy spełnieniu warunków (4.52) i (4.53).

W przyjętej konstrukcji siatki do schematu częstotliwościowego występują przy-
bliżenia różnicowe rzędu drugiego (węzły wewnętrzne) oraz rzędu pierwszego (węzły 
brzegowe z przypisanym warunkiem Mura). Oznacza to, że wypadkowy rozkład błędu 
obliczeń numerycznych nie jest równomierny. Przy stosowaniu siatki jednorodnej 
największy błąd przybliżenia występuje w węzłach zewnętrznych, przy aproksymacji 
warunków absorpcyjnych (schemat różnicowy rzędu pierwszego). Ze względu na rząd 
różnicowych przybliżeń pola warunki PML charakteryzują się lepszymi właściwoś-
ciami. W ich definicji można stosować przybliżenie schematem centralnym (rzędu 
drugiego). Realizacja tych warunków wiąże się ze zwiększeniem obszaru analizy 
i wielkości modelu wyrażonego liczbą stopni swobody. 

W przypadku metody czasowej (FDTD) niezbędne jest również zachowanie rela-
cji gwarantujących stabilność metody. W tym celu należy odpowiednio dobrać para-
metry schematu czasowego i wielkość kroku czasowego Δt w odniesieniu do wielkości 
oczek siatki {Δx, Δy, Δz}. Warunek CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) stanowi kryterium 
stabilności pozwalające na określenie maksymalnego, dopuszczalnego kroku czaso-
wego Δt przy założeniu konstrukcji siatki różnicowej {Δx, Δy, Δz}. Dla modeli trójwy-
miarowych przyjmuje on postać [117, 166, 186, 208]
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Dla siatki regularnej, spełniającej warunek (4.1) otrzymuje się zależność

 ∆ ∆
t c D

≤
0

, (4.55)

przy czym D oznacza wymiar modelu.

4.3.2. Wydajność algorytmów

Wybór procedury rozwiązania równania macierzowego (4.27) przesądza o wypad-
kowych możliwościach opracowanego algorytmu FDFD. Przyjęte metody (BiCGStab 
i GMRES(m)) należą do grupy metod przestrzeni Kryłowa ze zmienną bazą. 
Przy wyborze metod rozwiązywania równania (4.27) uwzględniono dwa czynniki.
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1) Możliwość wyznaczenia rozkładu pola dla konstruowanych modeli rozumiana 
jako zbieżność procedury iteracyjnego obliczania rozwiązania równania (4.27).
Do oceny zbieżności algorytmu przyjęto liczbę iteracji nmax wymaganych do uzy-

skania zakładanej wartości normy euklidesowej wektora residualnego

 r b A e
2 2

= − ⋅ ,  r
2

= ( )f n ,  n=1, ..., nmax, (4.56)

z uwzględnieniem przyjętej wartości granicznej determinującej zakończenie obli-
czeń. W ocenie właściwości algorytmów rozpatrzono również przebieg charaktery-
styki wartości normy ||r||2 w zależności od numeru iteracji. 
2) Wymagania związane z realizacją numeryczną algorytmu. Uwzględniono przy tym 

czas wykonywania obliczeń oraz rozmiar przetwarzanych danych.
Uwzględnienie pierwszego czynnika wynika przede wszystkim z właściwości 

macierzy A. Zgodnie z teorią, zbieżność algorytmu iteracyjnego zależy od rozkładu 
wartości własnych, przy czym rozwiązanie zagadnienia złożonego z NDOF niewiado-
mych uzyskuje się co najwyżej po NDOF iteracjach (przy założeniu obliczeń z użyciem 
dokładnej arytmetyki). Rozkład wartości własnych macierzy A oraz wybór wartości 
inicjującej algorytm e0 przekłada się na zbieżność algorytmów.

Na rysunkach 4.8–4.10 przedstawiono przykładowe charakterystyki zbieżności 
algorytmu ||r||2 = f (n) dla trzech modeli o różnej liczbie stopni swobody NDOF Î {3321; 
7381; 26085}, przy ustalonej tolerancji min ||r||2 wynoszącej 1×10–5. 

Ze względu na zbieżność obliczeń, algorytm BiCGStab wykazuje gorsze właściwo-
ści. W wykonywanych testach charakterystyka zbieżności tego algorytmu nie wykazuje 
monotoniczności. Dotyczy to również najprostszych modeli z jednorodnymi parame-
trami materiałowymi. W wybranych wariantach modeli testowych (tj. NDOF = 26085), 
algorytm BiCGStab nie zbiegał się. Natomiast sprawdzono, że w niektórych mode-
lach, po wykonaniu zmiany wartości wektora inicjującego e0 możliwe było uzyskanie 
zbieżności algorytmu i wyznaczenie rozwiązania. Wspomniana modyfikacja jedno-
cześnie częściowo wpływała na charakterystykę ||r||2 = f (n). Obserwowane właści-
wości algorytmu BiCGStab są potwierdzeniem jego ogólnych cech dyskutowanych 
w literaturze [9, 78, 165, 196].

Opracowana wersja algorytmu GMRES(m) wykazuje zdecydowanie lepsze właś-
ciwości ze względu na zbieżność obliczeń modeli FDFD. Na rys. 4.8–4.10 przedsta-
wiono charakterystyki zbieżności algorytmu przy różnych wartościach restartu (m) 
opracowanego algorytmu GMRES(m). Wraz ze wzrostem tej wartości (tj. m), szyb-
ciej uzyskuje się rozwiązanie równania macierzowego. Większa liczba stopni swobody, 
przy małych wartościach współczynnika restartu powoduje początkowo niewielkie 
wahania zmian funkcji celu (rys. 4.9).
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RYS. 4.8. Charakterystyki zmian normy wektora residualnego przy obliczeniach z wykorzystaniem 
BiCGStab oraz GMRES(m) dla modelu NDOF = 3321

RYS. 4.9. Charakterystyki zbieżności algorytmu z wykorzystaniem BiCGStab oraz GMRES(m) 
dla NDOF = 7381
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RYS. 4.10. Charakterystyki zmian normy wektora residualnego przy obliczeniach z wykorzysta-
niem GMRES(m) dla NDOF = 26085

Powyższe charakterystyki są potwierdzeniem właściwości GMRES(m). Właściwy 
dobór wartości restartu algorytmu powoduje szybszą jego zbieżność. Przykładowo, 
obliczenia dla GMRES(25) nie zawsze skutkowały mniejszą liczbą iteracji niż 
przy GMRES(20), (rys. 4.9).

4.3.3. Wymagania algorytmów

W obu metodach (FDTD, FDFD) wyznaczane jest rozwiązanie zagadnienia polowego 
przez zastosowanie dobranej różnicowej aproksymacji równań Maxwella w postaci 
równań różnicowych. Obie metody umożliwiają modelowanie obszarów o złożonej 
geometrii, najlepiej wpisującej się w kartezjański układ współrzędnych. Metoda FDFD 
jest stabilna. Cechą konstrukcji metody FDFD jest wykorzystanie rachunku macierzo-
wego przy uwzględnieniu zapisu zespolonego. Obliczenia przeprowadzane są po doko-
naniu transformacji równań (3.19)–(3.24) do dziedziny częstotliwości [26, 120]. 

Na rys. 4.11 przedstawiono zależność pomiędzy rozmiarem modelu a wielkością 
zapisywanych danych (zd). Charakterystyki przedstawiają wymagany rozmiar pamięci 
dla samego modelu opracowanego przy użyciu algorytmu FDFD oraz wymagania, 
co do wielkości zapisu danych z wykorzystaniem zarówno BiCGStab, jak również 
GMRES(m). Niezależnie od liczby stopni swobody rozpatrywanego modelu, wiel-
kość zapisywanych danych jest porównywalna dla modelu z BiCGStab i GMRES(10). 
Wraz ze wzrostem parametru opisywanego jako restart algorytmu znacznie powięk-
sza się wielkość zapisywanych danych. 
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RYS. 4.11. Zestawienie wymagań zapisu modelu przy stosowaniu wybranych algorytmów 

Porównanie zależności zd względem ilości stopni swobody w przypadku dwóch 
omawianych metod różnicowych przedstawiono na rys. 4.12. Najmniejszy rozmiar 
zapisywanych danych występuje w przypadku metody FDFD przy założeniu, że roz-
patrywany model złożony jest z siatki równomiernej. Przy analizie metody FDTD, 
siatka adaptowana wymaga zwiększenia wielkości modelu o 0,5 dekady. Kolejnym 
analizowanym parametrem dotyczącym wymagań opracowanego algorytmu FDFD 
był czas obliczeń. Na szybkość obliczeń numerycznych, istotny wpływ mają parame-
try techniczne komputera i architektura systemu operacyjnego. W celu sprawdzenia 
czasu obliczeń potrzebnego do wyznaczenia rozkładu pola posłużono się trzema jed-
nostkami liczącymi (tabela 4.1). 

RYS. 4.12. Porównanie wymagań zapisu modelu w przypadku dwóch metod różnicowych rozwią-
zania równania macierzowego (4.27)
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TABELA 4.1. Zestawienie podstawowych parametrów stosowanych komputerów

Wyszczególnienie System 
operacyjny

Pamięć 
RAM 
[GB]

Liczba 
procesorów Typ procesorów Typ systemu 

operacyjnego

Komputer A Windows XP 2,0 2 Intel® CoreTM 2 CPU
6320 @ 1,86 GHz 
1,87 GHz

32-bitowy

Komputer B Windows 7 
Professional

2,0 4 Intel® CoreTM i3 CPU
530 @ 2,93 GHz 
2,93 GHz

32-bitowy

Komputer C Windows 7 
Professional

24,0 12 Intel® CoreTM i7 CPU
970 @ 3,20 GHz 
3,19 GHz

64-bitowy

Na rys. 4.13 przedstawiono wpływ liczby stopni swobody NDOF na czas obli-
czeń z użyciem opracowanego algorytmu FDFD (stosowany algorytm BiCGStab). 
Najdłuższy czas uzyskano na komputerze A, gdzie nawet dla małych modeli czas obli-
czeń był ponad 10-krotnie niż przy stosowaniu komputera B. Obliczenia algorytmu 
na jednostce zawierającej 12 procesorów (komputer C) trwały znacznie krócej niż 
na komputerze z 4 procesorami. Niezależnie od parametrów komputera wzrost liczby 
stopni swobody wydłuża czas obliczeń. Zauważalny jest przy tym szybszy przyrost 
charakterystyki czasu obliczeń dla zagadnień, w których NDOF > 6000. Związane jest 
to z problemem uzyskania zbieżności w wyniku zastosowania algorytmu BiCGStab. 
Przy analizie szybkości wyznaczania rozwiązania w algorytmie FDFD z BiCGStab, 
mniejsza liczba zaangażowanych w proces wyznaczania rozwiązania procesorów 
skutkuje 60% wydłużeniem czasu już przy 8000 stopni swobody.

Porównano również czas obliczania równania macierzowego (4.27) opracowa-
nym algorytmem FDFD z zastosowaniem GMRES(m), (rys. 4.14). Na komputerze 
A, przy NDOF > 7000 czas potrzebny na wyznaczenie rozwiązania przy GMRES(5) 
jest porównywalny z czasem uzyskanym dla GMRES(30). Natomiast jednostka 
obliczeniowa oznaczona jako komputer C wykazywała odmienną zależność. Przy 
liczbie stopni swobody NDOF < 1000 czas obliczania równania macierzowego (4.27) 
dla GMRES(5) był zbieżny z czasem przy parametrze GMRES(25). 

W przypadku opracowanego algorytmu z wykorzystaniem GMRES(m) nastę-
puje szybszy wzrost czasu przy NDOF > 10000. W porównaniu z czasem obliczeń 
uzyskanym przy zastosowaniu algorytmu BiCGStab, charakterystyki otrzymane 
dla GMRES(m) mają praktycznie liniowy przebieg. Na podstawie wykonanych testów 
stwierdzono, że duże znaczenie odgrywa odpowiedni dobór parametru m dla algo-
rytmu GMRES(m) w celu uzyskania lepszej wydajności i zbieżności procedury ite-
racyjnej (rys. 4.14).
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RYS. 4.13. Porównanie zależności pomiędzy czasem obliczeń przy wykorzystaniu BiCGStab 
a liczbą stopni swobody 

RYS. 4.14. Porównanie czasu obliczeń algorytmu z GMRES(m) na trzech jednostkach oblicze-
niowych 

4.3.4. Analiza wyników modeli

W celu weryfikacji poprawności wyników otrzymanych przy użyciu opracowanego 
schematu FDFD do analizy zastosowano modele symetryczne i asymetryczne o zróż-
nicowanej konstrukcji i strukturze materiałowej, przy uwzględnieniu:
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 y materiałów jednorodnych w ujęciu makroskopowym: beton, gazobeton;
 y materiałów niejednorodnych, złożonych z dodatkowych elementów, tj. zbroje-

nie, czy otwory.

Pierwszym poddanym analizie modelem był układ analizy o wymiarach 
0,7 ´ 0,9 m, w który wpisano słup wykonany z betonu. Rozpatrywano trzy przypadki:
 y m01a: słup o wymiarach 0,18 ´ 0,18 m, pokryty warstwą tynku (0,01 m) (rys. 4.15a);
 y m01b: słup o wymiarach 0,2 ´ 0,2 m wykonany z betonu, bez tynku (rys. 4.15b);
 y m01c: słup o wymiarach 0,2 ´ 0,2 m wykonany z betonu wraz z czterema prętami 

zbrojeniowymi (d = 0,01 m) (rys. 4.15c).

W rozpatrywanych układach działa punktowe źródło pola elektromagnetycznego 
o przebiegu harmonicznym (4.17), f = 2,4 GHz przy czym E0 =1 V/m. W modelu opra-
cowanym metodą różnicową w dziedzinie częstotliwości na granicy obszaru ΓO przy-
jęto warunki absorpcyjne Mura pierwszego rzędu [122], (rys. 4.4).

RYS. 4.15. Geometria opracowanych modeli, stosowanych przy obliczeniach układów z różnymi 
materiałami: (a) słup z betonu z warstwą tynku (m01a), (b) słup z betonu (m01b), (c) słup 
z betonu wraz ze zbrojeniem (m01c)

W obliczeniach przyjęto typowe wartości parametrów elektrycznych materia-
łów (rozdz. 2.1.1):
 y beton: εr’ = 6 oraz σ = 0,00195 S/m;
 y tynk: εr’ = 2,02 oraz σ = 0 S/m;
 y zbrojenie: parametry opisujące stal [184].

Na początku dokonano wstępnej oceny wpływu rodzaju przyjętej siatki na roz-
kład natężenia pola elektrycznego. W tym celu posłużono się modelem ze słupem 
wykonanym z jednorodnego materiału – betonu (m01b), w który wpisano trzy rodzaje 
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siatek różnicowych (rys. 4.16). Zastosowano siatkę równomierną (si1) przez przyjęcie 
komórki Yee o wymiarach Δx × Δy = 5 × 5 mm, co odpowiadało 25521 stopniom swo-
body (rys. 4.16a). Siatka adaptacyjna (si2) była miejscowo zagęszczona, co spowodowało 
zmniejszenie liczby węzłów NDOF = 10101 (rys. 4.16b). Trzeci wariant siatki (si3) złożony 
był z komórek Yee, które były symetrycznie skalowane względem słupa. Przyczyniło 
się to do zmniejszenia liczby niewiadomych w modelu NDOF = 10556 przy zachowa-
niu warunków konstrukcji siatki (rys. 4.16c).

RYS. 4.16. Analizowane w FDFD rodzaje siatek różnicowych: (a) równomierna (si1), (b) adapta-
cyjna w wybranych obszarach (si2), (c) adaptacyjna ze skalowaniem (si3)

Na rys. 4.17 zestawiono rozkłady natężenia pola elektrycznego wyznaczone w dys-
kutowanych układach z użyciem schematu częstotliwościowego. 

Porównanie wartości natężenia pola w całym obszarze analizy w zależności 
od przyjętego rodzaju siatki wykazało niewielkie różnice jedynie wewnątrz kon-
strukcji słupa i bliskiej jego strefie do 0,6 m. Przedstawione na rys. 4.18 charaktery-
styki uzyskano dla dwóch prostych y = 0,45 m oraz y = 0,8 m. W przypadku siatki 
si2, zauważono nieznaczne przesunięcia charakterystyk w okolicy słupa. Jest to spo-
wodowane gęstością siatki na granicy ośrodków beton – powietrze. Stopniowe zwięk-
szanie rozmiaru oczek, jak w przypadku siatki si3 nie powoduje takich efektów i cha-
rakterystyki są zbieżne z wynikami uzyskanymi dla gęstej siatki (si1). Należy zwrócić 
uwagę, że w pozostałym obszarze wartości natężenia pola są zbliżone, co w makro-
skopowym podejściu uzasadnia możliwość stosowania siatek adaptacyjnych. Dzięki 
takiemu rozwiązaniu, które pozwala na ograniczenie zasobów pamięci dla zapisywa-
nych macierzy również możliwe jest modelowanie obszarów wielkiej skali przy zacho-
waniu warunków tworzenia siatki. 
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RYS. 4.17. Porównanie rozkładów pola elektrycznego wyznaczonych przy użyciu programu FDFD, 
dla trzech rodzajów siatek różnicowych dla m01b: (a) równomierna (si1), (b) adaptacyjna (si2), 
(c) adaptacyjna ze skalowaniem (si3)
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RYS. 4.18. Charakterystyki wyznaczone dla rozpatrywanych wariantów siatek wzdłuż prostej: 
(a) y = 0,45 m, (b) y = 0,8 m

Na rys. 4.19–4.20 porównano rozkłady natężenia pola zarówno dla modelu ze słu-
pem (m01b), jak również z konstrukcją ze zbrojeniem (m01c) przy zmienności rodzaju 
siatki. Analiza wykazała, że najbardziej zbliżone wartości pola otrzymano przy przy-
jęciu siatki si1 oraz si3. W dalszej części tego rozdziału wszystkie zaprezentowane 
wyniki analizy były wykonywane przy założeniu rozmiaru siatki równomiernej si1.

Weryfikacja wyników uzyskanych opracowanym schematem FDFD została 
wykonana przy użyciu algorytmu FDTD oraz FEM. Każda z metod wymaga przy-
jęcia odpowiednich założeń dotyczących m.in. warunków brzegowych, źródła pola, 
czy rozmiaru siatki. 

RYS. 4.19. Dwuwymiarowy rozkład natężenia pola w modelu m01b obliczony dla siatki różnicowej: 
(a) równomiernej (si1), (b) adaptacyjnej (si2), (c) adaptacyjnej ze skalowaniem (si3)
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RYS. 4.20. Dwuwymiarowy rozkład pola elektrycznego dla modelu ze zbrojeniem (m01c) wyzna-
czony dla trzech rodzajów siatki różnicowej: (a) si1, (b) si2, (c) si3

Zarówno w metodzie różnicowej w dziedzinie czasu, jak i w FEM warunki brze-
gowe stanowiły dodatkową warstwę PML o grubości 0,2 m (rys. 4.21). W każdym 
z układów modelowano punktowe źródło pola elektromagnetycznego o przebiegu 
harmonicznym 
 e (t)=E0 sin(2π f t) 1z 1t, (4.57)

przy czym E0 =1 V/m, zaś f = 2,4 GHz.

W metodzie FDTD na całym obszarze zastosowano siatkę równomierną poprzez 
przyjęcie komórki Yee o wymiarach Δx × Δy = 1 × 1 mm, co gwarantowało spełnienie 
warunku (4.53). Natomiast w metodzie FEM było możliwe modelowanie siatki miej-
scami zagęszczonej oraz złożonej nie tylko z prostokątnych oczek (rys. 4.21), [54]. 

RYS. 4.21. Warianty siatek stosowanych przy weryfikacji wyników metodą FEM: (a) siatka zagęsz-
czona, (b) siatka zbliżona do przyjętej w FDFD
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Na rys. 4.22–4.24 przedstawiono rozkłady natężenia pola elektrycznego wyzna-
czone za pomocą trzech metod (FDTD, FDFD oraz FEM). Metoda różnic skończonych 
w dziedzinie czasu umożliwia otrzymanie chwilowych obrazów pola. Z tego powodu 
było konieczne opracowanie dodatkowego algorytmu i na jego podstawie przygoto-
wanie oprogramowania w języku C++. Celem algorytmu było wyznaczenie mapy opi-
sującej wartości maksymalne pola w wyniku przetworzenia sekwencji chwilowych 
rozkładów pola obliczonych w równych odstępach czasu. Sformułowany algorytm 
i opracowane narzędzie programistyczne do wyznaczania obwiedni pola pozwoliło 
na porównanie tych wyników z metodami FDFD oraz FEM. W dalszej części pracy 
również stosowano ten algorytm (rozdz. 5 i 6).

RYS. 4.22. Porównanie rozkładów natężenia pola dla modelu słupa z betonu wraz z tynkiem 
(m01a) wyznaczonych za pomocą metody: (a) FDFD, (b) FDTD, (c) FEM

Porównując wszystkie rozpatrywane modele (m01a, m01b, m01c) stwierdzono, 
że występują niewielkie różnice w wartościach natężenia pola względem trzech metod 
(maksymalnie do 15%). Wspomniane zmiany są widoczne wewnątrz analizowanej kon-
strukcji słupa. W ramach każdego modelu zachowany jest układ maksimów i mini-
mów obrazujący zachodzące zjawiska falowe podczas propagacji fali. 

RYS. 4.23. Wyznaczone rozkłady natężenia pola elektrycznego dla modelu słupa wykonanego 
z betonu (m01b) metodą: (a) FDFD, (b) FDTD, (c) FEM
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RYS. 4.24. Porównanie rozkładów natężenia pola elektrycznego w obszarze ze słupem z betonu 
wraz ze zbrojeniem (m01c): (a) FDFD, (b) FDTD, (c) FEM

Można przyjąć, że każda z rozpatrywanych trzech metod jest odpowiednia do ana-
lizy rozkładu pola wewnątrz pomieszczeń zawierających złożone konstrukcje budow-
lane. Jednak przed przygotowywaniem modelu do analizy należy wcześniej rozważyć 
właściwości wybranej metody, możliwość modelowania m.in. warunków brzegowych 
oraz źródła pola.

Charakterystyki prezentowane na rysunkach 4.25–4.27 wyznaczono dla warto-
ści obserwowanych w płaszczyźnie XY, wzdłuż przykładowych dwóch prostych rów-
noległych do osi Ox, tj. y = 0,45 m (środek układu); y = 0,6 m. Wykresy prezentują 
porównanie wartości uzyskanych trzema metodami.

RYS. 4.25. Rozkład składowej Ez w modelu zawierającym słup z betonu (m01b), wzdłuż prostej 
y = 0,45 m
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RYS. 4.26. Rozkład wartości natężenia pola elektrycznego dla modelu z konstrukcją słupa ze zbro-
jeniem (m01c), wzdłuż prostej y = 0,45 m

Porównanie wartości natężenia pola w przypadku analizy trzema metodami 
wykazało, że występują nieznaczne rozbieżności wewnątrz słupa i w bliskiej odległo-
ści od niego (do 0,6 m). Natomiast rozpatrywane wartości przy analizie bezpośrednio 
za słupem, wzdłuż prostej y = 0,6 m wskazują, że uzyskany rozkład pola jest zbieżny 
dla trzech metod analizy. Zaobserwowane różnice w wartościach wynikają głównie z:
 y właściwości stosowanych metod;
 y różnych warunków brzegowych zastosowanych przy modelowaniu układów;
 y rozmiaru siatki, sposobu jej adaptowalności;
 y rzędu stosowanych elementów, co wpływa na błąd przybliżeń. 

Wskazane rozbieżności są akceptowalne i mieszczą się w ramach różnorodności 
stosowanych metod.

RYS. 4.27. Rozkład wartości natężenia pola elektrycznego dla modelu m01b, wzdłuż prostej 
y = 0,6 m
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Na rys. 4.28–4.30 przedstawiono wyniki analizy wpływu konstrukcji słupa na war-
tości natężenia pola. Porównanie charakterystyk uzyskanych wzdłuż prostej y = 0,45 m 
pokazuje, m.in. istotę zjawisk fizycznych zachodzących na granicy ośrodków. Na sku-
tek licznych odbić wewnątrz konstrukcji uwzględniającej zbrojenie powoduje, iż naj-
wyższe wartości natężenia pola uzyskano w modelu m01c. Jednakże wskazana zło-
żona struktura słupa skutkuje gwałtownym chwilowym obniżeniem wartości w jego 
bliskiej odległości do 0,02 m (rys. 4.28–4.29). Bardziej równomierny rozkład natęże-
nia pola uzyskano wzdłuż prostej y = 0,8 m (rys. 4.30).

RYS. 4.28. Porównanie wartości natężenia pola elektrycznego uzyskanych opracowanym progra-
mem FDFD dla trzech konstrukcji słupa, wzdłuż prostej y = 0,45 m

RYS. 4.29. Charakterystyki wartości natężenia pola elektrycznego wyznaczone metodą FDFD 
dla trzech wariantów słupa, wzdłuż prostej y = 0,6 m
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RYS. 4.30. Wyznaczone wartości natężenia pola elektrycznego dla trzech modeli słupa, wzdłuż 
prostej y = 0,8 m

Drugim rozpatrywanym modelem był niesymetryczny układ złożony z dwóch pro-
stopadłych ścian. Wymiary i geometrię modelu przedstawiono na rys. 4.31a. Analizie 
poddano trzy warianty, różniące się konstrukcją ściany równoległej do osi Ox:
 y m02a: ściana wykonana z jednorodnego materiału (betonu);
 y m02b: ściana betonowa z powietrznymi drążeniami o wymiarach 0,04 ´ 0,03 m;
 y m02c: ściana betonowa z drążeniami o wymiarach 0,02 ´ 0,03 m.

Modyfikowana ściana była opisana parametrami elektrycznymi betonu przyję-
tymi w poprzednim modelu (m01). Natomiast gazobeton modelowano przyjmując, 
że εr’ = 2,25 oraz σ = 0 S/m.

RYS. 4.31. Geometria modelu asymetrycznego m02 oraz przyjęte warunki w metodzie: (a) FDFD, 
(b) FEM
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Do analizy tego zagadnienia przyjęto wcześniej omawiane przy modelu m01 zało-
żenia dotyczące zarówno źródła pola, warunków brzegowych, jak też rozmiaru komó-
rek Yee. W modelach tworzonych na potrzeby metod różnicowych zastosowano siatkę 
równomierną (dla FDFD przedstawioną na rys. 4.16a). Przez zwiększenie obszaru 
analizy liczba stopni swobody wzrosła do 26085.

Na rys. 4.32–4.37 przedstawiono rozkłady natężenia pola elektrycznego wyzna-
czone za pomocą rozpatrywanych metod (FDTD, FDFD oraz FEM). Porównując 
wszystkie rozpatrywane modele asymetryczne (m02a, m02b, m02c) zauważono, że poja-
wiające się lokalnie różnice w wartościach natężenia pola podobnie, jak w modelach 
symetrycznych (m01), są rzędu 15%. Największe zmiany zaobserwowano przy porów-
naniu wyników metod różnicowych (FDFD, FDTD) z metodą elementów skończonych 
(FEM). Najbardziej widoczne różnice stwierdzono dla modelu ze ścianami wykona-
nymi z jednorodnych materiałów (m02a), (rys. 4.36). Głównym powodem lokalnych 
rozbieżności był różny sposób odwzorowania warunków brzegowych zagadnień otwar-
tych oraz konstrukcja siatki w obszarach z materiałami niejednorodnymi.

RYS. 4.32. Porównanie rozkładów natężenia pola elektrycznego w modelu ze ścianą poziomą 
wykonaną z jednorodnego materiału (m02a): (a) FDFD, (b) FDTD, (c) FEM

RYS. 4.33. Porównanie rozkładów natężenia pola elektrycznego w modelu ze ścianą poziomą 
wykonaną z betonu wraz z drążeniami (m02b): (a) FDFD, (b) FDTD, (c) FEM
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RYS. 4.34. Porównanie rozkładów natężenia pola elektrycznego w modelu m02c: (a) FDFD, 
(b) FDTD, (c) FEM

Charakterystyki prezentowane na rys. 4.35–4.37 wyznaczono dla wartości obser-
wowanych w płaszczyźnie XY, wzdłuż przykładowych dwóch prostych równoległych 
do osi Ox, tj. y = 0,1 m oraz y = 0,82 m. Wykresy prezentują porównanie wartości 
uzyskanych trzema metodami. Porównanie wartości natężenia pola w przypadku 
analizy trzema metodami dla prostej y = 0,82 m wykazało, że niezależnie od rodzaju 
konstrukcji ściany występują nieznaczne rozbieżności wewnątrz ściany z gazobe-
tonu (rys. 4.35, 4.36). Najbardziej zbliżone wyniki rozkładu natężenia pola uzyskano 
metodami różnicowymi. Natomiast charakterystyki uzyskane metodą FEM różniły 
się od rozkładów pola elektrycznego wyznaczonego metodami FDFD i FDTD głów-
nie w obszarze bliskim przypisanym warunkom brzegowym. Porównanie wartości 
pola elektrycznego uzyskanych trzema metodami wzdłuż prostej y = 0,1 m, wyka-
zało rozbieżności rzędu 80% (rys. 4.37). Należy zaznaczyć, że taka rozbieżność doty-
czy małych wartości natężenia pola. Jednak istotne jest, że rozpatrywanymi metodami 
uzyskuje się jakościowo zbliżone rozkłady pola. Różnice wartości występują między 
metodami różnicowymi (FDFD i FDTD) a metodą elementów skończonych (FEM). 

Przyjęte, różne warunki brzegowe także mają odzwierciedlenie w uzyskanych roz-
kładach pola. Jednakże w obu metodach (FDTD, FEM) przyjęto takie same warunki 
PML. Porównując rezultaty uzyskane przy weryfikacji wyników za pomocą modelu 
z symetrycznym słupem (m01) oraz układu z niesymetrycznym rozkładem ścian 
można jednoznacznie stwierdzić, że natura opisu warunków brzegowych wpływa 
na bliskie sąsiedztwo struktury materiałowej. W modelu symetrycznym, gdzie umiej-
scowienie słupa było w znacznej odległości od krawędzi modelu zaobserwowano 
mniejsze rozbieżności w rozkładzie natężenia pola z błędem rzędu 15%. Do najważ-
niejszych przyczyn występujących różnic można zaliczyć:
 y modelowanie różnych warunków brzegowych;
 y inna konstrukcja siatki w przypadku metod różnicowych i FEM;
 y rząd stosowanych elementów FEM oraz rząd przyjętych przybliżeń różnicowych 

w FDFD i FDTD. 
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RYS. 4.35. Porównanie wartości natężenia pola elektrycznego uzyskanych trzema metodami 
dla modelu m02a, wzdłuż prostej y = 0,82 m

RYS. 4.36. Porównanie wartości natężenia pola elektrycznego uzyskanych trzema metodami 
dla modelu m02b, wzdłuż prostej y = 0,82 m
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RYS. 4.37. Rozkład wartości natężenia pola elektrycznego dla modelu ze ścianami z jednorod-
nego materiału (m02a), wzdłuż prostej y = 0,1 m

Na rys. 4.38–4.39 przedstawiono wyniki analizy wpływu konstrukcji ściany pozio-
mej na wartości natężenia pola wyznaczone dla wartości obserwowanych wzdłuż 
przykładowych dwóch prostych równoległych do osi Ox, tj. y = 0,1 m; y = 0,82 m 
dla trzech rozpatrywanych wariantów układu asymetrycznego. 

Propagacja fali elektromagnetycznej w obszarze ściany z drążeniami ma złożony 
charakter. Porowatość betonu w sensie elektromagnetycznym wpływa na pojawia-
nie się wielokrotnych odbić na granicy powietrze – beton. Liczba i wielkość otwo-
rów występujących w strukturze ściany skutkuje szczególnie zmianą obrazu pola 
w obszarze bliskim za ścianą. Lokalna zmiana prędkości fali przy przechodzeniu 
przez kolejne obszary powietrza i betonu znajduje odzwierciedlenie w wartościach 
pola elektrycznego i występowaniu interferencji. Ze względu na większy rozmiar drą-
żeń i powierzchni granicznych wskazany efekt jest szczególnie widoczny przy ocenie 
zjawisk występujących za ścianą w modelu m02b (rys. 4.33). 

Efekty odbić fali od ściany, powodujące powstawanie chwilowych minimów i mak-
simów są szczególnie widoczne w odległości 0,3 m przed ścianą i względem modelu 
wykonanego z jednorodnych ścian są rzędu do 40% (4.38). Wskazane zjawiska falowe 
znajdują odzwierciedlenie przy analizie wzdłuż prostej y = 0,82 m. Stratność mate-
riału powoduje, że przy przechodzeniu fali przez dielektryk dominującą rolę odgrywa 
zjawisko tłumienia fali. Natomiast porowatość ośrodka w ujęciu elektromagnetycz-
nym skutkuje tym, że propagująca fala elektromagnetyczna doznaje wielokrotnych 
odbić i ugięć przy względnie małym tłumieniu, co wpływa na lokalnie nieznacznie 
wyższe wartości za ścianą. 
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RYS. 4.38. Porównanie wartości natężenia pola elektrycznego wyznaczonych dla trzech warian-
tów modelu asymetrycznego, wzdłuż prostej y = 0,1 m

RYS. 4.39. Porównanie wartości natężenia pola elektrycznego wyznaczonych dla trzech warian-
tów modelu asymetrycznego, wzdłuż prostej y = 0,82 m
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4.4. Podsumowanie 
Ze względu na sformułowanie, opracowany algorytm częstotliwościowy FDFD 
prowadzi do bezpośredniego wyznaczenia rozkładu pola w stanie ustalonym, 
przy występowaniu harmonicznych źródeł pola. Algorytm FDFD jest schematem 
niejawnym, ale bezwarunkowo stabilnym. Głównym ograniczeniem w jego reali-
zacji jest konstrukcja i wykonywanie obliczeń modeli opisanych w dziedzinie liczb 
zespolonych.

Natomiast algorytm czasowy (FDTD) jest schematem jawnym, w którym repre-
zentacja modelu sprowadza się do macierzowego opisu rozmieszczenia materiałów 
w obszarze modelu. Zbiór ten jest sekwencyjnie przeszukiwany w każdym kroku 
schematu czasowego. Obliczana wartość pola jest kombinacją liniową odpowiednich 
czynników, wyznaczonych we wcześniejszych iteracjach po czasie. Wyznaczenie war-
tości pola przy użyciu schematu FDTD wymaga na wstępie obliczenia stanu nieustalo-
nego. Do wyznaczenia rozkładu amplitudy natężenia pola (tzw. obwiedni) konieczne 
jest również wykonanie sekwencji obliczeń w dziedzinie czasu po osiągnięciu stanu 
ustalonego.

Prezentowane sformułowania algorytmu różnicowego, częstotliwościowe oraz cza-
sowe pozwalają na określenie rozkładu pola w układach z materiałami budowlanymi. 
Scharakteryzowane metody pozwalają na analizę złożonych struktur o dowolnym 
rozkładzie materiałów, przy uwzględnieniu możliwości wpisania w geometrię oczek 
siatki. Przy wyborze sformułowania algorytmu konieczne jest uwzględnienie jego 
właściwości, w tym związanych z konstrukcją modeli, oraz ich zasad realizacji.

Na błędy obliczeń z użyciem metody różnicowej mają wpływ następujące czynniki:
1) rozmiar oczek siatki dyskretyzującej obszar, gdzie rozwiązanie jest przybliżane 

za pomocą funkcji liniowych;
2) konstrukcja siatki dyskretyzującej obszar, w tym możliwe lokalne zmiany jej roz-

kładu powiązane ze zmianą wielkości oczek;
3) ograniczenia metody wynikające z warunku stosowania siatki prostopadłościen-

nej (prostokątnej), co prowadzi do mniej dokładnego odwzorowania powierzchni 
nieregularnych, np. powierzchni zaokrąglonych;

4) uproszczenie odwzorowania rzeczywistego modelu [84, 122];
5) niedoskonałe ograniczenie przestrzeni za pomocą absorpcyjnych warunków 

brzegowych, które w przypadku warunków brzegowych Mura wymaga użycia 
przybliżeń różnicowych rzędu pierwszego; w konsekwencji wypadkowy rząd 
przybliżeń w modelu podlega lokalnym zmianom.
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5. Rozkład pola elektromagnetycznego 
w pobliżu ścian budowlanych

Ze względu na konstrukcję ścian i strukturę materiałów osobnej analizie poddano 
zjawiska występujące przy propagacji fal elektromagnetycznych w układach z:
 y materiałami jednorodnymi w ujęciu makroskopowym: beton, gazobeton, cegła 

pełna;
 y materiałami niejednorodnymi, których budowa wymaga uwzględnienia układu 

składników o zróżnicowanych właściwościach elektrycznych: żelbet, cegła drążona.

Przyjęta klasyfikacja materiałów wynika z relacji wielkości elementów składo-
wych materiałów w odniesieniu do długości propagującej fali elektromagnetycznej.

Wykonane prace miały na celu wyznaczenie rozkładu pola elektromagnetycznego 
oraz ocenę zjawisk zachodzących w układach modelowych. Określono wpływ głów-
nych parametrów elektrycznych i struktury wewnętrznej materiałów budowlanych 
na rozkład pola przy częstotliwościach stosowanych w sieciach bezprzewodowych.

5.1. Konstrukcja modeli numerycznych
Przedmiotem analizy jest układ, na który składa się ściana wykonana z wybranego 
materiału budowlanego. Założono, że z obu stron ściany znajduje się otwarta prze-
strzeń o właściwościach powietrza, pozbawiona innych elementów, które mogą zabu-
rzać propagującą falę elektromagnetyczną i wpływać na rozkład pola w układzie. 
Przyjęto, że wymiary ściany w kierunku prostopadłym do kierunku propagacji fali 
(szerokość ściany oraz jej wysokość), są znacznie większe od długości fali (λ0 = 0,125 m 
przy f = 2,4 GHz oraz λ0 = 0,06 m dla f = 5 GHz). Z tego względu, pomijając zjawiska 
zachodzące na krańcach ściany, w pobliżu jej krawędzi lub na styku z inną ścianą, 
możliwe było:
 y zastosowanie dwuwymiarowego modelu numerycznego rozpatrywanego układu;
 y zredukowanie jego wielkości przez zastosowanie właściwych warunków brzego-

wych, w tym szczególnie warunków periodyczności rozkładu pola. 
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Przyjęte założenia pozwalają, zgodnie z celem, na określenie wpływu rozpatry-
wanych materiałów na rozkład pola elektromagnetycznego, w układzie odosobnio-
nym, z pominięciem innych czynników. 

Wymiary i ogólną konstrukcję przyjętego modelu przedstawiono na rys. 5.1. 

RYS. 5.1. Geometria opracowanych modeli testowych, stosowanych przy obliczeniach układów 
z materiałem: (a) jednorodnym, (b) niejednorodnym (ściana betonowa ze zbrojeniem), (c) nie-
jednorodnym (cegła klinkierowa)

Przyjęta w obliczeniach długość modelu zapewniała obserwację rozkładu natęże-
nia pola przed ścianą i za ścianą w obszarze o wymiarze podłużnym (zgodnym z wek-
torem propagacji fali płaskiej) wynoszącym co najmniej 1,4 m. Analizę rozkładów 
pola elektrycznego oraz ilościową ocenę tłumienia fal w poszczególnych wariantach 
prowadzono na podstawie obserwacji max(Ez) w obszarze za ścianą. W ten sposób 
ocena rozkładu pola była prowadzona w obszarze, obejmującym co najmniej 10 dłu-
gości fali w powietrzu. Przyjęty obszar analizy pozwalał na uwzględnienie ewentu-
alnych deformacji w rozkładzie pola, związanych z niejednorodną strukturą rozpa-
trywanych materiałów oraz zmian pola w pewnej odległości od ściany. 

Wymuszenie pola w układzie stanowiła harmoniczna fala płaska spolaryzowana 
liniowo, propagująca w kierunku zgodnym z osią Oy (k = 1y)

 E x y t E t tz z z, , sin( ) = = ( ) ( ) 

1 1 1 . (5.1)
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Zjawiska propagacji fal w otwartej przestrzeni zostały odwzorowane przez przyjęcie 
warunków absorpcyjnych PML na krawędziach prostopadłych do kierunku propa-
gacji fali płaskiej. Absorpcję propagujących fal uzyskano przez przyjęcie warunków 
PML. Testy wykonane w układzie modelowym (propagacja fali w otwartej półprze-
strzeni o właściwościach próżni) potwierdziły poprawność przyjętej szerokości war-
stwy, przy błędzie wyników nie przekraczającym 2%. 

Zgodnie z przyjętymi założeniami, na powierzchniach modelu równoległych 
do kierunku propagacji fali przyjęte zostały warunki periodyczne gwarantujące rozwi-
nięcie obszaru i powtarzalność (okresowość) rozkładu pola. Ze względu na poprawne 
odwzorowanie warunków okresowych, dostosowaniu podlegały wymiary poprzeczne 
oraz struktura wewnętrzna tworzonych modeli. Uwzględniano przy tym wymiary 
elementów konstrukcyjnych oraz budowę ścian, wyróżniając przy tym trzy warianty.
 y Wariant pierwszy (rys. 5.1a), w którym wewnątrz obszaru WS występuje materiał 

homogeniczny pod względem budowy wewnętrznej i zakładanych właściwości 
materiałowych (tzn. beton, beton komórkowy lub cegła pełna). Grubość ściany b 
przyjmuje odpowiednio wartości 0,12 m lub 0,24 m. Ze względu na jednorodność 
struktury materiałowej, szerokość obszaru całego modelu mierzona wzdłuż osi 
Ox może przyjmować dowolne wartości. W wykonywanych obliczeniach zało-
żono, że szerokość modelu wynosi 0,75 m (rozdz. 5.3–5.5).

 y Wariant drugi (rys. 5.1b), w którym głównym materiałem konstrukcyjnym pozo-
staje beton o jednorodnych właściwościach materiałowych. W celu wzmocnie-
nia konstrukcji, w równych odstępach w betonie umieszczono pręty zbrojenia. 
Oznacza to, że w obszarze nieidealnego dielektryka znajdują się pręty przewod-
nika o średnicy ponad dziesięciokrotnie mniejszej niż długość propagującej fali. 
Rozpatrywano dwa warianty powszechnie stosowanego rozstawu prętów, L = 0,1 m 
oraz L = 0,2 m (rozdz. 5.6.1). Przy wpisaniu warunków symetrii rozkładu pola 
na krawędziach pionowych modelu, szerokość całego obszaru odpowiadała roz-
stawowi prętów L. Do opisania właściwości elektrycznych materiału zbrojenia 
przyjęto warunki odpowiadające idealnemu przewodnikowi (PEC).

 y Wariant trzeci (rys. 5.1c), w którym występuje zróżnicowanie właściwości materia-
łowych składników, przy zachowaniu ich drobnoziarnistego, periodycznego roz-
kładu. Wariant ten dotyczy ścian z cegieł pionowo drążonych. Ogólna konstrukcja 
modelu pozostaje taka sama jak w pierwszym wariancie. Szerokość obszaru ściany 
WS oraz całego modelu podlega jednak ścisłym ograniczeniom. W celu zachowa-
nia warunku periodyczności struktury materiałowej wymiar poprzeczny modelu 
musi być wielokrotnością szerokości cegły. W prowadzonych obliczeniach rozpa-
trywano układ o szerokości trzech cegieł, stąd szerokość całego modelu wynosi 
0,75 m. Na rys. 5.1c przedstawiono najbardziej złożony, jeden z czterech analizo-
wanych wariantów budowy ściany (rozdz. 5.5). 

Obszar rozpatrywanych modeli podlegał dyskretyzacji przez wpisanie równo-
miernej siatki komórek Yee. Ze względu na ograniczenia czasowe i możliwości stoso-
wanych programów, maksymalny liniowy rozmiar komórki Yee wynosił co najwyżej 
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Δx = Δy = 1,6667 mm. Przy przyjętej rozdzielczości siatki różnicowej, zjawiska falowe 
na odcinku jednej długości fali w powietrzu (λp) były modelowane za pomocą 
75 komórek (przy f = 2,4 GHz). Odpowiednio, przy częstotliwości pobudzenia wyno-
szącej 5 GHz, numeryczne przybliżenie rozkładu pola w powietrzu było modelowane 
przy zastosowaniu 36 komórek.

Obliczenia rozkładu pola wykonano z zastosowaniem oprogramowania Meep [132], 
bazującego na metodzie różnic skończonych w dziedzinie czasu (FDTD), (rozdz. 4.2).

5.2. Rozwiązanie analityczne
W przypadku ścian o jednorodnej strukturze materiałowej, przy prostopadłym 
padaniu fali na granicę ośrodków, opis zachodzących zjawisk odpowiada klasycz-
nemu zagadnieniu propagacji fali płaskiej w otwartej przestrzeni i jej oddziaływaniu 
z płytą wykonaną z dielektryka [120, 130]. Ze względu na harmoniczną zależność pól 
od czasu, wektory pola elektrycznego fali padającej E1+, przechodzącej E1’+ i odbitej E1– 
zapisane są w postaci zespolonej. Układ testowy z rys. 5.1 sprowadza się do modelu 
warstwowego jednowymiarowego (rys. 5.2), w którym obszar jednorodnego, izotropo-
wego dielektryka stratnego WS o szerokości b, jest otoczony powietrzem. Właściwości 
otaczającego ośrodka są scharakteryzowane za pomocą impedancji falowej 

 Z Z Z1 2 0
0

0

377= = = =
µ

ε
Ω . (5.2)

RYS. 5.2. Schemat układu z falą płaską padającą prostopadle na dielektryk (ścianę)
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Rozpatrywane jednorodne materiały budowlane kategoryzuje się jako dielektryki 
nieidealne, o niskiej stratności. Uwzględniając efektywną przenikalność elektryczną 
dielektryka stratnego (2.4), jego impedancja falowa wyraża się wzorem
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Przy prostopadłym padaniu fali na granicę materiałów współczynnik transmisji 
pola elektrycznego w obszarze W2 wyraża się wzorem [130]

 T T
E
E

T T kb

kbe e
e1 e2

j

j

e
      e

= = =
+

+

+

−

−
2

1 1 2
21

’

, (5.4)

przy czym odpowiednie współczynniki pola wynoszą
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zaś liczba falowa opisana jest wzorem
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Zależność (5.4) daje możliwość weryfikacji wyników otrzymanych przy oblicze-
niach numerycznych z wykorzystaniem metody FDTD lub FDFD. Jego stosowalność 
ogranicza się oczywiście do przypadków z materiałami izotropowymi, jednorodnymi, 
m.in. gazobeton, beton. Otrzymane maksymalne wartości natężenia pola elektrycz-
nego w obszarze za ścianą są podstawą do wyznaczenia współczynnika transmisji 
pola bezpośrednio, na podstawie wzoru definicyjnego (5.4).

Na podstawie przedstawionych zależności analitycznych możliwe jest również 
określenia wartości współczynnika odbicia na granicy ośrodków W1 oraz WS 
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przy czym wektory pola elektrycznego fali padającej (E1+) oraz odbitej (E1–) zostały 
wyznaczone na podstawie zapisu zespolonego [130].

W przypadku metod czasowych ocena zjawisk w obszarze W2 jest wykonywana 
w stanie praktycznie ustalonym, po uwzględnieniu wielokrotnych odbić fali w obsza-
rze ściany.
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5.3. Analiza ścian wykonanych z betonu

5.3.1. Opis modelu fizycznego i numerycznego

Dyskusji poddano modele jednorodnych ścian (rozdz. 5.1) wykonanych z betonu zwy-
kłego. Ze względu na grubość ściany analizowano dwa warianty:
 y 1w_B: ściana o grubości b = 0,12 m;
 y 2w_B: ściana konstrukcyjna, b = 0,24 m.

Zróżnicowanie zawartości procentowej poszczególnych składników betonu 
oraz zmienność wartości parametrów elektrycznych materiału powoduje, iż analizie 
poddano wiele wariantów. Przy uwzględnieniu dostępnych parametrów elektrycz-
nych betonu (rozdz. 2.1.1) do analizy przyjęto wartości względnej przenikalności 
elektrycznej εr’Î{5; 6; 7; 8}. Rozpatrywano również wpływ zmiany konduktywno-
ści σ Îá0; 0,7ñ S/m na rozkład pola elektromagnetycznego. W tabeli 5.1 zestawiono 
wymiary rozpatrywanych konstrukcji w odniesieniu do długości fali w betonie λb. 
Wartość λb określono przy założeniu, że zastępcza wartość przenikalności elektrycz-
nej odpowiada przypadkowi dielektryka bezstratnego (σ = 0 S/m, εr’’ = 0)

 b

 
        

= 0 . (5.9)

Średnia długość drogi jaką pokonują fale elektromagnetyczne wewnątrz jedno-
warstwowej ściany betonowej, przy typowych wartościach parametrów elektrycznych 
wynosi około 2,44 λb przy f = 2,4 GHz oraz 5,08 λb przy f = 5 GHz.

TABELA 5.1. Wymiary elektryczne rozpatrywanych modeli ścian

Względna 
przenikalność 
elektryczna

εr’

Grubość ściany

f = 2,4 GHz f = 5 GHz

b = 0,12 m b = 0,24 m b = 0,12 m b = 0,24 m

5 2,15 λb 4,29 λb 4,48 λb 8,95 λb

6 2,35 λb 4,71 λb 4,90 λb 9,79 λb

7 2,54 λb 5,08 λb 5,29 λb 10,57 λb

8 2,71 λb 5,43 λb 5,66 λb 11,32 λb

W tworzonym modelu liczba komórek siatki różnicowej przypadających na dłu-
gość fali w dielektryku wynosiła á26; 34ñ przy f = 2,4 GHz lub á12; 16ñ przy f = 5 GHz. 
Niższa wartość odpowiada wartości εr’ = 8. W przyjętej konstrukcji modelu nume-
rycznego, rozdzielczość siatki różnicowej gwarantowała spełnienie warunku (4.52).

λ λ
ε r'μr
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5.3.2. Wyniki obliczeń

Na podstawie testów określono wpływ grubości ściany oraz zmienność parame-
trów materiałowych betonu na wartości natężenia pola elektrycznego (rys. 5.3–5.6). 
Wartości max(Ez) uzyskane metodą numeryczną zostały także zweryfikowane 
za pomocą metody analitycznej (rozdz. 5.2). Wyniki obliczeń analitycznych zazna-
czono punktami.

Analiza propagacji fali elektromagnetycznej o częstotliwości f = 2,4 GHz (rys. 5.3), 
przez ścianę jednowarstwową (1w_B) wykazała, że przy małej stratności dielektryka 
σ Îá0; 0,07ñ S/m najwyższe wartości składowej Ez otrzymano przy εr’ = 7, a najniższe 
dla próbki o εr’ = 8. Natomiast wartości natężenia pola dla εr’ = 5 są porównywalne 
z wynikami otrzymanymi przy obliczeniach modelu ze ścianą betonową przy względ-
nej przenikalności elektrycznej εr’ = 6. 

RYS. 5.3. Zależność pomiędzy względną wartością maksymalną składowej Ez a konduktywnoś-
cią, obliczone dla modelu 1w_B (f = 2,4 GHz)

Przy częstotliwości f = 2,4 GHz, dla ściany jednowarstwowej i przy nieznacznym 
tłumieniu fali elektromagnetycznej (σ ≤ 0,04 S/m) najniższe wartości max(Ez) zaob-
serwowano przy εr’ = 8. Natomiast dla ściany dwuwarstwowej, podobna sytuacja 
ma miejsce przy εr’ = 6. Przy małej stratności betonu materiał o najwyższej względnej 
przenikalności elektrycznej εr’ = 8 wykazywał wzrost rejestrowanej wartości natężenia 
pola o ok. 35% względem modelu 1w_B. Przy niskim tłumieniu ośrodka zasadnicze 
znaczenie mają efekty interferencji fal powstałych na skutek propagacji fal w ośrodku 
niejednorodnym i związanym z tym częściowym odbiciem fal na granicy powie-
trze – ściana oraz ściana – powietrze.
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RYS. 5.4. Zmiany względnej wartości składowej Ez w zależności od konduktywności, 
przy f = 2,4 GHz, obliczone dla ściany dwuwarstwowej

Na rys. 5.5–5.6 przedstawiono wyniki obliczeń otrzymane przy częstotliwości 
f = 5 GHz. W przypadku modelu 1w_B zauważono, iż niższa wartość względnej prze-
nikalności elektrycznej, przy niskiej konduktywności dielektryka σ Îá0; 0,07ñ S/m 
skutkuje wyższymi względnymi wartościami rejestrowanego natężenia pola (rys. 5.5). 
W przypadku założenia bezstratnego materiału, wartości pola elektrycznego uzy-
skane dla betonu o εr’Î{5; 6} są wyższe o ok. 20% niż w analogicznym wariancie ściany 
przy niższej częstotliwości (f = 2,4 GHz). Natomiast dla betonu o εr’ = 7 przy wyższej 
częstotliwości (f = 5 GHz) natężenie pola maleje aż o ok. 40%.

RYS. 5.5. Zależność pomiędzy względną wartością składowej Ez a konduktywnością, przy f = 5 GHz 
wyznaczona dla modelu ściany jednowarstwowej 1w_B
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Przy f = 5 GHz, w przypadku modelu 2w_B przy εr’ = 7 następuje wzrost wartości 
pola elektrycznego o ok. 30% względem wyników otrzymanych dla ściany jednowar-
stwowej. Przy konduktywności σ Îá0,07; 0,3ñ S/m charakterystyki mają przewidy-
walny przebieg (podobnie, jak w przypadku ściany 1w_B). Wyższe wartości względ-
nej przenikalności elektrycznej betonu skutkują wzrostem maksymalnych wartości 
natężenia pola. 

Porównując wyniki przedstawione na rys. 5.3 i 5.5 można stwierdzić, iż przy kon-
duktywności większej niż 0,1 S/m wszystkie charakterystyki dla 1w_B mają podobny 
przebieg a zmiana częstotliwości nie wpływa na względne wartości składowej Ez. 
Zwiększenie stratności materiału powoduje, iż główną rolę odgrywa tłumienie fali 
podczas jej przejścia przez dielektryk. Efekty nakładania się fal związane z wewnętrz-
nym odbiciem na granicy beton – powietrze stanowią mniejsze znaczenie. Wynika 
to ze znacznego tłumienia składowych odbitych przy przejściu przez ośrodek stratny 
(materiał budowlany). Należy jednak pamiętać, że zasadnicze wartości konduktyw-
ności betonu suchego zamykają się w przedziale do σ < 0,1 S/m.

RYS. 5.6. Zmiany względnej wartości składowej Ez w zależności od konduktywności obliczone 
dla modelu ściany dwuwarstwowej 2w_B, przy f = 5 GHz

Zmiany pola wynikające z dwukrotnego zwiększenia grubości ściany uzyskane 
przy tej samej częstotliwości zostały scharakteryzowane za pomocą współczynnika 
st1 według zależności

 st
E
E

z

z
1

w_BK
w_BK

=
( ) ( )
( ) ( )

max
max

1
2

. (5.10)
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W tabelach 5.2 i 5.3 przedstawiono wyznaczone wartości współczynnika st1 dla roz-
patrywanych wariantów ścian. Na podstawie wartości współczynnika st1 można 
zauważyć, iż dwukrotne zwiększenie grubości ściany, przy rozpatrywaniu ośrodków 
bezstratnych lub o niskiej stratności, niezależnie od częstotliwości, skutkuje niższymi 
wartościami natężenia pola elektrycznego.

TABELA 5.2. Wartości współczynnika st1 przy częstotliwości f = 2,4 GHz

σ [S/m] 0 0,002 0,01 0,031 0,05 0,0668 0,1 0,15 0,2

st1 (εr’ = 5) 1,07 1,08 1,16 1,38 1,63 1,96 2,76 4,60 7,57
st1 (εr’ = 6) 1,10 1,11 1,16 1,38 1,60 1,88 2,57 4,07 6,43
st1 (εr’ = 7) 1,09 1,11 1,19 1,41 1,64 1,87 2,44 3,67 5,65
st1 (εr’ = 8) 0,72 0,73 0,81 1,06 1,32 1,55 2,24 3,30 5,00

TABELA 5.3. Obliczone wartości współczynnika st1 przy f = 5 GHz

σ [S/m] 0 0,002 0,01 0,031 0,05 0,0668 0,1 0,15 0,2

st1 (εr’ = 5) 1,03 1,05 1,15 1,43 1,77 2,05 2,72 4,67 8,00
st1 (εr’ = 6) 1,19 1,22 1,25 1,38 1,62 1,90 2,63 4,20 6,67
st1 (εr’ = 7) 0,77 0,80 0,89 1,15 1,44 1,67 2,42 3,88 5,88
st1 (εr’ = 8) 1,06 1,06 1,10 1,24 1,41 1,67 2,33 3,52 5,64

Odmienną zależnością, przy f = 2,4 GHz, charakteryzuje się beton (εr’ = 8) o małej 
stratności (σ < 0,01 S/m), gdzie wartości max(Ez) w przypadku modelu 2w_B są wyższe 
od wartości uzyskanych dla ściany jednowarstwowej (tabela 5.2). Dwukrotne zwięk-
szenie grubości ściany niezależnie od przyjmowanej wartości przenikalności elek-
trycznej przy σ = 0,1 S/m powoduje prawie trzykrotne zmniejszenie względnej mak-
symalnej wartości składowej Ez, co zostało już wcześniej wyjaśnione.

Dwukrotne zwiększenie grubości ściany jest równoważne ze zwiększeniem drogi b,  
jaką przebywa propagująca fala w ośrodku stratnym. Na skutek zwiększonego wypad-
kowego tłumienia fali, zarówno przy częstotliwości f = 2,4 GHz, jak i f = 5 GHz, 
widoczny jest gwałtowniejszy niż w modelu 1w_B spadek rejestrowanych wartości 
natężenia pola. Przykładowo dla konduktywności σ = 0,1 S/m te wartości są o ok. 50% 
niższe niż otrzymane dla ściany jednowarstwowej. Potwierdzeniem obserwowanych 
relacji są wyniki obliczeń z użyciem zależności analitycznej (5.4).

5.3.3. Podsumowanie
W trakcie weryfikacji wyników przy użyciu metody analitycznej (rozdz. 5.2) zauwa-
żono niezgodność między wartościami pola uzyskanymi numerycznie (zwłaszcza 
przy f = 5 GHz) w zakresie niewielkich konduktywności σ Îá0; 0,08ñ S/m (rys. 5.7, 5.8). 
W celu wyjaśnienia zaistniałego zjawiska wykonano dodatkowe testy mające na celu 
wykrycie błędu związanego z implementacją modeli różnicowych.
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Do ilościowego scharakteryzowania różnic pomiędzy wynikami otrzymanymi 
metodą numeryczną i z zależności analitycznej, zastosowano parametr δ∆ opisujący 
błąd obliczania wartości pola

 δ∆ ·
Wyn

Wyn
numeryczny

analityczny
∆ =

( )
( )

max

max
100 %. (5.11)

Przy f = 2,4 GHz dla modelu 1w_B błąd δ∆ był maksymalnie rzędu 0,5%, a dwu-
krotne zwiększenie grubości ściany (2w_B) skutkowało wzrostem wartości δ∆ do 3%. 
Analiza wyników dla wyższej częstotliwości f = 5 GHz wykazała, że odchyłka sięgała 
nawet 30% w modelu 2w_B dla εr’ = 8. 

RYS. 5.7. Charakterystyki uzyskane przy Δx = Δy = 1,6667 mm opisujące zależność pomiędzy 
względną wartością maksymalną składowej Ez a konduktywnością, przy f = 5 GHz dla modelu 
1w_B

Jedną z rozpatrywanych możliwości przyczyn niezgodności wyników było 
niewłaściwe przyjęcie rozmiaru komórki Yee, które skutkowało mało dokładnym 
odwzorowaniem zjawisk w toku realizowanych obliczeń. W tym celu dodatkowo 
analizowano rozkład pola elektrycznego przy różnych rozmiarach komórki Yee  
Δx = Δy Î{0,5; 1; 1,5; 2; 3; 4; 5; 6} mm. 

Analiza wykazała, że mimo spełnienia warunku (4.53), pierwotnie przyjęty roz-
miar komórki okazał się niewystarczający aby otrzymać poprawne wyniki obliczeń. 
Przy założeniu Δx = Δy = 0,5 mm, dla f = 5 GHz liczba komórek przypadających na dłu-
gość fali w dielektryku wynosiła á42; 53ñ. Ponadtrzykrotne zwiększenie liczby komó-
rek Yee przypadających na długość fali przyczyniło się do uzyskania wyników zgod-
nych z rozwiązaniem analitycznym (rys. 5.5–5.6).
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RYS. 5.8. Charakterystyki wyznaczone przy Δx = Δy = 1,6667 mm przedstawiające zależność pomię-
dzy max(Ez) a konduktywnością, przy f = 5 GHz obliczone dla modelu 2w_B

Wyniki, uzyskane przy przyjęciu Δx = Δy = 0,5 mm, dla ściany jednowarstwowej 
i dwuwarstwowej z uwzględnieniem zmienności względnych wartości przenikalno-
ści elektrycznej betonu εr’Î{5; 6; 7; 8} przedstawiono na rysunku 5.9.

RYS. 5.9. Zależność pomiędzy max (Ez) a konduktywnością, przy f = 2,4 GHz oraz 5 GHz dla modeli 
ścian 1w_B i 2w_B przy względnej przenikalności elektrycznej: (a) εr’= 5, (b) εr’= 6, (c) εr’= 7,  
(d) εr’= 8
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Analiza ścian jednowarstwowych wykonanych z betonu wykazała, że:
 y dla rozpatrywanych wartości betonu εr’Î{6; 8} względne wartości maksymalne 

składowej Ez mają zbliżone (różnice nie przekraczają 5%) wartości przy σ > 0,07 S/m 
(rys. 5.9b,d);

 y podobna zależność występuje dla εr’ = 5 dopiero, gdy materiał ma konduktywność 
powyżej 0,1 S/m (rys. 5.9a) oraz dla εr’ = 7 przy σ > 0,16 S/m (rys. 5.9c);

 y przy małej stratności materiału σ < 0,07 S/m, najwyższe wartości max(Ez) otrzy-
mano dla częstotliwości f = 5 GHz; wyjątek stanowi beton przy założeniu εr’ = 7.

Otrzymane wyniki analizy modelu ze ścianą dwuwarstwową (2w_B) wskazują, że:
 y na skutek dłuższej drogi propagacji fali dwukrotne zwiększenie grubości ściany 

powoduje gwałtowniejszy spadek wartości maksymalnych składowej Ez niż w przy-
padku ściany jednowarstwowej;

 y dla rozpatrywanych wariantów betonu wartości natężenia pola sięgają różnic 
nie przekraczających 8% przy σ > 0,04 S/m;

 y niezależnie od częstotliwości, dwukrotne zwiększenie grubości ściany, powoduje 
znaczne obniżenie wartości natężenia pola elektrycznego z wyjątkiem betonu 
przy εr’ = 8;

 y różnice większe niż 8% (do 27%) w wartościach pola elektrycznego występują 
dla ściany wykonanej z betonu, jako materiału o niskiej stratności σ < 0,04 S/m 
i przy względnej przenikalności elektrycznej εr’Î{5; 8}, (rys. 5.9a,d).

 y Szczegółowa analiza wartości max(Ez) przy różnych wartościach względnej prze-
nikalności elektrycznej i konduktywności (tabela 2.2) dowodzi, że przy często-
tliwości f = 2,4 GHz:

 y uzyskuje się zbliżone wartości natężenia pola dla ściany jednowarstwowej 
oraz dwuwarstwowej przy przyjęciu dwóch analizowanych parametrów mate-
riałowych opisujących beton (εr’ = 5 i σ = 0,004 S/m [5] i εr’ = 6 i σ = 1,95·10–3 S/m 
[138, 139, 140]);

 y przy εr’ = 7 i σ = 0,03 S/m również otrzymuje się identyczne wartości maksy-
malne składowej Ez, jak przy wartościach εr’ i σ podawanych przez innych auto-
rów [5, 138, 139, 140]; 

 y przy εr’ = 8 żadna z rozpatrywanych wartości konduktywności nie daje wyników 
natężenia pola elektrycznego, które byłyby analogiczne, co do istoty zachodzą-
cych zjawisk polowych z uzyskanymi rozwiązaniami dla εr’Î{5; 6; 7}.

Rezultaty uzyskane przy częstotliwości f = 5 GHz wskazują, że:
 y niezależnie od grubości analizowanej ściany, otrzymuje się zgodne z rozwiąza-

niem analitycznym wartości natężenia pola przy εr’Î{5; 6} oraz σ = 0,04 S/m, które 
dają obarczone mniejszym błędem rozwiązanie niż wskazane w [141] i mieszczą 
się w zakresie danych wskazanych w tabeli 2.2;
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 y niezależnie od analizowanej wartości względnej przenikalności elektrycz-
nej εr’Î{5; 6; 7, 8} otrzymuje się takie same wartości maksymalne składowej Ez 
przy σ = 0,0668 S/m [141], (dla ściany jednowarstwowej) lub σ = 0,04 S/m (dla ściany 
dwuwarstwowej);

 y przy εr’ = 7 i σ < 0,03 S/m uzyskane wyniki nie spełniają zależności opisanej wzo-
rem 5.4.

5.4. Analiza ścian wykonanych z gazobetonu
5.4.1. Opis modelu fizycznego i numerycznego

Ze względu na funkcje, jakie mogą pełnić ściany wykonane z betonu komórkowego 
(rozdz. 2), analizie poddano dwa rodzaje konstrukcji:
 y ścianę działową o grubości b = 0,12 m, oznaczoną dalej symbolem 1w_BK;
 y wewnętrzną ścianę konstrukcyjną, b = 0,24 m (2w_BK).

W tworzonym modelu numerycznym uwzględniono jednorodną strukturę mate-
riału wpisanego w obszarze ściany WS (rozdz. 5.1). Przyjęte w obliczeniach warto-
ści współczynników materiałowych wynosiły εr’Î{2, 2,25, 2,5} oraz σ Îá0, 0,5ñ S/m 
(rozdz. 2.1). W tabeli 5.4 zestawiono wartości względnej grubości analizowanych 
ścian. Długość fali w betonie komórkowym λbk wyznaczono na podstawie wzoru (5.9), 
przy założeniu, że materiał jest bezstratnym dielektrykiem.

TABELA 5.4. Wymiary elektryczne analizowanych ścian odniesione do długości fali

Względna 
przenikalność 
elektryczna

εr’

f = 2,4 GHz f = 5 GHz

Grubość ściany

b = 0,12 m b = 0,24 m b = 0,12 m b = 0,24 m

2,00 1,36 λbk 2,72 λbk 2,83 λbk 5,66 λbk

2,25 1,44 λbk 2,88 λbk 3,00 λbk 6,00 λbk

2,50 1,51 λbk 3,03 λbk 3,16 λbk 6,32 λbk

Rozmiar komórki Yee (Δx = Δy = 1,6667 mm) w tworzonym modelu gwaranto-
wał spełnienie warunku (4.53). W zależności od wartości przenikalności elektrycz-
nej, liczba komórek Yee przypadających na długość fali λbk w dielektryku wynosiła 
á47; 53ñ przy f = 2,4 GHz lub á23; 25ñ przy f = 5 GHz. 
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5.4.2. Wyniki analizy

Na rys. 5.10 przedstawiono przykładowy chwilowy rozkład składowej Ez dla modelu 
ściany jednowarstwowej przy σ = 0,01 S/m oraz σ = 0,1 S/m. Otrzymane rezultaty 
w pełni odzwierciedlają i potwierdzają efekty polowe obserwowane w układzie z jed-
norodną płytą poddaną działaniu fali płaskiej. W obszarze za ścianą, w obu przypad-
kach zauważalne jest zmniejszenie wartości pola elektrycznego wynikające ze strat-
ności materiału. Wyznaczone w stanie ustalonym chwilowe rozkłady natężenia 
pola uwzględniają efekty wielokrotnych odbić fali na granicy powietrze – ściana. 
Dziesięciokrotne zwiększenie konduktywności skutkuje ok. 90% zmniejszeniem 
wartości max(Ez). Wewnątrz ściany występuje lokalna zmiana prędkości fali, która 
ze względu na jednorodność materiału i regularność geometrii układu nie powo-
duje zaburzeń w rozkładzie pola. Wskazany efekt jest widoczny przy ocenie zjawisk 
występujących za ścianą, gdzie amplituda zmian pola elektrycznego przyjmuje niż-
sze wartości.

RYS. 5.10. Chwilowy rozkład składowej Ez w modelu 1w_BK przy f = 2,4 GHz dla konduktywności: 
(a) σ = 0,01 S/m, (b) σ = 0,1 S/m
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Właściwości gazobetonu nie ulegają istotnym zmianom w paśmie częstotliwości 
f Îá2,4; 5ñ GHz (rozdz. 2.1). Przenikalność elektryczna εr’Î{2; 2,25; 2,5} zmienia się 
w mniejszym zakresie niż dla betonu, nie występuje znaczne zróżnicowanie obserwo-
wanych efektów falowych. Otrzymane metodą numeryczną charakterystyki zostały 
potwierdzone przy wykorzystaniu metody analitycznej (rozdz. 5.2). Na rys. 5.11 i 5.12 
wyniki obliczeń analitycznych oznaczono punktami. Zgodność rozwiązań potwier-
dza właściwą konstrukcję modelu numerycznego. Stąd, wyznaczone na podstawie 
modeli numerycznych wartości maksymalne natężenia pola za ścianą przy f = 2,4 GHz 
są zbliżone do wyników przy f = 5 GHz (rys. 5.11–5.12).

W analizowanym obszarze, niezależnie od grubości ściany (1w_BK i 2w_BK), cha-
rakterystyki mają przewidywalny przebieg. Wzrost konduktywności materiału prowa-
dzi do wykładniczego zmniejszenia wartości max(Ez) w strefie za ścianą. Dwukrotnie 
większa grubość ściany w modelu 2w_BK skutkuje gwałtowniejszym spadkiem war-
tości pola elektrycznego na skutek dłuższej drogi fali elektromagnetycznej w materiale 
stratnym. Zgodnie z wzorem (5.4) przejście od wariantu 1w_BK do 2w_BK oznacza 
dwukrotne zwiększenie wykładnika eksponenty. Stąd obserwowane na rys. 5.11 i 5.12 
odseparowanie rodziny charakterystyk dla wariantów ze ścianą o grubości b = 0,12 m 
oraz b = 0,24 m. Przy większej stratności materiału (σ > 0,15 S/m) tłumienie fali jest 
na tyle duże, że ściany stanowią element ekranujący.

RYS. 5.11. Zależność pomiędzy względną wartością maksymalną składowej Ez a konduktyw- 
nością, przy f = 2,4 GHz dla dwóch wariantów grubości ściany z gazobetonu
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RYS. 5.12. Zależność pomiędzy max(Ez) a konduktywnością, przy f = 5 GHz dla dwóch wariantów 
ściany (1w_BK oraz 2w_BK)

Wartości współczynnika st1, charakteryzujące zmianę maksymalnej wartości 
składowej Ez poprzez zwiększenie grubości ściany przedstawiono w tabelach 5.5 i 5.6. 
Otrzymane rezultaty wskazują, że niezależnie od częstotliwości, wraz ze wzrostem 
konduktywności, dwukrotne zwiększenie grubości ściany skutkuje niższymi wartoś-
ciami natężenia pola. Analiza zmienności wartości wskaźnika st1 dowodzi, iż wraz 
ze wzrostem przenikalności elektrycznej gazobetonu rejestrowane są wyższe war-
tości max(Ez) dla ściany dwuwarstwowej. Zwiększenie częstotliwości praktycznie 
nie wpływa na wartość st1, co potwierdzają charakterystyki przedstawione na rys. 5.11 
oraz 5.12.

TABELA 5.5. Wartości współczynnika st1 przy f = 2,4 GHz 

σ [S/m] 0 0,003 0,007 0,01 0,03 0,07 0,1 0,15 0,2

st1 (εr’ = 2) 1,02 1,07 1,14 1,19 1,63 3,08 4,92 10,40 20,50
st1 (εr’ = 2,25) 1,03 1,07 1,14 1,19 1,60 2,91 4,52 9,24 17,92
st1 (εr’ = 2,5) 1,01 1,05 1,12 1,17 1,56 2,75 4,20 8,33 15,90
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TABELA 5.6. Obliczone wartości współczynnika st1 przy f = 5 GHz

σ [S/m] 0 0,003 0,007 0,01 0,03 0,07 0,1 0,15 0,2

st1 (εr’ = 2) 1,00 1,05 1,12 1,17 1,62 3,11 5,07 11,23 24,18
st1 (εr’ = 2,25) 1,00 1,05 1,12 1,17 1,60 2,94 4,63 9,84 20,51
st1 (εr’ = 2,5) 1,00 1,04 1,10 1,14 1,53 2,76 4,29 8,77 17,76

Niezależnie od przyjmowanej wartości przenikalności elektrycznej, przy  
σ = 0,07 S/m, zwiększenie grubości ściany skutkuje aż trzykrotnym zmniejszeniem 
rejestrowanej wartości pola elektrycznego. Wraz ze zwiększeniem stratności materiału 
σ > 0,15 S/m wzrastają rejestrowane wartości max(Ez) dla modelu 1w_BK. Przykładowo, 
dla σ = 0,15 S/m dwukrotne zwiększenie grubości ściany skutkuje prawie dziesięcio-
krotnym zmniejszeniem wartości pola elektrycznego względem ściany jednowarstwo-
wej. Jednak ma to znikome znaczenie praktyczne, ponieważ dla betonu komórko-
wego, i podobnie jak dla tynku, wartości konduktywności zamykają się w przedziale 
á0; 0,1ñ S/m.

5.4.3. Podsumowanie

Porównanie rezultatów otrzymanych przy zmianie przenikalności elektrycznej 
betonu komórkowego dla ściany jednowarstwowej i dwuwarstwowej zaprezento-
wano na rys. 5.13. Obserwowane różnice pomiędzy względnymi wartościami mak-
symalnymi składowej Ez nie przekraczają 5%.

Przy f = 2,4 GHz, niezależnie od grubości ściany i konduktywności, najwyższe 
wartości natężenia pola uzyskano dla materiału o εr’ = 2,5. Natomiast przy wyższej 
częstotliwości (f = 5 GHz) w zakresie niewielkich konduktywności (σ < 0,05 S/m) naj-
większe rejestrowane wartości pola otrzymano dla gazobetonu o εr’ = 2,25. Różnica 
pomiędzy tymi wartościami a otrzymanymi przy najwyższej względnej przenikal-
ności elektrycznej wynosi ok. 5%.

Dla wyższej częstotliwości, wraz ze wzrostem konduktywności (σ > 0,05 S/m) naj-
wyższe wartości natężenia pola uzyskano przy εr’ = 2,5 (podobnie jak przy f = 2,4 GHz).
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RYS. 5.13. Zestawienie zmian max(Ez) zależnych od konduktywności materiału w obszarze 
za ścianą: (a) 1w_BK przy f = 2,4 GHz, (b) 2w_BK (f = 2,4 GHz), (c) 1w_BK przy f = 5 GHz, (d) 2w_BK 
przy f = 5 GHz

5.5. Analiza ścian wykonanych z cegieł
Uwzględnienie analitycznego rozwiązania problemu w modelu z cegłami klinkiero-
wymi nie jest możliwe ze względu na złożoną wewnętrzną strukturę, na którą składa 
się specyficzny, powtarzalny układ materiałów o zróżnicowanych właściwościach elek-
trycznych. Ocena zjawisk zachodzących w tego typu przypadkach może być przepro-
wadzona z użyciem metod numerycznych. 



112

5.5.1. Model fizyczny i numeryczny

Rozpatrywane modele ścian były tworzone w oparciu o dane dotyczące dwóch typów 
powszechnie stosowanych cegieł klinkierowych drążonych pionowo, których wymiary 
geometryczne zachowują proporcje 1:2:4 (rys. 5.14):
 y z 18 drążeniami prostopadłymi do powierzchni kładzenia (wspornej) – model C18;
 y z 30 drążeniami – model C30.

Wymiary zewnętrzne obu typów cegieł wynoszą: h = 0,06 m (wysokość), b = 0,12 m 
(szerokość), l = 0,25 m (długość).

RYS. 5.14. Wymiary geometryczne analizowanych cegieł klinkierowych (widok 2D w płaszczyź-
nie XY): (a) z 18 otworami (C18), (b) z 30 otworami (C30)

Na potrzeby dalszej analizy numerycznej wymiary podane na rys. 5.14 wyznaczono 
jako wartości uśrednione na podstawie przeprowadzonych pomiarów. Sposób określe-
nia parametrów próby precyzuje norma [152]. Wytyczne normy określają liczbę próbek 
wymaganych do badania każdej właściwości elementu murowego na 3 lub 10 sztuk. 
W pracy zdecydowano się na dokonanie własnego pomiaru na losowo dobranej próbie 
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50 sztuk każdej z typów cegieł. Zasadniczym powodem był brak unormowań doty-
czących wymiarów drążeń wewnątrz cegieł. W normach opisane są dopuszczalne 
odchyłki zewnętrznych wymiarów cegieł, powstałe na skutek procesów formowania, 
suszenia, czy wypalania materiałów ceramicznych [142, 151]. Oszacowanie względ-
nego udziału drążeń elementów murowych określa się przez m.in. ważenie hydrosta-
tyczne. Tak zdefiniowane próby stanowią podstawę do przyjęcia danej partii mate-
riału. Ze względu na ocenę właściwości elektrycznych, niezbędne jest uwzględnienie 
rozkładu i rozmiaru drążeń. 

W celu określenia wpływu zmian wymiarów drążeń na rozkład pola wykonano 
obliczenia przy zmianie szerokości drążeń w osi zgodnej z najdłuższym wymiarem 
cegły. Zmieniany w testach wymiar rd (rys. 5.14) przyjmował wartości rdÎ{0; 0,005; 
0,007; 0,011; 0,015; 0,017; 0,019} m. Należy zwrócić uwagę, że zmiana szerokości otwo-
rów prowadzi do zmiany procentowego udziału dielektryka stratnego (tj. masy cera-
micznej) w cegle. Do oszacowania tego udziału przyjęto wskaźnik

 V
V V

V%mc
c d

c

=
−

100% , (5.12)

gdzie przez Vd oznaczono objętość wszystkich drążeń w danej cegle, zaś Vc = h ´ b ´ l 
odpowiada objętości cegły. Wartość współczynnika V%mc w przypadku rozpatrywa-
nych modeli cegieł przedstawiono w tabeli 5.7.

TABELA 5.7. Udział procentowy masy ceramicznej w zależności od szerokości drążeń

Szerokość drążenia rd [m] V%mc [%]

Wymiar
geometryczny

Wymiar
elektryczny Cegła typu C18 Cegła typu C30

0,005 0,040 λ0 90,40 87,50
0,007 0,056 λ0 86,56 82,50
0,009 0,072 λ0 82,72 77,50
0,011 0,088 λ0 78,88 72,50
0,013 0,104 λ0 75,04 67,50
0,015 0,120 λ0 71,20 62,50
0,017 0,136 λ0 67,36 57,50
0,019 0,152 λ0 63,52 52,50

Na rys. 5.15 przedstawiono elektryczne odwzorowanie wymiarów analizowa-
nych cegieł, przy założeniu, że względna przenikalność elektryczna materiału wynosi 
4,44 zaś konduktywność σ = 0 S/m. Wymiary elementów ceramicznych odniesiono 
do długości fali λc = 0,0593 m obliczonej na podstawie wzoru (5.9), przy f = 2,4 GHz. 
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RYS. 5.15. Elektryczne wymiary analizowanych cegieł przy częstotliwości f = 2,4 GHz: (a) cegła 
C18, (b) cegła C30 

Analizie poddano cztery rodzaje konstrukcji ściany (rys. 5.16) wpisane w obszar 
WS w modelu bazowym. Stosowane w dalszym opisie oznaczenia wariantów uwzględ-
niają liczbę warstw cegieł tworzących ścianę oraz typ cegły. Na przykład 1w_C18 ozna-
cza model ściany jednowarstwowej wykonanej z cegieł typu C18. 

RYS. 5.16. Warianty ścian: (a) 1w_C18, (b) 1w_C30, (c) 2w_C18, (d) 2w_C30
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Do analizy obliczanych wariantów przyjęto stałą względną wartość przeni-
kalności elektrycznej masy ceramicznej εr’ = 4,44 (rozdz. 2.2.2). Konduktywność 
była zmieniana w zakresie σ Îá0; 0,2ñ S/m. Wstępnie przyjęty do obliczeń rozmiar 
komórki Δx = Δy = 1,6667 mm gwarantował spełnienie warunku (4.53). Na długość fali 
w masie ceramicznej przypadało Nx » 35 komórek Yee przy f = 2,4 GHz lub Nx » 17 
przy f = 5 GHz.

5.5.2. Analiza układów z cegłą pełną

Na wstępie dokonano weryfikacji wyników obliczeń dla modelu ściany wykonanej 
z pełnej cegły (rd = 0 m). Wyniki otrzymane numerycznie porównano z wartościami 
obliczonymi metodą analityczną (rozdz. 5.2). Zauważalne graficzne rozbieżności, się-
gające maksymalnie 5% wystąpiły przy f = 5 GHz, w modelu ściany dwuwarstwowej, 
przy analizie materiału ceramicznego o niskiej stratności σ Îá0; 0,03ñ S/m (rys. 5.17b). 
Wskazane efekty obserwowano również przy obliczeniach ściany betonowej (rozdz. 5.3).

RYS. 5.17. Zależność pomiędzy względną wartością maksymalną składowej Ez a konduktywnoś-
cią, przy f = 5 GHz dla modelu 2w z pełnej cegły. Charakterystyki uzyskane przy Δx = Δy wynoszą-
cej: (a) 0,5 m, (b) 1,6667 mm

Dokonane testy (tabela 5.8) przy zmiennym rozmiarze komórki Yee oraz szczegó-
łowa analiza tego rodzaju zagadnienia wykazały, że przyjęcie mniejszych rozmiarów 
siatki różnicowej pozwala istotnie ograniczyć wartość błędu (rys. 5.17a), co jest wystar-
czającym kryterium dokładności. Przy założeniu wielkości komórki Δx = Δy = 0,5 mm 
uzyskano obliczoną na postawie wzoru (5.11) wartość błędu δ∆ nie przekraczającą 1%. 

Należy zwrócić uwagę, że przy założeniu Δx = Δy = 1,6667 mm uzyskany poziom 
błędu wynoszący 5% nie jest krytyczny. Przyjmując większą wartość błędu można 
wykonać obliczenia z siatką rzadszą dla większych modeli. Można też zauważyć, 
że trzykrotne zwiększenie Nx przyczyniło się jedynie do pięciokrotnego zmniejsze-
nia błędu. Otrzymana zależność jest potwierdzeniem, że ze względu na rząd przy-
bliżeń po obszarze i po czasie oraz efekty dyspersji numerycznej jawny algorytm jest 
FDTD jest rzędu mieszanego, w przedziale áO (Nx), O (Nx

2)ñ.



116

TABELA 5.8. Porównanie średniej liczby komórek Yee na długość fali w dielektryku lc 

Względna przenikalność 
elektryczna (εr’)

Nx

Δx = Δy [mm]

0,5 1 1,5 2 3 4 5

4,44 (f = 2,4 GHz) 118 59 39 29 19 14 11
4,44 (f = 5 GHz) 57 28 19 14 9 7 5

Na rys. 5.18 przedstawiono wyniki przeprowadzonych testów wpływu zmienno-
ści rozmiaru komórki Yee na wartość błędu δ∆. 

RYS. 5.18. Zależność pomiędzy rozmiarem komórki Yee a wartością błędu δ∆ 

Wyniki dotyczą modelu (2w) wykonanego z pełnej cegły, w którym występują 
większe rozbieżności pomiędzy wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem schematu 
FDTD a rozwiązaniem analitycznym. Otrzymane charakterystyki wskazują, że rea-
lizacja obliczeń przy f = 5 GHz wymaga stosowania siatek gęstych (Nx > 10) w celu 
zredukowania błędu przybliżenia poniżej 10%.

5.5.3. Ocena jakościowa rozkładów pola 
w układach z cegłami drążonymi
Obliczenia układów z cegłami drążonymi, wskazują na lokalne zmiany pola na sku-
tek propagacji fal w materiale o złożonej strukturze. Na rysunkach 5.19 i 5.20 przed-
stawiono rozkład składowej Ez dla tej samej, wybranej chwili po osiągnięciu stanu 
ustalonego. Zaprezentowany rozkład otrzymano przy założeniu typowych rozmia-
rów drążeń: rd = 0,011 m w modelach 1w_C18, 2w_C18 oraz rd = 0,015 m dla warian-
tów: 1w_C30, 2w_C30. 

W obszarze za ścianą zauważalne jest zmniejszenie wartości natężenia pola elek-
trycznego wynikające ze stratności masy ceramicznej (σ = 0,01 S/m). Propagacja fali 
elektromagnetycznej w obszarze cegły ma złożony charakter. Porowatość cegły w sen-
sie elektromagnetycznym wpływa na pojawianie się wielokrotnych odbić na granicy 
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powietrze – masa ceramiczna. Liczba i wielkość otworów występujących w cegle 
skutkuje szczególnie zmianą obrazu pola w obszarze bliskim za murem. Lokalna 
zmiana prędkości fali przy przechodzeniu przez kolejne obszary powietrza i masy 
ceramicznej znajduje odzwierciedlenie w rozkładach pola i występowaniu interfe-
rencji. Ze względu na dużą liczbę drążeń i powierzchni granicznych wskazany efekt 
jest szczególnie widoczny przy ocenie zjawisk występujących za murem wykonanym 
z cegły C30. Zakres zmian pola przyjmuje w tym przypadku większe wartości. Efekty 
odbić fali od ściany, powodujące powstawanie chwilowych minimów i maksimów 
są szczególnie widoczne w odległości 0,6 m przed murem w modelach z jednowar-
stwową ścianą, przy f = 2,4 GHz.

RYS. 5.19. Chwilowy rozkład składowej Ez w analizowanym obszarze przy f = 2,4 GHz dla modeli: 
(a) 1w_C18, (b) 1w_C30, (c) 2w_C18, (d) 2w_C30

Analizowane różnice w wartościach pola można wytłumaczyć w ujęciu makrosko-
powym, przez uwzględnienie udziału masy ceramicznej w objętości cegły. Różnica V%mc 
pomiędzy dwoma analizowanymi rodzajami cegieł wynosiła 16,38%. Większa war-
tość V%mc powoduje mniejsze zniekształcenie czoła fali w obszarze za ścianą. Wynika 
to z większej wypadkowej jednorodności materiału. Natomiast na skutek tłumie-
nia wpływa to negatywnie na maksymalne wartości pola. Na przykład w modelu  
1w_C18 przy f = 2,4 GHz wartości pola są wyższe o ok. 12% od wartości otrzymanych 
dla wariantu 1w_C30. Makroskopowy opis nie uwzględnia lokalnych niejednorod-
ności w rozkładzie pola oraz przesunięć fazowych fali.
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Zjawiska obserwowane przy częstotliwości 2,4 GHz znajdują również potwierdze-
nie przy f = 5 GHz (rys. 5.20). Mniejszy udział procentowy masy ceramicznej skutkuje 
wyższymi wartościami składowej Ez oraz znacznym zniekształceniem fali, zwłaszcza 
w konstrukcjach złożonych z dwóch warstw cegieł. Zjawiskiem niepożądanym jest 
nierównomierne propagowanie fali po przejściu przez ścianę. Zmniejszenie długości 
fali powoduje, że wielokrotne odbicia na granicach ośrodków powietrze – ceramika 
skutkują nierównomiernym rozkładem wartości pola. Dla modelu z jedną warstwą 
cegieł typu C18 wartości składowej Ez są o 10% wyższe w przypadku częstotliwości 
f = 5 GHz niż f = 2,4 GHz.

RYS. 5.20. Chwilowy rozkład składowej Ez w analizowanym obszarze (f = 5 GHz): (a) 1w_C18, 
(b) 1w_C30, (c) 2w_C18, (d) 2w_C30

Przedstawione powyżej wnioski, dotyczące analizy chwilowych rozkładów, znaj-
dują również potwierdzenie w prezentowanych maksymalnych wartościach skła-
dowej Ez, przy założeniu konduktywności masy ceramicznej wynoszącej 0,01 S/m  
(rys. 5.21–5.22). Przy częstotliwości 2,4 GHz, w modelach z cegły C30 (1w_C30,  
2w_C30), charakteryzujących się mniejszym o 16,38% udziałem masy ceramicz-
nej względem cegły C18, występują niższe o ok. 20% wartości pola przed ścianą niż 
w modelach 1w_C18 i 2w_C18. Rozkład masy ceramicznej oraz jej względny udział 
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wpływają na ograniczenie wypadkowych efektów odbicia fali. Wskazane czynniki 
gwarantują równocześnie wyższe wartości natężenia pola elektrycznego w obszarze 
za ścianą (rys. 5.21b,d).

W wyniku propagacji fali przez element elektrycznie porowaty, we wszyst-
kich modelach widoczne są minima i maksima składowej Ez. W obszarze za ścianą, 
w modelach wykonanych z dwóch warstw cegieł, oczywiście wartości pola są mniejsze. 
Dla ściany z cegieł C18 ta różnica wynosi ok. 10% względem modelu jednowarstwowego 
(1w_C18), zaś przy drugim wariancie cegieł (C30) spadek wartości max(Ez) sięga 15%. 

RYS. 5.21. Maksymalny rozkład składowej Ez, przy f = 2,4 GHz dla modeli: (a) 1w_C18, (b) 1w_C30, 
(c) 2w_C18, (d) 2w_C30

Obserwowane efekty rozkładu obwiedni pola w wariantach jednowarstwowych, 
wskazują, że w obszarze przed ścianą występują większe zniekształcenia czoła fali niż 
jest to widoczne w modelach dwuwarstwowych. Tej analogii nie można jednak dostrzec 
przy f = 5 GHz (rys. 5.22). Większe zniekształcenia występują w obszarze za ścianą. 
Najwyższe wartości pola występują w modelu 1w_C30 (rys. 5.22b). Miejscami sięgają 
one 30% względem przypadku ściany wykonanej z cegieł C18 (rys. 5.22a). Natomiast 
analizując ten sam wariant konstrukcji ściany widoczny jest wpływ wyższej częstotli-
wości, skutkujący wzrostem wartości natężenia pola elektrycznego miejscami nawet 
do 50%. Dwuwarstwowość ściany prowadzi również do zagęszczenia obszarów obser-
wowanych zmian pola (zmniejszenie ich wymiarów liniowych).
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RYS. 5.22. Maksymalny rozkład składowej Ez w analizowanym obszarze (f = 5 GHz): (a) 1w_C18, 
(b) 1w_C30, (c) 2w_C18, (d) 2w_C30

5.5.4. Wpływ konduktywności i struktury wewnątrz cegieł

Uzyskane wyniki obwiedni pola w układach z cegłami klinkierowymi, wskazują 
na występowanie złożonych zjawisk polowych. W tym rozdziale analizowano wpływ 
zarówno zmiany konduktywności materiału ceramicznego, jak i rozmiarów drążeń 
na wartości pola. 

Na rys. 5.23 przedstawiono zmiany maksymalnej względnej wartości składowej 
Ez w zależności od wartości konduktywności materiału cegły oraz rozmiaru drą-
żeń (rd) dla ściany jednowarstwowej. Przy analizie wariantów z materiałem bezstrat-
nym lub o względnie  małej stratności σ Îá0; 0,05ñ S/m wykresy mają złożony prze-
bieg, z widocznym minimum przy rd = 0,017 m dla cegieł C18 oraz rd = 0,015 m dla C30. 
Obserwowane efekty należy wiązać ze złożonością zjawisk polowych przy propagacji 
fali w materiale porowatym.

Znaczna stratność materiału powoduje, że charakterystyki mają przebieg zbliżony 
do wariantów z materiałem jednorodnym stratnym. Zwiększenie rozmiaru szczelin 
(obszaru powietrza) kosztem stratnego dielektryka obniża wypadkowe tłumienie fali. 
Charakterystyki zarówno dla cegieł C18 jak i C30 mają przebieg monotoniczny.
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RYS. 5.23. Wpływ rozmiaru drążenia oraz wartości konduktywności na wartość pola 
przy f = 2,4 GHz, dla ściany złożonej z jednej warstwy cegieł: (a) C18, (b) C30 

Zmiany maksymalnej względnej wartości składowej Ez, w zależności od konduk-
tywności i rozmiaru drążeń, dla ściany dwuwarstwowej przedstawiono na rys. 5.24. 
W przypadku modelu muru z cegłami C18 zauważalne jest ok. 28% zmniejszenie war-
tości obserwowanej składowej przy rd Îá0,005; 0,009ñ m (rys. 5.24a). W porównaniu 
do ściany jednowarstwowej występuje blisko 30% zmniejszenie wartości składowej 
Ez oraz wyraźny jej spadek w przedziale σ Îá0, 0,05ñ S/m dla rd Îá0,005; 0,013ñ m.

Dla ściany dwuwarstwowej z cegłą C30 (rys. 5.24b) stwierdzono obniżenie war-
tości pola (ok. 20%), w przypadku materiału o małej stratności (σ Îá0; 0,05ñ S/m) 
przy rd Î{0,005; 0,017} m.
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RYS. 5.24. Wpływ rozmiaru drążenia oraz wartości konduktywności na wielkość max(Ez) 
przy f = 2,4 GHz, dla ściany złożonej z dwóch warstw cegieł: (a) C18, (b) C30 

Na podstawie przebiegu charakterystyk z rys. 5.24a,b można stwierdzić, że róż-
nice pomiędzy wykresami obrazującymi wartości pola przy różnej szerokości drążenia 
w modelu z cegłą C30 są średnio dwukrotnie większe niż dla modelu C18. Przykładowo, 
dla σ = 0,1 S/m i cegieł typu C18 wartość obserwowanej składowej dla rd = 0,015 m jest 
wyższa o ok. 5% niż w tym samym modelu dla rd = 0,011 m, a w drugim wariancie 
cegieł (C30), rozpatrując ten sam przypadek, różnica wynosi ok. 10%.

Na rys. 5.25c przedstawiono charakterystyki wskazujące na wpływ konduk-
tywności na wartości składowej Ez dla modelu ściany dwuwarstwowej z cegieł C18. 
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Przykładowo dla σ = 0,09 S/m wskazane wartości są zbieżne do otrzymanych 
w przypadku ściany jednowarstwowej przy σ = 0,19 S/m. Na rys. 5.25d zamiesz-
czono analogiczne wykresy dla ściany dwuwarstwowej wykonanej z cegieł typu C30. 
Niezależnie od rozmiaru drążeń rd widoczne są mniejsze różnice pomiędzy wartoś-
ciami pola dla różnych wartości konduktywności masy ceramicznej niż dla ściany 
jednowarstwowej.

Analizując przypadek, gdy masa ceramiczna jest ośrodkiem bezstratnym 
oraz przyjmując typowe rozmiary drążeń dla obu rodzajów cegieł (tj. rd = 0,011 m 
dla cegły C18 oraz rd = 0,015 m w C30) stwierdzono, że wartości natężenia pola są co naj-
wyżej o 4% wyższe w porównaniu do konstrukcji z pełnej cegły (rys. 5.25a,b,d). 
Wyjątek stanowi model dwuwarstwowy 2w_C18, gdzie zaobserwowano obniżenie 
wartości składowej Ez o 26% (rys. 5.25c). 

Na rys. 5.26 przedstawiono zmiany maksymalnej względnej wartości skła-
dowej Ez w zależności od wartości konduktywności materiału cegły oraz rozmia-
rów drążeń dla ścian jednowarstwowych, przy częstotliwości f = 5 GHz. Podobnie 
jak przy f = 2,4 GHz charakterystyki mają złożony przebieg przy małej stratności 
masy ceramicznej (σ Îá0; 0,1ñ S/m). Dla ściany jednowarstwowej z cegieł C18 występuje 
wzrost wartości składowej Ez przy rd Îá0; 0,09ñ m, gdzie w porównaniu z f = 2,4 GHz 
dla rd = 0,09 m i σ = 0 S/m różnica wynosi nawet 80% (rys. 5.26a). Zwiększenie obszaru 
drążeń zmniejsza wypadkowe tłumienie całego obszaru cegły. Przy analizie materia-
łów bezstratnych bądź o względnie małej stratności σ Îá0, 0,1ñ S/m charakterystyki 
dla cegieł C30 mają bardziej złożony przebieg niż w przypadku cegieł C18. Miejscowa 
zmiana prędkości fali elektromagnetycznej przy przechodzeniu przez kolejne obszary 
cegieł skutkuje powstawaniem interferencji. 

Na rys. 5.26b, niezależnie od wartości konduktywności masy ceramicznej, można 
zaobserwować wyraźną tendencję zmniejszenia wartości składowej Ez w przypadku, 
gdy rozmiar otworów jest w zakresie rd Îá0,013; 0,019ñ m. Najwyższa wartość natę-
żenia pola w obszarze za murem jest widoczna przy rd = 0,011 m i w porównaniu 
do muru z cegieł C30 (σ= 0 S/m) jest wyższa nawet o ok. 65%. 

Zależność pomiędzy rozmiarem drążeń a konduktywnością masy ceramicz-
nej dla dwuwarstwowego muru przy f = 5 GHz została przedstawiona na rys. 5.27. 
Podobnie jak dla wcześniejszych wariantów, charakterystyki przy niskiej stratności 
materiału nie są monotoniczne. Wyraźny spadek wartości składowej Ez występuje 
przy rozmiarze drążeń rd = 0,013 m i jest gwałtowniejszy dla niższych wartości kon-
duktywności. Analogicznie, jak dla ściany jednowarstwowej zauważalny jest stop-
niowy wzrost maksymalnej wartości składowej Ez przy zmianie szerokości drążenia 
rd Îá0,003; 0,009ñ m (rys. 5.27a). 
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RYS. 5.26. Wpływ rozmiaru drążenia oraz wartości konduktywności, na wartość pola za murem 
przy częstotliwości f = 5 GHz dla modeli ścian: (a) 1w_C18, (b) 1w_C30

Na rys. 5.27b, dla ściany dwuwarstwowej wykonanej z cegieł C30 widoczny jest 
spadek maksymalnych wartości składowej Ez nawet o 70% dla materiału bezstrat-
nego (rd Îá0,011; 0,019ñ m). Wraz ze zmniejszeniem wartości konduktywności ten 
efekt jest mniej gwałtowny, ponieważ o przebiegu zjawisk w głównym stopniu prze-
sądza stratność masy ceramicznej.
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RYS. 5.27. Wpływ rozmiaru drążenia oraz wartości konduktywności na wartość natężenia pola 
przy f = 5 GHz dla ściany złożonej z dwóch warstw cegieł: (a) C18, (b) C30 

Z przebiegu charakterystyk na rys. 5.28a można zauważyć, iż maksymalne war-
tości składowej Ez dla wszystkich rozmiarów drążeń przy σ = 0,13 S/m mają zbli-
żone wartości, jak dla takiego samego modelu przy f = 2,4 GHz przy σ = 0,11 S/m. 
Natomiast dla rd Î{0,005; 0,015} m przy σ Îá0; 0,07ñ S/m widoczne jest zmniejszenie 
i odchylenie wartości składowej Ez od pozostałych charakterystyk. Charakterystyki 
na rys. 5.28b wskazują na wyraźne zmniejszenie maksymalnych wartości składo-
wej Ez w przypadku rozmiarów drążeń wykraczających poza dopuszczalne wartości  
(tzn. rd Î{0,017, 0,019} m). 



127

RY
S.

 5
.2

8.
 W

zg
lę

dn
e 

m
ak

sy
m

al
ne

 w
ar

to
śc

i s
kł

ad
ow

ej
 E

z p
rz

y c
zę

st
ot

liw
oś

ci
 f 

= 5
 G

Hz
 w

 o
bs

za
rz

e 
za

 ś
ci

an
ą,

 m
od

el
e:

 (a
) 1

w_
C1

8,
 (b

) 1
w_

C3
0,

 
(c

) 2
w_

C1
8,

 (d
) 2

w_
C3

0



128

Wartości pola elektrycznego są mniejsze niż dla ściany wykonanej z pełnych cegieł. 
Dla wszystkich rozmiarów drążeń charakterystyki na rys. 5.28c w zakresie konduk-
tywności σ Îá0,12; 0,16ñ S/m wskazują na zbliżone wartości składowej Ez w odniesie-
niu do przebiegów przy f = 2,4 GHz. Na rys. 5.28d, w zakresie najmniejszych konduk-
tywności, przy rozmiarze drążeń rd Î{0,005; 0,007} m, wartości składowej Ez są nawet 
o 30% wyższe niż dla rd Îá0,015; 0,0109ñ m. 

Rozpatrując typowe rozmiary drążeń dla obu rodzajów cegieł oraz zakładając 
σ = 0 S/m, zaobserwowano w modelu 1w_C18 wyższe o 63% wartości składowej Ez niż 
w konstrukcji z pełnej cegły, zaś dla 1w_C30 wzrost max(Ez) wynosi 37% (rys. 5.28a,b). 
Analogicznie do ścian jednowarstwowych, w modelu 2w_C18 również widoczne 
są wyższe wartości natężenia pola aż o 74% (rys. 5.28c). Natomiast w modelu z cegieł 
C30 stwierdzono odmienną zależność wskazującą na spadek wartości max(Ez) wzglę-
dem modelu z cegieł bez drążeń sięgający do 40% (rys. 5.28d). 

5.5.5. Podsumowanie
Prezentowane w rozdziale wyniki analizy numerycznej miały na celu określenie 
wpływu konstrukcji ścian z niejednorodnym rozkładem masy ceramicznej na roz-
kład pola elektromagnetycznego.

Otrzymane rezultaty wskazują, że zmniejszenie procentowego udziału masy cera-
micznej w cegle prowadzi do zwiększenia bezwzględnej wartości natężenia pola. Jest 
to oczekiwany efekt, w związku ze zmniejszeniem bezwzględnej grubości warstwy die-
lektryka stratnego. Jednak obserwowane zmiany wartości natężenia pola istotnie zależą 
od efektów polowych, wielokrotnych odbić na granicy masa ceramiczna – powietrze 
i wielkości drążeń w stosunku do długości fali elektromagnetycznej. Tego typu zja-
wiska mogą być analizowane ilościowo przez obliczenia numeryczne. 

Na rys. 5.29–5.30 przedstawiono porównanie przyrostów maksymalnej względ-
nej wartości składowej Ez w zależności od procentowej zawartości masy ceramicznej 
dla analizowanych modeli ścian w czterech podzakresach wartości konduktywności. 
Obejmują one pasmo typowych zmian tego parametru σ Îá0,01; 0,09ñ S/m dla czę-
stotliwości systemów komunikacji bezprzewodowej.

Zwiększenie stratności materiału powoduje, że przy przechodzeniu fali przez 
dielektryk dominującą rolę odgrywa zjawisko tłumienia fali. Natomiast porowatość 
ośrodka w ujęciu elektromagnetycznym skutkuje tym, iż fale doznają wielokrot-
nych odbić i ugięć przy względnie małym tłumieniu. Niezależnie od modelu ściany, 
przy f = 2,4 GHz największa rozpiętość w wartościach pola elektrycznego widoczna 
jest w zakresie σ Îá0,04; 0,09ñ S/m, zaś najmniejsza dla σ Îá0,03; 0,04) S/m. 

Przy wyższej częstotliwości (f = 5 GHz) wskazana zależność ma podobny prze-
bieg (rys. 5.30). Jednak rozpiętość zmian wartości składowej Ez jest dwukrotnie więk-
sza w porównaniu z wynikami przy f = 2,4 GHz. 
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Na rys. 5.31 przedstawiono rezultaty otrzymane dla modelu ścian wykonanych 
z cegieł z typowym rozmiarem drążeń stosowanym w Polsce rd = 0,011 m. Warianty 
ścian jednowarstwowych, niezależnie od częstotliwości, wykazują przynajmniej dwu-
krotne zwiększenie wartości składowej Ez względem ścian dwuwarstwowych w zakre-
sie konduktywności masy ceramicznej σ > 0,05 S/m. Natomiast wraz ze wzrostem 
konduktywności (σ > 0,18 S/m), analiza ścian dwuwarstwowych dowodzi, iż obserwo-
wana wartość składowej Ez w ramach tej samej częstotliwości przyjmuje zbliżone war-
tości natężenia pola, niezależnie od rodzaju cegieł. Wyjaśnienie tego zjawiska wynika 
ze znacznego tłumienia fali w obszarze masy ceramicznej (ograniczony wpływ wie-
lokrotnych odbić) oraz porównywalnego procentowego udziału masy ceramicznej 
w obu rodzajach cegieł (C18 – 78,88% i C30 – 72,50%), zatem zbliżonej grubości war-
stwy dielektryka, przez którą propaguje fala.

RYS. 5.31. Porównanie zmian maksymalnej względnej wartości składowej Ez w zależności od kon-
duktywności dla wszystkich przypadków ścian z rozmiarem drążeń rd = 0,011 m przy dwóch czę-
stotliwościach (2,4 GHz oraz 5 GHz)

Powyżej opisane zależności dla obu wariantów ścian z cegieł o typowym rozmia-
rze otworów rd = 0,011 m są analogiczne również dla cegieł przy rd = 0,007 i 0,015 m 
(rys. 5.32), które uzyskuje się również w procesie produkcji. Zauważyć można analogie 
w wartościach pola w przypadkach rozmiarów drążeń dopuszczalnych według norm.

Wnioski wynikające z charakterystyk dla cegieł pełnych (rd = 0 m) świadczą, 
że dla ścian dwuwarstwowych różnice w maksymalnych wartościach pola elektrycz-
nego wynoszą do 5%. Natomiast dla ścianach jednowarstwowych w zakresie konduk-
tywności σ Îá0; 0,09ñ S/m różnice pomiędzy wartościami sięgają do 20%. 
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RYS. 5.32. Porównanie zmian maksymalnej względnej wartości składowej Ez w zależności od kon-
duktywności dla wszystkich przypadków ścian z rozmiarem otworów rd = 0,015 m przy dwóch 
częstotliwościach (2,4 GHz oraz 5 GHz)

Opisane wykresy i ich graficzna prezentacja świadczą o złożonych zjawiskach falo-
wych, jakie występują podczas propagacji fali przez materiał elektrycznie porowaty. 
Różne konstrukcje ściany, czy zmienność parametrów materiałowych, wymagają indy-
widualnej analizy. W przypadku makroskopowej analizy budynków niezbędna jest 
homogenizacja i uproszczenie konstrukcji oraz ujednorodnienie właściwości mate-
riałów. Takie podejście jest narzucone przez ograniczenia wynikające z możliwości 
obliczeniowych komputerów przy numerycznym modelowaniu złożonych konstrukcji. 
Otrzymane wartości pozwalają określić współczynnik tłumienia dla różnych warian-
tów ścian. Znajomość zastępczej wartości przenikalności elektrycznej oraz konduk-
tywności może być przydatna przy stosowaniu innych metod wyznaczania rozkładu 
pola. W ten sposób możliwe jest względne zwiększenie rozdzielczości siatki i częś-
ciowa eliminacja ograniczeń związanych z rozmiarem siatki dyskretyzującej oraz wiel-
kością przetwarzanego numerycznie zagadnienia.

5.6. Wyznaczanie zastępczych parametrów elektrycznych 
cegieł klinkierowych
W rozdziale 5.5 dokonano m.in. analizy ścian niejednorodnych wykonanych z cegieł 
drążonych C18 oraz C30. W przypadku metod czasowych ocena zjawisk w obszarze 
za ścianą jest wykonywana w stanie ustalonym, po uwzględnieniu wielokrotnych 
odbić fali wewnątrz ściany. Otrzymana tym sposobem wartość współczynnika trans-
misji może być podstawą do wyznaczenia zastępczej przenikalności elektrycznej 
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oraz konduktywności ściany przy założeniu ujednorodnienia jej struktury. Uzyskane 
wartości opisują w sposób przybliżony właściwości złożonego materiału, przy homo-
genizacji jego struktury, na który składa się niejednorodnie rozłożona ceramika. 
Wyznaczone parametry zastępcze można uwzględnić przy obliczeniach modeli dużej 
skali, w których, ze względu na wielkość tworzonych modeli numerycznych, dyskretny 
układ obszarów powietrza i masy ceramicznej nie może być w pełni odwzorowany. 

W dalszej części rozważania zostały ograniczone do najbardziej powszechnych 
przykładów konstrukcji ścian z cegieł drążonych:
 y dwa rodzaje cegieł klinkierowych (C18 oraz C30) o typowych rozmiarach drążeń;
 y dwie grubości ściany: jednowarstwowa i dwuwarstwowa (1w oraz 2w);
 y dwie wartości częstotliwości 2,4 GHz i 5 GHz.

Rozwiązanie zadania ujednorodnienia właściwości materiału można uzyskać for-
mując dobór parametrów zastępczych jako zadanie optymalizacji.

5.6.1. Ogólna koncepcja algorytmu
Określenie parametrów zastępczych ściany rozwiązano przez zastosowanie wybra-
nego algorytmu optymalizacji i rozwiązanie zadania minimalizacji błędu aproksy-
macji zastępczych parametrów ściany (rys. 5.33).

RYS. 5.33. Schemat zadań oraz powiązanie danych wejściowych i wyjściowych w realizacji opra-
cowanego algorytmu numerycznego (Aopt)

Poszukiwane parametry zastępcze εr’,opt oraz σopt wyznacza się przy założeniu 
homogenizacji struktury materiału oraz zachowaniu grubości ściany w rozpatry-
wanym modelu i układzie zastępczym (b1 = b2). Stosowany algorytm optymalizacji 
(Aopt) zmierza do wyznaczenia wartości zastępczych parametrów elektrycznych ujed-
norodnionego materiału (εr’,opt oraz σopt) dla rozpatrywanego typu cegieł klinkierowej. 
Za niezmienniki w prowadzonej optymalizacji, w zależności od rozważanych warian-
tów analizy, przyjęto grubość ściany (geometria wewnętrzna modelu) oraz częstotli-
wość. Natomiast analizowany materiał niejednorodny (z drążeniami), który posłu-
żył do modelowania i analizy ścian w rozdziale 5.5, zastąpiono w zaproponowanym 
algorytmie materiałem jednorodnym. Analizowany model opisany był materiałem 
o właściwościach izotropowych.

Na opracowany i stosowany w pracy algorytm optymalizacji: 
 Aopt = {εr’,min, εr’,max, σmin, σmax, Dε, Ds, dA, fg} (5.13)
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składają się: εr’,min i εr’,max – ograniczenia dziedziny optymalizacji dla względnej prze-
nikalności elektrycznej; σmin i σmax – ograniczenia dziedziny optymalizacji dla kon-
duktywności; Dε i Dσ – rozdzielczość dziedziny optymalizacji; dA – funkcja celu; 
fg – funkcja generacji kolejnych wariantów rozwiązania.

Podstawą obliczeń jest zdefiniowanie funkcji celu dA, klasyfikującej obliczane 
warianty, opisane zakładanymi wartościami {εr’, σ}. Za funkcję celu przyjęto względną 
miarę różnicy wartości obliczonej numerycznie oraz wyznaczonej na podstawie zależ-
ności analitycznej

 dA · A
e e,FDTD

e,FDTD

=
−T T
T

, (5.14)

przy czym:
 y Te – oznacza moduł współczynnika transmisji pola elektrycznego wyznaczony 

metodą analityczną (wzór (5.4)), dla zadanej, iteracyjnie zmiennej wartości para-
metrów materiałowych {εr’, σ} oraz określonej grubości ściany (b);

 y Te,FDTD – współczynnik transmisji obliczony metodą FDTD dla zadanych: para-
metrów elektrycznych materiału ceramicznego εr’,FDTD, σ FDTD, grubości ściany 
i struktury cegły (rozdz. 5.5).

RYS. 5.34. Ograniczenia obszaru poszukiwań przy wyznaczaniu zastępczych parametrów elek-
trycznych dla cegieł z drążeniami

Poszukiwanie rozwiązania optymalnego prowadzono przy uwzględnieniu 
(rys. 5.34): 
 y ograniczeń dziedziny optymalizacji εr’Î{εr’,min, εr’,max} oraz σ Î{σmin, σmax}, gdzie 

przyjęto dla:
 y zastępczej względnej przenikalności elektrycznej εr’ Îá2; 6ñ; 
 y zastępczej konduktywności σ Îá0; 0,1ñ S/m.

Wartości graniczne określono na podstawie danych zestawionych w tabeli 2.5.
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 y zdefiniowaniu granicznej rozdzielczości poszukiwania rozwiązania Dε, Dσ sta-
nowiącej maksymalne różnice wartości εr’ oraz σ, o jaką mogą różnić się rozpa-
trywane warianty i na tej podstawie wyznaczeniu liczby iteracji wykonywanych 
zadań przy doborze εr’,opt (Nε) oraz σopt (Ns):

 Nε = (εr’,max – εr’,min) / Dε, (5.15)

 Nσ = (σmax – σmin) / Dσ. (5.16)

5.6.2. Realizacja algorytmu

W celu wyznaczenia zastępczych parametrów elektrycznych opracowano własny 
algorytm, bazujący na metodzie analitycznej (rozdz. 5.2). Schemat autorskiego algo-
rytmu numerycznego przedstawiono na rys. 5.35. Ogólna struktura wykonywanych 
działań została podzielona na dwa zasadnicze etapy, różniące się specyfiką realizo-
wanych zadań. Przyjęty schemat algorytmu minimalizacji błędu obejmuje elementy 
określone przed rozpoczęciem obliczeń (etap I), jak również przedstawia przebieg 
procesu obliczeń optymalizacyjnych (etap II). 

Etap I zawiera:
1) odczyt i przetworzenie danych wejściowych dotyczących rozpatrywanego wariantu 

ściany;
2) wczytanie wartości maksymalnej natężenia pola elektrycznego wyznaczonej w roz-

dziale 5.5 i obliczenie Te,FDTD;
3) odczyt danych opisujących zakres poszukiwania parametrów zastępczych 

oraz określenie dokładności ich doboru;
4) tworzenie wektorów, w celu zapisu najlepszych rozwiązań zadania doboru para-

metrów zastępczych (εr’,opt oraz σopt) przy uwzględnieniu najmniejszej wartości 
obliczonego błędu względnego (dA).

Etap II polega na iteracyjnym wykonywaniu obliczeń dla przyjmowanych, dobie-
ranych kolejnych wartości parametrów zastępczych {εr’, σ}. Do generacji wariantów 
stosowano algorytm wyliczeniowy, który ze względu na krótki czas obliczeń pozwo-
lił na analizę wszystkich realnych wariantów. Działanie części II algorytmu sprowa-
dza się do: 
 y obliczenia tymczasowej wartości współczynnika transmisji dla przyjętych kolejno 

wartości parametrów zastępczych (εr’ oraz σ), przy założeniu, iż ściana wykonana 
jest z pełnej cegły (wzór (5.4));

 y wyznaczenia wartości błędu względnego (dA) przez odniesienie wartości obliczo-
nej analitycznie do otrzymanej na podstawie obliczeń numerycznych (wzór (5.14)).

 y zastosowania algorytmu sortowania bąbelkowego, w celu tworzenia i odświeża-
nia listy obliczonych wariantów z najmniejszą wartością błędu przybliżenia dA.
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RYS. 5.35. Ogólny schemat algorytmu doboru zastępczych parametrów elektrycznych dla cegieł 
z drążeniami
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5.6.3. Parametry zastępcze cegieł drążonych przy f = 2,4 GHz

Przy częstotliwości 2,4 GHz do obliczenia parametrów zastępczych zastosowano 
zakres konduktywności σ FDTD Îá0,01; 0,04ñ S/m przyjmowany zwykle do opisu mate-
riałów ceramicznych (tabela 2.5). Na rys. 5.36–5.39 przedstawiono rozkłady błędu 
względnego dA w zależności od wartości εr’ i σ. Położenie wariantu optymalnego, 
w sensie globalnym opisanego minimalną wartością funkcji celu, zostało przedsta-
wione w postaci punktu (εr’,opt, σopt) oznaczonego białą kropką. Na rysunkach rów-
nież został przedstawiony cały zbiór minimów lokalnych, które dają rozwiązania 
z większym błędem. Rozpatrywano cztery modele ścian: 1w_C18, 1w_C30, 2w_C18 
oraz 2w_C30 (rozdz. 5.5).

RYS. 5.36. Wyznaczona zastępcza zależność pomiędzy względną przenikalnością elek-
tryczną a konduktywnością w modelu 1w_C18 (2,4 GHz), przy początkowym założeniu:  
(a) σFDTD = 0,01 S/m, (b) σFDTD = 0,02 S/m, (c) σFDTD = 0,03 S/m, (d) σFDTD = 0,04 S/m

Niezależnie od liczby warstw cegieł w ścianie oraz konduktywności materiału, 
warianty charakteryzujące się najmniejszym błędem dA znajdowały się w obsza-
rze σopt Îá0,01; 0,03ñ S/m. Wraz ze wzrostem konduktywności opisującej model 
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numeryczny, tj. σ FDTD Îá0,01; 0,04ñ S/m przemieszczeniu ulega punkt wyznacza-
jący parametry zastępcze materiału ceramicznego ku wyższym wartościom σopt. 
Dobrana zastępcza konduktywność w badanych modelach była mniejsza o 0,01 S/m 
niż dana wejściowa. 

Parametry opisujące ściany jednowarstwowe charakteryzowały się podobnymi 
zależnościami w ramach tych samych konduktywności (rys. 5.36–5.37). Podobną ten-
dencję zauważono również dla ścian dwuwarstwowych (rys. 5.38–5.39). Stwierdzono, 
iż w analizowanym zakresie εr’Îá2; 6ñ dobrana zastępcza konduktywność σopt przyj-
muje wartości wyższe niż przy ścianach jednowarstwowych. Przy doborze parame-
trów zastępczych dla modeli ścian dwuwarstwowych, już przy trzykrotnym zwiększe-
niu konduktywności występuje strefa wskazująca na 100% błąd szacowania wartości 
εr’ oraz σ (rys. 5.38–5.39). 

RYS. 5.37. Rozkład błędu δA dla modelu ściany jednowarstwowej 1w_C30 (2,4 GHz), 
przy początkowym założeniu konduktywności materiału ceramicznego: (a) σFDTD = 0,01 S/m, 
(b) σFDTD = 0,02 S/m, (c) σFDTD = 0,03 S/m, (d) σFDTD = 0,04 S/m
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RYS. 5.38. Przykładowa zmienność względnego błędu aproksymacji zastępczej εr’ względem σ 
wyznaczona dla modelu ściany 2w_C18 (2,4 GHz), przy: (a) σFDTD = 0,01 S/m, (b) σFDTD = 0,02 S/m

RYS. 5.39. Mapa wartości błędu względnego w zależności od wartości εr’ i σ dla modelu ściany 
dwuwarstwowej 2w_C30 (2,4 GHz), przy: (a) σFDTD = 0,01 S/m, (b) σFDTD = 0,02 S/m

W tabelach 5.9–5.10 zestawiono najlepsze rozwiązania (min dA)otrzymane 
przy użyciu opracowanego algorytmu optymalizacyjnego. Podano obliczone warto-
ści εr’,opt oraz σopt, przy jednoczesnym wskazaniu błędu względnego.

Otrzymane wyniki wskazują, iż dla ścian jednowarstwowych zastępcza wartość 
εr’,opt wynosi średnio 3,3 a konduktywność σopt Îá0,004; 0,02ñ S/m. Natomiast dwu-
warstwowość ścian wpływa na obniżenie przenikalności elektrycznej oraz wzrost 
przewodności dla konstrukcji modelowanych numerycznie przy założeniu znacz-
nych wartości σ Îá0,03; 0,04ñ S/m (tabela 5.10).
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TABELA 5.9. Zestawienie wyznaczonych zastępczych parametrów dla modeli ścian jednowar-
stwowych przy f = 2,4 GHz

Model 
ściany

Przyjęte w obliczeniach 
numerycznych (FDTD) parametry 
elektryczne cegły klinkierowej

Wyznaczone zastępcze 
parametry materiału 

ceramicznego
Błąd względny

δA [%]
εr’,FDTD σ FDTD [S/m] εr’,opt σopt [S/m]

1w_C18 4,44 0,01 3,63 0,005 0,13
0,02 3,27 0,009 0,80
0,03 3,52 0,015 0,25
0,04 3,15 0,022 0,42

1w_C30 4,44 0,01 2,91 0,002 0,22
0,02 2,99 0,005 0,19
0,03 3,41 0,014 0,03
0,04 3,22 0,013 0,46

TABELA 5.10. Zestawienie wyznaczonych zastępczych parametrów dla modeli ścian dwuwar-
stwowych przy f = 2,4 GHz

Model 
ściany

Przyjęte w obliczeniach 
numerycznych (FDTD) parametry 
elektryczne cegły klinkierowej

Wyznaczone zastępcze 
parametry materiału 

ceramicznego
Błąd względny

δA [%]
εr’,FDTD σ FDTD [S/m] εr’,opt σopt [S/m]

2w_C18 4,44 0,01 4,82 0,016 0,29
0,02 3,95 0,024 0,27
0,03 2,24 0,026 1,26
0,04 2,45 0,033 2,33

2w_C30 4,44 0,01 2,74 0,006 0,42
0,02 3,48 0,014 0,19
0,03 2,75 0,019 0,16
0,04 4,31 0,031 0,04

5.6.4. Analiza doboru parametrów zastępczych przy f = 5 GHz

Na rys. 5.40–5.42 przedstawiono rozkłady błędu względnego dA w zależności od zakła-
danych zastępczych wartości względnej przenikalności elektrycznej oraz konduk-
tywności. Na podstawie tabeli 2.5 zdecydowano się na wyróżnienie przypadków 
z σ FDTD Î{0,04; 0,1} S/m, obejmujących wartości przyjmowane przy modelowaniu 
materiałów ceramicznych. 
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RYS. 5.40. Przykładowa zmienność względnego błędu aproksymacji zastępczej εr’ wzglę-
dem σ wyznaczona dla modelu ściany 1w_C18 (f = 5 GHz), przy początkowym założeniu: 
(a) σFDTD = 0,04 S/m, (b) σFDTD = 0,1 S/m

Ponaddwukrotne zwiększenie konduktywności przyjmowanej w analizie metodą 
FDTD skutkuje ponad czterokrotnym zwiększeniem dobranego zakresu dla σopt 
(rys. 5.40b). 

RYS. 5.41. Wyznaczona zastępcza zależność pomiędzy εr’ a σ dla modelu ściany 1w_C30, 
przy początkowym założeniu konduktywności materiału ceramicznego dla f = 5 GHz: 
(a) σFDTD = 0,04 S/m, (b) σFDTD = 0,1 S/m

W tabeli 5.11 wyszczególniono wyznaczone z użyciem algorytmu optymaliza-
cyjnego Aopt wartości parametrów zastępczych (εr’,opt oraz σopt) charakteryzujące się 
najmniejszy błędem względnym dA. Przy założeniu wyjściowej wartości konduktyw-
ności σFDTD = 0,04 S/m stwierdzono, że do opisu cegieł typu C30 stosowanych w kon-
strukcjach jednowarstwowych można, jako zastępczą konduktywność przyjąć war-
tość o ok. 30% niższą, przy jednoczesnym zmniejszeniu względnej przenikalności 
elektrycznej εr’,opt = 3,66.
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RYS. 5.42. Przykładowa zależność obliczona dla zastępczych parametrów materiału ceramicz-
nego dla modelu 2w_C30, przy f = 5 GHz, przy początkowym założeniu: (a) σFDTD = 0,04 S/m

Przy porównaniu zastępczych parametrów elektrycznych opisujących ściany jed-
nowarstwowe wykonane z cegieł z mniejszą liczbą drążeń (C18) zauważono, iż do opisu 
materiału ceramicznego dobrane wartości εr’,opt są bliskie 3,0. Natomiast dla cegieł 
typu C30, niezależnie od rodzaju ściany εr’,opt » 4.

Wraz ze wzrostem wyjściowej przewodności σFDTD również nieznacznie wzrasta 
wartość zastępczej przenikalności elektrycznej materiału ceramicznego σopt.

TABELA 5.11. Zestawienie wyznaczonych zastępczych parametrów dla modeli ścian przy f = 5 GHz

Model 
ściany

Przyjęte w obliczeniach 
numerycznych (FDTD) parametry 
elektryczne cegły klinkierowej

Wyznaczone zastępcze 
parametry materiału 

ceramicznego
Błąd względny

δA [%]
εr’,FDTD σFDTD [S/m] εr’,opt σopt [S/m]

1w_C18 4,44 0,04 3,02 0,002 0,005
0,1 3,37 0,043 0,02

1w_C30 4,44 0,04 3,66 0,027 0,09
0,1 4,18 0,079 0,43

2w_C18 4,44 0,04 2,98 0,017 0,85
0,1 3,12 0,068 0,55

2w_C30 4,44 0,04 4,16 0,018 0,29
0,1 4,27 0,096 0,41

Analiza ściany dwuwarstwowej wykazała, że niezależnie od przyjętej w modelu 
wyjściowej wartości σ FDTD, zastępcza konduktywność cegieł drążonych σopt nie prze-
kracza 0,1 S/m. Natomiast zastępcza względna przenikalność elektryczna (εr’,opt) 
dla modelu 2w_C30 przyjmuje wartości mniejsze od 3,0.
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5.6.5. Podsumowanie

Wartości zastępcze opisujące materiał niejednorodny, obliczone przy zastosowaniu 
opracowanego algorytmu można stosować w modelowaniu układów wielkiej skali, 
w sytuacji gdy nie jest możliwe odwzorowanie złożonej struktury ścian wykonanych 
z cegieł drążonych.

Analiza wykazała, że wzrost przyjmowanej do obliczeń konduktywno-
ści, jednocześnie skutkował zwiększeniem wyznaczonej wartości σ, której zakres 
przy f = 2,4 GHz dla σ FDTD = 0,01 S/m nie przekraczał 0,008 S/m. W przypadku wyż-
szej częstotliwości, przy założeniu σ FDTD = 0,04 S/m wyznaczone wartości zawierały 
się w przedziale σ opt Îá0,001; 0,033ñ S/m.

Przy f = 2,4 GHz stwierdzono dla ścian jednowarstwowych, że niezależnie od typu 
cegieł zastępcza względna przenikalność elektryczna wynosiła średnio εr’,opt = 3,3, 
natomiast zastępcza konduktywność obejmowała zakres σ opt Îá0,004; 0,02ñ S/m. 
Dwuwarstwowość ścian skutkuje obniżeniem wartości εr’,opt oraz wzrostem zastęp-
czej przewodności σ opt.

Analiza numeryczna wykonana przy częstotliwości 5 GHz wskazuje, że dwukrotne 
zwiększenie przewodności skutkuje trzykrotnym wzrostem zakresu obliczonych 
zastępczych wartości σ opt a w przypadku modelu 1w_C18 – nawet dwudziestokrotnym.

Opracowany algorytm może być stosowany do wyznaczania parametrów zastęp-
czych złożonych struktur, m.in. cegieł klinkierowych przy uwzględnieniu różnych war-
tości εr’ oraz σ oraz ich zakresu, rozmiaru drążeń, częstotliwości czy grubości ściany. 

5.7. Analiza ścian wykonanych z żelbetu
W rozdziale 5.4 dokonano analizy ścian jednorodnych wykonanych tylko z betonu 
[18, 30, 32, 37, 42, 46, 47, 48]. Ze względu na konstrukcję ścian żelbetowych, ocenę zja-
wisk w tych układach wykonano z użyciem standardowego, stosowanego wcześniej 
modelu dwuwymiarowego (rys. 5.1b) oraz modelu trójwymiarowego (rozdz. 5.7.2).

5.7.1. Ściany wykonane z betonu i zbrojenia – model 2D

Analizie poddano cztery rodzaje konstrukcji ściany żelbetowej o szerokości b = 0,24 m 
(rys. 5.43) wpisane w obszar WS w modelu przedstawionym na rys. 5.1b. Zastosowanie 
warunków periodyczności dało możliwość zmniejszenia wielkości obszaru analizy 
przy modelowaniu ściany żelbetowej z: 
 y 1p_L10: jednym rzędem prętów zbrojeniowych i rozstawem L = 0,1 m;
 y 2p_L10: dwoma rzędami prętów zbrojeniowych i otuliną 0,02 m, L = 0,1 m; 
 y 1p_L20: większym rozstawem L = 0,2 m i jednym rzędem prętów;
 y 2p_L20: rozstawem L = 0,2 m oraz dwoma rzędami prętów zbrojeniowych.
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Dodatkowo, w każdym z modeli rozpatrzono różne warianty przy zmianie śred-
nicy zbrojenia dÎ{0,006; 0,008; 0,01; 0,012} m. 

Bazując na dyskusji dotyczącej ścian wykonanych z betonu (rozdz. 5.3), do analizy 
również przyjęto stosowane w literaturze wartości względnej przenikalności elektrycz-
nej εr’Î{5; 6; 7; 8}. Rozpatrywano przy tym zmienność wartości natężenia pola elek-
trycznego w zależności od wybranej konduktywności σ Î{0,00195; 0,004; 0,01} S/m 
(rozdz. 2.1.1). Wymiary rozpatrywanej konstrukcji ściany, w odniesieniu do długości 
fali w betonie λb, przy częstotliwości f = 2,4 GHz lub f = 5 GHz zostały przedstawione 
w tabeli 5.1. Na rys. 5.44–5.49 przedstawiono wpływ średnicy zbrojenia na wartości 
natężenia pola, przy uwzględnieniu zmienności wartości konduktywności oraz ilo-
ści rzędów prętów i jego rozstawu.

RYS. 5.43. Warianty ścian: (a) 1p_L10, (b) 2p_L10, (c) 1p_L20, (d) 2p_L20
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RYS. 5.44. Wpływ średnicy zbrojenia na wartość natężenia pola elektrycznego, przy f = 2,4 GHz 
oraz σ = 0,00195 S/m dla czterech modeli ścian, przy przenikalności elektrycznej względnej:  
(a) εr’ = 5, (b) εr’ = 6, (c) εr’ = 7, (d) εr’ = 8

RYS. 5.45. Wpływ średnicy zbrojenia na wielkość max(Ez), przy f = 2,4 GHz oraz σ = 0,004 S/m 
dla czterech modeli ścian, przy przenikalności elektrycznej względnej: (a) εr’ = 5, (b) εr’ = 6, 
(c) εr’ = 7, (d) εr’ = 8
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RYS. 5.46. Wpływ średnicy zbrojenia na wartość max(Ez), przy f = 2,4 GHz oraz σ = 0,01 S/m 
dla czterech modeli ścian, przy przenikalności elektrycznej względnej: (a) εr’ = 5, (b) εr’ = 6, 
(c) εr’ = 7, (d) εr’ = 8

RYS. 5.47. Zależność pomiędzy średnicą zbrojenia a wielkością max(Ez), przy f = 5 GHz dla modeli 
ścian, przy σ = 0,00195 S/m oraz przenikalności elektrycznej względnej: (a) εr’ = 5, (b) εr’ = 6, 
(c) εr’ = 7, (d) εr’ = 8
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RYS. 5.48. Zależność pomiędzy średnicą zbrojenia a wartością max(Ez), przy f = 5 GHz dla modeli 
ścian, przy σ = 0,004 S/m oraz przenikalności elektrycznej względnej: (a) εr’ = 5, (b) εr’ = 6, 
(c) εr’ = 7, (d) εr’ = 8

RYS. 5.49. Zależność pomiędzy średnicą zbrojenia a wielkością max(Ez), przy f = 5 GHz dla modeli 
ścian, przy σ = 0,01 S/m oraz przenikalności elektrycznej względnej: (a) εr’ = 5, (b) εr’ = 6, (c) εr’ = 7, 
(d) εr’ = 8
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Analiza wykazała, że przy częstotliwości f = 2,4 GHz:
 y większy rozstaw pomiędzy prętami (L = 0,2 m) powoduje wzrost wartości natęże-

nia pola elektrycznego w obszarze za ścianą; jedynie ta zależność nie jest spełniona 
przy przenikalności elektrycznej względnej betonu εr’ = 5, gdzie model 1p_L10 
miejscami wykazuje wyższe nawet o 5% wartości pola od pozostałych warian-
tów (rys. 5.44a, 5.45a, 5.46a);

 y przy εr’Î{6; 7; 8}, modele zawierające jeden rząd prętów i o większym rozstawie 
(L = 0,2 m), dla wszystkich analizowanych średnic zbrojenia miały wyższe war-
tości max(Ez) co najwyżej o 60% względem wariantów z dwoma rzędami prętów, 
które powodują zwiększenie liczby wielokrotnych odbić występujących na gra-
nicy ośrodków oraz zmniejszenie efektywnej powierzchni tłumienia fali elektro-
magnetycznej (rys. 5.44b,c,d–5.46b,c,d);

 y modele z dwoma rzędami prętów i rozstawem L = 0,1 m, niezależnie od średnicy 
zbrojenia charakteryzowały się niższymi nawet o 65% wartościami natężenia pola 
elektrycznego względem wariantów z jednym rzędem prętów (rys. 5.44–5.46);

 y zwiększenie średnicy prętów zbrojeniowych w zakresie stosowanym w Polsce zna-
cząco nie wpływa na wartości pola; różnice wynoszą co najwyżej 4%.

Otrzymane wyniki analizy ścian żelbetowych, przy rozpatrywaniu wyższej czę-
stotliwości f = 5 GHz, wskazują, że:
 y niezależnie od wartości konduktywności oraz średnicy zbrojenia, przy εr’Î{5; 6; 7}, 

dwukrotne zwiększenie rozstawu pomiędzy prętami (L = 0,2 m) skutkuje wzro-
stem wartości max(Ez) względem modeli przy L = 0,1 m (rys. 5.47a,b,c–5.49a,b,c); 
największe różnice widoczne są przy εr’ = 5 pomiędzy modelami 1p_L10 i 2p_L20 
i wynoszą nawet 80% (rys. 5.47a, 5.48a, 5.49a); 

 y powyższa zależność nie dotyczy analizy żelbetu o względnej przenikalności 
elektrycznej εr’ = 8, w zakresie niewielkiej średnicy zbrojenia dÎ{0,006, 0,008} m 
(rys. 5.47d, 5.48d, 5.49d), gdzie większy rozstaw obniża rejestrowaną wartość natę-
żenia pola maksymalnie o 11%;

 y przy rozstawie L = 0,1 m zwiększenie liczby rzędów prętów nie wpływa na zmianę 
wartości pola jedynie w przypadku εr’ = 5, σ = 0,004 S/m i d = 0,01 m (rys. 5.47b), 
zaś różnica 1% występuje w modelach obliczanych przy założeniu: εr’  = 6, 
σ Î{0,00195; 0,004, 0,01} S/m przy d = 0,01 m (rys. 5.47b, 5.48b, 5.49b);

 y przy większym rozstawie (L = 0,2 m), wartości natężenia pola elektrycznego są zbli-
żone (różnica do 1%) pomiędzy modelami z jednym a dwoma rzędami zbroje-
nia w przypadku zachowania następujących parametrów: εr’ = 5, σ = 0,00195 S/m, 
d = 0,006 m (rys. 5.47a) oraz εr’ = 6, σ = 0,004 S/m, d = 0,01 m (rys. 5.48b), jak rów-
nież przy εr’ = 8, σ Î{0,00195; 0,004} S/m, d = 0,008 m (rys. 5.47d, 5.48d).
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Szczegółowa analiza rozpatrywanych wariantów wykazała, że dwukrotne zwięk-
szenie liczby rzędów zbrojenia, niezależnie od rozstawu prętów oraz wartości konduk-
tywności, skutkuje co najwyżej 1% zmianą wartości max(Ez) w przypadku:
 y częstotliwości f = 2,4 GHz, gdy przenikalność elektryczna względna betonu wynosi 

εr’ = 7 a średnica zbrojenia ma wartość 0,01 m (rys. 5.44c, 5.35c, 5.46c);
 y f = 5 GHz, w modelach o parametrach analizy: εr’ = 6, również przy takiej samej 

średnicy zbrojenia (d = 0,01 m) (rys. 5.47b, 5.48b, 5.49b).

Na rys. 5.50 i 5.51 zestawiono wyniki analizy modeli ścian żelbetowych 
oraz wpływu średnicy zbrojenia na wartość pola. Na podstawie poniższych charak-
terystyk stwierdzono, że przy f = 2,4 GHz i rozstawie L = 0,1 m dwukrotne zwiększe-
nie liczby rzędów zbrojenia znacznie obniża wartości natężenia pola elektrycznego 
nawet o 40% (rys. 5.50a,c). Wyjątek stanowi przypadek dla εr’ = 6, σ = 0,00195 S/m, 
gdzie zaobserwowano 1% wzrost wartości pola elektrycznego (rys. 5.50b). 

Przy większym rozstawie prętów, niezależnie od średnicy zbrojenia, model 
z dwoma rzędami prętów odznacza się wyższymi o 12% wartościami max(Ez). 

RYS. 5.50. Zależność pomiędzy średnicą zbrojenia a wielkością max(Ez), przy f = 2,4 GHz dla czte-
rech modeli ścian żelbetowych obliczonych przy typowych parametrach betonu: (a) εr’ = 5 
i σ = 0,004 S/m, (b) εr’ = 6 i σ = 0,00195 S/m, (c) εr’ = 8 i σ = 0,01 S/m
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RYS. 5.51. Wpływ średnicy zbrojenia na wartości pola, przy f = 5 GHz dla rozpatrywanych 
modeli ścian żelbetowych, wyznaczonych przy standardowych parametrach betonu: (a) εr’ = 5 
i σ = 0,004 S/m, (b) εr’ = 6 i σ = 0,00195 S/m, (c) εr’ = 8 i σ = 0,01 S/m

W przypadku analizy wartości natężenia pola przy f = 5 GHz, zauważono większe 
zróżnicowanie wartości przy różnym doborze parametrów elektrycznych betonu, śred-
nicy zbrojenia, czy ilości rzędów prętów. Przy większym rozstawie prętów (L = 0,2 m) 
stwierdzono, że niezależnie od średnicy zbrojenia model z dwoma rzędami prętów 
oraz εr’ = 5, σ = 0,004 S/m (rys. 5.51a), odznacza się wyższymi o 10% wartościami 
max(Ez), co było również zauważalne przy f = 2.4 GHz. Natomiast dla wszystkich 
analizowanych modeli, przy εr’ = 8, σ = 0,01 S/m dla d = 0,008 m wartości natężenia 
pola różnią się jedynie o 10% (rys. 5.51b).

Przedstawiona analiza dowodzi, że na skutek złożonych zjawisk związanych z pro-
pagacją fal EM przez żelbet efektywna wartość natężenia pola za ścianą ze zbrojeniem 
zależy od: parametrów betonu, jak też od elementów zbrojenia bezpośrednio wpły-
wających na wielkość efektywnej powierzchni pochłaniającej falę EM.

5.7.2. Analiza ścian nośnych – model 3D

Przyjęcie modeli 3D ma na celu uwzględnienie, oprócz zbrojenia pionowego, również 
elementów zbrojenia poziomego. Konstrukcja modeli dwuwymiarowych nie pozwala 
na właściwe rozpatrzenie tego typu konstrukcji. 
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Konstrukcja modelu trójwymiarowego w rzucie na płaszczyznę XY (rys. 5.52) 
jest zbliżona do opisu przedstawionego dla modelu dwuwymiarowego (rys. 5.1). Uległy 
zmianie niektóre wymiary, zaś do odwzorowania zagadnienia otwartego zastosowano 
w całym modelu absorpcyjne warunki brzegowe Mura (ABC). W związku z tym, 
iż model jest trójwymiarowy również modyfikacji poddano konstrukcję ściany żel-
betowej, w której dodatkowo zamodelowano zbrojenie poziome [31, 33, 35].

RYS. 5.52. Geometria modelu ściany z żelbetu (rzut w płaszczyźnie XY, z = 0) 

Ze względu na ograniczone możliwości stosowanych komputerów, wielkość 
modelu wzdłuż osi Oz została zredukowana do Zmax = 0,15 m. Rozpatrywane warianty 
konstrukcji ściany żelbetowej (obszar WS) przedstawiono na rys. 5.53 oraz 5.54. Przy 
tworzeniu modelu uwzględniono typowe wymagania wytrzymałościowe stawiane 
konstrukcjom ścian ze zbrojeniem. Przy niezmienionej geometrii obszaru i stałych 
gabarytach ściany nośnej (b = 0,24 m) przeprowadzono analizę czterech wariantów 
z uwzględnieniem różnych układów zbrojenia:
 y s1_d5: ściana ze zbrojeniem w postaci pojedynczej siatki złożonej z jednego pręta 

poziomego oraz pięciu pionowych o średnicy d = 0,005 m z rozstawem L = 0,2 m;
 y s1_d10: ściana, jak w modelu s1_d5 ale ze średnicą prętów d = 0,01 m;
 y s1_d5_sym: ściana z układem dwóch symetrycznych siatek (d = 0,005 m; 

L = 0,1 m);
 y s1_d5_asym:ściana z asymetrycznym układem prętów pionowych, przy przesu-

nięciu pierwszej siatki o 0,05 m wzdłuż osi Ox.
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RYS. 5.53. Analizowane modele ściany żelbetowej wpisane w obszarze ΩS (wymiary podano 
w metrach): (a) s1_d5, (b) s1_d10, (c) s2_d5_sym, (d) s2_d5_asym

RYS. 5.54. Trójwymiarowy widok modelu ściany betonowej wraz ze zbrojeniem, gdzie: A–A ozna-
cza płaszczyznę, w której dokonano oceny rozkładu natężenia pola dla modelu: (a) s1_d10, (b) 
s2_d5_sym

Do analizy przyjęto typowe wartości parametrów elektrycznych dla betonu: εr’ = 6 
oraz σ = 1,95×10–3 S/m [138, 139, 213]. Ze względu na konstrukcję siatki różnicowej 
pręty zbrojenia modelowano przyjmując uproszczenie ich geometrii. Zjawiska polowe 
na granicy beton – zbrojenie zostały odwzorowane przez wpisanie warunków ideal-
nego przewodnika (ang. PEC).

Rozmiar równomiernej prostopadłościennej komórki Yee założono 
Δx × Δy × Δz = 5 × 5 × 5 mm. Przy przyjętej rozdzielczości siatki różnicowej, nume-
ryczne przybliżenie rozkładu pola w betonie było modelowane przy zastosowaniu 
10 komórek na długość fali, przy częstotliwości wynoszącej 2,4 GHz. W celu ogra-
niczenia błędów dyspersji numerycznej, rozmiar komórki spełniał warunek (4.53). 
Przyjęta wartość Δx, Δy, Δz była kompromisowa ze względu na wielkość tworzonego 
modelu (liczba komórek). Przyjęty krok czasowy Δt = 0,0524 ns gwarantował zacho-
wanie warunku CFL (4.55).
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Ocenie podlegały wartości natężenia pola obliczane w płaszczyźnie A–A: 
z = const = 0,075 m, wzdłuż prostej przechodzącej przez środek modelu 
(x = const = 0,45 m) (rys. 5.54). Na rys. 5.55 i 5.56 przedstawiono charakterystyki 
maksymalnej wartości natężenia pola elektrycznego uzyskane w stanie ustalonym, 
po wykonaniu N = 7172 kroków. 

RYS. 5.55. Maksymalne wartości składowej Ez w obszarze obserwacji modelu

Pomijając warstwę przy ścianie, w obszarze za ścianą yÎá0; 1,85ñ m najniższe 
maksymalne wartości składowej Ez otrzymano w przypadku modelu z asymetrycz-
nie rozmieszczonym zbrojeniem (s2_d5_asym). Nierównomierne modelowanie zbro-
jenia powoduje zwiększenie efektywnej powierzchni przewodnika, która oddziałuje 
z falą elektromagnetyczną. Ulega zatem zwiększeniu efekt ekranowania pola, zwią-
zany z występowaniem elementów przewodzących. 

Zjawiska falowe zachodzące na granicy powietrze – beton oraz beton – zbrojenie 
powodują lokalne zaburzenia rozkładu pola wewnątrz ściany. Zwiększenie średnicy 
zbrojenia skutkuje zmniejszeniem wartości natężenia pola elektrycznego tuż za siatką 
zbrojeniową wewnątrz ściany, co jest typowe dla efektu cienia elektromagnetycznego. 
Wyniki związane z powstaniem stref z lokalnie obniżonym poziomem pola znajdują 
potwierdzenie na rys. 5.56.

Najwyższe maksymalne wartości natężenia pola w obszarze za ścianą uzyskano 
dla modelu s1_d5. Powodem jest najmniejsza efektywna powierzchnia przewodnika 
oddziałująca z falą elektromagnetyczną, która również powoduje mniejsze odkształ-
cenie czoła fali niż w pozostałych modelach. Obserwowane efekty uwzględniają zja-
wiska falowe wynikające z niewielkich wymiarów prętów w odniesieniu do długości 
fali. Natomiast asymetryczne rozmieszczenie zbrojenia skutkuje aż 15% obniżeniem 
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wartości maksymalnych natężenia pola elektrycznego względem innych modeli 
na skutek zwiększenia efektywnej powierzchni przewodnika, na który oddziałuje 
fala elektromagnetyczna. 

RYS. 5.56. Rozkład maksymalnych wartości składowej Ez w pobliżu ściany żelbetowej

W tabeli 5.12 zestawiono przykładowe wyniki maksymalnych wartości składo-
wej Ez uzyskane w czterech punktach o współrzędnych P1 (0,45; 0,5); P2 (0,45; 1,7); 
P3 (0,45; 1,8) oraz P4 (0,45; 2,54), które zostały oznaczone na rys. 5.55.

TABELA 5.12. Zestawienie maksymalnych wartości Ez w wybranych punktach analizy [V/m]

Analizowany model ściany P1 P2 P3 P4

s1_d5 0,0008 0,0680 0,0945 2,5719
s1_d10 0,0007 0,0645 0,0926 2,6089

s2_d5_sym 0,0008 0,0600 0,0811 2,6042
s2_d5_asym 0,0006 0,0512 0,0705 2,6051

Rozpatrując punkt P1, oddalony od ściany o 1,5 m, stwierdzono, że asymetrycz-
ność układu zbrojenia powoduje 25% obniżenie wartości natężenia pola względem 
modelu z regularną siatką (s2_d5_sym). Natomiast w punkcie P2 stwierdzono dla każ-
dego z modeli, iż wartości pola są niższe średnio o 15% względem punktu oznaczo-
nego przez P1. 
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Przy porównaniu modeli zawierających pojedynczą siatkę, zaobserwowano, 
że dwukrotne zwiększenie średnicy zbrojenia skutkuje zmniejszeniem wartości natę-
żenia pola. Na przykład, w punkcie P3 wartość natężenia pola dla modelu s1_d10 jest 
o 2% mniejsza niż w przypadku s1_d5.

Analiza miejsca przed ścianą (punkt P4) dowiodła, iż różnorodność układu zbro-
jenia praktycznie nie zmienia wartości pola. Największa różnica występuje pomiędzy 
modelami z pojedynczą siatką, gdzie wartość pola elektrycznego dla wariantu z więk-
szą średnicą zbrojenia (s1_d10) jest o 1,5% wyższa niż dla d = 0,005 m. Natomiast asy-
metryczność siatki ma znikomy wpływ na wartość składowej Ez (0,03%).

5.7.3. Podsumowanie

Przedstawiona analiza dotyczyła wpływu konstrukcji zbrojenia wewnątrz ściany 
betonowej na maksymalne wartości pola elektrycznego. W przypadku analizy czę-
ści obszaru za ścianą (yÎá0; 1,8ñ m) stwierdzono, że:
 y asymetryczny układ zbrojenia (s2_d5_asym) skutkuje najniższymi wartościami 

natężenia pola elektrycznego, ponieważ niesymetryczne rozstawienie zbrojenia 
zwiększa efektywną powierzchnię siatki metalowej i efekty tłumienia fali;

 y w prowadzonych testach dwukrotnie większa średnica zbrojenia (s1_d10), jak rów-
nież układ z podwójną symetryczną siatką (s2_d5_sym) charakteryzują się porów-
nywalnymi wartościami natężenia pola elektrycznego.

Prezentowane wyniki potwierdzają, że przebieg zjawisk polowych w konstruk-
cjach budowlanych jest ściśle zależny od struktury obszaru ściany (materiał jedno-
rodny lub ze zbrojeniem) oraz wartości parametrów materiałowych.

5.8. Analiza ukośnego padania fali płaskiej na ścianę
Analityczne rozwiązanie zagadnienia ukośnego padania fali płaskiej i propagacji 
w jednorodnej lub wielo-warstwowej jednorodnej płycie o zadanej grubości, jest pre-
zentowane w dostępnej literaturze. Wyznaczone w ten sposób współczynniki są sto-
sowane w wybranych przypadkach przy obliczaniu rozkładu pola w układach dużej 
skali. Wskazana metoda obliczeń zjawisk polowych ma jednak ograniczone zasto-
sowanie w przypadku występowania lokalnych niejednorodności materiałowych. 
Zgodnie z prezentowaną wcześniej dyskusją, w zakresie rozpatrywanych częstotli-
wości komunikacji bezprzewodowej, cegły drążone wykazują cechy materiałów nie-
jednorodnych, porowatych ze względu na długość fali elektromagnetycznej. Z tego 
względu poniżej rozpatrzono zjawiska elektromagnetyczne w układach z materiałami 
jednorodnymi oraz niejednorodnymi, przy ukośnym padaniu fali.
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5.8.1. Charakterystyka modelu fizycznego i numerycznego

Dyskusji poddano modele ścian jednowarstwowych o grubości b = 0,12 m. Ze względu 
na różne wartości parametrów elektrycznych materiałów budowlanych (rozdz. 2) 
oraz ich strukturę, wyróżniono dziewięć wariantów (tabela 5.13).

TABELA 5.13. Oznaczenia modeli ścian oraz opis ich właściwości

Oznaczenie Materiał budowlany εr’ σ [S/m]

B beton 6 1,95×10–3

BK beton komórkowy 2,25 0,01
C_01 pełna cegła 4,44 0,01
C_02 pełna cegła 4,44 0,02

C18_01 cegła klinkierowa (typu C18),
z rozmiarem drążeń rd = 0,011 m

4,44 0,01

C18_02 cegła klinkierowa (typu C18),
z rozmiarem drążeń rd = 0,011 m

4,44 0,02

C30_01 cegła klinkierowa (typu C30),
z rozmiarem drążeń rd = 0,015 m

4,44 0,01

C30_02 cegła klinkierowa (typu C30),
z rozmiarem drążeń rd = 0,015 m

4,44 0,02

Do analizy wpływu kąta padania fali (αp) na wartości natężenia pola konieczne 
było zmodyfikowanie wcześniej przyjętego modelu (rys. 5.1a). Z tego względu zwięk-
szono wymiar podłużny oraz poprzeczny całego obszaru (rys. 5.57). W rozpatrywa-
nym zagadnieniu, na krawędziach równoległych do kierunku propagacji fali płaskiej, 
zamiast periodycznych warunków brzegowych, zastosowano absorpcyjną warstwę 
PML. Z uwagi na zmianę konstrukcji modelu, dla wariantu z prostopadłym pada-
niem fali płaskiej (αp = 0°) również wykonano obliczenia (rys. 5.57b).

Maksymalny liniowy rozmiar siatki różnicowej w tworzonym dwuwymiarowym 
modelu wynosił Δx = Δy = 1 mm. Przy minimalnej liczbie komórek Yee przypadają-
cych na długość fali wynoszącej 51 w istotnym stopniu zredukowano również efekty 
schodkowe w konstrukcji modelu (tabela 5.14). Potwierdzeniem tego są otrzymane 
wyniki obliczeń, w których nie obserwuje się artefaktów w rozkładzie natężenia pola 
w obszarach o niejednorodnej strukturze materiałów.
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RYS. 5.57. Geometria modelu ściany przy kącie padania fali: (a) 65º, (b) 0º 

TABELA 5.14. Średnia liczba komórek Yee na długość fali, przy f = 2,4 GHz

Materiał 
budowlany

Względna przenikalność 
elektryczna

εr’

Długość fali 
w dielektryku

λ [m]

Liczba komórek 
na długość fali 
w dielektryku

Nx

beton komórkowy 2,25 0,0833 83
cegła 4,44 0,0593 59
beton 5 0,0559 56
beton 6 0,0510 51
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5.8.2. Przykładowe wyniki obliczeń

Na rys. 5.58 przedstawiono maksymalne wartości natężenia pola uzyskane dla modeli 
ścian wykonanych z trzech typów cegieł (pełna oraz klinkierowe o typowych rozmia-
rach drążeń – C18 i C30). Charakterystyki przedstawiają wpływ kąta padania fali na war-
tość max(Ez) w obszarze za ścianą, otrzymaną przy f = 2,4 GHz. Dwukrotne zwiększe-
nie konduktywności powoduje zmniejszenie wartości natężenia pola z zachowaniem 
podobieństwa pomiędzy przebiegami charakterystyk dla tego samego wariantu kon-
strukcji ściany. Z fizykalnego punktu widzenia takie zjawisko wynika z warunków 
ciągłości pola, uzyskanych z rozpatrzenia równań Maxwella na granicy środowisk 
o różnych właściwościach elektrycznych i magnetycznych [137]. Składowa normalna 
do powierzchni nieciągłości materiałowej, skierowana do obszaru drugiego, częściowo 
ulega odbiciu zależnemu od parametrów elektrycznych danego ośrodka.

RYS. 5.58. Charakterystyka zmian wartości maksymalnej natężenia pola w funkcji kąta padania 
fali przy częstotliwości 2,4 GHz

Podobnie, jak przy analizie ściany z niejednorodnego materiału ceramicznego 
(rozdz. 5.5) stwierdzono, że propagacja fali elektromagnetycznej wewnątrz cegły 
ma złożony przebieg. Z tego powodu pojawiają się wielokrotne odbicia na granicy 
powietrze – masa ceramiczna. Liczba i wielkość drążeń występujących w cegle 
oraz wartość kąta padania fali skutkuje zmianą obrazu natężenia pola elektrycznego 
w strefie za murem (rys. 5.59). W odległości powyżej 2 m, w przypadku αp = 25°, nieza-
leżnie od wartości konduktywności stwierdzono jedynie 2% różnicę wielkości max(Ez).
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Jedynie w przypadku modelu wykonanego z cegieł typu C30 wraz ze wzrostem 
kąta padania fali (αp ³ 25°) wartości natężenia pola elektrycznego rosną (aż o 25%). 
Najwyższe wartości dla tego modelu uzyskano przy αp = 55° (rys. 5.60). Zjawiska 
fizyczne zachodzące przy przechodzeniu fali przez kolejne obszary powietrza i masy 
ceramicznej znajdują odzwierciedlenie w wartościach maksymalnych składowej Ez. 
Wskazany efekt jest szczególnie widoczny przy ocenie zjawisk występujących za murem 
wykonanym z cegły typu C30. Efekty odbić fali od ściany powodują powstawanie 
chwilowych minimów i maksimów, których ilość jest uzależniona od kąta padania 
fali (rys. 5.59–5.60).

RYS. 5.59. Porównanie wpływu ilości drążeń na max(Ez) otrzymane przy αp = 25° dla modeli: 
(a) C18_01, (b) C30_01

Rozpatrując ścianę modelowaną z pełnych cegieł zauważono spadek maksymal-
nych wartości natężenia pola wraz ze wzrostem kata padania (αp ³ 25°). Różnica 
w wartościach max(Ez) pomiędzy wariantem ściany ustawionej prostopadle do kie-
runku propagacji fali a sytuacją dla αp ³ 65° wynosi aż 46%. 
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RYS. 5.60. Obwiednie wartości składowej Ez uzyskane dla modelu C30_01 (αp = 55°)

Przy kącie αp = 60° maksymalne wartości natężenia pola elektrycznego pomiędzy 
modelem z pełnej cegły i cegłą typu C18 różnią się co najwyżej o 12%. Zaś dla modelu 
C30_01 ta różnica sięga 70% (rys. 5.58). 

Na rys. 5.61 przedstawiono przykładowe porównanie rozkładów max(Ez) 
przy αp = 60°. Jak wynika z rys. 5.58 maksymalne wartości natężenia pola elektrycz-
nego pomiędzy modelem C_01 a C18_01 różnią się o 14%. Wskazany efekt wynika 
ze złożonej struktury cegły powodującej występowanie interferencji, czego skutkiem 
są chwilowe minima i maksima w obszarze za ścianą.

RYS. 5.61. Maksymalny rozkład składowej Ez w analizowanym obszarze, przy αp = 60° dla modeli: 
(a) C18_01, (b) C_01
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Na rys. 5.62 zaprezentowano przykładowy rozkład maksymalnych wartości skła-
dowej Ez, przy katach padania αp Î{25°; 35°; 40°; 45°}, uzyskanych dla modelu C18_01. 
W przypadku αp = 40° (rys. 5.62c) wartości natężenia pola zarówno za, jak też przed 
ścianą są wyraźnie niższe niż w pozostałych wariantach, czego potwierdzeniem są cha-
rakterystyki przedstawione na rys. 5.58. Różnica w wartościach max(Ez) wynosi co naj-
wyżej 8% (rys. 5.62b,c,d). Natomiast najwyższe wartości stwierdzono dla αp = 25° 
(rys. 5.62a). Wskazany efekt wynika z niewielkiego kąta padania fali, co zwiększa dłu-
gość drogi, jaką pokonuje fala EM przechodząc przez drążenia cegły. Dodatkowym 
powodem jest fakt, iż wraz ze wzrostem kąta padania fali wydłuża się „rzeczywista” 
droga przejścia fali przez materiał porowaty, jakim jest cegła. Zwiększa się więc efek-
tywne tłumienie w materiale ceramicznym, przy równoczesnym stopniowym wzro-
ście liczby powierzchni granicznych materiał ceramiczny-powietrze. 

RYS. 5.62. Maksymalny rozkład wartości natężenia pola elektrycznego dla modelu C18_01: 
(a) αp = 25°, (b) αp = 35°, (c) αp = 40°, (d) αp = 45°

Na rys. 5.63 przedstawiono porównanie rozkładów max(Ez) dla modeli wykona-
nych z jednorodnych materiałów (beton, gazobeton, cegła). 

Wszystkie charakterystyki potwierdzają zależności analityczne, zgodnie z któ-
rymi wraz ze wzrostem kąta padania fali następuje obniżenie maksymalnych war-
tości składowej Ez. 
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RYS. 5.63. Charakterystyki zmian wartości max(Ez) w zależności od kata padania fali, dla modeli 
ścian wykonanych z materiałów jednorodnych (pełna cegła, beton, gazobeton)

Wraz ze zwiększeniem αp występuje obniżenie wartości natężenia pola w przy-
padku modelu wykonanego z betonu. Natomiast dla wariantów z cegieł spadek war-
tości natężenia pola elektrycznego stwierdzono dla αp > 35°. W porównaniu ze ścianą 
z betonu komórkowego, gdzie maksymalna różnica wynosi 26%, można stwierdzić, 
że parametry elektryczne opisujące ten materiał (εr’ = 2,25; σ = 0,01 S/m) powodują 
łagodniejszą zależność pomiędzy αp a max(Ez).

5.8.3. Podsumowanie

Analiza wpływu kąta padania fali oraz złożoności materiału budowlanego na warto-
ści natężenia pola elektrycznego wykazała, że:
 y zwiększenie konduktywności analizowanych materiałów budowlanych powo-

duje jedynie obniżenie wartości max(Ez) przy zachowaniu zbliżonego kształtu 
przebiegu charakterystyk;

 y zmienność ilości i wielkości drążeń oraz kąta padania fali skutkuje licznymi inter-
ferencjami na granicy powietrze – masa ceramiczna, co zmienia obraz natężenia 
pola zwłaszcza w strefie za murem;

 y wzrost αp powoduje obniżenie wartości natężenia pola o maksymalnie 40% wzglę-
dem modelu z prostopadłym układem ściany do kierunku propagacji fali EM;

 y przy αp = 25° dla obu typów cegieł klinkierowych wartości max(Ez) różnią się 
co najwyżej 2%, gdyż przy takim kącie padania fali zachodzi najmniej odbić 
wewnątrz drążeń;

 y dla modelu cegły C30 wraz ze zwiększeniem kąta padania fali (αp > 25) wzra-
stają maksymalne wartości natężenia pola, na co ma wpływ duża liczba drążeń, 
wewnątrz których występują wielokrotne odbicia fali elektromagnetycznej;
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 y najwyższą wartość natężenia pola uzyskano dla modelu C30_01 przy αp = 55° 
(rys. 5.60);

 y przy αp = 65° różnica pomiędzy wartościami max(Ez) dla obu modeli cegieł 
(pełna i C18) wynosi co najwyżej 12%;

 y spośród rozpatrywanych jednorodnych materiałów budowlanych, wraz ze zwięk-
szeniem kąta padania fali występuje gwałtowniejsze obniżenie wartości natężenia 
pola elektrycznego w przypadku modelu wykonanego z betonu (do 48%).

Uzyskane wyniki pozwalają na szacowanie wartości współczynnika tłumienia 
dla materiałów niejednorodnych.
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6. Analiza rozkładu pola 
w złożonych konstrukcjach budowlanych

Wnioski uzyskane w toku prac dotyczących zjawisk polowych i właściwości elektrycz-
nych różnych materiałów budowlanych pozwalają na rozpatrzenie zjawisk w złożo-
nych, typowych konstrukcjach budowlanych [18, 19, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 37, 42, 43, 
44, 45, 46, 47, 48, 49, 50]. Zakres prowadzonych analiz numerycznych obejmował 
ocenę rozkładu pola elektromagnetycznego [36, 38, 39, 40, 41]:
 y w układzie ze słupem bez zbrojenia oraz z prętami zbrojeniowymi;
 y w pomieszczeniu z uwzględnieniem dodatkowych ścian działowych.

6.1. Analiza konstrukcji słupa i rozmieszczenia punktowego 
źródła pola
W pierwszym układzie rozpatrywano typowe, szkieletowe konstrukcje budynku, 
na które składają się elementy dobranej geometrii w różnym stopniu wpływające 
na rozkład pola elektromagnetycznego. Ze względu na konstrukcję typowych budyn-
ków poddano ocenie zjawiska wewnątrz oraz wokół słupów nośnych. Występowanie 
metalowych elementów zbrojenia w ich wnętrzu, może znacznie wpływać na rozkład 
pola. Jako elementy drugoplanowe uwzględniono ściany działowe, które moderują 
propagację fali elektromagnetycznej w stopniu wynikającym z geometrii i właściwo-
ści typowych materiałów budowlanych. Szczegółowej analizie poddano:
 y konstrukcję słupa wykonanego z betonu lub żelbetu o zróżnicowanym zbrojeniu;
 y cztery przykładowe lokalizacje punktowego źródła.

6.1.1. Geometria analizowanego układu

Analizę przeprowadzono przy zastosowaniu metody FDTD, z wykorzystaniem 
modelu trójwymiarowego. W rozpatrywanym obszarze o wymiarach Xmax = 2,9 m 
oraz Ymax = 2,0 m wpisano model betonowego słupa oraz trzy ściany działowe (rys. 6.1). 
Ściany były wykonane z gazobetonu o grubości 0,12 m oraz obustronnie pokryte 
warstwą tynku o grubości 0,01 m. Wymiar modelu wzdłuż osi Oz, w związku 
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z ograniczeniem pamięci komputera, wynosił Zmax = 0,5 m (rys. 6.2). Ocenie ilościo-
wej podlegały wartości natężenia pola obliczane w trzech strefach oznaczonych odpo-
wiednio: pokój_1, pokój_2 oraz korytarz [99].

RYS. 6.1. Opis geometrii układu z uwzględnieniem występujących materiałów (widok 2D w płasz-
czyźnie XY)

Wymiary słupa w płaszczyźnie XY wynosiły 0,25 × 0,25 m. Przy uwzględnie-
niu długości fali elektromagnetycznej w betonie (λb = 0,051 m), poprzeczne wymiary 
słupa wynosiły 4,9 λb. Przy niezmienionej geometrii całego obszaru rozpatrzono trzy 
przypadki konstrukcji słupa:
 y w1:  słup wykonany z betonu, bez zbrojenia, pokryty warstwą tynku o grubości 

0,01 m;
 y w2:  betonowy słup ze zbrojeniem w postaci: 

 y czterech pionowych prętów o średnicy d = 0,01 m ≈ 0,19 λb, oddalonych wzglę-
dem siebie o L = 0,18 m ≈ 3,53 λb oraz

 y trzech strzemion wzdłużnych (d1 = 0,006 m ≈ 0,12 λb) z rozstawem co  
L1 = 0,2 m ≈ 3,9 λb, stosowanych do wiązania zbrojenia pionowego (rys. 6.2a, 6.3);

 y w3: betonowy słup ze zbrojeniem pionowym identycznym z wariantem w2 i zwięk-
szonej do pięciu liczbie strzemion z rozstawem co L1 = 0,1 m ≈ 1,96 λb (rys. 6.2b).
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RYS. 6.2. Część analizowanego obszaru wraz z żelbetowym słupem (widok 3D): (a) wariant 
z trzema strzemionami (w2), (b) wariant z pięcioma strzemionami (w3)

W układzie działa punktowe źródło pola elektromagnetycznego o przebiegu har-
monicznym według zależności (4.57), przy czym E0 =1 V/mm, f = 2,4 GHz. 

RYS. 6.3. Analizowana konstrukcja słupa z zaznaczonymi wariantami umieszczenia punktowego 
źródła pola (AP_1, AP_2, AP_3, AP_4)



168

Analiza dotyczyła typowych lokalizacji źródła pola na słupie (oznaczono odpo-
wiednio symbolami AP_1, AP_2, AP_3 oraz AP_4). Źródło zostało umieszczone 
na prostopadłościennej płytce (0,1 × 0,03 × 0,03 m) o właściwościach bezstratnego 
dielektryka (εr’ = 2,2), (rys. 6.2, 6.3).

6.1.2. Opis modelu numerycznego

Do wyznaczenia rozkładu pola elektrycznego w rozpatrywanym układzie zastoso-
wano metodę FDTD [120, 186, 208]. Do analizy przyjęto następujące wartości para-
metrów materiałowych (rozdz. 3):
 y beton: εr’= 6; σ = 1,95·10–3 S/m [59, 138, 139, 140];
 y gazobeton: εr’= 2,25; σ = 0 S/m [141, 176];
 y tynk: εr’= 2,02; σ = 0 S/m [57, 141].

Warunek Nyquista (4.53) był spełniony poprzez przyjęcie sześciennej komórki Yee 
o wymiarach Δx × Δy × Δz = 10 × 10 × 10 mm. Każdy wariant rozpatrywanego układu 
zawierał 2 900 000 komórek Yee. Warunek CFL (4.55) został zachowany poprzez przy-
jęcie wielkości kroku czasowego Δt = 0,0537 ns. Na granicy obszaru przyjęto warunki 
absorpcyjne Mura pierwszego rzędu [122]. 

Otrzymane wyniki obliczeń rozkładu max(Ez) porównano przez zestawienie 
wartości obserwowanych w płaszczyźnie XY znajdującej się 0,4 m poniżej lokalizacji 
źródła pola (z = 0,05 m), wzdłuż trzech prostych równoległych do osi Ox, tj. y = 0,78 m; 
y = 1,18 m; y = 1,78 m (oznaczonych przerywaną niebieską linią na rys. 6.1).

6.1.3. Wyniki analizy

Na rys. 6.4–6.7 zobrazowano rozkład maksymalnych wartości składowej Ez obliczony 
w stanie ustalonym. Prezentowane wyniki opisują rozkład natężenia pola elektrycz-
nego w płaszczyźnie XY (z = 0,05 m). Niezależnie od analizowanego wariantu kon-
strukcji słupa, maksymalne wartości elektrycznego są porównywalne przy lokaliza-
cjach AP_1 i AP_3 punktowego źródła pola. W tych przypadkach, w części obszaru 
z pokojami (xÎá0; 1,7ñ m), modele słupów bez zbrojenia (w1) osiągają ok. 8% wzrost 
maksymalnych wartości składowej Ez w porównaniu do konstrukcji żelbetowej 
(w2, w3). Głównym powodem są efekty tłumienia pola związane z występowaniem 
zbrojenia. 
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RYS. 6.4. Rozkład maksymalnych wartości natężenia pola elektrycznego w przypadku lokalizacji 
źródła pola AP_1: (a) model ze słupem bez zbrojenia (w1), (b) model ze słupem z żelbetu (w2), 
(c) model ze słupem z betonu i gęstszym zbrojeniem (w3)

Większa liczba strzemion (w3) skutkuje nieznacznym, w granicach błędu obliczeń 
spadkiem wartości natężenia pola elektrycznego (ok. 1%) względem modelu z trzema 
strzemionami (w2), (tabela 6.1). Jest to związane z tym, że średnica strzemion pozo-
staje znacznie mniejsza od długości fali w betonie.

TABELA 6.1. Maksymalne wartości składowej Ez [V/mm] otrzymane w całym obszarze

Wariant 
analizowanej 

konstrukcji słupa

Lokalizacja punktowego źródła pola

AP_1 AP_2 AP_3 AP_4

w1 0,00157 0,0012 0,00156 0,00165
w2 0,00145 0,0011 0,00145 0,00158
w3 0,00144 0,0011 0,00144 0,00158

Najniższe wartości natężenia pola elektrycznego w obszarach oznaczonych przez 
pokój_1 i pokój_2 (xÎá0; 1,7ñ m) otrzymano przy lokalizacji AP_2. W wyniku porów-
nania modeli ze słupem wykonanym z betonu (w1) wartości składowej Ez są wyż-
sze dla wariantów AP_1 i AP_3 o ok. 30% a przy lokalizacji w punkcie AP_4 sięgają 
aż 37%. Podobnie jest dla wariantów słupów ze zbrojeniem (w2, w3), gdzie dla lokali-
zacji AP_4 maksymalne wartości składowej Ez są wyższe o ok. 44%. Umiejscowienie 
źródła pola w punkcie AP_4 skutkuje otrzymaniem najwyższych wartości natężenia 
pola w tej części obszaru. Zasadniczym powodem jest tłumienie materiału i droga, 
jaką pokonują fale przy przejściu przez materiał stratny. Dodatkowym czynnikiem 
wystąpienia różnic są wielokrotne odbicia na granicy ośrodków. 
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RYS. 6.5. Dwuwymiarowy rozkład maksymalnych wartości natężenia pola elektrycznego 
przy umieszczeniu źródła w punkcie AP_2: (a) model w1, (b) model w2, (c) model w3

Tłumienie fali elektromagnetycznej na skutek stratnych właściwości betonu powo-
duje zmniejszenie wartości natężenia pola. Dodatkowo zbrojenie w konstrukcji słupa 
wpływa na selektywny wzrost wartości pola w wybranych obszarach (x >2 m), co jest 
szczególnie widoczne przy lokalizacji AP_1 i AP_3 (rys. 6.4–6.7). Powodem tego 
są zjawiska falowe na granicy ośrodków oraz interferencje ugiętych fal na niejedno-
rodnościach w strukturze materiału.

RYS. 6.6. Rozkład max(Ez) w przypadku lokalizacji źródła pola w punkcie AP_3: (a) model w1, 
(b) model w2, (c) model w3
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RYS. 6.7. Dwuwymiarowy rozkład max(Ez) w przypadku lokalizacji źródła pola w punkcie AP_4: 
(a) model w1, (b) model w2, (c) model w3

Niezależnie od konstrukcji słupa, najmniejsze różnice w rozkładzie pola zauwa-
żalne są w obszarze (x >2 m), przy rozmieszczeniu źródła pola w wariancie AP_4 
(rys. 6.7). 

W modelach tworzonych z uwzględnieniem zbrojenia widoczne są miejsca z wyż-
szymi wartościami składowej Ez za ścianą oddzielającą pomieszczenie pokój_1 i kory-
tarz (rys. 6.7b,c). Natomiast w obszarze pokój_1, przy lokalizacji AP_4, w odległości 
powyżej 0,7 m od ściany otrzymane wartości natężenia pola elektrycznego są maksy-
malnie wyższe o ok. 5% w modelu z betonowym słupem, niż zbrojonym. Spowodowane 
jest to występowaniem dodatkowych interferencji fal zniekształconych na zbrojeniu, 
które mogą lokalnie zarówno wygaszać, jak i wzmacniać wartości pola elektrycznego.

Na rys. 6.8–6.10 przedstawiono charakterystyki maksymalnych wartości skła-
dowej Ez (obwiedni pola) wzdłuż przyjętych linii obserwacji. Położenie słupa zazna-
czone jest przerywanymi liniami pionowymi x = 1,69 m oraz x = 1,96 m. Wskazano 
również położenie ścian działowych: x = 1,69 m oraz x = 1,83 m.

Przy porównaniu konstrukcji słupa betonowego (w1) i żelbetowego (w2, w3) 
wzdłuż prostej y = 0,78 m, największe różnice, sięgające 40%, w wartościach natęże-
nia pola elektrycznego w obszarze korytarza występują w przypadkach AP_1 i AP_3 
(rys. 6.8a,c). Natomiast w odległości do 0,5 m od ściany wartości są wyższe dla modelu 
ze słupem betonowym (w1) przy lokalizacji AP_1 (rys. 6.8a). Spośród czterech anali-
zowanych lokalizacji punktowego źródła pola, najlepszym rozwiązaniem zapewnia-
jącym najwyższy poziom sygnału w korytarzu jest wariant AP_2 (rys. 6.8b). W tym 
przypadku, niezależnie od wariantu konstrukcji modelu, głównymi czynnikami 
powodującymi wyższe wartości składowej Ez są liczne odbicia od słupa, co przyczy-
nia się do występowania interferencji fal.
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Przy porównaniu wartości obliczonych wzdłuż prostej y = 1,18 m (rys. 6.9), podob-
nie jak dla y = 0,78 m, zauważalne są wysokie wartości max(Ez) w obszarze koryta-
rza przy lokalizacji źródła sygnału w punkcie AP_2. Taka lokalizacja skutkuje jed-
nak, w wyniku tłumienia pola, najniższymi wartościami obwiedni pola w obszarze 
pokój_1 sięgającymi nawet 35% dla modelu słupa bez zbrojenia (w1). Przy porówna-
niu wpływu konstrukcji słupa dostrzegalna jest różnica w maksymalnych wartoś-
ciach natężenia pola w obszarze korytarza pomiędzy modelem ze słupem betono-
wym a zbrojonym. Przykładowo, dla wspomnianych wariantów słupa dla lokalizacji 
AP_1 różnica pomiędzy maksymalnymi wartościami składowej Ez dochodzi do 30% 
(rys. 6.9a), a dla AP_3 sięga 15% (rys. 6.9c).

Betonowa konstrukcja słupa, w porównaniu z żelbetową, również wzdłuż pro-
stej y = 1,78 m charakteryzuje się mniejszym tłumieniem pola przy lokalizacji 
źródła w AP_3 (rys. 6.10c). Podobny efekt w odległości 0,3 m od słupa jest widoczny 
przy umieszczeniu źródła w punkcie AP_1 (rys. 6.10a). Wraz ze wzrostem odległości 
od słupa (x > 2,4 m) wartości natężenia pola dla konstrukcji żelbetowych nieznacz-
nie wzrastają w porównaniu do wartości otrzymanych przy konstrukcji betonowej 
(rys. 6.10a). 

Na rys. 6.11–6.13 przedstawiono charakterystyki maksymalnych wartości składo-
wej Ez dla czterech wariantów lokalizacji źródła pola. Charakterystyki pokazują zmien-
ność wartości obwiedni pola przy porównaniu zróżnicowania konstrukcji słupa (w1, 
w2, w3). Na rys. 6.11 dla konstrukcji ze słupem wykonanym z betonu (w1), przy loka-
lizacji źródła pola w wariancie AP_2 i AP_3, zauważalne są lokalne (xÎá2,2; 2,6ñ m) 
wyższe wartości natężenia pola elektrycznego niż dla konstrukcji żelbetowych (się-
gające do 8%). Niezależnie od konstrukcji słupa, w pomieszczeniu oznaczonym przez 
pokój_2 (x < 1,7 m) wartości obwiedni pola mają zbliżony przebieg przy porówna-
niu odpowiednich lokalizacji źródła pola. Występuje zróżnicowanie poziomu natę-
żenia pola elektrycznego, np. dla lokalizacji źródła AP_4 zmienność wynosi ok. 20%.

Na rys. 6.12 przedstawiono charakterystyki wzdłuż prostej y = 1,18 m. Analiza 
wartości natężenia pola wskazuje, że w modelu z betonowym słupem (w1) w obsza-
rze x > 2,1 m, wartości pola są niższe o 25% niż w modelach z żelbetowym.

Przy analizie wzdłuż prostej y = 1,78 m, najwyższe wartości obwiedni pola 
w obszarze korytarza otrzymano w modelu z betonowym słupem, zwłaszcza przy loka-
lizacji źródła pola w AP_1 (rys. 6.13a). Natomiast najniższe wartości natężenia pola 
uzyskano w konstrukcjach słupa ze zbrojeniem w obszarze x >1,95 m, przy lokaliza-
cji źródła sygnału w punkcie AP_3. Mimo, że źródło jest umiejscowione w koryta-
rzu, to następuje tłumienie propagującej fali EM, związane z przejściem przez słup 
(0,25 m). Wariant ten daje jakościowo gorszy rozkład pola niż np. przypadek ze źród-
łem w punkcie AP_4.



174

RY
S.

 6
.9

. P
or

ów
na

ni
e 

m
ak

sy
m

al
ny

ch
 w

ar
to

śc
i s

kł
ad

ow
ej

 E
z w

zd
łu

ż 
pr

os
te

j y
 =

 1
,1

8 
m

 d
la

 tr
ze

ch
 k

on
st

ru
kc

ji 
sł

up
a 

(w
1,

 w
2,

 w
3)

 o
dp

ow
ie

dn
io

 
dl

a 
cz

te
re

ch
 w

ar
ia

nt
ów

 lo
ka

liz
ac

ji 
źr

ód
ła

 p
ol

a:
 (a

) A
P_

1,
 (b

) A
P_

2,
 (c

) A
P_

3,
 (d

) A
P_

4



175

RY
S.

 6
.10

. P
or

ów
na

ni
e 

m
ak

sy
m

al
ny

ch
 w

ar
to

śc
i s

kł
ad

ow
ej

 E
z w

zd
łu

ż 
pr

os
te

j y
 =

 1
,7

8 
m

 d
la

 tr
ze

ch
 k

on
st

ru
kc

ji 
sł

up
a 

(w
1,

 w
2,

 w
3)

 o
dp

ow
ie

dn
io

 
dl

a 
cz

te
re

ch
 w

ar
ia

nt
ów

 lo
ka

liz
ac

ji 
źr

ód
ła

 p
ol

a:
 (a

) A
P_

1,
 (b

) A
P_

2,
 (c

) A
P_

3,
 (d

) A
P_

4



176

RY
S.

 6
.11

. M
ak

sy
m

al
ne

 w
ar

to
śc

i s
kł

ad
ow

ej
 E

z w
zd

łu
ż p

ro
st

ej
 y 

= 0
,7

8 
m

 d
la

 c
zt

er
ec

h 
wa

ria
nt

ów
 lo

ka
liz

ac
ji 

pu
nk

to
we

go
 źr

ód
ła

 p
ol

a 
od

po
wi

ed
ni

o 
dl

a 
ko

ns
tru

kc
ji 

sł
up

a:
 (a

) w
1,

 (b
) w

2,
 (c

) w
3



177

RY
S.

 6
.12

. M
ak

sy
m

al
ne

 w
ar

to
śc

i E
z w

zd
łu

ż 
pr

os
te

j y
 = 

1,
18

 m
 d

la
 w

ar
ia

nt
ów

: (
a)

 w
1,

 (b
) w

2,
 (c

) w
3



178

RY
S.

 6
.13

. M
ak

sy
m

al
ne

 w
ar

to
śc

i s
kł

ad
ow

ej
 E

z w
zd

łu
ż p

ro
st

ej
 y 

= 1
,7

8 
m

 d
la

 c
zt

er
ec

h 
wa

ria
nt

ów
 lo

ka
liz

ac
ji 

pu
nk

to
we

go
 źr

ód
ła

 p
ol

a 
od

po
wi

ed
ni

o 
dl

a 
ko

ns
tru

kc
ji 

sł
up

a:
 (a

) w
1,

 (b
) w

2,
 (c

) w
3



179

6.1.4. Podsumowanie

Ze względu na rozmieszczenie elementów i ich struktur materiałowych ocena 
zachodzących zjawisk w analizowanym układzie może być przeprowadzona jedy-
nie przy użyciu metod numerycznych. Krytycznym elementem staje się w tej sytua-
cji wielkość modelu wynikająca z rozdzielczości siatki różnicowej.

Dokonana szczegółowa analiza wpływu konstrukcji słupa, gęstości zbrojenia 
oraz lokalizacji punktowego źródła na rozkład pola elektrycznego w układzie pro-
wadzi do następujących spostrzeżeń.
 y Propagacja fal elektromagnetycznych w obszarze złożonym ze słupa i ścian ma zło-

żony charakter, co skutkuje pojawieniem się wielokrotnych odbić na granicach 
materiałów. Stosowanie metod różnicowych lub FEM znajduje uzasadnienie 
ze względu na możliwe odwzorowanie złożoności geometrii zagadnienia.

 y Zmiany w rozkładzie pola elektromagnetycznego wynikają z wewnętrznej 
struktury materiału, w tym szczególnie rozmieszczenia elementów zbrojenia, 
które wpływa na wystąpienie miejscowych osłabień sygnału w bliskiej okolicy 
słupa. Większa liczba strzemion (wariant w3) powoduje, iż lokalne osłabienia 
są miejscami większe o rząd wielkości niż w przypadku wariantu w2 (rys. 6.5a,d 
oraz rys. 6.6b,d). Wskazany efekt jest rezultatem przejścia fal przez złożony ośro-
dek, w którym skutki wielokrotnych odbić fali łączą się z efektami tłumienia 
w obszarach stratnych dielektryków.

 y Pod względem uzyskania w korytarzu sygnałów o zadawalającym poziomie, nie-
zależnie od konstrukcji słupa, najlepszym rozwiązaniem jest lokalizacja źródła 
pola na słupie po stronie korytarza tj. AP_2. Jednocześnie taka pozycja nadaj-
nika nie zapewnia dobrej jakości sygnału w analizowanych pokojach. Przy takim 
umiejscowieniu źródła sygnału, wartości składowej Ez w części obszaru analizy 
oznaczonej przez pokój_1 są nawet jedenastokrotnie mniejsze. Alternatywnym 
rozwiązaniem dla lokalizacji źródła pola w punkcie AP_2 jest umiejscowienie 
w AP_1 lub AP_3, które prowadzi do zwiększenia wartości max(Ez) w częściach 
pomieszczeń opisanych jako pokój_1 oraz pokój_2.

6.2. Analiza konstrukcji ścian wewnątrz pokoju
Konstrukcja i materiał stosowany przy budowie ścian działowych zależą od przyję-
tych wymagań konstrukcyjnych oraz projektowych. W tym podrozdziale dokonano 
analizy układu, w którym rozpatrzono rozkład pola elektromagnetycznego wewnątrz 
pomieszczenia ze ścianami działowymi o zróżnicowanej konstrukcji [18, 19, 30, 31, 
33, 34, 35, 40, 43, 44, 45, 46].
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6.2.1. Geometria analizowanego układu

Wymiary rozpatrywanego modelu pomieszczenia (Xmax = 2,6 m; Ymax = 3,9 m; 
Zmax = 0,5 m) oraz ogólny układ materiałów przedstawiono na rys. 6.14. Wymiar 
wzdłuż osi Oz został zredukowany ze względu na ograniczoną pamięć komputera. 
Prowadzone analizy miały na celu określenie wpływu ściany działowej na rozkład 
natężenia pola. Z tego względu nie uwzględniono w tworzonym modelu konstrukcji 
stropów. Geometria i właściwości ścian zewnętrznych nie ulegały zmianom. Przyjęto 
przy tym pięć wariantów konstrukcji pomieszczenia [99, 153, 156]:
 y w1: model bez dzielącej ściany;
 y w2_c: model ze ścianą działową wykonaną z cegły (rys. 6.14a);
 y w2_z: model ze ścianą działową wykonaną z betonu oraz prętów zbrojeniowych 

o średnicy d = 0,01 m ≈ 0,196 λb z rozstawem L = 0,2 m ≈ 3,9 λb (rys. 6.14a);
 y w3_c: model zawierający dwie dzielące ściany wykonane z cegieł pełnych wraz 

z zamieszczonymi pomiędzy nimi drewnianymi drzwiami (rys. 6.14b);
 y w3_z: model z drzwiami oraz dwiema dzielącymi ścianami wykonanymi z żel-

betu (d = 0,01 m; L = 0,2 m), (rys. 6.14b).

W każdym z rozpatrywanych wariantów wpisano punktowe źródło pola gene-
rujące falę harmoniczną (wzór (5.1)) o częstotliwości f = 2,4 GHz. Lokalizacja źródła 
została przedstawiona na rys. 6.14–6.15, gdzie również zaznaczono prostopadło-
ścienną płytkę (0,2 × 0,4 × 0,15 m) o właściwościach dielektryka, na której znajdowało 
się źródło. Wprowadzenie dodatkowego elementu (płytki) miało na celu odwzoro-
wanie konstrukcji urządzenia do komunikacji bezprzewodowej. 

RYS. 6.14. Geometria pomieszczenia: (a) ze ścianą wykonaną z cegieł pełnych lub żelbetu, 
(b) ze ścianą działową oraz drzwiami (wymiary podano w metrach)
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RYS. 6.15. Trójwymiarowy widok modelu pomieszczenia: (a) ze ścianą wykonaną z żelbetu (w2_z), 
(b) ze ścianą działową wraz z drzwiami (w3_z)

6.2.2. Opis modelu numerycznego

Rozmiar równomiernej prostopadłościennej komórki Yee przyjęto Δx × Δy × Δz =  
0,01 × 0,01 × 0,01 m. Każdy z modeli zawierał 5 070 000 komórek Yee. Przy przyję-
ciu wielkości kroku czasowego Δt = 0,055 ns został spełniony warunek CFL (4.55). 
Materiały występujące w układzie charakteryzują się następującymi właściwościami:
 y beton: εr’= 6; σ = 1,95·10–3 S/m [59, 138, 139, 140];
 y cegła: εr’= 4,44; σ = 0,01 S/m [190];
 y tynk: εr’= 2,02; σ = 0 S/m [57, 141];
 y szkło: εr’= 5; σ = 0,12 S/m [57, 190];
 y drewno: εr’= 2,5; σ = 0,003 S/m [57, 141, 182, 190].

Na granicy obszaru przyjęto warunki absorpcyjne Mura pierwszego rzędu [122, 
208] (rys. 6.15). Ilościowa analiza wyników była prowadzona w dwóch płaszczy-
znach XY:
 y z = 0,05 m, tj. 0,4 m poniżej lokalizacji źródła pola;
 y z = 0,45 m – poziom na wysokości nadajnika.

Dodatkowo, w ramach każdego poziomu, analizowano rozkład pola wzdłuż 
trzech prostych równoległych do osi Oy (oznaczonych przerywaną niebieską linią 
na rys. 6.14b):
 y x = 0,39 m – w miejscu lokalizacji źródła pola;
 y x = 1,09 m, w odległości 0,7 m od źródła pola;
 y x = 2,09 m, w odległości 1,7 m od punktowego źródła pola.
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6.2.3. Wyniki analizy

Na rys. 6.16 i 6.17 przedstawiono rozkład składowej Ez w tym samym czasie, po uzy-
skaniu stanu ustalonego. Wyniki prezentują rozkład max(Ez) w płaszczyźnie XY 
(z = 0,05 m). Na rys. 6.16 przedstawiono porównanie rozkładu natężenia pola elek-
trycznego w modelach zawierających ściany zbrojone (w2_z, w3_z). Można zauwa-
żyć, iż w obszarze yÎá0; 1,7ñ m otrzymano przynajmniej dwukrotnie wyższe war-
tości składowej Ez w modelu złożonym z dwóch ścian zbrojonych i drzwi (w3_z) niż 
w wariancie w2_z. Przy porównaniu modeli ze zbrojeniem, również w modelu w3_z 
widoczne jest zwiększenie wartości natężenia pola w pobliżu źródła yÎá1,85; 3,2ñ m.

RYS. 6.16. Przykładowe chwilowe rozkłady składowej Ez w płaszczyźnie XY (z = 0,05 m): (a) model 
ze ścianą wykonaną z betonu i zbrojenia (w2_z), (b) model z dwiema ścianami z betonu zbro-
jonego i drzwiami (w3_z)

Na rys. 6.17 przedstawiono chwilowy obraz rozkładu składowej Ez otrzymany 
dla analizowanych konstrukcji. Porównując wyniki w obszarze w otoczeniu źródła 
pola (xÎá0,25; 2,45ñ m; yÎá1,85; 3,2ñ m) wartości składowej Ez są wyższe w przypadku 
ścian zbrojonych (rys. 6.17c, 6.17e). Jest to efekt złożonych odbić fali elektromagne-
tycznej na granicy ośrodków. Zbrojenie wpływa na zniekształcenie rozkładu natęże-
nia pola i powstawanie lokalnych wzmocnień, jak i osłabień sygnału w porównaniu 
do wersji bez zbrojenia. 

W obszarze za ścianą działową (xÎá0,25; 2,45ñ m; yÎá0,35; 1,85ñ m) zauważalne 
jest zmniejszenie wartości natężenia pola elektrycznego. Główną przyczyną jest strat-
ność materiału, z którego jest wykonana ściana. Propagacja fali elektromagnetycznej 
w obszarze ściany betonowej ze zbrojeniem ma złożony charakter. Pojawiają się wielo-
krotne odbicia na granicach ośrodków, jak też częściowe odbicia fali od prętów zbro-
jenia. Liczba oraz średnica prętów występujących w ścianach (w2_z, w3_z) skutkuje 
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zmianą obrazu pola w obszarze obserwacji, bezpośrednio za tego typu konstrukcją 
(rys. 6.17c, 6.17e). Na skutek tych zjawisk wartości pola elektrycznego zarówno za ścia-
nami zewnętrznymi, jak i ścianą działową ulegają znacznemu wytłumieniu.

RYS. 6.17. Chwilowy rozkład składowej Ez w płaszczyźnie XY (z = 0,05 m), w układzie:  
(a) bez ściany działowej (w1), (b) ze ścianą wykonaną z cegły (w2_c), (c) ze ścianą wykonaną 
z żelbetu (w2_z), (d) z dwiema ścianami z cegły (w3_c), (e) z dwiema ścianami wykonanymi 
żelbetu (w3_z)
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Na rys. 6.18–6.23 przedstawiono charakterystyki maksymalnej wartości skła-
dowej Ez. Obwiednie natężenia pola uzyskano w stanie ustalonym, po wykonaniu 
1204 iteracji.

Na rys. 6.18 przedstawiono rozkład maksymalnych wartości składowej Ez wzdłuż 
prostej x = 0,39 m w płaszczyźnie XY znajdującej się 0,4 m poniżej lokalizacji punkto-
wego źródła pola. Analiza wartości max(Ez) w części pomieszczenia ze źródłem pola 
(yÎá1,85; 3,3ñ m) wykazała, że najmniej minimów i maksimów w rozkładzie natęże-
nia pola występuje w modelu bez ściany działowej (w1) oraz w konstrukcji zawiera-
jącej jednolitą ścianę wykonaną z pełnych cegieł (w2_c) (rys. 6.17–6.18). Natomiast 
w przypadkach ściany żelbetowej występuje większa nierównomierność w rozkła-
dzie pola elektrycznego.

RYS. 6.18. Rozkład składowej Ez wzdłuż prostej x = 0,39, na wysokości z = 0,05 m

Na podstawie oceny rozkładu max(Ez) w części pomieszczenia bez źródła pola 
(y < 1,7 m), najniższe wartości otrzymano w modelach zawierających pojedyncze ściany 
(w2_c, w2_z). Większe różnice pojawiają się ze względu na konstrukcję ściany: jedno 
(w2_z), czy dwuelementowej (w3_z). Przy porównaniu tych modeli można zauważyć, 
iż w przypadku dwóch ścian zbrojonych wartości składowej Ez są wyższe o rząd wiel-
kości w porównaniu do modelu w2_z.

Charakterystyki prezentowane na rys. 6.19 (wzdłuż prostej x = 1,09 m) poka-
zują, że w obszarze za drzwiami (y < 1,75 m), obwiednie pola elektrycznego w kon-
strukcjach złożonych z dwóch ścian mają zbliżone wartości (w3_c, w3_z). Oznacza 
to, że efekty pośredniego przejścia fali przez ściany działowe (cegła, żelbet) są mało 
istotne. Wraz ze wzrostem odległości od źródła pola (y < 0,8 m) najwyższe warto-
ści składowej Ez występują w konstrukcji bez ściany (w1). Również ten sam efekt jest 
widoczny w modelu ze ścianą wykonaną z cegieł pełnych (w2_c). 
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RYS. 6.19. Rozkład składowej Ez wzdłuż prostej x = 1,09, na wysokości z = 0,05 m

Najniższe wartości natężenia pola elektrycznego, różniące się pięciokrot-
nie od pozostałych wariantów, otrzymano dla modelu ze ścianą żelbetową 
(w3_z). Występujące wewnątrz ściany zbrojenie powoduje wielokrotne odbicia 
na granicy ośrodków oraz miejscowe minima wartości max(Ez) w obszarze za ścianą  
(yÎá1,2; 1,65ñ m).

Na rys. 6.20 przedstawiono rozkład maksymalnych wartości składowej Ez w płasz-
czyźnie XY znajdującej się poniżej lokalizacji źródła pola, wzdłuż prostej x = 2,09 m. 
Na skutek odbić od ściany, w części obszaru ze źródłem pola (yÎá1,85, 2,4ñ m), 
widoczne są liczne minima i maksima o zbliżonych wartościach natężenia pola 
dla wszystkich wariantów ścian. Natomiast po przejściu fali elektromagnetycznej 
przez ścianę następuje zmniejszenie wartości analizowanej składowej o 37% wzglę-
dem wartości przed ścianą dla odpowiednich modeli (w2_c, w3_c, w3_z). A w przy-
padku ściany z żelbetu bez drzwi (w2_z) zauważalny jest spadek maksymalnych war-
tości pola elektrycznego za ścianą sięgający nawet 80%.

Na rys. 6.21–6.23 przedstawiono rozkład maksymalnych wartości składowej Ez 
w płaszczyźnie XY na wysokości źródła pola (z = 0,45 m). Porównanie z rys. 6.18–6.20 
wskazuje, że rozkłady max(Ez) wzdłuż odpowiednich prostych, w płaszczyznach 
XY przy z = 0,05 m i z = 0,45 m mają zbliżony przebieg. Podobnie jak przy ana-
lizie dla z = 0,05 m najniższe wartości obwiedni pola elektrycznego otrzymano 
dla modelu ze zbrojoną ścianą (w3_z). W obszarze przed ścianą (yÎá1,85; 2,4ñ m), 
rozkład natężenia pola jest wyrównany za wyjątkiem prostej y = 2,09 m, gdzie wystę-
pują liczne minima i maksima, jak przy analizie w płaszczyźnie XY przy z = 0,05 m 
(rys. 6.20).
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RYS. 6.20. Rozkład składowej Ez wzdłuż prostej x = 2,09, na wysokości z = 0,05 m

RYS. 6.21. Rozkład składowej Ez wzdłuż prostej x = 0,39, na wysokości z = 0,45 m

Charakterystyki prezentowane na rys. 6.22 (wzdłuż prostej x = 1,09 m) pokazują, 
że najniższe wartości składowej Ez otrzymano dla wariantu ściany zbrojonej (bez 
drzwi). Podobnie jak na rys. 6.19, dla wariantów z dwiema ścianami (w2_z, w3_z), 
obwiednie pola mają zbliżony przebieg. Właściwości materiałowe drewna, jak i cienka 
warstwa drzwi w ograniczającym stopniu powodują tłumienie fali, co skutkuje porów-
nywalnymi wynikami otrzymanymi dla modelu bez ściany (w1).
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RYS. 6.22. Rozkład składowej Ez wzdłuż prostej x = 1,09, na wysokości z = 0,45 m

W przypadku analizy rozkładu maksymalnych wartości składowej Ez wzdłuż pro-
stej x = 2,09 m, na wysokości źródła pola, widoczny jest gwałtowny lokalny spadek 
wartości (yÎá0,8; 1,1ñ m) z wyjątkiem konstrukcjach w3_z (rys. 6.23). 

RYS. 6.23. Rozkład składowej Ez wzdłuż prostej x = 2,09, na wysokości z = 0,45 m

Przy analizie natężenia pola elektrycznego można stwierdzić, iż efekty tłumienia 
w ścianie są najbardziej widoczne wzdłuż prostej oddalonej od źródła pola o 1,7 m 
(x = 2,09 m).
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6.2.4. Podsumowanie

Szczegółowa analiza wpływu konstrukcji ściany na rozkład natężenia pola elektrycz-
nego wykazała, że w obszarze bez źródła pola (za ścianą działową): 
 y najniższe wartości obwiedni natężenia pola występowały w konstrukcji ze ścianą 

zbrojoną (w2_z);
 y dla x = 0,39 m modele z pojedynczymi ścianami (w2_c, w2_z) charakteryzowały 

się najniższymi wartościami;
 y wzdłuż prostej x = 2,09 m, w obszarze yÎá0,8; 1,1ñ m występował lokalny spadek 

wartości natężenia pola;
 y wartości natężenia pola elektrycznego w wariantach z drzwiami są porówny-

walne do wartości otrzymanych dla modelu bez ściany; wynika to z właściwości 
materiałowych drewna oraz grubości drzwi, które w znikomym stopniu tłumią 
falę elektromagnetyczną.

W odniesieniu do części modelu, w której znajduje się źródło pola (przed anali-
zowaną ścianą) można stwierdzić, że:
 y najbardziej równomierny rozkład pola elektrycznego mierzony jako różnice mię-

dzy wartościami minimalnymi i maksymalnymi wzdłuż x = 0,39 m (z = 0,05 m) 
występuje w modelu bez ściany działowej (w1);

 y dwukrotnie wyższe wartości natężenia pola elektrycznego otrzymano na wyso-
kości źródła pola dla prostej x = 0,39 m.

Konstrukcja, jak i materiał, z jakiego zostały wykonane ściany wpływa na rozkład 
pola elektrycznego. Dzięki odpowiedniej lokalizacji źródła pola elektromagnetycznych 
(np. AP) i przy uwzględnieniu otaczającej konstrukcji, rodzaju materiałów budowla-
nych można uzyskać oczekiwany rozkład pola i w ten sposób dążyć do poprawy jako-
ści komunikacji bezprzewodowej.

Zastosowanie dyskutowanych metod różnicowych pozwala na jakościową ocenę 
różnych wariantów, z uwzględnieniem struktury materiałowej i geometrii konstruk-
cji budowlanych.
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7. Podsumowanie 

Prezentowane wyniki analizy natężenia pola elektrycznego w elementach budowla-
nych o złożonej strukturze wykonano przez obliczenia pola przy użyciu dwóch metod 
numerycznych – FDTD oraz FDFD. 

Jednym z celów badań było określenie właściwości konstrukcji budowlanych opar-
tych na technologiach stosowanych m.in. w Polsce. Znajomość rozkładu pola elektro-
magnetycznego wewnątrz pomieszczeń mieszkalnych podyktowana jest potrzebami 
społecznymi i stanowi wciąż zgłębianą tematykę na całym świecie. 

Prezentowane wyniki prac w istotnym stopniu uzupełniają wiedzę związaną 
z wyżej opisanymi zagadnieniami. Niektóre wyniki zostały opublikowane w [18, 19, 
29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 216, 217, 218, 
219, 220, 221, 222, 223, 224, 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232, 233]. Prezentowana 
tematyka jest istotna z poznawczego, naukowego punktu widzenia. Analiza oma-
wianych zagadnień stanowi ważny aspekt aplikacyjny. Wnioski uzyskane z prowa-
dzonych badań pozwalają m.in. na dokonywanie efektywniejszego planowania roz-
mieszczenia punktów dostępu sieci komunikacji bezprzewodowej w celu uniknięcia 
niepożądanych zjawisk związanych m.in. z zanikami sygnału, czy niską jakością 
transmisji danych.

Przedstawione w pracy rozwiązania zagadnień cząstkowych, jak też przyjęta 
metodologia opracowanego algorytmu numerycznego mogą być wykorzystane 
przy modelowaniu i wyznaczaniu rozkładu pola w złożonych konstrukcjach budow-
lanych. Zastosowanie opracowanych schematów numerycznych oraz wyniki analiz 
struktur materiałowych pozwalają na przeprowadzenie testów różnych wariantów 
analizowanych struktur budowlanych jeszcze na etapie projektowania.

Zaproponowany algorytm sformułowany na podstawie rozwiązania równań 
Maxwella metodą różnicową nie jest rozwiązaniem ostatecznym. Możliwa jest jego 
dalsza rozbudowa w celu zwiększenia zakresu zastosowań implementowanych modeli 
konstrukcyjnych oraz udoskonalenia właściwości użytkowych.

Ze względu na problemy związane z funkcjonowaniem komunikacji bezprze-
wodowej wewnątrz budynków, opracowany algorytm ma praktyczne zastosowa-
nie, które umożliwia analizę zjawisk polowych w konstrukcjach opartych na róż-
nych technologiach budowlanych. Przykładowe wyniki przedstawione w niniejszej 
pracy mogą być bezpośrednio wykorzystane przy modelowaniu rozmieszczenia 
lokalizacji źródeł pola w konstrukcjach wykonanych z materiałów omawianych 
w pracy, jak również wewnątrz pomieszczeń budowlanych. Wykonane obliczenia 
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oraz przeprowadzone testy poprawności algorytmu bazującego na metodzie FDFD 
zostały również porównane z rezultatami uzyskanymi przy wykorzystaniu innych 
schematów numerycznych. 
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Summary

The electric field inside buildings construction elements with a complex structure 
in the range of the wireless communication

Wireless networks are a modern solution, constantly gaining on importance, 
used in creating telecommunication systems and computer networks. Wireless data 
transmission systems create the opportunity for easy and fast connection of multi-
ple devices, while retaining the possibility of dynamic and automatic configuration 
of the set of the elements in communication. A significant advantage is the collective 
utilisation of a single broadband connection as well as dynamic and fast configura-
tion of the connected devices. The structure of wireless networks requires taking into 
account the number of access points and their appropriate placement. The discussed 
problems are particularly significant in setting up wireless networks inside build-
ings. The effects, which are created during the propagation of electromagnetic waves 
in construction elements with a complex geometry and material structure, determine 
the quality of the wireless communication system being created. Keeping the above 
stated facts in mind, the thesis conducts an assessment of the occurrences in wire-
less communication systems while taking into account the construction and proper-
ties of building materials.

An important element of wireless network design is the analysis of the propaga-
tion of electromagnetic waves inside buildings. It may be performed through an ana-
lytical or numerical approach. The numerical methods enable to take into account 
the complex geometry and material structure of sets (such as multi-layered, periodic-
ity) and to calculate many variants of the designed system. Due to this fact, perfect-
ing the existing and designing new elements of algorithms of the numerical analysis 
of electromagnetic field distribution is an important tool for assessing of the occur-
ring effects. At the same time it serves as significant help in designing wireless sys-
tems considering their quality. Due to the reasons mentioned above the thesis subject 
corresponds to current and future needs of technology and science. 

The scope of the conducted work included the forming of numerical schemat-
ics for analysing electromagnetic occurrences, the assessment of their properties, 
as well as their use to calculate fields in selected building constructions. This book 
aims to solve a wide range of issues connected with the assessment and modelling 
of electromagnetic occurrences in building constructions. The subjects presented 
in the manuscript are significant for research and scientific purposes. The analysis 
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of the discussed issues also contains an important utility aspect enabling the assess-
ment of construction elements with regard to field distribution and the assessment 
of effects occurring while installing access points of a wireless communication net-
work. Due to the problems connected with the functioning of wireless communica-
tion inside buildings, the main aims of this book:
1) the analysis of the distribution of electromagnetic field and the effects occurring 

in constructions based on various building technologies, and
2) designing of tools enabling the assessment of field occurrences using a chosen 

numerical algorithm.

The scope of research realised in the book connected with the propagation of elec-
tromagnetic waves included:
1) various types of analysed building constructions and 
2) two basic frequency bands, in which wireless communication systems (Wi-Fi) 

can operate, with frequencies: 2.4 GHz and 5 GHz.

The publication subjects to numerical analysis the models of selected building 
constructions, taking into account:

 y the type of building material used, analysing normal and autoclaved aerated con-
crete, ceramic and plaster;

 y the real diameter of reinforcement rods and stirrups and the spaces between them;
 y the size of the spaces in the reinforcement mesh and the number of reinforce-

ment layers within walls;
 y the thickness of walls, connected with their construction function and the num-

ber of layers of appropriate building materials;
 y the structure of bricks, with the example of two types;
 y the changes in electrical parameters of building materials.

The solutions for the partial issues presented in the publication, as well 
as the selected methodology of the designed numerical algorithm may be used in mod-
elling and determining the distribution of field in complex building structures. The use 
of the designed numerical schematics and the results of analyses of material struc-
tures allow to perform tests of various variants of the analysed building structures 
as early as in the modelling stage. Due to difficulties connected with the functioning 
of wireless communication inside of buildings, the designed algorithm has a practi-
cal use in the analysis of field occurrences in constructions based on different types 
of building technologies. 
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