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Wstęp

Informatyka jest rozległą dziedziną obejmującą zarówno badania teoretyczne, sku-
piające się w głównej mierze nad algorytmami i ich optymalizacją, jak i rozwiąza-
nia praktyczne związane z projektowaniem, implementacją i wdrażaniem systemów 
obliczeniowych w warstwie sprzętowej i programowej. Niniejsza monografia jest 
zbiorem pięciu oryginalnych prac naukowych przedstawiających osiągnięcia mło-
dych i dojrzałych naukowców z obszaru informatyki. Poszczególne rozdziały doty-
czą zagadnień związanych z eksploracją danych, zbiorów przybliżonych, modelowa-
niem układów o charakterze dynamicznym, technikami testowania pamięci RAM 
i projektowaniem układów cyfrowych. 

Rozdział Katarzyny Borowskiej Obliczenia granularne w przetwarzaniu danych nie-
zbalansowanych jest poświęcony problemowi eksploracji danych w przypadku zbiorów 
nizbalansowanych. Autorka zauważyła, iż najnowsze badania wykazały, że zagadnie-
nie to nie powinno być rozpatrywane jedynie w kontekście deficytu informacji o jed-
nej z klas. W rzeczywistości spadek jakości standardowych klasyfikatorów w zetknię-
ciu z tego typu zbiorami danych wiąże się przede wszystkim z wysoką złożonością 
rozkładu danych. Złożoność ta wzrasta, gdy w charakterystyce danych pojawiają się 
dodatkowe trudności takie, jak dekompozycja klas, niejednoznaczność strefy brze-
gowej oraz występowanie szumu. Wymaga to zastosowania dedykowanych rozwią-
zań, w szczególności uwzględniających lokalną charakterystykę rozkładu. Dlatego 
zaproponowano w pracy algorytm RGA, który wykorzystuje granule informacyjne 
i zbiory przybliżone do ukierunkowanego modyfikowania zbioru uczącego oraz pro-
ponuje automatyzację doboru parametrów. 

Praca Andrzeja Chmielewskiego Tolerancyjny algorytm V-Detector ma swoje 
źródło w sztucznych systemach immunologicznych. Autor analizuje działanie algo-
rytmu V-Detector, wykorzystywanego standardowo do detekcji anomalii w wielowy-
miarowych zbiorach danych. W tekście zaproponowano nowe podejście do budowy 
detektorów, inspirowane ideą tolerancyjnych zbiorów przybliżonych. Umożliwia ono 
zwiększenie efektywności wykrywania pojawiających się anomalii i częściowo rozwią-
zuje również problem skalowalności, który pojawia się przy standardowym podejściu.

Wiktor Jakowluk w rozdziale Dobór optymalnego pobudzenia w zadaniu identy-
fikacji układu dynamicznego w czasie swobodnym przeprowadza dobór optymalnego 
sygnału wejściowego w czasie swobodnym, który następnie jest wykorzystany w zada-
niu estymacji parametrów modelu układu dynamicznego. Funkcjonał celu Autor 
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sformułował w postaci funkcji Bolzy z ograniczeniem na D-efektywność oraz ener-
gię sygnału sterującego. Przedstawiona metoda może być stosowana dla ogólnej klasy 
systemów i została zweryfikowana przykładami numerycznymi.

Ireneusz Mrozk w pracy Dwuprzebiegowe testy krokowe z regularnym indeksem 
inkrementacji skupia się nad techniką testowania pamięci RAM opartą na dwóch 
przebiegach testu krokowego. Aby zminimalizować złożoność niezbędną do gene-
rowania sekwencji adresowych zaproponowano metodę generowania drugiej sek-
wencji na bazie pierwszej na podstawie przyjętego indeksu inkrementacji W pracy 
dokonano dogłębnej analizy warunków, które muszą spełniać sekwencje adresowe 
w takiej sesji testowej, aby uzyskać jak największe pokrycie uszkodzeń. Określono 
optymalną wartość indeksu inkrementacji prowadzącą do uzyskania maksymalnego 
pokrycia uszkodzeń.

W ostatnim rozdziale monografii Metodyka ASMD-FSMD projektowania układów 
cyfrowych na FPGA z wykorzystaniem języka Verilog Valery Salauyou omawia meto-
dykę projektowania układów cyfrowych opartą na automacie skończonym ze ścieżką 
przetwarzania danych (finite state machine with datapath – FSMD), w którym dzia-
łanie układu opisano w postaci diagramu blokowego automatu ze ścieżką przetwa-
rzania danych (algorithmic state machine with datapath – ASMD). Metodyka ta jest 
nazywana metodyką ASMD-FSMD. W pracy wykazano, iż metodyka ASMD-FSMD, 
w porównaniu z tradycyjną, pozwala na obniżenie kosztów realizacji z 28,6% do 39,7% 
oraz zwiększenie wydajności poszczególnych projektów do 17,6%. Ponadto, zastoso-
wanie metodyki ASMD-FSMD może znacznie skrócić czas projektowania i zwięk-
szyć niezawodność projektów.

Ireneusz Mrozek
Białystok, listopad 2021
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Rozdział 1  
Obliczenia granularne w przetwarzaniu danych 
niezbalansowanych

Katarzyna Borowska 
Wydział Informatyki, Politechnika Białostocka

Streszczenie: Dane niezbalansowane od ponad dwóch dekad stanowią jeden z naj-
bardziej interesujących problemów eksploracji danych. Najnowsze badania wyka-
zały, że zagadnienie to nie powinno być rozpatrywane jedynie w kontekście defi-
cytu informacji o jednej z klas. W rzeczywistości spadek jakości standardowych 
klasyfikatorów w zetknięciu z tego typu zbiorami danych wiąże się przede wszyst-
kim z wysoką złożonością rozkładu danych. Złożoność ta wzrasta, gdy w charak-
terystyce danych pojawiają się dodatkowe trudności, takie jak dekompozycja klas, 
niejednoznaczność strefy brzegowej oraz występowanie szumu. Wymaga to zasto-
sowania dedykowanych rozwiązań, w szczególności uwzględniających lokalną 
charakterystykę rozkładu. Niniejsza praca opisuje algorytm RGA, który wyko-
rzystuje granule informacyjne i zbiory przybliżone do ukierunkowanego mody-
fikowania zbioru uczącego oraz proponuje automatyzację doboru parametrów. 
Przeprowadzone eksperymenty dowiodły wysokiej skuteczności zaproponowanej 
metody w porównaniu z podobnymi technikami.

Słowa kluczowe: dane niezbalansowane, przetwarzanie wstępne danych, oblicze-
nia granularne, granule informacyjne, zbiory przybliżone, SMOTE

Wprowadzenie
Rozwój technologii jest obecnie szybki jak nigdy dotąd. Spektakularne wynalazki, 
o których dawniej nikt nawet nie marzył, stają się częścią naszej codzienności. Roboty, 
autonomiczne pojazdy, asystenci głosowi, zaawansowana diagnostyka medyczna, tele-
chirurgia, biodruk 3D, inteligentne domy, rozszerzona rzeczywistość to tylko nieliczne 
przykłady dziedzin, które w bardzo spektakularny sposób rozwinęły się w ostatnim 
czasie. Każda z nich korzysta z szeroko pojmowanej sztucznej inteligencji. Ta zaś 
opiera się przede wszystkim na zgromadzonych danych. Wydobywanie cennej wie-
dzy z danych jest złożonym procesem, wymagającym eksperckiej wiedzy, doświad-
czenia oraz odpowiednio przygotowanych i wdrożonych technik. Niestety, nawet naj-
bardziej kompetentni badacze napotykają w trakcie eksploracji danych na problemy, 

DOI: 10.24427/978-83-66391-96-3_1
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które niejednokrotnie wynikają z samej natury danych [22]. Wśród takich proble-
mów szczególnie interesujący i dominujący pod względem częstości występowania 
jest problem danych niezbalansowanych. Dane tego typu charakteryzują się znaczną 
dysproporcją liczebności próbek reprezentujących poszczególne klasy. W praktyce 
oznacza to, że nie udało się pozyskać dostatecznych informacji na temat jednej z klas 

– liczba odnotowanych obserwacji należących do tej klasy (nazywanej mniejszościową 
lub pozytywną) jest diametralnie mniejsza niż liczba pozostałych obserwacji (z klasy 
nazywanej większościową lub negatywną) [9]. Co więcej, to właśnie ta klasa, która 
występuje w zbiorze danych w niedomiarze, jest zazwyczaj przedmiotem szczególnego 
zainteresowania. Sam fakt niewielkiej liczby próbek reprezentujących jedną z klas 
nie stanowiłby tak znaczącego problemu, gdyby nie tendencja narzędzi używanych 
standardowo w klasyfikacji do uogólniania, czyli podejmowania decyzji na korzyść 
klas, których reprezentacja jest największa [9, 26]. Ponadto, na poziom złożoności 
problemu wpływa również rozkład danych. Okazuje się, że nie tylko deficyt danych 
z jednej z klas może skutkować negatywnym wpływem na proces uczenia maszyno-
wego, ale również sama charakterystyka danych, w szczególności jej poziom skom-
plikowania, może doprowadzić do degradacji wyników [9, 17, 26]. Te dwa czynniki: 
niezbalansowanie danych oraz ich złożoność stanowią główne przyczyny komplika-
cji w procesie uczenia maszynowego. Wśród proponowanych rozwiązań problemu 
można wyróżnić metody modyfikujące zbiór uczący, zmodyfikowane klasyfikatory 
oraz techniki hybrydowe, łączące obydwa podejścia [9, 10, 15, 26].

W ramach niniejszej pracy opisana zostanie metoda, która proponuje zastosowanie 
obliczeń granulanych [21] we wstępnym przetwarzaniu danych niezbalansowanych, 
aby uzyskać zbalansowany pod względem liczebności zbiór próbek oraz doprowa-
dzić do zmniejszenia złożoności dystrybucji danych. Biorąc pod uwagę indywidu-
alny charakter rozkładów danych z różnych dziedzin oraz ich wewnętrzną dystry-
bucję, opracowany algorytm pozwala na zachowanie elastyczności przez możliwość 
automatycznego doboru parametrów.

1.1. Istota problemu danych niezbalansowanych 

1.1.1. Źródła problemu

W zagadnieniu danych niezbalansowanych głównym wyznacznikiem powagi prob-
lemu jest liczba oraz rodzaj dziedzin, które są reprezentowane przez zbiory danych 
dotknięte tym zjawiskiem. Okazuje się, że dane tego typu charakteryzują zagadnienia 
z bardzo wielu obszarów otaczającej nas rzeczywistości, również tych, które uznawane 
są za wyjątkowo istotne. W szczególności są to: diagnostyka medyczna, wykrywa-
nie wszelkich anomalii, takich jak wycieki ropy naftowej, detekcja wad produkcyj-
nych, wykrywanie przestępstw finansowych oraz włamań, zarządzanie ryzykiem, 
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kategoryzacja tekstu oraz analiza sentymentu [9, 12, 15, 16, 28]. W większości tych 
dziedzin to poprawne rozpoznawanie obiektów z klasy, która jest mniej liczna, sta-
nowi główny cel analizy [28]. Spadek jakości algorytmu względem mniej licznej klasy 
w wielu dziedzinach może prowadzić do dramatycznych skutków, takich jak zbyt 
późne wdrożenie (lub całkowity brak wdrożenia) odpowiednich do danego prob-
lemu rozwiązań (np. niepodjęcie leczenia we wczesnym stadium choroby nowotwo-
rowej [12]). Potwierdza to, jak ważna jest świadomość istnienia niniejszego problemu 
oraz odpowiednie reagowanie we wczesnych etapach eksploracji danych.

Podstawowym krokiem, który pozwala wykrywać potencjalny problem danych 
niezbalansowanych, jest zbadanie wskaźnika imbalanced ratio (IR), [24]:

 IR N
N

=
−

+
, (1.1)

gdzie N − stanowi liczbę obiektów z klasy większościowej, zaś N + oznacza liczbę obiek-
tów z klasy mniejszościowej.

Nie zdefiniowano jednoznacznego progu określającego sytuację, w której można 
nazwać analizowaną dystrybucję danych niezbalansowaną [26]. Zarówno proporcje 
między klasami takie, jak 100:1, 1000:1, czy 1000000:1 mogą wskazywać na koniecz-
ność szczególnego traktowania danych oraz uwzględnienia w dalszych pracach tej 
dysproporcji [28].

Oprócz wspomnianej weryfikacji wskaźnika IR, niezwykle ważne jest uwzględ-
nienie dodatkowych trudności, które mają bezpośredni wpływ na złożoność roz-
kładu danych. Ostatnie szczegółowe badania potwierdzają, że to właśnie te komplika-
cje, w połączeniu z dysproporcją liczebności próbek z poszczególnych klas, stanowią 
główne źródło problemu [9, 12, 14, 17, 18, 24, 26, 28, 29]. Zaburzona charaktery-
styka danych oraz ich niezbalansowanie ma ogromne znaczenie w procesie uczenia 
klasyfikatorów. Większość badań pokazuje w takich przypadkach ukierunkowanie 
modelu do podejmowania decyzji na korzyść klasy większościowej. Próbki z klasy 
mniejszościowej, ich cechy szczególne, wyróżniające właściwości, nie mogą zostać 
prawidłowo rozpoznane i w rezultacie zostają zdominowane przez bardziej liczne 
obserwacje z klasy większościowej. Wśród wspomnianych dodatkowych komplika-
cji można wyróżnić:
 y Dekompozycję klas – zbiór danych składa się z rozdrobnionych klastrów, sku-

piających bardzo niewielkie zbiory próbek z poszczególnych klas [12, 14, 18, 24, 
28, 29]. Zjawisko to jest szczególnie niekorzystne w przypadku klasy mniejszoś-
ciowej, której liczebność nawet bez podziału na klastry jest zbyt mała, aby stan-
dardowe klasyfikatory miały możliwość wyznaczenia charakterystyki wyróżnia-
jącej obiekty reprezentujące daną klasę [14]. Podział na rozproszone podzbiory 
dodatkowo utrudnia rozpoznawanie klasy mniejszościowej.

 y Niejednoznaczność strefy brzegowej – występuje w sytuacji, gdy istnieją w rozkła-
dzie danych obszary, które koncentrują bardzo podobne do siebie obiekty z róż-
nych klas. Stąd klasyfikatory nie mają możliwości wyznaczenia reguł odpowiednio 
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rozróżniających próbki między klasami, gdyż odbywałoby się to kosztem zdolno-
ści uogólniania [9]. Przeprowadzone badania wskazują, że im większy jest poziom 
nakładania się klas w obszarze brzegowym, tym większa podatność algorytmu 
uczenia na problem niezbalansowania danych [28].

 y Występowanie szumu – istnienie specyficznych przykładów, które mimo, że repre-
zentują klasę mniejszościową, posiadają cechy specyficzne dla klasy większościo-
wej. Obiekty tego typu w przestrzeni cech zajmują miejsca oddalone od próbek 
z tej samej klasy, jednocześnie znajdując się w otoczeniu przykładów z klasy prze-
ciwnej [24]. Próbki tego rodzaju mogą stanowić błędne dane, jednak nie można 
wykluczyć, że są to bardzo rzadkie przypadki [29].

Opisane trudności, zwiększające złożoność danych, powinny zawsze być rozpa-
trywane równolegle z problemem danych niezbalansowanych.

1.1.2. Parametry jako zagadnienie zwiększające złożoność problemu

Oprócz wspomnianych istotnych komplikacji, które można nazwać wewnętrznymi, 
gdyż wynikają z samej natury danych niezbalansowanych oraz złożoności ich roz-
kładów, występują również trudności niejako zewnętrzne, związane z narzędziami, 
które potencjalnie mogłyby stanowić skuteczne rozwiązanie problemu danych nie-
zbalansowanych. Otóż, nawet te narzędzia, których wyniki w zetknięciu z niezbalan-
sowanymi zbiorami danych są obiecujące, niezwykle często nie spełniają kryterium 
oczekiwanej elastyczności. W istocie pozwalają na uzyskiwanie rezultatów o wyso-
kiej jakości, jednak zazwyczaj jest to poprzedzone żmudną pracą nad odpowiednim 
doborem parametrów, które są adekwatne jedynie do danego, konkretnego przy-
padku. Jednocześnie te same parametry najprawdopodobniej nie znajdą zastoso-
wania przy pracy nad innym zbiorem danych (w szczególności takim, który będzie 
miał zupełnie inną charakterystykę rozkładu). W ten sposób można wyszczególnić 
kolejne, niekiedy pomijane oraz poniekąd ukryte, źródło problemów w przetwarza-
niu danych niezbalansowanych: trudności w doborze parametrów.

Wiele technik przedstawianych jako środki zaradcze na niezbalansowanie danych 
wymaga konfiguracji różnych parametrów. Wśród nich można wyróżnić między 
innymi wylistowane poniżej parametry:
 y liczba najbliższych sąsiadów,
 y miary odległości,
 y proporcje i wartości progowe pozwalające określić złożoność rozkładu danych,
 y liczba klastrów,
 y docelowa liczebność klasy mniejszościowej,
 y wagi cech,
 y wagi obiektów reprezentujących poszczególne klasy,
 y próg określający podobieństwo obiektów,
 y tryby przetwarzania dobrane w zależności od poziomu złożoności rozkładu danych.
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Występowanie wymienionych parametrów jest uzależnione od wybranej metody, 
jednakże dobór nawet pojedynczych z nich może wpływać znacząco na wyniki. Brak 
doświadczenia lub wiedzy dziedzinowej może skutkować zaprzepaszczeniem sku-
teczności danego algorytmu przy nieodpowiednio dobranych parametrach. Ponadto, 
nawet przy dysponowaniu tymi pożądanymi cechami również istnieje ryzyko błędnej 
oceny odnośnie zbiorów danych o wysokiej złożoności rozkładu. Nie należy więc lek-
ceważyć tych dodatkowych trudności i warto zautomatyzować proces dobierania para-
metrów celem uzyskania większej pewności co do tego, czy możliwości algorytmów 
są wykorzystywane w pełni w ramach prac nad danymi o konkretnej charakterystyce.

1.2. Przegląd dotychczasowych rozwiązań
Niniejsza praca obejmuje propozycję rozwiązania problemu danych niezbalansowa-
nych należącą do technik modyfikujących dane (przetwarzania wstępnego). Stąd rów-
nież w tym rozdziale zostaną przedstawione wyłącznie techniki pokrewne do przed-
stawionego algorytmu. Nie sposób jednak nie wspomnieć, że oprócz tej kategorii 
metod, istnieje wiele innych rozwiązań ukierunkowanych na dostosowanie algoryt-
mów klasyfikacji na poprawne wykrywanie próbek z klasy mniejszościowej lub narzę-
dzia hybrydowe, łączące modyfikacje klasyfikatorów z modyfikacjami danych [9]. 
Nie umniejszając skuteczności wymienionych alternatywnych metod, w niektórych 
zastosowaniach mogą okazać się niewystarczająco elastyczne ze względu na koniecz-
ność ingerencji w mechanizmy działania algorytmów. Analiza ta będzie więc doty-
czyła wybranych metod niezależnych od klasyfikatorów.

1.2.1. Synthetic Minority Oversampling Technique (SMOTE)

Rozpatrując dostępne techniki niwelowania problemu danych niezbalansowanych, 
oparte na modyfikacjach w zbiorze uczącym, niewątpliwie należy wyróżnić algo-
rytm SMOTE [6]. Metoda ta zawdzięcza swój sukces idei generowania nowych próbek 
danych z klasy mniejszościowej bazując na podobieństwie między istniejącymi przy-
kładami reprezentującymi tę klasę [9]. W porównaniu z losowym tworzeniem obiek-
tów z klasy mniejszościowej, stanowiących wierne kopie istniejących już obserwacji, 
algorytm ten można nazwać przełomowym. Niestety, biorąc pod uwagę dodatkowe 
trudności, wynikające ze złożoności rozkładów danych, nawet tak skuteczna metoda 
jak SMOTE okazuje się niepozbawiona wad [26, 28]. Generowanie nowych próbek 
z jednej z klas, bez uwzględniania charakterystyki konkretnego zbioru danych, może 
prowadzić do wprowadzenia niejasności oraz niespójności, a tym samym do zwięk-
szenia złożoności rozkładu danych. W szczególności umiejscowienie pojedynczych 
próbek z klasy mniejszościowej w obszarach zajmowanych głównie przez obserwacje 
z klasy większościowej, stanowi jedynie wprowadzanie niepotrzebnego szumu, który 
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nic nie wniesie w procesie klasyfikacji oraz nie poprawi wyników (a może wręcz prze-
ciwnie – zaburzyć je). Stąd w wielu pracach postanowiono skupić się na udoskonale-
niu tak obiecującej metody [8].

1.2.2. Modyfikacje SMOTE

Pierwsza grupa rozwiązań opartych na SMOTE obejmuje techniki, które zakładają 
generowanie nowych, syntetycznych próbek z klasy mniejszościowej jedynie w okre-
ślonych obszarach przestrzeni cech. Metoda Borderline-SMOTE [11] ogranicza tworze-
nie nowych obiektów jedynie do granicy między przykładami z obydwu klas. Autorzy 
sugerują, że to właśnie obszar graniczny jest punktem newralgicznym w procesie 
klasyfikacji i wzmocnienie reprezentacji próbek z klasy mniejszościowej w tym rejo-
nie polepszy zdolność algorytmów do poprawnego klasyfikowania. MSMOTE [13] 
z kolei przyjmuje odmienne podejście. Na początku przydziela próbki do trzech grup 
w zależności od ich sąsiedztwa w przestrzeni cech. Podział ten decyduje o sposobie 
tworzenia nowych obiektów z klasy mniejszościowej: w przypadku obiektów leżą-
cych na granicy między klasami syntetyczna próbka tworzona jest na podstawie połą-
czenia cech analizowanej aktualnie obserwacji oraz jedynie jej najbliższego sąsiada. 
Pozostałe obiekty podlegają identycznemu procesowaniu jak w przypadku klasycz-
nej metody SMOTE. Przykłady uznane za szum nie biorą udziału w przetwarzaniu. 
Podobny mechanizm działania przyjmuje metoda Safe-Level SMOTE [5]. Próbki 
z klasy mniejszościowej są kategoryzowane pod względem poziomów bezpieczeń-
stwa, które reprezentują. Poziomy te odzwierciedlają sąsiedztwo, w jakim znajduje 
się dana próbka – jeśli będzie to otoczenie złożone głównie z obiektów z klasy prze-
ciwnej (większościowej), wtedy obserwacja uznawana jest za należącą do zmniejszo-
nego poziomu bezpieczeństwa. Nowe próbki generowane są jedynie z pobliżu obsza-
rów złożonych z obiektów o wysokich poziomach bezpieczeństwa (czyli obszarach 
składających się głównie z obserwacji z klasy mniejszościowej).

1.2.3. Metody filtrujące

Druga grupa rozwiązań nawiązujących do techniki SMOTE wzbogaca przetwarzanie 
oparte na ukierunkowanym generowaniu syntetycznych próbek o dodatkowy krok 
czyszczenia danych. Metoda SPIDER [18] w trybie „Weak” opiera się na wzmacnianiu 
liczebności przykładów z klasy mniejszościowej, które zostały uznane za bezpieczne 
(bazując na ich położeniu w przestrzeni cech). Tryb „Relabel” wprowadza fazę zmian 
etykiet obiektów z klasy większościowej, które zostały uznane za szum. W trybie 

„Strong” zarówno bezpieczne, jak i uznane za szum próbki z klasy mniejszościowej 
są wzmacniane (biorą udział w przetwarzaniu wstępnym analogicznym do metody 
SMOTE). SMOTE-RSB* [23] zakłada generowanie syntetycznych przykładów algoryt-
mem SMOTE. Dodatkowo, opierając się na teorii zbiorów przybliżonych, wprowadza 



13

etap czyszczenia nowoutworzonych danych, które nie należą do dolnej aproksy-
macji. Metoda SMOTE + Tomek-links [1] po kroku tworzenia nowych obiektów, 
usuwa z obydwu klas przykłady, które wprowadzają niejasności do rozkładu danych. 
Wykorzystuje do tego pary najbliżej sąsiadujących obserwacji, tzw. Tomek-links, które 
zawierają próbki z dwóch różnych klas. Wszystkie tak zidentyfikowane pary są usu-
wane. SMOTE-IPF [24] do usuwania wprowadzających szum danych wykorzystuje 
filtr IPF. Filtr ten bazuje na modelach klasyfikatora C4.5 utworzonych na partycjach 
z podzielonego źródłowego zbioru danych. W przypadku, gdy ponad połowa z tak 
zbudowanych klasyfikatorów nie jest w stanie poprawnie sklasyfikować danej próbki, 
taka obserwacja jest usuwana. Filtrowaniu podlegają wszystkie przykłady: zarówno 
te pierwotnie występujące w zbiorze danych, jak i wygenerowane w procesie przetwa-
rzania wstępnego metodą SMOTE. Algorytm VISROT [4] łączy podejście ukierun-
kowanego tworzenia nowych próbek (przez generowanie ich jedynie w wybranych 
obszarach przestrzeni cech – tych, które można uznać za bezpieczne, czyli oddalone 
od przykładów z klasy większościowej) z etapem czyszczenia danych. Wszystkie nowe, 
syntetyczne przykłady, które są uznane za szum, zostają usuwane.

1.3. Algorytm RGA
Głównym celem powstania algorytmu RGA (Rough-Granular Computing Algorithm) 
[2] jest zapewnienie elastyczności w połączeniu z efektywnością działania przy wydo-
bywaniu wiedzy z danych niezbalansowanych. Opisywane podejście wykorzystuje 
wyłącznie proces przetwarzania wstępnego danych, nie ingerując w żaden sposób 
w mechanizmy działania algorytmów klasyfikacji. Stąd zachowana jest niezależność 
metody od wybranego klasyfikatora. Algorytm opiera się na wybiórczym i ukierun-
kowanym generowaniu nowych próbek z klasy mniejszościowej oraz dodatkowym 
kroku filtrowania. Etap filtrowania został ograniczony jedynie do syntetycznych pró-
bek, aby nie stracić żadnych potencjalnie istotnych informacji z oryginalnego zbioru 
danych. Dodatkowo istotną cechą wyróżniającą metodę RGA jest możliwość automa-
tycznego doboru parametrów do konkretnego problemu poprzez iteracyjne powtarza-
nie kroku przetwarzania wstępnego z różnymi kombinacjami wartości parametrów.

1.3.1. Wyznaczenie granul

Algorytm rozpoczyna się od identyfikacji granul informacyjnych [21, 27]. Identyfikacja 
ta opiera się na założeniu, że obserwacje mogą być traktowane jako podobne, jeśli 
znajdują się w bliskiej odległości w przestrzeni cech. Za pomocą metody kNN wyzna-
czane są granule skupiające instancje z klasy mniejszościowej wraz z sąsiadującymi 
próbkami z obydwu klas. Kluczowe jest w tym kroku określenie miary podobieństwa 
obiektów. Jako że rzeczywiste dane przeważnie wymagają możliwości przetwarzania 
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zarówno jakościowych, jak i ilościowych atrybutów, stosowana jest dedykowana 
metryka: Heterogeneous Value Distance Metric (HVDM), [30]. Pozwala ona skutecz-
nie określić podobieństwo obserwacji bazując na ich sąsiedztwie, czyli bliskim poło-
żeniu w przestrzeni cech. Bliskie położenie wskazuje na zbliżone wartości poszcze-
gólnych atrybutów rozpatrywanych obserwacji.

1.3.2. Badanie stopnia zawierania granul

Wykonanie kroku formowania granul informacyjnych, skupiających próbki z klasy 
mniejszościowej otoczone podobnymi obiektami z obydwu klas, pozwala na podział 
problemu na mniejsze zadania [21]. Dzięki temu granule mogą zostać przetworzone 
w sposób adekwatny do specyfiki danych, które zawierają. Proces ten stanowi klu-
czowy etap działania algorytmu, identyfikujący złożoność rozkładu danych i determi-
nujący mechanizm postępowania, który powinien zostać zastosowany wobec danych 
określonego typu. Tym samym uzyskiwana jest elastyczność, pozwalająca na sku-
teczną pracę ze zbiorami danych o różnej charakterystyce.

Proces dobierania odpowiedniej metody przetwarzania do typu granuli obej-
muje ustalenie, w jakim stopniu określona granula zawiera się w granuli definiującej 
całą klasę mniejszościową. W rezultacie każdej z granul przydzielana jest etykieta 
wyznaczająca dalszy proces postępowania. Poniższe punkty zawierają opis poszcze-
gólnych etykiet:
 y SAFE – wysoki stopień zawierania granuli informacyjnej oznacza, że znajduje się 

ona w obszarze jednolicie zajmowanym przez obiekty z klasy mniejszościowej. 
Obszar taki można uznać za bezpieczny – algorytm klasyfikacji nie powinien 
napotkać trudności w rozpoznawaniu próbek tego typu. Wskaźnikiem umożli-
wiającym przydzielenie granuli tej etykiety jest proporcja zawierających się w niej 
obserwacji z dwóch klas: jeśli większość stanowią przykłady z klasy mniejszościo-
wej i jednocześnie próbka położona najbliżej centralnego punktu granuli należy 
do klasy mniejszościowej, granula otrzymuje etykietę SAFE.

 y BOUNDARY – niski stopień zawierania jest wynikiem znacznej reprezenta-
cji próbek z klasy większościowej w danej granuli. Tak określona granula znaj-
duje się w mniej jednorodnym obszarze, stanowiącym granicę między kla-
sami w przestrzeni cech. Występowanie granul tego rodzaju oznacza, że próbki 
z obydwu klas są wymieszane. Doprecyzowując, granula jest oznaczana jako 
BOUNDARY, gdy przynajmniej połowa jej elementów reprezentuje klasę więk-
szościową lub próbka położona najbliżej elementu centralnego granuli należy 
do klasy większościowej.

 y NOISE – zerowy stopień zawierania granuli zachodzi w sytuacji, gdy żaden z obiek-
tów tworzących granulę, z wykluczeniem centralnego przykładu, nie należy 
do klasy mniejszościowej. Jako że jedynie centralna próbka reprezentuje klasę 
mniejszościową, należy ją rozpatrywać w kategoriach bardzo rzadkiego przy-
padku. Otoczenie sąsiadującymi obserwacjami z klasy większościowej będzie 
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przysparzało znacznych trudności w procesie uczenia standardowymi klasyfi-
katorami. Granula oznaczona tą etykietą niesie informacje, które charakteryzują 
przede wszystkim klasę większościową.

Wymienione etykiety odzwierciedlają, w jakim stopniu dana granula definiuje 
specyficzne cechy klasy mniejszościowej, jak bardzo są one charakterystyczne dla tej 
klasy i tym samym, czy będzie powodowała trudności w procesie uczenia. Na pod-
stawie tak dokonanego podziału granul podejmowana jest decyzja odnośnie trybu 
dalszego przetwarzania danych. W zależności od przyjętego trybu działania, algo-
rytm generuje w określonych obszarach przestrzeni cech odpowiednią liczbę synte-
tycznych próbek (rysunek 1.1).

a) b)

c)

RYSUNEK 1.1. Centralne punkty granul zostały oznaczone linią przerywaną. Wygenerowane przy-
kłady z klasy mniejszościowej oznaczono znakiem gwiazdy bez wypełnienia. Koła z szarym wypeł-
nieniem reprezentują próbki z klasy większościowej. Proces generowania syntetycznych pró-
bek w zależności od przyjętego trybu działania: (a) tryb LowComplexity, (b) tryb HighComplexity, 
(c) tryb noSAFE
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Wybór sposobu przetwarzania wstępnego danych niezbalansowanych odbywa się 
poprzez weryfikację wartości parametrycznej definiującej procentowy udział granul 
oznaczonych etykietą BOUNDARY w zbiorze wszystkich granul stworzonych wokół 
obiektów z klasy mniejszościowej. Wartość progowa określa, z jakim typem problemu 
będzie trzeba się zmierzyć w procesie przygotowania danych do uczenia maszynowego. 
Eksperymenty przeprowadzone w [12] udowadniają, że co najmniej 30% przykładów 
z klasy mniejszościowej będących na granicy klas (gdzie próbki są wymieszane) może 
doprowadzić do znacznego pogorszenia skuteczności klasyfikacji. Algorytm RGA 
umożliwia określanie wartości progowej jako parametru: complexity_th.

Detekcja niewielu granul typu BOUNDARY w zbiorze danych umożliwia zasto-
sowanie trybu LowComplexity. Dane tego typu niosą dużo informacji charaktery-
stycznych dla danej klasy, pozwalając odróżniać od siebie obiekty z poszczególnych 
klas. Przykłady z klasy mniejszościowej są przeważnie otoczone próbkami reprezen-
tującymi tę samą klasę. Stąd można wnioskować, że granule te położone są w rela-
tywnie jednorodnych obszarach. Poniższy wzór definiuje kryterium uznania zbioru 
danych za odpowiedni do przetwarzania w tym trybie:

 
card x X Label x BOUNDARY

card X
complexity thd

d

∈ ( ) ={ }( )
( ) <=+

=+

:
_ , (1.2)

gdzie: card U� �  to liczba elementów zbioru U , x  stanowi pojedynczy obiekt, Xd��  
oznacza przykłady z klasy mniejszościowej, zaś Label x� �  jest etykietą przypisaną 
obiektowi x .

Po ustaleniu metody działania algorytmu jako LowComplexity, przetwarzanie 
wstępne granul poszczególnych rodzajów odbywa się w dostosowany do ich właści-
wości sposób. Dokładny opis tego mechanizmu znajduje się poniżej:
 y Label x SAFE� � � : w większości występujące granule oznaczone jako bezpieczne 

nie wymagają znacznego wsparcia nowymi syntetycznymi próbkami – tworzone 
jest wyłącznie po jednej próbce na granulę posiadającą tę etykietę. Nowy obiekt 
opisany jest przez zbiór cech stanowiących kombinację właściwości rozpatrywa-
nego centralnego przykładu danej granuli oraz najbliższego sąsiada.

 y Label x BOUNDARY� � � : większość syntetycznych próbek generowana jest w tych 
granicznych obszarach. Dzięki temu można uzyskać wzmocnienie roli obserwacji 
z klasy mniejszościowej w tym trudnym rejonie przestrzeni cech. Jako że nie dys-
ponujemy wieloma przypadkami tego typu, utworzenie wielu egzemplarzy instan-
cji z klasy mniejszościowej w obszarze nakładania się klas pozwoli klasyfikato-
rowi na wygenerowanie poprawnych reguł. Nowe próbki tworzone są w bliższej 
odległości od centralnego przykładu danej granuli, aby zapobiegać zbytniemu 
zwiększaniu złożoności rozkładu przez nadmierne wymieszanie klas.

 y Label x NOISE� � � : nowe przykłady nie są generowane.
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Przewaga granul oznaczonych jako BOUNDARY, czyli:

 
card x X Label x BOUNDARY

card X
complexity thd

d

∈ ( ) ={ }( )
( ) ≥=+

=+

:
_ , (1.3)

implikuje konieczność przyjęcia bardziej restrykcyjnych reguł generowania synte-
tycznych próbek. Wiąże się to z potencjalnymi znacznymi komplikacjami w proce-
sie uczenia w wyniku wysokiej złożoności problemu. Przyjmowany jest więc tryb 
HighComplexity, który zakłada dalsze przetwarzanie danych w następujący sposób:
 y Label x SAFE� � � : większość nowych próbek generowana jest w tym uznanym 

za bezpieczny obszarze. Zakładając, że granule tego typu skupiają przykłady posia-
dające specyficzne dla klasy mniejszościowej cechy i stanowiące proste do wyucze-
nia wzorce, utworzenie głównej puli syntetycznych przykładów właśnie w tych 
rejonach nie spowoduje wzrostu złożoności problemu, a jednocześnie umożliwi 
klasyfikatorom lepsze rozeznanie odnośnie właściwości charakteryzujących klasę 
mniejszościową.

 y Label x BOUNDARY� � � : liczba obserwacji tego typu jest podwajana poprzez two-
rzenie pojedynczych nowych przykładów, wykorzystując kombinację cech central-
nej próbki granuli oraz jej najbliżej położonego sąsiada – przy czym nowy przykład 
będzie wykazywał większe podobieństwo do centralnej próbki granuli. Tworzenie 
wielu nowych obiektów w obszarze granicznym w trybie HighComplexity mogłoby 
doprowadzić do nadmiernego efektu nakładania się danych różnych klas. Między 
dwoma obiektami z klasy mniejszościowej może występować obiekt z klasy więk-
szościowej. Stąd nowa próbka mogłaby być zbyt podobna do reprezentanta klasy 
negatywnej. Aby zapobiec takiej sytuacji, w tym niejednoznacznym obszarze 
generowane są wyłącznie pojedyncze nowe przykłady z klasy mniejszościowej.

 y Label x NOISE� � � :  nowe przykłady nie są generowane.

Ostatni przypadek dotyczy szczególnej sytuacji, w której żadne granule typu bez-
piecznego (SAFE) nie zostały rozpoznane:

 
x X Label x SAFEd∈ ( ) ={ } = ∅=+ : , (1.4)

Wybierany jest wtedy tryb noSAFE. Określa on dane o szczególnie dużej złożono-
ści. Brak bezpiecznych obszarów oznacza bardzo wysoki poziom wymieszania danych 
pochodzących z różnych klas. Stosowana jest w takim wypadku dedykowana metoda 
przetwarzania, zgodna z opisem poniżej:
 y Label x BOUNDARY� � � :  wszystkie syntetyczne obiekty z klasy mniejszościo-

wej generowane są w obszarach granicznych. Nowe przykłady nie mogą być two-
rzone w bezpiecznych rejonach, gdyż takie nie istnieją. W tej szczególnej sytuacji 
jedynie wzmocnienie reprezentacji próbek z klasy mniejszościowej w obszarach 
wymieszania klas może poprawić skuteczność klasyfikacji.

 y Label x NOISE� � � :  nowe przykłady nie są generowane.
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Granule typu NOISE zostały wykluczone z przetwarzania, gdyż nie ma pewno-
ści odnośnie przyczyny ich występowania. Mogą stanowić zarówno błędnie zapisane 
dane, jak i niespotykane przypadki. Zakładając możliwość prawdziwości każdej z tych 
potencjalnych przyczyn, tego typu próbki nie powinny być usuwane, ale jednocześ-
nie nie warto poddawać ich przetwarzaniu, aby nie doprowadziły do nadmiernego 
zwiększenia złożoności rozkładu, wprowadzając szum.

1.3.3. Filtrowanie danych

W celu zapewnienia jak najwyższej jakości tworzonych obiektów klasy mniejszoś-
ciowej, wprowadzony został etap usuwania niejednoznaczności. Po wygenerowaniu 
nowych próbek weryfikowana jest ich przynależność do dolnej aproksymacji zbioru 
zawierającego elementy z klasy mniejszościowej. Jeśli nowy obiekt nie należy do dol-
nej aproksymacji, jest usuwany ze zbioru syntetycznych próbek.

Przyjmując U  jako uniwersum, relacja nierozróżnialności IND U U⊆ ×  w teo-
rii zbiorów przybliżonych identyfikuje przykłady, które są opisywane identycznymi 
informacjami [20, 27]. Jednym z głównych pojęć opartych na tym twierdzeniu jest 
dolna aproksymacja zbioru X  (stanowiącego dowolny podzbiór uniwersum U ):

 x U x XIND∈ ⊆{ }: [ ] , (1.5)

Jest to zbiór wszystkich próbek, które mogą być jednoznacznie sklasyfikowane 
jako należące do X  w odniesieniu do relacji nierozróżnialności IND  [19].

Możliwość przetwarzania danych o wartościach typu ciągłego zapewniona została 
poprzez zastosowanie pojęcia podobieństwa obiektów jako odległości między prób-
kami w przestrzeni cech w ramach relacji tolerancji uogólnionej teorii zbiorów przy-
bliżonych [25, 27]. Modyfikacja ta wymagała ustanowienia określonej wartości pro-
gowej, która jest swoistą granicą między podobnymi przykładami a pozostałymi 
obserwacjami. Próg podobieństwa (distance_th) jest parametrem aplikacji. Jest to war-
tość procentowa średniej odległości HVDM między obiektami z różnych klas w prze-
twarzanym zbiorze danych. Po wykonaniu kroku filtrowania, dane mogą zostać pod-
dane procesowi klasyfikacji.

Przewidzenie jak wiele z wygenerowanych próbek zostanie usuniętych nie jest 
możliwe. Zaistnienie pesymistycznego scenariusza mogłoby oznaczać, że nadmier-
nie dużo syntetycznych obiektów będzie wykluczonych z dalszego przetwarzania 
w etapie filtrowania i w związku z tym całkowita liczebność klasy mniejszościowej 
nie zostanie odpowiednio zwiększona. Mając na uwadze istotny cel wstępnego prze-
twarzania danych niezbalansowanych – a jest nim próba zrównania liczebności przy-
kładów z obydwu klas – wprowadzono dodatkowe zabezpieczenie w postaci określa-
nej jako parametr nadmiarowości w tworzeniu nowych próbek (card_redundancy). 
Parametr ten jest wartością procentową, wykorzystywaną do wyliczania całkowitej 
liczby wygenerowanych obiektów zgodnie z następującym wzorem:
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 generated samples card redundancy N N_ _ *( )= −− + , (1.6)

gdzie N −  oznacza liczbę obiektów z klasy większościowej, zaś N +  oznacza liczbę 
obiektów z klasy mniejszościowej.

1.3.4. Dobieranie parametrów

Opisany algorytm posiada kilka szczególnie istotnych parametrów, których modyfi-
kacja może skutkować lepszym dopasowaniem mechanizmu działania do konkret-
nego rozkładu danych. Parametry te są następujące:
 y k – liczba najbliższych sąsiadów,
 y complexity_th – próg złożoności,
 y distance_th – próg podobieństwa,
 y card_reundancy – liczba dodatkowych obiektów.

DT

DTparam_1

DTparam_1

DTparam_1

param 1

param 2

param
n

Dane zbalansowane

...

Classifierparam_1

Classifierparam_2

Classifierparam_n

RYSUNEK 1.2.: Metoda automatycznej ewaluacji parametrów 

Aby uprościć proces doboru wymienionych parametrów, została opracowana 
metoda automatycznej ewaluacji (rysunek 1.2). Na początku przygotowywane są kom-
binacje możliwych wartości, jakie może przyjąć każdy z parametrów. W wyniku 
uzyskiwane są skończone zbiory potencjalnych wartości. Następnie algorytm prze-
twarzania danych rozpoczyna działanie wykorzystując pierwszą kombinację przy-
gotowanych parametrów. Przetwarzanie powtarzane jest wielokrotnie, za każdym 
razem z użyciem innej puli wartości parametrów. W rezultacie budowane są modele 
klasyfikatorów korzystające z oddzielnych zbiorów danych, stanowiących oryginalny 
zbiór danych wzbogacony o wygenerowane według odpowiednio sparametryzowa-
nego algorytmu RGA syntetyczne próbki z klasy mniejszościowej. Następnie uzyskane 
wyniki są poddawane weryfikacji tak, aby wybrać najlepszy z nich.
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1.4. Eksperymenty
Przedstawiona metoda została przetestowana na piętnastu rzeczywistych zbiorach 
danych. Charakterystyka poszczególnych zbiorów zaprezentowana jest w tabeli 1.1. 
Wszystkie dane zostały pobrane z repozytorium UCI [7]. Cechują się różnymi pozio-
mami niezbalansowania liczebności próbek z poszczególnych klas (na co wskazuje 
parametr IR) oraz w większości wysoką złożonością (kolumna „Obszar graniczny”).

TABELA 1.1. Charakterystyka wykorzystanych zbiorów danych

Nazwa Liczba próbek Liczba atrybutów IR Obszar graniczny

ecoli-0-1 vs 5 240 6 11,00 niepusty

ecoli-0-1 vs 2-3-5 244 7 9,17 niepusty

ecoli-0-1-4-6 vs 5 280 6 13,00 niepusty

ecoli-0-1-4-7 vs 5-6 332 6 12,28 niepusty

ecoli-0-3-4-7 vs 5-6 257 7 9,28 pusty

ecoli-0-4-6 vs 5 203 6 9,15 niepusty

ecoli-0-6-7 vs 3-5 222 7 9,09 niepusty

ecoli-0-2-6-7 vs 3-5 224 7 9,18 niepusty

glass-0-1-6 vs 5 184 9 19,44 pusty

glass-0-4 vs 5 92 9 9,22 pusty

glass-0-6 vs 5 108 9 11,00 pusty

glass5 214 9 22,78 pusty

led7digit-0-2-4-5-6-7-8-9 vs 1 443 7 10,97 niepusty

page-blocks-1-3 vs 4 472 10 15,86 niepusty

yeast-0-3-5-9 vs 7-8 506 8 9,12 niepusty

Każdy ze zbiorów został podzielony na mniejsze partycje, aby umożliwić pięcio-
krotną walidację krzyżową. Wykorzystane w eksperymentach zbiory często występują 
w publikacjach o tematyce danych niezbalansowanych, co usprawnia proces porów-
nywania wyników między różnymi metodami.

W tabeli 1.2 zaprezentowano otrzymane w trakcie eksperymentów wyniki. 
Algorytm RGA porównano z sześcioma podobnymi technikami przetwarzania wstęp-
nego. Dodatkowo przedstawione zostały wyniki klasyfikacji oryginalnych zbiorów 
danych, bez etapu przetwarzania (kolumna noPRE). Konfiguracja algorytmu RGA 
pozwoliła na przetestowanie 81 kombinacji wartości parametrów. Liczba najbliż-
szych sąsiadów k przyjmowała wartości 3, 5 oraz 7. Wartości complexity_th to 0,2, 0,3 
i 0,4. Parametr distance_th przyjmował wartości 10, 15, 25. Z kolei card_redundancy 
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miało przypisane wartości 20, 30 oraz 40. Szczegółowe wyniki klasyfikacji w zależ-
ności od wybranych dwóch spośród wszystkich opisanych parametrów, a mianowi-
cie parametru k i complexity_th, można znaleźć w [3].

Analiza rezultatów ujawnia, że metoda RGA osiągała największe wartości miary 
AUC w większości przypadków. Oznacza to, że algorytm spełnia swoje zadanie: spraw-
dza się w różnych okolicznościach, dostosowując swoje działanie do złożoności prob-
lemu. Opisywana metoda RGA okazała się skuteczniejsza od innych w przypadku 
siedmiu zbiorów danych. Eksperymenty na czterech spośród wszystkich zbiorów 
danych skutkowały dzieleniem najlepszego wyniku przez algorytm RGA z innymi 
metodami o tych samych wartościach AUC. Rezultaty osiągnięte w ramach badań 
na trzech zbiorach danych były nieznacznie lepsze w przypadku dwóch innych algo-
rytmów (Safe-Level SMOTE oraz SMOTE RSB*). W tabeli 1.3 przedstawiono pod-
sumowanie porównania. Zawiera sumaryczne liczby przypadków, w których każdy 
z algorytmów osiągnął najwyższy wynik. Pierwsza wartość oznacza liczbę zwycięstw 
w sensie absolutnym (gdy żadna inna metoda nie osiągnęła takiego samego wyniku), 
druga zaś wskazuje na liczbę sytuacji, w których więcej niż jedna metoda miała taki 
sam najlepszy wynik.

TABELA 1.2. Wyniki klasyfikacji – porównanie metody RGA z sześcioma innymi algorytmami oraz kla-
syfikacją z pominięciem kroku przetwarzania wstępnego

Zbiór danych noPRE SMOTE S-ENN Border-S SafeL-S S-RSB VISROT RGA

ecoli-0-1 vs 5 0,8159 0,7977 0,8250 0,8318 0,8568 0,7818 0,8636 0,8886

ecoli-0-1 vs 2-3-5 0,7136 0,8377 0,8332 0,7377 0,7550 0,7777 0,7314 0,8673

ecoli-0-1-4-6 vs 5 0,7885 0,8981 0,8981 0,7558 0,8519 0,8231 0,8366 0,8654

ecoli-0-1-4-7 vs 5-6 0,8318 0,8592 0,8424 0,8420 0,8197 0,8670 0,8220 0,8853

ecoli-0-3-4-7 vs 5-6 0,7757 0,8568 0,8546 0,8427 0,7995 0,8984 0,8471 0,9113

ecoli-0-4-6 vs 5 0,8168 0,8701 0,8869 0,8615 0,8923 0,9476 0,8060 0,8891

ecoli-0-6-7 vs 3-5 0,8250 0,8500 0,8125 0,8550 0,7950 0,8525 0,8500 0,8700

ecoli-0-2-6-7 vs 3-5 0,7752 0,8155 0,8179 0,8352 0,8380 0,8227 0,7977 0,8327

glass-0-1-6 vs 5 0,8943 0,8129 0,8743 0,8386 0,8429 0,8800 0,8943 0,8943

glass-0-4 vs 5 0,9941 0,9816 0,9754 0,9941 0,9261 0,9941 0,9941 0,9941

glass-0-6 vs 5 0,9950 0,9147 0,9647 0,9950 0,9137 0,9650 0,9950 0,9950

glass5 0,8976 0,8829 0,7756 0,8854 0,8939 0,9232 0,9951 0,9976

led7digit-0-2-4-5-6-7-8-9 
vs 1

0,8788 0,8908 0,8379 0,8908 0,9023 0,9019 0,8918 0,9056

page-blocks-1-3 vs 4 0,9978 0,9955 0,9888 0,9978 0,9831 0,9978 0,9944 0,9978

yeast-0-3-5-9 vs 7-8 0,5868 0,7047 0,7024 0,6228 0,7296 0,7400 0,6868 0,7105
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TABELA 1.3. Podsumowanie wyników klasyfikacji dla poszczególnych metod: liczba pełnych/współ-
dzielonych zwycięstw

noPRE SMOTE S-ENN Border-S SafeL-S S-RSB VISROT RGA ŁĄCZNIE

Test 0/4 0/1 0/1 0/1 1/0 2/2 0/3 7/4 10/5

W tabeli 1.4 przedstawiono wyniki testu Friedmana, wskazujące na skuteczność 
algorytmów we wszystkich zbiorach danych, opierając się na wartościach AUC. Metoda 
RGA, wykazując się bardzo stabilnym poziomem skuteczności, osiągnęła w rankingu 
pierwszą pozycję. Drugie miejsce uzyskała metoda SMOTE RSB* (również stosująca 
dodatkowy etap filtrowania danych). Na trzeciej pozycji pod względem całkowitej 
skuteczności uplasowała się metoda VISROT. Najgorsze wyniki spośród technik prze-
twarzania wstępnego osiągnął algorytm SMOTE-ENN. 

TABELA 1.4. Wyniki testu Friedmana

Algorytm Średnia ranga

RGA 1,93

S_RSB 3,43

VISROT 4,73

Border_S 4,83

SMOTE 4,97

SafeL_S 5,13

S_ENN 5,3

noPRE 5,67

Zgodnie z przewidywaniem oraz kolejny raz potwierdzając wcześniejsze analizy, 
klasyfikacja danych niezbalansowanych standardowymi klasyfikatorami z pominię-
ciem kroku wstępnego przetwarzania skutkuje najniższą efektywnością. Dokładniejsza 
weryfikacja pokazuje, że brak czynności podjętych w celu zrównania liczebności pró-
bek z poszczególnych klas może sprawdzać się jedynie w przypadku zbiorów o nie-
dużej złożoności. Widać to szczególnie w przypadku zbiorów danych glass-0-1-6 vs 5, 
glass-0-4 vs 5, glass-0-6 vs 5, które posiadają pusty obszar graniczny (wskazujący 
na niższą złożoność rozkładu), gdy wiele algorytmów (w tym brak użycia jakiejkol-
wiek metody przetwarzania wstępnego) uzyskało dobre wyniki. Niemniej jednak 
pozostałe zbiory danych, z których większość posiada skomplikowaną charaktery-
stykę, pozwoliły wykazać skuteczność stosowania przetwarzania wstępnego, w szcze-
gólności metodą RGA.
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Podsumowanie
W niniejszej pracy opisano metodę bazującą na obliczeniach granularnych oraz teo-
rii zbiorów przybliżonych wzbogacając klasyczne podejście znane z technik rozsze-
rzających algorytm SMOTE o możliwość adaptacji do złożoności problemu. Główne 
cele powstania metody RGA można podsumować następująco:
 y zwiększenie liczebności próbek z klasy mniejszościowej ukierunkowane na umoż-

liwienie jak najwyższego poziomu rozpoznawalności przez standardowe klasy-
fikatory;

 y uwzględnienie dodatkowych trudności, pojawiających się w trakcie eksploracji 
niezbalansowanych zbiorów danych poprzez zastosowanie granul informacyjnych;

 y wprowadzenie kroku filtrowania bazującego na teorii zbiorów przybliżonych 
w celu usunięcia wszelkich niejednoznaczności, które mogłyby przyczynić się 
do zwiększenia złożoności rozkładu danych;

 y usprawnienie procesu doboru parametrów do konkretnej charakterystyki danych.

Rezultaty przeprowadzonych eksperymentów potwierdziły poprawność przyję-
tych założeń. Połączenie techniki ukierunkowanego generowania przykładów z klasy 
mniejszościowej z dodatkowym krokiem filtrowania danych okazało się skutecznym 
rozwiązaniem. Badania zdecydowanie ukazały wartościowość podejścia opartego 
na uwzględnianiu lokalnej charakterystyki zbiorów danych w przetwarzaniu wstęp-
nym. W szczególności obiecujące jest automatyczne dobieranie istotnych parame-
trów algorytmu, pozwalające na lepsze dostosowanie podejmowanych kroków prze-
twarzania do konkretnego problemu.

W ramach kolejnych eksperymentów może zostać przeprowadzona weryfikacja 
wpływu liczby atrybutów na skuteczność proponowanego rozwiązania. Równie istotna 
będzie analiza złożoności metody RGA w zależności od rozmiaru danych, uwzględ-
niając także w porównaniu złożoność alternatywnych algorytmów.
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Granular computing in imbalanced data preprocessing

Abstract: Imbalanced data problem occurs when the numer of examples represen-
ting a class of major interest is significantly lower than the number of instances from 
another class. It has been one of the most interesting and important data mining 
problems for more than two decades. Recent studies have shown that the issue 
of imbalanced data should not be considered only in the context of information 
deficit of one of the classes. In fact, the decrease in the quality of standard classifiers 
when confronted with this type of datasets is mainly related to the high complexity 
of the data distribution. The complexity increases when additional difficulties such 
as minority class decomposition, class overlapping and the presence of noise occur 
in the data characteristics. Therefore dedicated solutions are required, in particular 
taking into account the local characteristics of the distribution. This paper descri-
bes an algorithm that applies information granules and rough sets theory for tar-
geted modification of the learning set and enables to automate parameter selection.

Keywords: class imbalance, data preprocessing, granular computing, information 
granules, rough sets, SMOTE
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Rozdział 2  
Tolerancyjny algorytm V-Detector

Andrzej Chmielewski 
Wydział Informatyki, Politechnika Białostocka

Streszczenie: V-Detector jest przykładem algorytmu selekcji negatywnej, bazu-
jącym na idei zaczerpniętej ze sztucznych systemów immunologicznych. Przede 
wszystkim jest wykorzystywany do detekcji anomalii w wielowymiarowych zbio-
rach danych. Aby osiągnąć ten cel generowane są zbiory detektory, zwykle w spo-
sób losowy, wyłącznie na podstawie informacji o tzw. normalnym zachowaniu 
i żadne przykłady negatywnych obserwacji nie są wymagane. Głównym proble-
mem zidentyfikowanym podczas zastosowania tego algorytmu jest jego skalowal-
ność i duża złożoność obliczeniowa. W artykule przedstawiono nowe podejście 
do budowy detektorów, inspirowane ideą tolerancyjnych zbiorów przybliżonych. 
Za pomocą tego algorytmu można wykryć nie tylko elementy odstające, ale rów-
nież te, które są bardzo podobne do obydwu klas self oraz nonself, a ich poprawna 
klasyfikacja wymaga dodatkowej weryfikacji. Częściowo rozwiązuje również prob-
lem skalowalności, ponieważ tego rodzaju detektory mają wyższą moc dyskrymi-
nacyjną w porównaniu z wersją podstawową.

Słowa kluczowe: sztuczne systemy immunologiczne, selekcja negatywna, detekcja 
anomalii, zbiory przybliżone

Wprowadzenie
Algorytm selekcji negatywnej (ang. Negative Selection Algorithm – NSA) jest jednym 
z kilku głównych algorytmów rozwijanych w ramach dziedziny sztucznych syste-
mów immunologicznych, inspirowanych mechanizmami układów odpornościowych 
(ang. Nature Immune System – NIS). Jego działanie opiera się na mechanizmach kon-
trolujących proces dojrzewania tymocytów (młodych limfocytów typu T), w którym 
przeżywają jedynie te, które nie rozpoznają żadnej własnej molekuły (komórki włas-
nej, określanej jako self) [2], czego wynikiem jest zbiór detektorów, rozpoznających 
jedynie patogeny (komórki obce, określane jako nonself). Od strony klasyfikacyjnej, 
interesującą cechą NIS jest brak konieczności dysponowania przykładami zagrożeń 
w procesie ich rozróżniania od komórek własnych. Oznacza to, że tego rodzaju algo-
rytmy mogą być stosowane do wykrywania nowych, dotąd nienapotkanych patoge-
nów, które mogą stanowić zagrożenie, a zwykle nie są wykrywane przez tradycyjne 
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systemy oparte o sygnatury. Powyższa właściwość sprawia, że tego rodzaju rozwiąza-
nia są bardzo atrakcyjne w wielu zastosowaniach, szczególnie do tworzenia różnego 
rodzaju systemów bezpieczeństwa komputerowego, w których największe zagrożenie 
stanowią ataki, których sygnatury nie zostały jeszcze odnotowane.

W ostatnich latach zaproponowane zostały liczne algorytmy NSA, m.in. [5, 7, 10], 
które mają swoje szerokie zastosowanie w wielu obszarach, takich jak choćby bez-
pieczeństwo komputerowe, filtrowanie spamu, wykrywanie wirusów komputero-
wych, rozpoznawanie pisma odręcznego (szczegóły m.in. w [6]), w których podstawą 
jest klasyfikacja binarna. Jednakże, w wielu przypadkach, podział na dwa rozłączne 
zbiory self i nonself zwykle nie jest możliwy, ze względu na możliwość występowa-
nia elementów o zbyt bliskim podobieństwie do obydwu klas, mierzonym tzw. miarą 
powinowactwa (odległości pomiędzy nimi). Ewentualna błędna klasyfikacja może 
pociągać za sobą bardzo negatywne skutki, szczególnie w odniesieniu do systemów 
bezpieczeństwa. W przypadkach niepewności, takie elementy powinny zostać pod-
dane dodatkowej i bardziej szczegółowej ocenie, również przy użyciu innych technik, 
często bardziej złożonych czasowo i obliczeniowo od tych oferowanych przez NSA.

Jedną z bardziej efektywnych metod radzenia sobie z klasyfikacją elementów „nie-
pewnych“ są zbiory przybliżone (ang. Rough Set Theory – RST) [12]. Pewne próby 
zastosowania wybranych ich własności w NSA były już podejmowane. Przykładowo 
w [1] limfocyty, które są odpowiedzialne za wykrywanie i unicestwianie patogenów 
w NIS, zostały zaimplementowane jako reguły decyzyjne. Zaproponowane rozwią-
zanie wykorzystywało „przybliżone“ limfocyty reprezentowane w postaci wektorów 
o wartościach rzeczywistych do emulowania niepełnego wiązania dobrze znanego 
w NIS. W [13] zbiory przybliżone zostały wykorzystane do redukcji liczby atrybutów 
obiektów w AIS, co bardzo korzystnie wpłynęło na redukcję złożoności obliczeniowej 
zaproponowanego algorytmu. W tym przypadku testy przeprowadzono na bardzo 
popularnym zbiorze KDD Cup 1999, będącym wielowymiarowym zbiorem danych, 
często traktowanym jako referencyjnym, z informacjami zarówno o legalnych połą-
czeniach sieciowych jak i opisami różnego rodzaju ataków.

W tym artykule proponowany jest tolerancyjny algorytm V-Detector inspiro-
wany ideą zaczerpniętą z RST. Wstępne tego rodzaju rozwiązanie było już prezento-
wane w [3], gdzie wartości dolnej aproksymacji, zarówno w przypadku reprezenta-
cji binarnych (b-detektorów), jak i o wartościach rzeczywistych (v-detektorów), były 
arbitralnie dobierane w oparciu o wyniki wstępnie przeprowadzonych eksperymen-
tów. W tym przypadku, wartość ta jest uzależniona od liczby elementów znajdują-
cych się w pobliżu badanego obiektu, a przez to automatycznie adoptuje się do lokal-
nych warunków rozpatrywanego środowiska.
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2.1. Algorytm selekcji negatywnej
Algorytm selekcji negatywnej (NSA) [2] jest inspirowany procesem dojrzewania 
limfocytów T (detektorów patogenów) oraz mechanizmami, dzięki którym rozróż-
niane są antygeny „własne“ (zwane self ) od antygenów „obcych” (zwanych nonself ). 
W dużym uproszczeniu, dojrzałe limfocyty charakteryzują się umiejętnością wykry-
wania komórek obcych i jednoczesnym tolerowaniem komórek własnych, aby nie 
doszło do reakcji zagrażających życiu gospodarza. Unikalną cechą algorytmu jest 
wykorzystywanie w procesie generowania detektorów jedynie obserwacji self, stąd 
każdy układ immunologiczny jest unikalny, dopasowany do ochrony konkretnego 
systemu. Podobnie jak w przypadku układu odpornościowego, kandydaci na detek-
tory są poddawani próbie wykrycia antygenów własnych. Jeśli co najmniej jeden anty-
gen self zostanie rozpoznany, musi zostać wyeliminowany. Ogólny schemat tego pro-
cesu został przedstawiony na rysunku 2.1.

RYSUNEK 2.1. Ogólny schemat procesu generowania detektorów D za pomocą algorytmu NSA

W procesie detekcji patogenów (nonself), biorą udział jedynie limfocyty dojrzałe, 
czyli takie, które tolerując wszystkie komórki własne są jednocześnie w stanie zwią-
zać się jedynie z molekułami komórek patogennych. W idealnym przypadku orga-
nizm powinien posiadać tak znaczny repertuar strukturalnie różnych (reagujących 
na różne molekuły patogenów) limfocytów, aby jak najwięcej patogenów mogło być 
wykrytych i zneutralizowanych, co jest warunkiem skutecznej ochrony organizmu 
i zapewnienia mu tym samym bezpieczeństwa.

Formalnie algorytm NSA możemy przedstawić następująco. Oznaczmy zbiór 
U jako uniwersum, czyli zbiór wszystkich możliwych molekuł. W jego ramach możemy 
wyodrębnić dwa rozłączne podzbiory S oraz N . Pierwszy z nich S (S ⊂ U ) zawiera 
wszystkie molekuły własne (self), podczas gdy N (N ⊂ U ), będący jego dopełnieniem, 
stanowi przestrzeń dla wszystkich molekuł nonself. Przyjmijmy, że D ⊂ U oznacza 
zbiór detektorów, a match(d,u) jest funkcją weryfiującą, czy detektor d ∈ D rozpo-
znaje molekułę u ∈ U . Zwykle match(d,u) jest modelowane jako metryka odległo-
ści lub miara podobieństwa. Wówczas możemy powiedzieć, że match(d,u) = true 
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tylko w przypadku, gdy dist(d,u) ≤ δ, gdzie dist jestodległością, a δ jest predefiniowaną 
wartością progową, określającą zasięg (moc dyskryminacyjną) detektora. W ostat-
nich latach były rozpatrywane różnego rodzaju funkcje dopasowywania m.in. w [8] 
oraz [11], w zależności od wymiarowości zbioru U oraz liczebności zbioru S .

Od strony formalnej problem sprowadza się do konstrukcji takiego zbioru detek-
torów D, aby:

 match u d
u

u
,( ) =

∈
∈





false

true

jezeli S
jezeli N




 (2.1)

dla każdego detektora d ∈ D.
Najprostsze rozwiązanie tego problemu, wywodzące się z biologicznych mecha-

nizmów selekcji negatywnej, składa się z następujących etapów:
(a) inicjalizacja D jako zbioru pustego, D = Ø,
(b) wygenerowanie losowego detektora d,
(c) jeżeli match(d,s) = false dla wszystkich s ∈ S , dodaj d do zbioru D,
(d) powtarzaj kroki (b) oraz (c) aż do uzyskania wystarczającej liczby detektorów 

pokrywających w odpowiednim stopniu przestrzeń N.

Jak dotąd, algorytmy NSA były opracowywane do operowania w przestrzeni cią-
gów binarnych (b-detektorów) oraz liczb rzeczywistych (v-detektorów). W każdym 
z przypadków, rozpatrywane były różne miary podobieństwa dostosowane do danej 
dziedziny. W następnym rozdziale został przedstawiony algorytm V-Detector operu-
jący w przestrzeni liczb rzeczywistych, który zostanie wyposażony we właściwości RST.

2.2. Algorytm V-Detector
Algorytm V-Detector został zaproponowany w [10]. Jest on przystosowany do operowa-
nia na obiektach reprezentowanych w postaci wektorów o znormalizowanych wartoś-
ciach rzeczywistych, które graficznie są przedstawiane w postaci punktu w d-wymia-
rowym jednostkowym hipersześcianie U = [0,1]d. Każda próbka self (si ∈ S ) jest 
w nim reprezentowana jako hipersfera si = (ci,rs), i = 1, ..., l, gdzie l jest liczbą próbek 
self, ci ∈ U jest jej środkiem, a rs promieniem. Przyjmuje się, że promień rs jest iden-
tyczny dla wszystkich próbek self.

Podczas klasyfikacji każdy punkt u ∈ U położony wewnątrz dowolnej hipersfery 
si jest traktowany jako obiekt self, w pozostałych przypadkach jako nonself. 
Przykład działania algorytmu w przestrzeni 2-wymiarowej został zaprezentowany 
na rysunku 2.2(a), na którym można zauważyć, że przestrzenie pokrywane przez 
zbiory S oraz D są rozłączne. W idealnym przypadku, cała przestrzeń N powinna 
być pokryta w całości przez v-detektory, co jest zadaniem złożonym zarówno pod 
względem czasowym jak i obliczeniowym.
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Do obliczania podobieństwa pomiędzy obiektami zwykle stosowana jest odle-
głość euklidesowa. Konsekwencją tego wyboru jest hipersferyczny kształt detektorów 
dj: dj = (cj,rj), j = 1, ..., p, gdzie p jest liczbą detektorów. W przeciwieństwie do obiek-
tów self, promień rj nie jest wartością stałą i jest wyliczany jako odległość pomiędzy 
losowo wygenerowanym punktem cj (nie leżącym wewnątrz żadnej z si) a najbliższym 
obiektem self. Dodatkowym warunkiem jest to, aby odległość ta była większa niż rs; 
w przeciwnym przypadku detektor nie jest tworzony. Zapobiega to tworzeniu zbyt 
małych detektorów (o niskiej mocy dyskryminacyjnej), które mogłyby negatywnie 
wpłynąć na proces klasyfikacji. Najbardziej pożądane są detektory o dużych promie-
niach rj, gdyż wówczas mniejsza ich liczba jest potrzebna do pokrycia przestrzeni N .

Formalnie rj można więc zdefiniować jako:

 r dist c c rj i l j i s� � ��
� �

min ,
1

. (2.2)

W pierwotnie zaproponowanej wersji, algorytm V-Detector wykorzystywał odle-
głość euklidesową do mierzenia podobieństwa pomiędzy obiektami, stąd zarówno 
obiekty self jaki i detektory przybierały kształt hipersfer. Należy jednak mieć na wzglę-
dzie, że metryka euklidesowa jest szczególnym przypadkiem metryki Minkowskiego 
Lm definiowanej jako:

 L x y x ym
i

d

i i
m m
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1

1

, (2.3)

gdzie: x = (x1,x2,…xd) oraz y = (y1,y2,…,yd) są punktami w przestrzeni ℜd.

RYSUNEK 2.2. (a) Przykład działania algorytmu V-Detector w przestrzeni 2D. Czarne oraz szare koła 
oznaczają odpowiednio próbki self oraz v-detektory, (b) Kształty jednostkowych sfer dla wybra-
nych metryk Lm



32

W szczególności, metryka L2 jest właśnie odległością euklidesową, L1 odległoś-
cią Manhattan, a L∞ odległością Czebyszewa. Ponadto, definiowane są również tzw. 
metryki ułamkowe (dla 0 < m < 1), które są lepiej przystosowane do operowania 
na wektorach w przestrzeniach wielowymiarowych [4].

W zależności od zastosowanej w algorytmie V-Detector metryki uzyskuje się inny 
kształt v-detektora. Na rysunku 2.2(b) zostały przedstawione kształty jednostkowych 
sfer dla wybranych norm Lm w przestrzeni dwuwymiarowej dla m = 2 (najbardziej 
zewnętrzna w postaci okręgu), 1, 0.7, 0.5, oraz 0.3.

2.3. Zbiory przybliżone w algorytmach selekcji negatywnej
W ostatnich latach zaproponowanych zostało wiele różnych algorytmów NSA, 
m.in. [5, 7, 10], które powstały w celu, ogólnie rzecz ujmując, rozwiązania problemu 
detekcji anomalii (próbek odstających) w wielu dziedzinach np. systemach bezpie-
czeństwa komputerowego, filtrowania spamu, detekcji wirusów oraz rozpoznawania 
pisma odręcznego. W celu szerszego spojrzenia na tą tematykę warto zapoznać się 
choćby z przeglądem zawartym w [6]. Duże zainteresowanie NSA świadczy o potrze-
bie rozwijania algorytmów, które wykorzystują inne podejście niż te powszechnie sto-
sowane, oparte np. o sygnatury. Kluczową przewagą jest oczywiście fakt możliwości 
wykrywania nowych typów anomalii bez posiadania informacji o niej.

Jednakże w wielu dotąd opublikowanych artykułach sygnalizowany był prob-
lem z niezadowalającą ich skutecznością oraz dużym współczynnikiem błędnie 
sklasyfikowanych obiektów [14], czego przyczyną było zbyt duże podobieństwo 
pomiędzy obiektami self oraz nonself. Próby zastosowania innych miar powinowactwa, 
często skutkowało poprawą wyników [4], lecz nie było to rozwiązanie uniwersalne.

Jednym z efektywniejszych podejść do danych trudnorozróżnialnych są zbiory 
przybliżone [9, 12]. Pewne próby inspirowania się tą teorią w odniesieniu do NSA 
były już publikowane. W [1] limfocyty, które są odpowiedzialne za wyszukiwanie 
i unicestwianie patogenów w NIS, zostały zaimplementowane jako reguły decyzyjne 
dla obydwu klas self oraz nonself. Zaproponowane rozwiązanie wykorzystywało zbiory 
przybliżone do emulowania niepełnego wiązania znanego z NIS. W [13] zbiory przy-
bliżone zostały użyte do redukcji liczby atrybutów w AIS. W tym przypadku testy 
były przeprowadzane na referencyjnym zbiorze KDD Cup 1999, wykorzystywanym 
do oceny detekcji anomalii w ruchu sieciowym.

W dalszej części artykułu zostaną przedstawione podstawowe definicje związane 
z RST, a następnie tolerancyjny algorytm V-Detector wykorzystujący pewne ich włas-
ności. Warto nadmienić, że podobne rozwiązania były już prezentowane w [3], gdzie 
górna aproksymacja, zarówno w przypadku b- oraz v-detektorów, była arbitralnie 
dobierana na podstawie wstępnych eksperymentów przeprowadzanych na podzbio-
rze danych. W tym przypadku, wartość ta dostosowuje się do bieżących warunków 
poprzez uwzględnienie pewnej liczby najbliższych obiektów self.
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2.4. Teoria zbiorów przybliżonych
W rozdziale tym zostanie przedstawiony krótki opis, zaczerpnięty z [9], podstawo-
wych zasad wprowadzonych przez koncepcję zbiorów przybliżonych.

Na początek wprowadźmy definicję systemu informacyjnego, na którym oparta 
jest koncepcja przestrzeni aproksymacyjnej.

Definicja 1. (system informacyjny)
System informacyjny jest parą IS = (U, A), gdzie U jest niepustym, skończonym 

zbiorem obiektów zwanym uniwersum, a A jest niepustym skończonym zbiorem 
atrybutów. Każdy atrybut a ∈ A jest traktowany jako funkcja a: U → Va, gdzie Va jest 
wartością zbioru a.

Definicja 2. (przestrzeń aproksymacyjna)
Parametryczna przestrzeń aproksymacyjna AS#,$ dla systemu informacyjnego 

IS = (U, A) jest definiowana jako AS#,$= (U, I#, ν$), gdzie:
 y U jest niepustym zbiorem obiektów,
 y I# : U → P(U) jest funkcją niepewności,
 y ν$ : P(U) × P(U) → [0,1] jest funkcją inkluzji przybliżonej.

Dla każdego obiektu funkcja niepewności definiuje zbiór podobnie opisanych 
obiektów.

Definicja 3. (funkcja niepewności)
Funkcja niepewności IB

  jest definiowana jako:

 I x I xB a B a
a ( ) = ( )∈

, (2.4)

gdzie x ∈ U,B ⊆ A, ε = (εa : a ∈ B) jest wektorem progów takich, że εa ≥ 0 dla a ∈ B, 
I xB
 ( )  = { y ∈ U : da(x,y) ≤εa }, a da : U × U → [0, ∞) jest miarą odległości.

Funkcja inkluzji przybliżonej określa stopień inkluzji zbioru X w zbiorze Y, gdzie 
X, Y ⊆ U.

Definicja 4. (funkcja inkluzji przybliżonej)
1. Standardowa inkluzja przybliżona νSRI (X,Y) jest zbiorem X w zbiorze Y jest 

definiowana jako:

 V
card X Y

card X
X

SRI =
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( ) ≠ ∅








jezeli

w p.p.
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 (2.5)
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2. Przybliżona inkluzja νl,u(X,Y) zbioru X w zbiorze Y jest definiowana jako:

 νl,u (X,Y) = f l,u (νSRI (X,Y)), (2.6)

gdzie:

 f t

t l
t l
u l

l t u

t u
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 (2.7)

gdzie: 0 ≤ l < u ≤ 1.
Aproksymacja podzbioru U jest definiowana następująco.

Definicja 5. (aproksymacja podzbioru uniwersum)
Dolna i górna aproksymacja będąca podzbiorem X ⊆ U w AS#,$ jest definiowana jako:

 LOW(AS#,$, X) = {x ∈ U : ν$ (I# (x),X) = 1},

 UPP(AS#,$, X) = {x ∈ U : ν$ (I# (x),X) > 0}.

Symbole #,$ oznaczają wektory parametrów, które mogą być dopasowywane w pro-
cesie budowania przestrzeni aproksymacji.

Definicja 6. (region graniczny)
Region graniczny, który zawiera obiekty niepewne, jest definiowany jako różnica 

pomiędzy górną i dolną aproksymacją, tj.

 BND(AS#,$,X) = UPP(AS#,$,X) \ LOW(AS#,$,X)

Definicja 7. (zbiór przybliżony)
Tolerancyjny zbiór przybliżony podzbioru X ⊆ U jest definiowany jako para 

(LOW(AS#,$,X), UPP(AS#,$,X)).

2.5. Teoria zbiorów przybliżonych
Algorytm V-Detector jest skutecznym narzędziem klasyfikacyjnym szczególnie, 
gdy przestrzeń, w której operuje, nie jest zbyt wielowymiarowa. Niestety jest przy tym 
wrażliwy na odstające próbki self, które powodują, że znacznie większa liczba detek-
torów jest potrzebna do pokrycia przestrzeni N , wydłużając w ten sposób proces 
zarówno uczenia się jak i klasyfikacji.
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Zastosowanie zbiorów przybliżonych w odniesieniu do algorytmu V-Detector 
umożliwia wprowadzenie dodatkowego promienia tolerancji rt

j(r
t
j> = rj), który jest 

odległością do najbliższej próbki k-self , zamiast do tej najbliższej. Stąd, każdy tole-
rancyjny v-detektor (vt

k-detektor) w przestrzeni ℜd jest reprezentowany jako wek-
tor dt

j = (cj, rj, r
t
j) o wartościach rzeczywistych, co graficznie zostało zobrazowane 

na rysunku 2.3.

RYSUNEK 2.3. Przykład vt
k-detektora przestrzeni 2D dla k = 2 oraz euklidesowej metryki podobień-

stwa

Wprowadzenie dwóch różnych promieni dla pojedynczego detektora dj zostało 
zainspirowane przez RST, gdzie rj jest odpowiedzialny na klasyfikację wszystkich 
próbek nonself z całkowitą pewnością (dolna aproksymacja), podczas gdy rt

j (górna 
aproksymacja) jest stosowana do określania obiektów, które mogą również być non-
self (a przynajmniej są bardzo do nich podobne).

W oparciu o to założenie, podczas fazy klasyfikacji, cenzorowany obiekt jest przy-
pisywany do jednej z 3 grup:
 y nonself – gdy został całkowicie pokryty przez co najmniej jedną hipersferę z dolną 

aproksymacją rj;
 y self – gdy nie został pokryty przez żadną z hipersfer z górną aproksymacją rt

j;
 y uncertain – w pozostałym przypadku (gdy został pokryty przez co najmniej jedną 

hipersferę z górną aproksymacją rt
j.

Jak już zostało to wspomniane, V-Detector jest algorytmem dosyć wymagają-
cym pod względem czasowym jak i obliczeniowym. Ta cecha dotyczy obydwu faz tj. 
uczenia się oraz klasyfikacji. Proponując rozwiązanie przedstawione w tym rozdziale 
należy również wziąć pod uwagę ewentualny wzrost jego złożoności, warunkujący 
możliwość zastosowania go w konkretnych dziedzinach.

Ponieważ podczas fazy uczenia się odległość do wszystkich próbek jest zawsze 
obliczana, wartość rt

j może być wyznaczona bez żadnego dodatkowego nakładu. Jest 
to o tyle istotne, gdyż w wielu zastosowaniach (np. w detekcji anomalii w ruchu 
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sieciowym, wykrywaniu wirusów) szybka adopcja do zaistniałej sytuacji (przebudo-
wanie lub nawet wygenerowanie nowego zbioru D) jest często jedną z kluczowych 
własności wszystkich systemów klasyfikacyjnych. Stąd, ewentualny wzrost złożono-
ści mógłby być czynnikiem zmniejszającym jego szanse na zastosowanie.

W fazie klasyfikacji, jedynie w przypadku obiektów uncertain jest wymagane 
przeprowadzenie dodatkowych operacji, które wspomogą ten proces. Ewentualny 
poziom wzrostu złożoności czasowej i obliczeniowej zależy tu jednak od zastoso-
wanego rozwiązania. Należy jednak zauważyć, że w wielu przypadkach ta operacja 
niekoniecznie musi być przeprowadzana natychmiast i może być wykonywana np. 
w czasie bezczynności procesora, aby nie obciążać głównego procesu klasyfikacyjnego. 
Przykładem takiego rozwiązania, mogą być systemy antywirusowe, czy też systemy 
detekcji intruzów, które po wykryciu obiektu typu uncertain, mogą do czasu osta-
tecznej klasyfikacji wstrzymywać podejrzane połączenia lub też włączać dodatkowe 
sensory w celu zebrania bardziej szczegółowych informacji.

2.6. Wyniki eksperymentów
Eksperymenty zostały przeprowadzone na dwóch popularnych, wielowymiarowych 
i o dużej liczności zbiorach danych, czyli KDD Cup 1999 oraz Kyoto 2006+, które 
zwykle są stosowane do oceny skuteczności algorytmów detekcji intruzów w sieciach 
komputerowych. W celu zredukowania złożoności obliczeniowej testy były przepro-
wadzane nie na całych zbiorach, ale na ich częściach zawierających dane dla określo-
nego protokołu transportowego: ICMP, TCP oraz UDP. Dla każdego z nich zostały 
wygenerowane oddzielne zbiory detektorów. W tym rozdziale zaprezentowane i prze-
analizowane zostały wyniki uzyskane dla podzbiorów opisanych w tabeli 2.1, zawie-
rających połączenia na protokole ICMP.

TABELA 2.1. Charakterystyka testowych baz danych wykorzystanych do eksperymentów

Zbiór danych Protokół Liczba atrybutów Liczba próbek Liczba próbek self

KDD Cup 1999 ICMP 22 11911 4428

Kyoto+ ICMP 21 4069 319

Ponadto, z obydwu zbiorów danych niektóre atrybuty zostały wyeliminowane 
(np. adres MAC źródłowy oraz docelowy w przypadku zbioru Kyoto+) ze względu 
na problemy związane z ich normalizacją (głównie ze względu na zbyt wiele unikal-
nych wartości symbolicznych). W przypadku zbioru KDD Cup 1999 wszystkie atrybuty 
niezwiązane z rozpatrywanym protokołem również nie były rozpatrywane, co w kon-
sekwencji pozwoliło na znaczące zmniejszenie ich liczby z 42 do 22. Powyższe operacje 
pozwoliły na znaczącą redukcję wymiaru przestrzeni U , co w przypadku algorytmu 
V-Detector ma kluczowe znaczenie w kontekście jego skuteczności i efektywności.
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TABELA 2.2. Wyniki uzyskane na zbiorze Kyoto+

k ∆r [%] DR [%] FAR [%] |Vt| [%]

0 – 12,8 – –

1 11,8 30,9 4,2 16,1

2 17,3 39,7 7,9 24,2

3 19,3 43,5 8,8 26,6

5 26,5 59,8 13,9 45,1

10 36,9 73,0 23,8 54,3

20 51,6 87,4 34,1 67,8

30 58,2 93,6 41,5 73,6

TABELA 2.3. Wyniki uzyskane na zbiorze KDD 1999 Cup

k ∆r [%] DR [%] FAR [%] |Vt| [%]

0 – 33,84 – –

1 3,2 48,2 0,2 6,1

2 6,4 61,5 0,4 16,6

3 9,1 48,9 0,6 32,2

5 10,0 58,0 0,8 34,1

10 18,1 59,7 1,2 34,9

20 18,5 77,9 3,7 42,3

30 21,5 78,2 4,7 80,0

Tabele 2.2 oraz 2.3 zawierają wyniki uzyskane odpowiednio dla zbiorów Kyoto+ 
oraz KDD 1999 Cup. W obydwu przypadkach możemy zaobserwować procentowe 
wydłużenie długości promienia tolerancyjnych v-detektorów (∆r) wraz z rosnącą war-
tością k, czego rezultatem jest wzrost ich mocy dyskryminacyjnej oraz efektywniejsze 
pokrycie przestrzeni N . W konsekwencji, w przypadku zbioru KDD Cup 1999, można 
zaobserwować znaczący wzrost współczynnika wykrycia (DR) z 33% dla standardo-
wego algorytmu V-Detector (k = 0) do nawet 78% dla k = 30. Warty odnotowania 
jest w tym przypadku dosyć niski współczynnik fałszywego alarmu (FAR), co może 
oznaczać, że nieliczne obiekty self były odstające.

Podobne wyniki zostały również uzyskane w przypadku zbioru Kyoto+. O ile 
wartości ∆r oraz DR rosły znacznie szybciej niż w przypadku drugiego ze zbiorów, 
to było to niestety powiązane ze znaczącym wzrostem wartości współczynnika FAR, 
co pokazuje, że wartość k należy dobierać niezwykle ostrożnie, aby zbyt duża liczba 
obiektów nonself nie została błędnie sklasyfikowana jako self.
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Kolumna |Vt| zawiera informację o procencie próbek sklasyfikowanych jako uncer-
tain. Jak można było się tego spodziewać, wartość ta rośnie wraz ze wzrostem liczby 
k, nawet do 80% dla k = 30. Dlatego też k nie powinno być zbyt duże, aby w ten spo-
sób zminimalizować liczbę obiektów, które powinny być poddane dalszej, dodatko-
wej analizie z wykorzystaniem innych algorytmów klasyfikacyjnych.

Wyniki zaprezentowane w tabelach 2.2 i 2.3 uzyskane zostały dla ułamkowej 
metryki powinowactwa L0.5, gdyż wymiarowość testowanych baz danych była zbyt 
duża, aby można było zastosować odległości euklidesowe oraz Manhattan.

Podsumowanie
Zastosowanie zbiorów przybliżonych (RST) w NSA pozwoliło na określenie dol-
nej i górnej aproksymacji dla każdego v-detektora, zwiększając tym samym jego 
moc dyskryminacyjną, kosztem utworzenia dodatkowej, oprócz self i nonself, trze-
ciej klasy obiektów, nazwanej uncertain. Przypisywane są do niej wszystkie cenzo-
rowane obiekty, które są bardzo podobne do obydwu pierwotnych klas, a ostateczna 
klasyfikacja, w celu uniknięcia błędnego przypisania, wymaga zastosowania innych 
miar podobieństwa, a nawet algorytmów. Dzięki temu możliwe jest uzyskanie zna-
czącego wzrostu współczynnika DR, przy jednoczesnej redukcji FAR.

Warto podkreślić, że wysokie współczynniki DR zostały uzyskane bez znaczą-
cego wzrostu złożoności czasowej i obliczeniowej. W rzeczywistości, podczas fazy 
uczenia się, proces generowania detektorów nie wymaga dodatkowych, obciążających 
system operacji w porównaniu do pierwotnej wersji algorytmu V-Detector. Natomiast 
w fazie klasyfikacji, nadprogramowe przetwarzanie dotyczy tylko obiektów zaliczo-
nych do grupy uncertain. Pozostałe obiekty są przetwarzane z tą samą złożonością, 
co w przypadku bazowego algorytmu.

Tolerancyjny V-Detector może znaleźć zastosowanie wszędzie tam, gdzie obiekty 
self oraz nonself są słabo rozróżnialne, przez co wiele algorytmów może błędnie je 
sklasyfikować. Przykładem mogą być różnego rodzaju systemy bezpieczeństwa np. 
programy antywirusowe oraz systemy detekcji intruzów, w których z pozoru mało 
znaczące mutacje, w odniesieniu do normalnego zachowania, są często wykorzysty-
wane do skompromitowania celu ataku.

Przyszłe prace zostaną ukierunkowane na m.in. zastosowanie RST w modelu b-v 
[5] z uwzględnieniem różnych miar podobieństwa. Zasadne wydaje się również zasto-
sowanie innych metryk w procesie pierwotnej klasyfikacji, a innych do cenzorowa-
nia obiektów ze zbioru uncertain.
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Tolerant V-Detector algorithm

Abstract: V-Detector algorithm is an example of negative selection algorithm, pro-
posed to distinguish between self and nonself samples, represented as real-valued 
vectors. It is used mainly for detecting anomalies in high dimensional datasets. 
For this purpose, the set of detectors is generated, usually in random way, base 
only on information about normal behaviour. The main problem with this algo-
rithm is scalability and high computational complexity. This paper presents a new 
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approach for building the detectors, inspired by idea from the tolerance rough 
sets. With this algorithm it is possible to detect an outliers as well as those sam-
ples which are very similar to both classes and their correct classification requires 
additional verification. Partially, it also solves the scalability problem as detectors 
has a higher discrimination power in comparing to its basic version.

Keywords: artificial immune systems, negative selection, rough sets
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Rozdział 3  
Dobór optymalnego pobudzenia 
w zadaniu identyfikacji układu dynamicznego 
w czasie swobodnym

Wiktor Jakowluk 
Wydział Informatyki, Politechnika Białostocka

Streszczenie: Identyfikacja systemu dynamicznego polega na doborze optymal-
nego sygnału wejściowego, który jest wykorzystywany do pobudzania układu w celu 
maksymalizacji informacji o dynamice systemu. W niniejszej pracy przeprowa-
dzono dobór optymalnego sygnału wejściowego w czasie swobodnym, który następ-
nie wykorzystano w zadaniu estymacji parametrów modelu układu dynamicznego. 
Rozwiązanie problemu doboru optymalnego sygnału wejściowego polega na mini-
malizacji rozszerzonego wektora stanu o współczynnik skalowania czasu swobod-
nego. Funkcjonał celu sformułowano w postaci funkcji Bolzy z ograniczeniem 
na D-efektywność oraz energię sygnału sterującego. Ograniczenia uwzględnione 
podczas projektowania sygnału wejściowego powinny umożliwić operatorowi esty-
mację parametrów modelu układu w przyjazny sposób. W eksperymencie wyko-
rzystano optymalny sygnał wejściowy, uzyskany w czasie swobodnym, do celów 
weryfikacji aspektów ekonomicznych procesu identyfikacji (tj. związku pomiędzy 
nałożonymi ograniczeniami a czasem trwania eksperymentu). Przedstawiona 
metoda może być stosowana dla ogólnej klasy systemów i została zweryfikowana 
przykładami numerycznymi.

Słowa kluczowe: D-efektywność, identyfikacja w czasie swobodnym, optymalny 
sygnał wejściowy, optymalne sterowanie

Wprowadzenie
Identyfikacja układu dynamicznego jest zwykle przeprowadzana przez poddanie 
go pobudzeniu w trakcie procesu technologicznego. Wybór sygnału wejściowego 
wykorzystywanego do pobudzenia układu ma fundamentalne znaczenie w przypadku 
estymacji parametrów modelu układu. Zasadniczym celem projektowania ekspery-
mentu identyfikacyjnego jest jak najdokładniejsze oszacowanie parametrów, które 
określa się minimalną zmiennością wartości parametrów przy obecności zakłóceń 
losowych oddziałujących na system w rzeczywistych warunkach pracy [1]. W rzeczy-
wistości pobudza się system wykorzystując optymalny sygnał wejściowy, a uzyskane 
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dane wykorzystuje się do zbudowania modelu układu z maksymalną dokładnością 
[2, 3]. Niedokładny model układu może powodować pogorszenie wydajności pętli 
sterowania i ostatecznie wpłynąć na finalny produkt. Celem prac związanych ze ste-
rowaniem procesów przemysłowych jest stabilizacja warunków pracy, które mają 
wpływ na wyniki ekonomiczne. Oszacowano, że około 66%–80% rozważanych ukła-
dów sterowania nie osiąga pożądanych wyników pracy [4]. Z drugiej strony procesy 
technologiczne są przeprowadzane w stanie ustalonym, a każda zmiana warunków 
pracy powoduje, że wydajność zaawansowanego systemu sterowania zmniejsza się. 
W konsekwencji adekwatność identyfikowanego modelu układu dynamicznego roś-
nie przez wykorzystanie optymalnego sygnału wejściowego [1, 5].

Dobór optymalnego sygnału wejściowego, z wykorzystaniem metody „ang. Model-
based,” który jest wykonywany podczas trwania procesu sterowania, przedstawiono 
w wielu pracach [6–8]. Wykazano, że dobór dokładnego modelu układu pochła-
nia około trzech czwartych kosztów związanych z projektami sterowania [9]. Z tego 
powodu wartość ekonomiczna eksperymentu identyfikacyjnego powinna być jak naj-
niższa, ale eksperyment powinien nadal zapewniać wysoką dokładność oszacowań 
parametrów modelu układu. Rozpatrując metodę „ang. Least-costly,” koszt ekspe-
rymentu identyfikacyjnego określa się również jako degradację wydajności procesu, 
w układzie zamkniętym, podczas pobudzenia układu w normalnych warunkach 
pracy [10, 11].

W wielu praktycznych zastosowaniach, takich jak przemysł petrochemiczny, syg-
nały pobudzające przyjazne modelowi układu są stosowane do estymacji parametrów 
systemu w czasie rzeczywistym. Sygnały przyjazne modelowi to takie, które powo-
dują minimalne zakłócenia warunków pracy, ograniczają czas trwania eksperymentu 
oraz amplitud sygnałów wejściowych i wyjściowych [12–14]. Stwierdzono, iż ogra-
niczenia stawiane sygnałom przyjaznym modelowi są często sprzeczne z wymogiem 
dokładnej estymacji parametrów modelu układu [3, 15]. Okazuje się, że liniowa kom-
binacja harmonicznych sygnału sinusoidalnego, o dużych wartościach międzyszczy-
towych, może prowadzić do uszkodzenia identyfikowanego systemu. Dlatego rozważa 
się sygnały wymuszające „bezpieczne”, które mają za zadanie zapewnić akceptowalną 
dokładność oszacowań parametrów modelu układu [16, 17]. W pracy [18] zapropo-
nowano odporne sformułowanie problemu doboru przyjaznego sygnału sterującego 
z ograniczeniami amplitudy sygnału wejściowego oraz mocy sygnału wyjściowego. 
Taki rodzaj eksperymentu jest kompilacją problemu sekwencyjnego i odpornego. 
Metodologia rozwiązywania problemów identyfikacji w ramach ekonomicznych, któ-
rej celem jest minimalizacja kosztów eksperymentu, została przedstawiona w pracy 
[19]. Dane dotyczące wielokryterialnych zadań optymalizacji w zastosowaniu do iden-
tyfikacji oraz procesu sterowania zamieszczono w [20, 21].

W omówionych powyżej publikacjach przedstawiono metody doboru optymal-
nych sygnałów wejściowych dla ustalonego czasu końcowego eksperymentu iden-
tyfikacyjnego. W tej pracy, przedstawiono problem doboru optymalnego sygnału 
wejściowego, w czasie swobodnym, w celu minimalizacji kosztów ekonomicznych 
związanych z eksperymentem identyfikacyjnym. Ograniczenia nałożone na funkcję 
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celu powinny pozwolić na uzyskanie niewielkiej utraty dokładności estymat para-
metrów modelu układu dynamicznego. Zaprojektowane w ten sposób sygnały pobu-
dzające następnie wykorzystano w procedurze estymacji parametrów modelu układu 
zakłócanego szumem białym o różnej wariancji.

W artykule autora przedstawiono kontynuację prac własnych dotyczących identy-
fikacji układów opisanych równaniami różniczkowymi zwyczajnymi. Wyniki doboru 
optymalnego sygnału wejściowego z wykorzystaniem kanonicznego sformułowania 
Mayera funkcji celu dla układu skrętnego oraz inercyjnego zaprezentowano w pra-
cach [22–24]. 

Artykuł jest zorganizowany w następujący sposób. W rozdziale 1 przeprowadzono 
transkrypcję doboru optymalnego sterowania dla czasu swobodnego. W rozdziale 2 
opisano problem doboru optymalnego sygnału wejściowego z ograniczeniami, w celu 
estymacji parametrów modelu układu. Sformułowanie problemu przedstawiono 
w rozdziale 3. Wyniki eksperymentów symulacyjnych z wykorzystaniem modelu 
układu inercyjnego przedstawiono w rozdziale 4. Wnioski końcowe zamieszczono 
w podsumowaniu.

3.1. Sformułowanie problemu czasu swobodnego
W celu doboru optymalnego sygnału wejściowego, w czasie swobodnym, wykorzy-
stano bibliotekę narzędziową „ang. Recursive Integral Optimal Trajectory Solver” 
RIOTS_95 [25]. Zestaw narzędzi Riots został opracowany do rozwiązywania prob-
lemów związanych z problemami optymalnego sterowania w czasie skończonym, 
które obejmują: ograniczenia trajektorii, ograniczenia na stan końcowy, zmienne 
warunki początkowe oraz zadania swobodnego czasu końcowego. Biblioteka narzę-
dziowa jest przeznaczona do rozwiązywania problemów optymalnego sterowania 
w postaci funkcji Bolzy:

 min
u L a b

a

b

m
f u g x b l t x u dt

, ,
, , , ,


 

� �� � ���

� � � � �� � � � �
�
�
�

��
�Rn

 0 0

��
�
�

��
,  (3.1)

gdzie: x h t x u x a t a b� � � � � � ��� ��, , , , , ,

przy następujących ograniczeniach:

 u t u t u t j m t a bj j j
min max , ,..., , , ,� � � � � � � � � ��� ��1  (3.2)

   min max , ,..., , , ,j j jt t t j n t a b� � � � � � � � � ��� ��1  (3.3)

 l t x t u t v t a bti
v , , , , , ,� � � �� � � � ��� ��0 qti  (3.4)
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 g x b vei
v  , , ,� �� � � �0 qei  (3.5)

 g x b vee
v  , , ,� �� � � �0 qee  (3.6)

gdzie: x jest zmienną stanu, t∈ [a, b] jest przedziałem czasu, q = {1,…, q} oraz l, g, h 
są arbitralnie dobranymi funkcjami. Indeksy o, ti, ei oraz ee funkcji g (·, ·) i l (·, ·, ·) 
oznaczają odpowiednio: funkcję celu, ograniczenie trajektorii, ograniczenie nierów-
nościowe na stan końcowy oraz ograniczenie równościowe na stan końcowy.

Rozwiązanie problemu doboru optymalnego sterowania w czasie swobodnym 
odbywa się poprzez rozszerzenie wektora stanu o dodatkowe zmienne stanu, tj. jeden 
stan dla każdego autonomicznego problemu. Zgodnie z rozumowaniem przedsta-
wionym w rozdziale 2 podręcznika użytkownika [26], ogólną ideą jest zdefiniowanie 
nominalnego przedziału czasu [a, b] i zastąpienie problemu swobodnego czasu koń-
cowego przypadkiem ustalonego czasu końcowego. Współczynnik skalowania czasu 
swobodnego definiowany jest jako dodatkowa zmienna stanu skalująca czas trwa-
nia eksperymentu. Z tego powodu współczynnik skalowania i czas końcowy wyra-
żone są dodatkowymi zmiennymi stanu. Procedura zaimplementowana w bibliotece 
Riots_95 pozwala na minimalizację więcej niż jednego stanu początkowego w celu 
optymalizacji czasu trwania eksperymentu:

 min
u T

a

a T

g T y T l t y u dt
,

, , , ,



� �� � � � �
�

�  (3.7)

gdzie: �
�

y h t y u y a t a a T� � � � � � � ��� ��, , , , , .

Następnie problem można łatwo przekształcić do postaci alternatywnej, prob-
lemu optymalnego sterowania w czasie swobodnym, z rozszerzonym wektorem stanu
x y x xn n

� � ��, ,1  w postaci:

 min
u

a

b

n
g x b l t x u dt

,
, , , ,


 � �� � � � ��  (3.8)

Przy jmując, że: � �
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∈[ ], , ,t a b x   

zawiera n-2 sk ładowe y, g x b g a T y bn , , ,� �� � � � � �� �� �  l t x u l x y un, , , ,� � � � ���
�

1  
oraz b a T� � .  W powyższej notacji xn–1 jest zmienną stanu reprezentującą czas, a ζn 

jest współczynnikiem skalowania czasu trwania eksperymentu. Dla każdego 
t a b x t x t a t an n n n��� �� � � � � � � � �� ��, , , 1  rozwiązanie problemu czasu swobodnego 
jest następujące t x b a b a Tf

n n n� � � � � �� � ��1   .  Rozważając systemy dynamiczne
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autonomiczne, dodatkowa zmienna stanu xn–1 nie jest wymagana. Dlatego problemy 
autonomiczne ze swobodnym czasem końcowym można rozwiązać poprzez rozsze-
rzenie wektora stanu tylko jedną zmienną, reprezentującą współczynnik skalowania 
czasu końcowego zapisaną w następujący sposób:

 h t x u h tx y un, , , , .� � � � �

  (3.9)

Problem doboru optymalnego sygnału wejściowego można przedstawić w for-
mie wskaźnika jakości o postaci funkcjonału Bolzy, czyli sumy wartości końcowych 
zmiennych stanu i całki za okres sterowania, która jest minimalizowana. Taki rodzaj 
zadania optymalizacji umożliwia wyznaczenie optymalnego sygnału wejściowego 
w obecności wprowadzonych ograniczeń.

3.2. Sformułowanie problemu doboru optymalnego 
pobudzenia

Rozważaniom poddano układ dynamiczny opisany poniższą zależnością:

 z t f u t v( ) , , , ,� � �  (3.10)

gdzie: z(t), u(t), v(t) oraz θ są odpowiednio: wyjściem, wejściem, szumem oraz wek-
torem parametrów systemu. Identyfikacja systemu to proces tworzenia dokładnego 
modelu matematycznego układu dynamicznego na podstawie danych eksperymental-
nych i wiedzy ‘a priori’ o systemie. Dokładność oszacowań parametrów modelu zależy 
przede wszystkim od doboru odpowiedniego sygnału pobudzającego. Dobierając opty-
malne sygnały wejściowe w celu szacowania parametrów modelu układu, jako kryte-
rium optymalizacji należy wybrać odpowiednią normę skalarną macierzy informa-
cyjnej Fishera (FIM). Macierz FIM może zostać zdefiniowana w następujący sposób:
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 (3.11)

W praktyce często wykorzystywane jest kryterium D–optymalności, w którym 
wyznacznik macierzy informacyjnej Fishera detM jest maksymalizowany lub det (M–1) 
jest minimalizowany. Wybrane kryteria jakości optymalizacji zamieszczono w [27]:
 y A-optymalność: tr (M–1), minimalizuje ślad odwrotności macierzy FIM,
 y E-optymalność: λmax(M

–1), minimalizuje maksymalną wartość własną macierzy 
FIM,

 y D-optymalność: maksymalizuje wyznacznik macierzy FIM oraz minimalizuje 
objętość elipsoidy ufności estymat parametrów.
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W celu wyznaczenia optymalnego sygnału pobudzającego, należy rozpatrzyć nie-
obciążony estymator parametrów θ. W takim przypadku kowariancja estymat para-
metrów jest określona przez nierówność Cramera-Rao, czyli odwrotność macierzy 
FIM. Kowariancję estymat parametrów ̆  można zapisać jako:

 cov ˘ ˘ ˘ .    ( ) = −( ) −( )





≥ −E M
T

1  (3.12)

Metodę ważonej funkcji celu do zadań projektowania sygnałów pobudzających, 
w dziedzinie czasu, przedstawiono w pracy [28].

Chociaż określenie kryterium optymalizacji jest niezbędne, to sygnały pobudza-
jące zaprojektowane na podstawie niektórych z nich mogą powodować małą dokład-
ność estymat parametrów modelu układu [2]. Sygnał wejściowy wybrany do pobu-
dzenia modelu układu powinien jednocześnie spełniać dwa warunki: akceptowalną 
dokładność estymat parametrów modelu oraz model układu powinien być pobu-
dzany w najbardziej bezpieczny sposób. Te warunki można zapewnić, stosując podej-
ście oparte na definicji D-efektywności sterowania [27]. Funkcjonał D-efektywności 
(3.13) jest wyrażony jako miara względnej jakości dowolnego eksperymentu frakcyj-
nego e w porównaniu z eksperymentem optymalnym e*, który wykonano wcześniej. 
Wskaźnik D-efektywności często jest wyrażany w procentach i może być traktowany 
jako miara optymalności dowolnego sygnału wejściowego:

 E e
M e

M e
D

k

� � � � �� �
� �� �

�
�
�

��

�
�
�

��
100

1

%
det

,
*det

 (3.13)

gdzie: k jest liczbą parametrów do zidentyfikowania, a e* oznacza eksperyment 
D-optymalny. Zgodnie z rozumowaniem przedstawionym w pracy [28], nakładamy 
ograniczenie nierównościowe na wartość funkcji D-efektywności:

 ED(e) ≥ μ, (3.14)

gdzie: µ < 1 i nierówność (3.14) jest równoznaczna następującemu ograniczeniu:

 � M e D� ��� �� � ,  (3.15)

oraz � M e M e� ��� �� � � �� �log det .

Ogólnie rzecz biorąc, zadanie doboru optymalnych sygnałów wejściowych jest 
formułowane poprzez maksymalizację wyznacznika macierzy FIM (tj. kryterium 
D-optymalności) i powinno uwzględniać ograniczenia fizyczne. Tak zaprojektowany 
eksperyment powinien zapewnić bezpieczną identyfikację układu dynamicznego. 
Wybrane ograniczenia zdefiniowano poniżej:
 y nierównościowe ograniczenie D-efektywności zdefiniowane na podstawie (3.15),
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 y ograniczenia amplitudy sygnałów wejściowych, wyjściowych i zmiennych stanu 
w postaci:

 u u t umin max( ) .≤ ≤  (3.16)

 y ograniczenia energii sygnałów wejściowych:

 u t u t dt E
T

T � � � � ��
0

.  (3.17)

Celem tego eksperymentu jest zaprojektowanie sygnału pobudzającego o ogra-
niczonym czasie trwania, który następnie wykorzystywany jest w eksperymencie 
identyfikacyjnym. W takim przypadku wskaźnik jakości formułowany jest poprzez 
minimalizację współczynnika skalowania czasu końcowego, z ograniczeniami 
na D-efektywność sterowania oraz energię sygnału wejściowego. W ten sposób (tj. bio-
rąc pod uwagę powyższe ograniczenia) możemy uzyskać suboptymalny sygnał steru-
jący, który jest bezpieczny w zadaniach identyfikacji układu dynamicznego.

3.3. Dobór optymalnego sygnału wejściowego
W pracy zaprezentowano syntezę sygnału wejściowego, w czasie swobodnym, do celów 
estymacji parametrów modelu układu dynamicznego. Idea polega na zdefiniowaniu 
nominalnego czasu eksperymentu [0, T] i zastąpieniu problemu swobodnego czasu 
końcowego problemem klasycznym, który wykorzystuje współczynnik skalujący jako 
zmienną rozszerzonego wektora stanu. Problem rozwiązano wykorzystując tran-
skrypcję powyższego problemu optymalnego sterowania na zadanie optymalnego 
sterowania w postaci Lagrange'a z zestawem ograniczeń. W celu weryfikacji takiego 
podejścia do estymacji parametrów modelu układu dynamicznego, wykorzystano 
obiekt inercyjny pierwszego rzędu w postaci:

 G s
k

Ts
p� � �
�1

.  (3.18)

Zadanie doboru optymalnego pobudzenia dla układu inercjalnego można opisać 
następującym modelem w przestrzeni stanów, z jednym wejściem i jednym wyjściem:

 
x t ax t bu t x x
z t x t v t
� � � � � � � � � � �
� � � � � � � �

, ,
,

0 0  (3.19)

gdzie: x(t) jest wektorem stanu, u(t) jest wektorem wymuszeń, z(t) jest wektorem wyj-
ścia, a i b są stałymi parametrami modelu natomiast v(t) jest wektorem białego szumu 
pomiarowego opisanego następującą zależnością:
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,

.T τ δ τ σ δ τ
 (3.20)

Podstawowym celem zadania identyfikacji parametrów modelu układu jest mak-
symalizacja wrażliwości zmiennej stanu na estymowany parametr [1]. Motywacją 
do takiego eksperymentu jest twierdzenie Cramera-Rao, w którym wariancja dowol-
nego nieobciążonego estymatora parametru jest ograniczona z dołu przez odwrot-
ność macierzy informacyjnej Fishera. Stosując powyższą definicję do celów doboru 
optymalnego sterowania, otrzymujemy następującą zależność:

 cov , .a b M�� ��� � � �1  (3.21)

Macierz informacyjną Fishera (FIM) dla układu inercyjnego opisanego równa-
niami stanu można przedstawić w następującej formie:
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� ,  (3.22)

gdzie: xa = ∂x/∂a, xb = ∂x/∂b i R jest macierzą 2×2 o postaci:
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.  (3.23)

Podstawiając równanie (3.22) do (3.21) otrzymujemy:

 cov , .a b
M T

n�� ��� � � � �
 2

 (3.24)

W dalszych rozważaniach przyjęto σn = 1, w celu uzyskania optymalnego sygnału 
pobudzającego w zadaniu estymacji parametrów modelu układu. Aby zmaksymalizo-
wać wyznacznik macierzy FIM, zdefiniowano rozszerzony wektor stanu w postaci [1]:

 
x x ax xa a a� � � � �, ,0 0  (3.25)

 
x ax u xb b b� � � � �, .0 0  (3.26)

Dobór optymalnego sygnału wejściowego w zadaniu estymacji parametrów 
modelu układu inercyjnego jest formułowany poprzez minimalizację dodatkowej 
zmiennej stanu, reprezentującej współczynnik skalowania czasu końcowego, w obec-
ności fizycznych ograniczeń systemu.
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Współczynniki macierzy FIM uzyskują następującą postać:

 
m t x t ma11

2
11 0 0� � � � � � � �, ,  (3.27)

 
 m t m t x t x t ma b12 21 12 0 0� � � � � � � � � � � � �, ,  (3.28)

 
m t x t mb22

2
22 0 0� � � � � � � �, ,  (3.29)

gdzie: 
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.  (3.30)

Rozszerzony wektor stanu (3.25), (3.26) i (3.27–3.29), uwzględniający dodatkową 
zmienną stanu reprezentującą współczynnik skalowania czasu końcowego ζ, opisano 
poniższą zależnością:
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 (3.31)

Ostatecznie, zadanie optymalnego sterowania opartego na kanonicznym sfor-
mułowaniu Bolzy, które minimalizuje funkcję celu (3.1) przy ograniczeniu wartości 
D-efektywności (3.6), a także ograniczeniach wejścia (3.2) i wyjścia (3.4), jest następujące:

 J u q u t u t dt
T

� � � � � � � ��
T

0

,  (3.32)

biorąc pod uwagę:
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 (3.33)

gdzie: D jest wymaganą wartością D-efektywności, q jest współczynnikiem energii syg-
nału wejściowego, a ζ70 jest optymalizowanym warunkiem początkowym. Należy zauwa-
żyć, że nałożono dodatkowe ograniczenie na zmienną stanu x1(t), które ma uniemożli-
wić nieoczekiwane zmiany sygnału sterującego u(t). Rozważając metodologię określoną 
równaniami (3.31–3.33), optymalnym rozwiązaniem czasu swobodnego jest tf  = Tζ.
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3.4. Wyniki eksperymentów numerycznych

Przedstawiony powyżej problem może zostać rozwiązany z wykorzystaniem dostęp-
nych bibliotek narzędziowych dotyczących problemów optymalnego sterowania, 
takich jak: RIOTS_95 [29], DIRCOL [30] lub MISER [31]. Do rozwiązania problemu 
opisanego w niniejszej pracy wykorzystano zestaw narzędzi zawartych w bibliotece 
RIOTS_95. Oprogramowanie to zaprojektowano do implementacji w pakiecie Matlab, 
jako oddzielny moduł, posiadający narzędzia rozwiązywania problemów optymalnego 
sterowania z ograniczeniami dla ustalonych lub swobodnych warunków początkowych.

Problem doboru optymalnego sygnału wejściowego w zadaniu estymacji para-
metrów modelu układu inercyjnego, dla ustalonych nominalnych wartości para-
metrów: a = –1, b = 1 oraz arbitralnie ustalonego przedziału czasu eksperymentu 
t = [0, 10] sekund, rozwiązano wykorzystując sekwencyjny algorytm programowa-
nia kwadratowego (SQP). Warunki początkowe modelu układu inercyjnego wybrano 
jako: x1(0) = 5, x7(0) = 1 oraz warunek początkowy sygnału wejściowego ustalono 
na u(0) = 1. Współczynnik skalowania czasu trwania eksperymentu ζ jest optyma-
lizowany w przedziale 0,1 ≤ ζ ≤ 10, (tj. czas eksperymentu zawarty jest w przedziale 
od 1 do 100 sekund). Wyniki numeryczne uzyskano wykorzystując metodę Runge-
Kutty, czwartego rzędu, o stałej wielkości kroku co 0,2 sekundy. Funkcję celu opisaną 
zależnością (3.32) przekształcono do następującej postaci:

 J u J qJ� � � �1 2 ,  (3.34)

gdzie: J1 oznacza współczynnik skalowania czasu końcowego ζ, a J2 jest całką z kwa-
dratu sygnału wejściowego.

Optymalny sygnał wejściowy otrzymany przy braku ograniczenia wartości ener-
gii sygnału sterującego (tj. q≈0 w nierówności (3.32)) przedstawiono na rysunku 
3.1(a). Odpowiada on D-optymalnemu eksperymentowi e, gdzie wartość wyznacz-
nika macierzy FIM (zgodnie z (3.13)) uzyskuje Deff = 90% jej optymalnej wartości. 
Suboptymalne sygnały pobudzające uzyskane przy różnych wartościach współczyn-
nika kosztu energii sterowania q i stałej wartości D-efektywności równej Deff = 90% 
przedstawiono na rysunkach 3.1(b-d).

Optymalny sygnał wejściowy otrzymany przy braku ograniczenia na składową 
kosztu energii sygnału wejściowego (tj. J1 = 0,88, qJ2 = 1,0 × 10–4 i tf = 8,79 [s]) przed-
stawiono na rysunku 3.1(a). Powiększono wartość kosztu energii sterowania (rysu-
nek 3.1(b)) w celu uzyskania suboptymalnego sterowania, które odpowiada następu-
jącym wartościom składowych wskaźnika jakości: J1 = 0,92, qJ2 = 5,00 i tf = 9,23 [s]. 
Dla porównania, na rysunku 3.1(c) przedstawiono sygnał wejściowy, który wygene-
rowano dla następujących wartości funkcji celu: J1 = 0,97, qJ2 = 8,70 oraz tf = 9,67 [s]. 
Po zwiększeniu kosztu energii sterowania do wartości q = 0,40, otrzymano sygnał 
pobudzający przedstawiony na rysunku 3.1(d) uzyskując kolejne wartości wskaźnika 
jakości: J1 = 1,01, qJ2 = 33,44, tf = 10,11 [s].
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RYSUNEK 3.1. Sygnały pobudzające w czasie swobodnym: (a) Optymalny sygnał wejściowy dla q ≈ 0 
i Deff = 90%; (b) Suboptymalny sygnał wejściowy dla q = 0,05 i Deff = 90%; (c) Suboptymalny sygnał 
wejściowy dla q = 0,10 i Deff = 90%; (d) Suboptymalny sygnał wejściowy dla q = 0,40 i Deff = 90%

Można zauważyć, że gdy wartość współczynnika kosztu energetycznego wzra-
sta, kształt optymalnego sygnału wejściowego znacznie się zmienia. Podczas 
gdy dla optymalnego eksperymentu (w sensie (3.14)) występują gwałtowne zmiany 
sygnału wejściowego, sygnały sterujące otrzymane dla Deff < 100% są bardziej przyja-
zne w procesie identyfikacji systemu, dopóki wyznacznik macierzy FIM nie zostanie 
zdominowany przez składnik odpowiadający za koszt energii sterowania we wskaź-
niku jakości. Porównanie składowych funkcji celu otrzymanych dla rosnących war-
tości współczynnika energii sygnału wejściowego i malejących wartości współczyn-
nika D-efektywności z przedziału [100%, 80%] przedstawiono w tabelach 3.1, 3.2, 3.3.
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TABELA 3.1. Porównanie komponentów wskaźnika jakości przy Deff = 100%

Deff/Dopt FIM J1 q qJ2 tf [s]

100% –43,87 1,00 1,0e–6 1,0e–4 10,00

1,06 0,05 4,79 10,57

1,10 0,10 8,99 11,00

1,13 0,20 17,42 11,36

1,15 0,30 25,91 11,53

1,16 0,40 34,44 11,62

1,17 0,50 42,97 11,70

TABELA 3.2. Porównanie komponentów wskaźnika jakości przy Deff = 90%

Deff/Dopt FIM J1 q qJ2 tf [s]

90% –35,60 0,880 1,0e–6 1,0e–4 8,79

0,923 0,05 5,00 9,23

0,967 0,10 8,70 9,67

0,991 0,20 16,86 9,91

1,041 0,30 25,14 10,04

1,011 0,40 33,44 10,11

TABELA 3.3. Porównanie komponentów wskaźnika jakości przy Deff = 80%

Deff/Dopt FIM J1 q qJ2 tf [s]

80% –28,10 0,763 1,0e–6 1,0e–4 7,63

0,807 0,05 4,35 8,07

0,837 0,10 8,27 8,37

0,858 0,20 16,25 8,58

0,866 0,30 24,22 8,66

Na podstawie powyższych danych można stwierdzić, że wraz ze wzrostem war-
tości współczynnika kosztu energii sterowania zwiększa się również czas trwania 
eksperymentu. Gdy założona wartość współczynnika D-efektywności z przedziału 
[100%, 80%] maleje, zmniejsza się czas trwania pobudzenia. Na podstawie wyników 
eksperymentów zamieszczonych w tabeli 3.1, odczytano optymalny czas trwania syg-
nału pobudzającego, który dla układu inercyjnego wynosi 10 sekund.
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Sygnały wejściowe u(tf), wyznaczone jako rozwiązania problemów optymalizacji 
w czasie swobodnym (3.32) i (3.33), zostały następnie wykorzystane jako pobudzenia 
w procesie estymacji parametrów modelu układu inercyjnego. Model układu (3.19), 
używany w procedurze identyfikacji systemu, może zostać opisany następującym 
modelem w przestrzeni stanów z jednym wejściem i jednym wyjściem:
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Schemat blokowy na rysunku 3.2 przedstawia proces estymacji parametrów 
modelu układu inercyjnego: pobudzamy wejście układu u(tf) i zbieramy pomiary z jego 
wyjścia y(tf). Biały szum pomiarowy o różnych wartościach wariancji z przedziału 
0,0 ≤ σ2 ≤ 0,8 zakłóca wejście sterujące systemu. Model układu (3.35) zależy od wek-
tora nieznanych parametrów θ = [a, b]. Celem takiego eksperymentu jest estymowa-
nie nieznanych wartości parametrów modelu układu, które powinny być jak najbar-
dziej zbliżone do rzeczywistych wartości parametrów systemu. W tym celu różnica 
kwadratów pomiędzy wyjściem systemu y(tf) a wyjściem modelu ym(tf) jest minima-
lizowana. Warunki początkowe modelu układu inercyjnego ustalono w przedziale 
5 ≤ x1(0) ≤ 5 a czas trwania eksperymentu uzależniono od wybranego sygnału wej-
ściowego zgodnie z tabelą 3.2. Wyniki numeryczne otrzymano wykorzystując sym-
pleksową metodę Neldera-Meada.

RYSUNEK 3.2. Schemat blokowy estymacji parametrów modelu układu dynamicznego

Rozkład estymowanych parametrów modelu układu inercyjnego a i b otrzyma-
nych w trakcie eksperymentu identyfikacyjnego przy wymuszeniu różnymi sygna-
łami wejściowymi przedstawiono na rysunku 3.3. Wykonano dziewięćdziesiąt dzie-
więć pętli obliczeniowych, podczas gdy model układu inercyjnego startował z różnych 
warunków początkowych oraz szum pomiarowy zakłócający wejście systemu miał 
różne wariancje.



54

RYSUNEK 3.3. Elipsoidalne obszary ufności estymat parametrów dla różnych sygnałów wejścio-
wych: Optymalny sygnał pobudzający (czarna linia kropkowana, Deff = 90%, q = 1,0e–6), Subop-
tymalny sygnał wejściowy (zielona linia przerywana, Deff = 90%, q = 0,10), Suboptymalny sygnał 
wejściowy (czerwona linia kreska-kropka, Deff = 90%, q = 0,40), Skok jednostkowy (niebieska linia 
ciągła)

Na rysunku 3.3 przedstawiono obszary ufności estymat parametrów (czarna linia 
kropkowana) wyznaczonych przy wymuszeniu sygnałem wejściowym, który uzy-
skano dla minimalnej wartości współczynnika kosztu energii sterowania (tj. q ≈ 0 
i Deff = 90%). Kolejne obszary ufności parametrów przedstawiają wyniki przeprowadzo-
nych eksperymentów (dla tych samych warunków początkowych i wariancji szumu) 
z sygnałami pobudzającymi uzyskanymi, gdy współczynnik kosztu energetycznego 
zwiększa swoją wartość (tj. q = 0,10 – zielona linia przerywana oraz q = 0,40 – czer-
wona linia kreska-kropka). W celu porównania wyników eksperymentu, na rysunku 
3.3, zamieszczono wizualizację elipsoidalnego obszaru ufności estymat parame-
trów otrzymanego z wykorzystaniem skoku jednostkowego (niebieska linia ciągła). 
Porównanie wyznaczonych obszarów ufności estymat parametrów modelu układu 
inercyjnego wykazuje pewne podobieństwa. Wymuszenie optymalnym sygnałem 
wejściowym (tj. dla q ≈ 0) powoduje minimalny czas trwania eksperymentu identy-
fikacyjnego oraz minimalną objętość elipsoidalnego obszaru ufności estymat para-
metrów. Gdy wartość współczynnika kosztu energetycznego wzrasta, obszar ufno-
ści zwiększa swoją objętość dla tych samych warunków początkowych oraz wariancji 
szumu. Zwiększanie współczynnika kosztu energetycznego powoduje również wzrost 
czasu trwania eksperymentu identyfikacyjnego ale zakłócenie warunków pracy jest 
łagodniejsze. W ten sposób można uniknąć gwałtownych zmian sygnału sterującego 
w empirycznych zadaniach identyfikacji.
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Minimalizacja czasu trwania eksperymentu pozwala obniżyć koszt ekonomiczny 
identyfikacji podczas eksploatacji systemu w czasie rzeczywistym. Z drugiej strony, 
koszt eksperymentu identyfikacyjnego może być również wyrażany poprzez utratę 
dokładności estymat parametrów w związku z zastosowanym pobudzeniem. Na pod-
stawie danych zamieszczonych w tabelach 3.1, 3.2, 3.3, można stwierdzić, iż wymaga-
nia dotyczące minimalnego czasu trwania eksperymentu identyfikacyjnego i przyja-
zności sygnału sterującego są w pewnym sensie sprzeczne.

Podsumowanie
Celem tej pracy było zaprojektowanie sygnałów pobudzających w czasie swobodnym, 
z ograniczeniami dotyczącymi kosztu energii sterowania i wartości D-efektywności, 
które następnie wykorzystano w eksperymentach estymacji parametrów modelu 
układu inercyjnego. Eksperyment doboru sygnału sterującego przeprowadzono wyko-
nując minimalizację dodatkowej zmiennej stanu, reprezentującej współczynnik ska-
lowania czasu, w obecności zestawu ograniczeń. Wybrane sygnały sterujące otrzy-
mane jako rozwiązanie problemu optymalizacji czasu swobodnego wykorzystano 
jako pobudzenie w procedurze estymacji parametrów modelu układu. Eksperymenty 
identyfikacyjne przeprowadzono w obecności białego szumu pomiarowego zakłó-
cającego wejście sterujące systemu. Nałożone ograniczenia umożliwiają uzyskanie 
przyjaznych sygnałów wejściowych, jednocześnie zapewniając akceptowalne obszary 
ufności estymat parametrów modelu układu.

Kolejnym założeniem tej pracy było zbadanie zależności pomiędzy nałożonymi 
ograniczeniami na dobór optymalnego sygnału sterującego, a czasem trwania ekspe-
rymentu identyfikacyjnego. Wyniki przeprowadzonych eksperymentów potwierdzają 
założenie, iż sygnał sterujący uzyskany dla wartości współczynnika kosztu energii 
sterowania q ≈ 0, gwarantuje minimalny czas trwania eksperymentu identyfikacyj-
nego oraz minimalną objętość obszaru ufności estymat parametrów. Gdy procentowa 
wartość współczynnika D-efektywności zmniejsza się, to zmniejsza się również czas 
trwania eksperymentu oraz koszt ekonomiczny procesu identyfikacji. Należy jednak 
stwierdzić, że suboptymalne sygnały pobudzające otrzymane dla różnych wartości 
współczynnika kosztu energii sterowania skutkują degradacją dokładności oszacowań 
estymowanych parametrów modelu układu (obserwowaną jako zwiększona objętość 
obszarów ufności parametrów).

Uzyskane podczas eksperymentów identyfikacyjnych wyniki pozwalają stwier-
dzić, iż istnieje kompromis pomiędzy czasem trwania eksperymentu identyfika-
cyjnego (związanego z czasem trwania pobudzenia) a dokładnością estymowanych 
parametrów, która zależy od przyjazności sygnału wykorzystanego do wzbudzenia 
modelu układu. Zatem ekonomiczny koszt identyfikacji można traktować jako czas 
trwania eksperymentu albo jako miarę dokładności uzyskiwanych estymat parame-
trów modelu układu. 
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Free final time optimal input design for process system identification

Abstract: Input design is the process of designing an optimal input signal that 
is used for the actuation of the system to maximize the information about system 
dynamics. The novelty of this work is to design the free final time constraint input 
signals which are then used in the system identification experiments. The solu-
tion of constrained optimal input design problem is based on the minimization 
of the extra state variable representing the free final time scaling factor, formu-
lated in the Bolza functional form, subject to the D-efficiency constraints as well 
as input energy constraints. The constraints imposed on input signal design should 
allow the operator for model parameter estimation in the safest way. An in-novative  
contribution of this work is to use obtained free terminal time inputs to exa-
mine the economic aspects between the imposed constraints on the input signal 
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design and the experiment duration while undertaking an identification experi-
ment. The presented methodology could be utilized for a general class of systems 
and is illustrated using numerical examples.

Keywords: D–efficiency, free final time problem, input signal design, optimal 
control
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Rozdział 4  
Dwuprzebiegowe testy krokowe 
z regularnym indeksem inkrementacji

Ireneusz Mrozek 
Wydział Informatyki, Politechnika Białostocka

Streszczenie: Konwencjonalne testy krokowe (ang. march test) pamięci RAM 
wyróżniają się szczególnie wysoką efektywnością w przypadku uszkodzeń pro-
stych, takich jak: uszkodzenie sklejeniowe (ang. Stuck-at fault – SAF), uszkodzenie 
przejścia (ang. Transition fault – TF) czy uszkodzenie sprzężeniowe (ang. Coupling 
fault – CF). Należy jednak zaznaczyć, iż sesje testowe złożone z pojedynczego wyko-
nania testu krokowego, są niewystarczające w przypadku uszkodzeń złożonych 
takich, jak uszkodzenia uwarunkowane zawartością sąsiadów (ang. Pattern Sensitive 
Faults – PSF). Jedną z technik zwiększających pokrycie uszkodzeń PSF jest tech-
nika sesji wieloprzebiegowych, której ideą jest wielokrotne wykonanie transparen-
tnego testu krokowego przy różnych warunkach początkowych. Rozwiązanie to jest 
szczególnie interesujące w przypadku wbudowanych testów automatycznych (ang. 
Built-in self-test – BIST). Podejście oparte na testach transparentnych posiada nie-
podważalną zaletę, w stosunku do testowania tradycyjnego. Po zakończeniu procesu 
testowania, zawartość pamięci RAM jest taka sama jak przed rozpoczęciem testu. 
Nie istnieje w tym przypadku potrzeba zapisywania zawartości testowanej pamięci 
przed rozpoczęciem sesji testowej, a następnie jej odtwarzania po zakończeniu pro-
cesu testowania. Jest to jedna z przyczyn, dla których technika testowania pamięci 
RAM, oparta na wieloprzebiegowych transparentnych testach krokowych, jest sze-
roko stosowana do cyklicznych testów pamięci systemów o znaczeniu krytycznym 
(elektronika medyczna, sterowanie kolejami, awionika, telekomunikacja i innych). 
W wielu przypadkach dostępny czas na realizację takiej sesji testowej jest limito-
wany. Biorąc pod uwagę powyższe ograniczenie w pracy uwaga skupiona zostanie 
nad krótkimi, dwuprzebiegowymi sesjami testowymi wykorzystującymi zmienne 
sekwencje adresowe generowane na podstawie regularnego indeksu inkrementacji. 
W pracy dokonano dogłębnej analizy warunków, które muszą spełniać sekwencje 
adresowe, aby uzyskać jak największe pokrycie uszkodzeń. Określono optymalną 
wartość indeksu inkrementacji prowadzącą do uzyskania maksymalnego pokrycia 
uszkodzeń. Wyniki prac wskazują, iż sesje testowe wykorzystujące tak generowane 
sekwencje adresowe dają wyższe pokrycie uszkodzeń niż ma to miejsce w przy-
padku sekwencji pseudolosowych. Jako uzupełnienie zaproponowano rozwiązanie 
o niskim narzucie sprzętowym, umożliwiające implementację generatora sekwencji 
adresowych opartych na optymalnym indeksie inkrementacji. 

Słowa kluczowe: RAM, BIST, PSF, testowanie pamięci, testy transparentne
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Wprowadzenie
Pamięć półprzewodnikowa jest kluczowym elementem szeroko rozumianych współ-
czesnych systemów i układów elektronicznych. Jej bezawaryjne działanie ma fun-
damentalny wpływ na zachowanie całego systemu. Procentowy udział podłoża 
krzemowego przeznaczonego na różne kategorie pamięci w systemach typu SoC 
(ang. systems-on-chip) jest obecnie na poziomie 90% [2]. Produkowana pamięć musi 
spełniać bardzo wysokie wymogi związane z miarą jakości (od 50 ppm w przypadku 
standardowych komputerów do poniżej10 ppm w przypadku układów stosowanych 
w systemach o wysokiej wiarygodności działania), [2]. Obecna technologia umoż-
liwia produkcję układów pamięci wysokiej gęstości o niespotykanych dotychczas 
pojemnościach. Jednocześnie wzrost upakowania układów i tym samym zmniejsze-
nie fizycznych odległości pomiędzy poszczególnymi jego elementami sprzyja nie-
zamierzonym interakcjom pomiędzy sąsiadującymi komórkami pamięci. Fizyczną 
przyczyną tych interakcji są z reguły prądy upływu [8]. W konsekwencji, wzajemna 
interakcja międzykomórkowa zależy w znacznej mierze od wartości logicznych wystę-
pujących w tych komórkach, czego skutkiem są błędy występujące tylko w kontekście 
specyficznych wartości (wzorców) tam zapisanych. Wpływa to znacząco na wzrost 
stopnia złożoności procesów testowania pamięci. Należy podkreślić, że w obecnych 
pamięciach DRAM błędy będące wynikiem wzajemnego oddziaływania komórek 
na siebie są jednymi z najczęściej zgłaszanych podczas procesów testowania [5]. Mimo, 
że waga i mechanizm powstawania tych uszkodzeń znane są od dawna, to wciąż nie 
zostały opracowane metody umożliwiające dokładną i efektywną analizę pamięci 
pod tym kątem [5]. Fakt ten sprawia, iż nadal istnieje zapotrzebowanie rozwijania 
technik i algorytmów w tym obszarze.

Na potrzeby testowania pamięci zdefiniowanych zostało wiele modeli uszko-
dzeń (ang. fault models). Definicje podstawowych z nich można znaleźć w pracach 
Thatte i Abrahama w [6]. Liczna grupa modeli została zaproponowana przez Van de 
Goora w [8]: uszkodzenia dekodera adresu (ang. address decoder faults – AF), uszko-
dzenia sklejeniowe (ang. stuck-at faults – SAF), uszkodzenia sprzężeniowe (ang. cou-
pling faults – CF), uszkodzenia przejścia (ang. transition faults – TF) czy uszkodzenia 
uwarunkowane zawartością (ang. pattern sensitive faults – PSF), w tym uszkodze-
nia uwarunkowane zawartością sąsiadów (ang. neighborhood pattern sensitive faults 

– NPSF). Rozwinięcia powyższych modeli dla różnych typów pamięci można znaleźć 
m.in w [1, 3, 4, 5, 7]. Przyjęło się również dzielić uszkodzenia pamięci ze względu 
na liczbę komórek, które są powiązane danym uszkodzeniem. Dotyczy to uszkodzeń 
prostych związanych z pojedynczymi komórkami pamięci (ang. one cell faults) i uszko-
dzeń złożonych, wiążących zależnością wiele komórek pamięci (ang. multi-cell faults).

Ze względu na szybko rosnącą pojemność i gęstość upakowania układów pamięci, 
szczególnego znaczenia nabierają modele prowadzące do opracowania testów umoż-
liwiających efektywne wykrywanie uszkodzeń, których źródłem jest wzajemna inter-
akcja pomiędzy poszczególnymi komórkami pamięci. Defekty, których rezultatem 
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są interakcje między komórkami pamięci najczęściej są analizowane z wykorzysta-
niem dwóch dobrze udokumentowanych w literaturze modeli uszkodzeń: uszkodzenia 
sprzężeniowego CF i uszkodzenia uwarunkowanego zawartością PSF [8]. Uszkodzenie 
CF opisuje interakcję dwóch dowolnych komórek pamięci [8]. O uszkodzeniu tym 
mówi się wówczas, gdy zmiana wartości (lub określona wartość) w komórce okre-
ślanej mianem agresora wpływa na wartość w komórce określanej mianem ofiary.

Uogólnionym modelem umożliwiającym analizę oddziaływania na siebie większej 
liczby komórek, niż ma to miejsce w przypadku uszkodzenia CF, jest model uszko-
dzenia uwarunkowanego zawartością – PSF. Uszkodzenie PSF jest najbardziej ogól-
nym modelem opisującym niezamierzone interakcje pomiędzy komórkami pamięci. 
Może ono być rozpatrywane jako uogólnienie uszkodzenia sprzężeniowego [8]. Model 
ten składa się z grupy komórek będących agresorami (komórkami wiążącymi) i jed-
nej komórki będącej ofiarą (komórką bazową). W uszkodzeniu PSF stan bazowej 
komórki pamięci (wartość, lub zmiana wartości) zależny jest od stanów wszystkich 
pozostałych komórek (komórek wiążących). Testowanie pamięci pod kątem powyż-
szego uszkodzenia jest jednak niepraktyczne czy wręcz niemożliwe z uwagi na czas 
niezbędny do realizacji takiego testu. Bardziej praktyczny jest model uszkodzenia 
uwarunkowanego zawartością sąsiadów NPSF. W odróżnieniu od uszkodzenia PSF 
w uszkodzeniu NPSF przyjmuje się, iż na komórkę bazową oddziałują tylko komórki 
z jej najbliższego fizycznego sąsiedztwa. Opierając się na powyższym modelu zostało 
zaproponowanych wiele klasycznych rozwiązań, np. w [8, 10]. Jednakże w przypadku 
współczesnych pamięci, algorytmy te charakteryzują się zbyt długim czasem wykona-
nia. W rezultacie opracowano wiele nowych propozycji odnoszących się do uszkodzeń 
NPSF, np. [5, 8, 11, 17]. Niestety, rozwiązania oparte na modelu NPSF nie zawsze mogą 
być wykorzystane. Źródłem problemu jest optymalizacja stosowana podczas produk-
cji układów cyfrowych, której wynikiem jest różnica pomiędzy logicznym (widzia-
nym przez użytkownika) i fizycznym ułożeniem komórek pamięci względem siebie 
(ang. scrambling), [18]. Dlatego do efektywnego wykorzystania powyższych rozwiązań 
niezbędny staje się schemat pozwalający określić fizyczne rozmieszczenie komórek 
pamięci (ang. scrambling information), [1, 8]. Schemat ten nie zawsze jest upubliczniany 
przez producentów, ponadto mechanizmy redundancji (ang. memory row and column 
redundancy) sprawiają, że konfiguracja pamięci może ulec zmianie w sposób nieza-
uważalny dla użytkownika podczas jej normalnej pracy [18]. Jednocześnie, w przy-
padku rozpatrywanych uszkodzeń złożonych, koniecznym warunkiem (w większo-
ści wypadków wystarczającym) wykrycia (lub aktywacji) wszystkich potencjalnych 
k-komórkowych uszkodzeń w wybranych k komórkach pamięci, jest wygenerowanie 
wszystkich 2k możliwych binarnych kombinacji w tych komórkach. Dlatego w sytu-
acji, gdy nie jest znana topologia testowanej pamięci jako model uszkodzenia można 
przyjąć model PSFk, będący uogólnieniem modelu NPSF. W modelu PSFk rozpa-
trywanych jest dowolne k z N komórek pamięci (N – rozmiar pamięci), wśród któ-
rych jedna jest komórką bazową, a pozostałe k − 1 – komórkami wiążącymi. Należy 
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zaznaczyć, iż rezultaty otrzymane dla tak zdefiniowanego modelu, można łatwo 
odnieść do innych modeli, gdyż jest on najbardziej złożony w procesie wykrywania 
uszkodzeń pamięci [19].

Wiele różnych algorytmów zostało zaproponowanych w obszarze testowania 
pamięci RAM. Kluczowe wydają się podejścia oparte na testach krokowych nazywa-
nych również maszerującymi (ang. march tests). Ich największymi zaletami są: złożo-
ność liniowa w stosunku do rozmiaru pamięci, wysoki poziom pokrycia uszkodzeń 
i regularność struktury umożliwiająca stosunkowo prostą ich implementację wbudo-
waną (ang. built-in self-test – BIST), [8]. Jednak tradycyjne testy krokowe nie generują 
wszystkich możliwych wzorców niezbędnych do detekcji uszkodzeń PSFk. Dlatego 
zaproponowano techniki, wykorzystujące w swej podstawie testy krokowe, umożli-
wiające zwiększenie pokrycia uszkodzeń PSFk. Jednym z takich podejść jest testo-
wanie wieloprzebiegowe. Technika ta polega na wielokrotnej realizacji zadanego 
testu przy jednoczesnej zmianie warunków początkowych (np. zawartości pamięci 
i/lub sekwencji adresowej).

W przypadku pojedynczego przebiegu testu krokowego warunki początkowe 
nie mają wpływu na finalne pokrycie uszkodzeń [8,12]. Dla dowolnej sekwencji adreso-
wej oraz dowolnej zawartości pamięci liczba wykrywanych uszkodzeń jest zawsze taka 
sama i może zostać określona na podstawie przyjętych modeli uszkodzeń. W przy-
padku testów wieloprzebiegowych w literaturze dziedziny jasno wskazano, iż zmiana 
warunków początkowych w sposób znaczący wpływa na finalne pokrycie uszkodzeń 
testu. Dlatego jednym z kluczowych czynników wpływających na pokrycie uszkodzeń 
w przypadku wieloprzebiegowych testów krokowych są sekwencje adresowe kolej-
nych iteracji testów oraz wzajemne relacje między tymi sekwencjami. [13]. Różne sek-
wencje adresowe w kolejnych iteracjach testu pozwalają wygenerować nowe wzorce 
w komórkach pamięci co umożliwia aktywację i wykrycie dodatkowych uszkodzeń 
w porównaniu z iteracjami wcześniejszymi. Na przykład w przypadku dwóch prze-
biegów testu pamięci, musimy wybrać dwie sekwencje adresowe, które muszą się 
różnić pod względem zdolności wykrywania różnych konfiguracji uszkodzeń PSF. 
Jak zostało wykazane, różne pary sekwencji adresowych skutkują w różnym pokry-
ciu uszkodzeń [16]. Niezmiernie ważnym problemem jest zatem wybranie odpowied-
nich sekwencji adresowych, uwzględniając przy tym nie tylko pokrycie uszkodzeń, 
ale również koszt wygenerowania tych sekwencji.

W dalszej analizie będzie rozważany model uszkodzenia PSFk i rozpatrywana 
pamięć RAM o pojemności N = 2m bitów, gdzie m jest dodatnią liczbą całkowitą 
oznaczającą liczbę linii adresowych pamięci. Jak pokazują liczne prace van de Goor’a, 
Nicolaidis’a i innych, w przypadku złożonych uszkodzeń pamięci, takich jak PSFk, 
pokrycie uszkodzeń na poziomie 100% można osiągnąć w bardzo ograniczonych przy-
padkach. W ogólnym przypadku 100% pokrycie złożonych uszkodzeń pamięci można 
osiągnąć poprzez realizację nieskończonej liczby testów lub wykorzystując test o zło-
żoności rzędu 2N, gdzie N to rozmiar pamięci. Dlatego we współczesnych badaniach 
związanych z detekcją złożonych uszkodzeń pamięci RAM dąży się do uzyskania 
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wysokiego pokrycia uszkodzeń przy umiarkowanej złożoności testów. Stąd badania 
autora zostały skupione na bardzo krótkich, dwuprzebiegowych testach krokowych. 
Głównymi wynikami są:
 y wyznaczenie parametrów umożliwiających wygenerowanie optymalnych (w kon-

tekście pokrycia uszkodzeń) sekwencji licznikowych jako sekwencji adresowych 
w dwuprzebiegowych testach krokowych, 

 y zaproponowanie rozwiązania umożlwiającego implementację, o niskiej złożono-
ści sprzętowej, generatora optymalnych sekwencji adresowych,

 y dokładna analityczna analiza proponowanego rozwiązania w kontekście detek-
cji uszkodzeń PSF.

Niski narzut sprzętowy w proponowanym rozwiązaniu osiągnięto przez imple-
mentację generatora adresów w oparciu o licznik sekwencyjny. Generator adresów 
posiada dwa tryby pracy. W pierwszej iteracji testu działa on jak standardowy licz-
nik realizując działania (+1) i (–1) (pierwszy tryb pracy). W przypadku drugiej itera-
cji sekwencja adresowa generowana jest w oparciu o licznik modyfikujący swój stan 
zgodnie z indeksem inkrementacji q: (+q) i (–q) (drugi tryb pracy). Przeprowadzona 
analiza pozwoliła określić optymalną wartość indeksu inkrementacji q jak również 
adres początkowy drugiej sekwencji adresowej umożliwiające uzyskanie wysokiego 
pokrycia uszkodzeń PSFk przez dwuprzebiegowy test krokowy. 

4.1. Efektywność testów krokowych
Kluczową rolę w testowaniu pamięci odgrywają testy krokowe (maszerujące), [8]. Test 
krokowy składa się ze skończonej liczby sekwencji elementów typu March. Element 
typu March składa się ze skończonej liczby sekwencji operacji czytania (r) i pisania (w), 
z których wszystkie oddziałują na określoną komórkę przed przejściem do następnej 
komórki pamięci. Komórka następna określona jest zgodnie z sekwencję adresową 
oznaczaną przez ⇑ (nazywana często sekwencją rosnąca), lub ⇓ (nazywaną często sek-
wencją malejącą). Uszeregowanie adresów w sekwencji adresowej może być dowolne, 
przy założeniu jednak, iż w sekwencji adresowej oznaczonej symbolem ⇑ kolejność 
adresów jest odwrotna do sekwencji oznaczonej symbolem ⇓ [8, 15, 24]. Symbol  
wykorzystywany jest w przypadku, gdy możemy przyjąć dowolnie albo sekwencję ros-
nącą albo sekwencję malejącą. Możliwe działania odnoszące się do komórek pamięci 
dostępne w testach krokowych to: wx – zapisz do komórki pamięci wartość x i rx – 
odczytaj wartość z komórki pamięci (wartość spodziewana jest równa x). Cały test 
krokowy ograniczony jest przez parę nawiasów klamrowych { ... }, podczas gdy ele-
ment typu March ograniczony jest parą nawiasów okrągłych ( ... ). Jako przykład roz-
patrzymy test MATS+ [23]:
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 { (w0); ⇑(r0, w1); ⇓(r1,w0) }.

 M0 M1 M2

Test ten składa się z trzech elementów typu March: M0, M1, M2. Element M0 
zeruje pamięć. Element M1, w porządku sekwencji rosnącej odpowiednio czyta 
wartość 0 z komórki, następnie zapisuje tam wartość 1. Element M2 testu MATS+, 
w porządku adresów sekwencji malejącej odczytuje wartość 1 z komórki, po czym 
do tej samej komórki wpisuje wartość 0. Jednymi z najbardziej znanych testów kroko-
wych są testy MATS++ { (w0); ⇑(r0,w1); ⇓(r1,w0,r0)} i March C– { (w0); ⇑(r0,w1); 
⇑(r1,w0); ⇓(r0,w1); ⇓(r1,w0); (r0)}. W przypadku tradycyjnych testów korkowych 
pierwsza faza testu, ustala początkową zawartość pamięci. Dlatego testy krokowe 
w postaci klasycznej nie są predysponowane do stosowania w procedurach testo-
wych uruchamianych w systemach w trakcie ich normalnej pracy (ang. online testing). 
W tym celu należy wykorzystać testy transparentne (ang. transparent tests).

Technika transparentnego testowania pamięci jest dobrze znanym podejściem 
umożliwiającym przeprowadzenie procesu testowania pamięci w sposób przezroczy-
sty dla jej zawartości. Zaproponowana została w 1986 roku przez B. Koenemana [20].
Technikę transformacji klasycznych testów krokowych w testy transparentne zapro-
ponował Nicolaidis [22]. Testy transparentne umożliwiają zachowanie niezmienionej 
zawartości pamięci po zakończeniu testu w stosunku do zawartości z momentu roz-
poczęcia testu. Dzięki temu są one szczególnie predysponowane do realizacji perio-
dycznych testów wykonywanych w czasie normalnej pracy urządzenia (ang. periodic 
field testing). Wybrane rozwiązania oparte na testach transparentnych można znaleźć 
m.in. w [14,17, 21]. Transparentne odpowiedniki testów MATS++ i March C– mają 
odpowiednio postać {⇑(ra,wā); ⇓(rā,wa,ra)} i {⇑(ra,wā); ⇑(rā,wa); ⇓(ra,wā); ⇓(rā,wa); 
(ra)}, gdzie a ∈ {0, 1} i ā jest inwersją a. Inne testy krokowe, ich złożoności i efek-
tywność w odniesieniu do uszkodzeń prostych przedstawia tabela 4.1 [8]. 

TABELA 4.1. Pokrycie uszkodzeń prostych przez wybrane testy krokowe

Test
Pokrycie uszkodzeń

SAF AF TF CFin CFid CFdyn SCF Złożoność

MATS + 4N

MATS+ + + 5N

MATS++ + + + 6N

March X + + + + 6N

March C– + + + + + + + 10N

March A + + + + 15N

March Y + + + + 8N

March B + + + + 17N

„+” oznacza pełne pokrycie danego typu uszkodzeń przez test.
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Należy podkreślić, iż czas realizacji testu zależy nie tylko od samego testu, ale 
również od technologii, w jakiej została zrealizowana pamięć. Dlatego do opisu czasu 
trwania testu powszechnie używana jest złożoność testu, przez którą rozumie się 
liczbę poleceń r/w występujących w teście [8,22,25,31]. Wartość ta jest bezpośred-
nio skorelowana z czasem niezbędnym do realizacji testu i jest jednocześnie nie-
zależna od technologii. Dane, które pokazuje tabela 4.1 wskazują, iż testy krokowe 
posiadają wysoką efektywność w odniesieniu do uszkodzeń prostych. Jednocześnie 
w przypadku uszkodzeń złożonych efektywność ta jest niewystarczająca. Dla testu 
złożonego z jednej iteracji testu MATS++ pokrycie uszkodzeń PSFk można określić 
jako FCMATS++(PSFk) = (1/2k–1)100%, a w przypadku testu March C– FCMATS++(PSFk) =  
= (1/2k–2)100% [8,27]. Przykładowo, FCMATS++(PSF3) = (1/22)100% = 25%, FCMATS++(PSF5) =  
= (1/24)100% = 6,25%, FCMarchC–(PNPSF3) = (1/21)100% = 50%, i FCMarchC–(PNPSF5) =  
= (1/23)100% = 12,5%.

4.2. Dwuprzebiegowe testy krokowe
Jak wskazano we wprowadzeniu, do uzyskania wysokiego pokrycia uszkodzeń PSFk 
niezbędne jest wykorzystanie optymalnych sekwencji adresowych [27, 30]. W przy-
padku dwuprzebiegowej sesji testowej wykorzystywane są dwie sekwencje adresowe 
Aj i Ak, gdzie Al = Al(0)Al(1)Al(2) … Al(N–2)Al(N–1); (Al(i)∈{0, 1, 2, …, N–1}, i∈{0, 1, 
2, …, N–1}). Należy zauważyć, iż liczba możliwych różnych sekwencji adresowych Al, 
l∈{0, 1, 2, …, N!–1} jest bardzo duża i równa N! = 2m! [27].

W celu uzyskania wysokiego pokrycia uszkodzeń PSFk dwuprzebiegowego testu 
krokowego niezbędne jest, aby dwie przyjęte sekwencja adresowe Aj i Ak, w jak naj-
większym stopniu różniły się między sobą [25]. W najprostszym przypadku oznacza to, 
iż na tych samych pozycjach i w sekwencjach adresowych Aj i Ak, powinny być różne 
wartości. Wymóg ten spełniony jest również w standardowych testach krokowych [8]. 
W kolejnych fazach testu krokowego generowane są dwie różne sekwencje adresowe: 
rosnąca 0, 1, 2, …, 2m–2, 2m–1 (⇑) i malejąca 2m–1, 2m–2, 2m–3, …, 1, 0 (⇓). Jako miara 
zróżnicowania sekwencji adresowych może zostać wykorzystana metryka Manhattan:

 D A A A i A iManh j k j k
i

N
( , ) ( ) ( )� ��

�

�

0

1
, (4.1)

która została przeanalizowana i eksperymentalnie sprawdzona w [27].
Odległość miejska DManh(Aj,Ak) pomiędzy dwoma sekwencjami adresowymi Aj i Ak, 

może zostać wykorzystana jako charakterystyka numeryczna umożliwiająca określe-
nie poziomu zróżnicowania dwóch sekwencji adresowych. Przykładowo, dla dwóch 
sekwencji Aj = 0, 1, 2, …, 2m–1, 2m–1 i Ak = 2m–1, 2m–2, 2m–3, …, 1, 0 powyższa odle-
głość jest równa DManh(Aj,Ak) = 22m–1

. Jak zostało udowodnione w [29] wartość 22m–1 jest 
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maksymalną możliwą wartością maxDManh(Aj,Ak) powyższej metryki dla dwóch róż-
nych sekwencji adresowych Aj, Ak. Jednocześnie wartością minimalną minDManh(Aj,Ak) 
jest wartość 2.

Istnieje wiele rozwiązań umożliwiających generowanie sekwencji adresowych. 
Wszystkie opierają się na prostych algorytmach, takich jak generowanie sekwencji 
pseudolosowych, negacja bitów adresu, przesunięcie i/lub permutacje bitów adresu 
oraz wiele różnych sekwencji liczbowych opartych na kodzie Gray’a, odwrotnym 
kodzie Gray’a, maksymalizacji średniej odległości Hamminga i innych [27, 29, 30, 
32]. Wszystkie te rozwiązania były proponowane w kontekście zapewnienia niskiej 
złożoności sprzętowej implementacji mechanizmów testowania wbudowanego BIST, 
jak również osiągnięcia jak najwyższego pokrycia uszkodzeń w tym PSFk.

Przykładowe pokrycie uszkodzeń PSFk przez dwuprzebiegowy test wykorzystujący 
pseudolosowe sekwencje adresowe przedstawia tabela 4.2. Kolumna „Iteracja pierw-
sza” zawiera pokrycie uszkodzeń po pierwszej iteracji testu, zaś kolumna „Iteracja 
druga” przedstawia sumaryczne pokrycie po wykonaniu drugiej iteracji testu. W obu 
przypadkach (zarówno dla testu MATS++ jak i March C–) sekwencje adresowe gene-
rowane były oparte na rejestrze przesuwającym LFSR stowarzyszonym z wielomia-
nem pierwotnym φ(x) [26,28,33]. W przypadku tego eksperymentu wartość miary 
zróżnicowania dwóch losowych sekwencji adresowych Aj i Ak może być aproksymo-
wana przez N2/4 [33].

TABELA 4.2. Pokrycie uszkodzeń PSFk (%) dwuprzebiegowego testu krokowego z pseudolosowymi 
sekwencjami adresowymi

Test
PSF3 PSF5

Iteracja pierwsza Iteracja druga Iteracja pierwsza Iteracja druga

MATS++ 24,90 42,74 6,31 11,87

March C– 49,87 72,74 12,46 22,15

W kolejnym eksperymencie (tabela 4.3) jako sekwencję adresową w pierwszej ite-
racji testu wykorzystano standardową sekwencję licznikową Aj, zaś w drugiej iteracji 
wykorzystaną sekwencję Ak będącą modyfikacją sekwencji Aj. Modyfikacja polegała 
na negacji najmniej znaczącego bitu w każdym adresie sekwencji adresowej Aj. W tym 
przypadku wartość zróżnicowania sekwencji adresowych jest równa DManh(Aj,Ak) = N, 
co jest wartością znacząco mniejszą w porównaniu z wynikiem poprzednim.
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TABELA 4.3. Pokrycie uszkodzeń PSFk (%) dwuprzebiegowego testu krokowego z drugą sekwen-
cją adresową wygenerowaną przez modyfikację pierwszej sekwencji (negacja bitu LSB pierw-
szej sekwencji)

Test
PSF3 PSF5

Iteracja pierwsza Iteracja druga Iteracja pierwsza Iteracja druga

MATS++ 25,08 25,84 6,20 11,87

March C– 50,10 51,72 12,57 13,36

Wyniki, które zawierają tabela 4.2 i tabela 4.3 wskazują na dużą zależność pokry-
cia uszkodzeń od wartości zróżnicowania sekwencji adresowych. W przypadku dwóch 
sekwencji adresowych Aj i Ak, dla których wartość zróżnicowania DManh(Aj,Ak) jest 
duża pokrycie uszkodzeń jest znacznie większe w porównaniu z sytuacją, gdy war-
tość zróżnicowania sekwencji adresowych jest stosunkowo niska.

4.2.1. Dwuprzebiegowe testy krokowe z indeksem inkrementacji q = 2

W punkcie tym zostanie przeanalizowany przypadek, gdzie druga sekwencja adresowa 
testu dwuprzebiegowego zostanie wygenerowana na podstawie pierwszej sekwencji 
z wykorzystaniem indeksu inkrementacji o wartości q = 2. Jako pierwszą sekwencję 
adresową przyjmijmy dowolną sekwencje liczbową Aj(i), gdzie Aj(i)∈{0,l,2,…,2m–1}, 
i∈{0,l,2,…,2m–1}. Wtedy druga sekwencja adresowa będzie miała postać Ak = Ak(0)
Ak(1)Ak(2)…Ak(2

m–2)Ak(2
m–1) zdefiniowaną zgodnie z poniższą definicją.

Definicja 4.1: Sekwencja adresowa Ak będąca wynikiem inkrementacji sekwencji adre-
sowej Aj = Aj(0)Aj(1)Aj(2)…Aj(2

m–2)Aj(2
m–1) zgodnie z indeksem q = 2 będzie miała 

następująca postać:

 Ak(i) = Aj(2i),  i∈{0, l, 2, …, 2m–1–1};

 Ak(i) = Aj(2(i–2m–1)+1),  i∈{2m–1, 2m–1+1, 2m–1+2, …, 2m–1}. (4.2)

Należy zauważyć, iż Definicja 4.1 może zostać wykorzystana w odniesieniu do dowol-
nej sekwencji adresowej Aj, w tym standardowej sekwencji licznikowej Aj = Aj(0)Aj(1)
Aj(2) … Aj(2

m–2)Aj(2
m–1) = 0, 1, 2, …, 2m – 2, 2m – 1. Przykładowo, dla standardowej 

sekwencji licznikowej dla m = 4 Aj = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 sek-
wencja wynikowa Ak przyjmie wartość 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15.



68

W zależności od adresu początkowego s, istnieje N = 2m wersji sekwencji Ak otrzy-
manych w oparciu o standardową sekwencję licznikową Aj = Aj(0)Aj(1)Aj(2) … Aj(2

m – 2)
Aj(2

m – 1) = 0, 1, 2, …, 2m – 2, 2m – 1. Wszystkie sekwencje adresowe w zależności 
od adresu początkowego s dla m = 3 i indeksu inkrementacji q = 2, wygenerowane 
na podstawie standardowej sekwencji licznikowej zawiera tabela 4.4. 

TABELA 4.4. Zbiór sekwencji adresowych wygenerowanych na podstawie standardowej sekwencji 
licznikowej dla m = 3 i indeksu inkrementacji q = 2

I Aj(i)
Ak

s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

0 0 0 2 4 6 1 3 5 7

1 1 2 4 6 1 3 5 7 0

2 2 4 6 1 3 5 7 0 2

3 3 6 1 3 5 7 0 2 4

4 4 1 3 5 7 0 2 4 6

5 5 3 5 7 0 2 4 6 1

6 6 5 7 0 2 4 6 1 3

7 7 7 0 2 4 6 1 3 5

Jak zostało już wskazane, w przypadku testu dwuprzebiegowego muszą zostać 
wybrane dwie optymalne sekwencje adresowe [27, 29, 30]. Jako miara dopasowania 
może zostać wykorzystana metryka miejska [27]. Wartości metryk DManh(Aj,Ak(s)) 
dla m = 3 i m = 4 zawiera tabela 4.5 i tabela 4.6.

TABELA 4.5. Wartości metryki zróżnicowania dla q = 2 i m = 3

s 0 1 2 3 4 5 6 7

DManh(Aj,Ak(s)) 12 20 20 24 24 24 24 20

TABELA 4.6. Wartości metryki zróżnicowania dla q = 2 i m = 4

s 0 1 2 3 4 5 6 7

DManh(Aj,Ak(s)) 12 20 20 24 24 24 24 20

s s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

DManh(Aj,Ak(s)) 96 96 96 92 92 84 84 72
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Dane zawarte w powyższych tabelach pozwalają stwierdzić, iż w przypadku 
m = 3 zbiór optymalnych par sekwencji adresowych Aj i Ak(s) to {(Aj,Ak(3)), (Aj,Ak(4)), 
(Aj,Ak(5)), (Aj,Ak(6))}, zaś w przypadku m = 4 zbiór par sekwencji optymalnych 
to {(Aj,Ak(7)), (Aj,Ak(8)), (Aj,Ak(9)), (Aj,Ak(10))}.

Z uwagi na regularną strukturę sekwencji adresowej Ak(s) nie jest trudno poka-
zać, iż wartość powyższej metryki zróżnicowania, dla dowolnego rozmiaru pamięci 
N = 2m oraz dowolnego adresu początkowego s, można wyznaczyć na podstawie (4.3).
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Optymalna wartość adresu początkowego s w kontekście otrzymania najwięk-
szej wartości metryki zróżnicowania DManh(Aj,Ak(s)) dla parzystego s można otrzy-
mać na podstawie (4.4).
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Najbliższe parzyste wartości będące rozwiązaniem powyższego równania 
to s = 2m – 1 i s = 2m – 1 + 2. W przypadku m = 3 i m = 4 są to wartości odpowiednio 4,6 
oraz 8,10 (porównaj tabela 4.5 i tabela 4.6). 

Optymalny nieparzysty adres początkowy s może zostać wyznaczony na pod-
stawie (4.5).
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Najbliższe nieparzyste wartości będące rozwiązaniem powyższego równania 
to s = 2m – 1 – 1 oraz s = 2m–1 +1. W przypadku m = 3 i m = 4 są to wartości odpowied-
nio 3,5 oraz 7,9 (porównaj tabela 4.5 i 4.6). 

4.2.2. Dwuprzebiegowe testy krokowe z indeksem inkrementacji q = 3

Dla pamięci o rozmiarze N = 2m bitów, gdzie m dowolna całkowita liczba dodatnia, 
zbiór adresów dostępnych komórek pamięci to Al(i)∈{0,l,2,…, 2m–1}, i∈{0,l,2,…,2m–1}. 
Przed zdefiniowaniem sekwencji adresowej będącej rezultatem inkrementacji sekwen-
cji bazowej o indeks q = 3, udowodnione zostanie stwierdzenie 4.1.
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Stwierdzenie 4.1: Relacja (2m–1) mod 3 ≠ 2 jest prawdziwa dla dowolnej całkowitej 
dodanej wartości m. 
Dowód: 
Załóżmy, że (2m–1) mod 3 = 2, wówczas (2m–1) = 3p+2,gdzie p jest dodatnią liczbą 
całkowitą. Po przekształceniu otrzymamy 3p = 2m–3. Z ostatniego równania wynika, 
iż 2m jest podzielne przez 3 co nie jest prawdą, dlatego (2m–1) mod 3 ≠ 2. 

☐
W następstwie powyższego stwierdzenia można przedstawić Własność 4.1 

i Własność 4.2.

Własność 4.1: (2m–1) mod 3 ∈ {0, 1}.
Uwzględniając Własność 4.1 oraz równanie 4.6

 (a⊗b) mod d=((a mod d)⊗(b mod d)) mod d, (4.6)

dla liczb całkowitych a, b i d, gdzie ⊗∈{+, ×}, prawdziwa jest własność 4.2.

Własność 4.2: ((2m–1)+2) mod 3 = (2m+1) mod 3 ∈{0,2}.

Stwierdzenie 4.2: Dla parzystych m (2m–1) mod 3 = 0, zaś dla nieparzystych m (2m – 1) 
mod 3 = 1 
Dowód: 
Załóżmy, iż m = 2n jest parzystą liczbą całkowitą, wówczas (2m–1) = (22n–1) = (2n+1)
(2n–1). Biorąc pod uwagę Własność 4.1 otrzymujemy (2n–1) mod 3 = 0 lub 1 i jed-
nocześnie (2n+1) mod 3 odpowiednio równe jest 2 lub 0. Biorąc po uwagę założenie 
początkowe oraz równanie 4.6 otrzymujemy (2m–1) mod 3 = ((2n+1)×(2n–1)) mod 3 = 
= (((2n+1) mod 3)× ((2n–1) mod 3)) mod 3.

Rozważmy nieparzystą wartość m. Jest łatwo zauważyć, iż (2×(2m–1)) mod 3 = 
= ((2m+1–1) –1) mod 3 = 2. Można to stwierdzić biorąc pod uwagę, że (m + 1) jest parzy-
ste, a (–1) mod 3 = 2. Dlatego w rozpatrywanym przypadku (2m–1) mod 3 jest równe 1.

☐

Biorąc pod uwagę Stwierdzenie 4.2, zdefiniowana zostanie postać sekwencji adre-
sowej będacej wynikiem inkrementacji sekwencji bazowaj o indeks q = 3.

Definicja 4.2: Sekwencja adresowa Ak będąca wynikiem inkrementacji sekwencji adre-
sowej Aj = Aj(0)Aj(1)Aj(2)…Aj(2

m–2)Aj(2
m–1) zgodnie z indeksem q = 3 dla dowolnej 

sekwencji Aj i Aj = 0, 1, 2, …, 2m–2, 2m–1 będzie miała następująca postać:

 Ak(i) = Aj(3i mod (2m–1)) = 0, 3, 6, …, 2m–4, 2m–1, 2, 5, 8, …,
 2m–5, 2m–2, 1, 4, 7, …, 2m–6, 2m–3; dla parzystych m, (4.7)
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 Ak(i) = Aj(3i mod (2m–1)) = 0, 3, 6, …, 2m–5, 2m–2, 1, 4, 7, …,
 2m–4, 2m–1, 2, 5, 8, …, 2m–6, 2m–3; dla nieparzystych m.  (4.8)

Wartości otrzymanych metryk DManh(Aj,Ak(s)) przedstawiają tabela 4.7 i tabela 4.8. 
Krótka analiza wyników zawartych w tych tabelach pozwala stwierdzić, że wartość 
metryki zróżnicowania silnie zależy od adresu początkowego s. 

TABELA 4.7. Wartości metryki zróżnicowania dla q = 3 i m = 3

S 0 1 2 3 4 5 6 7

DManh(Aj,Ak(s)) 16 20 16 24 24 20 24 24

TABELA 4.8. Wartości metryki zróżnicowania dla q = 3 i m = 4

s s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

DManh(Aj,Ak(s)) 72 68 72 88 80 84 96 88

s s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

DManh(Aj,Ak(s)) 88 100 88 88 96 84 80 88

Zdefiniowana zostanie teraz metryka DManh(Aj,Ak(s)) jako funkcja rozmiaru 
pamięci i adresu początkowego sekwencji adresowej będącej wynikiem inkrementa-
cji sekwencji bazowej zgodnie z indeksem q = 3. 

W przypadku parzystych wartości m zastosujmy następujące podstawienie: a = 
(N − 1)/3. Wówczas kolejne adresy sekwencji Aj i Ak(s = 0) można zapisać w postaci:

Aj = 0, 1, …, a, a+1, a+2, (3a+1)/2, (3a+1)/2+1, (3a+1)/2+2, …, 2a, 2a+1, 2a+2, …, 3a. (4.9)

 Ak(s = 0) = 0, 3, …, 3a, 2, 5, …, (3a+1)/2, (3a+1)/2+3, (3a+1)/2+6, …, 3a–1, 1, 4, ..., 3a–2

Następnie, dla parzystej wartości m i N = 2m wartość miary zróżnicowania można 
wyznaczyć jako:
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Podobnie w przypadku nieparzystej wartości m można pokazać, iż wartość miary 
zróżnicowania sekwencji adresowych może być wyznaczona poprzez:
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Bardziej złożona sytuacja jest w przypadku s ≠ 0. W przypadku parzystych war-
tości m wartość miary zróżnicowania można wyznaczyć z:
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Optymalne adresy początkowe s są wartościami, które maksymalizują wartość 
miary zróżnicowania sekwencji adresowych DManh(Aj,Ak(s)) i mogą być otrzymane 
na podstawie wyrażenia (4.13), które jest identyczne dla wszystkich czterech powyż-
szych funkcji.
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Z wyrażenia (4.13) otrzymujemy, iż w zależności od wartości s dla wszystkich funk-
cji (4.12) maksymalna wartość zostanie otrzymana dla wartości s najbliższej do s = 
2m–1+1. Dlatego maksymalną wartość dla pierwszej funkcji otrzymamy na podstawie 
s = 2m–1–2 ponieważ w zbiorze wartość s ∈ {0, 6, 12, …, 2m – 4} (4.12) jest to najbliższa 
wartość do s = 2m–1+1. Odpowiednio w przypadku drugiej funkcji optymalny adres 
startowy będzie równy s = 2m – 1 + 1, w przypadku trzeciej funkcji s = 2m–1 i w przy-
padku czwartej funkcji s = 2m – 1 – 1. Po podstawieniu optymalnych wartości s do (4.12) 
łatwo jest pokazać, iż maksymalną wartość miary zróżnicowania sekwencji adreso-
wych DManh(Aj,Ak(s)) otrzymujemy dla adresu startowego s = 2m – 1 + 1. Przykładowo, 
dla m = 4 optymalna wartość DManh(Aj, Ak(9)) jest równa 100 dla adresu początkowego 
s = 24–1 + 1 = 9, co jest zgodne z wynikami, które przedstawia tabela 4.8.

W przypadku nieparzystej wartości m otrzymujemy:
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Tak jak w poprzednim przypadku, optymalną wartością adresu początkowego s 
dla wszystkich czterech funkcji (4.14) jest adres najbliższy s = 2m – 1 + 1. W przypadku 
pierwszej funkcji są to adresy s = 2m–1+2 i s = 2m–1, ponieważ są one najbliżej wartości 
s = 2m – 1 + 1 pośród 0, 4, 6, …, 2m – 2. W przypadku drugiej funkcji maksymalną war-
tość otrzymujemy dla s = 2m – 1 – 1 i s = 2m – 1 + 3, w przypadku trzeciej dla – s = 2m – 1 – 2 
i s = 2m – 1 + 4 i w przypadku czwartej dla s = 2m – 1 + 1. Po podstawieniu optymal-
nych wartości s do (4.14) jest łatwo pokazać, iż maksymalną wartość zróżnicowania 
sekwencji adresowych otrzymamy dla adresów startowych s = 2m – 1 + 2, s = 2m – 1 – 1, 
s = 2m – 1 i s = 2m – 1 + 3. Dla m = 3 DManh(Aj,Ak(6)) = DManh(Aj,Ak(3)) = DManh(Aj,Ak(4)) = 
= DManh(Aj,Ak(7)) = 24 (patrz tabela 4.7).

4.3. Wyniki eksperymentalne
W celu potwierdzenia otrzymanych wyników teoretycznych przeprowadzono odpo-
wiednie badania symulacyjne. Jako pierwsze zostały wykonane badania odnoś-
nie wskaźnika inkrementacji q = 2. Symulacje przeprowadzono dla pamięci o roz-
miarze N = 16 bitów w celu porównania z danymi przedstawionymi w tabeli 4.6. 
Doświadczenia wykonano dla testów złożonych z dwóch iteracji opartych odpowied-
nio o test MATS++ i March C–. W obu przypadkach przeprowadzono symulacje 
dla wszystkich możliwych adresów startowych sekwencji adresowej drugiej iteracji 
testu. W ramach przeprowadzonych eksperymentów wyznaczono średnie pokrycie 
uszkodzeń PSFk. Otrzymane wartości odpowiednio dla k = 3 i k = 4 zawierają odpo-
wiednio tabela 4.9 i tabela 4.10.

TABELA 4.9. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu MATS++ i indeksu inkrementacji q = 2

s s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMATS++(PSF3) 34,87 37,37 38,37 40,62 41,50 42,83 43,37 44,03

FCMATS++(PSF5) 10,11 10,84 11,05 11,63 11,72 11,93 11,99 12,15

s s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMATS++(PSF3) 44,20 44,18 44,00 43,36 42,77 41,52 40,58 38,66

FCMATS++(PSF5) 12,13 12,14 12,05 12,03 11,95 11,75 11,53 11,12
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TABELA 4.10. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu March C– i indeksu inkrementa-
cji q = 2

s s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMarchC–(PSF3) 66,46 69,77 69,29 71,94 71,57 73,24 73,02 73,98

FCMarchC–(PSF5) 20,00 21,51 21,17 22,41 22,14 22,91 22,71 23,15

s s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMarchC–(PSF3) 73,80 73,83 73,82 73,12 73,17 71,55 71,81 69,40

FCMarchC–(PSF5) 22,99 23,05 23,01 22,70 22,83 22,09 22,27 21,14

Na podstawie otrzymanych wyników można stwierdzić, iż miara zróżnicowania 
sekwencji adresowych DManh(Aj,Ak(s)) pozwala określić optymalne sekwencje adre-
sowe dla dwuprzebiegowego testu krokowego. W przypadku indeksu inkrementa-
cji q = 2 w pierwszej iteracji jako sekwencję adresową wykorzystujemy standardową 
sekwencję licznikową zaś w drugiej iteracji sekwencję adresową rozpoczynającą się 
od adresu startowego s ∈ {2m–1–1, 2m–1, 2m–1+1, 2m–1+2}.

Celem potwierdzenia rozważań analitycznych dla indeksu inkrementacji q = 3, 
przeprowadzono te same badania co w przypadku q = 2, przy czym sekwencję adre-
sową dla drugiej iteracji testu generowano zgodnie z Definicją 2.2. Otrzymane war-
tości odpowiednio dla k = 3 i k = 4 zawiera odpowiednio tabela 4.11 i tabela 4.12. 

TABELA 4.11. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu March C– i indeksu inkrementa-
cji q = 3

s s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMATS++(PPSF3) 39,61 38,49 39,59 42,93 41,52 42,15 44,93 43,20

FCMATS++(PPSF5) 11,21 10,98 11,18 11,90 11,68 11,71 12,17 11,88

S s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMATS++(PPSF3) 43,32 45,64 43,37 43,13 44,92 42,20 41,47 42,93

FCMATS++(PPSF5) 11,94 12,25 11,86 11,91 12,24 11,67 11,63 11,92

Porównanie wyników otrzymanych dla indeksów inkrementacji q = 2 i q = 3 
nie wskazują jednoznacznie, czy zwiększenie indeksu inkrementacji wpływa na zwięk-
szenie pokrycia uszkodzeń. Porównując wyniki z tabel 4.9 i 4.10 oraz 4.11 i 4.12 można 
zauważyć, iż w niektórych wypadkach pokrycie uszkodzeń nieznacznie wzrosło 
zaś w innych wręcz spadło. Dlatego przeprowadzono dalsze badania symulacyjne 
dla indeksów inkrementacji q = 4 i q = 5. Otrzymane wyniki zawierają tabele 4.13–4.16.
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TABELA 4.12. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu March C– i indeksu inkrementa-
cji q = 3

s s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMarchC–(PSF3) 71,49 71,20 71,43 72,33 72,48 72,58 72,80 73,13

FCMarchC–(PSF5) 21,96 21,80 21,99 22,33 22,35 22,44 22,58 22,61

s s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMarchC–(PSF3) 73,16 73,04 73,11 73,09 72,84 72,62 72,40 72,33

FCMarchC–(PSF5) 22,66 22,65 22,63 22,70 22,57 22,33 22,37 22,35

TABELA 4.13. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu MATS++ i indeksu inkrementacji q = 4

s s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMATS++(PSF3) 37,32 40,51 41,34 40,16 40,76 43,44 43,70 42,24

FCMATS++(PSF5) 10,71 11,42 11,49 11,51 11,50 12,03 11,98 11,84

S s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMATS++(PSF3) 42,77 44,67 44,57 42,75 42,56 43,96 43,48 41,10

FCMATS++(PSF5) 11,84 12,16 12,13 11,87 11,82 12,00 12,06 11,50

TABELA 4.14. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu March C– i indeksu inkrementa-
cji q = 4

S s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMarchC–(PSF3) 69,42 72,01 73,07 72,03 71,28 73,35 73,59 72,73

FCMarchC–(PSF5) 21,02 22,25 22,50 22,51 21,86 22,61 22,79 22,46

S s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMarchC–(PSF3) 72,55 73,80 73,79 72,52 72,71 73,62 73,23 71,42

FCMarchC–(PSF5) 22,38 22,97 22,89 22,35 22,44 22,90 22,74 21,88
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TABELA 4.15. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu MATS++– i indeksu inkrementa-
cji q = 5

S s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMATS++(PSF3) 42,90 41,09 40,46 41,10 42,83 45,82 43,57 42,83

FCMATS++(PSF5) 11,69 11,64 11,49 11,51 11,72 12,31 11,99 11,89

S s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMATS++(PSF3) 43,27 44,57 47,00 44,62 43,27 43,13 43,97 45,86

FCMATS++(PSF5) 11,84 11,98 12,37 11,94 11,93 11,88 11,96 12,20

TABELA 4.16. Pokrycie uszkodzeń PSFk dla dwóch iteracji testu March C– i indeksu inkrementa-
cji q = 5

S s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4 s = 5 s = 6 s = 7

FCMarchC–(PSF3) 72,43 72,99 72,98 72,81 72,37 71,48 72,56 73,22

FCMarchC–(PSF5) 22,37 22,74 22,79 22,66 22,41 22,09 22,50 22,86

s s = 8 s = 9 s = 10 s = 11 s = 12 s = 13 s = 14 s = 15

FCMarchC–(PSF3) 73,19 72,56 71,34 72,38 73,10 73,14 72,51 71,63

FCMarchC–(PSF5) 22,65 22,51 21,92 22,43 22,85 22,79 22,48 21,89

Otrzymane wyniki jednoznacznie wskazują, iż zwiększanie indeksu inkrementa-
cji nie wpływa na poziom pokrycia uszkodzeń PSFk. Na rysunku 4.1 przedstawiono 
maksymalne wartości pokrycia uszkodzeń otrzymane w dwóch iteracjach testu March 
C– dla różnych q. Z tego rysunku wynika, iż największe pokrycie uszkodzeń udało 
się uzyskać w przypadku q = 2. Jednocześnie należy podkreślić, iż we wszystkich 
wypadkach otrzymane wyniki są wyższe niż w przypadku wykorzystania sekwencji 
pseudolosowych (porównaj rysunek 4.1, tabela 4.2).

Analiza danych z tabel 4.2, 4.9 i 4.10 pozwala stwierdzić, iż w przypadku uszkodze-
nia PSF3 prezentowane podejście pozwala uzyskać pokrycie uszkodzeń na poziomie 
44,20% i 73,80% odpowiednio przez testy MATS++ i March C–. Jednocześnie należy 
zauważyć, iż wynik pokrycia powyższych uszkodzeń przy adresacji pseudolosowej 
to odpowiednio 42,74% i 72,74%. Ważne jest aby zaznaczyć, iż w obu przypadkach 
złożoność testu jest identyczna.
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RYSUNEK 4.1. Maksymalne pokrycie uszkodzeń dwuprzebiegowego testu March C– przy różnych 
wartościach q

Podsumowując otrzymane wyniki można stwierdzić, iż indeks inkrementacji 
q = 2 wydaje się być najbardziej optymalnym dla omawianej techniki testowania 
opartej na dwuprzebiegowych testach krokowych. Wskazuje na to wysokie pokry-
cie uszkodzeń zweryfikowane badaniami symulacyjnymi. Kolejnym argumentem 
przemawiającym na korzyść indeksu inkrementacji q = 2, jest możliwość stosunkowo 
łatwej implementacji sprzętowej takiego generatora adresów. Standardowo przy q > 1 
implementacja sprzętowa generatora adresów może składać się z binarnego suma-
tora o rozmiarze r log qs=  bitów oraz (m – r ) bitowego standardowego licznika q = 1. 
Wraz ze wzrostem q, z uwagi na większą złożoność sumatora, rośnie również narzut 
sprzętowy związany z implementacją generatora adresów. W przypadku q = 2 imple-
mentację całego generatora adresów można oprzeć wyłącznie o standardowy licznik. 
Przesunięcie najstarszego bitu (MSB) w standardowej sekwencji adresowej (q = 1) 
na pozycję najmłodszego bitu (LSB) pozwala osiągnąć sekwencję adresową zgodną 
z q = 2. Mechanizm ten ilustruje tabela 4.17. 

TABELA 4.17. Generowanie sekwencji adresowej dla q = 2 na podstawie q = 1

Sekwencje adresowe

q = 1 q = 2

Q2 Q1 Q0 Q1 Q0 Q2

0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
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W takiej sytuacji implementacja sprzętowa generatora adresów testu dwuprzebie-
gowego ograniczy się do standardowego licznika generującego sekwencję adresową 
dla q = 1 oraz dodatkowo na każdej linii adresowej jednego dwuwejściowego mul-
tipleksera, co jest znacznie mniejszym narzutem sprzętowym niż przy rozwiązaniu 
opartym na sumatorze.

Podsumowanie
W pracy przeanalizowano dwuprzebiegowe testy krokowe pamięci RAM z inkremen-
tacją sekwencji adresowej. Jako docelowy model uszkodzenia, na podstawie którego 
dokonano oceny proponowanej techniki testowania, wybrano PSFk. Podczas pierw-
szej iteracji testu jako bazową sekwencję adresową wykorzystano standardową sek-
wencję licznikową, a w przypadku drugiej iteracji były analizowane zróżnicowane 
sekwencje adresowe otrzymywane na podstawie inkrementacji o indeks q sekwen-
cji bazowej oraz przez ustalenie optymalnego adresu startowego. Największe pokry-
cie uszkodzeń uzyskano w przypadku indeksu inkrementacji q = 2. W tym przy-
padku pokrycie uszkodzeń jest większe lub porównywalne niż dla innych wartości 
q. Dodatkową zaletą przemawiającą za indeksem q = 2 jest stosunkowo mały narzut 
związany z implementacją sprzętową generatora adresów. Jak zostało również dowie-
dzione analitycznie i sprawdzone eksperymentalnie, ważnym czynnikiem wpływają-
cym na sumaryczne pokrycie uszkodzeń testu dwuprzebiegowego jest adres począt-
kowy sekwencji adresowej drugiej iteracji testu. W analizowanych przykładach, różnica 
w pokryciu uszkodzeń przy optymalnym i nieoptymalnym doborze adresu starto-
wego wynosiła ponad 26%.

Bibliografia
[1] Adams R. D., High performance memory testing: design principles, fault modeling and self-test. 

luwer Academic Publishers, USA 2003
[2] Di Carlo S., and Prinetto P., Models in Memory Testing. Springer Netherlands, Dordrecht, 

2010, s. 157–185
[3] Hamdioui S., Taouil M., and Haron N. Z., Testing open defects in memristor-based memo-

ries. IEEE Transactions on Computers 64, 1 (2015), 247–259
[4] Hayrapetyan D., Manukvan A., and Tshagharyan G., Implementation of memory static, cou-

pling and dynamic fault models at the register transfer level. [W:] 2018 IEEE East-West Design 
Test Symposium (EWDTS) (9 2018), 1–4

[5] Sfikas Y., and Tsiatouhas Y., Testing neighbouring cell leakage and transition induced faults 
in DRAMs. “Transactions on Computers” 2016, 65, 7, 2339–2345

[6] Thatte S., and Abraham J., Testing of semiconductor random access memories. Proceedings 
of the Annual International Conference on Fault-Tolerant Computing 1977, 81–87



79

[7] Tshagharyan G., Harutyunyan G., Zorian Y., Gebregiorgis A., Golanbari M. S., Bishnoi R., 
and Tahoori M. B., Modeling and testing of aging faults in finfet memories for automotive 
applications. [W:] 2018 IEEE International Test Conference (ITC) 2018, 10, 1–10

[8] Van de Goor A. J., Testing Semiconductor Memories: Theory and Practice. John Wiley & Sons, 
Chichester, England 1991

[9] Yarmolik V. N., Klimets Y., and Demidenko S., March PS(23N) test for DRAM pattern-
-sensitive faults. [W:] Proceedings of the 7th Asian Test Symposium 1998, ATS’98, IEEE 
Computer Society, 354–357

[10] Hayes J. P., Detection of Pattern-Sensitive Faults in Random-Access Memories. “IEEE 
Transactions on Computers” 1975, 24.2,150–157

[11] Cockburn B. F., Deterministic tests for detecting scrambled pattern-sensitive faults 
in RAMs. Proceedings of the IEEE International Workshop on Memory Technology, Design 
and Testing. MTDT’95. Washington, DC, USA: IEEE Computer Society 1995, 117–122

[12] Nicolaidis M., Theory of Transparent BIST for RAMs. “IEEE Transaction of Computers” 
1996, 45, 10 

[13] Yarmolik S.V., Address Sequences and Backgrounds with different Hamming Distance for 
Multiple run March tests. “International Journal of Applied Mathematics and Computer 
Science” 2008, 1 8, 329–339

[14] B. Cockburn F. i Sat Y. F. N., A transparent built-in self-test scheme for detecting single 
V-coupling faults in RAMs. Proceedings of the IEEE International Workshop on Memory 
Technology, Design, and Test 1994, 119–124. doi: 10.1109/MTDT.1994.397187

[15] Yarmolik V. N. and Yarmolik S.V., Address sequences for multiple run march tests. “Autom. 
Control Comput. Sci.” 2006, 5, 59–68

[16] Yarmolik S. V. and Yarmolik V. N., Memory address generation for multiple run march tests 
with different average Hamming distance. Proc. IEEE East-West Design and Test Workshop, 
Sochi, Russia 2006, 212–216

[17] Yarmolik V.N., Klimets Y. i Demidenko S., March PS(23N) Test for DRAM Pattern-Sensitive 
Faults Proceedings of the 7th Asian Test Symposium. ATS’98. “IEEE Computer Society” 1998, 
354–357

[18] Van de Goor A. J. i Schanstra I., Address and data scrambling: causes and impact on memo-
ry tests, Proceedings of the First IEEE International Workshop on Electronic Design, Test 
and Applications. 2002, 128–136, doi: 10.1109/DELTA.2002.994601

[19] Van de Goor A. J. i in., March LR: a test for realistic linked faults, Proceedings of the 14th 
VLSI Test Symposium. Kw. 1996, 272–280. doi: 10.1109/VTEST.1996.510868

[20] Koeneman B., oral presentation, Design For Testability Workshop 1986
[21] Nicolaidis M., Theory of Transparent BIST for RAM, IEEE Transactions on Computers 1996, 

45.10, 1141–1156. ISSN: 0018-9340
[22] Nicolaidis M., Transparent BIST for RAMs. Proceedings of the IEEE International Test 

Conference, Discover the New World of Test and Design. ITS’92. Baltimore, Maryland, 
USA: IEEE Computer Society 1992, 598–607

[23] Hamdioui S., Testing static random access memories: defects, fault models and test patterns, 
Frontiers in Electronic Testing, Kluwer Academic 2004 

[24] Niggemeyer D., Redeker M. i Otterstedt J., Integration of Non-classical Faults in Standard 
March Tests. Proceedings of the 1998 IEEE International Workshop on Memory Technology, 
Design and Testing, 91, IEEE Computer Society, San Jose 1998

[25] Cheng K., Tsai M. i Wu C., Effcient neighborhood pattern-sensitive fault test algorithms for se-
miconductor memories, Proc. 19th IEEE VLSI Test Symp. (VTS ‘01), IEEE Computer Society, 
Washington, DC, 2001, 225–230



80

[26] Hellebrand S., Wunderlich H.-J., Ivaniuk A. A., Klimets Y. V. i Yarmolik V. N., Efficient 
online and online testing of embedded DRAMs, “IEEE Trans. Comput.” 2002, 51, 801–809

[27] Yarmolik S., Address sequences and backgrounds with different hamming distances for multi-
ple run march tests “Int. J. Appl. Math. Comput. Sci.” 2008, 18, 329–339

[28] Hellebrand S., Wunderlich H.-J. i Yarmolik V. N., Symmetric transparent BIST for RAMs, 
Proc. Conf. Design, Automation and Test in Europe ACM, New York 1999, 702–707

[29] Yarmolik V. and Yarmolik S., Address sequences for multiple run march tests. “Autom. 
Control Comput. Sci.” 2006, 5, 59–68

[30] Yarmolik S. V. and Yarmolik V. N., Memory address generation for multiple run march tests 
with different average Hamming distance, Proc. IEEE East-West Design and Test Workshop, 
Sochi, Russia 2006, 212–216

[31] Wunderlich H.-J., Multiple distributions for biased random test patterns, Proc. 1988 Int. Conf. 
Test: New Frontiers in Testing (ITC’88), IEEE Computer Society, Washington, DC, 1988, 
236–244

[32] Sokol B. i Yarmolik S. V., Address sequences for march tests to detect pattern sensitive fau-
lts, Proc. Third IEEE Int. Workshop Electronic Design, Test and Applications (DELTA ‘06), 
IEEE Computer Society, Kuala Lumpur, 2006, 354–360

[33] Karpovsky M. G. i Yarmolik V. N., Transparent memory testing for pattern-sensitive faults, 
Proc. IEEE Int. Test Conf. TEST: The Next 25 Years, IEEE Computer Society, Washington, 
DC, 1994, 860–869

Two runs ram march testing with address decimation

Abstract: Conventional march memory tests have high fault coverage, especially 
for simple faults like stack-at (SAF) , transitions (TF) or coupling faults (CF). 
The same-time standard march tests, which are based on only one run, are beco-
ming insufficient for complex faults like pattern-sensitive faults (PSF). To increase 
fault coverage, the multi-run transparent march test algorithms have been used. This 
solution is especially suitable for built-in self-test (BIST) implementation. The trans-
parent BIST approach presents the incomparable advantage of preserving the con-
tent of the random access memory (RAM) after testing. We do not need to save 
the memory content before the test session or to restore it at the end of the ses-
sion. Therefore, these techniques are widely used in critical applications (medical 
electronics, railway control, avionics, telecommunications, etc.) for periodic tes-
ting in the field. Unfortunately, in many cases, there is very limited time for such 
test sessions. Taking into account the above limitations, we focus on short, two-

-run march test procedures based on counter address sequences. The advan-
tage of this paper is that it defines requirements that must be taken into account 
in the address sequence selection process and presents a deeply analytical inve-
stigation of the optimal address decimation parameter. From the experiments 
we can conclude that the fault coverage of the test sessions generated according 
to the described method are higher than in the case of pseudorandom address 
sequences. Moreover, the benefit of this solution seems to be low hardware over-
head in implementation of an address generator.
Keywords: RAM, BIST, PSF faults, march tests, multiple tests
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Rozdział 5  
Metodyka ASMD-FSMD 
projektowania układów cyfrowych na FPGA 
z wykorzystaniem języka Verilog

Valery Salauyou 
Wydział Informatyki, Politechnika Białostocka

Streszczenie: W ostatnim czasie obserwuje się wzrost złożoności projektów układów 
cyfrowych przy jednoczesnym zaostrzeniu wymagań dotyczących czasu opracowy-
wania i zwiększenia niezawodności projektów. Jednym z kierunków rozwiązania 
tego problemu jest wprowadzanie nowych metod projektowania układów cyfrowych. 

W artykule omówiono metodykę projektowania układów cyfrowych oparta na auto-
matcie skończonym ze ścieżką przetwarzania danych (finite state machine with data-
path – FSMD), w którym działanie układu opisano w postaci diagramu blokowego 
automatu ze ścieżką przetwarzania danych (algorithmic state machine with data-
path – ASMD). Metodyka ta jest nazywana metodyką ASMD-FSMD.

Porównanie różnych metod projektowania układów cyfrowych zostanie przedsta-
wione na przykładzie projektowania mnożnika synchronicznego na bazie progra-
mowalnych układów logicznych (FPGA – field programmable gate array).

Wykazano, że metodyka ASMD-FSMD, w porównaniu z tradycyjną, pozwala na obni-
żenie kosztów realizacji z 28,6% do 39,7% oraz zwiększenie wydajności poszczegól-
nych projektów do 17,6%. Ponadto, zastosowanie metodyki ASMD-FSMD może 
znacznie skrócić czas projektowania i zwiększyć niezawodność projektów. W podsu-
mowaniu przedstawiono zalecenia dotyczącymi stosowania metodyki ASMD-FSMD.

Słowa kluczowe: układ wykonawczy, układ sterujący, automat skończony, automat 
skończony ze ścieżką przetwarzania danych, diagram blokowy automatu, diagram 
blokowy automatu ze ścieżką przetwarzania danych, projektowanie układów cyfro-
wych, programowalne układy logiczne, język Verilog.

Wprowadzenie
Urządzenie cyfrowe projektowane w sposób tradycyjny jest zwykle przedstawiane 
w postaci układu wykonawczego (datapath) i układu sterującego (controller lub con-
trol unit), które są zwykle projektowane oddzielnie: układ wykonawczy (operacyjny) 
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ma postać zbioru standardowych jednostek funkcjonalnych (rejestrów, magistrali, 
multiplekserów itp.), a układ sterujący ma postać automatu skończonego (finite state 
machine – FSM).

W [1] zaproponowano połączenie układów wykonawczych i sterujących oraz przed-
stawienie ich jako automatu skończonego ze ścieżką przetwarzania danych (FSMD). 
Model FSMD szybko stał się popularny i w [2] zastosowano FSMD do projektów ukła-
dów synchronicznych i asynchronicznych. Model FSMD okazał się bardzo wygodny 
do sprawdzania równoważności dwóch układów uzyskanych w wyniku syntezy 
lub różnych przekształceń projektowych [3,4]. W [5] zaproponowano przedstawie-
nie systemu cyfrowego w postaci sieci FSMD, co prowadzi do realizacji sprzętu pozba-
wionego zjawiska wyścigów.

Ogólny model FSMD nie jest zawsze wygodny podczas projektowania układów 
do pewnych określonych zastosowań. Dlatego w szeregu prac proponuje się rozsze-
rzenia FSMD: w [6] – reprezentujące architekturę procesora i ASIC (application-spe-
cific integrated circuit); w [7] – dla układu synchronicznego dostępu do pamięci; w [8] 

– dla programów do przetwarzania tablic.
Dekompozycja FSMD mająca na celu zmniejszenie poboru mocy jest rozważana 

w [9], a dekompozycja z wykorzystaniem bramkowania w [10].
Porównanie skuteczności FSM i FSMD omówiono w [11]. Wykazano tam, że model 

FSMD automatu typu Moore’a jest bardziej efektywny pod względem kosztów reali-
zacji w porównaniu ze strukturą kanoniczną FSM.

Ze względu na swoją przejrzystość, diagramy blokowe maszyn stanów (algorithmic 
state machine – ASM) są szeroko stosowane do reprezentacji algorytmu działania FSM. 
ASM zostały po raz pierwszy zaproponowane w [12] jako alternatywa dla grafów auto-
matów skończonych. W [13] rozważono implementację ASM na PROM, FPLA i multi-
plekserach. W [14] zaproponowano metody minimalizacji liczby wierzchołków ASM. 
Praca [15] opisuje narzędzie ABELITE do syntezy sterowników opartych na ASM.

Tradycyjnie, ASM reprezentuje algorytm działania układu sterującego, tj. FSM. 
W [16] proponuje się wykorzystanie ASM zarówno do opisu działania układu sterują-
cego, jak i do opisu operacji rejestrowych wykonywanych w układzie wykonawczym. 
W tym celu, do reprezentacji stanów układu sterującego służy ASM automatu Moore'a, 
na którego przejściach wstawiane są owale (elementy ASM automatu Mealy’ego). 
W owalach zapisywane są operacje wykonywane w układzie wykonawczym w danym 
przejściu. Taki ASM jest nazywany diagram blokowy automatu ze ścieżką przetwa-
rzania danych (algorithmic state machine with datapath – ASMD).

Diagramy ASMD są ostatnio coraz częściej wykorzystywane w projektach FPGA: 
przy realizacji przemysłowych systemów sterowania [17]; do implementacji funkcji 
asin za pomocą algorytmu CORDIC [18]; do sprzętowej implementacji algorytmu 
kryptograficznego AES [19]; przy projektowaniu uniwersalnego asynchronicznego 
odbiornika-nadajnika UART [20] i innych.
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W tym artykule zaproponowano metodykę zwaną ASMD-FSMD do projekto-
wania układów cyfrowych na układach FPGA z wykorzystaniem języka Verilog. 
Opisowi metodyki zostanie zilustrowany przykładem projektowania mnożnika 
synchronicznego.

Artykuł jest zorganizowany w następujący sposób. W rozdziale 1 opisano zaim-
plementowany algorytm mnożenia. W rozdziale 2 omawiono tradycyjne podejście 
do projektowania mnożnika w postaci układów wykonawczego i sterującego. W roz-
dziale 3 opisano ASM. W rozdziale 4 zdefiniowano ASMD i FSMD. W rozdziale 5 
omawiono możliwość konwersji ASMD w celu poprawy wydajności projektu. W roz-
dziale 6 przedstawiono opis FSMD w języku Verilog. W rozdziale 7 zawierto formalną 
reprezentację metodyki ASMD-FSMD jako algorytmu. W rozdziale 8 opisano bada-
nia eksperymentalne porównujące podejście tradycyjne i metodyki ASMD-FSMD. 
Wyniki badań eksperymentalnych omówiono w rozdziale 9. Podsumowanie zawiera 
zalecenia dotyczące efektywnego stosowania metodyki ASMD-FSMD.

5.1. Algorytm mnożenia
Rozważmy najprostszy szkolny algorytm mnożenia, który wykonuje operację mnoże-
nia arytmetycznego P = A · B dwóch liczb binarnych bez znaku, gdzie A i B są mnoż-
nikami (czynnikami), a P jest iloczynem (produktem). Niech szerokość słów binar-
nych A i B będzie taka sama i równa N bitów, wtedy iloczyn P będzie miał szerokość 
2N bitów. Początkowo P jest wyzerowane. W każdym cyklu mnożenia sprawdzana 
jest wartość najmniej znaczącego bitu mnożnika B[0]. Jeśli B[0] = 1, to mnożnik A jest 
dodawany do iloczynu P. Jeśli B[0] = 0, to do iloczynu P jest dodawane zero lub nic 
nie jest wykonywane. Następnie zawartość czynnika B zostaje przesunięta o jeden 
bit w prawo, a wartość iloczynu P – w lewo. Algorytm kończy się po uwzględnieniu 
wszystkich bitów czynnika B.

Rozważany algorytm mnożenia w języku Verilog można opisać w następujący 
sposób.

module algorithm_mult #(parameter N = 4)
 (input [N-1:0] a,b,   // słowa wejściowe 
 output [2*N-1:0] p);   // słowo wyjściowe
 reg [N-1:0] rb;    // zmienne pośrednie
 reg [2*N-1:0] ra,rp;
 integer i;    // iterator
 always @(*)    // blok proceduralny
 begin
  ra = a; rb = b; rp = 0;  // inicjalizacja zmiennych 
  for (i = 0; i<N; i = i + 1)  // cykl mnożenia
  begin    
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   // dodawanie wyników cząstkowych
   if (rb[0])  rp = rp + ra;
   else  rp = rp + {2*N{1’b0}};
   rb = rb >> 1;  // przesunięcie zawartości zmiennych
   ra = ra << 1;
  end
 end
 assign p = rp;    // formowanie wyniku
endmodule

W rzeczywistości powyższy kod opisuje układ kombinacyjny, a nie mnożnik 
synchroniczny. Aby uzyskać mnożnik synchroniczny, na szynach wejściowych a i b, 
a także na szynie wyjściowej p, należy ustawić rejestry taktowane sygnałem zegaro-
wym clk. Operacja mnożenia dla takiego układu zawsze będzie wykonywana w jed-
nym cyklu zegara.

Projekt algorytm_mult ma dość wysoką wydajność. Jednak koszt realizacji projektu 
algorytm_mult gwałtownie rośnie wraz ze wzrostem liczby bitów N słów wejściowych 
A i B. Dlatego algorytmiczny opis układów cyfrowych jest rzadko stosowany do imple-
mentacji sprzętowej. W tym artykule jest rozważany mnożnik synchroniczny, w któ-
rym każdy cykl mnożenia jest wykonywany w jednym lub większej liczbie cykli zegara.

5.2. Tradycyjne podejście 
przy implementacji mnożnika synchronicznego
W przypadku tradycyjnego podejścia, sprzętową implementacją mnożnika synchro-
nicznego jest obwód synchroniczny, do którego wejścia trafiają wartości mnożonych 
słów: mnożnika A i mnożnika B, a na wyjściu formuje się wartość iloczynu P. Obwód 
jest sterowany sygnałem zegarowym clk i sygnałem resetowania reset. Po ustawie-
niu wartości mnożonych słów na wejściach A i B rozpoczyna się proces mnożenia 
przez ustawienie sygnału Run na wartość „1”. Koniec procesu mnożenia jest sygnali-
zowany przez wartość „1” na wyjściu Done, po czym wartość iloczynu można odczy-
tać z wyjścia P.

Na rysunku 5.1 przedstawiono schemat blokowy szeregowego mnożnika w postaci 
układu wykonawczego (datapath) i układu sterującego (controler), który jest realizo-
wany w postaci automatu skończonego FSM. Wartości mnożonych słów A i B są poda-
wane na wejście układu sterującego. Produkt P i sygnał Done są tworzone na wyj-
ściach układu wykonawczego. Ponadto układ wykonawczy generuje sygnał roll, który 
jest wyjściem licznika modulo i sygnalizuje koniec procesu mnożenia.
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RYSUNEK 5.1. Schemat blokowy mnożnika synchronicznego w postaci układu wykonawczego i ste-
rującego

Wejścia FSM to zewnętrzne sygnały reset i Run oraz wewnętrzny sygnał roll. 
Automat skończony generuje następujące sygnały sterujące: clr – resetowanie rejestrów 
układu wykonawczego; load – ładowanie wartości mnożonych słów A i B do reje-
strów układu wykonawczego; ena – w celu umożliwienia przesunięcia zawartości 
rejestrów przesuwających. Układ wykonawczy i układ sterujący są synchronizowane 
tym samym zegarem clk.

Schemat układu realizującego algorytm mnożenia przedstawiono na rysunku 5.2.

RYSUNEK 5.2. Schemat układu realizującego algorytm mnożenia

Układ wykonawczy zawiera 2N-bitowy rejestr przesuwający ra (w lewo) do prze-
chowywania mnożnika A, N-bitowy rejestr przesuwający rb (w prawo) do przecho-
wywania mnożnika B, 2N-bitowy multiplekser (2-1) magistrali, 2N-bitowy sumator 
i licznik modulo, który generuje sygnał roll, sygnalizujący koniec procesu mnożenia. 
Sygnał roll jest taki sam, jak zewnętrzny sygnał Done.
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Należy zwrócić uwagę, że w układzie na rysunku 5.2, sygnał b_out[0], który ste-
ruje wyborem wejść multipleksera, jest generowany nie przez układ sterujący, ale jest 
wartością bitu zerowego rejestru rb. W takim przypadku układ wykonawczy działa 
jako urządzenie sterujące. Zasadniczo nie ma ścisłej granicy między funkcjami układu 
wykonawczego i układu sterującego. Niektóre funkcje układu sterującego mogą być 
realizowane przez układ wykonawczy (jak w pokazanym przykładzie) i odwrotnie.

Działanie synchronicznego układu sterującego mnożnikiem można przedstawić 
jako automat skończony. W tym przypadku można użyć zarówno automatu Mealy'ego 
(rysunek 5.3, a), jak i automatu typu Moore’a (rysunek 5.3, b).

RYSUNEK 5.3. Reprezentacja synchronicznego układu sterującego mnożnikiem w postaci grafu 
automatu skończonego: a – typu Mealy’ego, b – typu Moore'a

Można zauważyć, że automat Mealy’ego zawiera dwa stany: S0 i S1, podczas 
gdy automat typu Moore’a zawiera trzy stany: S0, S1 i S2.

Aby zaimplementować układ mnożący na FPGA, konieczne jest przedstawie-
nie wszystkich części układu w jednym z języków opisu sprzętu. W omawianym 
przypadku używany jest do tego język Verilog. Szczegóły opisu elementów składo-
wych układu wykonawczego (rysunek 5.2) oraz automatów skończonych Mealy’ego 
i Moore’a (rysunek 5.3) do realizacji mnożnika synchronicznego w przypadku podej-
ścia tradycyjnego, podano w [21].

5.3. Diagramy blokowe automatów ASM
Diagram blokowy automatu (algorithmic state machine – ASM) służy do wizualnego 
opisu algorytmu działania automatu skończonego i jest skierowanym grafem sprzę-
żonym [12] zawierającym trzy typy wierzchołków:
 y prostokąty – wierzchołki stanów (state box); 
 y romby – wierzchołki warunkowe (decision box); 
 y owale – wierzchołki wyjść warunkowych (conditional output box).
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Wierzchołek stanu ASM (prostokąt) określa stan automatu. W górnej części wierz-
chołka można zapisać nazwę stanu (na przykład S0, START, INITIAL itp.), a także 
kod binarny stanu. W przypadku automatu Moore'a sygnały wyjściowe zapisywane 
są wewnątrz wierzchołka stanu, który w tym stanie przyjmuje wartość „1”. Domyślnie 
przyjmuje się, że wszystkie inne wyjścia w tym stanie mają wartość równą zero. Należy 
zauważyć, że ASM nie pozwala na opisywanie automatów o skończonych stanach 
z wyjściami nieokreślonymi.

Warunki do sprawdzenia zapisane są w wierzchołkach warunkowych ASM (rom-
bach), czyli wierzchołek warunkowy ASM jest punktem rozgałęzienia algorytmu. 
Wyjścia wierzchołka warunkowego są oznaczone wartościami 0 i 1, które odpowia-
dają przejściom w przypadku zerowej (fałszywej) lub jedynkowej (prawdziwej) war-
tości wyniku sprawdzenia warunku. Warunkiem może być zmienna wejściowa auto-
matu skończonego, wyrażenie logiczne, pojedynczy bit wektora bitowego itp.

W wierzchołkach wyjść warunkowych (owali) zapisywane są sygnały wyjściowe 
automatu Mealy'ego, które przyjmują wartość jeden przy pewnym przejściu. Sygnały 
wyjściowe zapisane w owalach nazywane są wyjściami warunkowymi (conditional 
output).

W ASM dla automatów Moore'a nie ma wierzchołków wyjść warunkowych (owale), 
a w ASM dla automatów Mealy’ego nie jest nic zapisane w wierzchołkach stanów.

Głównym blokiem konstrukcyjnym diagramu blokowego ASM jest blok ASM 
(ASM block), którego przykład pokazano na rysunku 5.4.

RYSUNEK 5.4. Blok ASM
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Blok ASM zawiera tylko jeden wierzchołek stanu (prostokąt) i może mieć kilka 
wierzchołków warunkowych (rombów) i wierzchołków wyjść warunkowych (owale), 
a romby mogą poprzedzać owale lub następować po nich. Wejścia i wyjścia wierz-
chołków są połączone za pomocą krawędzi. Blok ASM ma tylko jedno wejście, które 
jest wejściem do początku stanu i może mieć jedno lub więcej wyjść. Blok ASM opi-
suje zachowanie automatu w jednym stanie podczas jednego cyklu synchronizacji.

Diagram blokowy ASM (zwany dalej po prostu diagramem ASM) jest kompozycją 
połączonych ze sobą bloków ASM. W takim przypadku konieczne jest przestrzega-
nie następujących zasad konstruowania ASM: każde wyjście dowolnego wierzchołka 
ASM można podłączyć tylko do jednego wejścia innego wierzchołka, tj. rozgałęzienie 
algorytmu jest możliwe tylko w wierzchołkach warunkowych; sprzężenia zwrotne 
są zabronione wewnątrz bloku ASM.

Należy zwrócić uwagę na niektóre charakterystyczne cechy ASM. Za pomocą 
bloków ASM w ASM jawnie wyznaczają się wewnętrzne stany automatu skończo-
nego. Przejście z jednego bloku ASM do drugiego odbywa się zawsze w jednym cyklu 
zegarowym, tj. algorytm działania automatu jest bezpośrednio powiązany z czasem 
automatu. Dzięki temu, zawsze można prześledzić, ile cykli zegara zajmie wykonanie 
danego fragmentu algorytmu. Jednocześnie ASM zachowuje przejrzystość diagramów 
blokowych. Ponadto ASM wstępnie określa typ automatu: Mealy’ego lub Moore’a.

Przedstawmy sposób konstruowania ASM automatu skończonego w postaci nastę-
pującego algorytmu.

Algorytm 1. Metodologia konstruowania ASM. 
1. Określa się stany automatu skończonego. 
2. Dla każdego stanu budowany jest blok ASM. W tym przypadku wszystkie przej-

ścia od tego stanu są określane dla wszystkich możliwych wartości zmiennych 
wejściowych. Jeśli jakaś zmienna wejściowa nie wpływa na przejścia z danego 
stanu, to nie występuje wewnątrz bloku ASM. 

3. W przypadku automatu Moore’a zmienne wyjściowe są zapisywane w wierzchoł-
kach stanów (prostokątach), które w tym stanie przyjmują wartość jeden.

4. W przypadku automatu Mealy’ego zmienne wyjściowe są zapisywane w wierzchoł-
kach wyjść warunkowych (owale), które przyjmują wartości „1” w danym przejściu. 

5. Bloki ASM są ze sobą połączone zgodnie z algorytmem pracy układu. W takim 
przypadku każde wyjście bloku ASM można podłączyć tylko do jednego wejścia 
tego samego lub innego bloku ASM. 

6. Koniec.

Można zauważyć, że konstrukcja ASM zaczyna się od określenia stanów auto-
matu skończonego, tj. od samego początku projektant jednoznacznie określa stany 
automatu. Następnie określane są przejścia z każdego stanu, tj. definiuje się przejścia 
między stanami. Następnie określane są wartości zmiennych wyjściowych: osobno 
dla automatu Mealy’ego i osobno dla automatu Moore'a. Ostatni etap, czyli połącze-
nie ze sobą bloków ASM, ma raczej charakter formalny, co pozwala jeszcze raz spraw-
dzić poprawność konstrukcji ASM.
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5.4. Diagramy blokowe ASMD i automaty skończone 
ze ścieżką przetwarzania danych FSMD
Diagram blokowy ASM ze ścieżką przetwarzania danych (ASM with datapath – ASMD) 
to ASM, w którym, w prostokątach i owalach, można zapisywać dowolne operacje 
na rejestrach, które są dozwolone w języku Verilog, a wszelkie wyrażenia logiczne 
języka Verilog można sprawdzać w wierzchołkach warunkowych. Diagram ASMD, 
podobnie jak ASM, składa się z bloków. Działania opisane w bloku ASMD wykony-
wane są w jednym cyklu zegarowym.

Automat skończony realizowany zgodnie z ASMD będzie nazywany automatem 
skończonym ze ścieżką przetwarzania danych (FSM with datapath – FSMD), a meto-
dyka projektowania FSMD według ASMD nazywana jest metodyką ASMD-FSMD.

Należy zauważyć, że w naszym przypadku, w przeciwieństwie do [1], FSMD nie jest 
podzielony na układ sterujący (FSM) i układ wykonawczy (datapath), ale raczej przy-
pomina behawioralny (algorytmiczny) opis działania urządzenia. Jednak w przeci-
wieństwie do opisu algorytmicznego (projekt algorithm_mult), ASMD jawnie defi-
niuje stany FSMD.

Przedstawione tu podejście do konstruowania ASMD różni się również od podej-
ścia, które jest zdefiniowane w [16]: pokazany tu ASMD może opisywać dowolny typ 
automatu (Mealy’ego lub Moore’a), a operacje wykonywane w układzie wykonawczym 
mogą być zapisywane zarówno w owalach, jak i w prostokątach ASMD.

Na rysunku 5.5 pokazano ASMD, który odpowiada FSMD Moore'a w celu zaim-
plementowania rozważanego algorytmu mnożenia.

Stan S0 jest stanem oczekiwania na sygnał uruchomienia run, który rozpoczyna 
proces mnożenia. W stanie S1, rejestr iloczynu rp, licznik cnt i przerzutnik przechowu-
jący wartość sygnału Done są zerowane. Dodatkowo w stanie S1 ładowane są począt-
kowe wartości rejestrów ra i rb.

Następny stan S2 jest punktem wejścia w cykl procesu mnożenia. Jeden cykl mno-
żenia odpowiada utworzeniu iloczynu cząstkowego, dodaniu go do wyniku i wyko-
naniu niezbędnych przesunięć zawartości rejestrów, a także zwiększeniu wartości 
licznika. W stanie S2, w zależności od wartości rb[0], konieczne jest dodanie albo 
wartości zerowej, albo wartości rejestru ra do rejestru rp. Ponieważ jednak ASMD 
opisuje automat typu Moore'a, czynności te mogą być wykonywane tylko w oddziel-
nych stanach S3 i S4.

Po stanie S3 lub S4 następuje stan S5, w którym licznik cnt jest zwiększany, a reje-
stry ra i rb są przesuwane. Dodatkowo w stanie S5 sprawdzana jest wartość licznika 
cnt. Jeśli wartość cnt jest równa N-1, następuje przejście do stanu S6, w przeciwnym 
razie do stanu S2 w celu wykonania nowej iteracji procesu mnożenia. W stanie S6, prze-
rzutnik rdone jest ustawiany na jeden i następuje przejście do stanu początkowego S0.
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RYSUNEK 5.5. Diagram ASMD opisujący algorytm mnożenia a w postaci FSMD Moore'a

Bezpośrednio z ASMD pokazanego na rysunku 5.5, można określić liczbę tak-
tów zegara nMoore wymaganych do pomnożenia N-bitowych liczb binarnych. Stan 
początkowy S0 dla automatów typu Moore’a zawsze wymaga jednego taktu zegara. 
W stanie S1 rejestry są inicjalizowane i ładowane, co wymaga jeszcze jednego cyklu 
taktowania. Wykonanie jednej iteracji mnożenia (pętli) związanej z przetwarzaniem 
jednego bitu mnożnika B wymaga trzech cykli zegarowych (stany S2, S3 lub S4 i S5). 
Utworzenie wyjścia rdone wymaga również jednego cyklu zegara (stan S6). Zatem 
FSMD dla automatu Moore'a wykonuje mnożenie N-bitowych liczb binarnych w nMoore 
cyklach zegara, gdzie:

 nMoore = 3N + 3 (5.1)

Poprawność zależności (1) potwierdzają również wyniki symulacji czasowej.
Na rysunku 5.6 przedstawiono ASMD, który odpowiada FSMD typu Mealy’ego 

służącego do implementacji rozważanego algorytmu mnożenia.
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RYSUNEK 5.6. Diagram ASMD służący do realizacji algorytmu mnożenia a przy użyciu automatu 
FSMD typu Mealy'ego

W stanie początkowym S0 automat oczekuje na nadejście wartości sygnału run 
równej „1”. Po ustawieniu sygnału run na „1”, wszystkie rejestry mnożnika są inicja-
lizowane zgodnie z wymaganiami.

Następny stan S1 jest punktem wejścia w cykl procesu mnożenia. W stanie S1 spraw-
dzana jest wartość bitu rb[0] i zależnie od jego wartości, do zawartości rejestru rp doda-
wana jest albo wartość zerowa, albo zawartość rejestru ra. Można zauważyć, że dwa 
oddzielne stany nie są tutaj wymagane, jak w FSMD Moore'a (S3 i S4 na rysunku 5.5).

W stanie S2 wykonywane są niezbędne przesunięcia rejestrów ra i rb oraz inkrementa-
cja licznika. Następnie w stanie S2 sprawdzana jest poprzednia wartość licznika, jeśli jest 
równa N-1, to kończy się algorytm mnożenia i automat przechodzi do stanu S0 z ustawie-
niem przyrzutnika rdone. W przeciwnym razie cykl procesu mnożenia jest powtarzany.
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Zgodnie z rysunkiem 5.6 można zauważyć, że jeden cykl mnożenia jest wyko-
nywany w dwóch cyklach zegara, dlatego FSMD dla automatu Mealy'ego wykonuje 
mnożenie N-bitowych liczb binarnych w nMealy taktach zegara, gdzie:

 nMealy = 2N + 1 (5.2)

Porównanie FSMD Moore'a i FSMD Mealy'ego z rozważanego przykładu poka-
zuje, że FSMD Mealy'ego ma znacznie mniej stanów (odpowiednio 3 i 7), a także 
działa znacznie szybciej, ponieważ każdy cykl procesu mnożenia jest wykonywany 
w dwóch taktach zegara (w FSMD Moore'a w trzech taktach zegara).

5.5. Zwiększenie prędkości mnożnika synchronicznego
Fakt, że jeden cykl procesu mnożenia jest wykonywany w kilku cyklach zegarowych, 
sprawia, że   praktyczne zastosowanie omówionych powyżej konstrukcji mnożników 
jest niezwykle nieefektywne, ponieważ znacznie wydłuża czas mnożenia.

Pytanie brzmi: jak zaprojektować FSMD, który wykonuje każdy cykl mnożenia 
w jednym takcie zegara? Aby to zrobić, konieczne jest zbudowanie diagramu ASMD, 
w którym jeden blok ASMD odpowiada cyklowi mnożenia. Diagram ASMD dla auto-
matu Mealy’ego spełniającego postawione wymagania pokazano na rysunku 5.7.

Cechą szczególną diagramu ASMD z rysunkiem 5.7 jest to, że istnieją tu tylko 
dwa bloki ASMD: w stanie S0 wykonywana jest inicjalizacja rejestrów, a stan S1 odpo-
wiada pełnemu cyklowi mnożenia.

W ASMD z rysunku 5.7 stany S1 i S2 ASMD z rysunku 5.6 zostały połączone w jeden 
stan. Stało się to możliwe dzięki temu, że operacje wykonywane w stanach S1 i S2 zmie-
niają zawartość różnych rejestrów (w stanie S1 zmienia się zawartość rejestru rp, a w sta-
nie S2 zawartość rejestrów ra i rb).

Należy zauważyć, że wszystkie metody optymalizacji syntezy behawioralnej mogą 
być zastosowane w ASMD [22], np. eliminacja martwego kodu (dead code elimina-
tion), propagacja stałych (constant propagation), ruch kodu (code motion), ekspansja 
w linii (in-line expansion), rozwijanie pętli (loop unrolling) i redukcja wysokości drzewa 
(tree height reduction). Ponadto do ASMD można zastosować inne techniki optyma-
lizacji specyficzne dla ASMD, na przykład w celu zmniejszenia liczby stanów w pętli.

Na rysunku 5.7 można zauważyć, że jeden cykl mnożenia jest wykonywany w jed-
nym cyklu zegara, dlatego mnożenie N-bitowych liczb binarnych zgodnie z ASMD 
z rysunku 5.7 odbywa się w nMealy_1 cyklach zegarowych, gdzie:

 nMealy_1 = N + 1 (5.3)
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RYSUNEK 5.7. Diagram ASMD automatu Mealy’ego, który zapewnia największą szybkość mnożnika 
synchronicznego

Aby zwiększyć wydajność FSMD typu Moore'a, należy przekształcić ASMD 
z rysunku 5.5 w celu zmniejszenia liczby stanów w cyklu. Przekształcony diagram 
ASMD pokazano na rysunku 5.8.

W tym przypadku operacje zwiększania licznika i przesuwania rejestrów są wyko-
nywane w stanach S3 i S4. Pozwala to na usunięcie stanu S5 z ASMD z rysunek 5.5. 
Ta metoda transformacji ASMD odnosi się do metod redukcji wysokości drzew (tree 
height reduction) [22].
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RYSUNEK 5.8. Diagram ASMD automatu Moore'a, zapewniający wzrost szybkości działania mnoż-
nika synchronicznego

Niestety, ASMD Moore'a z rysunku 5.8 nie opisuje cyklu mnożenia za pomocą 
jednego stanu, jak ASMD Mealy’ego. Stan S2 jest wymagany do wejścia w cyklu obli-
czania iloczynu cząstkowego. Następnie sprawdzany jest najmniej znaczący bit mnoż-
nika (rb[0]). Wykonywanie działań zależnych od wartości rb[0] wymaga również 
co najmniej jednego dodatkowego stanu. Tak więc cykl operacji mnożenia przecho-
dzi przez dwa stany FSMD Moore'a, czyli jest wykonywany w dwóch cyklach zega-
rowych. W rezultacie pomnożenie N-bitowych liczb binarnych za pomocą ASMD 
z rysunku 5.8 odbywa się w nMoore_1 cyklach zegara, gdzie:

 nMoore_1 = 2N + 3 (5.4)



95

5.6. Opis FSMD w języku Verilog
Aby zaimplementować synchroniczny mnożnik na FPGA w postaci FSM Mealy’ego, 
należy wybrać diagram ASMD z rysunku 5.7. Poniżej znajduje się kod projektu FSMD 
Mealy w języku Verilog.

module mult_FSMD_Mealy #(parameter N = 4)
 (input clk, reset, run,   // sygnały sterujące
 input [N-1:0] a,b,   // słowa wejściowe
 output [2*N-1:0] p,   // wynik
 output done);    // sygnał zakończenia mnożenia

 reg [2*N-1:0] ra,rp;   // deklaracja rejestrów
 reg [N-1:0] rb;
 reg rdone;
 reg [N_cnt-1:0] cnt;   // licznik

 localparam N_cnt=clogb2(N-1); // określenie rozmiaru licznika

 function integer clogb2(input [N-1:0] v); // funkcja stała
  for (clogb2 = 0; v > 0; clogb2 = clogb2 + 1)
   v = v >> 1;
 endfunction

 localparam [0:0] s0 = 0, s1 = 1;  // dklaracja stanów
 reg [0:0] state;    // zmienna stanu

 always @(posedge clk)  // rozpoczęcie procesu mnożenia
  if(reset)  state <= s0;
  else    
   case (state)
   s0: if(run) 
     begin
      rp <= 0; cnt <= 0; rdone <= 0;
      ra <= {{N{1’b0}},a}; 
      rb <= b;
      state <= s1;
     end
    else state <= s0;
   s1:  begin



96

      if(rb[0])  rp <= rp + ra;
      else  rp <= rp + {2*N{1’b0}};
      cnt <= cnt + 1’b1;
      rb <= rb >> 1;
      ra <= ra << 1;
      if (cnt == N-1)  
      begin
       rdone <= 1’b1;
       state <= s0;
      end
      else state <= s1;
     end
   default: state <= s0;
   endcase
 assign p = rp;   // określenie wartości wyjściowych
 assign done = rdone;
endmodule

Moduł mult_FSMD_Mealy jest opisany za pomocą stylu opisu automatów skoń-
czonych z jednym procesem [21]. W naszym przypadku jest to dopuszczalne, ponie-
waż na wyjściu rejestrów generowane są iloczyn p i sygnał done. Powyższy kod używa 
funkcji stałej clogb2 do określenia rozmiaru licznika. Funkcja ta oblicza najmniejszą 
liczbę całkowitą większą lub równą logarytmowi przy podstawie 2 z liczby v.

Kod projektu FSMD Moore'a w języku Verilog, który odpowiada ASMD 
z rysunku 5.8 przedstawia się następująco.

module mult_FSMD_Moore #(parameter N = 4)
 (input clk, reset, run,   // sygnały sterujące
 input [N-1:0] a,b,   // słowa wejściowe
 output [2*N-1:0] p,   // wynik
 output done);    // sygnał zakończenia mnożenia

 reg [2*N-1:0] ra,rp;   // deklaracja rejestrów
 reg [N-1:0] rb;
 reg rdone;
 reg [N_cnt-1:0] cnt;   // licznik

 localparam N_cnt=clogb2(N-1); // określenie rozmiaru licznika

 function integer clogb2(input [N-1:0] v); // funkcja stała clogb2 –
  for (clogb2 = 0; v > 0; clogb2 = clogb2 + 1)
   v = v >> 1;
 endfunction
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 localparam [2:0] s0 = 0,s1 = 1,s2 = 2,s3 = 3,s4 = 4,s5 = 5; // dklaracja stanów
 reg [2:0] state;    // zmienna stanu

 always @(posedge clk)  // rozpoczęcie procesu mnożenia
  if(reset)  state <= s0;
  else    
   case (state)
   s0: if(run)  state <= s1;
    else  state <= s0;
     
   s1: begin
      rp <= 0; cnt <= 0; rdone <= 0;
      ra <= {{N{1’b0}},a}; 
      rb <= b;
      state <= s2;
    end
   s2: if(rb[0]) state <= s4;
    else  state <= s3;
   s3: begin
      rp <= rp + {2*N{1’b0}};
      cnt <= cnt + 1’b1;
      rb <= rb >> 1;
      ra <= ra << 1;
      if (cnt == N-1)   state <= s5;
      else   state <= s2;
    end
   s4: begin
      rp <= rp + ra;
      cnt <= cnt + 1’b1;
      rb <= rb >> 1;
      ra <= ra << 1;
      if (cnt == N-1)   state <= s5;
      else   state <= s2;
    end
   s5: begin
      rdone <= 1’b1;
      state <= s0;
    end
   endcase
 assign p = rp;    // określenie wartości wyjściowych
 assign done = rdone;
endmodule
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Do opisu automatu Moore'a został również użyty styl opisu z jednym proce-
sem [21]. W tym przypadku stan następny jest określany w każdym stanie obecnym, 
a wszystkie czynności wykonywane na rejestrach opisane są zgodnie z diagramem 
ASMD z rysunku 5.8.

5.7.  Metodologia ASMD-FSMD 
projektowania układów cyfrowych
W tej części zostanie pokazany formalny opis rozważanej metodyki ASMD-FSMD 
w postaci następującego algorytmu.

Algorytm 2. Metodyka ASMD-FSMD projektowania układów cyfrowych. 
1. Określane są stany FSMD. 
2. Dla każdego stanu budowany jest blok ASMD. 

2.1. W wierzchołkach warunkowych ASMD zapisywane są funkcje logiczne, któ-
rych wartość jest sprawdzana w danym stanie. 

2.2. W przypadku FSMD Moore'a wierzchołki stanów (prostokąty) zapisuje się 
operacje wykonywane na zawartości rejestrów w danym stanie. 

2.3. W przypadku FSMD Mealy’ego operacje wykonywane na zawartości reje-
strów w danym przejściu są zapisywane w wierzchołkach wyjść warunkowych 
(owale). 

3. Bloki ASMD są ze sobą połączone zgodnie z algorytmem pracy układu. W takim 
przypadku każde wyjście bloku ASMD można podłączyć tylko do jednego wejścia 
tego samego lub innego bloku ASMD. 

4. W razie potrzeby diagram ASMD jest modyfikowany w celu zwiększenia prędkości 
projektowanego urządzenia. W tym celu analizowane są pętle algorytmu, a ASMD 
przekształca się w taki sposób, aby zminimalizować liczbę stanów w obrębie pętli. 

5. Kod FSMD w Verilog jest budowany bezpośrednio z ASMD. Zmiennym algo-
rytmu w kodzie odpowiadają rejestry. Funkcje logiczne testowane w wierzchoł-
kach warunkowych ASMD odpowiadają wyrażeniom logicznym w instrukcjach 
if. Akcje wykonywane w blokach ASMD są opisywane jako bloki proceduralne 
begin… end. Każdy blok dla FSMD Moore'a opisuje operacje wykonywane 
w danym stanie diagramu ASMD i definiuje stany następne (stany przejść) zgodnie 
z przejściami diagramu ASMD. W każdym bloku dla FSMD Mealy’ego tworzony 
jest opis algorytmiczny wszystkich czynności wykonywanych w odpowiednim 
bloku ASMD. 

6. Koniec.

Należy zwrócić uwagę na niektóre cechy metody ASMD-FSMD. Głównym etapem 
projektowania jest budowa diagramu ASMD w oparciu o algorytm działania (funkcjo-
nowania) układu. Nie ma ścisłego oddzielenia układu wykonawczego od układu steru-
jącego. Jednocześnie ASMD definiuje stany automatu skończonego, które odpowiadają 
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stanom układu sterującego. Pozwala to powiązać algorytm działania projektowanego 
urządzenia z taktami zegarowymi. Dlatego, korzystając z ASMD, można prześledzić, 
ile cykli zegara zajmuje każda gałąź algorytmu. ASMD nie definiuje również jawnie 
struktury układu wykonawczego.

Różnica między techniką ASMD-FSMD a innymi znanymi metodami polega 
na tym, że w ASMD można używać zarówno automatu typu Moore’a, jak i automatu 
typu Mealy'ego (w [16] tylko automatu Moore'a); czynności wykonywane w układzie 
wykonawczym na zawartości rejestrów mogą być zapisywane zarówno w prostoką-
tach ASMD, jak i w owalach (w [16] tylko w owalach).

Należy również zauważyć, że jeden i ten sam algorytm działania układu można 
opisać różnymi diagramami ASMD, co wpływa na szybkość i koszt realizacji pro-
jektu. Aby zwiększyć wydajność, pętle algorytmu należy opisać jak najmniejszą liczbą 
stanów w celu zminimalizowania liczby stanów w obrębie pętli. Do tego celu lepiej 
nadaje się automat typu Mealy’ego.

5.8. Badania eksperymentalne
Na przykładzie prostego mnożnika synchronicznego rozważono trzy techniki projek-
towania układów cyfrowych: implementację algorytmiczną w języku Verilog, tech-
nikę tradycyjną (w postaci złożenia układu wykonawczego i sterującego) oraz tech-
nikę wykorzystującą automaty FSMD ze ścieżką przetwarzania danych (metodyka 
ASMD-FSMD). Aby przetestować skuteczność tych technik, zbadano następujące 
projekty mnożników synchronicznych:
 y algorytm_mult – algorytmiczna implementacja mnożnika w języku Verilog; 
 y mult_FSM_Mealy – mnożnik zbudowany w postaci układów wykonawczego i ste-

rującego, gdzie rolę układu sterującego pełni automat Mealy’ego; 
 y mult_FSM_Moore – mnożnik zbudowany w postaci układów wykonawczego 

i sterującego, gdzie rolę układu sterującego pełni automat Moore’a; 
 y mult_FSMD_Mealy – mnożnik zbudowany zgodnie z diagramem ASMD auto-

matu Mealy’ego z rysunek 5.7; 
 y mult_FSMD_Moore – mnożnik zbudowany zgodnie z diagramem ASMD auto-

matu Moore’a z rysunek 5.8.

Wyniki przprowadzonych badan w systemie Quartus Prime w wersji 18.1 z domyśl-
nymi parametrami syntezy układów FPGA z rodziny Cyclone IV E przedstawiono 
w tabelach 5.1–5.5, gdzie N jest liczbą bitów słów wejściowych mnożnika; L to liczba 
użytych elementów logicznych FPGA (koszt realizacji); F – maksymalna częstotli-
wość pracy układu w MHz (szybkość); T – czas trwania jednego taktu zegara w nano-
sekundach, T = 1/F; n – liczba taktów zegara potrzebnych do obliczenia wyniku;  
t – czas (w nanosekundach) wymagany do obliczenia wyniku, t = T · n.
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Należy zauważyć, że przy realizacji tych projektów na układach FPGA nie zostały 
wykorzystane wbudowane bloki DSP i wbudowane bloki mnożnika.

Dla projektu algorytm_mult n = 1, dla projektu mult_FSM_Mealy wartość n 
wynosi (N + 1), dla projektu mult_FSM_Moore wartość n wynosi (N + 2), dla pro-
jektu mult_FSMD_Mealy wartość n jest określana zgodnie z (3), a dla projektu mult_
FSMD_Moore – zgodnie z (4).

TABELA 5.1. Wyniki badań projektu algorytm_mult

N L F T n t

4 34 130,23 7,679 1 7,679

8 129 75,00 13,333 1 13,333

16 513 30,39 32,916 1 32,916

32 2043 11,28 88,652 1 88,652

64 8187 4,47 223,714 1 223,714

128 32854 0,99 1010,101 1 1010,101

TABELA 5.2. Wyniki badań projektu mult_FSM_Mealy

N L F T n t

4 36 245,28 4,077 5 20,39

8 66 212,95 4,696 9 42,26

16 123 224,77 4,449 17 75,63

32 236 155,23 6,442 33 212,59

64 464 110,29 9,067 65 589,36

128 919 31,43 31,817 129 4104,39

TABELA 5.3. Wyniki badań projektu mult_FSM_Moore

N L F T n t

4 35 282,84 3,536 6 21,22

8 64 159,26 6,279 10 62,79

16 124 177,65 5,659 18 101,86

32 237 157,01 6,369 34 216,55

64 462 110,19 9,075 66 598,95

128 916 31,57 31,676 130 4117,88
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TABELA 5.4. Wyniki badań projektu mult_FSMD_Mealy

N L F T n t

4 28 285,88 3,498 5 17,49

8 49 228,89 4,369 9 39,32

16 90 202,18 4,946 17 84,08

32 172 172,06 5,812 33 191,80

64 335 111,64 8,957 65 582,21

128 657 32,50 30,769 129 3969,20

TABELA 5.5. Wyniki badań projektu mult_FSMD_Moore

N L F T n t

4 48 192,98 5,182 11 57,00

8 102 174,19 5,741 19 109,08

16 192 155,13 6,446 35 225,61

32 304 152,65 6,551 67 438,92

64 578 104,98 9,526 131 1247,91

128 1145 29,64 33,738 259 8738,14

W celu lepszego porównania rozpatrywanych projektów, w tabeli 5.6 i tabeli 5.7 
przedstawiono wartości kosztu realizacji L i czasu t wykonania operacji mnożenia 
w tych projektach dla różnych wartości N.

TABELA 5.6. Koszt L realizacji mnożników (liczba elementów logicznych)

Project N = 4 N = 8 N = 16 N = 32 N = 64 N = 128

algorithm_mult 34 129 513 2043 8187 32854

mult_FSM_Moore 35 64 124 237 462 916

mult_FSM_Mealy 36 66 123 236 464 919

mult_FSMD_Moore 47 102 192 309 583 1139

mult_FSMD_Mealy 28 49 90 172 335 657
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TABELA 5.7. Czas t operacji mnożenia (w nanosekundach)

Project N = 4 N = 8 N = 16 N = 32 N = 64 N = 128

algorithm_mult 8 13 33 89 224 1010

mult_FSM_Moore 21 63 102 217 599 4118

mult_FSM_Mealy 20 42 76 213 589 4104

mult_FSMD_Moore 76 156 345 663 1831 12232

mult_FSMD_Mealy 17 39 84 192 582 3969

5.9. Dyskusja wyników
Analizując tabele 5.6 i 5.7 można zauważyć, że przy zastosowaniu tradycyjnej meto-
dologii projektowania układów cyfrowych (projekty mult_FSM_Moore i mult_FSM_
Mealy) typ automatu (Mealy lub Moore) nie odgrywa szczególnej roli, ponieważ 
koszt realizacji i szybkość działania projektów mult_FSM_Moore i mult_FSM_Mealy 
są w przybliżeniu takie same.

W przypadku zastosowania metodyki ASMD-FSMD projekt mult_FSMD_Mealy 
ma wyraźną przewagę nad projektem mult_FSMD_Moore, zarówno pod względem 
kosztów realizacji, jak i wydajności. Przewagę projektu mult_FSMD_Mealy pod 
względem kosztów realizacji dowodzi fakt, że w cyklu mnożenia ASMD dla auto-
matu Moore'a z rysunku 5.8, wiele operacji jest dublowanych (inkrementacja licznika, 
przesuwanie rejestrów), a przewaga szybkości wynika z faktu, że jeden cykl mnoże-
nia w ASMD z rysunku 5.8 jest wykonywany w dwóch taktach zegarowych. Dlatego 
przy stosowaniu metodyki ASMD-FSMD należy preferować automaty typu Mealy’ego.

Porównanie metodyki ASMD-FSMD (projekt mult_FSMD_Mealy) z metodolo-
gią tradycyjną (projekty mult_FSM_Moore i mult_FSM_Mealy) pokazuje, że meto-
dyka ASMD-FSMD przewyższa tradycyjną metodologię zarówno pod względem kosz-
tów realizacji (od 28,6% do 39,7%), jak i szybkości działania układów (maksymalnie 
o 17,6% dla projektu mult_FSM_Moore przy N = 4).

Przewaga metodyki ASMD-FSMD nad metodą tradycyjną pod względem kosz-
tów implementacji, pokazana na rysunku 5.9. 

Należy zwrócić szczególną uwagę, że projekt mnożnika mult_FSMD_Mealy został 
opisany bezpośrednio w języku Verilog zgodnie z ASMD z rysunku 5.7, bez opraco-
wywania układów wykonawczego i sterującego, w porównaniu do projektów mult_
FSM_Moore i mult_FSM_Mealy. Z tego powodu metodyka ASMD-FSMD znacz-
nie skraca czas projektowania, w porównaniu z podejściem tradycyjnym, ponieważ 
nie ma potrzeby projektowania układu wykonawczego i wszystkich jego elementów 
składowych, a także układu sterującego i modułu nadrzędnego.



103

RYSUNEK 5.9. Porównanie kosztów realizacji mnożników synchronicznych w przypadku zastosowa-
nia tradycyjnej metodyki projektowania (projekt mult_FSM_Mealy) oraz metodyki ASMD-FSMD 
(projekt mult_FSMD_Mealy)

Należy również zauważyć, że metodyka projektowania ASMD-FSMD poprawia 
niezawodność projektów. Faktem jest, że wiele etapów tradycyjnego projektowania 
jest wykonywanych ręcznie przez projektanta i jest źródłem trudnych do znalezienia 
błędów. W metodyki ASMD-FSMD po zbudowaniu diagramu ASMD, opis projektu 
w języku Verilog wykonuje się bezpośrednio na bazie diagramu ASMD, bez żadnych 
opisów pośrednich.

Poniżej podjęto próbę oszacowania czasu projektowania i niezawodności projek-
tów mnożników synchronicznych realizowanych przy użyciu tradycyjnego podejścia 
i metodyki ASMD-FSMD. Aby to zrobić, zostanie porównana długość kodu (liczba 
wierszy) projektów mult_FSM_Mealy (podejście tradycyjne) i mult_FSMD_Mealy 
(metodyka ASMD-FSMD). Projekt mult_FSM_Mealy składa się z modułu najwyż-
szego poziomu (mult_a_Mealy), układu sterującego (fsm_Mealy) i układu wyko-
nawczego (datapath_mult). Z kolei układ wykonawczy zawiera następujące kompo-
nenty: sumator (adder), licznik modulo (counter_modulo_M), multiplekser magistrali 
(mux_2), rejestr przesuwający w lewo (shl_load) i rejestr przesuwający w prawo  
(shr_load), a także zwykły rejestr (rejestr). Liczbę wierszy dla każdego modułu podano 
w tabela 5.8.

Analizując tabelę 5.8 widać, że w przypadku zastosowania metodyki ASMD-FSMD, 
w porównaniu z podejściem tradycyjnym, długość kodu skraca się 144/58 = 2,483 razy, 
tj. około 2,5 razy. Dlatego możemy założyć, że w rozważanym przykładzie mnożnika 
synchronicznego, użycie metodyki ASMD-FSMD może skrócić czas projektowania 
około 2,5 krotnie.
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TABELA 5.8. Liczba linii kodu dla elementów projektu mult_FSM_Mealy i projektu mult_FSMD_Mealy

Nazwa modułu Liczba linii kodu

mult_a_Mealy 17

fsm_Mealy 28

datapath_mult 26

adder 8

counter_modulo_M 23

mux_2 9

shl_load 11

shr_load 11

register 11

∑ (mult_FSM_Mealy) 144

mult_FSMD_Mealy 58

Trudniej jest określić ilościowo wzrost niezawodności projektu w wyniku zasto-
sowania metodyki ASMD-FSMD. Można założyć, że niezawodność projektu jest 
również proporcjonalna do rozmiaru kodu projektu. Jednak ocena niezawodności 
powinna uwzględniać liczbę powiązań między modułami oraz szereg innych czyn-
ników. Jeżeli niezawodność oceniana jest tylko na podstawie liczby wierszy kodu, 
to zastosowanie w naszym przypadku metodyki ASMD-FSMD pozwala co najmniej 
2,5-krotnie zwiększyć niezawodność projektu.

W metodyki ASMD-FSMD, na konstrukcję diagramu ASMD nakładane są spe-
cjalne wymogi. Doświadczenie ze stosowania metodyki ASMD-FSMD pokazało, 
że do jej efektywnego wykorzystania konieczne jest przestrzeganie pewnych zasad. 
Przede wszystkim należy dążyć do zbudowania diagramów blokowych ASMD 
dla automatów typu Mealy’ego. Jeżeli algorytm pracy układu zawiera cykle, to cały 
cykl w ASMD należy opisać jednym stanem. Jeśli nie jest to możliwe, należy użyć 
minimalnej liczby stanów.

Algorytmiczna implementacja mnożnika (projekt algorytm_mult) znacznie prze-
wyższa wszystkie rozważane projekty pod względem szybkości (3–5 razy), jednak 
ma gorszy koszt realizacji, który szybko rośnie wraz ze wzrostem długości słowa 
mnożnika wejściowego N. Metoda projektowania układów cyfrowych oparta na imple-
mentacji algorytmicznej może być zalecana do budowy niewielkich układów, a także 
do celów symulacyjnych w celu sprawdzenia poprawności algorytmu działania układu.
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Podsumowanie
Na przykładzie projektowania mnożnika synchronicznego rozważono trzy metody 
projektowania układów cyfrowych: implementację algorytmiczną w języku Verilog, 
tradycyjną (gdy projekt przedstawiany jest jako kompozycja układów wykonaw-
czego i sterującego) oraz opartą na automatach skończonych ze ścieżką przetwarza-
nia danych (metodyka ASMD-FSMD).

Porównanie proponowanej metodyki ASMD-FSMD z podejściem tradycyjnym 
pokazuje, że zastosowanie nowej metodyki może obniżyć koszt realizacji od 28,6% 
do 39,7%, a także w niektórych przypadkach zwiększyć szybkość działania projek-
tów o 17,6%.

Jednak główną zaletą metodyki ASMD-FSMD jest to, że pozwala ona na skrócenie 
czasu projektowania i zwiększenie niezawodności projektów co najmniej 2,5-krotnie.

Metodyka ASMD-FSMD może być wykorzystana przy projektowaniu układów 
cyfrowych opartej na dowolnej bazie technologicznej (niekoniecznie FPGA), na przy-
kład z wykorzystaniem układów ASIC. Jako język opisu dla automatów skończonych 
ze ścieżką przetwarzania danych FSMD może być użyty dowolny język opisu sprzętu, 
na przykład VHDL lub SystemVerilog. Obiecującym kierunkiem rozwoju jest rów-
nież wykorzystanie metodyki ASMD-FSMD do wysokopoziomowego projektowania 
złożonych układów, a także opracowanie specjalnych algorytmów do optymalizacji 
ASMD, na przykład w celu zmniejszenia liczby stanów w cyklach.

Praca została wykonana przy częściowym wsparciu finansowym Politechniki 
Białostockiej (Polska, grant WZ / WI-IIT / 4/2020).
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ASMD-FSMD for designing digital devices on FPGA, 
based on the Verilog hardware description language

Abstract: Recently, there has been, on the one hand, an increase in the comple-
xity of digital device designs and, on the other hand, an increase in the require-
ments for the development time and the reliability of the designs. One of the direc-
tions of solving this problem is developing new techniques for designing digital 
devices.This paper proposes a new technique for designing digital devices based 
on finite state machines with datapath (FSMD), when the functioning of the device 
is described in the form of an algorithm state machine with datapath (ASMD) 
charts. The new technique is called ASMD-FSMD. 
In the technique ASMD-FSMD, the device is not separated into the control unit 
(FSM) and the datapath, but more closely resembles a behavioral (algorithmic) 
description of device functioning. However, in contrast to the algorithmic descrip-
tion, the FSMD states are explicitly defined in ASMD. This paper provides a for-
mal description of ASMD-FSMD technology. The main design stage is building 
an ASMD chart based on the behavior (the operating algorithm) of a digital device. 
There is no strict separation of the digital device into the datapath and the control 
unit (FSM). At the same time, the ASMD chart determines the FSM states that 
correspond to the states of the control unit. This allows you to bind the algorithm 
of the functioning of the designed device to synchronization clocks. Therefore, 
according to the ASMD chart, the developer can track how many clock cycles each 
branch of the algorithm performs. In addition, the ASMD chart does not expli-
citly define the structure of the datapath. Our ASMD chart can describe any type 
of machine, both Mealy and Moore. The same operating algorithm of the device can 
be described by different ASMD charts, this affects the performance and the imple-
mentation cost (area) of the design. To increase performance, the algorithm loops 
should be described with a minimum number of states to minimize the number 
of states in the loop path. Mealy FSMs are better suited for this purpose.

Different digital device design techniques are compared to each other using design 
examples of a synchronous multiplier on field programmable gate array (FPGA). 
The efficiency of the ASMD-FSMD technique compared to the traditional approach 
in terms of area and performance was investigated. The ASMD-FSMD technique, 
compared to the traditional one, reduces the area from 28.6% to 39.7% and increa-
ses the speed for some designs to 17.6%. In addition, using the ASMD-FSMD tech-
nique significantly reduces design time and increases design reliability. In conclu-
sion, recommendations for using the ASMD-FSMD technique are made.
Keywords: digital device, finite state machines with datapath, algorithm state 
machine with datapath, field programmable gate array, design technique, deve-
lopment time, reliability, area, performance.
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