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Rozdziat 3
Dobér optymalnego pobudzenia
w zadaniu identyfikacji uktadu dynamicznego

w czasie swobodnym

Wiktor Jakowluk
Wydziat Informatyki, Politechnika Biatostocka

Streszczenie: Identyfikacja systemu dynamicznego polega na doborze optymal-
nego sygnatu wejsciowego, ktory jest wykorzystywany do pobudzania uktadu w celu
maksymalizacji informacji o dynamice systemu. W niniejszej pracy przeprowa-
dzono dobér optymalnego sygnaltu wejsciowego w czasie swobodnym, ktory nastep-
nie wykorzystano w zadaniu estymacji parametréw modelu uktadu dynamicznego.
Rozwigzanie problemu doboru optymalnego sygnatu wejsciowego polega na mini-
malizacji rozszerzonego wektora stanu o wspo6lczynnik skalowania czasu swobod-
nego. Funkcjonat celu sformutowano w postaci funkcji Bolzy z ograniczeniem
na D-efektywno$¢ oraz energie sygnatu sterujacego. Ograniczenia uwzglednione
podczas projektowania sygnatu wejsciowego powinny umozliwi¢ operatorowi esty-
macje parametréw modelu ukladu w przyjazny sposéb. W eksperymencie wyko-
rzystano optymalny sygnal wejsciowy, uzyskany w czasie swobodnym, do celow
weryfikacji aspektow ekonomicznych procesu identyfikacji (tj. zwigzku pomiedzy
nalozonymi ograniczeniami a czasem trwania eksperymentu). Przedstawiona
metoda moze by¢ stosowana dla ogélnej klasy systemoéw i zostata zweryfikowana
przykladami numerycznymi.

Stowa kluczowe: D-efektywnos¢, identyfikacja w czasie swobodnym, optymalny
sygnal wejsciowy, optymalne sterowanie

Wprowadzenie

Identyfikacja uktadu dynamicznego jest zwykle przeprowadzana przez poddanie
go pobudzeniu w trakcie procesu technologicznego. Wybdr sygnatu wejsciowego
wykorzystywanego do pobudzenia ukfadu ma fundamentalne znaczenie w przypadku
estymacji parametréw modelu ukladu. Zasadniczym celem projektowania ekspery-
mentu identyfikacyjnego jest jak najdokladniejsze oszacowanie parametrow, ktore
okresla si¢ minimalng zmiennoscig wartosci parametréw przy obecnosci zaktocen
losowych oddzialujacych na system w rzeczywistych warunkach pracy [1]. W rzeczy-
wistoséci pobudza sie system wykorzystujac optymalny sygnal wejsciowy, a uzyskane
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dane wykorzystuje sie do zbudowania modelu ukltadu z maksymalng doktadnoscia
[2, 3]. Niedoktadny model uktadu moze powodowa¢ pogorszenie wydajnosci petli
sterowania i ostatecznie wplyna¢ na finalny produkt. Celem prac zwigzanych ze ste-
rowaniem proceséw przemystowych jest stabilizacja warunkow pracy, ktére maja
wplyw na wyniki ekonomiczne. Oszacowano, ze okoto 66%-80% rozwazanych ukfa-
doéw sterowania nie osiaga pozadanych wynikéw pracy [4]. Z drugiej strony procesy
technologiczne s przeprowadzane w stanie ustalonym, a kazda zmiana warunkéw
pracy powoduje, Ze wydajno$¢ zaawansowanego systemu sterowania zmniejsza sie.
W konsekwencji adekwatno$¢ identyfikowanego modelu uktadu dynamicznego ros-
nie przez wykorzystanie optymalnego sygnatu wejsciowego [1, 5].

Dobor optymalnego sygnatu wejsciowego, z wykorzystaniem metody ,,ang. Model-
based,” ktdry jest wykonywany podczas trwania procesu sterowania, przedstawiono
w wielu pracach [6-8]. Wykazano, ze dobdr doktadnego modelu uktadu pochla-
nia okolo trzech czwartych kosztéw zwiazanych z projektami sterowania [9]. Z tego
powodu warto$¢ ekonomiczna eksperymentu identyfikacyjnego powinna by¢ jak naj-
nizsza, ale eksperyment powinien nadal zapewnia¢ wysoka dokladnos$¢ oszacowan
parametréw modelu uktadu. Rozpatrujac metode ,,ang. Least-costly,” koszt ekspe-
rymentu identyfikacyjnego okresla sie réwniez jako degradacje wydajnosci procesu,
w uktadzie zamknietym, podczas pobudzenia uktadu w normalnych warunkach
pracy [10, 11].

W wielu praktycznych zastosowaniach, takich jak przemyst petrochemiczny, syg-
naly pobudzajace przyjazne modelowi ukladu sg stosowane do estymacji parametréw
systemu w czasie rzeczywistym. Sygnaly przyjazne modelowi to takie, ktére powo-
duja minimalne zaklécenia warunkéw pracy, ograniczaja czas trwania eksperymentu
oraz amplitud sygnaléw wejsciowych i wyjsciowych [12-14]. Stwierdzono, iz ogra-
niczenia stawiane sygnatom przyjaznym modelowi sg czesto sprzeczne z wymogiem
dokladnej estymacji parametréw modelu uktadu [3, 15]. Okazuje sig, ze liniowa kom-
binacja harmonicznych sygnatu sinusoidalnego, o duzych wartosciach miedzyszczy-
towych, moze prowadzi¢ do uszkodzenia identyfikowanego systemu. Dlatego rozwaza
sie sygnaly wymuszajace ,,bezpieczne”, ktore majq za zadanie zapewnic¢ akceptowalng
dokladnos¢ oszacowan parametréw modelu ukiadu [16, 17]. W pracy [18] zapropo-
nowano odporne sformulowanie problemu doboru przyjaznego sygnatu sterujacego
z ograniczeniami amplitudy sygnalu wejsciowego oraz mocy sygnatu wyjsciowego.
Taki rodzaj eksperymentu jest kompilacjg problemu sekwencyjnego i odpornego.
Metodologia rozwigzywania probleméw identyfikacji w ramach ekonomicznych, kto-
rej celem jest minimalizacja kosztéw eksperymentu, zostala przedstawiona w pracy
[19]. Dane dotyczace wielokryterialnych zadan optymalizacji w zastosowaniu do iden-
tyfikacji oraz procesu sterowania zamieszczono w [20, 21].

W omoéwionych powyzej publikacjach przedstawiono metody doboru optymal-
nych sygnaléw wejsciowych dla ustalonego czasu konicowego eksperymentu iden-
tyfikacyjnego. W tej pracy, przedstawiono problem doboru optymalnego sygnatu
wejsciowego, w czasie swobodnym, w celu minimalizacji kosztéw ekonomicznych
zwigzanych z eksperymentem identyfikacyjnym. Ograniczenia nalozone na funkcje
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celu powinny pozwoli¢ na uzyskanie niewielkiej utraty dokladnosci estymat para-
metréw modelu ukladu dynamicznego. Zaprojektowane w ten sposob sygnaty pobu-
dzajace nastepnie wykorzystano w procedurze estymacji parametréw modelu ukiadu
zaklécanego szumem bialym o réznej wariancji.

W artykule autora przedstawiono kontynuacje prac wlasnych dotyczacych identy-
fikacji uktadéw opisanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Wyniki doboru
optymalnego sygnalu wejsciowego z wykorzystaniem kanonicznego sformulowania
Mayera funkgji celu dla ukladu skretnego oraz inercyjnego zaprezentowano w pra-
cach [22-24].

Artykul jest zorganizowany w nastepujacy sposob. W rozdziale 1 przeprowadzono
transkrypcje doboru optymalnego sterowania dla czasu swobodnego. W rozdziale 2
opisano problem doboru optymalnego sygnalu wejsciowego z ograniczeniami, w celu
estymacji parametréw modelu ukladu. Sformutowanie problemu przedstawiono
w rozdziale 3. Wyniki eksperymentéw symulacyjnych z wykorzystaniem modelu
ukladu inercyjnego przedstawiono w rozdziale 4. Wnioski konicowe zamieszczono
w podsumowaniu.

3.1. Sformutowanie problemu czasu swobodnego

W celu doboru optymalnego sygnatu wejsciowego, w czasie swobodnym, wykorzy-
stano biblioteke narzedziows ,,ang. Recursive Integral Optimal Trajectory Solver”
RIOTS_95 [25]. Zestaw narzedzi Riots zostal opracowany do rozwigzywania prob-
lemoéw zwigzanych z problemami optymalnego sterowania w czasie skonczonym,
ktore obejmuja: ograniczenia trajektorii, ograniczenia na stan koncowy, zmienne
warunki poczatkowe oraz zadania swobodnego czasu konicowego. Biblioteka narze-
dziowa jest przeznaczona do rozwigzywania probleméw optymalnego sterowania
w postaci funkeji Bolzy:

min {f(u,@)ﬁgo( ,x(b))+jlo(t,x,u)dt}, (3.1)

(1 L2 o )
gdzie: % =h(t,x,u), x(a)=C, t €[a,b},
przy nastepujacych ograniczeniach:
ul ()< () <ul, (t),j=1...m 1t €[a,b], (3.2)
El(6)<87(1)<El (£),j=L.ont €[a,b) (3.3)
I (6x(t),u(t) <0,v e gt €[ a,b), (3.4)
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g (C ,x(b)) <0,veq,, (3.5)
g.(.x@p)=0veq,, (3.6)

gdzie: x jest zmienng stanu, t€ [a, b] jest przedziatem czasu, g = {1,..., q} oraz [, g, h
sq arbitralnie dobranymi funkcjami. Indeksy o, ti, ei oraz ee funkcjig (-, ) i I (, -, )
oznaczajg odpowiednio: funkcje celu, ograniczenie trajektorii, ograniczenie nieréw-
no$ciowe na stan koncowy oraz ograniczenie rownosciowe na stan koncowy.

Rozwigzanie problemu doboru optymalnego sterowania w czasie swobodnym
odbywa sie poprzez rozszerzenie wektora stanu o dodatkowe zmienne stanu, tj. jeden
stan dla kazdego autonomicznego problemu. Zgodnie z rozumowaniem przedsta-
wionym w rozdziale 2 podrecznika uzytkownika [26], ogolna ideg jest zdefiniowanie
nominalnego przedzialu czasu [, b] i zastgpienie problemu swobodnego czasu kon-
cowego przypadkiem ustalonego czasu koncowego. Wspotczynnik skalowania czasu
swobodnego definiowany jest jako dodatkowa zmienna stanu skalujaca czas trwa-
nia eksperymentu. Z tego powodu wspoétczynnik skalowania i czas koncowy wyra-
zone s3 dodatkowymi zmiennymi stanu. Procedura zaimplementowana w bibliotece
Riots_95 pozwala na minimalizacje wigcej niz jednego stanu poczatkowego w celu
optymalizacji czasu trwania eksperymentu:

a+T

rluliTng(T,y(T))nL j T(t,y,u)dt, (3.7)

a

gdzie: j/zﬁ(t,y,u), y(a)zC , te[a,cH—T].

Nastepnie problem mozna fatwo przeksztalci¢ do postaci alternatywnej, prob-
lemu optymalnego sterowania w czasie swobodnym, z rozszerzonym wektorem stanu
x= (y,x”’l,x”) w postaci:

b
ming (£, (b) +jltxudt (3.8)
:)/, C
Przyjmujac, ze: x=h(t,x, u x(@)=¢ =| a |,telab].x
CVI
zawiera n-2 skladowe y, g ) a+T(;‘ ,y( )) l(t,x,u)ii(x"_l,y,u)

n-

oraz b=a+T. W powyzszej notaql X Jest zmienng stanu reprezentujgcg czas, a ("
jest wspolczynnikiem skalowania czasu trwania eksperymentu. Dla kazdego
t e[a,b], x" (t) =¢", x" (t) =a+ (t —a)@ " rozwigzanie problemu czasu swobodnego

jest nastepujace =x"" (b) =a+ (b —a)?,‘ "=TC". Rozwazajac systemy dynamiczne
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autonomiczne, dodatkowa zmienna stanu x" ™' nie jest wymagana. Dlatego problemy
autonomiczne ze swobodnym czasem konicowym mozna rozwigzaé poprzez rozsze-
rzenie wektora stanu tylko jedng zmienna, reprezentujgcg wspétczynnik skalowania
czasu konicowego zapisang w nastepujacy sposob:

h (t, X, u) =h (tx” A u). (3.9

Problem doboru optymalnego sygnatu wejsciowego mozna przedstawi¢ w for-
mie wskaznika jakosci o postaci funkcjonatu Bolzy, czyli sumy wartosci koncowych
zmiennych stanu i calki za okres sterowania, ktéra jest minimalizowana. Taki rodzaj
zadania optymalizacji umozliwia wyznaczenie optymalnego sygnalu wejsciowego
w obecnosci wprowadzonych ograniczen.

3.2. Sformutowanie problemu doboru optymalnego
pobudzenia

Rozwazaniom poddano uktad dynamiczny opisany ponizszg zaleznoscia:
z(t) = f (ut,0,v), (3.10)

gdzie: z(f), u(t), v(t) oraz 6 sa odpowiednio: wyj$ciem, wejsciem, szumem oraz wek-
torem parametréw systemu. Identyfikacja systemu to proces tworzenia doktadnego
modelu matematycznego uktadu dynamicznego na podstawie danych eksperymental-
nych i wiedzy ‘a priori’ o systemie. Dokladnos¢ oszacowan parametréw modelu zalezy
przede wszystkim od doboru odpowiedniego sygnatu pobudzajacego. Dobierajac opty-
malne sygnaly wejSciowe w celu szacowania parametréw modelu uktadu, jako kryte-
rium optymalizacji nalezy wybra¢ odpowiednia norme skalarng macierzy informa-
cyjnej Fishera (FIM). Macierz FIM moze zosta¢ zdefiniowana w nastgpujacy sposob:

0 0 '
M:Elzglnp(z|9)(£lnp(z|0)j ] (3.11)

W praktyce czesto wykorzystywane jest kryterium D-optymalnosci, w ktérym
wyznacznik macierzy informacyjnej Fishera detM jest maksymalizowany lub det (M)
jest minimalizowany. Wybrane kryteria jakosci optymalizacji zamieszczono w [27]:
e A-optymalnoéé: tr (M), minimalizuje $lad odwrotno$ci macierzy FIM,

e E-optymalno$é: A (M), minimalizuje maksymalng warto$¢ wlasna macierzy

FIM,

e D-optymalno$¢é: maksymalizuje wyznacznik macierzy FIM oraz minimalizuje
objetos¢ elipsoidy ufnosci estymat parametrow.

max
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W celu wyznaczenia optymalnego sygnalu pobudzajacego, nalezy rozpatrzy¢ nie-
obcigzony estymator parametrow 6. W takim przypadku kowariancja estymat para-
metréw jest okreslona przez nieréwno$¢ Cramera-Rao, czyli odwrotnos¢ macierzy
FIM. Kowariancje estymat parametréw 6 mozna zapisa¢ jako:

cov(6)= E[(é -0)( —O)T] > M. (3.12)

Metode wazonej funkcji celu do zadan projektowania sygnaléw pobudzajacych,
w dziedzinie czasu, przedstawiono w pracy [28].

Chociaz okreslenie kryterium optymalizacji jest niezbedne, to sygnaty pobudza-
jace zaprojektowane na podstawie niektérych z nich moga powodowa¢ matg dokfad-
no$¢ estymat parametrow modelu uktadu [2]. Sygnal wejsciowy wybrany do pobu-
dzenia modelu ukladu powinien jednoczesnie spetnia¢ dwa warunki: akceptowalna
dokladno$¢ estymat parametréw modelu oraz model uktadu powinien by¢ pobu-
dzany w najbardziej bezpieczny sposob. Te warunki mozna zapewnic, stosujac podej-
$cie oparte na definicji D-efektywnosci sterowania [27]. Funkcjonal D-efektywnosci
(3.13) jest wyrazony jako miara wzglednej jakosci dowolnego eksperymentu frakcyj-
nego e w poréwnaniu z eksperymentem optymalnym e*, ktéry wykonano wczesniej.
Wskaznik D-efektywnosci czesto jest wyrazany w procentach i moze by¢ traktowany
jako miara optymalnosci dowolnego sygnatu wejsciowego:

Y
E, () =100% deMfe) (3.13)

sl

gdzie: k jest liczbg parametrow do zidentyfikowania, a e* oznacza eksperyment
D-optymalny. Zgodnie z rozumowaniem przedstawionym w pracy [28], nakladamy
ograniczenie nierdwnosciowe na wartos$¢ funkcji D-efektywnosci:

E (e) = u, (3.14)

gdzie: y < 11 nieréwnos¢ (3.14) jest rownoznaczna nastepujagcemu ograniczeniu:

W[M(e)]<D, (3.15)
oraz ¥ [M (e)] =log (det M (e)).

Ogolnie rzecz biorac, zadanie doboru optymalnych sygnaléw wejsciowych jest
formutowane poprzez maksymalizacje wyznacznika macierzy FIM (tj. kryterium
D-optymalnosci) i powinno uwzglednia¢ ograniczenia fizyczne. Tak zaprojektowany
eksperyment powinien zapewnic¢ bezpieczng identyfikacj¢ ukladu dynamicznego.
Wybrane ograniczenia zdefiniowano ponize;j:

e nieréwnosciowe ograniczenie D-efektywnosci zdefiniowane na podstawie (3.15),
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e ograniczenia amplitudy sygnaléw wejsciowych, wyjsciowych i zmiennych stanu
W postaci:

u . <ult)<u_. (3.16)

mi

e ograniczenia energii sygnatéw wejsciowych:
T
[u" (e)u(t)dt <E. (3.17)
0

Celem tego eksperymentu jest zaprojektowanie sygnalu pobudzajacego o ogra-
niczonym czasie trwania, ktéry nastgpnie wykorzystywany jest w eksperymencie
identyfikacyjnym. W takim przypadku wskaznik jakosci formutowany jest poprzez
minimalizacj¢ wspdiczynnika skalowania czasu koncowego, z ograniczeniami
na D-efektywnos$¢ sterowania oraz energie sygnalu wejsciowego. W ten sposdb (tj. bio-
rac pod uwage powyzsze ograniczenia) mozemy uzyska¢ suboptymalny sygnal steru-
jacy, ktdry jest bezpieczny w zadaniach identyfikacji ukladu dynamicznego.

3.3. Dobor optymalnego sygnatu wejsciowego

W pracy zaprezentowano synteze sygnalu wejsciowego, w czasie swobodnym, do celow
estymacji parametréw modelu ukladu dynamicznego. Idea polega na zdefiniowaniu

nominalnego czasu eksperymentu [0, T] i zastapieniu problemu swobodnego czasu

koncowego problemem klasycznym, ktory wykorzystuje wspdtczynnik skalujacy jako

zmienng rozszerzonego wektora stanu. Problem rozwigzano wykorzystujac tran-
skrypcje powyzszego problemu optymalnego sterowania na zadanie optymalnego

sterowania w postaci Lagrange'a z zestawem ograniczen. W celu weryfikacji takiego

podejécia do estymacji parametrow modelu uktadu dynamicznego, wykorzystano

obiekt inercyjny pierwszego rzedu w postaci:

k
G(s)= Tsil. (3.18)

Zadanie doboru optymalnego pobudzenia dla uktadu inercjalnego mozna opisac
nastepujacym modelem w przestrzeni stanéw, z jednym wejsciem i jednym wyjsciem:
x(t) =ax(t)+bu(t), x(0) = x,,

z(t)=x(t)+v(t),
gdzie: x(f) jest wektorem stanu, u(f) jest wektorem wymuszen, z(f) jest wektorem wyj-

$cia, a i b s stalymi parametrami modelu natomiast v(f) jest wektorem bialego szumu
pomiarowego opisanego nastepujaca zaleznoscia:

(3.19)
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E[v(t)] =0,
E[v()v" (¢)]=RO (t—r) =020 (t ).

Podstawowym celem zadania identyfikacji parametréw modelu ukladu jest mak-
symalizacja wrazliwo$ci zmiennej stanu na estymowany parametr [1]. Motywacja
do takiego eksperymentu jest twierdzenie Cramera-Rao, w ktérym wariancja dowol-
nego nieobcigzonego estymatora parametru jest ograniczona z dotu przez odwrot-
no$¢ macierzy informacyjnej Fishera. Stosujac powyzszg definicje do celéw doboru
optymalnego sterowania, otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢:

(3.20)

cov (I:a,b]) >M". (3.21)

Macierz informacyjng Fishera (FIM) dla ukladu inercyjnego opisanego réwna-
niami stanu mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

t B 1 lx 1 22 xx
M(T):;[X(,TR lXedtzzz[L}[xa xb]dt:—zjl{ Zb]dt, (3.22)

a
b Un 0 xa‘xh xh

gdzie: x, = dx/da, x, = 0x/0b i R jest macierza 2x2 o postaci:

& R" 0 111 0 (3.23)
o R o0 1f '

Podstawiajac rownanie (3.22) do (3.21) otrzymujemy:

o 2
cov (l:a,bj) > M(nT) (3.24)

W dalszych rozwazaniach przyjeto o, = 1, w celu uzyskania optymalnego sygnalu
pobudzajacego w zadaniu estymacji parametréw modelu uktadu. Aby zmaksymalizo-
wa¢ wyznacznik macierzy FIM, zdefiniowano rozszerzony wektor stanu w postaci [1]:

X, =x+ax, x, (O) =0, (3.25)

x, =ax, +u, x,(0)=0. (3.26)
Dobér optymalnego sygnalu wejsciowego w zadaniu estymacji parametréw
modelu ukfadu inercyjnego jest formulowany poprzez minimalizacje dodatkowej

zmiennej stanu, reprezentujacej wspolczynnik skalowania czasu konicowego, w obec-
nosci fizycznych ograniczen systemu.
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Wspolczynniki macierzy FIM uzyskujg nastepujacg postac:

m,, (t)=x2(t), m,, (0)=0, (3.27)
i, (t) =riny, (t) = x, () x, (t), m,,(0)=0, (3.28)
iy, (t) = x; (t), m,, (0)=0, (3.29)

gdzie:

M(t)= {m“ t) m, (t)}. (3.30)
m,y, (t) my, (t)
Rozszerzony wektor stanu (3.25), (3.26) i (3.27-3.29), uwzgledniajacy dodatkowa

zmienng stanu reprezentujgcg wspolczynnik skalowania czasu koncowego ¢, opisano
ponizszg zaleznoscig:

X, =X; x, = x, (ax, +bu); x,(0)= x5

X, =X, X, =X, (x1 +ax2); X, (0) =05

X, = X,5 X, =X, (ax3 + u), X, (0) =05

x,=mg.; X, =x7x§; X, (O)=0; (3.31)
Xs=my, =m,; X, =X,X,X,; X (0) =05

Xy =M,,; X, = X,%5; X, (O) =0;

x,=C; x, =0; x,(0)=¢,,

Ostatecznie, zadanie optymalnego sterowania opartego na kanonicznym sfor-
mulowaniu Bolzy, ktére minimalizuje funkcje celu (3.1) przy ograniczeniu warto$ci
D-efektywnosci (3.6), a takze ograniczeniach wejscia (3.2) i wyjscia (3.4), jest nastepujace:

= +q]-u(t)T u(t)dt, (3.32)
biorac pod uwage: '
—1<u(t) <1, te0,T],
0,1<E& <10,
x ()<L, teo,T],

(=, (1), () + (1)) = D,

gdzie: D jest wymagang wartoscig D-efektywnosci, g jest wspotczynnikiem energii syg-
nalu wejéciowego, a  jest optymalizowanym warunkiem poczatkowym. Nalezy zauwa-
zy¢, ze nalozono dodatkowe ograniczenie na zmienng stanu x, (f), ktére ma uniemozli-
wi¢ nieoczekiwane zmiany sygnatu sterujacego u(f). Rozwazajac metodologie okreslong
réwnaniami (3.31-3.33), optymalnym rozwigzaniem czasu swobodnego jest ¢, = TC.

(3.33)
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3.4. Wyniki eksperymentéw numerycznych

Przedstawiony powyzej problem moze zosta¢ rozwigzany z wykorzystaniem dostep-
nych bibliotek narzedziowych dotyczacych problemdéw optymalnego sterowania,
takich jak: RIOTS_95 [29], DIRCOL [30] lub MISER [31]. Do rozwigzania problemu
opisanego w niniejszej pracy wykorzystano zestaw narzedzi zawartych w bibliotece
RIOTS_95. Oprogramowanie to zaprojektowano do implementacji w pakiecie Matlab,
jako oddzielny modul, posiadajacy narzedzia rozwigzywania probleméw optymalnego
sterowania z ograniczeniami dla ustalonych lub swobodnych warunkéw poczatkowych.

Problem doboru optymalnego sygnatu wejsciowego w zadaniu estymacji para-
metrow modelu uktadu inercyjnego, dla ustalonych nominalnych wartosci para-
metréw: a = -1, b = 1 oraz arbitralnie ustalonego przedziatu czasu eksperymentu
t = [0, 10] sekund, rozwigzano wykorzystujac sekwencyjny algorytm programowa-
nia kwadratowego (SQP). Warunki poczatkowe modelu ukltadu inercyjnego wybrano
jako: x,(0) = 5, x,(0) = 1 oraz warunek poczatkowy sygnatu wejsciowego ustalono
na u(0) = 1. Wspdlczynnik skalowania czasu trwania eksperymentu { jest optyma-
lizowany w przedziale 0,1 < { < 10, (tj. czas eksperymentu zawarty jest w przedziale
od 1 do 100 sekund). Wyniki numeryczne uzyskano wykorzystujac metod¢ Runge-
Kutty, czwartego rzedu, o stalej wielkosci kroku co 0,2 sekundy. Funkcje celu opisang
zalezno$cig (3.32) przeksztatcono do nastepujacej postaci:

J(w)=J,+4],, (3.34)

gdzie: ], oznacza wspolczynnik skalowania czasu koncowego (, a J, jest catka z kwa-
dratu sygnalu wejsciowego.

Optymalny sygnat wejsciowy otrzymany przy braku ograniczenia warto$ci ener-
gii sygnatu sterujacego (tj. g=0 w nieréwnosci (3.32)) przedstawiono na rysunku
3.1(a). Odpowiada on D-optymalnemu eksperymentowi e, gdzie wartos¢ wyznacz-
nika macierzy FIM (zgodnie z (3.13)) uzyskuje D .= 90% jej optymalnej wartosci.
Suboptymalne sygnaly pobudzajace uzyskane przy réznych wartosciach wspétczyn-
nika kosztu energii sterowania g i stalej wartoéci D-efektywnoéci réwnej D ;= 90%
przedstawiono na rysunkach 3.1(b-d).

Optymalny sygnal wejéciowy otrzymany przy braku ograniczenia na sktadowa
kosztu energii sygnatu wejéciowego (tj. J, = 0,88, gJ,= 1,0 x 10 i t,=8,79 [s]) przed-
stawiono na rysunku 3.1(a). Powickszono warto$¢ kosztu energii sterowania (rysu-
nek 3.1(b)) w celu uzyskania suboptymalnego sterowania, ktére odpowiada nastepu-
jacym warto$ciom sktadowych wskaznika jakosci: J, = 0,92, gJ,= 5,001 t,= 9,23 [s].
Dla poréwnania, na rysunku 3.1(c) przedstawiono sygnal wejsciowy, ktdry wygene-
rowano dla nastepujacych wartoéci funkgji celu: J, = 0,97, g/, = 8,70 oraz t= 9,67 [s].
Po zwiekszeniu kosztu energii sterowania do wartosci g = 0,40, otrzymano sygnat
pobudzajacy przedstawiony na rysunku 3.1(d) uzyskujac kolejne wartosci wskaznika
jakosci: J,= 1,01, gJ, = 33,44, ,= 10,11 [s].
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RYSUNEK 3.1. Sygnaly pobudzajace w czasie swobodnym: (a) Optymalny sygnat wejsciowy dla g = 0
i Dy = 90%; (b) Suboptymalny sygnat wejsciowy dla g = 0,051 D, = 90%; (c) Suboptymalny sygnat
wejsciowy dla g = 0,101 D, = 90%; (d) Suboptymalny sygnat wejsciowy dla g = 0,40i D, = 90%

Mozna zauwazy¢, ze gdy wartos¢ wspdlczynnika kosztu energetycznego wzra-
sta, ksztalt optymalnego sygnatu wejSciowego znacznie si¢ zmienia. Podczas
gdy dla optymalnego eksperymentu (w sensie (3.14)) wystepuja gwaltowne zmiany
sygnalu wejsciowego, sygnaly sterujace otrzymane dla D ;< 100% s3 bardziej przyja-
zne w procesie identyfikacji systemu, dopoki wyznacznik macierzy FIM nie zostanie
zdominowany przez skladnik odpowiadajacy za koszt energii sterowania we wskaz-
niku jakosci. Poréwnanie sktadowych funkgji celu otrzymanych dla rosnacych war-
tosci wspdlczynnika energii sygnatu wejsciowego i malejacych wartosci wspdtczyn-
nika D-efektywnosci z przedziatu [100%, 80%)] przedstawiono w tabelach 3.1, 3.2, 3.3.
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TABELA 3.1. Poréwnanie komponentéw wskazZnika jako$ci przy D= 100%

D/, FIM J, q qJ, t,ls]
100% -43,87 1,00 1,0e-6 1,0e-4 10,00
1,06 0,05 4,79 10,57

1,10 0,10 8,99 11,00

113 0,20 17,42 11,36

115 0,30 25,91 11,53

1,16 0,40 34,44 11,62

1,17 0,50 42,97 11,70

TABELA 3.2. Poréwnanie komponentow wskaZnika jako$ci przy D, = 90%

DDy FIM J, q qJ, t,[s]
90% -35,60 0,880 1,0e-6 1,0e-4 8,79
0,923 0,05 5,00 9,23

0,967 0,10 8,70 9,67

0,991 0,20 16,86 9,91

1,041 0,30 2514 10,04

1,011 0,40 33,44 1011

TABELA 3.3. Poréwnanie komponentéw wskaZnika jakoSci przy D, = 80%

D/, FIM J, q qJ, t,ls]
80% -28,10 0,763 1,0e-6 1,0e-4 763
0,807 0,05 4,35 8,07

0,837 0,10 8,27 8,37

0,858 0,20 16,25 8,58

0,866 0,30 24,22 8,66

Na podstawie powyzszych danych mozna stwierdzi¢, ze wraz ze wzrostem war-
todci wspodltczynnika kosztu energii sterowania zwigksza si¢ rowniez czas trwania
eksperymentu. Gdy zalozona wartos¢ wspoélczynnika D-efektywnosci z przedziatu
[100%, 80%] maleje, zmniejsza si¢ czas trwania pobudzenia. Na podstawie wynikow
eksperymentéw zamieszczonych w tabeli 3.1, odczytano optymalny czas trwania syg-
nalu pobudzajacego, ktéry dla uktadu inercyjnego wynosi 10 sekund.
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Sygnaty wejsciowe u(t), wyznaczone jako rozwigzania probleméw optymalizacji
w czasie swobodnym (3.32) i (3.33), zostaly nastepnie wykorzystane jako pobudzenia
w procesie estymacji parametréw modelu uktadu inercyjnego. Model ukladu (3.19),
uzywany w procedurze identyfikacji systemu, moze zosta¢ opisany nastepujacym
modelem w przestrzeni standw z jednym wejsciem i jednym wyjsciem:

X, (tf) =ax, (tf)+bu(tf)+v(tf), X, (0) =X,0»
z(t,)=x(t,),

Schemat blokowy na rysunku 3.2 przedstawia proces estymacji parametréw
modelu ukladu inercyjnego: pobudzamy wejscie uktadu u(t) i zbieramy pomiary z jego
wyjscia y(t). Bialy szum pomiarowy o réznych wartosc1ach wariancji z przedziatu
0,0 <¢o’< 0 8 zakldca wejscie sterujace systemu. Model uktadu (3.35) zalezy od wek-
tora nieznanych parametréow 0 = [a, b]. Celem takiego eksperymentu jest estymowa-
nie nieznanych wartosci parametréw modelu ukladu, ktére powinny by¢ jak najbar-
dziej zblizone do rzeczywistych wartosci parametréw systemu. W tym celu réznica
kwadratéw pomigdzy wyjsciem systemu y(f) a wyjSciem modelu y, (f) jest minima-
lizowana. Warunki poczatkowe modelu ukladu inercyjnego ustalono w przedziale
5<x,(0) <5 a czas trwania eksperymentu uzalezniono od wybranego sygnatu wej-
sciowego zgodnie z tabelg 3.2. Wyniki numeryczne otrzymano wykorzystujac sym-
pleksowa metode Neldera-Meada.

(3.35)

Bialy szum

Kryterium

RYSUNEK 3.2. Schemat blokowy estymacji parametréw modelu uktadu dynamicznego

Rozktad estymowanych parametréw modelu ukltadu inercyjnego a i b otrzyma-
nych w trakcie eksperymentu identyfikacyjnego przy wymuszeniu réznymi sygna-
tami wejsciowymi przedstawiono na rysunku 3.3. Wykonano dziewig¢édziesiat dzie-
wig¢ petli obliczeniowych, podczas gdy model ukfadu inercyjnego startowat z réznych
warunkoéw poczatkowych oraz szum pomiarowy zakldcajacy wejscie systemu miat
roézne wariancje.
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RYSUNEK 3.3. Elipsoidalne obszary ufnosci estymat parametrow dla réznych sygnatéw wejscio-
wych: Optymalny sygnat pobudzajacy (czarna linia kropkowana, D 4 = 90%, g = 1,0e—6), Subop-
tymalny sygnat wejsciowy (zielona linia przerywana, D= 90%, g = 0,10), Suboptymalny sygnat
wejsciowy (czerwona linia kreska-kropka, D ;= 90%, g = 0,40), Skok jednostkowy (niebieska linia
ciggta)

Na rysunku 3.3 przedstawiono obszary ufnosci estymat parametréw (czarna linia
kropkowana) wyznaczonych przy wymuszeniu sygnatem wejsciowym, ktory uzy-
skano dla minimalnej wartosci wspétczynnika kosztu energii sterowania (tj. g = 0
iD ;= 90%). Kolejne obszary ufnoéci parametréw przedstawiaja wyniki przeprowadzo-
nych eksperymentéw (dla tych samych warunkéw poczatkowych i wariancji szumu)
z sygnalami pobudzajacymi uzyskanymi, gdy wspoélczynnik kosztu energetycznego
zwigksza swoja warto$¢ (tj. g = 0,10 - zielona linia przerywana oraz g = 0,40 - czer-
wona linia kreska-kropka). W celu poréwnania wynikéw eksperymentu, na rysunku
3.3, zamieszczono wizualizacje elipsoidalnego obszaru ufnosci estymat parame-
trow otrzymanego z wykorzystaniem skoku jednostkowego (niebieska linia ciggta).
Poréwnanie wyznaczonych obszaréw ufnosci estymat parametréw modelu ukladu
inercyjnego wykazuje pewne podobienstwa. Wymuszenie optymalnym sygnalem
wejsciowym (tj. dla g = 0) powoduje minimalny czas trwania eksperymentu identy-
fikacyjnego oraz minimalng objetos¢ elipsoidalnego obszaru ufnosci estymat para-
metréw. Gdy wartos¢ wspolczynnika kosztu energetycznego wzrasta, obszar ufno-
$ci zwieksza swojg objetos¢ dla tych samych warunkéw poczatkowych oraz wariancji
szumu. Zwiekszanie wspotczynnika kosztu energetycznego powoduje réwniez wzrost
czasu trwania eksperymentu identyfikacyjnego ale zaktdcenie warunkéw pracy jest
tagodniejsze. W ten sposob mozna unikna¢ gwaltownych zmian sygnatu sterujacego
w empirycznych zadaniach identyfikaciji.
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Minimalizacja czasu trwania eksperymentu pozwala obnizy¢ koszt ekonomiczny
identyfikacji podczas eksploatacji systemu w czasie rzeczywistym. Z drugiej strony,
koszt eksperymentu identyfikacyjnego moze by¢ réwniez wyrazany poprzez utrate
dokladnosci estymat parametréw w zwiazku z zastosowanym pobudzeniem. Na pod-
stawie danych zamieszczonych w tabelach 3.1, 3.2, 3.3, mozna stwierdzi¢, iZ wymaga-
nia dotyczace minimalnego czasu trwania eksperymentu identyfikacyjnego i przyja-
znosci sygnatu sterujacego sa w pewnym sensie sprzeczne.

Podsumowanie

Celem tej pracy byto zaprojektowanie sygnatéw pobudzajacych w czasie swobodnym,
z ograniczeniami dotyczacymi kosztu energii sterowania i wartosci D-efektywnosci,
ktore nastepnie wykorzystano w eksperymentach estymacji parametrow modelu
ukladu inercyjnego. Eksperyment doboru sygnatu sterujacego przeprowadzono wyko-
nujac minimalizacj¢ dodatkowej zmiennej stanu, reprezentujacej wspoélczynnik ska-
lowania czasu, w obecnoéci zestawu ograniczen. Wybrane sygnaly sterujace otrzy-
mane jako rozwigzanie problemu optymalizacji czasu swobodnego wykorzystano
jako pobudzenie w procedurze estymacji parametrow modelu ukladu. Eksperymenty
identyfikacyjne przeprowadzono w obecnosci bialego szumu pomiarowego zakl16-
cajacego wejscie sterujace systemu. Nalozone ograniczenia umozliwiaja uzyskanie
przyjaznych sygnaléw wejéciowych, jednoczesnie zapewniajac akceptowalne obszary
ufnosci estymat parametréw modelu uktadu.

Kolejnym zalozeniem tej pracy bylo zbadanie zaleznosci pomig¢dzy nalozonymi
ograniczeniami na dobor optymalnego sygnatu sterujgcego, a czasem trwania ekspe-
rymentu identyfikacyjnego. Wyniki przeprowadzonych eksperymentéw potwierdzaja
zalozenie, iz sygnal sterujacy uzyskany dla warto$ci wspdtczynnika kosztu energii
sterowania q = 0, gwarantuje minimalny czas trwania eksperymentu identyfikacyj-
nego oraz minimalng objetos¢ obszaru ufnosci estymat parametréw. Gdy procentowa
warto$¢ wspolczynnika D-efektywnosci zmniejsza sig, to zmniejsza si¢ rdwniez czas
trwania eksperymentu oraz koszt ekonomiczny procesu identyfikacji. Nalezy jednak
stwierdzi¢, ze suboptymalne sygnaty pobudzajace otrzymane dla réznych wartosci
wspolczynnika kosztu energii sterowania skutkuja degradacja dokladnosci oszacowan
estymowanych parametréw modelu ukladu (obserwowang jako zwiekszona objetos¢
obszaréw ufno$ci parametréw).

Uzyskane podczas eksperymentow identyfikacyjnych wyniki pozwalajg stwier-
dzi¢, iz istnieje kompromis pomiedzy czasem trwania eksperymentu identyfika-
cyjnego (zwigzanego z czasem trwania pobudzenia) a doktadnoscig estymowanych
parametrow, ktdra zalezy od przyjaznosci sygnatu wykorzystanego do wzbudzenia
modelu uktadu. Zatem ekonomiczny koszt identyfikacji mozna traktowac jako czas
trwania eksperymentu albo jako miare doktadnosci uzyskiwanych estymat parame-
trow modelu ukladu.
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Free final time optimal input design for process system identification

Abstract: Input design is the process of designing an optimal input signal that
is used for the actuation of the system to maximize the information about system
dynamics. The novelty of this work is to design the free final time constraint input
signals which are then used in the system identification experiments. The solu-
tion of constrained optimal input design problem is based on the minimization
of the extra state variable representing the free final time scaling factor, formu-
lated in the Bolza functional form, subject to the D-efficiency constraints as well
as input energy constraints. The constraints imposed on input signal design should
allow the operator for model parameter estimation in the safest way. An in-novative
contribution of this work is to use obtained free terminal time inputs to exa-
mine the economic aspects between the imposed constraints on the input signal
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design and the experiment duration while undertaking an identification experi-
ment. The presented methodology could be utilized for a general class of systems
and is illustrated using numerical examples.

Keywords: D-efficiency, free final time problem, input signal design, optimal
control
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