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RYS. 35. Rozkład Bw w przekroju podłużnym komórki typu Ωe,p: a), b) i c) rezultaty uzyskane 
za pomocą MR-C (2D); d), e) i f) rezultaty uzyskane za pomocą MES (3D)
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RYS. 36. Rozkład Bw w przekroju podłużnym komórki typu Ωe,Z: a), b) i c) rezultaty uzyskane 
za pomocą MR-C (2D); d), e) i f) rezultaty uzyskane za pomocą MES (3D)
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TABELA 2. Porównanie MR-C i MES na podstawie obliczonych rozkładów względnej indukcji 
magnetycznej: błąd średniokwadratowy, odchylenie standardowe oraz maksymalne i mini-
malne błędy

Typ Ωe,p Ωe,Z

Nr 1 2 3 1 2 3
(Bw,MR-C – Bw,MES)RMSE 0,086 0,069 0,040 0,043 0,045 0,047
(Bw,MR-C – Bw,MES)std 0,061 0,052 0,032 0,033 0,038 0,035
(Bw,MR-C – Bw,MES)max 0,146 0,121 0,072 0,076 0,082 0,082
(Bw,MR-C – Bw,MES)min 0,025 0,018 0,008 0,010 0,007 0,012

Błędy oraz odchylenia standardowe obliczone na podstawie rozkładu względnej 
indukcji magnetycznej w przekroju elementów (tabela 2), są podobnego rzędu war-
tości jak analogiczne wskaźniki obliczone dla gęstości prądu elektrycznego (tabela 1). 
Średnia wartość RMSE dla względnej normy Bw wyniosła 0,055 wskazując na zado-
walającą zgodność modelu 2D MR-C z 3D MES. Wyższe wartości błędu i odchylenia 
standardowego obserwuje się dla komórek typu Ωe,p, ale nie przekraczają one wartości 
0,09. Biorąc pod uwagę zakres analizowanych wartości względnych (od –1 do 1), róż-
nica w lokalnych wartościach indukcji magnetycznej między 2D MR-C a 3D MES nie 
powinna przekraczać ±9%. Zadowalającą zgodność modeli potwierdza analiza roz-
kładów Bw wzdłuż osi symetrii komórek Ωe,Z (rys. 37). Przede wszystkim dla struktur 
nr 1 i 3 zmienność indukcji magnetycznej w poprzek elementu jest tożsama dla obu 
metod obliczeniowych.
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RYS. 37. Rozkład względnej indukcji magnetycznej wzdłuż prostych x = 0 w przekroju komórek 
typu Ωe,Z
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Metoda różnicowo-całkowa w obszarze 2D ograniczonym rozmiarami komórki, 
umożliwia uzyskanie podobnego rozkładu stacjonarnego pola elektrycznego oraz mag-
netycznego, jak te otrzymane w modelu 3D MES. Znaczące uproszczenie problemu 
i ograniczenie stopni swobody prowadzi do ułatwienia procedury modelowania mate-
riału niejednorodnego, a tym samym przyspieszenia procesu projektowania i analizy 
właściwości materiału z użyciem schematu MR-C. Wobec tego rezultaty otrzymane 
tą metodą należy uznać za wystarczające do określenia zastępczych parametrów elek-
trycznych komórek oraz stworzenia ich modelu obwodowego.

Podsumowanie
Analizowane zagadnienia dotyczą stałych oraz harmonicznych pól elektrycznych 
i magnetycznych. Wyznaczenie ich rozkładu w obszarze materiału niejednorod-
nego lub Ωe uzyskano za pomocą metody różnic skończonych (MRS) i metody cał-
kowej w obszarach 2D. Ze względu na niejednorodność materiałową elementów 
i dyskretyzację obszaru obliczeniowego, model matematyczny i jego rozwiązanie 
zrealizowano z użyciem komputerowego pakietu matematycznego, opierając się 
na autorskich sformułowaniach zagadnienia i własnych skryptach obliczeniowych. 
Weryfikację schematu przeprowadzono wykorzystując modele 3D rozwiązywane 
za pomocą MES.

Rozkład gęstości prądu J(x,y) i potencjału elektrycznego V(x,y) wyznaczono 
na postawie różniczkowego sformułowania w przypadku stałego pola elektrycznego. 
Obliczone w ten sposób wartości gęstości prądu wykorzystano do wyznaczenia roz-
kładu wektorowego potencjału magnetycznego A(x,y). Przyjęty całkowy opis zagad-
nienia magnetycznego umożliwił stworzenie cienkowarstwowego modelu komórek 
Ωe. W konsekwencji przedstawiona metoda różnicowo-całkowa (MR-C) upraszcza 
warunki brzegowe i sprowadza model numeryczny komórki do ograniczonego jej roz-
miarami obszaru 2D.

Metodę różnicową zastosowano do obliczeń struktury w jej przekroju podłuż-
nym i wyznaczenia rozkładu harmonicznego pola magnetycznego w przekroju 
poprzecznym struktury jednorodnej. Prezentowane rozwiązanie wraz z metodą 
analityczną stanowi integralną część algorytmu homogenizacji właściwości 
materiału niejednorodnego. Ze względu na poprawę wydajności obliczeniowej 
i uwzględnienie częstotliwości zmian pola magnetycznego w modelu poprzecznym, 
w opracowanym schemacie różnicowym zastosowano niejednorodną siatkę dys-
kretyzującą obszar.

Rezultaty obliczeń przeprowadzonych metodą różnicowo-całkową zostały porów-
nane z wynikami uzyskanymi metodą elementów skończonych w modelu 3D. Zgod-
ność otrzymanych wyników, wyrażona przez przyjęte miary błędu i wartości staty-
styczne, potwierdza użyteczność MR-C w numerycznej analizie stacjonarnego pola 
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elektrycznego i magnetycznego komórek periodycznych. Stworzone algorytmy oblicze-
niowe wykorzystano do oszacowania zastępczych parametrów obwodowych, a następ-
nie do homogenizacji właściwości komórek, opisanych w dalszej części.
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Rozdział 4  
Analiza układów dużej skali

Wprowadzenie
Dotychczasowa analiza ograniczała się do pojedynczej komórki lub co najwyżej 
zestawu kilku komórek połączonych galwanicznie. Ograniczenia te wynikały wprost 
z konieczności redukcji rozmiarów modelu numerycznego, który przy dużej liczbie 
komórek wymaga znacznych mocy obliczeniowych w celu realizacji obliczeń polo-
wych. Zagadnienie tego typu wymaga m.in. dostępu do ponadstandardowej pamięci 
operacyjnej w jednostce obliczeniowej. Newralgicznym elementem jest złożona geo-
metria komórek, która narzuca konieczność dokładnego jej odwzorowania w modelu 
numerycznym. Stąd analiza prowadzona z użyciem MR-C wymaga gęstej siatki różni-
cowej, a z użyciem MES stosowania lokalnej adaptacji rozmiarów elementów i dopa-
sowania siatki dyskretyzującej obszar w miejscach zmiany geometrii.

W dalszej części pracy zestaw komórek o dowolnym kształcie tworzących mate-
riał niejednorodny uznawany będzie za układ dużej skali, jeżeli odwzorowanie geo-
metrii (przy założonym poziomie błędu przybliżeń) w modelu polowym materiału 
wymaga zastosowania jednostek obliczeniowych o parametrach przewyższających 
dostępne projektantowi. Odwzorowanie geometrii materiału na siatce obliczeniowej, 
generującej zbyt dużą liczbę stopni swobody na dostępnej platformie oznacza, że skala 
zagadnienia jest duża i należy skorzystać z innych metod analizy. Granica układu 
dużej skali jest umowna, dlatego dysponując klastrami obliczeniowymi lub stosując 
zgrubne siatki obliczeniowe, materiały składające się z tysięcy komórek mogą nie być 
klasyfikowane jako układy dużej skali. Z drugiej strony obliczenia trójwymiarowego, 
harmonicznego pola magnetycznego w obecności materiału niejednorodnego stają się 
wymagające (ze względu na pamięć i liczbę operacji obliczeniowych) już przy zale-
dwie kilku komórkach [112]. W przypadku typowych komputerów model tego typu 
należy uznać za zagadnienie dużej skali. W celu rozwiązania tego typu problemów 
zaproponowano dwa sposoby modelowania układów dużej skali, eliminujące koniecz-
ność stosowania rozbudowanych jednostek obliczeniowych.

Pierwszym jest aproksymacja obwodowa układu komórek, czyli przedstawie-
nie materiału niejednorodnego jako sieci elektrycznej złożonej z periodycznie roz-
mieszczonych i połączonych impedancji. Topologia sieci odwzorowuje strukturę 
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materiału (połączenia elementów), kształt materiału, możliwe miejsca przerw/zwarć 
w ścieżkach i punkty przyłączenia zasilania. Impedancje składowe charakteryzują 
komórki Ωe wchodzące w skład układu ΩM, a więc ich parametry elektryczne, mag-
netyczne i wzajemne oddziaływania (np. współczynnik sprzężenia magnetycznego). 
To podejście polega na przejściu od modeli komórek opisanych zgodnie z teorią pola 
EM, przez wyznaczenia skupionych parametrów, do sieci elektrycznych opisujących 
układy dużej skali.

Drugim sposobem jest wykorzystanie homogenicznego modelu numerycznego. 
Ujednorodnienie materiału laminarnego wiąże się z wyznaczeniem efektywnych 
właściwości komórek (przewodność σeff, przenikalność magnetyczna μeff) i stworze-
niem modelu o identycznych wymiarach zewnętrznych (szerokość, długość, wyso-
kość) jak niejednorodnego materiału. Ponieważ geometryczna struktura jednorod-
nego materiału jest mniej złożona można, przy pominięciu odwzorowania geometrii 
warstwy przewodzącej, posłużyć się dużo rzadszą siatką dyskretyzującą. Lokalna jed-
norodność obszaru może otworzyć drogę do wykorzystania metod analitycznych, 
opracowanych dla obiektów o symetrycznych kształtach (np. koła, prostokąty) i sta-
łych w ich obrębie właściwościach materiałowych. W proponowanym ujęciu homo-
genizację właściwości materiału periodycznego przeprowadza się na poziomie poje-
dynczej komórki.

W dalszej części rozważono komórki o izotropowych właściwościach, rozłożone 
na dwuwymiarowej, prostokątnej powierzchni. Elementy Ωe tworzą przykładowy 
materiał laminarny ΩM dla którego rozpatrzono odwzorowanie za pomocą sieci 
elektrycznej. Ze względu na specyfikę jednakowych, izotropowych komórek moż-
liwe jest uproszczenie zjawisk elektrycznych w materiale. Gdy komórki charakte-
ryzują się anizotropią (geometryczną i/lub materiałową), konieczne staje się wyko-
rzystanie analizy polowej. Homogeniczny materiał przedstawiany jest wówczas jako 
jednorodna struktura, której właściwości są opisane tensorem materiałowym. Roz-
wiązanie problemu polowego można uzyskać nie tylko w modelu 3D, ale również 
w modelu 2D, jeżeli anizotropia dotyczy wyłącznie właściwości elektrycznych. Opis 
opracowanych algorytmów uzupełniono o obliczenia numeryczne, wskazujące róż-
nice w aproksymacji fizycznej struktury materiału za pomocą modelu sieciowego 
i homogenicznego. Porównano uzyskany rozkład pola elektrycznego i zastępczą 
rezystancję z rezultatami otrzymanymi w modelu 3D MES rzeczywistej struktury. 
Rozpatrzono charakterystyki amplitudowe przykładowych komórek o różnych para-
metrach zastępczych.
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4.1. Parametry zastępcze komórek

4.1.1. Rezystancja zastępcza

Praktyczna realizacja materiału niejednorodnego bazuje na zastosowaniu materiałów 
przewodzących. Wskutek złożonego kształtu ścieżek, występowania lokalnych prze-
wężeń (rys. 38b) i zmiany efektywnej szerokości fragmentu przewodnika (rys. 38c) 
określenie rezystancji zastępczej przy znanych wymiarach i właściwościach materia-
łów składowych stanowi wyzwanie z obliczeniowego punktu widzenia. Wzory ana-
lityczne stosowane do wyznaczenia oporu typowych przewodników nie zapewniają 
właściwego przybliżenia rezystancji komórki. W celu określenia właściwości elek-
trycznych wykorzystano model polowy, gdzie na podstawie otrzymanego rozkładu 
gęstości prądu elektrycznego możliwa jest estymacja rezystancji elementu.

zmiany przekroju zmiana efektywnej
drogi prądu

Γ
U Γ

G

a) b) c)

U
z

R
z I

z
z1 z2

I
z

RYS. 38. Przykładowe komórki poddawane obliczeniom: a) komórka jako elementarny rezystor 
w obwodzie elektrycznym; b) przykłady lokalizacji fragmentów ścieżek o zmiennym przekroju 
w obrębie struktury; c) przykład lokalizacji o zniekształconej drodze prądu elektrycznego

Do wyznaczenia zastępczej rezystancji komórki Rz (rys. 38) konieczna jest zna-
jomość napięcia Uz na zaciskach rezystora modelującego komórkę Ωe oraz war-
tość zastępczego natężenia prądu Iz przepływającego przez nią. Idea określenia 
zastępczego oporu wynika wprost z potraktowania komórki jako dwójnika włą-
czonego do badawczego obwodu, w którym pomiar rezystancji wykonuje się metodą 
techniczną.

W modelu polowym obliczenia przeprowadzane są przy znanym wymuszeniu 
napięciowym Uz przyłożonym do skrajnych krawędzi ΓU oraz ΓG struktury (rys. 26b, 
rys. 38a). Krawędzie ΓU i ΓG przy założeniu, że potencjał elektryczny nie ulega na nich 
lokalnym zmianom, stanowią parę zacisków z1 i z2 (rys. 38a). Konieczne jest określe-
nie zastępczego natężenia prądu Iz przepływającego przez zastępczy rezystor opisujący 
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komórkę. Rozkład wektora gęstości prądu J(n,m) w obrębie całej komórki i otoczeniu 
brzegów ΓU i ΓG (elektrod z1 i z2) jest obliczany z użyciem modelu polowego. Natęże-
nie zastępczego prądu wyznacza się jako

	 , ,

U G

z e z e zI d dy d dyJ J= =∫ ∫
Γ Γ

.	 (53)

Znajomość napięcia i prądu rezystora umożliwiają obliczenie rezystancji
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.	 (54)

Przyjmując konkretną wartość napięcia próbnego w obliczeniach (np. Uz = 1 V), 
zaś Iz jako średnią arytmetyczną natężenia prądu na zaciskach rezystora, opór zastęp-
czy dany będzie wzorem
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Przy uwzględnieniu dyskretyzującej obszar jednorodnej siatki różnicowej o kroku 
h, po przybliżeniu całki kwadraturą prostokątów, wzór (55) przyjmie postać
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Rezystancja jest odwrotnie proporcjonalna do grubości de,z warstwy przewodzą-
cej, ale przede wszystkim zależy od obliczonego rozkładu gęstości prądu J. Na lokalne 
wartości gęstości prądu rzutuje szereg wewnętrznych parametrów geometrycznych 
elementu.

4.1.2. Indukcyjność zastępcza

Zgodnie z prawem Ampera, z przepływającym przez strukturę komórki prądem 
elektrycznym związane jest wirujące w przestrzeni pole magnetyczne. Wartość 
lokalnego natężenia pola zależy od gęstości prądu – wzrasta, gdy gęstość prądu 
jest większa, a maleje w sytuacji odwrotnej. Szereg lokalnych zmian pola przekroju 
poprzecznego przewodnika (w postaci przewężeń i poszerzeń ścieżek przewodzą-
cych), powoduje powstanie niejednorodnego pola magnetycznego wokół elementu. 
Określenie sumarycznego strumienia magnetycznego związanego z przepływają-
cym prądem jest w tym przypadku wymagającym zadaniem. Podobnie jak w przy-
padku rezystancji, analityczne wzory potrzebne do oszacowania indukcyjności 
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są złożone lub niemożliwe do wyprowadzenia. Opracowane schematy obliczeniowe 
pozwalają na wyznaczenie rozwiązania numerycznego, wystarczającego do estyma-
cji indukcyjności.

Wykorzystywany model numeryczny znajduje rozkład stałego w czasie pola 
elektrycznego, dlatego otrzymane wyniki nie mogą być wykorzystane do obliczenia 
indukcyjności metodą techniczną. Problem ten rozwiązano wykorzystując definicję 
całkowitej energii Wm zgromadzonej w polu magnetycznym

	 W dVm
V

= ⋅( )∫
1
2

B H ,	 (57)

która analogicznie do (34) w układzie cienkowarstwowym, przy zastąpieniu wekto-
rów B oraz H stosując II prawo Maxwella, prowadzi do wyrażenia

	 W d dxdym e z
S

= ⋅( )∫∫
1
2 , A J .	 (58)

W sformułowaniu obwodowym energia pola magnetycznego dana jest wzorem

	 W L Im z z= 1
2

2 .	 (59)

Jeżeli model obwodowy ma jak najwierniej odwzorować właściwości magnetyczne 
komórki, to wartości energii związanej z tą komórką (w modelu polowym) musi się 
zgadzać z wynikami otrzymanymi w modelu polowym. Przyrównując stronami (58) 
i (59) oraz dokonując przekształcenia, indukcyjność własna Lz określona jest jako

	 L d I dxdyz e z z
S

= ⋅( )− ∫∫,
2 A J .	 (60)

Całkowanie odbywa się po pomijalnie cienkiej powierzchni S. Iloczyn skalarny 
wiąże ze sobą wartości wektorowego potencjału magnetycznego A i gęstości prądu 
elektrycznego J. Założyć można, że rozkłady obu wielkości fizycznych są znane, tzn. 
obliczone przy użyciu MR-C. W obszarach nieprzewodzących, gdy σ ≈ 0 S/m, czyli 
m.in. we fragmentach izolatora i otoczenia Ωe, wartość całki (60) wynosi 0. To ozna-
cza, że powierzchnia całkowania S może zostać ograniczona do powierzchni komórki, 
w których jest przewodzony prąd elektryczny.

Oprócz znajomości rozkładu potencjału wektorowego A oraz gęstości prądu J 
konieczne jest obliczenie prądu Iz. Wartość natężenia zastępczego prądu jest obliczana 
za pomocą zależności (53), na podstawie lokalnych wartości modułu gęstości prądu. 
Stąd indukcyjność własną w modelu numerycznym, w którym ponownie całkę przy-
bliżono kwadraturą prostokątów, obliczano ze wzoru
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Prezentowany model 2D w przekroju podłużnym komórki jest wystarczający 
do oszacowania całkowitej energii zgromadzonej w polu magnetycznym i związanej 
z nią indukcyjności własnej. To samo dotyczy indukcyjności wzajemnej lub współ-
czynnika sprzężenia magnetycznego między sąsiednimi komórkami.

4.1.3. Współczynnik sprzężenia magnetycznego
Oprócz rezystancji i indukcyjności własnej pojedyncza komórka poddana jest działaniu 
pól magnetycznych indukowanych w sąsiednich komórkach. Sprzężenia indukcyjne 
mogą odgrywać zauważalną rolę w kształtowaniu właściwości magnetycznych mate-
riału niejednorodnego, dlatego powinny być uwzględnione w modelu obwodowym. 
Elementy wchodzące w skład planarnej sieci periodycznej są połączone galwanicz-
nie przez styki na ich krawędziach, a ich rozmiary są rzędu milimetrów. Ze względu 
na gęste upakowanie komórek i odległości między nimi, pole magnetyczne wytwa-
rzane przez element Ωe przenika otaczające elementy. W takiej sytuacji konieczne jest 
uwzględnienie wzajemnego wpływu komórek na właściwości materiału. Ponieważ 
przepływ prądu elektrycznego przez ich strukturę jest zorientowany w tym samym kie-
runku (przede wszystkim dotyczy to składowej gęstości prądu związanej z zewnętrz-
nym/źródłowym polem elektrycznym), to występujące wówczas sprzężenie induk-
cyjne ma charakter zgodny.

W dalszych rozważaniach przyjęto, że oddziaływania polowe między komórkami 
są ograniczone do sąsiadujących w sieci elementów. Biorąc pod uwagę, iż natężenie 
pola magnetycznego jest odwrotnie proporcjonalne do odległości od elementu źród-
łowego, analiza pól wzajemnych coraz bardziej oddalonych od siebie komórek, będzie 
wprowadzać do sumarycznej indukcyjności elementu coraz mniej znaczące czynniki. 
Toteż zachowanie balansu pomiędzy uproszczeniem analizy a uwzględnieniem sze-
regu zjawisk magnetycznych, predysponuje model z sąsiednimi sprzężeniami jako 
przybliżony, stosowany do odwzorowania zjawisk magnetycznych w modelu obwo-
dowym układów dużej skali.

Skupione parametry komórek są wyznaczane z punktu widzenia zacisków z1z2, 
między które włączone są poszukiwane rezystancje Re i indukcyjności własne Le poje-
dynczego elementu (rys. 39b). W kolejnym etapie jest rozważany układ dwóch iden-
tycznych elementów o uprzednio wyznaczonych indukcyjnościach Le, podłączonych 
do idealnego źródła napięcia. Przez strukturę szeregowo połączonych elementów prze-
pływa w tym samym kierunku prąd o natężeniu Iz, zatem sprzężenie magnetyczne 
k jest dodatnie. Likwidacja sprzężenia polega na wprowadzeniu do modelu induk-
cyjności wzajemnej Me (rys. 39c), która zwiększa indukcyjność każdego z elementów 
i z definicji dana jest wzorem
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	 M k L L kLe e e e= = .	 (62)

Sumaryczna, zastępcza indukcyjność Lz widziana z pary zacisków z1z2 wynosi

	 L L M L kLz e e e e= + = +2 2 2 2 ,	 (63)

a stąd wartość współczynnika sprzężenia magnetycznego to

	 k
L
L

z

e

= −
2

1,	 (64)

przy czym Lz obliczane jest ze wzoru (61) na podstawie modelu z rys. 39a.
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RYS. 39. Układ obliczeniowy do wyznaczania współczynnika sprzężenia magnetycznego: 
a) połączenie elementów w modelu polowym; b) zastępczy schemat elektryczny ze sprzęże-
niem magnetycznym między sąsiednimi komórkami; c) zastępczy schemat elektryczny po likwi-
dacji sprzężenia

Zagadnienie wyznaczenia k rozwiązywane jest identycznie jak w przypadku 
indukcyjności własnej i wymaga jej znajomości. Stąd każdorazowe wyznaczenie 
k wiąże się w pierwszej kolejności z przeprowadzeniem analizy opisanej kolejno 
w rozdziałach 4.1.1 oraz 4.1.2 dla jednej komórki, a następnie obliczaniu modelu 
polowego połączenia dwóch komórek (rys. 39a), poprzez powtórzenie procedury 
z rozdziałów 4.1.1 i 4.1.2 (dla szeregowo połączonych elementów). Na podstawie 
wyznaczonego prądu Iz oraz energii Wm oblicza się zastępczą indukcyjność Lz. Znane 
wartości Le i Lz podstawia się do równania (64) w celu obliczenia współczynnika 
sprzężenia magnetycznego k.

Cała procedura wskazuje na dwa istotne aspekty analizy właściwości materiału 
niejednorodnego:
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1)	 określenie współczynnika sprzężenia k wymaga obliczenia dwóch oddzielnych 
modeli numerycznych;

2)	 wyznaczenie wszystkich trzech podstawowych parametrów (Re, Le, k) modelu 
obwodowego można przeprowadzić za pomocą opracowanego schematu MR-C, 
poprzez analizę stałych w czasie pól elektrycznego i magnetycznego.

Wyznaczenie trzech podstawowych, skupionych parametrów obwodowych 
wymaga obliczenia modelu pojedynczej, a później połączenia dwóch komórek Ωe. 
Analizowane dwuwymiarowe modele polowe są ograniczone i rozwiązywane za każ-
dym razem tą samą metodą różnicowocałkową. Jednak wykorzystany opis zjawisk 
za pomocą pól stałych w czasie uniemożliwia scharakteryzowanie zmienności war-
tości parametrów skupionych w funkcji częstotliwości.

4.2. Ewaluacja MR-C 
w identyfikacji parametrów zastępczych

Wprowadzenie
Zastępcze właściwości materiału niejednorodnego wynikające ze zjawisk fizycznych 
zachodzących w komórkach Ωe, są określane na podstawie obliczonych rozkładów 
pola elektrycznego i magnetycznego. Schemat MR-C przeznaczony jest m.in. do esty-
macji efektywnych właściwości rozważanych struktur, dlatego weryfikacja MR-C 
konieczna jest także pod względem poprawności oszacowania za jej pomocą wybra-
nych, zastępczych parametrów elektrycznych. Stosując opisaną w rozdziale 4.1 proce-
durę i wzory, dla 12 przykładowych komórek oszacowano ich rezystancję Re, induk-
cyjność własną Le i współczynnik sprzężenia magnetycznego k. Wybrane komórki 
reprezentują różne geometrie. Zdecydowano się na złożone i niejednorodne geome-
trycznie struktury typu Ωe,f, Ωe,mod1 i Ωe,mod5 (rys. 40), których parametry geometryczne 
(tabela 3) dobierano tak, by zapewnić zróżnicowanie kształtu w obrębie danego typu. 
Rozpatrzono elementy o znacznym zniekształceniu, w celu rozpatrzenia wariantów 
o dużych różnicach w geometrii i właściwościach elektrycznych. Wymiary Ωe wynio-
sły de,x × de,y × de,z = 5 × 5 × 0,1 mm, przewodność przewodnika σA = 5,6·107 S/m, izo-
latora σB = 10–3 S/m, a przenikalność magnetyczna μ0 = 4π·10–7 H/m.

Tak jak w przypadku weryfikacji zjawisk na poziomie rozkładów polowych, stwo-
rzono dwa modele numeryczne każdego z elementów: dwuwymiarowy model struk-
tury przedstawionej na rys. 40 do obliczeń z użyciem schematów MR-C oraz pełny 
model 3D rozwiązywany za pomocą MES, w którym uwzględnia się sprzężenie 
zjawisk elektrycznych i magnetycznych. Liczba stopni swobody wynosiła 40 tys. 
w przypadku modelu 2D MR-C oraz blisko 1 mln w przypadku modelu 3D MES 
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(w zależności od elementu). W modelu MES do odwzorowania otwartej przestrzeni 
zastosowano warunek brzegowy typu PML. Estymacja parametrów przy użyciu 
modeli 2D i 3D przebiegała według procedury opisanej w rozdziale 4.2, dlatego 
obliczenia wykonano dwukrotnie: dla pojedynczego i dla dwóch elementów Ωe 
połączonych szeregowo. Wyniki zestawiono na rys. 41 ÷ rys. 43, zaś różnice w war-
tościach parametrów oszacowanych na podstawie modelu 2D MR-C oraz 3D MES 
obliczano z zależności

	 ∆Q
Q Q

Q
MR C MES

MES

=
−− 100% ,	 (65)

przy czym Q to wartość bezwzględna wielkości skupionej, Q∈{ Re, Le, k}.

a) b) c) d)

e) f) g) h)

i) j) k) l)

x

y
z

RYS. 40. Widok na testowane komórki: a) ÷ d) – typ Ωe,f; e) ÷ h) – typ Ωe,mod1; i) ÷ l) – typ Ωe,mod5

TABELA 3. Parametry geometryczne w [mm] 12 komórek poddawanych obliczeniom

Typ
Ωe,f Ωe,mod1 Ωe,mod5

a b c d e f g h i j k l

d1 4,00 3,00 4,50 3,50 1,00 2,00 3,00 4,00 1,00 3,00 2,00 4,00
d2 4,00 3,00 4,50 3,50 1,00 2,00 3,00 4,00 1,00 3,00 2,00 4,00
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Typ
Ωe,f Ωe,mod1 Ωe,mod5

a b c d e f g h i j k l

d3 1,20 0,40 0,90 0,60 4,50 4,00 3,50 3,00 3,50 4,50 1,50 2,50
d4 1,20 0,40 0,90 0,60 – – – – – – – –
d5 0,30 0,50 0,80 0,10 – – – – – – – –
r1 – – – – 0,15 0,30 0,45 0,60 0,30 0,20 0,40 0,15
r2 – – – – – – – – 0,30 0,10 0,30 0,20
r3 – – – – – – – – 0,20 0,10 0,50 0,15

4.2.1. Dyskusja wyników

Zastępcze rezystancje komórek obliczone na podstawie obu modeli są zbliżone 
(tabela 4), ponieważ w każdym przypadku różnica względna była mniejsza od 5%, 
dając średnią wartość z 12 prób wynoszącą 1,04%. Zróżnicowanie w wartościach 
Re (rys. 41) wynika z rodzaju elementu, np. geometrie typu Ωe,f charakteryzują się 
kilkukrotnie mniejszym oporem elektrycznym niż typ Ωe,mod#. Poprawne wyzna-
czenie rezystancji związane jest bezpośrednio z obliczeniem zastępczego natężenia 
prądu elektrycznego płynącego przez strukturę. Jest to istotne ze względu na wyko-
rzystanie wartości prądu w obliczeniach indukcyjności własnej. Poprawne określenie 
oporu czynnego ma także przełożenie na późniejsze oszacowanie mocy czynnej roz-
praszanej w elemencie. Ponieważ jednym z zastosowań materiałów niejednorodnych 
są cienkowarstwowe źródła ciepła, to na etapie ich projektowania pożądany jest pro-
sty, dokładny model umożliwiający określenie wydzielanej mocy cieplnej.

TABELA 4. Zastępcze parametry skupione i błędy względne 12 komórek poddawanych 
obliczeniom

Typ
Ωe,f Ωe,mod1 Ωe,mod5

a b c d e f g h i j k l
Re,MR-C [mΩ] 0.50 0.35 0.42 0.32 3.11 1.36 0.83 0.65 1.80 3.80 0.49 0.35

Re,MES [mΩ] 0.50 0.35 0.41 0.33 3.14 1.36 0.83 0.65 1.77 3.62 0.49 0.35

∆Re 0.2% 0.4% 0.9% 2.2% 1.0% 0.3% 0.4% 0.0% 1.6% 4.9% 0.2% 0.3%

Le,MR-C [nH] 1.79 1.81 1.67 1.77 2.90 2.36 2.03 1.85 2.63 2.64 1.96 1.64

Le,MES [nH] 1.70 1.74 1.55 1.70 2.90 2.31 1.95 1.79 2.66 2.60 1.94 1.54

∆Le 5.2% 4.0% 7.5% 4.3% 0.1% 2.3% 4.1% 3.5% 1.4% 1.6% 0.9% 6.8%

kMR-C [–] 0.32 0.32 0.33 0.33 0.15 0.20 0.24 0.27 0.19 0.15 0.29 0.32

kMES [–] 0.33 0.36 0.37 0.42 0.20 0.24 0.26 0.29 0.25 0.21 0.35 0.39

∆k 4.0% 9.8% 12.0% 22.4% 23.8% 15.6% 10.9% 5.8% 22.0% 30.9% 17.5% 18.4%



93

R
e
[m

]
Ω

4,0

3,0

2,0

1,0

0,0
a b c d

Ω
e,f

Ω
e,mod1 Ω

e,mod5

R (MES)       R (MR-C)
e e

e f g h i j k l

RYS. 41. Zastępcze rezystancje Re elementów obliczone za pomocą MES i MR-C

Podobnie jak rezystancja, również zastępcza indukcyjność własna elementu 
(tabela 4, rys. 42) wyznaczona za pomocą MR-C osiąga wartości zbliżone do okre-
ślonych na podstawie modelu 3D. W 11 przypadkach jej wartość obliczona metodą 
MR-C była przeszacowana w porównaniu z modelem 3D MES. Indukcyjność wyzna-
czona dla elementu pomijalnie cienkiego jest wyższa niż dla elementu o skończonej 
grubości. Różnica względna na poziomie 0,1% ÷ 7,5% wskazuje, że są to akceptowalne 
odstępstwa. Odchylenie standardowe dla rozważanych przypadków wyniosło 2,31%, 
czyli największy błąd MR-C przy estymacji indukcyjności jest większy o zaledwie 
0,79% niż ten otrzymany dla rezystancji zastępczej.
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RYS. 42. Zastępcze indukcyjności własne Le elementów obliczone za pomocą MES i MR-C
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Największe rozbieżności między modelami ujawniają się przy estymacji współ-
czynnika sprzężenia (tabela 4, rys. 43). Średnia wartość względnej różnicy sięga 16,1%, 
przy odchyleniu standardowym 7,9%. Należy przy tym zwrócić uwagę na następu-
jące własności:
1)	 Współczynnik sprzężenia z modelu 2D jest mniejszy od współczynnika określo-

nego z modelu 3D. Ma to związek z odwzorowaniem geometrii elementu, bowiem 
uwzględnienie grubości komórki zapewnia wyższą wartość współczynnika sprzę-
żenia indukcyjnego.

2)	 Mimo rozbieżności ilościowej zachowana jest zgodność jakościowa. Model 2D 
pozwala na poprawne szacowanie zmienności k w zależności od obliczanej geo-
metrii.
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RYS. 43. Współczynnik sprzężenia magnetycznego k obliczony za pomocą MES i MR-C

Na tej podstawie można stwierdzić, że MR-C stanowi efektywne narzędzie do ana-
lizy sprzężeń indukcyjnych w obrębie sąsiadujących w sieci periodycznej komórek. 
Choć MR-C w przeciwieństwie do Re i Le nie osiągnęła tak dużej zbieżności wyników, 
to w przypadku silnie złożonych geometrii oraz wykorzystania modelu 2D do uchwy-
cenia trójwymiarowego sprzężenia pól magnetycznych między komórkami, metoda 
ta wciąż zapewnia zadowalające rezultaty.
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4.3. Model obwodowy i analityczny komórki

4.3.1. Model obwodowy komórki

Przedstawienie materiału niejednorodnego za pomocą obwodowego modelu sieciowego 
wymaga ustalenia sposobu odwzorowania pojedynczego składnika budującego układ. 
Są nimi galwanicznie połączone stykami (zaciski z1, z2, z3, z4) komórki (rys. 44a), 
periodycznie rozłożone w sieci przewodzącej. Większość rozpatrywanych elemen-
tów, ze względu na geometrię i strukturę materiałową, charakteryzuje się symetrią 
osiową (pionową i poziomą). W dalszej analizie skupiono się na schemacie zastęp-
czym uwzględniającym symetryczną budowę struktury, w której wyróżniono iden-
tyczne „ćwiartki” (gałęzie) przewodzące.

Postępowanie opisane w rozdziale 4.1 prowadzi do najprostszego schematu zastęp-
czego komórki – dwuzaciskowego obwodu elektrycznego o impedancji zastępczej 
Ze (rys. 44b). Elementy elektryczne o parametrach zastępczych Re i Le są włączone 
między zaciski z1z2 lub z3z4. Schemat ten ma ograniczone zastosowanie w anali-
zie układów periodycznych, gdyż w sieci, w której występują połączenia szeregowo- 

-równoległe, nie umożliwia on odwzorowania kontaktów między wszystkimi 
komórkami. Schemat czterozaciskowy (rys. 44c) uwzględnia wszystkie połączenia 
galwaniczne. Jest on naturalnym odzwierciedleniem topologii elementu, biorącym 
pod uwagę jego geometrię rozpiętą między czterema powierzchniami kontakto-
wymi. Model ten zachowuje balans między prostym schematem dwuzaciskowym 
a szczegółowymi modelami, w których każdy elementarny fragment komórki byłby 
zastąpiony cząstkową rezystancją ∆Re i indukcyjnością ∆Le, bądź zaawansowanymi 
modelami polowymi. W modelu czterozaciskowym wymagane jest określenie impe-
dancja Zc każdej „ćwiartki”, możliwe m.in. na podstawie analizy polowej 1/4 komórki, 
np. za pomocą MR-C. Takie podejście pomija niestety wewnętrzne sprzężenia mag-
netyczne, występujące między poszczególnymi ćwiartkami. Dlatego analiza wyod-
rębnionej ćwiartki nie jest wskazana, a ponieważ jej impedancję można oszacować 
na podstawie schematu dwuzaciskowego, wskazane jest obliczenie rozkładu pola elek-
trycznego i magnetycznego w obrębie pełnej struktury komórki.

Z symetrii geometrycznej komórki wynika, że przy jej zasilaniu ze źródła napię-
ciowego włączonego w parę zacisków z1z2, na zaciskach z3 i z4 pojawi się ten sam 
potencjał, gdyż między zaciski z1z3, z1z4, z3z2, z4z3 włączone są identyczne impedan-
cje. Na potrzeby analizy właściwości komórki zaciski z3 i z4 pomijane są w schemacie 
z rys. 44c. Między zaciski z1 i z2 są włączone 4 impedancje Zc – dwie połączone rów-
nolegle gałęzie z szeregowo łączonymi elementami Zc. Zastępcza rezystancja widziana 
z zacisków z1z2 dana jest wzorem

	
1 1 1 2
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który prowadzi do równości

	 Z Zz z c1 2 = .	 (67)

Analiza komórki z zacisków z1z2 umożliwia wyznaczenie impedancji Ze elementu, 
czyli

	 Z Zz z e1 2 = ,	 (68)

toteż na podstawie (67) i (68) widać, że

	 Z Z R R L Lc e c e c e= ⇒ = ∧ = .	 (69)
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RYS. 44. Modele obwodowe komórki: a) geometria komórki z zaznaczeniem zacisków; b) sche-
mat zastępczy dwuzaciskowy dla pary skrajnych zacisków – parametry wyznaczane w oparciu 
o MR-C; c) schemat czterozaciskowy – odwzorowanie komórki w postaci połączonych, skupio-
nych impedancji

Parametry Rc i Lc w modelu czterozaciskowym są równe Re i Le wyznaczonym 
w oparciu o przedstawioną uprzednio analizę. W rezultacie przeprowadzenia analizy 
całej komórki można przekształcić jej uproszczony, dwuzaciskowy schemat zastępczy, 
na wystarczający do analizy układów dużej skali schemat czterozaciskowy.

4.3.2. Aproksymacja analityczna parametrów skupionych
Znajomość parametrów skupionych jest konieczna do przeprowadzenia analizy ukła-
dów dużej skali lub obliczenia efektywnych właściwości z wykorzystaniem metod 
homogenizacji. Dobór właściwości układu w procesie projektowym, czy też synteza 
materiału wymagają wielokrotnego przeliczania modeli polowych, w celu określe-
nia rezystancji i indukcyjności. Parametry geometryczne charakteryzujące komórki 
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determinują właściwości elektryczne i magnetyczne w danej skali elementów Ωe i pró-
bek materiałowych. Dlatego sformułowano analityczny opis materiału niejednorod-
nego, zawarty w publikacji [116], umożliwiający natychmiastowe przeliczenie para-
metrów Re, Le, k po zmianie wybranych wymiarów.

TABELA 5. Czynniki liniowe i nieliniowe kształtujące wartości parametrów skupionych

Parametr skupiony Parametry liniowe w Parametry nieliniowe x

Re 	y rezystywność materiału budującego 1/σA

	y grubość warstwy przewodzącej de,z 	y szerokości wycięć/ścieżek 
{d1, d2, …, dn}

	y promienie zakrzywienia 
{r1, r2, …, rm}

Le 	y zewnętrzne wymiary komórki de,x i de,y

	y przenikalność magnetyczna otoczenia μ
k 	y indukcyjność wzajemna Me

W ogólnym przypadku parametry skupione zależą liniowo i nieliniowo od sze-
regu czynników (tabela 5), {Re, Le, k} = f(w, x). Czynnikami liniowymi zgromadzonymi 
w wektorze w są, m.in. właściwości materiałowe. Do czynników wpływających nieli-
niowo, zgromadzonych w wektorze x, zaliczyć można wewnętrzne parametry opisujące 
geometrię warstwy przewodzącej. Do określenia zależności opisującej zmiany para-
metru skupionego w funkcji wybranych czynników charakteryzujących elementarną 
komórkę, zastosowano sposób oparty na analogii do układów sterownia typu SISO 
(ang. Single-input single-output).

Założono, że wybrany parametr elektryczny stanowi swoistą funkcję transmitancji 
T pojedynczej komórki. Wskutek przyłożenia napięcia Uz do jej zacisków spodziewana 
jest odpowiedź w postaci prądu o natężeniu Iz. W schemacie blokowym wizualizują-
cym tę relację (rys. 45a, b) transmitancję można rozbić na bloki połączone łańcuchowo, 
bowiem każdy wpływa na modyfikację odpowiedzi układu. Funkcja transmitancji 
składa się z oddzielnych bloków z których każdy, liniowo lub nieliniowo i niezależnie 
od pozostałych, umożliwia sterowanie wielkością wyjściową. Proces doboru właści-
wości komórki można odwzorować jako układ regulacji z pętlą sprzężenia zwrotnego 
(rys. 45b) do poszczególnych członów decyzyjnych (CD) tak zmieniających wybrane 
czynniki, aż odpowiedź układu będzie równa zadanej Izad.

Pomijając aspekt doboru właściwości komórek (rozdział 5.1), a skupiając się na opi-
sie transmitancji elementu, wykorzystano do ich opisu zasady interpretacji schema-
tów blokowych. Transmitancja łańcuchowa połączenia bloków opisana jest równa-
niem analitycznym

	 T w w x x w w x xp r p r1 1 1 1,..., , ,..., .... f( ) ... f( )( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,	 (70)

czyli zależy wprost od p liniowych parametrów w1, ..., wp oraz od r funkcji nieliniowych 
f(x1), ..., f(xr), gdzie x1, ..., xr są zmiennymi funkcji (tabela 5). Parametry liniowe są opi-
sane wielomianami zerowego lub pierwszego rzędu, więc mogą zostać przeskalowane, 
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lecz przede wszystkim zachodzi w tym przypadku relacja proporcjonalności między 
wektorem w a transmitancją T. W bardziej złożony sposób rzutują na T czynniki nie-
liniowe x, stąd muszą one zostać opisane funkcją wyższego rzędu. W tym celu wyko-
rzystano twierdzenie Weierstrassa [98] mówiące, iż funkcję nieokresową na określo-
nym przedziale [c; d] przybliżać można wielomianem, który im jest wyższego rzędu, 
tym dokładniej odwzorowuje rzeczywistą charakterystykę.
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RYS. 45. Model SISO reprezentujący ideę separacji czynników wpływających na właściwości 
komórki: a) obiekt o jednym wejściu i wyjściu oraz transmitancji T; b) model blokowy z łańcu-
chową separacją czynników liniowych i nieliniowych modyfikowanych w procesie doboru właś-
ciwości

Przyjęto, że wpływ czynników nieliniowych opisany jest wielomianem stopnia n

	 f( ) ..., , ,x a x a x a xj j n j
n

j n j
n

j j= ⋅ + ⋅ + + ⋅ +−
−

1
1

1 1 ,	 (71)

gdzie: aj,0, ..., aj,n to współczynniki wielomianu j-tej zmiennej. Przy przejściu do zapisu 
wektorowego otrzymujemy zależność

	 f( )x j j j= a xT ,	 (72)
przy czym

	
a j j n ja a=  , , 1 1 ,	 (73)

to wektor współczynników wielomianu, dim(aj) = (n+1)×1, aj n, ∈ℜ, zaś wektor
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	 x j j
n

jx x=   1 ,	 (74)

zawiera kolejne potęgi zmiennej xj, gdzie dim(xj) = (n+1) ×1, x j
n ∈ℜ. .

Wstawiając (72) do (70) transmitancja opisana będzie jako

	 T w w x x wp r i
i

p

j j
j

r

1 1
1 1

,..., , ,...,( ) = ⋅ ( )+
= =

∏ ∏ a xT ,	 (75)

gdzie: i – numer czynnika liniowego, j – numer czynnika nieliniowego, ε – błąd 
aproksymacji. 

Opis transmitancji będzie kompletny po oszacowaniu współczynników funkcji 
nieliniowych, czyli elementów wektorów aj przy określonym rzędzie n wielomianów 
aproksymujących. Podstawowym warunkiem jest minimalizacja błędu aproksyma-
cji ε do zadanej wartości dokładności aproksymacji (ε ≤ εmin).

Przedstawiony problem w odniesieniu do elementarnej komórki jest nietrywialny 
ze względu na występujący dla r > 1 naprzemienny iloczyn aj oraz xj i może być roz-
wiązany jedną z 2 metod.
	y Pierwszy sposób to eliminacja z równania (75) wszystkich zmiennych w równa-

niach nieliniowych poza zmienną xj dla której określany jest wektor aj. Stąd poszu-
kując rozwiązania dla x1 nastawiamy pozostałe czynniki tak, by x2 = 0, …, xr = 0. 
Przy konkretnych w1, ..., wp oraz znanej zmienności T1 = f(w1,..., wp, x1) otrzymuje się

	
T w w x wp i

i

p

1 1 1
1

1 1 1,..., ,( ) − =
=

∏ a x  .	 (76)

Wektor a1 dla czynnika x1 jest rozwiązaniem (76) gdy ε1 = εmin. Znalezienie a1 
można zrealizować, np. w oparciu o numeryczne algorytmy wyliczeniowe.

	y Drugi sposób wymaga zebrania q dyskretnych próbek wartości transmitancji, 
zgrupowanych w wektorze TT = [T1 ... Tq], dim(TT) = q×1 przy dowolnie okre-
ślonych zmiennych liniowych wT = [w1,T ... wp,T], dim(wT) = q×p, dim(wi,T) = q×1 
i nieliniowych xT = [x1,T ... xr,T], dim(xT) = q×p, dim(xj,T) = q×1. Następnie jedno-
cześnie wszystkie elementy wektorów aj poszczególnych czynników nieliniowych 
są iteracyjnie dobierane tak, aby dla całej funkcji T = f(wi, xj) błąd aproksymacji 
ε spełniał warunek ε ≤ εmin.

4.3.3. Ewaluacja aproksymacji analitycznej parametrów skupionych

Jednym z przykładów zastosowania aproksymacji analitycznej jest opis zmienności 
konduktancji komórki Ωe,p. Zaprezentowana metodologia oraz rezultaty badań 
komórki zostały zawarte w publikacji [114]. Wielomiany stopnia trzeciego były 
wystarczające, aby dostatecznie dokładnie opisać zależność konduktancji elementu 
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w funkcji dwóch czynników liniowych (przewodności elektrycznej materiału 
A i wysokości warstwy przewodzącej) oraz dwóch czynników nieliniowych (szero-
kości wewnętrznego wycięcia i promienia zewnętrznego zakrzywienia wierzchoł-
ków). Ich współczynniki wyznaczono w oparciu o pierwszy sposób określania elemen-
tów wektorów aj. Otrzymana funkcja aproksymująca cechowała się średnim błędem 
względnym przybliżenia konduktancji nie przekraczającym 3,5%, przy odchyleniu 
standardowym około 0,5% [114].

Innym przykładem zastosowania aproksymacji wielomianowej jest określe-
nie zależności opisującej zmienność indukcyjności komórki o geometrii typu Ωe,g 
(rys. 20), w zależności od dwóch parametrów liniowych i nieliniowych. Transmi-
tancja komórki jest w tym przypadku interpretowana jako zdolność do wytwarza-
nia pola magnetycznego. Z tego powodu w omówionym powyżej schemacie SISO 
należy odwrócić sytuację – wymuszeniem staje się prąd o natężeniu Iz, a odpowie-
dzią strumień magnetyczny Φ. Transmitancją obiektu jest indukcyjność własna 
Le wyznaczana za pomocą schematu MR-C w 12 losowo wybranych, dyskretnych 
punktach obliczeniowych. Do określenia elementów wektorów a1 i a2 zastosowano 
drugi sposób, czyli iteracyjne dopasowanie współczynników przy założeniu mini-
malizacji błędu aproksymacji.

Przyjęto następujące stałe w modelu obliczeniowym:
	y przewodność materiału A σA = 5,6·107 S/m;
	y przewodność materiału B σB = 10–4 S/m;
	y przenikalność magnetyczna otoczenia μ = μ0 = 4π·10–7 H/m;
	y względna szerokość wewnętrznego wycięcia d3/de = 0,75;
	y wysokość warstwy przewodzącej de,z = 35 μm;
	y rząd wielomianów aproksymujących n = 3.

Czynniki rzutujące na zmianę wartości Le = f(w1, w2, x1, x2), to:
	y liniowy w1 – indukcyjność własna bazowej komórki, w której względne wartości 

parametrów d1' = d1/de i d2' = d2/de przyjmują wartości maksymalne (d1' = 1, d2' = 1) 
oraz de = 5 mm; stanowi punkt odniesienia dla pozostałych przypadków i jest 
to funkcja o stałej, uprzednio obliczonej wartości Le,b = 1,85 nH;

	y liniowy w2 – względny zewnętrzny rozmiar komórki, w2 = de/5[mm]; jest współ-
czynnikiem skalującym indukcyjność w zależności od wielkości komórki.

	y nieliniowy x1 – względna szerokość zewnętrznego kontaktu, x1 = d1'–1, przy któ-
rej dla d1' = 1 i de = 5 mm indukcyjność Le = Le,b;

	y nieliniowy x2 – względna szerokość wygięcia ramion, x2 = d2'–1, przy której 
dla d2' = 1 i de = 5 mm indukcyjność Le = Le,b.

Kompletną postać równania aproksymującego opisuje zależność

	
L w we = ⋅( )⋅ ⋅( )1 2 1 1 2 2a x a xT T ,	 (77)
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a po podstawieniu i zastąpieniu odpowiednich czynników
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Dobór poszukiwanych wektorów a1 i a2 odbywa się na podstawie treningowego 
zbioru wyników obliczeń 12 losowo wybranych konfiguracji (przykłady geometrii 
komórek pokazano na rys. 46a-f), uzyskanych za pomocą metody różnicowo-całko-
wej. W celu zgromadzenia odpowiedniego zbioru danych treningowych wykonano 
następujące kroki:
1)	 Wygenerowano wektory x1,T i x2,T o losowych wartościach z przedziału <0,1; 0,9> 

dla 12 przypadków budowy komórek.
2)	 Przeskalowano x1,T i x2,T przez jedną z czterech szerokości (długości) zewnętrznych 

z wektora de,T = [5 10 15 20].
3)	 Wygenerowano modele 2D komórek i wyznaczono ich indukcyjności własne Le.
4)	 Stworzono wektor znanych wartości transmitancji TT (zawierający wartości Le).

Identycznie postąpiono (pomijając dwa ostatnie punkty) tworząc zbiór danych 
walidacyjnych dla innych 12 losowo wygenerowanych wariantów komórek Ωe,g, który 
posłużył ocenie dokładności modelu analitycznego (przykładowe komórki pokazano 
na rys. 46g-l). Poprawność ta została oszacowana przez obliczenie średniego błędu 
względnego (modułu) wskazującego na rozbieżności między rozwiązaniem nume-
rycznym a otrzymanym z użyciem SISO.

Estymację współczynników funkcji wielomianowych przeprowadzono za pomocą 
algorytmu optymalizacji nieliniowej metodą Nelder'a-Mead'a [78]. Realizacja pro-
gramu przebiegła iteracyjnie do osiągnięcia wartości błędu ε < 0,3 nH, czyli wartości 
względnej ε/Le,max< 2%, gdzie Le,max to spodziewana, najwyższa wartość indukcyjności 
komórki typu Ωe,g dla de = 5 mm. Efektem działania algorytmu był zestaw wektorów
	y a1 = [0,074 0,217 0,046 1],
	y a2 = [–0,779 0,297 –0,083 1],

uzyskany przy błędzie bezwzględnym ε = 0,297 nH. Następnie przeliczono wartości 
indukcyjności własnej Le za pomocą wzoru (78) i porównano z rezultatami otrzyma-
nymi z modelu polowego. Wyniki zamieszczone na rys. 47 oraz rys. 48 uszeregowano 
w kolejności rosnącej pod względem indukcyjności. Wygenerowane geometrie komórek 
(rys. 46) różnią się znacząco w obrębie struktury Ωe,g, zapewniając uwzględnienie sze-
rokiej skali zmienności parametrów geometrycznych i wynikającej z niej indukcyjności 
własnej. Porównując elementy ze zbioru treningowego i walidacyjnego widać, że każdy 
kolejny element, generowany losowo lub deterministycznie, będzie zawsze formą 
pośrednią między strukturami ze zbioru treningowego.
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RYS. 46. Widok na przykładowe komórki: a) ÷ f) ze zbioru treningowego; g) ÷ l) ze zbioru wali-
dacyjnego
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RYS. 47. Indukcyjność własna komórek ze zbioru treningowego, obliczona na podstawie modelu 
polowego (MR-C) oraz aproksymacji analitycznej (AA)
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RYS. 48. Indukcyjność własna komórek ze zbioru walidacyjnego, obliczona na podstawie modelu 
polowego (MR-C) oraz aproksymacji analitycznej (AA)

Dowodem na efektywną optymalizację współczynników a1 i a2 jest zgodność 
wartości indukcyjności obliczonych polowo i analitycznie (rys. 47). Średni błąd 
względny (moduł) wyniósł 0,613% przy odchyleniu standardowym 0,892%. Roz-
bieżność jest zatem mniejsza od 1%. W porównaniu nieco gorzej wypada zbiór wali-
dacyjny, z błędem średnim 1,171% (odchylenie 1,769%). Jest to jednak wciąż wartość 
mała, bliska 1%, świadcząca o dostatecznej precyzji estymacji indukcyjności własnej 
za pomocą proponowanego schematu SISO z doborem współczynników na bazie 
modyfikowanego kształtu rozpatrywanej geometrii.

4.4. Model sieciowy układu dużej skali

4.4.1. Model obwodowy materiału niejednorodnego

Analiza polowa realizowana z użyciem MR-C lub MES wymaga odwzorowania 
każdej komórki Ωe wchodzącej w skład materiału niejednorodnego stosując model 
numeryczny, opisany za pomocą kilkudziesięciu tysięcy węzłów obliczeniowych. 
W układach małej skali, gdy liczba komórek sięga kilkunastu, liczba stopni swobody 
nie przekracza kilkuset tysięcy. Modele tego typu pozostają policzalne ze względu 
na rozmiary danych i czas obliczeń. Jednak układy zbudowane z setek lub tysięcy 
komórek narzucają znaczne wymagania związane z realizacją obliczeń numerycznych, 
wynikające ze znaczącej liczby stopni swobody. Dlatego niezbędne jest zastosowanie 
takich sposobów obliczania układów dużej skali, które będą możliwe do przeprowa-
dzenia znanymi, dostępnymi metodami oraz nie spowodują nadmiernego rozrostu 
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modelu numerycznego. W ramach prowadzonych prac zaproponowano i poddano 
ocenie dwie metody obliczeń układów dużej skali: obwodowy model materiału pla-
narnego oraz polowy model homogeniczny.

Ponieważ komórkę można przedstawić za pomocą czterech impedancji skupionych 
(rys. 44c) modelujących poszczególne gałęzie komórki i galwaniczne połączenia w ukła-
dzie periodycznym, to do analizy układów dużej skali zastosowano model sieciowy. 
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RYS. 49. Odwzorowanie obwodowe materiału niejednorodnego do obliczeń zjawisk elektrycznych 
z zaznaczeniem wybranych zacisków zasilających U i G: a) struktura przykładowego prostokąt-
nego układu; b) jego model sieciowy
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Odwzorowanie rzeczywistej struktury materiału (rys. 49a) odpowiadającym jej obwo-
dem elektrycznym (rys. 49b), polega na zastąpieniu elementu Ωe prostym modelem 
czterozaciskowym złożonym z impedancji Ze. Dalsza analiza wymaga określenia 
węzłów na których zadano warunki brzegowe (ΓU i ΓG) oraz włączenia ich do źródeł 
napięciowych lub prądowych. Wybór zacisków jest całkowicie dowolny – mogą się 
one znajdować na zewnętrznych krawędziach (rys. 49) lub w środku układu. Kształt 
modelowanego materiału może być również dowolny, gdyż sprowadzenie go do dwu-
wymiarowej sieci przebiega zawsze w identyczny sposób. Możliwe jest też uwzględ-
nienie lokalnych zmian Ze lub zmiany konfiguracji układu.

Przyjmowano przypadki zasilania obwodu z zewnętrznie rozmieszczonych 
zacisków (np. 1U1G, 2U2G, 7U7G, itp.), przy przepływie prądu elektrycznego wzdłuż 
lub w poprzek układu. Elementy tworzące materiał niejednorodny mogą różnić się 
pod względem geometrii oraz skali, jednak podstawowym celem syntezy jest uzy-
skanie materiału o jednorodnych parametrach, choć budowanego z niejednorodnych 
warstw. W celu przeprowadzenia efektywnej homogenizacji materiału zrezygnowano 
z analizy układów z silnie zróżnicowaną geometrią komórek Ωe materiału ΩM, a sku-
piono się na materiałach formowanych z takich samych komórek.

Wybór pary zacisków zasilających determinuje wypadkowe właściwości układu. 
Impedancja zastępcza Z#U#G widziana z zacisków NUMG jest szeregowo-równoległym 
połączeniem impedancji elementarnych Ze. Impedancje te wiąże relacja

	 Z r ZU G U G e# # # #= ,	 (79)

gdzie: r#U#G jest współczynnikiem łączącym właściwości obwodu z właściwościami 
elementów budujących, zależnym od topologii sieci i lokalizacji zacisków zasilających. 
Reasumując, wypadkowe właściwości materiału Z#U#G opisane są przez:
	y współczynnik r#U#G gromadzący informację o konstrukcji (połączeniach) sieci;
	y impedancję komórki Ze decydującą o wynikowych parametrach elektrycznych.

Współczynnik r#U#G umożliwia szybkie przeliczenie nowych parametrów zastęp-
czych po zmianie parametrów geometrii w ramach danego typu komórek, przy zało-
żeniu zachowania tej samej konstrukcji sieci.

4.4.2. Analiza sieci periodycznej

Elastyczny materiał niejednorodny może przyjmować różne kształty zależne nie tylko 
od formowanej z komórek powierzchni, ale także od ułożenia materiału i wynikają-
cej z niego deformacji kształtu materiału w obszarze. W przypadku deformacji 3D, 
kształt powierzchni materiału planarnego nie wpływa na sposób analizy obwodowej. 
Przy zachowaniu ciągłości połączeń galwanicznych między komórkami, bez względu 
na ich przemieszczenie wzdłuż osi Oz, rozkład na powierzchni xy i model obwo-
dowy nie zmieniają się. Układ połączeń elektrycznych i liczba komórek pozostaje 



106

stabilna. Przyjmując, że pasożytnicze sprzężenia magnetyczne wynikające ze znie-
kształcenia początkowej powierzchni nie wpłyną znacząco na właściwości komórek 
(indukcyjności własne i wzajemne między sąsiednimi komórkami będą dominują-
cymi składnikami reaktancji), analiza obwodowa sprowadza się do przedstawie-
nia jego wyjściowej, płaskiej struktury elementów Ωe za pomocą periodycznej sieci 
elektrycznej.

Model przewodzącej warstwy 3D redukuje się do struktury planarnej 2D, przed-
stawionej jako zbiór skupionych elementów elektrycznych, połączonych według okre-
ślonej topologii. Rozwiązanie modelu obwodowego można uzyskać stosując znane 
metody analizy obwodów elektrycznych. W dalszej części przedstawiono przypadek 
sieci złożonej z identycznych komórek formujących prostokątną warstwę niejedno-
rodną, rozwiązaną z użyciem metody węzłowej. Wyznaczenie napięć węzłowych uzy-
skano wychodząc od równań napięciowych grafu.

Macierz węzłowa ΛW jest algebraicznym zapisem incydencji dla węzłów grafu 
skierowanego, w których przy znanej macierzy admitancji YW i wektorze prądowych 
wydajności JW poszukuje się wektora potencjałów węzłowych Vw [86, 126]

	 ( )T
W W W W WY V J⋅ =Λ Λ .	 (80)

W rozpatrywanej strukturze za węzły uznaje się powierzchnie styku sąsiednich 
komórek, a za gałęzie ścieżki przewodzące łączące węzły. Zasilanie układu zadaje się 
w węzłach w postaci znanego potencjału, stąd równanie (80) wiążące napięcia i prądy 
należy odpowiednio przekształcić. W tym celu rozważony zostanie układ z rys. 49b 
na który naniesiono numery lokalizujące węzły w sieci – numer kolumny oznaczono 
przez n oraz wiersza przez m. Rozpatrując w ogólnym ujęciu węzeł o lokalizacji (n,m), 
strzałkując prądy we wszystkich gałęziach zgodnie ze zwrotem osi On, na podstawie 
I prawa Kirchhoffa otrzymuje się równanie
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W równaniu (81) założono, że impedancje gałęzi przyłączonych do węzła (n,m) 
są identyczne. Odpowiada to wariantowi układu jednorodnego, przy pominięciu 
możliwych uszkodzeń struktury materiału. Po usunięciu występującej obustronnie 
admitancji 1/Ze i uporządkowaniu otrzymuje się

	 4 01 1 1 1 1 1 1 1V V V V Vn m n m n m n m n m, , , , ,− − − − =− + − − + + + − ,	 (82a)

	 V V V V Vn m n m n m n m n m, , , , ,= + + +( )− + − − + + + −
1
4 1 1 1 1 1 1 1 1 .	 (82b)
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Równanie (82a) określa związek potencjału węzła (n,m) z węzłami bezpośrednio 
dołączonymi do niego. Przy założonej symetrii komórki (symetrii impedancji), zgod-
nie z równaniem (82b), potencjał rozpatrywanego węzła Vn,m jest średnią arytmetyczną 
potencjałów w węzłach sąsiednich. Brak czynnika związanego z admitancją sprawia, 
że rozkład potencjału w tego rodzaju sieci periodycznej nie zależy od jej parametrów 
elektrycznych, lecz jedynie od jej topologii.

Wyprowadzając zależność (82a) i (82b) dla kolejnych węzłów sieci uzyskuje się 
układ równań liniowych, który w zapisie macierzowym przyjmuje postać

	 W WV U⋅ =Λ .	 (83)

Równanie (83) opisuje związek między wektorem VW poszukiwanych potencjałów 
węzłowych i macierzą incydencji Λ = ΛWΛW

T, a wektorem wymuszeń napięciowych 
UW. Uwzględniając globalną numerację węzłów struktury materiału niejednorod-
nego, równanie (83) przyjmuje postać

	







1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3

a a a
a a a
a a a

lc lu

lc lu

lc lu

, , ,

, , ,

, , ,

�
�
�

�

−

−

−

�� � � �
�a a a

V
V
V

lc lu lc lu lc lu lc lu− − − −























⋅

, , ,1 2 3

1

2



33

1

2

3

� �
V

U
U
U

Ulc lu lc lu− −























=























,	 (84)

przy czym dim(ΛW) = (lc – lu) × (lc – lu), dim(VW) = (lc – lu) × 1, dim(UW) = (lc – lu) × 1, 
lc = (N · M – 1)/2 to liczba wszystkich węzłów w sieci, N – liczba kolumn, M – liczba 
wierszy, lu – liczba węzłów z zadanymi potencjałami Ui. Współczynniki ai,j wynoszą:
	y ai,j = 0, przy braku incydencji między węzłami i – j,
	y ai,j = –1, przy incydencji między węzłami i – j (i ≠ j).

Współczynnik λi na przekątnej macierzy Λ, to współczynnik stojący przy rozpa-
trywanym węźle Vi, równy liczbie węzłów przyłączonych do niego. Λ jest macierzą 
rzadką, stąd do obliczenia wektora VW wykorzystać można iteracyjne metody roz-
wiązywania układu równań liniowych.

Model sieciowy materiału niejednorodnego umożliwia aproksymację zjawisk 
elektrycznych w rzeczywistym układach dużej skali, z uwzględnieniem zastępczych 
parametrów elektrycznych, przy spełnieniu warunku kwazi-stacjonarności w obrębie 
komórek. Ze względu na znaczną liczbę węzłów obliczeniowych, model ten można 
stosować do wyznaczenia skupionych parametrów obwodowych (np. zastępczej rezy-
stancji, strat mocy) oraz określenia rozkładu potencjału elektrycznego na powierzchni 
warstwy periodycznej. Przykłady wykorzystania obliczeń obwodowych materiału 
przedstawiono w [111, 118], w których porównano rezultaty wyznaczenia zastępczej 
rezystancji oraz rozkładu potencjału elektrycznego w modelu polowym i obwodowym 
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niejednorodnej struktury, przy wymuszonym między skrajnymi krawędziami prze-
pływie prądu [118], a także zweryfikowane poprzez porównanie z rzeczywistym 
materiałem [111].

W publikacji [118] rozważono prostokątną płytkę materiału niejednorodnego, 
utworzoną z 35 komórek o strukturze ścieżek łączącej cechy geometrii typu prostokąt 
Ωe,p i gwiazda Ωe,g. W celu wymuszenia jednorodnego przepływu prądu przez układ 
komórek, na skrajnych krawędziach płytki zadano napięcie elektryczne. Obliczenia 
z wykorzystaniem modeli numerycznych wskazały, że błąd aproksymacji rozkładu 
potencjału zależy w modelu sieciowym od stopnia deformacji komórek. Im bardziej 
geometria komórki jest zniekształcona względem idealnego kwadratu, tym wyższą 
wartość przyjmuje błąd średni. Wartość błędu mieści się w przedziale ±0,2% co świad-
czy o wysokiej dokładności modelu obwodowego. W przypadku obliczeń zastępczego 
prądu rezultat był jeszcze lepszy, bowiem błąd względny przyjmował wartości od 0,01% 
do 0,22%. Zatem oszacowanie zastępczych parametrów skupionych oraz lokalnych 
wartości pola elektrycznego z zastosowaniem modelu sieciowego należy uznać za zado-
walające, z niskim poziomem błędu w zakresie wymuszeń stałych.

W artykule [111] przedstawiono rezultaty eksperymentalnej weryfikacji obli-
czeń. Modele dwóch wariantów materiału laminarnego utworzonego z 40 komórek 
typu Ωe,g poddane zostały obliczeniom polowym i obwodowym. W układzie wymu-
szono niejednorodny rozkład gęstości prądu przez lokalne, punktowe przyłożenie 
potencjału elektrycznego. Analizie poddano prąd źródła, rezystancję zastępczą, moc 
całkowitą oraz rozkład potencjału. Różnice między modelem obwodowym a polo-
wym wzrosły – średnia wartości różnicy wyniosła 6,56%. Lepiej odwzorowany został 
rozkład potencjału elektrycznego, ponieważ błąd obliczeń mieści się w granicach 
0,24 ÷ 4,03%. Oba modele zweryfikowano również eksperymentalnie – wykonano 
pomiary na próbce materiału wytworzonego metodą druku 3D. Błędy modeli (średni 
dla rozkładu potencjału w polowym i obwodowym odpowiednio 11,33% i 10,38%) 
były porównywalne. Wyniki pomiarów potwierdziły efektywność wykorzystania 
modelu sieciowego w analizie układów dużej skali.

4.5. Homogenizacja właściwości 
materiałów niejednorodnych

4.5.1. Ujednorodnienie właściwości elektrycznych
Cechą szczególną rozważanych kompozytów jest ich niejednorodność materiałowa 
w obszarze elementu budującego (skala mikroskopowa). W skali makroskopowej, 
przy periodycznym układzie dużej liczby elementów Ωe, zaczynają dominować efekty 
związane z wypadkowym polem fizycznym całego materiału. W makroskopowym 
ujęciu materiał posiada w przybliżeniu jednorodną strukturę, której właściwości 
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opisane są przez uśrednione, lecz jednocześnie konkretne współczynniki materiałowe 
wynikające z wewnętrznej budowy Ωe w skali mikro. W opisie makroskopowym nie-
jednorodnym kompozytom – analizowanym na poziomie elementarnych komórek 
lub warstw charakteryzujących się różnymi parametrami – przez analogię do stan-
dardowych tworzyw, przypisuje się zastępcze parametry materiałowe nazywane właś-
ciwościami efektywnymi. W kontekście materiału niejednorodnego homogenizacja, 
przez makroskopowe ujednorodnienie właściwości elementu, pozwala na ekstrakcję 
efektywnych właściwości w celu porównania z innymi materiałami. Ponadto ujedno-
rodnienie stanowi skuteczny sposób uproszczenia analizy układów dużej skali lub sil-
nie zdeformowanych, gdzie wymagana jest polowa analiza zjawisk, także przy wymu-
szeniach zmiennych w czasie.
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RYS. 50. Homogenizacja materiału niejednorodnego: a) anizotropowa komórka Ωe o rozmiarze 
de,x×de,y×de,z zbudowana z przewodnika i izolatora o przewodnościach σA i σB; b) ekwiwalentny 
materiał jednorodny o identycznych wymiarach oraz właściwościach opisanych tensorem prze-
wodności σeff

Wykorzystując MR-C wyznaczano rozkłady wielkości polowych (potencjał skalarny 
pola elektrycznego oraz potencjał wektorowy pola magnetycznego), a na podstawie 
dodatkowych obliczeń – zastępcze parametry skupione komórek. Proces ujednorod-
nienia przeprowadzany jest na podstawie parametrów skupionych, w tym rezystancji 
Re oraz indukcyjności własnej Le elementu. Ekstrakcja efektywnych właściwości 
będzie zatem związana z dwoma współczynnikami materiałowymi, opisującymi 
komórkę w modelu polowym: przewodnością elektryczną σeff i przenikalnością 
magnetyczną μeff. Uogólniając rozważania na struktury anizotropowe, opis mate-
riałów wymaga zastosowania zapisu z tensorami materiałowymi drugiego rzędu  
(σeff i μeff) z zerowymi elementami pozadiagonalnymi.

Zakładając, że rozkład pola w komórce o dowolnej geometrii, znanych wymia-
rach i materiałach składowych (rys. 50a) został obliczony z użyciem MR-C, zgod-
nie z procedurą opisaną w rozdziale 4.1.1 można wyznaczyć rezystancję Re,x zwią-
zaną z zewnętrznym polem elektrycznym i budową komórki. Napięcie przyłożone 
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do skrajnych powierzchni bocznych wymuszało w układzie składową Ex natężenia 
pola elektrycznego. Gdyby materiał był jednorodny (rys. 50b), to składowa Ex wymu-
siłaby odpowiedź w postaci prądu o gęstości Jx i jednorodnym rozkładzie w całym 
obszarze materiału. Wówczas dla tak postawionego zagadnienia rezystancję mate-
riału homogenicznego można obliczyć ze wzoru analitycznego

	 R l sx xeff eff, ,= ( )−


1
,	 (85)

gdzie: l – długość przewodnika [m], s – pole przekroju poprzecznego [m2], σeff,x – prze-
wodność elektryczna materiału jednorodnego [S/m]. Podstawiając wymiary geome-
tryczne komórki i zakładając, że de,x = de,y rezystancja będzie dana wzorem

	 R d d d dx e x x e x e z x e zeff eff eff, , , , , , ,= ( ) = ( )− −
 

1 1
.	 (86)

Odpowiedź materiału jednorodnego i niejednorodnego na identyczne wymusze-
nie, zgodnie z warunkiem ujednorodnienia, musi być taka sama (Re,x = Reff,x). Po pod-
stawieniu Re,x do (86) i przekształceniu równania otrzymujemy wzór na efektywną 
przewodność materiału

	  eff , , ,x e x e zR d= ( )−1
.	 (87)

Otrzymana przewodność wiąże składową Ex pola elektrycznego tylko ze skła-
dową Jx gęstości prądu (Jx = σeff,x Ex). Postępując identycznie z komórką dla zewnętrz-
nego pola elektrycznego skierowanego wzdłuż osi Oy (Ey), w homogenicznym mate-
riale wymuszony jest prąd Jy o jednorodnym rozkładzie. Wówczas obliczona zostanie 
przewodność efektywna σeff,y wiążąca obie wielkości pola elektrycznego (Jy = σeff,y Ey). 
Dwukrotne rozwiązanie modelu polowego pojedynczego elementu umożliwia uzu-
pełnienie tensora właściwości przewodzących materiału jednorodnego
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Element σeff,z może zostać obliczony bez pomocy modelu numerycznego. 
Przy występowaniu składowej Ez pola elektrycznego, przypływ prądu elektrycznego 
będzie skierowany w kierunku prostopadłym do powierzchni elementu Ωe o znanym 
polu powierzchni części przewodzącej sA oraz długości drogi prądu de,z. Efektywną 
przewodność elektryczną w tym kierunku wyraża się wzorem
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Przedstawiona procedura upraszcza się dla komórek izotropowych. Ze względu 
na budowę ich warstwy przewodzącej, zewnętrzne składowe pola skierowane wzdłuż 
osi Ox czy Oy dadzą taką samą odpowiedź prądową, czyli σeff,x = σeff,y. Wobec tego 
model numeryczny elementu wystarczy obliczyć tylko dla wybranej polaryzacji.

Efektywna przewodność elektryczna jest podstawowym parametrem określającym 
właściwości materiałów niejednorodnych i stanowi podstawę do zastosowania go jako 
metamateriału stacjonarnego pola elektrycznego. Ponieważ wszystkie składowe ten-
sora materiałowego mogą być kształtowane w oparciu o dobór materiałów budujących 
oraz geometrię komórki, to możliwe jest uzyskanie anizotropowego materiału. Z dru-
giej strony zależność parametrów efektywnych od tych samych zmiennych komplikuje 
proces syntezy materiału o ściśle określonych składowych tensora przewodności. Przy-
kład konstrukcji materiału z elementami anizotropowymi przedstawiono w rozdziale 
5.3, gdzie w wyniku zastosowania algorytmu optymalizacyjnego dokonano syntezy 
płaszcza pola elektrycznego. Dla wybranej geometrii komórki oraz narzuconej relacji 
przewodności matemateriału względem przewodności otoczenia, stworzono płaszcz 
maskujący nieprzewodzący obiekt w stacjonarnym polu elektrycznym.

4.5.2. Ujednorodnienie właściwości magnetycznych

Pole elektryczne obliczone na potrzeby homogenizacji właściwości materiałów prze-
wodzących pozwala, zgodnie z rozdziałem 3.2.2, na wyznaczenie w dalszej kolejności 
pola magnetycznego w przekroju komórki, a następnie oszacowanie zastępczej induk-
cyjności własnej (rozdział 4.1.2). Na tej podstawie określa się efektywną względną 
przenikalność magnetyczną dla ortogonalnych (względem zewnętrznego pola elek-
trycznego) składowych natężenia pola magnetycznego.

Przeprowadzenie procesu homogenizacji wymaga na wstępie określenia zależno-
ści łączącej wartość indukcyjności własnej Le z efektywną, względną przenikalnoś-
cią magnetyczną μef﻿﻿﻿﻿f materiału przewodzącego. W dostępnej literaturze nie podano 
zależności na indukcyjność jednorodnego, magnetycznego przewodnika o prze-
kroju prostokątnym. Znane wzory, zaprezentowane w publikacjach [96] i [97], doty-
czą przewodników, których przenikalność magnetyczna równa jest przenikalności 
próżni. W publikacji [115] do analitycznej aproksymacji funkcji Leff = f(μeff) zastoso-
wano zależność liniową

	 L d LLeff eff= −( )+ 1 1μeffL d LLeff eff= −( )+ 1 1 ,	 (90)

gdzie: dL = f(de,y, de,z) – współczynnik zależności indukcyjności od przenikalności 
magnetycznej przewodnika o szerokości de,y i grubości de,z, w [H]; μeff – względna 
przenikalność magnetyczna; Leff – indukcyjność własna jednorodnego przewodnika 
o przekroju prostokątnym w [H]; L1 – indukcyjność własna niemagnetycznego prze-
wodnika o przekroju prostokątnym (μeff = 1), wyrażona wzorem [92]
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Podobnie jak w odniesieniu do rezystancji materiałów przy homogenizacji właś-
ciwości elektrycznych przyjmuje się, że obliczona indukcyjność Le,x elementu równa 
jest indukcyjności jednorodnej płytki (Le,x = Leff). Przekształcając (90) otrzymuje się

	 μeff ,
,

yy
e x

L

L L
d

=
−

+1 1.	 (92)

Zastosowanie wzoru (92) wymaga uwzględnienia dwóch kwestii:
	y indukcyjność Le,x obliczana jest przy napięciu wymuszającym pole elektryczne 

Ex, zaś powstałe pole magnetyczne wiruje wokół przewodnika w płaszczyźnie yz, 
zatem to dla tych składowych wyznaczana jest przenikalność μeff,yy;

	y wartość współczynnika dL jest nieznana, a przy tym zależy od wymiarów zewnętrz-
nych (szerokości i grubości) przewodnika jednorodnego.

Niestety druga kwestia pozornie uniemożliwia obliczenie efektywnej przeni-
kalności, bowiem współczynnik dL nie jest opisany żadnym wzorem analitycznym 
i zmienia się w zależności od rozmiarów zewnętrznych homogenizowanej komórki.

W toku prac współczynnik dL wyznaczano numerycznie na podstawie modelu 
2D przekroju jednorodnego przewodnika prostokątnego. W rozdziale 3.4 opi-
sano stosowaną w tym zakresie różnicową metodę obliczania pola magnetycznego 
w przekroju poprzecznym płytki, z rozróżnieniem właściwości otoczenia i prze-
wodnika. Opracowany skrypt obliczeniowy z wprowadzonym modelem układu, 
umożliwia wyznaczenie dL przy dowolnych wymiarach płytki. W celu zastosowa-
nia zależności (90) wykonywane są dwie próby, aby obliczyć indukcyjności próbki 
przy założonych wymiarach oraz przewodności elektrycznej (np. wcześniej wyzna-
czonej, efektywnej):
	y obliczenie L2D,1 przy μeff = μ1 = 1;
	y obliczenie L2D,# dla arbitralnie przyjętej przenikalności magnetycznej ośrodka 

μeff = μ#, przy czym μ# > 1.

Obliczenie modelu przy dwóch różnych, zakładanych wartościach efektywnych 
przenikalności magnetycznych μeff, pozwala na wyznaczanie współczynnika dL

	
2 ,1 2 ,#

1 #

D D
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d

−
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.	 (93)
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Otrzymany współczynnik po podstawieniu do (92) i obliczeniu indukcyjności 
niemagnetycznego przewodnika prostokątnego z (91), pozwala na ujednorodnienie 
komórki o znanej indukcyjności własnej Le. Powtarzając procedurę dla wymuszenia 
Ey wyznacza się przenikalność efektywną μeff,xx dla pola wirującego w płaszczyźnie xz. 
W obu przypadkach pojawia się współczynnik materiałowy związany ze składową 
Hz natężenia pola magnetycznego. Ekstrakcja przenikalności μeff,zz na podstawie obu 
prób jest niemożliwa metodami analitycznymi. Ze względu na dominujący charak-
ter składowych Hx i Hy w bardzo cienkim przewodniku przyjęto

	 ( )eff , eff , ff , 2zz xx e yy= +   .	 (94)

Tensor efektywnej względnej przenikalności magnetycznej materiału przyjmuje 
postać
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Homogenizacja parametrów komórek izotropowych jest ułatwiona, gdyż zastęp-
cza przenikalność magnetyczna dla pól w obu płaszczyznach jest taka sama. Stąd 
opis tensorowy nie jest wymagany. Efektywna przenikalność względna, wyznaczona 
na podstawie obliczeń jednego przypadku polaryzacji zewnętrznego pola elektrycz-
nego, pozwala na określenie pozostałych czynników, a wtedy μeff = μeff,xx = μeff,yy.

Jak pokazano w niniejszym rozdziale, proces homogenizacji właściwości elek-
trycznych i magnetycznych komórek przeprowadzany jest w oparciu o analizę poje-
dynczego elementu ograniczonego do obszaru planarnego o wymiarach de,x×de,y×de,z. 
Procedura ujednorodnienia obejmuje następujące kroki:
1)	 dwukrotne rozwiązanie problemu polowego (przy zastosowaniu MR-C w przy-

padku modelu 2D oraz MES w odniesieniu do modelu 3D);
2)	 obliczenie na podstawie wyników z punktu 1. skupionych parametrów obwodo-

wych komórek Ωe;
3)	 uwzględnienie analitycznego opisu zależności parametrów skupionych od właś-

ciwości materiałowych i wymiarów komórek;
4)	 dodatkowe dwukrotne obliczenie modelu przekroju poprzecznego jednorodnej 

płytki prostokątnej w przypadku ujednorodnienia właściwości magnetycznych.

Wszystkie etapy realizowane w autorskich skryptach obliczeniowych, umożli-
wiają ekstrakcję diagonalnych elementów tensorów materiałowych σeff i μeff. Opis ten-
sorowy jednorodnego materiału nie zwiększa liczby stopni swobody modelu nume-
rycznego. Natomiast obliczenia układu materiałowego o ciągłej, jednorodnej budowie 
można przeprowadzić przy zastosowaniu zgrubnej siatki różnicowej lub elementów  
skończonych, która znacząco redukuje ilość niewiadomych w porównaniu do modelu 
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rzeczywistej struktury materiału niejednorodnego. Wykonanie homogenizacji danych 
materiałowych jest przydatne w analizie układów dużej skali, o dowolnej liczbie 
komórek budujących.

4.6. Ewaluacja modelu obwodowego i homogenicznego

Wprowadzenie

Zastępcze właściwości materiału niejednorodnego charakteryzowane za pomocą 
modelu obwodowego bądź homogenicznego, pozwalają na odzwierciedlenie złożo-
nych zjawisk związanych z polem elektrycznym oddziałującym na elementy mate-
riału. Przyjęte założenia i zastosowane metody numeryczne powodują, że odpowie-
dzi na pobudzenie zewnętrznym polem elektrycznym obu modeli, które z założenia 
mają uprościć analizę układów materiałowych dużej skali pracujących w polach sta-
łych i zmiennych w czasie, nie pokrywają się z faktyczną odpowiedzią materiału. Ana-
liza poszczególnych modeli obliczeniowych ma na celu ocenę ich przydatności, moc-
nych i słabych stron, ograniczeń, a przede wszystkim różnicy między estymowanymi 
a faktycznymi właściwościami materiału niejednorodnego.

TABELA 6. Efektywne właściwości analizowanych komórek (geometrie zgodne z rys. 40)

Typ 
geometrii Ωe,f Ωe,mod1 Ωe,mod5

Oznaczenie a b c d e f g h i j k l
σeff ·106 
[S/m] 20,20 28,90 24,00 31,10 3,21 7,36 12,10 15,40 5,56 2,63 20,30 28,30

μeff [–] 46,92 49,53 32,96 44,79 178,18 114,98 75,29 54,26 146,14 147,88 67,28 29,41

Ocenę właściwości proponowanych modeli przeprowadzono opierając się 
na charakterystykach widmowych. Uwzględniono w ten sposób zjawiska przewo-
dzenia prądu i wytwarzania strumienia magnetycznego w paśmie częstotliwości 
1 kHz ÷ 1 MHz. Obliczenia przeprowadzono uwzględniając pojedynczą komórkę 
Ωe, a porównanie modeli oparto na identyfikacji zmienności admitancji. Analizie 
poddano elementy dla których już wyznaczono parametry skupione, przy zacho-
waniu geometrii i materiałów składowych. W rozdziale 4.2 określono rezystancję 
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i indukcyjność komórek na podstawie analizy stałego pola elektrycznego i magne-
tycznego za pomocą MR-C i MES. Przedstawione poniżej wyniki otrzymano pobu-
dzając sygnałem harmonicznym:
1)	 model rzeczywistej struktury (MR) – opisany różniczkowym równaniem Helmhol-

tza (39) układ 3D z pełnym odwzorowaniem komórki (rys. 50a);
2)	 model obwodowy (MO) – reprezentowany przez obwód zastępczy (rys. 44b) obli-

czony przy założeniu stałych wartości Re i Le w wybranym paśmie pulsacji;
3)	 model homogeniczny (MH) – opisany równaniem (44) układ 2D (rys. 27b) odwzo-

rowujący przekrój poprzeczny homogenicznego materiału o parametrach efek-
tywnych σeff i μeff wyznaczonych na postawie Re i Le.

Rozpatrywano 12 wariantów komórek, po 4 z wybranych typów geometrii  
(Ωe,f, Ωe,mod1, Ωe,mod5). W przypadku modelu jednorodnego (MH), parametry poszcze-
gólnych wariantów zostały ujednorodnione zgodnie z procedurami przedsta-
wionymi w rozdziałach 4.5.1 oraz 4.5.2. Ponieważ w każdym przypadku geome-
trii komórka Ωe pozostaje izotropowa i nie występował przepływ prądu wzdłuż 
ich grubości, z tego powodu opis tensorowy nie był konieczny. Do modelu homo-
genicznego wprowadzono efektywne parametry jako wartości skalarne σeff i μeff 
(tabela 6). W kolejnym kroku, na podstawie obliczeń numerycznych modelu 3D 
i 2D, przy kolejnych wybranych częstotliwościach wymuszenia obliczano impe-
dancję komórki, a następnie moduł względnej admitancji |Y| = 20log(Y / Y0) wyra-
żony w [dB]. Na wykresach porównano charakterystyki amplitudowe otrzymane 
przy zastosowaniu MR, MO, MH.

Podobną analizę w odniesieniu do innych typów komórek przedstawiono w pub-
likacji [115]. Komórki Ωe,mod0, Ωe,mod1, Ωe,mod2 ujednorodniono stosując przedstawioną 
procedurę. Charakterystyki amplitudowe, wyznaczone przy uwzględnieniu MH i MR, 
porównano w zakresie częstotliwości 0 ÷ 1 MHz. W obliczeniach zastosowano metodę 
elementów skończonych, a szczegółowej analizie poddano częstotliwość odcięcia fc 
przy której |Yc| = |Y(fc)| = –3 dB. Uzyskano zadowalająco wysoką zgodność wyników. 
Punkty częstotliwości odcięcia fc pokrywały się w obu modelach do 1 miejsca po prze-
cinku, przy różnym stopniu złożoności geometrii komórek. Homogenizacja właści-
wości elektrycznych wskazała na zmienność efektywnej przewodności w przedziale 
(1,7 ÷ 56) ·106 S/m, a przenikalności magnetycznej względnej w granicach 1 ÷ 58. Tak 
szeroki zakres zmian efektywnych parametrów umożliwił uzyskanie komórek zapew-
niających częstotliwość odcięcia dobieraną w granicach od 20 do 180 kHz. Rozpa-
trywane struktury mogą posłużyć jako elementy układów elektronicznych o dobie-
ranym oporze elektrycznym, indukcyjności, czy też jako filtry dolnoprzepustowe 
z zadaną częstotliwością odcięcia. Teoretyczne obliczenia struktur mogą być prze-
prowadzone przy użyciu modelu homogenicznego, którego błąd w rozpatrywanym 
paśmie nie przekraczał 13% (średnia dla wszystkich modeli wyniosła 5,42% a odchy-
lenie standardowe 2,75%).
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4.6.1. Dyskusja wyników

Odpowiedź widmowa komórki jest charakterystyką filtru dolnoprzepustowego I-ego 
rzędu z częstotliwością odcięcia fc przy |Yc| = –3 dB. Położenie punktu na charakte-
rystyce |Y(fc)| zależy od ilorazu Re(f)/Le(f) i pośrednio charakteryzuje właściwości 
transmisyjne struktury.

Zgodność wyników oceniono na podstawie kryterium, którym jest poprawne 
odwzorowanie punktu odcięcia charakterystyki amplitudowej. Komórki Ωe,f (rys. 51) 
charakteryzują się najmniejszymi wartościami rezystancji i indukcyjności, stąd często-
tliwość fc kształtuje się poniżej 35 kHz. Wzrost rezystancji, interpretowany jednocześ-
nie jako obniżenie σeff, powoduje przesunięcie fc w kierunku wyższych częstotliwości. 
Zaobserwowano to przy geometriach typu Ωe,mod1 (rys. 52) oraz Ωe,mod5 (rys. 53), gdzie 
wartość fc przekraczała 100 kHz (wariant f). Za każdym razem odpowiedzi z modelu 
obwodowego i homogenicznego pokrywały się z modelem rzeczywistej komórki 
w paśmie sięgającym 200 kHz. W paśmie zaporowym, gdy admitancja struktury zna-
cząco zmalała, charakterystyki MO i MH zauważalnie odbiegały od MR. W paśmie 
tym sygnał jest tłumiony o ponad –20 dB, a obserwowane odchylenia dotyczą kil-
kuprocentowych różnic w wartości sygnału ponad 10-krotnie mniejszego względem 
wartości początkowej w paśmie przepustowym |Y(f = 3 kHz)|. W paśmie przewodze-
nia zarówno model obwodowy, jak i model homogeniczny 2D przekroju materiału, 
poprawnie naśladują odpowiedź elektryczną struktury.
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RYS. 51. Charakterystyki amplitudowe struktur typu Ωe,f: a) wariant a (tabela 6, rys. 40a); 
b) wariant b (tabela 6, rys. 40b)
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RYS. 52. Charakterystyki amplitudowe struktur typu Ωe,mod1: a) wariant f (tabela 6, rys. 40f); 
b) wariant g (tabela 6, rys. 40g)
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RYS. 53. Charakterystyki amplitudowe struktur typu Ωe,mod5: a) wariant k (tabela 6, rys. 40k); 
b) wariant l (tabela 6, rys. 40l)

Otrzymane charakterystyki wskazują na zgodność modelu jednorodnego 
oraz modelu 3D. Analizując zmienność admitancji |Y| komórek oznaczonych jako b, 
f, g, k (tabela 6, rys. 40), zauważa się dużą zgodność odpowiedzi obu modeli. W każdym 
wariancie MH odznaczał się odpowiedzią bliższą wynikom uzyskanym za pomocą 
MR, niż uzyskanym przy zastosowaniu MO. Tłumaczy to pośrednie uwzględnienie 
w MH i MR sprzężenia pól elektrycznego i magnetycznego objawiające się jako efekt 
naskórkowości. Przy wyższych pulsacjach pola zmieniał się rozkładu gęstości prądu 
elektrycznego w przekroju elementu, prowadząc do jednoczesnego wzrostu rezystancji 
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i obniżenia indukcyjności stąd należy przyjąć, że Re = f(f) i Le = f(f). W sformułowaniu 
obwodowym oba parametry były niezmienne. Inaczej jest w modelu homogenicznym, 
gdzie w przekroju struktury homogenicznej miała miejsce zmiana rozkładu gęstości 
prądu, jak w modelu rzeczywistym. Efekt naskórkowości został uwzględniony, pro-
wadząc do ograniczenia błędów odwzorowania zjawisk polowych.

Podsumowanie
Analiza polowa przeprowadzona w obrębie elementu Ωe lub połączenia kilku komórek, 
stanowi podstawę do określenia parametrów modelu obwodowego. Wykonane próby 
umożliwiają porównanie rezystancji, indukcyjności i wsp. sprzężenia otrzymane 
metodą różnicowo-całkową (model 2D) i metodą elementów skończonych (model 3D). 
Model 2D charakteryzuje się zgodnością jakościową, naśladując trend zmian para-
metrów wraz z modyfikacją geometrii elementu, w większości przypadków zachowu-
jąc także zgodność ilościową. Średni błąd dla rezystancji wyniósł 1,04%, indukcyjno-
ści własnej 3,48%, a wsp. sprzężenia magnetycznego 16,1%. Wykazano, że zależność 
parametrów elektrycznych od parametrów geometrycznych można opisać za pomocą 
funkcji wielomianowych. Uzyskano analityczne równania umożliwiające szybkie prze-
liczenie parametrów elektrycznych dla określonych geometrii komórek.

Scharakteryzowano dwa sposoby modelowania układów periodycznych dużej 
skali. Metoda sieciowa bazuje na przybliżeniu układu za pomocą obwodu o parame-
trach rozproszonych z szeregowo-równoległym połączeniem impedancji. Parametry 
elektryczne komórek otrzymywane są na podstawie rozwiązania zagadnienia polo-
wego. Z tego powodu analiza rozległych układów wymaga sprzężenia opisu polowego 
i obwodowego – pierwszy służy wyznaczeniu zastępczych parametrów obwodu, drugi 
umożliwia rozwiązanie zagadnienia ze względu na rozkład potencjału przy określo-
nej topologii połączeń. Drugi sposób analizy bazuje na ujednorodnieniu materiału 
i wyznaczeniu efektywnych właściwości komórek na podstawie parametrów obwodo-
wych. Sposób ten prowadzi do analizy polowej z dużo niższą liczbą stopni swobody 
i umożliwia uwzględnienie anizotropii. Proponowany sposób homogenizacji pozwala 
na rozpatrywanie materiałów o złożonych właściwościach, umożliwiając określenie 
tensorów przewodności elektrycznej i przenikalności magnetycznej.

Ocenę modeli przeprowadzono w zakresie częstotliwości pracy rozpatrywa-
nych struktur. Porównano charakterystyki amplitudowe wyznaczone na podstawie 
modelu obwodowego i modelu polowego 2D materiału jednorodnego, z charakte-
rystyką otrzymaną w modelu polowym 3D. Zgodność charakterystyk potwierdza 
poprawność identyfikacji parametrów skupionych i możliwości stosowania modeli 
homogenicznych o zadanych, wyznaczonych właściwościach efektywnych niejed-
norodnego materiału.
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Rozdział 5  
Dobór właściwości materiałów niejednorodnych

Wprowadzenie
Właściwości materiału niejednorodnego uzyskane w wyniku formowania jego 
wewnętrznej struktury zmieniają się określonych zakresach, różnią w zależności 
od kierunku przyłożenia zewnętrznego pola (anizotropia) i mogą być kształtowane 
jednocześnie (efektywna przewodność elektryczna oraz przenikalność magnetyczna). 
Ograniczenie w konstrukcji, złożoność geometrii i struktura komórek determinują 
zakres potencjalnych zmian ich właściwości elektrycznych oraz magnetycznych. Okre-
ślenie granic tych zmian pozwala na poszukiwanie i zastosowanie innych geometrii 
komórek w celu uzyskania pożądanych właściwości. Dobór kształtu komórek umoż-
liwia stworzenie anizotropowego układu, przy czym struktura elementów musi stać 
się bardziej złożona, m.in. przez wprowadzenie licznych deformacji elementów ście-
żek, które kształtowane są przez kilka parametrów geometrycznych. Symultaniczny 
dobór właściwości elektrycznych i magnetycznych jest możliwy, ale podkreślić należy, 
że przebiega nieliniowo. Każda zmiana geometrii wewnętrznej elementu rzutuje jed-
nocześnie i w różnym stopniu na rozkłady obu analizowanych pól. Dlatego ważne jest 
wypracowanie skutecznej metody doboru właściwości materiału niejednorodnego, 
w której cały proces może zostać przynajmniej w części zalgorytmizowany.

W celu doboru struktury komórek tworzących materiał niejednorodny zasto-
sowano schemat optymalizacyjny, którego zadaniem jest poszukiwanie globalnego 
ekstremum xO funkcji celu F(x), spełniającego narzucone warunki optymalizacji 
(m.in. błąd przybliżenia rozwiązania, liczba iteracji, liczba wykonanych kroków 
obliczeniowych, ograniczenie obszaru przeszukiwania zmiennych, itp.). Spośród 
licznych, dostępnych metod [129] w realizowanych pracach zastosowano metodę 
PSO (ang. Particle Swarm Optimization), [24]. Algorytm charakteryzuje się prostotą 
oraz przejrzystością schematu obliczeniowego, ograniczonego do wykonania mini-
malnej liczby kroków i decyzji, przy zachowanych warunkach wyznaczenia opti-
mum globalnego. Pod tym względem PSO pozostaje konkurencyjnym w porównaniu 
do metod genetycznych [84]. Drugim ważnym aspektem jest względnie szybka zbież-
ność do ekstremum funkcji celu [48, 105, 112, 117] niezwykle ważna, gdyż zmniej-
sza tym samym liczbę kroków obliczeniowych wykonywanych w ramach procedury 
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optymalizacyjnej. Optymalizowana funkcja jest nieliniowa, o nieznanym rozkładzie 
w obszarze optymalizacji, a jej dyskretne wartości znajdowane są w oparciu o rozwią-
zanie numerycznych modeli polowych. Biorąc pod uwagę czas obliczeń modelu (MES 
lub MR-C), redukcja liczby kroków wykonywanych w ramach algorytmu zmniejsza 
czas potrzebny na znalezienie układu o pożądanych właściwościach.

Schemat PSO został zaimplementowany przez autora w skrypcie obliczeniowym. 
Poprzez dobór parametrów geometrycznych wybranych typów komórek, dążono 
do zapewnienia spełnienia w zadowalającym stopniu wymagań stawianych rozpa-
trywanym strukturom. Zagadnienie należy do grupy problemów inżynierii odwrot-
nej, w których celem jest dobór parametrów geometrycznych zapewniających osiąg-
nięcie zadanych właściwości. Zastosowanie metod obliczeniowych jest niezbędne, 
gdyż iteracyjne przeszukiwanie przestrzeni zmiennych geometrycznych, w oparciu 
o określone dla wybranych punktów wartości funkcji celu (właściwości fizycznych), 
stanowi podstawę działania metody optymalizacyjnej, w której analityczna postać 
zmian funkcji celu F(x) jest nieznana.

W rozdziale scharakteryzowano metodę PSO w kontekście zastosowania w zada-
niu projektowania materiału niejednorodnego. Omówiono podstawowe aspekty zwią-
zane z realizacją algorytmu oraz ograniczeniami realizowanego zadania optymali-
zacyjnego. Skrypt realizujący schemat PSO wykorzystano do dwóch klas zagadnień, 
w których materiały niejednorodne mogą znaleźć zastosowanie. Jako pierwszy z nich 
rozpatrzono dobór właściwości elektrycznych komórek izotropowych, zapewnia-
jących uzyskanie charakterystyki amplitudowej o zadanej częstotliwości odcięcia 
fc. Z użyciem PSO poszukiwano geometrii komórki, której właściwości elektryczne 
(rezystancja) i magnetyczne (indukcyjność) pozwalają na uzyskanie pożądanej odpo-
wiedzi częstotliwościowej. Drugim problemem była synteza płaszcza elektrycznego. 
Jego realizacja, przy zastosowaniu anizotropowej komórki, jest realizowana z użyciem 
proponowanego sposobu homogenizacji właściwości elektrycznych. Znając wartości 
efektywnej przewodności dla dwóch polaryzacji zewnętrznego pola elektrycznego, 
z użyciem algorytmu PSO realizowano zadanie syntezy komórki o tensorze przewod-
ności zbliżonym w największym możliwym stopniu do wymaganego.

5.1. Synteza materiału z użyciem PSO

5.1.1. Opis algorytmu optymalizacyjnego

Problem optymalizacji związany z analizą funkcji celu o nieznanym rozkładzie, zależ-
nej od wielu zmiennych, sprowadza się do znalezienia globalnego ekstremum przy uży-
ciu heurystycznych metod iteracyjnych. Przykładem stosowanych metod są algorytmy 
genetyczne (ang. Genetic algorithm, GA), różnicowanie ewolucyjne (ang. Differential 
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evolution, DE), sztuczna kolonia pszczół (ang. Artificial bee colony, ABC), czy opraco-
wana w połowie lat 90-tych ubiegłego wieku optymalizacja rojem cząstek (PSO) [24]. 
Proponowana procedura projektowa wykorzystuje PSO ze względu na potencjalnie 
szybką zbieżność do ekstremum funkcji celu. W przypadku zagadnień dla których uzy-
skanie pojedynczego rozwiązania przy zadanych parametrach wejściowych jest znacz-
nie wydłużone (np. związane z przeprowadzeniem szeregu obliczeń numerycznych), 
szybka zbieżność algorytmu do nawet lokalnego ekstremum funkcji celu jest cechą 
pożądaną. Realizacja procedury nie zawsze zapewnia znalezienie rozwiązania optymal-
nego w sensie globalnym, lecz najczęściej tylko zbliżone do globalnego, leżące w jego 
otoczeniu. Algorytm PSO ze względu na rozłożenie wartości testowych w przestrzeni 
poszukiwań rozwiązania, pozwala na szerokie przebadanie przestrzeni optymalizacji.

F x x( , )1 2

max

min

cząstka rozwiązanie optymalne

poprzednie rozwiązaniewektor prędkości

x1

x2

RYS. 54. Funkcja celu F(x1, x2) zmiennych x1 i x2 – minimum globalne poszukiwane w wyniku ite-
racyjnego przemieszczania cząstek w przestrzeni zmiennych zgodnie z określonym schema-
tem [65]

Algorytm PSO opiera się na wykorzystaniu skończonej populacji rozwiązań prób-
nych, tzw. agentów. Ich rozmieszczenie w przestrzeni zmiennych (rys. 54) jest opi-
sane wektorem zmiennych x, dim(x) = 1 × r, zawierającym r zmiennych decyzyjnych 
(parametrów kształtujących właściwości Ωe)

	 x =  x x xr1 2  .	 (96)

Obliczone dla kolejnych wariantów x wartości funkcji celu F(x), stanowią podstawę 
do oszacowania parametrów poprawy jakości rozwiązania, określenia modyfikacji 
kierunku i wartości prędkości przemieszczenia cząstek, a w konsekwencji – ich poło-
żenia w przestrzeni zmiennych [42]. Dla i-tego agenta oraz całej ich populacji złożonej 
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z la agentów, w każdym kroku algorytmu optymalizacyjnego (l = 1, 2, ..., l ∈ N) okre-
śla się najlepsze rozwiązania każdego agenta x l best

i
,  i najlepsze w danym zbiorze czą-

stek x l best
g
, . Obliczone parametry mają bezpośredni wpływ na modyfikację wektorów 

prędkości każdego agenta

	
v v x x x xl

i
l
i

l best
i

l
i

l best
g

l
iw c c+ = + −( )+ −( )1 1 2, , ,	 (97)

gdzie: x l
i – wektor położenia i-tego agenta w l-tej iteracji, c1, c2 – dobierane współczyn-

niki wagowe; w – wagowy współczynnik inercji. Obliczona prędkość jest skalowana 
przez współczynnik ścisku t i służy do określenia nowego położenia agenta w prze-
strzeni zmiennych, w kolejnym kroku iteracyjnym l+1

	 x x vl
i

l
i

l
it+ += +1 1.	 (98)

W opracowanej wersji schematu PSO jego zatrzymanie następuje po wykonaniu 
określonej liczby iteracji lmax lub osiągnięciu zadanego błędu εmin. Zastosowanie pierw-
szego kryterium ogranicza liczbę iteracji i gwarantuje zawsze zatrzymanie algorytmu 
oraz zwrócenie danych opisujących rozwiązanie przy ograniczeniu czasu i kosztu 
obliczeniowego algorytmu. Zastosowanie tego warunku jest uzasadnione, ponieważ 
drugie kryterium, na skutek narzucenia zbyt rygorystycznej wartości εmin, może nie 
doprowadzić do znalezienia rozwiązania. Współczynniki algorytmu t, w, c1, c2 mogą 
być zdeterminowane, generowane losowo w każdej iteracji, bądź adaptowane dyna-
micznie. Niestety przy małej liczbie cząstek w ramach prowadzonych testów, losowość 
wprowadza do algorytmu efekty chaosu, zaburzające zdeterminowany ruch agentów 
w kierunku poprawy ich rozwiązania. Pominięto również włączenia mechanizmów 
dynamicznej zmiany współczynników, ze względu na trudności określenia kryte-
riów i metod adaptacji. W przypadku agentów, których położenie może wykraczać 
poza dziedzinę optymalizacji, zastosowano tzw. ucięcie pozycji agenta (ang. position- 

-clipping), [59], polegające na każdorazowym sprawdzeniu wektora x l
i  i odgórnej zmia-

nie zbyt małych/dużych wartości zmiennych xr na narzucone ze względu na konstruk-
cję komórki lub właściwości materiału niejednorodnego.

Na podstawie poczynionych założeń, opracowaną implementację algorytmu PSO 
można zawrzeć w 12 ogólnych krokach [3].
1)	 Ustaw stałe parametry w, t, c1, c2, liczbę agentów la oraz liczbę iteracji lmax.
2)	 Wylosuj początkowe pozycje agentów x l

i oraz prędkości v1
i , i = 1, 2, ..., la.

3)	 Sprawdź ograniczenie: jeżeli ∀ ≤ ≤( )i j j j
i

jx x x, min max  przejdź do kroku 4.

Jeśli nie, to ∀ >( )i j j j
ix x, min  zachodzi x xj

i
j= min

oraz ∀ <( )i j j j
ix x, max  zachodzi x xj

i
j= max , gdzie j jest numerem zmiennej.
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4)	 Wykonaj pierwszą iterację (l = 1) i oblicz wartości funkcji celu Fi i
1 1x( )  dla poszcze-

gólnych agentów (na podstawie MES lub MR-C).
5)	 Znajdź najlepsze rozwiązanie F best

g
best

g
1 1, ,x( ) i odpowiadający mu wektor x1,best

g , gdzie 
g jest numerem lidera roju cząstek.

6)	 Zaktualizuj wektory prędkości cząstek na podstawie (97).
7)	 Wyznacz nowe położenia agentów zgodnie z (98).
8)	 Powtórz krok nr 3.
9)	 Rozpocznij kolejną iterację (l = l + 1);

10)	 Oblicz wartości funkcji celu Fl
i

l
ix( ).

11)	 Znajdź najlepsze rozwiązania własne agentów Fl best
i

l best
i

, ,x( ) i odpowiadające im 
wektory x l best

i
,  oraz najlepsze z rozwiązań w ramach roju Fl best

g
l best
g

, ,x( ) i odpowia-
dający mu wektor x l best

g
, .

12)	 Jeśli l < lmax lub εl
g > εmin wykonaj ponownie kroki od 6 do 11. W przypadku l ≥ lmax 

lub εl
g ≤ εmin zakończ algorytm i podaj dane dotyczące najlepszego rozwiązania: 

wartości funkcji celu Fn best
g

n best
g

, ,x( ) i wektor zmiennych x l best
g
, .

Schemat zaimplementowano w skrypcie obliczeniowym, ograniczając liczbę agen-
tów do la ∈ <3; 5> oraz maksymalną liczbę iteracji (lmax ≤ 10). Tak narzucone warunki 
pracy wymuszały ponowne inicjowanie algorytmu, jeżeli końcowe wartości mini-
malizowanej funkcji celu odbiegały od oczekiwanych. Ponadto, należało liczyć się 
z każdorazowo innym rozwiązaniem wynikającym m.in. z różniących się punktów 
startowych agentów. Mimo to, algorytm PSO umożliwiał rozwiązanie wszystkich 
postawionych zadań z zadowalająco małymi błędami przybliżeń ε do narzuconych 
parametrów optymalizowanej struktury elementu Ωe.

5.1.2. Synteza materiału niejednorodnego z użyciem PSO

Realizowane zadanie syntezy polega na uzyskiwaniu obiektów o określonych 
właściwościach, lecz zadanie to jest słabo określone, gdyż często istnieje więcej niż 
jedno jego rozwiązanie, a więc osiągane jest przez układy o różnej budowie. W przy-
padku niejednorodnych materiałów dotyczy to przede wszystkim związku ich budowy 
geometrycznej z właściwościami zastępczymi. Parametry kompozytu kształtowane 
są nie tylko w oparciu o właściwości materiałów składowych (budujących poszcze-
gólne warstwy), ale przede wszystkim w wyniku modyfikacji struktury wewnętrz-
nej komórek. Ze względu na silnie nieliniową zależność parametrów zastępczych 
komórki od jej parametrów geometrycznych i ich jednoczesny wpływ na poszczególne 
właściwości (np. efektywną przewodność elektryczną i przenikalność magnetyczną), 
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optymalizowana funkcja celu również pozostaje nieliniowa. Stąd do rozwiązania 
zagadnienia syntezy materiału uzasadnione jest wykorzystanie algorytmów progra-
mowania nieliniowego, a do ich klasy należy m.in. metoda PSO.

Problem kształtowania parametrów komórek Ωe poruszono w rozdziale 4.3.2. 
Przedstawiono w nim proces doboru odpowiedzi układu na zadane wymuszenie, jako 
schemat działania układu regulacji z pętlą sprzężenia zwrotnego do obiektu (rys. 45). 
Był on realizowany przez kolejne człony decyzyjne (CDp) wpływające na niezależne 
zmienne w równaniu wielomianowym opisującym transmitancję obiektu. Decyzja 
o wielkości zmiany określonego parametru wynikała wprost z różnicy między zadaną 
a otrzymaną wielkością wyjściową. Tego rodzaju metoda regulacji realizuje schemat 
optymalizacyjny poprzez modyfikację wartości grubości, wycięcia, zaokrąglenia, itp. 
w analitycznym równaniu tak, by odpowiedź obiektu (w największym możliwym 
stopniu) zgodziła się z zadaną. Człony decyzyjne CD należy traktować jako funkcje 
nieliniowe obliczające wartość zmiany parametru (Δwi, Δxj) w zależności od uchybu. 
Zestawem takich członów decyzyjnych może być schemat PSO, czyli wszystkie funk-
cje zawierające się między krokiem obliczenia wartości funkcji celu F(x) a momen-
tem wprowadzenia do modelu nowych wektorów x.

Człony decyzyjne mogą działać także wedle innych algorytmów opartych, 
np. o logikę rozmytą, sieci neuronowe lub klasyczne regulatory typu PID. Potrzebna 
jest przy tym znajomość równania opisującego transmitancję obiektu, czyli zależność 
jego właściwości od parametrów geometrycznych i materiałowych. PSO nie wymaga 
takiego opisu, bazując tylko na dyskretnych wartościach optymalizowanej funkcji 
celu. Jest zatem podejściem uniwersalnym, gdyż problem syntezy można zdefiniować 
nie tylko w oparciu o konkretne parametry (np. wymaganą wartość indukcyjności), 
ale nawet dużo bardziej złożone zależności (np. zmienność lub wartości charaktery-
styki widmowej [117]) dla obiektów o nieznanym opisie analitycznym. W algoryt-
mie zawarte są także ograniczenia przeszukiwanej przestrzeni zmiennych. Narzuce-
nie histerezy dla wartości wyjściowej regulatora PID blokuje niedopuszczalny spadek 
lub wzrost parametru poza narzucone granice, ale regulator nie zmodyfikuje para-
metrów (wzmocnienia i stałych czasowych), przez co proces optymalizacji może 
utknąć w określonym punkcie pracy (stabilizacja odpowiedzi z niedopuszczalnie 
dużym uchybem).

Zastosowanie algorytmu optymalizacyjnego wiąże się z koniecznością zbalan-
sowania przeciwstawnych założeń. Z punktu widzenia projektanta ważna jest mini-
malizacja czasu pracy algorytmu, co wprost przekłada się na redukcję liczby kro-
ków, na które składa się liczba agentów i iteracji. Oprócz tego istotna jest zbieżność 
do optymalnego rozwiązania z możliwie najmniejszym błędem. Jednak ogranicze-
nie liczby agentów wpływa negatywnie na ilość informacji uzyskiwanych w każdym 
kroku, zaś mała liczba iteracji może przedwcześnie zakończyć pracę algorytmu zanim 
zostanie określone rozwiązanie optymalne. Dążenie do skrócenia czasu wyznacze-
nia rozwiązania najczęściej obniża dokładność, a dobór wszystkich parametrów rea-
lizacji algorytmu (w tym także współczynników w, t, c1, c2) jest decydujący w kwestii 
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skuteczności zastosowanej metody optymalizacyjnej do syntezy materiału niejedno-
rodnego. Omówiony algorytm zastosowano w obliczeniach przedstawionych w roz-
działach 5.2 oraz 5.3.

5.2. Dobór właściwości materiałów izotropowych

Wprowadzenie
Jednoczesny wpływ parametrów geometrycznych komórki na jej właściwości 
elektryczne i magnetyczne, utrudnia dobór rezystancji i indukcyjności własnej ele-
mentu. Modyfikacja struktury pociąga za sobą nie tylko zmianę jednej wielkości obwo-
dowej, ale również zmianę pod względem ilościowym innych wielkości. Zadanie zsyn-
tetyzowania materiału o właściwościach determinowanych przez komórki wymaga 
zatem zastosowania algorytmu, który określając geometrię elementu uwzględni nie-
liniową zależność wielkości skupionych od parametrów geometrycznych. Wybrane 
struktury (np. typ Ωe,mod#) umożliwiają częściową separację wpływu niektórych para-
metrów na wypadkowe właściwości, jednak ich dobór w szerokim zakresie wymaga 
uwzględnienia wszystkich zmiennych opisujących geometrię komórki. W ten sposób 
możliwe jest przybliżenie się lub osiągnięcie zakładanych parametrów.

Problem staje się istotny w przypadku, gdy właściwości materiału niejednorod-
nego zależą od wzajemnej relacji obu parametrów. Przykładem jest charakterystyka 
amplitudowa, która wobec występowania w jego obwodowym schemacie zastępczym 
wyłącznie elementów czynnych i indukcyjnych, jest charakterystyką filtru dolno-
przepustowego pierwszego rzędu. Częstotliwość odcięcia fc układu zależy od ilorazu  
Re/Xe, dlatego konieczne jest symultaniczne uwzględnienie oporu czynnego i biernego. 
Proponowane struktury mogą być wykorzystane w układach elektronicznych jako 
elementy wtrącające jednocześnie pożądaną rezystancję i reaktancję. Jeżeli mają być 
przy tym spełnione wymagane właściwości filtrujące, niezbędne jest określenie właś-
ciwej relacji części czynnej oraz biernej impedancji zastępczej komórki Ωe.

Rozdział poświęcono rozwiązaniu tego rodzaju problemu. Ponieważ właściwości 
filtrujące układu nie muszą zależeć od kierunku zewnętrznego pola elektrycznego, 
wobec tego do syntezy rzeczywistego filtru pasywnego zastosowano elementy izo-
tropowe. Szeroki dobór Re i Le możliwy jest za pomocą komórek typu Ωe,mod#, dlatego 
wybrano trzy typy: Ωe,mod0, Ωe,mod3, Ωe,mod5 i porównano pod względem możliwości 
formowania ich odpowiedzi amplitudowej.
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5.2.1. Synteza struktury o pożądanych właściwościach filtrujących

Na wstępie zdefiniowano parametry, a przede wszystkim częstotliwość odcięcia filtru, 
konieczne w celu uzyskania jego fizycznej realizacji. Następnie omówiono struktury 
charakteryzujące się możliwością szerokiego doboru rezystancji i indukcyjności włas-
nej. Na koniec krótko przedstawiono parametry wykorzystywanego schematu opty-
malizacyjnego PSO i warunki jego realizacji.

1)	 Właściwości filtru
Ze względu na rezystancyjno-indukcyjny charakter rozpatrywanych komórek, 

a także topologię połączenia elementów w schemacie zastępczym, układ umożliwia 
realizację filtru dolnoprzepustowego pierwszego rzędu. Punktem na charakterystyce 
amplitudowej, stanowiącym granicę między pasmem przepuszczania a pasmem zapo-
rowym, jest częstotliwość odcięcia fc. Właściwości elementu w funkcji częstotliwości 
f, przy określonych parametrach schematu zastępczego (rys. 55a), opisano za pomocą 
modułu admitancji

	 ( )
2 2 2 2

1

4z z

Y f
R f L

=
+ π

.	 (99)

Tłumienie filtru K można wyznaczyć na podstawie zależności (99) oraz znajomo-
ści moduł admitancji |Y(0)| przy częstotliwości f = 0 Hz ze wzoru
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Uwzględniając wzory (99) i (100) oraz umowną granicę między pasmem prze-
puszczania i tłumienia (K = –3 dB), wzór określającą teoretyczną wartość częstotli-
wości odcięcia przyjmie postać
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Charakterystyka tłumienia idealnego filtru w paśmie zaporowym jest monoto-
nicznie malejąca ze współczynnikiem tłumienia wynoszącym –20 dB/dek. Natomiast 
w paśmie przepuszczania wartość tłumienia K jest stała. Fizyczna realizacja ideal-
nego układu filtrującego z użyciem materiału niejednorodnego nie jest możliwa, stąd 
otrzymana odpowiedź będzie jedynie przybliżeniem odpowiedzi idealnej.

2)	 Opis struktury
W rozdziale 4.4.1 wskazano, że istnieje uwarunkowany współczynnikiem topo- 

logii rUG związek między zastępczymi właściwościami układu, a impedancją komórki. 
Ponieważ admitancja materiału jest bezpośrednio związana z admitancją elementu 
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Ωe, to zadanie syntezy struktury o określonej charakterystyce amplitudowej ograni-
cza się do rozważań nad pojedynczą komórką. W rozpatrywanych wariantach geo-
metrii komórek (rys. 22a, d, e) przyjęto założenia:
a)	 rozmiary komórek pozostają stałe i wynoszą de,x × de,y ×de,z = 5 × 5 × 0,2 mm;
b)	 przewodność elektryczna części przewodzącej σA = 5,6·107 S/m.

Zastosowanie miedzi jako materiału budującego ma na celu redukcję rezystan-
cji i zwiększenie dobroci elementu, umożliwiając uzyskanie niskich częstotliwości 
odcięcia (np. fc = 20 kHz). Struktury o tego rodzaj parametrach można wytworzyć, 
np. metodą trawienia laminatów o pogrubionej warstwie miedzi (de,z = 200 μm).

Na rys. 55 przestawiono uproszczony obwód zawierający czwórnik realizujący 
zadanie filtracji napięcia harmonicznego Us przez układ o admitancji Yz. Współczyn-
nik tłumienia jest identyczny dla układu i komórek tworzących, ponieważ jego wiel-
kość jest wyrażona przez iloraz admitancji i podlega jedynie liniowemu skalowaniu 
z uwzględnieniem współczynnika topologii rUG. Z tego względu analizie poddano 
pojedynczy element (rys. 55b). Z czwórnika wyodrębniono gałąź podłużną i podłą-
czono do źródła napięciowego Uz = 1 V. Po obliczeniu modelu komórki ze względu 
na pole elektryczne i magnetyczne wyznaczano parametry skupione (Re, Le). Na pod-
stawie (101) obliczano częstotliwość odcięcia, a po podstawieniu (99) do (100) wykre-
ślano charakterystykę amplitudową K(f).
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a) b)

RYS. 55. Realizacja filtru dolnoprzepustowego: a) obwód pobudzony harmonicznym napięciem 
Us z filtrem Yz i odbiornikiem Zo; b) ideowy schemat do wyznaczania właściwości komórek two-
rzących filtr

3)	 Proces doboru geometrii układu
Synteza geometrii komórek Ωe,mod# odbywała się przy określonych nastawach 

algorytmu PSO, stałych dla wszystkich przypadków (tabela 7). Skalowaniu podlegała 
jedynie liczba agentów, którą zmieniano w zależności od stopnia złożoności geome-
trii komórki. Liczba zmiennych podlegających zmianom, mającym wpływ na wynik 



128

optymalizacji wynosiła 3, 4 lub 5 odpowiednio dla elementów Ωe,mod0, Ωe,mod3, Ωe,mod5. 
Dlatego liczbę agentów zmieniano liniowo w zależności od liczby zmiennych uwzględ-
nianych w procesie optymalizacji.

Za funkcję celu przyjęto błąd średniokwadratowy między otrzymaną charakte-
rystyką amplitudową Ko(f) a idealną Kz(f) o zadanej częstotliwości odcięcia fc,z

	 F K f K fo p z p
p

P

x( ) = ( ) − ( )





=
∑

2

1

,	 (102)

gdzie: P = 10 – liczba punktów obliczeniowych na charakterystyce amplitudowej, 
fp ∈{0,1; 1; 10; 30; 75; 110; 150; 300; 750; 1000} kHz. Wektory zmiennych podlegają-
cych modyfikacjom przyjęły postać

	 Ω' d d re,mod0 mod0: ,,x =  1 2 3 0

	 Ω' d d r re,mod3 mod3: ,,x =  1 2 3 1 2 	 (103)

	 Ω' d d r r re,mod5 mod: .,x 5 1 2 3 1 2 3=  

Procedura optymalizacyjna była realizowana w celu uzyskania struktur o narzu-
conych częstotliwościach odcięcia fc,z∈{20; 60; 90; 110; 150} kHz. Początkowe wartości 
wektora x losowano z przedziału ograniczonego przyjętymi wartościami (tabela 7), zaś 
wartości wektora prędkości v w ramach algorytmu PSO losowano z przedziału 0 ÷ 1.

TABELA 7. Zestawienie parametrów realizacji schematu PSO

Grupa
parametrów Symbol Wartość Uwagi

Współczynniki
algorytmu

la
w
t

c1, c2

3 (Ωe,mod0), 4 (Ωe,mod3), 5 (Ωe,mod5)
0,5
0,3
1,5

Liczba agentów 
skalowana w zależności 

od liczby zmiennych.

Kryterium
zakończenia 

obliczeń

lmax 7 –

Ograniczenie 
dziedziny

optymalizacji

d1,min = d2 ,min
d1,max = d2 ,max

d3,min
d3,max
r0,min
r0,max

r1,min = r2 ,min = r3,min
r1,max = r2 ,max = r3,max

0,50 mm
4,50 mm
0,25 mm
4,50 mm
0,05 mm
1,00 mm
0,05 mm
0,60 mm

Wartości graniczne 
parametrów 

geometrycznych wynikają 
m.in. z możliwości 

realizacji rzeczywistych 
układów i ograniczeń 
obliczanego modelu 

numerycznego.
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Proces syntezy wykonano w oparciu o model 3D komórek i dielektrycznego otocze-
nia rozwiązywany za pomocą MES. Pakiet numeryczny Comsol sprzęgnięto z własnym 
skryptem realizującym schemat PSO. Zautomatyzowanie procesu wymiany informa-
cji i doboru geometrii komórek pozwoliło na efektywną realizację procedury obli-
czeń oraz uzyskanie geometrii spełniających z przybliżeniem narzucone wymagania.

5.2.2. Dyskusja wyników

Efektem działania algorytmu było wyznaczenie wektora zmiennych (103) dla każdej 
z częstotliwości odcięcia oraz wariantu elementu. Przykładowe struktury elementów 
(rys. 56) charakteryzują się zróżnicowaną budową. Porównując geometrie komórek 
zapewniające fc = 60 kHz otrzymano odmienne ułożenie ścieżek i wcięć profilujących, 
szerokości styku i wycięcia wewnętrznego.

x

y
z

a) d) g)

b) e) h)

c) f) i)

Ω
e,mod0

3Ω
e,mod

5Ω
e,mod

RYS. 56. Wybrane, wyznaczone geometrie komórek o częstotliwości odcięcia wynoszącej odpo-
wiednio: a)÷c) 60 kHz; d)÷f) 90 kHz; g)÷i) 110 kHz

Modyfikacja Ωe,mod0 prowadzi do uzyskania podobnych, ośmiokątnych struktur 
(rys. 56a,d,g). Elementy typu Ωe,mod3 (rys. 56b,h) i Ωe,mod5 są zauważalnej zróżnico-
wane o coraz bardziej złożonej geometrii przy wyższych częstotliwościach odcięcia. 
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W każdym przypadku wzrost fc,z prowadził do porowatej struktury elementu (sze-
rokie wycięcie wewnętrzne) i coraz szerszych styków. W konsekwencji następuje 
wzrost długości ścieżki i redukcja jej szerokości, zwiększając indukcyjność własną 
i rezystancję.

Dobranie parametrów umożliwiło uzyskanie częstotliwości odcięcia (tabela 8) 
zbliżonych do zadanych. Średnie błędy dla poszczególnych typów komórek wyniosły 
kolejno –14,3%, 0,2% i 2,3%. Geometria Ωe,mod0 sprawdzała się tylko poniżej zadanej 
częstotliwości fc,z = 90 kHz. Narzucone granice dziedziny optymalizacji uniemożli-
wiły syntezę elementu o dostatecznie wysokiej rezystancji. Warianty Ωe,mod3 i Ωe,mod5, 
dzięki dodatkowym wcięciom w ramiona, zapewniły zarówno wymagany poziom 
oporu czynnego jak i biernego dla każdej narzuconej częstotliwości fc,z.

a) b)

c) d)
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RYS. 57. Charakterystyki amplitudowe idealne i otrzymane dla poszczególnych typów komó-
rek przy zadanych częstotliwościach odcięcia: a) fc,z = 60 kHz; b) fc,z = 90 kHz; c) fc,z = 110 kHz;  
d) fc,z = 150 kHz
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TABELA 8. Dobrane wartości parametrów skupionych i częstotliwości odcięcia trzech typów 
komórek

fc,z
[kHz]

Ωe,mod0 Ωe,mod3 Ωe,mod5

Re
[mΩ]

Le
[nH]

fc
[kHz]

Δfc% Re
[mΩ]

Le
[nH]

fc
[kHz]

Δfc% Re
[mΩ]

Le
[nH]

fc
[kHz]

Δfc%

20 0,20 1,53 20,83 4,1% 0,18 1,41 20,60 3,0% 0,23 1,74 21,33 6,7%
60 0,73 1,77 65,81 9,7% 0,93 2,36 62,40 4,0% 0,65 1,68 61,41 2,3%
90 0,87 1,78 78,30 –13,0% 1,01 1,79 89,69 –0,3% 1,03 1,72 95,12 5,7%

110 0,93 1,87 79,08 –28,1% 1,32 1,94 108,25 –1,6% 1,32 1,91 109,87 –0,1%
150 1,11 2,11 83,88 –44,1% 2,01 2,22 144,21 –3,9% 2,29 2,50 145,52 –3,0%

Każda z geometrii zapewniła uzyskanie charakterystyki o tłumieniu 20 dB/dek 
w paśmie zaporowym (rys. 57) oraz fc,z = 20 kHz. Dla fc,z > 60 kHz komórka Ωe,mod0 
optymalizowana była do maksymalnej częstotliwości odcięcia tej geometrii wynoszą-
cej około 80 kHz. Pozostałe warianty komórek Ωe,mod3 i Ωe,mod5 można było dopasować 
do zadanych charakterystyk (rys. 57b, c, d). Otrzymane wykresy wskazują na pokrycie 
się punktu częstotliwości odcięcia charakterystyki zadanej i charakterystyki komórek 
typu Ωe,mod3 i Ωe,mod5. Wykresy pokrywają się w paśmie przepuszczania, jak również 
na pograniczu z początkiem pasma zaporowego. Wskazuje to na skuteczność opty-
malizacji geometrii z wykorzystaniem PSO i świadczy o możliwości syntezy komó-
rek materiału niejednorodnego oraz ich możliwym wykorzystywaniu jako filtrujące 
układy dolnoprzepustowe.

5.3. Dobór właściwości materiałów anizotropowych

Wprowadzenie

Oprócz komórek o właściwościach izotropowych, rozpatrzono i zaproponowano 
także komórki anizotropowe, charakteryzujące się różną przewodnością elektryczną 
oraz przenikalnością magnetyczną dla każdego z trzech kierunków x, y, z. Ze względu 
na założenie (15) zjawiska zachodzące w osi Oz, tzn. wzdłuż wysokości elementu, 
są pomijane. Anizotropia materiałowa dotyczy różnic w wartościach parametrów 
materiałowych rozpatrywanych w kierunku długości (de,x) i szerokości (de,y) elementu. 
Dobór właściwości materiałów anizotropowych sprowadza się do wyznaczenia ele-
mentów tensora materiałowego o postaci (88), które związane są z wektorami lokal-
nego układu współrzędnych, stycznego do powierzchni Ωe.
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W rozdziale 1.2.2 omówiono m.in. układ tzw. płaszcza (ang. cloak) ukrywającego 
obiekty w stałym polu elektrycznym. Jednym z proponowanych zastosowań mate-
riałów niejednorodnych jest ich wykorzystanie jako fizycznej realizacji materiałów 
pola skalarnego, które umożliwiają uzyskanie efektu ukrycia. W odróżnieniu od roz-
wiązań proponowanych w literaturze, metoda syntezy MMS z użyciem planarnej 
struktury periodycznej pozwala na wykorzystanie tylko jednego materiału przewo-
dzącego (A), ponieważ izolatorem (B) jest powietrze lub nieprzewodzące lepiszcze. 
Właściwości kształtowane są wyłącznie w oparciu o modyfikację geometrii poje-
dynczej komórki o wybranej strukturze (np. typ kratka, Ωe,k), zamiast syntezy i ana-
lizy całego metamateriału, jak w przypadku struktur porowatych, warstwowych, 
czy też sensu-kształtnych (rozdział 1.2).

Proces projektowania i syntezy płaszcza elektrycznego z użyciem kompozytu 
niejednorodnego przedstawiono w kolejnych punktach. Program realizujący algorytm 
PSO sprzęgnięto z programem Comsol przeprowadzającym obliczenia numeryczne. 
Dodatkowo przygotowano odrębny model 2D z otoczeniem, obiektem oraz zsynte-
tyzowanym płaszczem i rozwiązano zagadnienie rozkładu stacjonarnego pola elek-
trycznego w układzie z użyciem MES, by zweryfikować poprawność doboru para-
metrów modelu homogenicznego. Schemat optymalizacyjny uruchomiono 3-krotnie, 
uzyskując za każdym razem inne komórki o podobnych właściwościach.

5.3.1. Synteza płaszcza elektrycznego

Proces syntezy płaszcza podzielono na 4 etapy kolejno warunkujące następujące 
po sobie kroki. W pierwszym zdefiniowano i opisano przykładowy układ, w drugim 
określono warunki ukrycia obiektu za pomocą metamateriału, w trzecim przedsta-
wiono geometrię syntetyzowanej komórki w celu konstrukcji płaszcza, zaś w ostat-
nim omówiono algorytm i rezultaty postępowania optymalizacyjnego.

1)	 Rozważany układ
Jako przykładowy układ wybrano fragment przewodnika płaskiego (rys. 58) 

o wymiarach do × do × ho = 140 × 140 × 0,5 mm. Przewodnik tworzył otoczenie o prze-
wodności σo = 6 S/m. Potencjał skalarny zadano na krawędziach ΓV i Γ0 (VΓV = 1 V, 
VΓ0 = 0 V) wymuszając pole elektryczne wzdłuż osi Ox. W rezultacie rozkład natężenia 
pola jest jednorodny, a izolinie potencjału ułożone równolegle w całym obszarze (rys. 
58a). Jest to pożądany stan pracy układu w którym pole jest niezaburzone, a widziana 
z pary zewnętrznych krawędzi konduktancja Gz jest równa konduktancji otoczenia
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RYS. 58. Rozkład potencjału elektrycznego: a) układ bez obiektu; b) układ z obiektem o promie-
niu ra – zaburzenie pola w bliskim (płaszcz o promieniu rp) i dalszym (poza rp) obszarze układu

Wartość Gz jest jednym ze wskaźników umożliwiających ocenę skuteczności 
ukrywania obiektów, rozumianej jako brak mierzalnych efektów zmian Gz z punktu 
widzenia zewnętrznego obserwatora. Ukrycie obiektu oznacza, że bez względu 
na pomiar rozkładu pola lub natężenia prądu wpływającego do układu (bądź innej 
wielkości skupionej), identyfikacja obiektu powinna być utrudniona lub niemożliwa.

Po umieszczeniu nieprzewodzącego obiektu (σa = 0,1 μS/m) w kształcie koła o pro-
mieniu ra = 20 mm w centralnej części układu, następuje zniekształcenie izolinii poten-
cjału (rys. 58b). Jest ono zauważalne nawet przy skrajnych krawędziach. W konse-
kwencji zastępcza konduktancja określona jako
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obniża się do wartości Gz = 2,64 mS, czyli o 12% względem wartości początkowej Go. 
Identyfikacja obiektu jest możliwa nie tylko na podstawie rozkładu pola, ale również 
w wyniku pomiaru wielkości obwodowych (zmiana konduktancji). Do układu, w celu 
ukrycia obiektu, dodano płaszcz o promieniu rp = 38 mm. Ponieważ zastosowane 
do jego budowy komórki Ωe mają kwadratowy kształt, okrągły płaszcz przybliżono 
ośmiokątem foremnym składającym się z 40 elementów ułożonych w dwie warstwy.

2)	 Właściwości metamateriału
Wyprowadzenie wymaganych przewodności elektrycznych (σp) anizotropowego 

materiału niejednorodnego przeprowadzono opierając się na transformacji współrzęd-
nych [142]. Rozkład potencjału elektrycznego opisany jest równaniem Laplace'a (10), 

w którym f = V, a operator Laplace’a ∇ = ∂
∂
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w układzie współrzędnych biegunowych. W jednorodnym obszarze 2D (rys. 58a) 
znana jest izotropowa przewodność σ0. Zgodnie ze wzorem (9) tensor przewodności 
dla równania (10) opisującego jednorodny układ można wyznaczyć jako

	 σpˆ p

T

=
J J

J
 o

det( )
.	 (106)

Strukturę macierzy Jakobiego J dla przypadku płaszcza podano w równaniu (12). 
Stąd poszukiwany tensor przewodności to
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a po podstawieniu przyjętych wymiarów obiektu i płaszcza otrzymuje się
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Jest to przypadek płaszcza nieidealnego – zapewnia maskowanie obiektu, 
ale nie bierze pod uwagę jego właściwości, a zastosowana transformacja wedle rów-
nania (11) tylko liniowo deformuje przestrzeń. Układ można zrealizować z użyciem 
homogenicznego metamateriału, lecz rozkład pola będzie zależał także od przewod-
ności obiektu.

3)	 Komórka materiału niejednorodnego
Do realizacji płaszcza niezbędna jest struktura anizotropowa. Jedną z podstawo-

wych komórek spełniających te warunki jest komórka typu Ωe,k. Ze względu na geo-
metrię elementu, możliwe jest uzyskanie wymaganego do utworzenia płaszcza ilo-
razu przewodności σφ/σr = 4,46. Materiał odwzorowano za pomocą kwadratowych 
komórek, stąd konieczne było określenie relacji między właściwościami zdefiniowa-
nymi w układzie współrzędnych biegunowych (σr i σφ), a przewodnościami komórki 
w układzie kartezjańskim (σeff,x i σeff,y). Na rys. 59a widać, że gdy rozmiar elementu 
spełnia warunek de << rp wtedy jego lokalny, kartezjański układ współrzędnych xy 
pokrywa się z globalnym układem współrzędnych rφ. Można przyjąć, że elementarne 
rozmiary komórki są równe elementarnym długościom układu otoczenie-płaszcz-

-obiekt, a więc ∆x = ∆φ∆r oraz ∆y = ∆r. Dzięki temu założeniu nie ma potrzeby defor-
macji komórki i obliczania jej w globalnym, biegunowym układzie współrzędnych, 
lecz można analizować właściwości w lokalnym, prostokątnym układzie i na tej pod-
stawie dokonać syntezy materiału.
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RYS. 59. Komórka tworząca płaszcz: a) fragment przykładowego układu z zaznaczeniem ukła-
dów współrzędnych; b) komórka typu Ωe,k i jej parametry geometryczne

Komórka o wymiarach 9 × 9 × 0,5 mm i przewodności części przewodzącej 
σA = 19 S/m była charakteryzowana przez cztery parametry zewnętrzne (rys. 59b), 
dobierane w procesie optymalizacji. Przyjęta przewodność oraz wymiary wynikają 
z obserwacji autora. Materiałem budującym komórkę może być, np. przewodzący fila-
ment, stąd zachowując podane wymiary komórki możliwe jest wytworzenie meta-
materiału metodą druku 3D [111].

4)	 Proces syntezy
W procesie optymalizacji przyjęto parametry algorytmu (tabela 9), niezmienne 

dla 3 prób optymalizacyjnych, które dobrano tak, aby proces przebiegał w jak naj-
mniejszej liczbie kroków. Funkcję celu zdefiniowano jako sumę wartości bezwzględ-
nych różnic między przewodnością obliczoną a zadaną

	 F x yx x x( ) = ( ) − + ( ) − S/m  S/m eff eff , ,, ,12 67 2 84 ,	 (109)

gdzie x jest wektorem zmiennych danym jako

	 x =  d d d d1 2 3 4 .	 (110)

Początkowe wartości wektora x były losowane z przedziału dopuszczalnych war-
tości minimalnych i maksymalnych (tabela 9). Również początkowe wartości wek-
tora prędkości cząstek (v) były losowo dobierane z przedziału 0 ÷ 1.
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TABELA 9. Zestawienie parametrów realizacji schematu PSO

Grupa
parametrów Symbol Wartość Uwagi

Współczynniki
algorytmu

la
w
t

c1, c2

4
0,7
0,3
1,5

–

Kryterium
zakończenia obliczeń

lmax 10 –

Ograniczenie dziedziny
optymalizacji

d1,min = d2 ,min
d1,max = d2 ,max

d3,min
d3,max
d4,min
d4,max

1,00 mm
6,00 mm
0,09 mm
2,25 mm
0,09 mm
8,10 mm

Wartości graniczne parametrów 
geometrycznych wynikają 

m.in. z możliwości realizacji 
rzeczywistych układów.

Algorytm wykonano trzykrotnie wedle procedur opisanych w rozdziale 5.1. 
Proces wiązał się z każdorazowym, dwukrotnym (dla obu polaryzacji zewnętrz-
nego pola elektrycznego) obliczeniem modelu komórki o parametrach geometrycz-
nych wyznaczonych w procedurze optymalizacyjnej. Każdy z rezultatów procedury 
optymalizacyjnej opisanych zestawem parametrów geometrycznych wykorzystano 
do utworzenia płaszcza. Model 2D układu obliczono ze względu na rozkład potencjału 
elektrycznego, w celu porównania i ewaluacji poszczególnych rezultatów działania 
programu oraz porównania z teoretycznie obliczonym, jednorodnym metamateriałem.

5.3.2. Dyskusja wyników

W rezultacie działania algorytmu optymalizacyjnego uzyskano trzy zbliżone 
geometrie komórek (rys. 60), spełniające wymagania płaszcza. W przypadku każdej 
konfiguracji zwiększana była szerokość kontaktu między elementami w kierunku x  
(parametr d1) oraz zmniejszana szerokość wycięcia w kierunku y (parametr d4). 
W ten sposób uzyskano wzrost efektywnej przewodności σeff,x. Działanie odwrotne 
na parametrach d2 i d3 redukowało z kolei wartość σeff,y. Porównanie parametrów 
opisujących konfiguracje przedstawione na rys. 60, wskazuje na zróżnicowanie 
geometrii komórek. Uruchomienie algorytmu optymalizacyjnego skutkowało 
uzyskaniem zbliżonych pod względem jakościowym struktur, co wynika z mnogo-
ści możliwych rozwiązań (istnieje wiele geometrii spełniających narzucone kryte-
ria), małej zmienności funkcji celu oraz założonego błędu obliczeń w ramach algo-
rytmu PSO.
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a) b) c)

d1 [mm] 5,386 4,643 5,855
d2 [mm] 3,390 2,560 1,000
d3 [mm] 0,585 0,090 0,630
d4 [mm] 8,100 8,100 6,750

RYS. 60. Parametry i geometria komórek tworzących: a) płaszcz 1; b) płaszcz 2; c) płaszcz 3

Skuteczność ukrycia i tym samym weryfikację metody syntezy i homogeniza-
cji metamateriału, stanowi analiza rozkładu potencjału w całym układzie (rys. 61). 
Pierwszy model zakładał użycie teoretycznego, homogenicznego płaszcza o prze-
wodnościach zdefiniowanych w [108]. Pomimo zgodności modelu numerycznego 
z teoretycznym modelem zjawisk wynikających z transformacji współrzędnych, nie 
występuje idealne ukrycie obiektu. Izolinie potencjału nie są równoległe (rys. 61a) 
w środkowej części układu. Płaszcz powoduje redukcję efektów deformacji pola 
w otoczeniu obiektu, ale nie są one w pełni zredukowane w bliskim otoczeniu płasz-
cza (rp < r < 2rp). Identyczne obserwacje pojawiają się w przypadku układu z płasz-
czem 1 i 2 (rys. 61b, c), które redukują zniekształcenia rozkładu potencjału, ale nie 
eliminują problemu zakrzywienia izolinii blisko krawędzi zewnętrznej płaszcza. 
Poprawę można dostrzec w ostatnim modelu z płaszczem nr 3 (rys. 61d) – izolinie 
przy lewej i prawej krawędzi płaszcza uległy mniejszej deformacji niż w poprzednich 
przypadkach. Wynika to ze zmniejszenia wartości składowej pionowej (Jy) gęstości 
prądu w tym obszarze.

W przypadku płaszczy 1, 2 i 3 okrągłą konstrukcję zastąpiono strukturą 
ośmiokątną. Deformacja rozkładu pola występowała w obrębie płaszcza (rys. 62), 
lecz wykorzystanie warstwy anizotropowego materiału umożliwiło redukcję zabu-
rzenia rozkładu potencjału w obszarze otoczenia i obiektu. Na podstawie obliczonych 
rozkładów pola elektrycznego można jednoznacznie stwierdzić, że każdy z płaszczy 
(rys. 62b) zapewnił podobny efekt ukrycia obiektu jak teoretyczny, anizotropowy 
materiał homogeniczny (rys. 62a) o przewodnościach elektrycznych wyznaczonych 
analitycznie. Potwierdza to poprawność sposobu homogenizacji struktur niejedno-
rodnych zaproponowanego w rozdziale 4.5.1, gdyż zachowują się one jak anizotro-
powy materiał, którego właściwości dobiera się stosując schemat optymalizacyjny. 
Przy zastosowaniu materiału niejednorodnego istnieje więcej niż jedno rozwiązanie 
gwarantujące spełnienie narzuconych warunków.
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RYS. 61. Izolinie i rozkład potencjału: a) płaszcz homogeniczny – materiał opisany tensorem (108);  
b) płaszcz 1; c) płaszcz 2; d) płaszcz 3
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RYS. 62. Rozkład potencjału elektrycznego wzdłuż przekroju A–A’: a) układ bazowy oraz z obiek-
tem i płaszczem homogenicznym; b) układ z płaszczami 1, 2 i 3
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Jednym z globalnych, zastosowanych wskaźników skuteczności działania płaszcza 
jest konduktancja zastępcza (tabela 10) widziana z pary zacisków (krawędzi) zasila-
jących. W modelu bazowym, gdy występuje tylko otoczenie, konduktancja wynosiła 
3 mS. Umieszczenie obiektu powoduje spadek do 2,64 mS, czyli o 11,97%. Po zasto-
sowaniu homogenicznego materiału, charakteryzowanego przez wymagany tensor 
przewodności, nie udało się uzyskać efektu idealnego ukrycia – konduktancja róż-
niła się od bazowej o 3,03%. Jeszcze gorzej wypadł zsyntetyzowany płaszcz numer 
1, bowiem różnica wzrosła dodatkowo o 0,5%. Płaszcz numer 2 zapewnił już niemal 
identyczny efekt jak materiał teoretyczny – konduktancja zastępcza (2,92 mS) zbli-
żyła się do bazowej. Najlepszy rezultat uzyskano przy zastosowaniu płaszcza numer 
3, gdyż względna różnica między konduktancją w tym przypadku i konduktancją 
układu bazowego to mniej niż 2%.

TABELA 10. Konduktancja zastępcza układu otoczenie-płaszcz-obiekt i efektywne przewodno-
ści płaszczy

Model
Parametr Bazowy Bazowy

+ obiekt Homogeniczny Płaszcz 1 Płaszcz 2 Płaszcz 3

Gz [mS] 3,00 2,64 2,91 2,89 2,92 2,94
∆Gz,% 0,00% –11,97% –3,03% –3,57% –2,80% –1,97%

σeff,x.[S/m] – – 12,67 12,64 12,76 12,66
σeff,y.[S/m] – – 2,84 2,78 2,70 3,39

Najlepszy efekt ukrycia uzyskano za pomocą płaszcza 3, co koreluje z rozkładem 
pola oraz konduktancją zastępczą, ale odbiega od dokładności dopasowania właści-
wości elementów (wartość funkcji celu F(x3) = 0,561) do wymaganych przewodno-
ści. Najbardziej precyzyjne dopasowanie (z błędem F(x1) = 0,094) wystąpiło przy geo-
metrii nr 1, ale odznaczało się najmniejszą skutecznością ukrycia. Formą pośrednią, 
zarówno jeśli chodzi o maskowanie obiektu, i precyzję (F(x2) = 0,228) odwzorowania 
właściwości homogenicznego metamateriału był płaszcz numer 2.

Analizując wyznaczone wartości przewodności efektywnych można dojść do wnio-
sku, że poprawa jakości ukrycia obiektu jest wynikiem zwiększenia efektywnej prze-
wodności elektrycznej σeff,y komórek tworzących anizotropowy materiał. Wiąże się 
to z konstrukcją rzeczywistego płaszcza, który nie był idealnie kołowy, lecz jedynie 
przybliżony ośmiokątną strukturą. Dalszą poprawę można uzyskać modyfikując 
geometrię komórek Ωe, w których ograniczono się do 3 wycięć w części centralnej. 
Wprowadzenie dodatkowych wycięć, bądź profilowanie ścieżek wpłynie na możli-
wość kształtowania zastępczej rezystancji struktury w wybranych kierunkach. Prze-
łoży się to bezpośrednio na wartości efektywnych przewodności elektrycznych, ale 
jednocześnie doprowadzi do zwiększenia liczby dobieranych parametrów geometrycz-
nych, podwyższając stopień złożoności zagadnienia optymalizacyjnego.
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Podsumowanie
W rozdziale scharakteryzowano algorytm optymalizacyjny PSO i przedstawiono 
jego zastosowanie w syntezie materiałów niejednorodnych. Dobór właściwości prze-
biegał w oparciu o iteracyjne przeszukiwanie przestrzeni zmiennych w celu opty-
malizacji nieliniowej funkcji celu. Omówiono skuteczność i narzucone ograniczenia 
związane z poprawą efektywności algorytmu optymalizacyjnego. Wskazano na nie-
jednoznaczność efektów pracy skryptu obliczeniowego, a także problemy występu-
jące przy rozwiązywaniu przedstawionych zagadnień.

Schemat optymalizacyjny wykorzystano do syntezy komórek zapewniających 
pożądaną charakterystykę amplitudową. Kryterium doboru oparto o dopasowanie 
odpowiedzi elementu do odpowiedzi idealnego filtru o zadanej częstotliwości odcię-
cia i tłumieniu –20 dB/dek w paśmie zaporowym. Zadanie zrealizowano przy uży-
ciu komórek Ωe,mod#, charakteryzujących się szeroką regulacją zastępczej rezystancji 
i indukcyjności. Porównano charakterystyki amplitudowe otrzymane na podstawie 
modeli numerycznych trzech elementów o odmiennej budowie wewnętrznej, przy pię-
ciu różnych częstotliwościach odcięcia. Najbardziej złożone strukturalnie elementy 
typu Ωe,mod3 i Ωe,mod5 zapewniały dobór punktu odcięcia dla częstotliwości z zakresu 
od 20 do 150 kHz, precyzyjnie dopasowując do niego geometrię komórek. Podsta-
wowy typ Ωe,mod0 naśladował zachowanie pozostałych dwóch struktur z podobną pre-
cyzją, w ograniczonym paśmie nastawy częstotliwości odcięcia do fc = 90 kHz.

Przykładem zastosowania PSO w projektowaniu anizotropowych struktur 
była synteza metamateriału umożliwiającego ukrycie dowolnego obiektu w przepły-
wowym, stałym polu elektrycznym. W tym celu zaproponowano przykładowy układ 
i określono warunki jego pracy. Następnie dobrano parametry geometryczne elemen-
tów typu Ωe,k, uzyskując przewodności kierunkowe zbliżone do wymaganych. Rezul-
tatem była synteza trzech płaszczy o nieznacznie odmiennej budowie wewnętrznej 
i właściwościach przewodzących. Każdy z nich zapewnił podobny do teoretycznego 
efekt ukrycia obiektu, w jednym z przypadków poprawiając rezultat względem płasz-
cza jednorodnego. Potwierdzono także poprawność sposobu homogenizacji właści-
wości elektrycznych oraz możliwość stworzenia materiału o dobieranych, anizotro-
powych przewodnościach elektrycznych przy użyciu komórek formujących kompozyt.
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Rozdział 6  
Weryfikacja eksperymentalna

Wprowadzenie
Ocenę właściwości materiału niejednorodnego dokonano dotychczas w oparciu 
o modele numeryczne. Porównaniu poddano proponowaną metodę MR-C oraz MES, 
w których obliczane były modele o różnym stopniu złożoności (2D w MR-C i 3D 
w MES) oraz różnej liczbie stopni swobody. Wyniki obliczeń teoretycznych stacjo-
narnego pola magnetycznego scharakteryzowano w publikacjach [12, 113], w których 
wykazano zbieżność rezultatów otrzymanych przy rozwiązaniu metodą MR-C i MES. 
Zaprezentowane wnioski potwierdzają także rozkłady pól elektrycznego i magne-
tycznego przedstawione w rozdziale 3.5, które charakteryzowały się wysokim stop-
niem podobieństwa. Na podstawie rozkładu powierzchniowego pola elektrycznego 
i magnetycznego w przekroju podłużnym elementu, identyfikowane są jego zastęp-
cze właściwości. W rozdziale 4.2 skupiono się na porównaniu metod pod kątem esty-
macji parametrów obwodowych: rezystancji, indukcyjności własnej i wzajemnej mię-
dzy komórkami. Uzyskano zadowalającą zgodność wyników obliczeń. Zauważalne 
rozbieżności ilościowe między MR-C i MES dotyczyły najtrudniejszego w teoretycz-
nym oszacowaniu wsp. sprzężenia indukcyjnego.

W niniejszym rozdziale przedstawiono weryfikację eksperymentalną modeli 
numerycznych przeznaczonych do oceny właściwości materiałów niejednorodnych. 
Identyfikacja rezystancji i indukcyjności zastępczej materiału laminarnego jest klu-
czowym etapem, bowiem zarówno proces homogenizacji układu, jak i jego model 
sieciowy opierają się na znajomości skupionych parametrów obwodowych. Te z kolei 
wyznaczane są w wyniku analizy pojedynczej komórki lub pary komórek. Istotne jest, 
aby wielkości skupione określone w wyniku numerycznego rozwiązania zagadnie-
nia polowego zgadzały się z rzeczywistymi właściwościami zastępczymi materiału. 
Wstępne wyniki pomiarów próbek wytworzonych metodą druku 3D zawarto w pub-
likacji [118]. Posłużyły one przeprowadzeniu pomiarów eksperymentalnych i wery-
fikacji dokładności modeli.

W rozdziale przedstawiono weryfikację modeli numerycznych przeprowadzoną 
przez porównanie obliczonych zastępczych rezystancji i indukcyjności 30 próbek 
materiałowych ze zmierzonymi na stanowisku pomiarowym. Każda próbka składała 
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się z 20 szeregowo połączonych elementów o określonej budowie. Zastosowany układ 
elementów w obrębie próbki przyjęto ze względu na małe wartości ich parametrów 
skupionych. Przykładem jest indukcyjności pojedynczego elementu, której wartość 
rzędu pojedynczych nH jest poniżej zakresu pomiarowego dostępnego mostka RLC. 
Był to także powód rezygnacji w tej serii badań z próbek drukowanych z przewodzą-
cego PLA, gdyż dominująca w impedancji zastępczej rezystancja (rzędu kΩ) utrud-
nia pomiar metodą techniczną dużo mniejszej reaktancji (rzędu mΩ).

Odrębnym testom poddano struktury izotropowe oraz anizotropowe, dla któ-
rych wyznaczono zastępcze parametry przy dwóch wzajemnie prostopadłych pola-
ryzacjach zewnętrznego pola elektrycznego. Wszystkie próbki wytworzono metodą 
ubytkową (trawienie laminatów), wykorzystując do tego celu laminaty elastyczne 
(giętki teflon) z warstwą miedzi o grubości 35 μm. Planarna budowa próbek kompli-
kuje proces pomiaru impedancji przy użyciu zacisków pomiarowych Kelvina o nie-
regularnej (falistej) budowie, wprowadzającej niedopuszczalną wartość rezystancji 
stykowej. By uniknąć wtrącenia do obwodu pomiarowego pasożytniczych impedan-
cji, zaprojektowano i wykonano dedykowaną podstawkę pomiarową przeznaczoną 
do badania wytworzonych próbek. Pomiarów dokonano mostkiem RLC z możliwoś-
cią kalibracji oraz regulowaną częstotliwością napięcia próbnego.

Kolejne punkty poświęcono przedstawieniu oraz scharakteryzowaniu wyników 
obliczeń i pomiarów eksperymentalnych. Szczególny nacisk położono na ocenę zgod-
ności obliczeń za pomocą MR-C z pomiarami wykonanymi na rzeczywistym ukła-
dzie. Geometrię badanych próbek dobierano tak, by zapewnić zróżnicowanie kształtu 
w obrębie wybranego wariantu budowy, ale także w porównaniu do przypadków ana-
lizowanych uprzednio w monografii. Pod uwagę brano całkowitą, zastępczą rezy-
stancję i indukcyjność, w skład której wchodziły analizowane indukcyjności własne 
elementów i indukcyjności wzajemne wynikające ze zgodnego sprzężenia magne-
tycznego, a także pasożytnicze impedancje stykowe.

6.1. Metodyka badań

6.1.1. Analizowane struktury

Badaniom poddano cztery warianty budowy komórek (rys. 64): dwie geometrie izotro-
powe Ωe,g i Ωe,f oraz dwie o właściwościach anizotropowych Ωe,Z i Ωe,k. Każdy wariant 
był reprezentowany przez 5 komórek o zróżnicowanych parametrach geometrycz-
nych, przy zachowaniu wartości parametrów ogólnych:
	y zewnętrzna szerokości i długość komórki: de = 10 mm;
	y grubość lepiszcza (izolacyjnego materiału bazowego): dB = 0,3 mm;
	y grubość warstwy przewodzącej (komórki): de,z = 35 μm;
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	y przewodność elektryczna lepiszcza (PTFE): σB ≈ 10–16 S/m;
	y przewodność elektryczna przewodnika (miedź): σA = 5,6·107 S/m;
	y przenikalność magnetyczna otoczenia, bazy i przewodnika: μ0 = 4π·10–7 H/m.

Materiałem bazowym był elastyczny tef lon (PTFE – politetraf luoroetylen), 
zaś komórki wytworzono z osadzonej na nim warstwy miedzi. Ze względu na małą 
wartość przewodności elektrycznej materiału bazowego σB, prowadzącą do źle uwarun-
kowanych macierzy współczynników, w obliczeniach przeprowadzonych za pomocą 
MR-C przyjęto σB = 10–7 S/m.

a) b)

c) d)

e) f)

RYS. 63. Widok wytworzonych próbek: a) typ Ωe,g; b) typ Ωe,f; c) typ Ωe,Z (polaryzacja x); d) typ Ωe,Z  
(polaryzacja y); e) typ Ωe,k (polaryzacja x); f) typ Ωe,k (polaryzacja y)

Układy o przyjętych parametrach i geometriach poddano analizie numerycznej 
z wykorzystaniem opracowanego algorytmu MR-C. W ten sposób obliczono zastęp-
cze parametry elektryczne rozważanych struktur. Na podstawie tych samych dwu-
wymiarowych rzutów geometrii komórek (rys. 64) wytworzono metodą trawienia 
rzeczywiste komórki (zaczerniona część jest warstwą miedzi, a biała warstwą PTFE). 
Elementy anizotropowe były obliczane oraz wykonane w dwóch wersjach, aby osza-
cować ich zastępcze właściwości w zależności od kierunku przyłożonego zewnętrz-
nie napięcia elektrycznego. Jeden zestaw próbek był ustawiony tak jak pokazano 
na Rys. 64c, d, a drugi obrócony o 90° względem osi Oz.
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RYS. 64. Geometrie badanych komórek: a) typ Ωe,g; b) typ Ωe,f; c) typ Ωe,Z; d) typ Ωe,k

Każda z 30 wytworzonych próbek składała się z n = 20 szeregowo połączonych 
komórek, tworzących przewodnik liniowy, powierzchniowy o podwyższonej rezy-
stancji oraz reaktancji zastępczej. Wyższa względem pojedynczej komórki wartość 
impedancji linii była konieczna, by zarówno zastępcza rezystancja, jak i indukcyj-
ność próbki materiałowej były mierzalne przy użyciu dostępnego mostka RLC. Pełne 
odwzorowanie teoretycznej geometrii komórek było niemożliwe, ponieważ próbki 
wytworzono metodą trawienia warstw metalowych (w procesie produkcji niektóre ele-
menty uległy nadtrawieniu). Jednak porównując wytworzone próbki (rys. 63) z mode-
lem numerycznym (rys. 64) można zauważyć, że geometrie układu komórek oraz połą-
czenia elektryczne zostały odwzorowane.

6.1.2. Model obliczeniowy

Zaprezentowane geometrie poddano obliczeniom numerycznym za pomocą MR-C, 
a następnie zgodnie z procedurami opisanymi w rozdziale 4.1 wyznaczono parame-
try zastępcze: rezystancję komórki Re, indukcyjność własną Le oraz współczynnik 
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sprzężenia magnetycznego k. Każda z analizowanych komórek reprezentowana była 
przez model w rozdzielczości 200 × 200 pikseli. Wobec tego generowany model nume-
ryczny był opisany przez 39600 stopni swobody.

Rt Lt

k

Re

Le

Ωe

2Ωe

1

Re Le

k

Ωe

n–1 Ωe

n

mostek
RLC

a)

b)

c)

RYS. 65. Model elektryczny próbek materiałowych: a) reprezentacja komórek w postaci schematu 
czterozaciskowego; b) uproszczony model dwuzaciskowy; c) schemat ideowy układu pomia-
rowego

Ogólny schemat zastępczy (rys. 65a) uwzględniający poszczególne fragmenty 
komórek i cztery punkty styku można, ze względu na liniową topologię układu, uproś-
cić do dwuzaciskowego schematu elektrycznego (rys. 65b) z dodatnim sprzężeniem 
magnetycznym między sąsiednimi komórkami. Na jego podstawie wyznacza się war-
tość zastępczej rezystancji dla n szeregowo połączonych komórek

	 R nRt e= 	 (111)

oraz zastępczą indukcyjność próbki materiałowej, w której uwzględnia się indukcyjno-
ści własne elementów oraz indukcyjności wzajemne. W modelu przyjęto, że uwzględ-
nione są jedynie sprzężenia magnetyczne między sąsiednimi komórkami, dlatego 
indukcyjność zastępczą można wyznaczyć z zależności

	 L nL n kLt e e= + −( )2 1 .	 (112)

Skupione parametry obwodowe widziane ze skrajnych krawędzi próbki, obli-
czone z (111) i (112), porównano z wartościami mierzonymi za pomocą mostka RLC.
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6.1.3. Stanowisko pomiarowe

Wykorzystane do badań stanowisko (rys. 66) składało się z mostka RLC, podstawki 
pomiarowej i przewodów łączących. Pomiary wykonano z użyciem mostka Hameg 
8118, z deklarowanym przez producenta podstawowym błędem pomiaru wynoszą-
cym 0,05% [31]. Wartość ta jest najmniejszym błędem spodziewanym, lecz zawsze 
odbiegała od rzeczywistej wartości przy określonym sposobie pomiaru (rozdział 6.1.5). 
Urządzenie umożliwiało pomiar metodą techniczną modułu impedancji oraz kąta 
przesunięcia fazowego, przy wymuszeniu napięciowym o amplitudzie 1 V i zadanej 
częstotliwości sygnału z zakresu od 20 Hz do 200 kHz. Rezystancja i indukcyjność 
zastępcza elementu były wyliczane automatycznie w oparciu o natężenie przepływa-
jącego prądu i pomiar jego przesunięcia w czasie względem napięcia.

mostek RLC

podstawka
pomiarowa

próbka
materiałowa

zaciski Kelvina

śruby dociskające

RYS. 66. Widok na stanowisko do pomiaru impedancji zastępczej próbek materiałowych

Połączenie mostka z elementem odbywało się za pomocą czteroprzewodowych 
zacisków Kelvina, kompensujących wpływ przewodów łączeniowych na pomiar mie-
rzonych wielkości. Oprócz eliminacji pasożytniczych rezystancji i indukcyjności włas-
nych przewodów, zminimalizowano także rezystancję styku. Nieprzewodzące śruby 
dociskające zapewniły właściwy kontakt elektryczny na całej powierzchni elektrod 
przy skrajnych krawędzi próbki (od strony warstwy przewodzącej), redukując wtrą-
cenie do układu impedancji łączeniowej.

W celu przeprowadzania pomiaru w stabilnych warunkach, zaprojektowano 
i zastosowano specjalną podstawkę pomiarową, przystosowaną do badań szerego-
wych układów planarnych (rys. 67). Podstawkę o wymiarach 220 × 100 × 50 mm 
wykonano metodą druku 3D z filamentu typu PLA. Dodatkowo wyżłobione otwory 
nad górną częścią elektrod, umożliwiły osadzenie nakrętek dociskających elektrody 
za pomocą śrub z tworzywa sztucznego. Próbka umieszczana była wzdłuż górnej 
części podstawki pod chwytakami zapobiegającymi zdeformowaniu i przemiesz-
czeniu próbek.
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a) b)

c)

RYS. 67. Podstawka pomiarowa: a) widok z przodu; b) widok z boku; c) widok z góry na układ 
z próbką

6.1.4. Procedura pomiaru

Pomiar impedancji 30 wariantów materiału realizowano według procedury:
1)	 uruchomienie mostka RLC: wybór napięcia probierczego (1 V), sposobu pomiaru 

(automatyczne wyznaczanie rezystancji i indukcyjności zastępczej) oraz trzech 
częstotliwości napięcia pomiarowego: 10 kHz, 15 kHz i 20 kHz;

2)	 kalibracja mostka dla częstotliwości pomiarowych: automatyczne wyznaczenie 
admitancji i impedancji pasożytniczych na podstawie pomiaru parametrów odpo-
wiednio rozwartego i zwartego układu pomiarowego [31];

3)	 osadzenie zacisków Kelvina w „kieszeniach” podstawki i dociśnięcie elektrod 
do próbki przy użyciu śrub dociskowych;

4)	 pomiar parametrów zastępczych próbki: dla trzech częstotliwości odczytywano 
oraz zapisywano zmierzoną wartość rezystancji i indukcyjności zastępczej po usta-
bilizowaniu się ich wartości na wyświetlaczu;

5)	 zapisanie wartości parametrów zastępczych dla każdej z częstotliwości i wyzna-
czenie ich wartości średniej;

6)	 dekompozycja układu pomiarowego: odkręcenie śrub dociskowych, wysunięcie 
elektrod, wyjęcie próbki materiałowej;

7)	 powtórzenie postępowania od punktu 3) dla kolejnej próbki.

Przeprowadzając pomiar przyjęto, że przy częstotliwości napięcia probierczego 
do 20 kHz nie obserwuje się wpływu szybkości zmian pola na zastępczą impedan-
cję badanej próbki materiałowej. Założenie to wynika z rezultatów badań przed-
stawionych w rozdziale 5.2. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudo-
wych wskazuje, że do częstotliwości wynoszącej ok. 20 kHz admitancja elementu 
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praktycznie nie zmienia się. Przeprowadzenie badania próbek przy wymienionych 
częstotliwościach umożliwiło trzykrotny pomiar impedancji zastępczej elementu, 
a następnie uśrednienie wyników.

6.1.5. Dokładność pomiaru

Mostek RLC charakteryzował się błędem podstawowym wynoszącym 0,05% mierzo-
nej wielkości fizycznej, lecz podana wartość błędu wzrasta wraz ze spadkiem mie-
rzonej impedancji. Zgodnie z deklaracją producenta całkowity błąd pomiaru obli-
cza się jako [31]

	
 = +0 5 0 002 100, % ,
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,	 (113)

który to związany jest z modułem impedancji elementu |Z| w [Ω] i zakresem czę-
stotliwości pomiarowych. Wyznaczenie błędu pomiarowego dla każdej próbki wią-
zało się z obliczeniem jej impedancji i wykorzystaniem zależności (113) dla zakresu 
|Z| < 2,5 Ω oraz częstotliwości napięcia probierczego od 10 kHz do 100 kHz.

Przy każdej częstotliwości pomiarowej mierzona wartość modułu impedancji |Z| 
osiąga inną wartość, a stąd także inny był błąd pomiaru. Przyjęto zatem, że dla danej 
próbki materiałowej wypadkowy błąd względny δ3 jest wyznaczany jako średnia aryt-
metyczna błędów pomiarów wykonanych przy trzech pulsacjach
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gdzie: Rt – zmierzona średnia rezystancja zastępcza próbki [Ω]; Lt – zmierzona śred-
nia indukcyjność zastępcza próbki [H].

Znając błąd względny określono niepewność standardową typu B, wyrażoną 
zależnością [135]
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gdzie: Qt – zmierzona wielkość elektryczna (Rt lub Lt). Czynnik o wartości 0,01 wynika 
z odczytu wartości Qt z dokładnością do drugiego miejsca po przecinku. Przyjmując 
przedział ufności p = 0,99, współczynnik rozszerzenia miał wartość kp = 3, a zatem 
niepewność rozszerzona mierzonej wielkości Qt wyniosła
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Oprócz błędów i niepewności pomiaru porównano także rezultaty obliczeń 
numerycznych z wartościami zmierzonymi. Miarą niezgodności był moduł warto-
ści względnej, liczony przez odniesienie różnicy między bezwzględną wartością obli-
czoną numerycznie (QMR-C) a zmierzoną (Qt) do wartości zmierzonej, liczony oddziel-
nie dla rezystancji i indukcyjności zastępczej ze wzoru
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W rozdziale 6.4 analizie poddano wpływ średniego błędu mostka δ3 na wartości 
różnicy względnej.

6.2. Analiza właściwości elektrycznych

6.2.1. Rezystancja zastępcza materiału izotropowego

W pierwszej kolejności analizie poddano właściwości komórek izotropowych typu 
Ωe,g i Ωe,f. Porównanie rezultatów obliczeń i pomiarów ma na celu ocenę zgodności 
ilościowej, charakteryzowanej przez bezwzględne wartości rezystancji zastępczej Rt 
oraz jakościowej, poprzez określenie względnej zmiany całkowitej rezystancji wzglę-
dem pierwszej badanej próbki. Na prezentowanych wykresach punktowe wartości 
otrzymane dla pięciu różnych wariantów geometrii połączono odcinkami. W zamie-
rzeniu autora mają one ilustrować trend zmian wartości, ułatwiając tym samym ana-
lizę właściwości i ocenę jakościową kolejnych geometrii.

Rezystancja próbek Ωe,g zmieniała się w przedziale od 30 do prawie 230 mΩ 
(rys. 68a). Dla komórek nr 1 i 2 wartość rezystancji pozostała na podobnym pozio-
mie (≈ 40 mΩ). Najmniejszą wartością Rt charakteryzował się element nr 4 (oblicze-
nia MR-C i pomiar odpowiednio 28,04 mΩ i 34,57 mΩ), zaś największą nr 3 (ponad 
210 mΩ).

Odzwierciedlenie rozkładu poszczególnych wartości widać także na wykresie 
wartości względnych (rys. 68b). Trend zmian rezystancji próbek (względem pierw-
szej z nich) został zachowany dla każdego elementu. Podstawowe różnice między 
obliczeniami MR-C a pomiarem dotyczą wybranych wariantów geometrii. Próbka 
nr 3 miała 5 razy większą rezystancję niż bazowa, zaś obliczenia numeryczne wska-
zały na 7-krotny przyrost wartości. Mniejszą rozbieżność obserwuje się dla próbki 
nr 5 (Rt / R1 = 5,61 w przypadku MR-C, względem Rt / R1 = 3,14 otrzymane z pomia-
rów). W przypadku pozostałych wariantów elementu Ωe,g różnice są zdecydowanie 
mniejsze.
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RYS. 68. Obliczone i zmierzone rezystancje Rt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,g: a) war-
tości bezwzględne; b) wartości względne

W przypadku próbek złożonych z komórek typu Ωe,f (rys. 69) wartości bez-
względne rezystancji zastępczej różniły się od zmierzonych o średnio 8,6 mΩ. 
Wynika to m.in. z innej grubości warstwy miedzi niż w przypadku próbek Ωe,g. W pro-
cesie trawienia laminatów miedź jest oczyszczana z pozostałego na powierzchni 
zewnętrznej tlenku (często również z wierzchnią warstwą metalu), a następnie tra-
wiona. Przedłużający się proces może – pomimo warstwy zabezpieczającej – nadtra-
wiać miedź, co wprost przekłada się na wzrost zastępczej rezystancji.
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RYS. 69. Obliczone i zmierzone rezystancje Rt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,f: a) war-
tości bezwzględne; b) wartości względne
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Struktura elementów Ωe,f charakteryzuje się relatywnie małą rezystancją, która 
w przypadku analizowanych próbek zmieniała się od 15 mΩ do ponad 60 mΩ, 
czyli była kilkukrotnie mniejsza niż opór komórek Ωe,g. Skrajne wartości rezystan-
cji uzyskano dla wariantu nr 2 (obliczenia i pomiar odpowiednio Rt,MR-C = 50,92 mΩ 
i Rt,p = 61,6 mΩ) oraz nr 5 (Rt,MR-C = 15,25 mΩ i Rt,p = 20,73 mΩ). Przy identycznej gru-
bości komórek obliczanych numerycznie i badanych, zgodność ilościowa powinna 
ulec poprawie.

Wskazany wniosek wynika z pełnej zgodności jakościowej obliczeń za pomocą 
MR-C z rezystancjami zmierzonymi. Krzywe obrazujące wartości względne (rys. 69b) 
pokryły się z niewielkimi odstępstwami, widocznymi w przypadku wariantu nr 3 
(|ΔRt / R1| = 0,13) i nr 4 (|ΔRt / R1| = 0,06). Proponowany schemat MR-C umożliwia 
oszacowanie zakresu zmian rezystancji struktur w wyniku modyfikacji ich geometrii.

6.2.2. Rezystancja zastępcza materiału anizotropowego

Kolejny zestaw badań dotyczył anizotropowych wariantów budowy komórki: geome-
trii typu Ωe,Z i Ωe,k. Obliczenia i pomiar rezystancji zastępczych przeprowadzono dwu-
krotnie, przy ortogonalnych polaryzacjach zewnętrznego pola elektrycznego. Anizo-
tropia komórek jest kluczowym elementem poddanym weryfikacji.
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RYS. 70. Obliczone i zmierzone rezystancje Rt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,Z:  
a) przy polaryzacji pola elektrycznego w kierunku x; b) przy polaryzacji pola elektrycznego 
w kierunku y

Zwiększenie efektywnej długości części przewodzącej w geometrii typu Ωe,Z, prze-
kłada się na większe rezystancje (rys. 70a) otrzymane dla wszystkich rozważanych 
próbek. Przy polu elektrycznym skierowanym równolegle do kierunku x rezystancja 
znajduje się w przedziale 100 ÷ 990 mΩ. Rezultaty obliczeń numerycznych zawężały 
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ten zakres do 100 ÷ 700 mΩ. Największe rozbieżności uzyskano dla wariantu nr 5, 
w którym różnica wartości rezystancji wniosła 290 mΩ (28,27%). Rozbieżności między 
obliczeniami a pomiarem dla pozostałych wariantów Ωe,Z były zdecydowanie mniej-
sze (np. 9,19 mΩ dla próbki nr 3) i wyniosły średnio 4,05%. Podobne różnice w war-
tościach rezystancji pojawiają się także przy polu elektrycznym skierowanym w kie-
runku y. Analiza rys. 70b wskazuje na zachowanie stałych relacji między wynikami 
obliczeń i pomiarów (różnica ok. 20 mΩ), przy czym obliczone opory były mniejsze 
od zmierzonych wartości. Porównując rezystancje próbek przy obu polaryzacjach 
potwierdzono ich anizotropowe właściwości przewodzące.

Charakterystyki przedstawione na rys. 70 wykazują dobrą zgodność jakoś-
ciową. W przypadku obliczeń i pomiarów odwzorowane są wzrosty i spadki rezy-
stancji kolejnych próbek, dominująca wartość dla próbki nr 5, najmniejszy opór 
dla próbki nr 3 (kierunek x) i próbki nr 4 (kierunek y). W różnicach oporów poszcze-
gólnych próbek, dla obu polaryzacji zewnętrznego pola elektrycznego, wyraźna jest 
anizotropia.
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RYS. 71. Obliczone i zmierzone rezystancje Rt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,k:  
a) przy polaryzacji pola elektrycznego w kierunku x; b) przy polaryzacji pola elektrycznego 
w kierunku y

Ostatnia z rozważanych geometrii również charakteryzuje się anizotropią rezy-
stancji. Elementy typu Ωe,k wykazują się mniejszą wartością rezystancji niż elementy 
Ωe,Z. Uzyskane numerycznie i w wyniku pomiarów rezultaty (rys. 71) wskazują 
na 10-krotnie niższe wartości oporów. Na przykład porównując wartość Rt dla próbki 
nr 1 przy dwóch różnych polaryzacjach otrzymano odpowiednio Rx,k = 49,32 mΩ 
i Ry,k = 30 mΩ (iloraz Rx,k/Ry,k wynosi 1,63) na podstawie obliczeń numerycz-
nych oraz Rx,k = 61,6 mΩ i Ry,k = 40,25 mΩ (iloraz Rx,k/Ry,k wynosi 1,53) z pomia-
rów. Dla próbki nr 5 różnica w wartościach była największa: 72,8 mΩ i 23,56 mΩ 
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(iloraz 3,09) na podstawie obliczeń oraz 96,83 mΩ i 38,47 mΩ (iloraz 2,52) z pomia-
rów. Z obliczeń i pomiarów wynika, że wariant nr 2 charakteryzuje się najmniejszą 
rezystancją i ich ilorazem Rx/Ry.

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach wartości rezystancji uzyskane 
z pomiarów są większe niż wyniki obliczeń numerycznych. Średnia różnica w war-
tościach rezystancji komórek Ωe,Z i Ωe,k dla polaryzacji w kierunku x wynosi 12,69 mΩ, 
zaś dla polaryzacji y jest niewiele mniejsza (10,21 mΩ). Pomimo odchyleń wartości 
bezwzględnych, kształty łamanych przy obu polaryzacjach (rys. 71a,b) i zestawów 
danych ponownie potwierdzają tożsamy trend zmiany rezystancji, towarzyszący 
modyfikacjom geometrii.

6.3. Analiza właściwości magnetycznych

6.3.1. Indukcyjność zastępcza materiału izotropowego

Oprócz właściwości elektrycznych zbadano także indukcyjności zastępcze próbek. 
Zdolność do wytwarzania pola magnetycznego jest kluczowym parametrem wpły-
wającym na właściwości filtrujące struktur. Zagadnienie staje się również istotne 
ze względu na bardzo małe wartości Le, trudne do zmierzenia bez specjalistycznego 
sprzętu. Możliwość teoretycznego obliczenia indukcyjności z zadowalającą dokład-
nością jest ważna, gdyż jej określenie w inny sposób może być nieosiągalne.
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RYS. 72. Obliczone i zmierzone indukcyjności Lt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,g:  
a) wartości bezwzględne; b) wartości względne
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Analiza względnej indukcyjności próbek (rys. 72b) wskazuje jednoznacznie 
na wysoką zgodność wyników obliczeń i pomiarów. Odwzorowanie za pomocą MR-C 
kształtu charakterystyki zmienności indukcyjności w funkcji parametrów geome-
trycznych, umożliwia oszacowanie stopnia zmienności tego parametru, bez koniecz-
ność analizy złożonych modeli trójwymiarowych, czy prototypowania rzeczywistych 
struktur. Bezwzględne wartości indukcyjności (rys. 72a) zostały poprawnie esty-
mowane metodą numeryczną. Wartości obliczone są większe od zmierzonych, gdyż 
jak wynika z zależności analitycznych [96, 97] pomijalnie cienka struktura (zakładana 
w obliczeniach za pomocą MR-C) zawsze osiąga większą indukcyjność, niż jej odpo-
wiednik o skończonej grubości. Różnice między obliczeniami i pomiarami są większe 
aniżeli wynikałoby to z opisu teoretycznego, jednak nie przekraczają 15 nH. Warto-
ści indukcyjności szacowane na podstawie obliczeń są większe średnio o 7% w sto-
sunku do wartości zmierzonych.

1,10

1,08

1,06

1,04

1,02

1,00

a) b)

L
/ 

L
t

1

1 2 3 4 5
NrNr

1 2 3 4 5

120

110

100

90

80

MR-C pomiar

L
t
[n

H
]

RYS. 73. Obliczone i zmierzone indukcyjności Lt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,f: a) war-
tości bezwzględne; b) wartości względne

Wyniki otrzymane w przypadku komórek typu Ωe,f nie odbiegają od poprzed-
nich (rys. 73a), gdyż średnia różnica w wartościach indukcyjności wyniosła około 
10%. Wartość indukcyjności jest mniejsza (max Lt = 117 nH) niż w przypadku pró-
bek typu Ωe,g (max Lt = 170 nH). Wynika to z geometrii elementów, w których wystę-
pują trzy równoległe ścieżki przewodzące. Pomimo różnic w budowie poszczególnych 
komórek Ωe,f przeprowadzony eksperyment pokazuje, iż próbki nr 1, 4 i 5 charaktery-
zują się niemal identycznymi indukcyjnościami, kolejno Lt = {98,37; 99,03; 98,53} nH. 
Wyniki obliczeń numerycznych wykazują podobne relacje między poszczególnymi 
wariantami Lt = {108,93; 109,96; 109,56} nH, przy czym wartości obliczone są powięk-
szone względem zmierzonych o ok. 10 nH.
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Charakterystyki przedstawione na rys. 73b wskazują na zadowalającą zgodność 
wyników obliczeń i pomiarów. Komórka o geometrii Ωe,f charakteryzuje się małą 
zmiennością indukcyjności przy zmianie geometrii. Względna różnica indukcyj-
ności między próbkami nr 1 (wartość minimalna) i nr 3 (wartość maksymalna) jest 
mniejsza niż 9%. Modyfikacja geometrii komórki tego typu w małym stopniu rzutuje 
na jej indukcyjność. Metody analizy numerycznej, a w tym schemat MR-C pozwa-
lają wyznaczyć te zmiany.

6.3.2. Indukcyjność zastępcza materiału anizotropowego

W ostatnim zestawie analizie poddano indukcyjności zastępcze struktur anizotropo-
wych typu Ωe,Z i Ωe,k przy dwóch ortogonalnych polaryzacjach zewnętrznego pola elek-
trycznego. Kształtowanie anizotropii właściwości elektrycznych nie musi mieć bez-
pośredniego przełożenia na właściwości magnetyczne, czego przykładem są komórki 
typu Ωe,k, które zachowują podobną indukcyjność przy obu polaryzacjach.
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RYS. 74. Obliczone i zmierzone indukcyjności Lt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,Z: 
a) przy polaryzacji pola elektrycznego w kierunku x; b) przy polaryzacji pola elektrycznego 
w kierunku y

Całkowita indukcyjność komórek typu Ωe,Z jest największa z uzyskanych wśród 
badanych konfiguracji. Przy polaryzacji w kierunku x (rys. 74a) zmienia się ona 
od Lt = 180 nH do prawie Lt = 450 nH – zakres doboru wartości jest szeroki. Podob-
nie jest przy polaryzacji y, przy czym zakres zmian wartości jest prawie dwukrotnie 
mniejszy (rys. 74b). Wskazuje to na anizotropię oraz podwyższenie wartości efek-
tywnej przenikalności magnetycznej tego typu komórek. Na przykład próbka nr 4 
wykazuje zmierzoną indukcyjność zastępczą wynoszącą Lx = 293,43 nH (polary-
zacja x) i Ly = 164,33 nH (polaryzacja y). Mniejszy iloraz wartości Lx/Ly wykazują, 
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np. próbki nr 1 i nr 3. Omówione własności uzyskano na podstawie pomiarów, 
ale znajdują one potwierdzenie w obliczeniach numerycznych przy zastosowaniu 
MR-C. W obu przypadkach zachowano podobny trend zmian indukcyjność (zgod-
ność jakościowa). Istotne są wyniki otrzymane przy polaryzacji y, ponieważ ekspery-
ment wskazuje na porównywalne wartości Lt trzech pierwszych próbek. Identyczne 
rezultaty uzyskano także w wyniku obliczeń numerycznych.
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RYS. 75. Obliczone i zmierzone indukcyjności Lt próbek materiałowych geometrii typu Ωe,k: 
a) przy polaryzacji pola elektrycznego w kierunku x; b) przy polaryzacji pola elektrycznego 
w kierunku y

Komórka typu Ωe,k przejawia podobne własności jak element typu Ωe,f z tą różnicą, 
iż jest przystosowana do formowania układów anizotropowych. Indukcyjność ele-
mentu Ωe,k w małym stopniu zależy od kierunku polaryzacji (rys. 75a,b), bowiem war-
tości bezwzględne pozostają zbliżone. Wyniki obliczeń i pomiarów wskazują na ogra-
niczone możliwości kształtowania anizotropii właściwości magnetycznych materiałów 
niejednorodnych przy zastosowaniu komórek Ωe,k. Wartość indukcyjności pozo-
staje trzykrotnie mniejsza niż w przypadku komórek typu Ωe,Z. Iloraz indukcyjno-
ści przy obu polaryzacjach jest niewiele większy od jedności, tzn. Lx/Ly∈< 0,98; 1,08 >. 
Wykonane testy wskazują, że geometria może być wykorzystywana do budowy 
układów, w których wymagana jest znaczna anizotropia właściwości elektrycznych  
(Rx/Ry∈< 1,0; 3,1 >), lecz przy tym zachowana izotropia właściwości magnetycznych 
(np. metamateriały pola elektrycznego).

Porównanie wyników obliczeń i badań eksperymentalnych nie pozostawia wąt-
pliwości co do zgodności jakościowej rezultatów. Przedstawiona metoda oblicze-
niowa MR-C jest skuteczna w ocenie zmienności właściwości komórek w zależno-
ści od ich geometrii wewnętrznej. Największą indukcyjnością charakteryzuje się 
próbka nr 5 (Lx = 111,77 nH), najmniejszą nr 2 (Lx = 82,60 nH). Zmiany indukcyjności 
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mieszczą się w zakresie 25,88 nH (MR-C) i 29,17 nH (pomiar). Wartości indukcyjno-
ści otrzymane z obliczeń były średnio większe o 18,42 nH od zmierzonych. Różnica 
ta jest prawie dwa razy większa niż w przypadku geometrii Ωe,f (10 nH).

6.4. Analiza błędu obliczeń i pomiaru

6.4.1. Struktury izotropowe

Rezultaty przeprowadzonych obliczeń i pomiarów różniły się ze względu na warto-
ści bezwzględne rozpatrywanych wielkości. Zgodność jakościową zachowano w każ-
dym z analizowanych przypadków budowy komórek. Wskazuje to na możliwość 
wykorzystania proponowanego algorytmu MR-C do oceny wpływu zmian geometrii 
na modyfikację wartości parametrów skupionych, a tym samym efektywnych właś-
ciwości elektrycznych i magnetycznych komórek.

Występujące różnice między rezultatami z modelu numerycznego a wynikami 
pomiarów, wiążą się z wpływem szeregu czynników na układ pomiarowy. Z przepro-
wadzonych analiz wynika, że zasadniczy wpływ na wartość błędu miał:
1)	 błąd pomiaru δ3, związany z wykorzystanym do pomiarów mostkiem RLC;
2)	 błąd związany z pasożytniczą impedancją styków/elektrod (redukowaną przez 

śruby dociskowe);
3)	 błąd wynikający z wpływu przewodów łączeniowych (częściowo eliminowaną 

przez kalibrację przyrządu).

Aby oszacować wpływ niedokładności pomiaru na otrzymane wyniki, dla każ-
dej z badanych próbek materiałowych obliczono błąd δ3. Dodatkowo określono 
moduły różnic względnych między pomiarami a wynikami obliczeń rezystancji |ΔR| 
oraz indukcyjności |ΔL|, w celu oszacowania możliwego wpływu błędu δ3 na zwięk-
szone wartości różnic |ΔR| i |ΔL|.

Struktura typu Ωe,g charakteryzowała się najmniejszą średnią różnicą warto-
ści indukcyjności |ΔL| = 7,03% (tabela 11) ze wszystkich analizowanych geometrii 
oraz jedną najmniejszych różnic rezystancji |ΔR| = 17,19%. Największą zgodność 
obliczeń i pomiarów uzyskano dla próbki nr 3, gdyż różnice względne |ΔR| i |ΔL| 
pozostają na poziomie bliskim 2% oraz dla próbki nr 2 (odpowiednio |ΔR| = 9,10% 
|ΔL| = 7,37%). Największe różnice w estymacji parametrów skupionych obserwuje się 
dla próbek nr 1 i 5. Próbka nr 3 o najmniejszej różnicy |ΔR| i |ΔL| charakteryzuje się 
również najmniejszym błędem δ3 = 1,45%. Próbka nr 1 o wysokich wartościach |ΔR| 
i |ΔL| wyróżnia się jednym z największych błędów pomiarowych δ3 = 5,08%.



158

TABELA 11. Różnice względne, błąd pomiaru i niepewności rozszerzone struktur izotropowych

Nr
Ωe,g Ωe,f

|ΔR| |ΔL| δ3 uR 
[mΩ]

uL 
[nH]

|ΔR| |ΔL| δ3 uR 
[mΩ]

uL 
[nH]

1 29,12% 7,11% 5,08% 3,74 9,91 18,86% 10,74% 6,75% 3,59 11,51
2 9,10% 7,37% 4,81% 3,76 9,94 17,33% 11,08% 3,70% 3,97 6,86
3 2,17% 2,00% 1,45% 5,30 4,20 24,40% 8,32% 4,01% 3,91 7,49
4 18,78% 8,60% 6,02% 3,62 11,61 25,43% 11,03% 6,98% 3,56 11,99
5 26,77% 10,08% 2,00% 4,61 5,26 26,45% 11,19% 9,28% 3,35 15,85

Średnia 17,19% 7,03% 3,87% 4,21 8,18 22,49% 10,47% 6,14% 3,68 10,74

Analizując wyniki geometrii Ωe,f (tabela 11) dostrzec można podobną relację zacho-
dzącą między różnicami względnymi i błędami pomiaru. Największe różnice obser-
wuje się przy próbce nr 5, gdy błąd pomiaru osiągnął ekstremum δ3 = 9,28%. Wyniki 
wskazują, że średnie różnice rezystancji 22,49% i indukcyjności 10,47% w przypadku 
komórek typu Ωe,f są większe od otrzymanych dla komórek typu Ωe,g, tak samo jak błąd 
pomiaru (δ3 = 6,14% w porównaniu do δ3 = 3,87%).
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RYS. 76. Moduły różnic względnych i błąd pomiaru komórek izotropowych: a) Ωe,g; b) Ωe,f

Zakres zmian błędów pomiaru struktur izotropowych (rys. 76) jest szeroki 
(δ3 = 1,45% ÷ 9,28%). Analizując diagram geometrii typu Ωe,f (rys. 76b) uwidacz-
nia się tendencja do wzrostu różnicy rezystancji zastępczej wraz ze wzrostem błędu 
pomiaru. Z uwagi na fakt, że różnice indukcyjności mają bardzo zbliżony poziom 
(|ΔL|∈<8,32%; 11,19%>) co utrudnia oszacowanie wpływu błędu pomiaru na ich war-
tość, to w tym przypadku również potwierdza się, że najmniejsza różnica względna 
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|ΔL| = 8,32% została osiągnięta przy relatywnie małym błędzie δ3 = 4,01%. Zależność 
różnic parametrów skupionych nie jest ściśle uwarunkowana błędem pomiaru, czego 
przykładem jest struktura Ωe,g. Istnieje jednak zauważalna korelacja między nimi, 
która stanowi uzasadnienie dla obserwowanych rozbieżności w wynikach.

6.4.2. Struktury anizotropowe

Parametry skupione komórek anizotropowych obliczano dla ortogonalnych polaryzacji 
zewnętrznego pola elektrycznego. Dla każdej próbki uzyskano dwa zestawy para-
metrów skupionych, a tym samym dwie wartości impedancji (wzdłuż osi x i y). 
Od wartości mierzonego modułu impedancji zależy błąd pomiaru, wobec tego wszyst-
kie próbki były charakteryzowane przez dwa błędy pomiarowe oraz cztery różnice 
względne. W przypadku obu geometrii zawsze wyższe były różnice i błędy przy polary-
zacji pola elektrycznego w kierunku y. Wynika to z umiejscowienia geometrii na płasz-
czyźnie xy, by to właśnie w tym kierunku zachowane były mniejsze efektywne prze-
wodności elektryczne, aniżeli te spodziewane w kierunku x.

Wariant Ωe,Z jest strukturą o najmniejszych błędach pomiaru spośród wszystkich 
próbek (tabela 12). Średnia wartość δ3 przy polaryzacji x i y wyniosła odpowiednio 
1,32% i 2,00%. Zakres zmian mieści się w przedziale δ3∈<0,70%; 2,63%>. Najmniej-
sze wartości błędu pomiaru wystąpiły przy najmniejszych różnicach względnych 
indukcyjności, czyli δ3 = 0,53% (polaryzacja x) i δ3 = 4,50% (polaryzacja y) obserwo-
wane dla próbki nr 5. Największe błędy występują przy największych różnicach |ΔR| 
i |ΔL| (próbka nr 3 przy polaryzacji x, próbki nr 1 i 3 przy polaryzacji y). Dla tych geo-
metrii wyraźny jest też szeroki przedział zmian różnic względnych. Np. przy pola-
ryzacji x rezystancja zmienia się od |ΔR| = 5,16% do |ΔR| = 28,27%, a indukcyjność 
od |ΔL| = 0,53% do |ΔL| = 20,90%. Rozrzut wartości maleje przy polaryzacji y, lecz 
niektóre różnice wzrastają (rezystancja do ponad 37,06%). Przyrost różnic względ-
nych między obliczeniami a pomiarami można powiązać ze wzrostem błędu pomiaru.

TABELA 12. Różnice względne, błąd pomiaru i niepewności rozszerzone struktur anizotropo-
wych Ωe,Z 

Nr
Ωe,Z (polaryzacja pola wzdłuż osi x) Ωe,Z (polaryzacja pola wzdłuż osi y)

|ΔR| |ΔL| δ3 uR 
[mΩ]

uL [nH] |ΔR| |ΔL| δ3 uR 
[mΩ]

uL [nH]

1 5,16% 15,90% 1,65% 4,95 6,33 23,36% 15,52% 2,63% 4,24 6,89
2 19,12% 19,26% 1,24% 5,81 5,66 28,63% 13,96% 2,02% 4,59 5,45
3 6,47% 20,90% 1,90% 4,68 6,10 26,53% 19,10% 2,23% 4,45 5,79
4 23,69% 5,26% 1,11% 6,31 5,64 37,06% 12,03% 2,20% 4,46 6,29
5 28,27% 0,53% 0,70% 12,07 5,40 19,96% 4,50% 0,91% 7,68 4,31

Średnia 16,54% 12,37% 1,32% 6,77 5,83 27,11% 13,02% 2,00% 5,08 5,75
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Korelacja różnic |ΔR| i |ΔL| parametrów skupionych z błędem δ3 (rys. 77) widoczna 
jest na podstawie trendu zmian tych wielkości. Wysoka wartość δ3 występuje 
przy znacznych wartościach różnicy indukcyjności (rys. 77a). Obserwowane względne 
błędy rezystancji |ΔR| podlegają zmianom, które wynikają głównie ze zmiennej grubo-
ści warstwy miedzi, uzyskanej w procesie wytwarzania próbek do badań eksperymen-
talnych. Analizując |ΔR| całościowo, np. dla polaryzacji pola w kierunku y (rys. 77b) 
błędy pomiaru rzędu δ3 = 2% wystąpiły przy różnicach rezystancji (|ΔR| = 26,18%) 
i indukcyjności (|ΔL| = 16,19%) pozostających na zbliżonym poziomie.
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RYS. 77. Moduły różnic względnych i błąd pomiaru geometrii Ωe,Z: a) przy polaryzacji pola elek-
trycznego w kierunku x; b) przy polaryzacji pola elektrycznego w kierunku y

W przypadku wariantu Ωe,k (tabela 13) błędy pomiaru są ponad 3 razy większe. 
Średnia wartość δ3 to 5,47% (polaryzacja pola w kierunku x) i δ3 = 7,20% (polaryza-
cja pola w kierunku y). Obserwowana korelacja między błędem pomiaru a różni-
cami |ΔR| i |ΔL| widoczna jest w ich wzroście, np. średnia wartość |ΔR| zwiększyła 
się o 9,06% (polaryzacja w kierunku x) i 6,06% (polaryzacja w kierunku y) względem 
komórek Ωe,Z, a błąd |ΔL| o 6,63% (polaryzacja w kierunku x) i 6,51% (polaryzacja 
w kierunku y). Błędy pomiaru nie tylko wzrosły, ale także poszerzył się ich zakres, 
δ3∈<2,55%; 10,74%>. Najmniejszą łączną wartość różnic względnych |ΔR|+|ΔL| 
(przy polaryzacji x dla próbek nr 1 i 5) osiągnięto przy najmniejszym δ3 (odpowied-
nio 3,71% i 2,55%), z kolei największe różnice wystąpiły dla próbki nr 2, gdzie błąd 
był największy (δ3 > 10%).
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TABELA 13. Różnice względne, błąd pomiaru i niepewności rozszerzone struktur anizotropo-
wych (Ωe,k)

Nr
Ωe,k (polaryzacja pola wzdłuż osi x) Ωe,k (polaryzacja pola wzdłuż osi y)

|ΔR| |ΔL| δ3 uR 
[mΩ]

uL 
[nH]

|ΔR| |ΔL| δ3 uR 
[mΩ]

uL 
[nH]

1 25,47% 19,27% 3,71% 3,97 6,36 25,47% 19,44% 5,35% 3,75 8,50
2 33,88% 24,42% 10,37% 3,37 14,85 33,88% 23,47% 10,74% 3,33 15,64
3 29,21% 19,15% 5,17% 3,76 8,55 29,21% 21,30% 8,03% 3,50 12,78
4 38,52% 17,06% 5,57% 3,70 9,97 38,52% 17,23% 6,37% 3,61 11,48
5 38,75% 15,11% 2,55% 4,30 4,96 38,75% 16,22% 5,52% 3,70 10,21

Średnia 33,17% 19,00% 5,47% 3,82 8,94 33,17% 19,53% 7,20% 3,58 11,72

W przypadku komórki typu Ωe,k potwierdzono związek między różnicami względ-
nymi |ΔR| i |ΔL| a dokładnością pomiaru δ3. Gdy błąd δ3 jest najmniejszy (próbki 
nr 1 i 5), wówczas także |ΔR| przyjmuje mniejsze wartości. Wzrost błędu odpowiada 
zwiększeniu się różnic względnych rezystancji (próbki nr 2 oraz nr 4), co jest widoczne 
również w wynikach dla polaryzacji pola elektrycznego w kierunku y (rys. 78b), 
np. dla próbek nr 2 i 3. Aby zapewnić jak najwyższą dokładność pomiaru za pomocą 
mostka RLC należy badać próbki o jak największej impedancji, co uzasadnia szere-
gowe połączenie komórek w próbkach materiałów, przyjęte na potrzeby przeprowa-
dzonych eksperymentów.
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RYS. 78. Moduły różnic względnych i błąd pomiaru geometrii Ωe,k: a) przy polaryzacji pola elek-
trycznego w kierunku x; b) przy polaryzacji pola elektrycznego w kierunku y
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Podsumowanie
Przedstawiony rozdział poświęcono weryfikacji poprawności oraz dokładności 
identyfikacji właściwości elektrycznych materiałów niejednorodnych przy zasto-
sowaniu schematu obliczeniowego MR-C. Na podstawie analizy dwóch wariantów 
komórek izotropowych (Ωe,g i Ωe,f) oraz dwóch wariantów anizotropowych (Ωe,Z i Ωe,k), 
dokonano oceny błędów obliczeń przeprowadzonych za pomocą MR-C. Analizie 
poddano wpływ geometrii wewnętrznej komórek na parametry skupione (zastępczą 
rezystancję i indukcyjność). Za pomocą MR-C obliczono modele numeryczne komó-
rek. Następnie identyczne elementy wytworzono metodą trawienia. Każdy z czterech 
wariantów był reprezentowany przez 5 struktur o różniącej się wewnętrznej geome-
trii. Próbki wykonano jako linie zawierające 20 szeregowo połączonych elementów. 
W kolejnym etapie przygotowano stanowisko pomiarowe do określenia zastępczej 
rezystancji i indukcyjności próbek.

Analiza porównawcza dotyczyła wyników obliczeń numerycznych oraz badań 
eksperymentalnych. Metoda numeryczna z mniejszym błędem określa rezystancję 
i indukcyjności struktur izotropowych. Błąd wzrasta przy analizie struktur anizotro-
powych, na co wpływ miał m.in. błąd pomiaru pozostający w korelacji z mierzonymi 
wartościami. W przypadku analiz poszczególnych typów komórek uzyskano wysoką 
zgodność jakościową rezultatów. Wykazano tym samym użyteczność zaproponowa-
nego schematu MR-C jako narzędzia pozwalającego na zadowalającą identyfikację 
efektywnych właściwości komórek. Proponowana metoda umożliwia ocenę wpływu 
parametrów geometrycznych elementów na zmianę ich parametrów elektrycznych.

Rozpatrzono różnice w estymacji parametrów skupionych między modelem nume-
rycznym a pomiarami. Średnie różnice dotyczące rezystancji zastępczej kształto-
wały się na poziomie 19,84% dla komórek izotropowych i 25,61% dla anizotropo-
wych, z kolei dla indukcyjności zastępczej były to odpowiednio 8,75% i 15,98%. Błąd 
pomiaru był najmniejszy dla struktur o podwyższonej impedancji, lecz dla całego 
zestawu badanych próbek mieścił się on w zakresie od 0,70% do 10,74%. Obserwo-
wane różnice między obliczeniami a pomiarami w głównej mierze wynikają z błę-
dów pomiarów za pomocą mostka RLC.
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Podsumowanie

W przedstawionej monografii zaprezentowano wiele metod przeznaczonych do oceny 
oraz doboru właściwości elektrycznych i magnetycznych materiałów kompozytowych 
o planarnej budowie. Niejednorodna, przewodząca warstwa robocza materiału kształ-
towana na podstawie periodycznie rozłożonych na płaszczyźnie komórek z dobieraną 
geometrią wewnętrzną, umożliwia syntezę materiału o regulowanej wartości efek-
tywnej przewodności elektrycznej, przenikalności magnetycznej i elementów ten-
sora materiałowego. Zaproponowane niejednorodne laminarne materiały stanowią 
osobną grupę materiałów kompozytowych o dobieranych zastępczych parametrach 
elektrycznych oraz metamateriałów pola skalarnego, kształtujących rozkład stacjo-
narnych pól elektrycznych i magnetycznych.

Przedstawiono algorytm numeryczny łączący metodę różnic skończonych i cał-
kowy opis pola magnetycznego, umożliwiający wyznaczenie wybranych właściwości 
elektrycznych i magnetycznych niejednorodnych materiałów laminarnych, na pod-
stawie rozkładu stałego pola elektrycznego i magnetycznego. Rezultaty uzyskane 
za pomocą proponowanego schematu obliczeniowego, a także wybrane wyniki obli-
czeń przeprowadzonych przy wykorzystaniu modelu obwodowego, w zadowalają-
cym stopniu zgadzają się z rezultatami otrzymanymi przy zastosowaniu metody ele-
mentów skończonych.

Zaprezentowane realizacje numerycznych algorytmów obliczeniowych umożli-
wiają identyfikację oraz dobór właściwości układów zbudowanych z komórek o zróż-
nicowanej geometrii. Stąd za najważniejsze osiągnięcia własne autor uważa:
1)	 Wprowadzenie nowej klasy niejednorodnych kompozytów laminarnych przezna-

czonych do fizycznej realizacji metamateriałów pola skalarnego, a także sześciu 
wariantów budowy komórek, zapewniających dobór efektywnych właściwości 
elektrycznych i magnetycznych w zależności od warunków narzucanych przez 
projektanta lub charakter pracy (np. anizotropowe przewodności elektryczne 
przy izotropowej przenikalności magnetycznej).

2)	 Ocenę właściwości elektrycznych i magnetycznych proponowanych struktur 
komórek materiału niejednorodnego i możliwości kształtowania efektywnych 
właściwości w wyniku doboru geometrii oraz materiałów budujących komórki.

3)	 Przeprowadzenie testów dotyczących projektowania i wytwarzania materiałów 
charakteryzujących się anizotropią właściwości elektrycznych oraz zastosowania 
wybranych struktur do syntezy metamateriałów pól skalarnych.
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4)	 Autorską implementację algorytmu różnicowego przeznaczonego do analizy 
stacjonarnego pola elektrycznego elementów niejednorodnych (układ przewod-
nik-izolator) w przestrzeni 2D i umożliwiającego wyznaczenie rozkładu gęstości 
prądu elektrycznego przewodzonego przez warstwę roboczą elementu.

5)	 Zaproponowanie cienkowarstwowego opisu stałego pola magnetycznego komórki, 
wykorzystującego znajomość jej geometrii przedstawionej w postaci przekroju 
podłużnego struktury oraz rozkładu gęstości prądu, ograniczonego do dwuwy-
miarowego obszaru zajmowanego przez układ materiałowy.

6)	 Opracowanie numerycznej realizacji cienkowarstwowego modelu magnetycz-
nego w skrypcie obliczeniowym, przy zastosowaniu dwuwymiarowej kwadratury 
numerycznej pierwszego rzędu.

7)	 Sprzężenie obu opracowanych schematów obliczeniowych, które umożliwiają 
zastosowanie metody różnicowo-całkowej (MR-C), minimalizującej liczbę stopni 
swobody modelu w porównaniu do klasycznych modeli 3D.

8)	 Identyfikacja obwodowych parametrów zastępczych komórek na podstawie roz-
kładów powierzchniowych gęstości prądu elektrycznego i magnetycznego poten-
cjału wektorowego, otrzymane za pomocą MR-C.

9)	 Opracowanie metody homogenizacji właściwości elektrycznych (efektywna prze-
wodność elektryczna) oraz magnetycznych (efektywna przenikalność magne-
tyczna) dla pól o wybranej polaryzacji, przy wykorzystaniu parametrów zastęp-
czych (rezystancja i indukcyjność elementu) i wzorów analitycznych.

10)	 Zastosowanie modeli sieciowych i homogenicznych materiału niejednorodnego 
do analizy zjawisk elektrycznych oraz magnetycznych. Modele w znacznym stop-
niu redukują złożoność i wymagania obliczeniowe układów materiałowych skła-
dających się ze znacznej liczby komórek o dowolnej strukturze (przybliżanej 
za pomocą dwu- lub czterozaciskowego elektrycznego schematu zastępczego).

11)	 Wykorzystanie metody optymalizacyjnej Particle Swarm Optimization do syntezy 
kompozytu o zadanych właściwościach elektrycznych, magnetycznych, tensorze 
materiałowym, przy szybkiej zbieżności do rozwiązania optymalnego.

12)	 Pozytywna weryfikacja poprawności oceny właściwości struktur niejednorodnych 
za pomocą proponowanej metody numerycznej (MR-C). Badania eksperymen-
talne próbek materiałowych przeprowadzono na przygotowanym stanowisku 
pomiarowym.

W porównaniu z przedstawionymi w literaturze realizacjami metamateriałów 
pola skalarnego [36, 37, 44, 45, 53, 61, 60, 70, 71, 80, 94, 102, 121, 138, 142] niejedno-
rodne materiały umożliwiają jednoczesny dobór efektywnych właściwości w szer-
szym zakresie. Wykorzystana analogia konstrukcyjna do metamateriałów wielkiej 
częstotliwości wprowadza dyskretyzację materiału kompozytowego na komórki, tym 
samym umożliwiając analizę i dobór właściwości przy wykorzystaniu maksymalnie 
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zredukowanego modelu numerycznego. Wprowadzenie przez autora modeli sieciowych 
i homogenicznych pozwala na analizę układów materiałowych za pomocą narzędzi 
numerycznych niewymagających zaawansowanych jednostek obliczeniowych.

Omówione zagadnienia nie wyczerpują tematu niejednorodnych kompozytów 
elektromagnetycznych, a proponowane metody analizy mogą być rozwijane. W oce-
nie autora prace badawcze można kontynuować w wielu kierunkach, spośród których 
do najważniejszych zaliczyć można:
	y analizę innych geometrii komórek, zapewniających szerszy zakres dobieranych 

parametrów efektywnych (przenikalności magnetycznej) i separację wpływu para-
metrów geometrycznych na właściwości elektryczne oraz magnetyczne;

	y syntezę oraz ocenę właściwości kompozytów o zwiększonej liczbie warstw robo-
czych, kształtujących parametry elektryczne i magnetyczne materiału;

	y rozważenie struktur materiałowych zbudowanych przy użyciu elementów skła-
dowych o zmiennej skali oraz materiałów o charakterystyce nieliniowej, a także 
układów o więcej niż jednej warstwie przewodzącej;

	y identyfikację parametrów elektromagnetycznych (efektywne przenikalności elek-
tryczne oraz magnetyczne) w polu dużej częstotliwości, w warunkach propagacji 
fali elektromagnetycznej padającej na powierzchnię materiału;

	y rozszerzenie metody różnicowocałkowej do analizy harmonicznych pól elektrycz-
nych i magnetycznych w zakresie średnich i dużych częstotliwości.
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	Rys. 2. Przykład budowy kompozytu: a) przekrój przez strukturę hybrydową zbudowaną z polifluorku winylidenu (PVDF) i cząstek węglowo-krzemowych (CS) tworzących lokalny mikrokondensator [57]; b) absorbująca falę EM struktura tekstylna pokryta warstwą stopu
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	Rys. 4. Przykłady siatek obliczeniowych: a) komórka Yee modelująca fragmentu obszaru 3D w metodzie FDFD [77]; b) stosowana w MES tetrahedralna siatka 3D odwzorowująca kompozyt warstwowy
	Rys. 5. Harmoniczna fala EM (Si) padająca na materiał kompozytowy oraz powstałe w wyniku obecności materiału fale odbite (Sr) i przepuszczone (St): a) struktura niejednorodna – kompozyt warstwowy; b) struktura jednorodna – materiał homogeniczny
	Rys. 6. Odwzorowanie fragmentu kompozytu włóknowego modelem numerycznym [133]: a) rzeczywista struktura włókien; b) reprezentacja struktury włókien metodą losowego wzrostu
	Rys. 7. Rozkład temperatury w [K]: a) układ jednorodny bez obiektu – przepływ niezaburzony; b) układ z obiektem i metamateriałem – zaburzenie pola tylko w obrębie obszarów wtrąconych do układu [19]
	Rys. 8. Układy współrzędnych: a) arbitralny – obiekt i płaszcz w kartezjańskim układzie współrzędnych xy z niejednorodnym rozkładem anizotropowego wsp. materiałowego w obrębie płaszcza; b) fizyczny – otoczenie i płaszcz stanowią krzywoliniowy, wirtualny u
	Rys. 9. Płaszcz prądu stałego [45]: a) ideowy model obwodowy z wyróżnieniem elementarnych rezystancji maskujących ΔR(x,y); b) realizacja fizyczna otoczenia i płaszcza w postaci sieci rezystorów
	Rys. 10. Rozkład potencjału elektrycznego: a) układ bez obiektu – pole niezaburzone; b) układ z obiektem – pole zaburzone obecnością innej niż otoczenie przewodności elektrycznej; c) układ z obiektem otoczonym płaszczem – pole zaburzone wyłącznie w obszar
	Rys. 11. Rozkład potencjału w badanym układzie: a) układ bez czujnika pomiarowego; b) układ z nieprzewodzącym czujnikiem – pole zaburzone, koncentracja pola na powierzchni pomiarowej czujnika; c) czujnik maskowany MMS – pole niezaburzone na powierzchni ot
	Rys. 12. Koncentracja pola elektrycznego: a) skupienie linii pola w centralnym obszarze – wzrost składowej Ex natężenia pola w centrum wynika z dużej różnicy potencjału na krótkim odcinku koncentracji; b) gęstość prądu elektrycznego – gęstość prądu kilkuk
	Rys. 13. Rotacja pola elektrycznego: a) obrót gradientu pola o α = 180° w centrum; b) znormalizowane wektory gęstości prądu elektrycznego – widoczny przeciwny zwrot prądu w centralnym obszarze
	Rys. 14. Konstrukcja płaszcza MMS: a) niehomogeniczny płaszcz; b) fragment materiału płaszcza – fizyczna realizacja poprzez stopniowe zmniejszanie rozmiarów i anizotropii kształtu cząsteczek
	Rys. 15. Fizyczna realizacja płaszcza z MMS dla pól termicznych – matryca wykonana z czystej miedzi, wypełnienia zrobiono z dimetykonu (PDMS) [102]
	Rys. 16. Struktura wielowarstwowa: a) budowa płaszcza z wielowarstwowego MMS [35]; b) fizyczny układ płaszcza termicznego zbudowanego z warstw stopu tytanu, aluminium, miedzi, kaptonu [61]
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