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Wstep

Niniejszy skrypt jest przeznaczony dla Czytelnikéw zainteresowanych projek-
towaniem efektywnych algorytmoéw, w tym przede wszystkim dla studentéw
studiéw informatycznych. Moze takze postuzy¢ jako podrecznik do samodziel-
nej nauki dla uczniéw szkét sSrednich pasjonujacych sie programowaniem lub
jako wskazéwka przy pisaniu konspektu do przedmiotu algorytmy i struktury
danych. Czes¢ I skryptu prezentuje podstawy wspoétczesnych metod projekto-
wania i analizy algorytméw. Planowana cze$¢ 11 - Struktury danych - bedzie za-
wierata algorytmy wykorzystujace podstawowe struktury danych, takie jak li-
sty, grafy i drzewa.

Skrypt powstat na podstawie wybranych materiatéw do wyktadu, ¢wiczen
i pracowni komputerowej z przedmiotu algorytmy i struktury danych, przezna-
czonych do nauki dla studentéw informatyki Politechniki Biatostockie;.

Autorka zaktada, ze Czytelnik opanowat podstawy kombinatoryki, matema-
tyki dyskretnej i (w przypadku rozdziatu 1) analizy matematycznej oraz potrafi
zaimplementowac (zrozumie¢) algorytm w jezyku C++.

Czesc¢ 1 skryptu stanowi sze$¢ rozdziatéw. Rozdziat 1 to wprowadzenie
do analizy algorytméw. Oméwiono w nim pojecie specyfikacji algorytmu, po-
prawnos$¢ algorytmu, a takze ztoZono$¢ obliczeniowa oraz rzedy wielkoSci
funkcji. Rozdziat 2 - Rekurencja - prezentuje zalety i wady stosowania rozwig-
zan rekurencyjnych w matematyce i w programowaniu, podaje przyktady réz-
nych rodzajow rekurencji, przypadki jej nieuzasadnionego stosowania oraz me-
tody rozwigzywania réznych zaleznosci rekurencyjnych. Rozdziat 3 jest po-
Swiecony najbardziej popularnej technice projektowania algorytmow, jaka jest
»dziel i zwyciezaj”. Rozdziat 4 zawiera przyktady algorytmoéw wykorzystuja-
cych programowanie dynamiczne jako technike optymalizacji. Rozdziat 5 pro-
ponuje uzyteczne algorytmy wykorzystujace metode zachtanng. Natomiast
w ostatnim rozdziale zostaty przedstawione rézne sposoby wyszukiwania
wzorca w teks$cie. W ramach przyktadéw zastosowania omdéwionych technik
pojawity sie wybrane metody sortowania.

Kazdy rozdziat zawiera krotki opis techniki lub omawianego problemu, in-
tuicyjne przyktady, schematy i gotowe rozwigzania w postaci kodu zapisanego
w jezyku C++. Dla prze¢wiczenia poznanego materiatu, na zakonczenie kazdego
rozdziatu, autorka zaproponowata zadania z petnymi odpowiedziami. W na-
gtéwkach podrozdzialéw podana jest lista odnosnikéw do pozycji, do ktérych
Czytelnik moze zajrze¢ w celu rozszerzenia wiedzy dotyczacej omawianego
problemu. Lista cytowanych publikacji znajduje sie na koncu skryptu.



Rozdziat 1. Analiza algorytmdw

1. Specyfikacja algorytmu

2. Poprawnos¢ czesciowa i catkowita algorytmu
3. Ztozonosé obliczeniowa algorytmu

4. Rzedy wielkosci funkcji

5. Zadania rézne

Analize algorytméw przeprowadza sie w celu wyselekcjonowania najlepszego
algorytmu do rozwigzania zadanego problemu przy uzyciu komputera. Nalezy
zatem sprawdzi¢, ktory ze znanych algorytmoéw jest najbardziej odpowiedni
do uzyskania zagdanego wyniku, biorac pod uwage ustalone zatozenia, a takze
to, czy jest to algorytm optymalny pod wzgledem ztoZonosci czasowej i pamie-
ciowej, czy rozwigze on sformutowane zadanie na komputerze w dostepnym
czasie i pamieci oraz czy jesteSmy w stanie uzasadni¢, ze wybrany algorytm
zawsze (w oczekiwanych przypadkach) rozwigze przedstawiony problem pra-
widtowo.

1. Specyfikacja algorytmu (por. [CLR], [DS], [MG])

Definicja 1 (warunek poczatkowy algorytmu WP)

Warunek poczqtkowy algorytmu WP to warunek, jaki muszg spetnia¢ dane wej-
Sciowe (warto$ciowanie poczatkowe zmiennych) algorytmu. Inaczej méwigc
- wlasnosci przystugujace danym wejsciowym.

Definicja 2 (warunek koncowy algorytmu WK)

Warunek koricowy algorytmu WK to warunek, jaki musza spetnia¢ dane wyj-
Sciowe (wartoSciowanie konncowe zmiennych) algorytmu uzyskane dla danych
wejsciowych spetiajacych WP. Inaczej méwiac - wlasnosci przystugujace da-
nym wyj$ciowym.

Definicja 3 (specyfikacja algorytmu <WP, WK>)

Specyfikacja algorytmu <WP, WK> okresla warunek poczatkowy WP, jaki musza
spemiac¢ dane, by algorytm mogt zadziata¢, i warunek koncowy WK, jaki majg spet-
nia¢ wyniki obliczenia algorytmu, gdy dane wej$ciowe spelniajg warunek WP.



Przyklad 1. Specyfikacja algorytmu obliczajgcego warto$¢ funkcji f(x) = vx
dla xeR,U{0}.

WP: xeR, {0}

WKy =vx & x2=y

Przyklad 2. Warunek poczatkowy i koncowy algorytmu znajdujacego
dla dwéch liczb catkowitych dodatnich x, y ich najwiekszy wspdélny dzielnik
z = NWD(x, y).

WP: x,yeZ,

WK:zeZ, nz|xnz|yan(VveZ, (v]xav|y)=>v|2z)

2. Poprawnos$¢ czeSciowa i catkowita algorytmu
(por. [CLR], [DS], [MG])

Definicja 4 (poprawnos$¢ czeSciowa algorytmu)

Algorytm A jest czesciowo poprawny wzgledem specyfikacji <WP, WK> wtw
dla dowolnych danych wej$ciowych spetniajgcych WP, jezeli algorytm A kon-
czy obliczenia, to dane wyjsciowe algorytmu speiniaja WK. WP nie gwarantuje
zatrzymania algorytmu.

Definicja 5 (poprawnos$c¢ catkowita algorytmu)

Algorytm A jest catkowicie poprawny wzgledem specyfikacji <WP, WK> wtw
dla dowolnych danych wej$ciowych speiniajacych WP algorytm A konczy obli-
czenia i dane wyj$ciowe algorytmu speiniajg WK. WP jest gwarancjg otrzyma-
nia poprawnych wynikéw.

Przyklad 3. Dana jest specyfikacja algorytmu obliczajacego sume k kolejnych
liczb naturalnych i propozycja algorytmu rozwiazujgcego ten problem. Czy po-
dany algorytm jest poprawny ze wzgledu na zadang specyfikacje?

WP: keN, int A1(int k) {
WK:s =Yk i ints=0,i=1;
while(i <= k) {
S +=1i; i++;
}
return s;
}

Rozwigzanie: Algorytm A1l jest poprawny catkowicie ze wzgledu na podana
specyfikacje. Przy dowolnych danych wej$ciowych spetniajgacych WP program
zawsze sie zatrzymuje, a zwracane wartosci spetniajg WK.

Uzasadnienie indukcyjne: Dla k = 1 algorytm A1 wykona tylko jedng iteracje
petli while (dlai = 1) i osiagnie wynik s = 1. Zat6zmy, ze dla k = t (gdzie t jest



pewna liczba naturalng) algorytm A1 wyznaczy s = Y.f_, i. Pokazemy, ze wow-

czas dla k = t + 1 algorytm A1 zwréci wynik s = Yf21 i. Po wykonaniu iteracji
(petli while) dla i =t uzyskamy s = ¥!_, i (z zalozenia indukcyjnego) oraz

i =t+ 1. Wyrazenie kontrolne (i <=k) zwré6ci warto$¢ true, poniewaz
k=t+1. Stad dla i =t + 1 wykonane zostang instrukcje wewnatrz petli

while, w efekcie czego uzyskamy s =Y i+ (t+1) =Y ioraz i =t + 2.
W tym momencie wyrazenie kontrolne petli while zwroci warto$¢ false i algo-
rytm A1l ostatecznie zwréci sume s = Y,iX1i. Na mocy zasady indukcji matema-

tycznej mozemy stwierdzi¢, ze algorytm A1l jest poprawny catkowicie
ze wzgledu na zadanag specyfikacje.

Przyklad 4. Dana jest specyfikacja <WP, WK> algorytmu obliczajgcego iloczyn
postaciil = 10-20-... (E(n/10)-10) (gdzie E (x) oznacza cze$¢ catkowita liczby
x) i propozycja algorytmu rozwigzujacego ten problem. Czy podany algorytm
jest poprawny ze wzgledu na zadana specyfikacje?

WP: neN, int A2(intn) {
WK: il =10-20-... (E(n/10)-10) intil=1,i=0;
while(i!=n) {
i+=10;il *=1i;
}
return il;
}

Rozwigzanie: Algorytm A2 jest poprawny czesciowo, ale nie jest poprawny cat-
kowicie ze wzgledu na zadang specyfikacje. Dla n niebedgcego wielokrotno$cia
10 algorytm sie nie zatrzymuje, ale dla n bedacego wielokrotnos$cia 10 algorytm
konczy obliczenia i zwraca warto$¢ okreslong w WK.

Uzasadnienie: Fakt, ze dla n niebedacego wielokrotnoscig 10 algorytm A2 sie
nie zatrzymuje, jest oczywisty, poniewaz po pierwszej iteracji i juz zawsze be-
dzie wielokrotnoscia 10.

Uzasadnimy indukcyjnie, ze dlan = 10k (gdzie ke N, ) algorytm A2 zawsze
koniczy obliczenia i zwraca warto$¢ okreslong w WK.

Dlak =1 (n = 10) algorytm A2 osiggnie wynik il = 10.

Zalézmy, ze dlan = 10t (gdzie t jest pewnag liczba naturalng) algorytm A2
wyznaczy wartos¢

il =10-20-...-(E((10-t)/10)-10) = 10-20- ...-(10-t).
Pokazemy, ze wéwczas dlan = 10-(t + 1) algorytm A2 zwrdci iloczyn
il =10-20-...-(E((10-(t + 1))/10)-10) = 10-20- ...-(10-(t + 1)).

W momencie, gdy sprawdzane jest wyrazenie kontrolne petli while dla
i = 10-t, mamy wyznaczony iloczyn il = 10-20-... -(10t) (z zalozenia indukcyj-
nego). Wyrazenie kontrolne (i!=n) zwrdci warto$¢ true, poniewaz
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n =10t + 1). Stad wewnatrz petli wykonane zostang instrukcje, w wyniku
ktérych otrzymamy:

i = 10-t + 10 = 10-(¢ + 1) oraz il = 10-20- ...-(10-t)-(10-(¢ + 1)).

W tym momencie wyrazenie kontrolne petli while zwrdci wartos¢ false
(poniewaz n =10-(t+ 1)) i algorytm A2 ostatecznie zwr6ci iloczyn
il =10-20-... (10t) (10-(t + 1)). Na mocy zasady indukcji matematycznej mo-
zemy stwierdzi¢, ze dla n bedacego wielokrotnoscig 10 algorytm A2 zawsze
koniczy obliczenia i zwraca warto$¢ okreslong w WK.

3. Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu
(por. [BDR], [CLR], [DS], [MG])

Definicja 6 (ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu)

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu to ilo$¢ zasobéw komputerowych potrzeb-

nych do jego wykonania. Podstawowymi zasobami rozwazanymi podczas ana-

lizy algorytméw s3 ilo$¢ zajmowanej pamieci oraz czas dziatania. W zwigzku

z tym, na ztoZono$¢ obliczeniowa algorytmu sktadajg sie:

*  ztozonos¢ pamieciowa (za jednostke przyjmuje sie zwykle stowo pamieci ma-
szyny) oraz

*  ztoZonos$¢ czasowa (za jednostke przyjmuje sie wykonanie jednej operacji do-
minujacej).

Definicja 7 (operacja dominujgca (elementarna) algorytmu)

Operacja dominujgca (elementarna) algorytmu to operacja charakterystyczna
dla danego algorytmu oraz taka, Ze tgczna liczba jej wykonan jest proporcjo-
nalna do liczby wykonan wszystkich operacji jednostkowych w dowolnej kom-
puterowej realizacji algorytmu.

Definicja 8 (ztozonos¢ czasowa algorytmu A (ozn. T'(A, n)))

Ztozonos¢ czasowa algorytmu A to liczba operacji dominujgcych wykonanych
przez algorytm A (w czasie jego realizacji), wyrazona jako funkcja rozmiaru da-
nych n.

Definicja 9 (ztozonos¢ pamieciowa algorytmu A (ozn. S(A, n)))

Ztozonos¢é pamieciowa algorytmu A to ilo$¢ jednostek pamieci potrzebnych
do wykonania tego algorytmu (w czasie jego realizacji), wyrazona jako funkcja
rozmiaru danych n.

Przyklad 5. Dany jest algorytm obliczajacy iloczyn dwd6ch macierzy kwadrato-
wych A,BeZ™" o elementach catkowitych. Wyznacz ztozono$¢ pamieciowa
i czasowgq algorytmu. Przyjmij za operacje elementarng mnozenie dwdch liczb
catkowitych.

11



A3: for(inti=1;i<=n;i++) C = [cijlij=1,.,n€Z™™, gdzie
for(intj=1;j <=n;j++) { Ccij = Xp=1(@ix-byj) dlai,j=1,..,n
CLil[j] = 0;
for(intk = 1; k <= n; k++)
} CLil[G] += Afil[k] * BIK][j1;

Rozwigzanie:
+  ztozono$¢ pamieciowa S(A3,n) = 3n? + 4

- trzy n?-elementowe macierze i cztery zmienne typu int
e zlozono$¢ czasowa T(A3,n) = n3

- n? operacji elementarnych (mnozen)

3.1. Ztozonos¢ obliczeniowa Srednia | pesymistyczna
(por. [BDR], [CLR], [DS], [MG])

Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa algorytmu wyrazamy jako funkcje rozmiaru
danych n. Wyrdznia sie:

*  ztozonos¢ pesymistyczng,

*  ztozono$¢ oczekiwangq (Sredniq).

Definicja 10 (zloZzono$¢ pesymistyczna algorytmu (ozn. T4 (A, 1)))
(nieformalnie) - ilos¢ zasobéw komputerowych potrzebnych przy ,najgor-
szych” danych wejsciowych rozmiaru n.

(formalnie) - funkcja Typax (A, ) = sup{t(A,d):deD,},

przy czym sup{} oznacza kres gérny zbioru.

Definicja 11 (ztozono$¢ oczekiwana ($rednia) algorytmu A (ozn. Ty (A, n)))
(nieformalnie) - ilo$¢ zasobéw komputerowych potrzebnych przy ,typowych”
danych wej$ciowych rozmiaru n.

(formalnie) - funkcja Ts.(A, n) = ZdeDn(pr(d)-t(A, d)), gdzie:

D, - zbior zestawow danych wejSciowych rozmiaru n (przestrzen
wszystkich danych rozmiaru n dla problemu P),

A - algorytm rozwiazujacy problem P,

d - dane wejsciowe,

t(A,d) - liczba operacji elementarnych wykonanych przez algorytm A dla

zestawu danych d,
pr(d) - prawdopodobienstwo wystapienia zestawu danych d.

Przyklad 6. Dany jest cigg uporzadkowanych rosngco liczb catkowitych

(a,) = (ag, ...,ap_1), neN.

(a) Napisz algorytm sekwencyjny (naiwny), ktéry dla dowolnej liczby xeZ od-
powiada na pytanie ,Czy x jest elementem ciggu (a,)?”.

12



(b) Wyznacz ztozono$¢ pamieciowg i czasowq (Srednig i pesymistyczng) algo-
rytmu. Za operacje elementarng przyjmij pordéwnanie elementu ciagu
i liczby x.

Rozwigzanie:
bool A4(int n, int *4, int x) {
inti=0;
while(i < n && A[i] |=x) i++;
returni < n;
}

e rozmiar danych: n (dlugo$c ciagu);

* zlozono$¢ pamieciowa: S(A4,n) = n + 3 (wektor n-elementowy i 3 zmienne
typu int);

» zloZono$¢ czasowg wyznaczymy dla operacji elementarnej - poréwnanie ele-
mentéw wektora z wartoscia x;

* zloZono$¢ czasowq pesymistyczng uzyskujemy, gdy x = A[n-1] lub gdy x¢A,
wowczas  Tpax(A4,n) = n;

* $rednia zlozono$¢ czasowa:
zatozenia: pr(xeA) =p, pr(xgA)=1-p, Vg n-1prx=a;) = %

(zaktadamy, ze prawdopodobienstwo wystgpienia wartosci x na dowolnej

pozycji jest takie samo)

T (A4, 1) = YRZ5(pr(x = ai)-t(x = ay)) + pr(xgA)-t(xgA) =
=Bk + D)+ A-pn=LF k+1-p)n=

4. Rzedy wielkosci funkgji (por. [BDR], [CLR], [DS], [MG])

Faktyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu (rzeczywista ilo$¢ wykonanych opera-
cji elementarnych) w trakcie jego realizacji na komputerze (dla konkretnych
danych wejsciowych) rdézni sie od tej wyznaczonej teoretycznie wspoétczynni-
kiem proporcjonalnosci. Obliczajac funkcje ztoZonosci algorytmu, liczymy rzad
wielko$ci czasu jego dziatania (dla dostatecznie duzych danych wej$ciowych),
tzn. zajmujemy sie asymptotyczng ztozonoscia algorytmu (inaczej moéwiac, po-
dajemy, jak szybko wzrasta czas dziatania algorytmu, gdy rozmiar danych dazy
do nieskoniczonosci). Na podstawie rzedu wielkosci funkcji, za pomocg ktorej
opisuje sie czas dziatania algorytmu, okreslamy jego efektywno$¢ oraz mozemy
porownac ztozonos$¢ dwdch réznych algorytmow.

Oznaczmy przez f i g funkcje f, g: N—>R,{0}. Dla rzedow wielkos$ci funk-
cji uzywamy ponizszych oznaczen.
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Definicja 12 (notacja O - asymptotyczna granica gérna)

Funkcja f jest co najwyzej rzedu g (ozn. f(n) = 0(g(n)) lub f = 0(g)), jezeli
istniejg stata rzeczywista ¢ > 0 i stala naturalna n, takie, Ze nieréwnosci
0 < f(n) <cg(n) zachodza dla kazdego n > ny. Méwimy wtedy réwniez, ze funk-
cja g jest majorantq (ograniczeniem gérnym) wartosci funkgji f. Funkcja g sza-
cuje z gory funkcje f.

Definicja 13 (notacja Q - asymptotyczna granica dolna)

Funkcja f jest co najmniej rzedu g (ozn. f(n) = Q(g(n)) lub f = Q(g)), jezeli
istniejg stata rzeczywista ¢ > 0 i stata naturalna n, takie, Ze nieréwnosci
f(n) = cg(n) > 0zachodza dla kazdego n > n,. MOwimy wtedy réwniez, ze funk-
cja g szacuje z dotu funkgcje f.

Definicja 14 (notacja © (theta))

Funkcje f i g sq doktadnie tego samego rzedu (ozn. f(n) = ®(g(n)) lub
f = 0(9)), jezeli istniejg state rzeczywiste c;, c, > 0 oraz stata naturalna n, ta-
kie, ze dla kazdego n >n, zachodza nieréwnosci 0 <c;g(n) < f(n) <c,g(n).
Méwimy wtedy rowniez, ze funkcja g jest asymptotycznie doktadnym oszacowa-
niem dla funkgji f.

(a) f(n) = 0(g(n) (b) fF(n) = Q(g(n)

() f(n) = ©(g(n)
Rys. 1.1. Intuicje notacji O, Q, ®

Twierdzenie 1 (por. [CLR])
Dla dowolnych dwo6ch funkcji f(n), g(n) mamy f(n) =0(g(n)) wtw

f(m) = 0(g(m)if(n) =Q(gn)).
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Przyklad 7. Korzystajac z formalnych definicji ® i O, udowodnij nastepujace
wtasnosci:
(a) 0.01n2 + 4n = O(n?) (b) 9n3 # 0(n)

Rozwigzanie:
(@) 0.01n2 + 4n = O(n?)

Nalezy wskaza¢ const = cq,c, €R, ingeN takie, Ze:

Vpsn, ©Gn? <0.01n% +4n < cn? / n? (zaktadamy, ze n # 0)

¢ <001+2<c,

Prawa strona jest prawdziwa dla kazdego n = 1, gdy 4.01 < c,, a lewa
strona jest prawdziwa dla kazdego n = 1, gdy c; < 0.01. Zatem wybierajac
c; = 0.009, ¢, = 4.01 i ny = 1, mozemy powiedzie¢, ze 0.01n? + 4n = @(n?),
poniewaz z definicji 14 wynika, Ze:

2 2 2
J¢,20.009,c,=4.01Tng=1Vren, 0 < ¢n° <0.01n° +4n < cn

Uwaga. Istniejg inne mozliwo$ci wyboru statych, ale istotne jest to, ze istnieje
jakakolwiek mozliwos¢.
(b) 9n® # 0(n)

Zalézmy przez zaprzeczenie, Ze:

3 cery IngenVnen,In® < cn /n (zakladamy, ze n = 0)
c=const

3 cery EInoeanZnognz =c
c=const

—/c Ve
3 CeERy ElnoeanZno —s=ns<-—_

sprzecznos¢
3 3
c=const

Nie moze by¢ prawda, ze dla dowolnie duzego n jest n < ?, poniewaz
c = const.

Do oszacowania zloZzonoSci czasowej znanych algorytméw zwykle uzy-
wamy jednej z nastepujacych funkc;ji:

* log,n - ztozonos¢ logarytmiczna (ozn. Ign). Ztozono$¢ taka ma np. algorytm
wyszukiwania binarnego wartosci x w ciggu uporzadkowanym. W kazdej
i-tej iteracji zadanie rozmiaru n; zostaje sprowadzone do zadania o rozmiarze
n; /2 plus stata liczba operacji elementarnych.

* n-ztozonos¢ liniowa. Ztozonos¢ taka ma np. sekwencyjny algorytm znajdowa-
nia minimum i maksimum w n-elementowym ciaggu liczb. Dla kazdego z n ele-
mentéw wykonywany jest pewien staty zestaw operacji elementarnych.

* nlgn - ztoZonos¢ liniowo-logarytmiczna. Ztozono$c¢ taka ma np. algorytm sorto-
wania przez kopcowanie. Przy budowie kopca wykonywanych jest O(n) ope-
racji elementarnych, a przy (n-1)-krotnym powtérzeniu dwdch krokow - usun
korzen kopca oraz przywrdc¢ drzewu (tablicy) wtasno$¢ kopca - algorytm wy-
konuje O(nlgn) operacji elementarnych.
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s n? - zlozonos¢ kwadratowa. Taka ztozono$¢ ma np. algorytm dodawania

dwoch macierzy kwadratowych. Wewnatrz podwojnej petli iteracyjnej wyko-
nywana jest stata liczba operacji elementarnych.

» nk dlakeN - ztozonosé wielomianowa. Ztozono$é n* dla k = 3 ma np. algo-
rytm mnozenia dwdch macierzy kwadratowych.

Do rozwigzania problemu, dla ktérego nie istnieje algorytm o zloZono$ci
czasowej szacowane;j z gory funkcjg n* (dla ke N), zwykle stosujemy w praktyce
algorytmy przyblizone.

o 2™ - ztozonos$¢ wyktadnicza 2™. Ztozonos¢ takg ma np. algorytm rozwigzujacy
problem wiez z Hanoi.

* n! - ztoZonos¢ n!. Ztozono$¢ n! ma np. algorytm, ktéry dla kazdej permutacji
danych wej$ciowych wykonuje pewna stalg liczbe operacji elementarnych.

4.1. Fakty pomocnicze do badania rzedéw wielkosci funkgcji
(por. [BDR], [CLR], [DA], [DS], [GM])

Lemat 1 (por. [BDR])
Niech f i g oznaczajg funkcje f, g: N>R, U{0}. Niech lim 5%—’13 = ¢, wéwczas:
n—-oo

e jezeliceR,, to f(n)=0(gMn)),
+ jezelic=0,  to f(n) = 0(g(m)i-(f(n) = Qs(m)),
o jezelic=+4+ox, to gn)=0(f(n))i- (g(n) = Q(f(n))).

Przyktad 8. Zbadaj, czy vn = @(lgn).
Rozwigzanie:

lim Y2 = E@ 1im L\}’E = lim (@) = oo, zatem Ign = 0(\/n) ilgn = Q(Wn),

n—oo ‘81 n—oo 2Vn n-—-oo
wiec Vn # O(lgn)
[;] stosujemy regute de L’'Hospitala
' 1 , 1
(@ (Vn) = 57 (logan)’ = ——dlaa>0,a=1,n=0
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Lemat 2

(a) (por. [CLR]) Dla kazdego asymptotycznie dodatniego wielomianu p(n)
stopnia d (deZ,) mamy: p(n) = ©(n?).

(b) Funkcje uporzadkowane rosngco ze wzgledu na ich rzad wielkoSci:
1,1gn, .., 3¥n, Vn, n, nlgn, n?,n3, .., 2", 3%, n!, n".

(c) (por.[CLR]) Dla dowolnych dwdch funkcji f(n), g(n) mamy:

f(m) = 0(g(m) wtw g(n) = Q(f (n)).
Twierdzenie 2 (por. [GM], s. 56)

an+1

Y nen ((an # 0 A lim

n—oo

—q<1):rlli_r)£1°an=0>

Przyktad 9. Zbadaj, czy n? = 0(2™).
Rozwigzanie:

(n+1)2 2™

— né+2n+1| _ 1
oDz = lim |7| =-<1,

n—-oo

—n? 2
ap =5 # 0, ans1 = 5,

n—oo

wiec lim ’21—,21 = 0. Stad (na mocy lematu 1) n? = 0(2") i —(n? = Q(2")).
n—oo

Definicja 15
(aeR\{1} AxeR,) = (log,x = ywtw a¥ = x)

5. Zadania rézne (por. [CLR], [KW], [MG])

[01] Uzasadnij lemat 2 (b).
Rozwigzanie:
(1) Nalezy pokaza¢, ze 1 = O(lgn) i —=(1 = Q(Ign)). Korzystam z lematu 1.
lim 2= = 0,stad 1 = 0(Ign) i —(1 = Q(lgn))
n—-oo
Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze Ign = Q(1) i =(Ign = 0(1)).
(2) Nalezy pokaza¢, ze Ign = 0(Vn) i — (lgn = Q(%)) Korzystam z lematu 1.
lim &2 =E@= jim £ =2 lim,2=0

n—oo \/— n—-oo nin l]’lZ n—-oo \/_
Stad 1gn = 0(¥/n) oraz — (lgn = Q(i/_))
Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze 3n = Q(lgn) i —~(¥n = 0(Ign)).
(@) (n) = ﬁ, (log,n)' = ﬁdla a>0,a=z1,n=0
(3) Nalezy pokaza¢, ze ¥n = 0(v/n) i — (i/_ = Q(\/_)) Korzystam z lematu 1.
llm‘r—hm——Ostqd\/_ O(\/_)lﬁ(%—ﬂ(\/_))

n—oo Vn n—-oo Iyn

Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze Vn = Q(\/_) i (\/_ = O(%))
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(4) Nalezy pokazaé, ze vVn = 0(n) i — (\/ﬁ = Q(n)). Korzystam z lematu 1.
lim ¥ = lim % = 0, stad va = 0(n) i ~ (v = Q(n))
n—oo Vn

n—-oo
Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze n = Q(vn) i — (n = O(Jﬁ))
(5) Nalezy pokazaé, ze n = O(nlgn) i —(n = Q(nlgn)).
lim ;oo = lim 2= = 0, stad n = O(nlgn) i—(n = Q(nlgn)).
n—-oo

n—-o0o
Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze nlgn = Q(n) i —(nlgn = 0(n)).
(6) Nalezy pokaza¢, ze nlgn = 0(n?) i —(nlgn = Q(n?)).

lim 2&" = lim 82 =E lim 1 =0

n—-oo N n—-oo n—-oo

Stad nlgn = 0(n?) i —(nlgn = Q(n?)).

Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze n? = Q(nlgn) i =(n? = 0(nlgn)).
(7) Nalezy pokazaé, ze n? = 0(n3) i —(n? = Q(n®)). Korzystam z lematu 1.

AIHQOZ—i = lim 1 =0, stad n? = 0(n%)i-(n? = Q(n?)).

Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze n3 = Q(n?) i —(n® = 0(n?)).
(8) Nalezy pokaza¢, ze n® = 0(2™) i —(n® = Q(2"M)).

. . 3 3
Korzystam z twierdzenia 2. a, = 7z # 0, apqq = ;’(1:—1)1)

(n+1)3 2"

lim S 3

n—oo
Stad (na mocy lematu 1) n3 = 0(2") i —(n® = Q(2")).
Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze 2™ = Q(n3) i —(2" = 0(n?)).
(9) Nalezy pokazac, ze 2™ = 0(3™) i =(2™ = Q(3™)). Korzystam z lematu 1.
lim g_Z=n _l)igl(é)n =0,stad 2" = 0(3™) i =(2" = Q(3"))

n—oo

Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze 3™ = Q(2™) i —=(3™ = 0(2™)).

. 3.2 . . 3
= lim |L—;3n+1| =1lc 1, wiec lim 2= 0
n-—oo 2n 2 n-oo 2

(10)Nalezy pokaza¢, ze 3™ = 0(n!) i —(3™ = Q(n!)). Korzystam z twierdzenia 2.

3
(n+1)

3(n+1) . 3(M+1) ni s _
m+1)!’ r11—>oo (n+1)! 3_n| —,11220 =0<1,

wiec lim 2= 0. Stad (na mocy lematu 1) 3" = 0(n!) i —=(3™ = Q(n!)).
n—-oo °

Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze n! = Q(3™) i =(n! = 0(3")).
(11)Nalezy pokazac, ze n! = 0(n™) i —~(n! = Q(n")).

— 3" —
an_ﬁ:'toﬂarwl_

: : —_ n! —  (n+1)!
Korzystam z twierdzenia 2. a,, = 55 # 0, ap4q = e
: (m+n)t 0" _ i n A\ — i 1 —(a)1
lim | O S| = lim |%)"| = lim =<1,

o 53 L o ()

wiec li_r)rc}o 2= 0, a stad (na mocy lematu 1) wynika, ze n! = 0(n™)
i—|(n?= Qn™)).

Dodatkowo, z lematu 2 (c) wynika, ze n™ = Q(n!) i =(n™ = 0(n!)).
(a) lim (1+ %)n = e, gdzie e ~ 2.71828

n—-oo
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[02] Sprawdz, ktore z ponizszych rownosci sg prawdziwe, a ktére fatszywe.

(1) lg(n!) = O(nign) (2) Ig°n = 0(1g2™)

(3) (V2)'8" = @(Vn) (4) 22" = 0(2:2™)

(5) 3" = Q(2") (6) (Wn + 6)* = O(n?)
Rozwigzanie:

(1) lg(n!) = O(nlgn) ?

lg(n!) =lg(n(n—1)-..-2.1) =lgn+1gn — 1) +--- + 1g2 + 1g1 < nlgn,

n sktadnikéw
zatem lg(n!) = O(nlgn)
(2) 1g2n = 0(1g2™) ?

1g2" =n

2 . Ign x
lim ‘g n =[F@ Jim 2en = 2 jjy B2 [ ¢; lim — = 0, zatem
n—oo n—oco N anam>n n—oo nIn2

C1

lgZn = 0(1g2™)

(a) (g?n)’ = 2&
(3) (V2)'&" = ©@(Vn)?

(\/E)lgn — Z%Ign — zlg\/ﬁ =

Z definicji 15 mamy 2'8V" = x wtw Igvn = log,x, wiec x = Vn

Stad (v/2)'8" = x = V/n, wiec (+/2)'8" = @(Vn) //1gx ozn. log,x
(4) 22" = =002 2”) ?
= o, zatem 22" = 0(2-2™)

n—oo n-— n—oo

(5) 3" = Q(2”) ?
lim 2 = hm( ) = oc, wiec 3" = Q(2™)

(6) (i + 61 O(n7)?

2
lim 0% — Jim <(‘/_+5) ) = lim (%M) = lim (1+\1/3+36) =1eR,

n—oo n? n—oo n—-oo

Stad (Vn + 6)* = O(n?).

[03] Niech A bedzie algorytmem, ktdrego ztozono$¢ czasowa jest okre$lona
funkcja T(A, n) dla danych rozmiaru n. Przypusémy, ze czas potrzebny do wy-

konania algorytmu A na komputerze C1 dla danych rozmiaru n jest réwny t.

(1) Jaki jest czas potrzebny do wykonania tego algorytmu dla danych 10 razy

wiekszych?

(2) Jaki jest rozmiar zadania, ktére mozna rozwigzac przy pomocy algorytmu A

w czasie 10 razy wiekszym?

T(A,n) n lgn n? n3 2"

CZas

rozmiar zadania
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Rozwigzanie:
(D TAN=n=t
T(A,10n) = 10n = 10t
T(An)=Ign=t
T(A,10n) =1g(10n) =1g10+Ign~3.3 +t
T(An)=n*>=t
T(A,10n) = (10n)? = 100t
T(An)=n3=t
T(A,10n) = (10n)3 = 1000¢
T(An)=2"=t
T(A, 107’1) — 210n — (211)10 — th
2)TAn)=n=t
T(A x) =x=10t =10n =x =10n
T(An)=lgn=t
T(A,x) = lgx = 10t = 10lgn = x = n1°
T(An)=n*>=t
T(A x) = x? =10t = 10n? =x =V10n
T(An) =n3 =
T(Ax) =x% =10t =10n® =x = VY10n
T(An)=2"=t
T(A x) =2% =10t = 10-2" = x =log,(10-2") =
=log,10 + log,2" = n +log,10

[04] Wyznacz ztozonos¢ czasowa funkcji B1 i okres$l rzad wielkosci uzyskanej
funkcji ztoZzonoSci. Za operacje elementarng przyjmij poréwnanie elementu ta-
blicy T i wartoSci x.
void B1(int **T, int n) {
intx=0;
for(inti=1;i<=n-1;i++)
for(intj=1;j<=n-1i; j++)
for(ints=j;s<=i+j-1;s++)

if(T[j][s] < x) x = T[j][s];

}
Rozwigzanie:
T(B1,n) = £ (E0oi(2i 1 1)) = S (i) = Bl - 1) =
n2(n— n (n 1) (n-1)n(2n-1)
=I5 () - X 2 = 2GR - Y2 = P
_ n(n—l)(3n—2n+1) n(n-1)(n+1) 3
= . S =0(n°)
n(n+1)(2n+1) n-1:2 _ (n—-1)n(2n-1)

(@) X 12 S ,  wiec Yo i S
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[05] Jak liczny jest nastepujacy ciag: n, %, %, g, .., 2, 1 przy zatozeniu, ze n = 2%
dla keN?
Rozwigzanie:
n = = = 2 1
2 4 8
Zk Zk—l 2k—2 2k—3 21 20

n = 2¥ < 1g,n = k, stad dlan = 2% takich liczb jest 1 + Ig,n

[06] Zaproponuj mozliwie najefektywniejszy czasowo algorytm wyznaczajacy
ostatnia cyfre wartosci n!. Okresl pesymistyczng ztoZono$¢ czasowa podanego

rozwigzania.

Rozwigzanie:
0'=1 int B2(intn) {
11=1 if(n < 2) return 1;
21=2 if(n == 2) return 2;
31=6 if(n == 3) return 6;
41=24 if(n == 4) return 4;
5!=120 return 0;
T(B2,n) =4 =0(1) }

[07] Dana jest specyfikacja algorytmu obliczajacego wartos¢ y = x™ dla
n,xeN, i propozycja algorytmu rozwigzujacego ten problem. Czy podany algo-
rytm jest poprawny ze wzgledu na zadang specyfikacje?
WP:n,xeN, int Pow1(int x, int n) {
WK:y = x™ inty=1;
while(n) {
if(n% 2)y *=x;
n/=2;
X *=x;
}

return y;

}

Rozwigzanie: Algorytm Pow1 jest poprawny catkowicie ze wzgledu na podang
specyfikacje. Przy dowolnych danych wej$ciowych spetniajacych WP program
zawsze sie zatrzymuje, a zwracane wartosci to y = x™.

[08] Dana jest specyfikacja algorytmu obliczajacego sume kwadratéow kolej-
nych liczb nieparzystych nie wiekszych niz n i propozycja algorytmu rozwigzu-
jacego ten problem. Czy podany algorytm jest poprawny cze$ciowo (catkowi-
cie) ze wzgledu na zadang specyfikacje? Odpowiedz uzasadnij.
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WP:neN, int B3(int n) {
WK: s = suma kwadratow kolejnych  inti=1,s=1;
liczb nieparzystych <n while(i!=n) {i+=2;s+=(i*i); }
return s;

}

Rozwigzanie: Program jest poprawny czesciowo, ale nie jest poprawny catko-
wicie ze wzgledu na zadang specyfikacje. Dla n parzystych petla sie nie zatrzy-
muje, ale dla n nieparzystych algorytm konczy obliczenia i zwraca wartos¢
zgodng z WK.

Uzasadnienie: Fakt, ze dla n parzystych petla sie nie zatrzymuje, jest oczywisty,
poniewaz warto$¢ i zawsze bedzie nieparzysta. Fakt, ze dla n nieparzystych
algorytm B3 zawsze konczy obliczenia i zwraca warto$¢ zgodna z WK uzasad-
nimy indukcyjnie. Dlan = 1 wyrazenie kontrolne petli while od razu daje war-
to$¢ false i algorytm zwraca wynik s = 1. Zatézmy, ze dlan = 2t + 1 (gdzie
teN) algorytm B3 wyznaczy sume s = Y.{_,(2+ + 1)2. Pokazemy, ze wowczas
dlan = 2-(t + 1) + 1 algorytm B3 zwréci wynik s = ¥¢X3(2+i + 1)2. W momen-
cie, gdy sprawdzane jest wyrazenie kontrolne (i! =n) petlidlai=2t+1,
mamy wyznaczong sume s = Y.-_,(2 + 1)? (z zatozenia indukcyjnego). Wyra-
zenie kontrolne (i! =n) zwréci warto$¢ true, poniewaz n = 2-(t +1) + 1.
Stad wewnatrz petli wykonane zostang instrukcje, w wyniku ktérych uzyskamy
i=2{+1)+1orazs=%_,2i+1D?+Q(t+ 1)+ 1)?% =321+ 1)2
W tym momencie wyrazenie kontrolne petli while zwrdéci warto$¢ false i algo-
rytm B3 ostatecznie zakonczy dziatanie z wynikiem s = Y324 + 1)2
Na mocy zasady indukcji matematycznej mozemy stwierdzi¢, ze dla n nieparzy-
stych algorytm B3 zawsze konczy obliczenia i zwraca warto$¢ zgodng z WK.

[09] Uporzadkuj niemalejaco ponizszy ciagg funkcji wedtug ich rzedéw. Odpo-
wiedzZ uzasadnij.

i) =n*+7n+5, f(n) =logn®’,  f3(n) =log,(n),
fa(m) = [sin(nh)], fs() =n

Rozwigzanie:

fi(n) =3n? + 7n 4+ 5 = O(n?*) - na mocy lematu 2 (a)

f>(n) =log,n?° = 201og,n = B(log,n)

fz(n) = log,(n!) = 0(nlgn) - patrz zadanie [02] (1)

fa(m) = |sin(n!)| = ©(1) - dla ilustracji wystarczy narysowac¢ wykresy naste-
pujacych funkgji: f(x) = |sin(x)| + 1, g.(x) = 1ig,(x) =2

fs(m) =vn =0©{n)
Ostatecznie, na mocy lematu 2 (b), podane funkcje uporzadkowano niemalejaco
ze wzgledu na ich rzad wielkosci: f,(n), f,(n), fs(n), f3(n), fi(n).
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[10] Uporzadkuj ze wzgledu na rosnacy rzad wielkosci nastepujace funkcje:

fi(n) = n?lgn fo(n) = n%/lgn f3(n) = 0.001n?
fa(n) =n%+lgn fsm)=nd/Jyn—-1gn  fs(n) =n21gn+n1,n2+ng
fy(n) = 4 fom = (v2)*" fon) = 22"
fro(n) = Ig(n!) fii(n) =1g(n'®) fiz(n) = 3**7
Rozwigzanie:

fi(n) = n’lgn = ©(n’lgn) (7)

f2(m) = ni/ign —o(th) 3

f3(n) = 0.001n2 = 0(n?) (6)

fan) = mi + Ign = O(n1) 3)

fs(m) =/ fn = Tgn = O(n?) (8)

fe(n) = n?lgn + n,’n2 +nz = O(n’%lgn) (7

fr(n) = 4’8" = 0(n?) (6)

fam) = (V2)e =0(n) (2)

fo(n) = 22" = 04" (10)

fro(n) = Ig(n!) = O(nlgn) (4)

fir(n) = 1g(n*®) = 0(Ign) (1)

fiz(n) = 3+ =03") 9)
Uzasadnienie:

fa(n) = ni + lgn. Korzystamy z lematu 1.

3 ) 3nin2
lim »* =l&l@ Jim 42”1 = 3In2 lim == ¢; lim Vn? = o, zatem
1 U U

n—oo n—oo n n—-oo Vn n—oo
C1

lgn =0 (n%), stad f,(n) = O (n%)

1
nln2

(@ (n%)’ = %n_%, (Ign)' =
fr(n) = 4’8

4lgn = p2lgn — len* = 2 zatem f,(n) = O(n?)



© fe(m) = (V2)le
(\/E)lgn — z%lgn — Zlg\/ﬁ = x
Z definicji 15 wynika, ze 218V1 = x wiw log,vn = log,x, wiec x = V/n.
Ostatecznie fg(n) = O(Wn).

* nlgn=0 (ﬂ) ? Korzystamy z lematu 1.

lgn
Tll—l;rc‘)lo 1g2n rP—)OO (4\/_lgn) 4 7111_1;130 lgn 4 rlll_l;go 2vn
_ In?2 _ _ A (V). AV
== 111_1)’1010 n = oo, zatemIgn = 0 (lgn) i— (lgn =Q (lgn)>_

Ostatecznie nlgn =0 (Tllg—\/f)

(a) (\/Z)’ _ 2\/_’ (lg )/ _ 21gn

nin2

[11] Ktére réwnosci sg prawdziwe? OdpowiedZ uzasadnij.
(1) 2™ =0(2" (2) (n+1)? =0(n?
(3) 22" = 0(2™) (4) (Ign)” = 0(Vn)
(5) 40™ = 0(n)

Rozwigzanie:
(1) 21 = 2.2 = @(2"), wiec 21 = 0(2™)

(2) (n+ 1?2 =n?+2n+ 1= 0(n?), wiec (n + 1) = 0(n?)
(3) 22™ = 4™ = @(4™M), wiec 22™# 0(2") - patrz lemat 2 (b)

lem)73 () 13 73(1gn)”22vn\ _ 273 .. (Ign)’2\ _ %
(4) lim (g\/_) =@ lim (—) = lim (—) =]

n—-oo n—oo niln2 erg n—-oo Vn
C1
. 72(1gn)712 2.72 . lgn)7t © . 71(1gn)7°2
= ¢, lim ( (gn) \/ﬁ) — 720 (( gn) ) _[E] ¢, lim ( (gn) \/ﬁ) _
n—-oo nln2 In2 n-ooo Vn n—-oo nln2
C2
=.=Cy lim 22 = 0, wiec (Ign)”® = 0(v/n)
n—-00 \/_
1 73N/ _ 73(lgn)
(a) (gn)’ = —— ((gn)”®) = ZE2— (V) =
(5) Korzystam z twierdzenia 2.
_ 40” 40™¥1 . aontl ml |
an = * 0 Apny1 = O o D) 20m _nl—>oo (n+1) =0< 1 WIQC

lim 4;;_7 = 0, stad 40™ = 0(n!)
n—oo :

[12] Prosze sprawdzi¢, ktére z ponizszych réwnosci sg fatszywe, a ktére praw-
dziwe.

(1) 22" = 0(2:2") (2) 22t = 0(2™)

(3) 31+n — 0(23+n) (4) 3n+2 — Q(Zn)

24



(5) 210+n = @(2M) (6) n! = O(2"M)

(7) 1™ =0(1) (8) vn = Q(lgn)
(9) 2'8" = O(n) (10)(n + 1)? = 0(n?)
(1) n + 6)* = 0(n?) (12)(2n)! = 0(n!)
(13)(gn)™* = 0(n) (14)lgn™ = 0(\nlgn)
(15)(Ign)? = 0(1g2™) (16)n! = 0(n™)
(17)n*1g®n-3" = 0(n?-1g*n-4")
Rozwigzanie:
(1) 22" = 0(2:2") [-] (2) 22" =002 [+
(3) 31+ = 0(2**™) [-] (4) 3™ =02 [+
(5) 21" = 0(2") [+] (6) n!=0(2") [-
(7) 1™+t = 0(1) [+] (8) Vn=Q(gn) [+
(9) 2'8" = O(n) [+] (10)(n+1)? =0(m?) [+
(1D n +6)* = 0(n?) [+] (A2)2n)!=0(n) [-
(13)(1gn)™* = 0(Vn) [+] (14)lgn™ = O(Vnign) [~
(15)(Ign)? = 0(1g2™) [+] (16)n! =0(n™) [+
(17)n*1g®n-3" = 0(n?-1g*n-4") [+]
Uzasadnienie:
(3) 31" = 0(23+1) ?

lim 3% = 2 lim 2 = ¢; lim (3)" = oo, zatem 317 2 0(2*™)

(6) n! = 0(2™) ? Korzystam z twierdzenia 2.

ont+1 . n+1 n[l _

M+1)! 5 5ol (D! 21 n—00

_2" —
ap =—=#0,ap41 = (n+1) =0<1,

wiec lim 2 = 0, stad n! = 0(2")
n—-oo :

(12)(2n)! = O(nl) ?

lim @ = |jm ROD-M42)-2n — oo wigc (2n)!# O(n!)
n—-oo ! n—-oo
(13)(Ign)”* = 0(+/n) - patrz zadanie [11] (4)
(15)(Ign)? = 0(1g2™) - patrz zadanie [02] (2)
(16)n! = O(n™) ? Korzystam z twierdzenia 2.

(n+1)!
(n+1)n+L

—n —
an_n_n:'tofan+1_

(n+1)! n"

lim DT

n—oo

= lim |(n+1) | - .,%1_1,{30— =@ % <1

o ()"

wigc lim I = 0, a stagd wynika, ze n! = O(n")
n—-oo



1 n
(@) lim (1+2) = e gdziee~2.71828

n—oo

(17)n*1g®n-3" = 0(n?-1g*n-4")

1g2 2, L
lim Z1Een3" = Jim 2218 [ @®) Jim <2n L "“‘2> =
1e%n 4
n—oo n°-lg¥n4 n—-oo (%) n—-oo (5) ln5
1 2 1 1 1
2 . n-1g2n+n-lgn~m [£].0) . (lg n+n'21gn~nln2)+<1n2(lgn+ln2))
= = lim | ——7—122 ) ==l ¢; lim T =
lngn—wo (5) n—oo (5) ln;
C1
2 ) 1 2lgn, 3
C1 li (lg n+2lgn 1n2)+(1n2(lgn+ln2)> _[g],(d) c, lim 111%12+n(1n2)2 _
lng n—oo (g)n 20 (i) In
- 3/ 3
C2
Cy . 2lgn+ 3

= 7 lim —; Iz — (0, zatem n*1gén-3" = 0(n?-lg*n-4")
1n2~ln§n—>oo n'(g)

C3

(a) (n%1g?n)’ = 2nlg?n + n?-2lgn ——

, nln2
) (") =© @)'in3
(© (n-lgzn + n-lgn- é) =1g2n + n-2lgn —— + — (lgn + L)

nin2 In2 nln2

2 T 1 ' __2lgn 3
(d) (lg nt Zlgn In2 + In2 (lgn + an)) " nin2 + n(ln2)2

(e) (@*)’ = a*lnadlaaeR,, xeR

[13] Jesli wiadomo, Ze zachodza réwnoéci f (n) = 0(v/n) i g(n) = 0(Ign), to czy
wtedy prawdziwe s3 ponizsze zalezno$ci?

(1) f() +g(n) = 6(M) (2) f() + g(n) = 0(Wn)
(3) f(n) + g(n) = O(lgn) (4) f(n) = Q(g(m)
Rozwigzanie:

ME @R B
(4) [-], poniewaznp. f(n) = 1 = 0(¥n), g(n) = Ign = 0(Ign) i f () = (g (n))

[14] Niech A bedzie algorytmem o kwadratowej ztozonosci czasowej. Przy po-
mocy tego algorytmu mozna rozwigza¢ problem o rozmiarze 100 w ciggu 1 se-
kundy. Jak duzy problem mozna rozwigzac¢ przy pomocy tego algorytmu w cza-
sie 1 godziny?

Rozwigzanie:

T(A,n) =n?

T(A,100) = 1002 =1s | 100% = 1s | (100-60)2s = x2s
T(A x) = x2 = 3600s | x2 = 3600s | x = 6000
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[15] Wyznacz ztoZzonoSci czasowe funkcji 1, 2, £3, f4 oraz okresl rzedy wielko-
$ci uzyskanych funkcji ztozonoSci. Za operacje elementarng przyjmij poréwna-

nie elementow tablicy.
void f1(int n, int *T) {
intx=20;
for(inti=1;i<=n-1;i++)
for(intj=1;j<=n-1;j++)
for(ints=i;s<=i+j-1;s++)
if(T[s] < T[]) x = T[i];
}
void f3(int n, int m, int *T) {
intx=0;
for(inti= 2;i <=n;i++)
for(intj=1;j <=m;j++)
if(1G % 2))

if(T[i] < T[j]) x = TI[i];
}
Rozwigzanie:
T(fl,n) = S (2]

=Yrl1+24++(m-1) =
Z 1(n(n- 1)) (n(n 1)) Zn 11

T2 = Tk, (T2 1)) = 2

LG+ DI
=Y (ni—i?2+n+1)=n¥t,i—
2
_n (121+1) _ n(n+1)6(2n+1) + n(n + 1) —
(n+1)761(n+5) @(ng)
) n(n+1)(2n+1)
(a) Z?=1 1’2 = 6
(n-1)m
T(f3,n,m) = 2

T(f4,k,m) =

(”‘1)2& dlam = 2k + 1, keN

@ dlam = 2k + 1, keN

void f2(int n, int **T) {
intx = 0;
for(inti=1;1i<=n;i++)
for(intj =i; j <=n; j++)
for(ints=j; s <=1i+j; s++)

} if(T[j][s] < T[sI[D x = T(I[s];

void f4(int k, int m, int *T) {
intx=0;
for(inti=2;i<=k+ 1;i++4)
for(intj=1;j<=m-1;j++)
if(1G % 2))

if(T[i] < T[j]) x = T[i];

HEH ) = 2re(erat)) =

n(n—l)2 _ 3
— =0()

L+ D) =

1) h 1((l+ Dn—i+ 1)) =

L+ (m+DIE 1 =@

(n+1)[3n%-2n%-n+6n] _
6 =

dlam = 2k, keN

T(f3,n,m) = ©(nm)

"(’"T‘Z) dlam = 2k, keN

T(f4,k,m) = ©(km)
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[16] Jaka jest doktadna pesymistyczna ztozono$¢ czasowa ponizszych algoryt-
mow mierzona liczbg poréwnan elementéw tablicy A i elementu x? Zaktadamy,
zen = 2¥ dla pewnego keN.

void f5(int n, int *A) { void f6(int n, int *A) {
inti=n,j=0,x=0; intj=0,x=0,m=0;
while(i>=1){ for(inti=1;i<=n-1;i++){
j=5 j=n;
while(j <=n) { while(j >= 1) {
if(A[j] == x) A[i-1] = ++x; if(x == A[(n-i) % (j+1)]) m = A[i];
j*=2; else
} if(x < A[n-i]) m = A[j-1];
i/=2; /=2
} }
} }
}
Rozwigzanie:
Thmax(5,n) =1+ 244+ (1 +1gn) = M = O((Ign)?) - poréwnaj za-
danie [05]

Tmax (f6,n) = 2(1 + Ign)(n — 1) = O(nlgn) - poréwnaj zadanie [05]

[17] Wyznacz pesymistyczna ztoZono$¢ czasowa ponizszego algorytmu. Opera-
cja elementarng jest poréwnanie elementow tablicy A.
void f7(int n, int *A) {
intp=0;
for(inti=0;i<=n-2;i++)
for(intj=i+1;j<=n-1;j++)
if(A[j-1] > A[D {
p = A[j-1]; A[j-1] = A[j]; A[j] = p;
}
}

Rozwigzanie:
T(f7,n) = XXk 1) =S —i— D) = - D Y1 - Y Fi =

— _ 2 _ (n-1)(n-2) _ (n-n _ 2
=n-1) =5 =01
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[18] Wyznacz pesymistyczng zloZzonos$¢ czasowa algorytmu BubbleSort( ) (sor-
towanie babelkowe).
Idea algorytmu (sortowanie bgbelkowe) (por. [WN])

Potraktuj tablice do posortowania A jako pionowa kolumne, w ktérej elementy
mniejsze (1zejsze) bedziesz wypychac do gory, a elementy wieksze (ciezsze) do
dotu.
W kazdej iteracji w trakcie przegladania tablicy A od géry do dotu zamien miej-
scami dwa sgsiadujgce ze sobg elementy, o ile znajduja sie one w niewtasciwej
kolejnosci wzgledem siebie.
Powtarzaj przechodzenie przez nieposortowany fragment tablicy, przesuwa-
jac w kazdej iteracji najwiekszy element z nieposortowanego fragmentu ta-
blicy na jego dno.
void BubbleSort(int n, int *A) {

int pom = 0;

for(inti=0;i<n-1;i++)

for(intj=0;j<n-(i+1);j++)
if(A[j] > A[j+1]) {

pom = A[j];
Afj] = A[j+1];
A[j+1] = pom;
}

}

Operacja elementarna - poré6wnanie dwoch elementéw tablicy.

T = 25 (850 1) = - - 1) =

=(n-D+m—-2)++1=200=01n?

Stata liczba poréwnan w przypadku $rednim i pesymistycznym.

[19] Wyznacz pesymistyczng ztoZono$¢ czasowq algorytmu InsertSort( ) (sor-
towanie przez proste wstawianie).
Idea algorytmu (sortowanie przez proste wstawianie) (por. [WN])

Elementy ciggu s3 podzielone (umownie) na dwa podciagi: cigg uporzadko-
wany a, .., a;_1 i ciag nieuporzadkowany a;, ..., a;,_1-

W kazdej iteracji (poczawszy od i = 1 doi = n — 1) pierwszy element (tj. a;)
ciaggu nieuporzadkowanego jest przenoszony do podciggu uporzadkowanego
na odpowiednig pozycje, tak aby podciag ten byt nadal uporzadkowany.
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void InsertSort(int n, int *A) {
intpom=0,j=0;
for(inti=1;i<n;i++){
pom =A[i];j=i-1;
while(j >= 0 && A[j] > pom)
Afj+1] = A[j—-];
A[++]] = pom;
}
}

Operacja elementarna - poréwnanie dwoch elementéw tablicy.
Przypadek pesymistyczny - ciag uporzadkowany w odwrotnej kolejnosci.

Tmax(M) = X1 (X201) =3 ti=1+2+4 -+ (n—1) =220 = @(n?)

[20] Wyznacz ztoZonos¢ czasowg algorytmu SelectSort() (sortowanie przez
proste wybieranie).
Idea algorytmu (sortowanie przez proste wybieranie) (por. [WN])
* W kazdej i-tej iteracji (i = 0, ..., n — 2) wybieramy element o najmniejszym
Kluczu sposréd elementéw a;, ..., a,_1, PO Czym zamieniamy go z elementem
a;.
void SelectSort(int n, int *A) {
int min = 0, pom = 0;
for(inti=0;i<n-1;i++){
min = i;
for(intj=i+1;j<n;j++)
if(A[j] < A[min]) min = j;
pom = AJi];
A[i] = A[min];
A[min] = pom;
}
}

Operacja elementarna - poréwnanie dwoch elementéw tablicy.
T(n) =27 (X)o5 1) = Xiitn—i-1) =
=(n-D+m-2)++1="02=01n%

Stata liczba poréwnan w przypadku $rednim i pesymistycznym.
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[21] Wyznacz ztozonos¢ czasowg algorytmu CountSort( ) (sortowanie przez

zliczanie).

Zalozenie: Elementy n-elementowego porzadkowanego ciggu sa liczbami natu-

ralnymi z przedziatu od 0 do ustalonego ,nieduzego” k (ke N) (badZ mozna je po-

numerowac kolejnymi liczbami naturalnymi z ustalonego ,nieduzego” zakresu).

Idea algorytmu (sortowanie przez zliczanie) (por. [CLR])

* Dlakazdej liczby x ciggu oblicz, ile jest elementdw mniejszych lub rownych x.

* Dla kazdej wartosci x = A[i] nieuporzadkowanego ciggu wykonaj (idac
od konca ciggu): jesli istnieje y liczb mniejszych badz réwnych x, to x umiesé¢
na pozycji y — 1 i przyjmij, Ze liczb mniejszych badZ réwnych x jest teraz y — 1.

void CountSort(int k, int n, int *A) {
int* D = new int[k+1];
int* B = new int[n];
memset(D, 0, (k + 1) * sizeof(int));
memset(B, 0, n * sizeof(int));
for(inti= 0; i< n; i++) D[A[i]]++;
for(inti=1;i<=k; i++) D[i] += D[i-1];
for(inti=n-1;i>=0;i—-) {
B[D[A[i]]-1] = A[il;
DIA[i]]-=;
}
for(inti= 0; i< n; i++) A[i] = B[i];
delete [ ]D; delete [ ]B;
}

CountSort( ) nie uzywa poréwnan. Zliczane sa przypisania.
Tnk)=n+k+2n+n=4n+k=0n+k)

Stata liczba przypisan w przypadku $rednim i pesymistycznym.

5.1. Zadania programistyczne

[22] (Prezes Bajt) Prezes firmy XY, pan Bajt, dostat nagrode Lidera Biznesu
za niekwestionowane osiaggniecia finansowe swojej firmy. Tradycyjnie na gali
wreczenia nagrody Lider przedstawia krotka prezentacje strategii prowadze-
nia firmy przed kolegami z branzy. Pan Bajt pracuje na stanowisku juz od n
(10 £n £1000) miesiecy, wiec zlecit przygotowanie szczegdtowego zestawie-
nia finansowego opisujgcego, ile firma zarobita/stracita w poszczegélnych mie-
sigcach. Prezes zdecydowat, zZe opowie jedynie o tym okresie, w ktorym zarobit
najwiecej. Poprosit informatykéw o wyselekcjonowanie takiego okresu oraz
o podanie kwoty (sumy zyskéw/strat) wypracowanej w tym czasie. Szukany
odcinek czasu musi by¢ nieprzerwany (tzn. pewna liczba bezposrednio naste-
pujacych po sobie miesiecy) oraz, co najwazniejsze, suma zyskéw (przy
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uwzglednieniu strat) uzyskanych podczas wyselekcjonowanych miesiecy musi
by¢ najwieksza z mozliwych. Z dokumentacji wynika, ze zyski/straty w kolej-
nych miesigcach, w ktérych Pan Bajt zarzadzat firma to liczby catkowite z prze-
dziatu [-1000000, 1000000].

Wskazowka: Dla okresun = 12 miesiecy, w ktérych Pan Bajt zarobit/stracit od-
powiednio (6, -10, 5, -1, 4, 8 -3, 9, 11, -40, 6, 18) jednostek, najwiekszg sume
uzyskamy dodajac zyski/straty z kolejnych miesiecy od 3 do 9. Poprawny wynik
to[3,9,33], gdzie 33 =5+ (-1) + 4 + 8 + (-3) + 9 + 11 jednostek. Optymalny
algorytm ma ztozono$¢ ®(n). Kazde pole tablicy zawierajgce zysk/strate w da-
nym miesigcu moze by¢ analizowane doktadnie jeden raz.

[23] (Sejf kréla Bajtdocji) Droga do sejfu krola Bajtdocji prowadzi przez korytarz
o szeroko$ci n metréw (neN, 1 <n < 10000) zabezpieczony sprzetem laserowym.
Urzadzenie stanowi m pretéw (meN, 3 <m <50000) zamocowanych do sufitu,
w ktére wbudowano emitery laserowe (liczba emiteré6w na jednym precie zalezy
od jego dlugosci). Dziatanie urzadzenia polega na aktywowaniu i dezaktywowaniu
kolejnych pretéow. Z kazdego uruchomionego preta emitowana jest przez moment
wigzka Swiatta (z losowo wybranego emitera), po czym uruchamiany jest kolejny
pret. Zmiana preta nastepuje co 1us. Kolejno$¢ aktywacji pretéw jest okreslona i po-
wtarza sie cyklicznie.

Rys. 1.2. [lustracja do zadania [23]

Aby wyltaczy¢ zabezpieczenie (przy braku znajomosci hasta) nalezy napro-
wadzi¢ pocisk na dowolne miejsce poziomej (czerwonej) listwy opasajacej
$ciane sejfu (szerokos$¢ sejfu jest rowna szerokosci korytarza). Zadanie polega
na znalezieniu wszystkich mozliwych bezpiecznych pasm (na catej szerokosci
korytarza) dla toru pocisku. Optymalny algorytm ma ztozono$¢ ®@(m + n).

Algorytm powinien:

*  Czytac z pliku tekstowego opis korytarza i lokalizacje pretow.

*  Wyznaczaé wszystkie mozliwe bezpieczne pasma dla toru pocisku.

* Zapisa¢ wyznaczone pasma w rosngcej (lub malejacej) kolejnosci do pliku tek-
stowego.
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Dane:

* W pierwszym wierszu pliku znajduja sie dwie liczby catkowite n (szerokos$¢
korytarza) i m (liczba pretéw), oddzielone pojedyncza spacja.

* W kolejnych m liniach umieszczone s3 po cztery liczby catkowite, oddzielone
pojedyncza spacja, reprezentujace wspotrzedne pretéw (x1;, y1;, x2;, y2;).
Zaktadamy, ze 0<x1;<x2;<n, 0<y1;<y2;<n. Uwaga: pret moze by¢ zamoco-
wany wzdtuz korytarza.

* 0§ OX uktadu prowadzi od poczatku korytarza do S$ciany sejfu. 0§ OY
- od strony lewej korytarza do prawe;j.

* Zakladamy, Zze dowolny emiter z i-tego preta o wspétrzednych (x1;, y1;, x2;,
y2;) nie moze wysyta¢ wigzki poza pasmem (y1;,y2;).

Wyijscie:

* W kolejnych wierszach pliku nalezy wypisa¢ w nawiasach pary liczb (y1;,y2;)
(gdzie y1; # y2;) reprezentujace bezpieczne pasma.

e W ostatniej linii nalezy podac ilos¢ bezpiecznych pasm.

Przyktad: Dlan =11, m =5 oraz pretéow (252 6), (4 1 4 4), (4 10 10 10),
(1659), (3 879) algorytm powinien zwr6ci¢ cztery nastepujace bezpieczne
pasma: (0 1), (4 5), (9 10), (10 11).
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Rozdziat 2. Rekurencja

. Definicja rekurencyjna

. Rodzaje rekurenciji

. Nieuzasadnione uzycie rekurenciji

. Metody rozwigzywania rekurencji

. Sortowanie przez kopcowanie (HeapSort)
. Zadania rézne

SO WN =

Definicje rekurencyjne sa uzywane m.in. do generowania obiektéw zbioréw nie-
skonczonych oraz do sprawdzania, czy dany obiekt nalezy do takiego zbioru.
Sktadajg sie z doktadnego opisu elementéw podstawowych oraz regut umozli-
wiajacych generowanie nowych obiektdw na podstawie elementéw podstawo-
wych lub tych okres$lonych wcze$niej. Mechanizm rekurencji jest wykorzysty-
wany we wspotczesnych jezykach programowania. Jedna instancja funkcji R( )
moze sie odwotywac do innej instancji tej samej funkcji R( ) na rézne sposoby.
Stad mamy rézne rodzaje rekurencji. Zaletg stosowania rozwigzan rekurencyj-
nych jest prostota i czytelno$¢ zapisywanych definicji. Nalezy jednak pamietac,
ze stosowanie rekurencji w nieuzasadnionych przypadkach prowadzi do zwiek-
szenia zlozonosci czasowej i pamieciowe;.

1. Definicja rekurencyjna (por. [BDR], [DA], [DS])

Definicja 1 (definicja rekurencyjna) (por. [DA])

Definicja rekurencyjna zawiera:

* warunek brzegowy (poczqtkowy) okreslajacy przypadki (lub elementy) pod-
stawowe,

* reguly umozliwiajgce analize nowych przypadkéw na podstawie przypadkéw
podstawowych lub tych rozpatrzonych wcze$niej (analogicznie - reguty umoz-
liwiajgce generowanie nowych obiektéw na podstawie elementéw podstawo-
wych lub tych zbudowanych wczesniej).

Zdefiniowanie przynajmniej jednego przypadku (elementu) podstawo-
wego jest konieczne do prawidtowego zakonczenia rekurencji.
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Przyklad 1. Rekurencyjna definicja potegi o podstawie 2 i wyktadniku natural-
nymnehN.

{ao =1 int Pow(int n) {

an = 2-ap_,dlaneN, if(n == 0) return 1;
return Pow(n - 1) * 2;
}

Stosujac powyzszg definicje, otrzymujemy nastepujacy ciag liczb: 1, 2, 4, 8,
16,32, 64,128, 256,512,1024, ...

Przyklad 2. Rekurencyjna definicja n-tego wyrazu ciggu Fibonacciego.

Cigg Fibonacciego to cigg liczb, ktérego pierwsze dwie wartos$cito 011, a kazda
nastepna liczba jest sumg dwéch poprzedzajacych ja wartosci (cigg Fibonac-
ciego: 0,1, 1, 2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...).

F _{n dla n<1
M =lrn-1)+F(n—2) dla n>1

int Fib(int n) {

if(n <= 1) return n;

return Fib(n - 2) + Fib(n - 1);
}

Przyklad 3. Algorytm Euklidesa wyznaczajgcy najwiekszy wspdlny dzielnik
(NWD) dwoch liczb catkowitych nieujemnych.
Idea algorytmu (NWD)

Majac do policzenia NWD(a, b), sprawdzamy czy b = 0. Jesli tak jest,
to NWD(a, b) = a, w przeciwnym przypadku wywotujemy rekurencyjnie algo-
rytm dla liczb b i (a % b).

NWD(54, 69) = NWD(69, 54) = NWD(54, 15) = NWD(15, 9) = NWD(9, 6) =
=NWD(6,3) =NWD(3,0) =3

int NWD(int a, int b) {
if(b == 0) return a;
return NWD(b, a % b);
}

Przyklad 4. (Magiczny kwadrat) Algorytm wpisuje w kwadrat o rozmiarze nxn
tekst T zgodnie z podanym na rysunku wzorem (tzn. po kazdorazowym reku-
rencyjnym wywotaniu funkcji elementy tekstu T sa umieszczane na obwodzie
kwadratu w nastepujacym porzadku: goérna krawedz (od lewej do prawej),
prawa krawedzZ (od gory do dotu), dolna krawedz (od prawej do lewej), lewa
krawedz (od dotu do gory)).

T ="AlaMaKota!”, n = 13, m = 10 (dtugo$¢ tekstu)
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[A I, a4 M a K o, t, a !, A |, a
[t, A I, a, M a, K o, t, a, !, A M
[o, ', A I, a, M a, K o, t, a |, a]
[K, a, I, A I, a, M a, K o, !, a, K
[a, t, A M A I, a, M a, t, A M 0]
[M o, !, a, K A I, a K a, |, a, t]
[a, K, & I, a t, I, M o, !, a K a]
[I, a, t, A M o, K a t, A M o, !]
[A, M o, !, a I, A ! a |, a t, A
[V, a, K a, t, o, K a, M a, K a, I]
[a, I, a, M a, I, A !, a t, o, !, a]
[t, A !, a t, o, K, a, M a, |, A M
[o, K, a, M a, I, A !, a t, o, K a]

Rys. 2.1. Magiczny kwadrat dla wywotania MKwadrat(0, 13, 10, A, T);

void MKwadrat(int k, int n, int m, char **A, char *T) {
if(n <= 0) return; int x = 0;
for(intj =k; j <n +k; j++) A[K][j] = T[(x++) % m];
for(inti=k + 1; i <n+ k- 1; i++) A[i][n-1+K] = T[(x++) % m];
for(intj=n+k-1;j>k-1;j--) A[n-1+K][j] = T[(x++) % m];
for(inti=n+ k- 2;i>k; i--) A[i][k] = T[(x++) % m];
MKwadrat(k + 1,n -2, m, A, T);

2. Rodzaje rekurencji (por. [DA], [DS])

Funkcja rekurencyjna R( ) (uzyta jako sktadowa programu komputerowego) moze
sie odwotywac do funkcji R( ) na rézne sposoby: bezposrednio, poprzez inne funk-
cje, za pomocg jednego badz wielu wywotan rekurencyjnych umieszczonych w réz-
nych miejscach ciata funkgji. Stad rozrézniamy kilka rodzajow rekurencji.

2.1. Rekurencja konicowa i niekoricowa

Definicja 2 (rekurencja koncowa (ogonkowa))
Funkcja RK( ) jest zdefiniowana z zastosowaniem rekurencji koricowej, gdy za-
wiera doktadnie jedno wywotanie rekurencyjne RK( ) oraz wywotanie to sta-
nowi ostatnia instrukcje w ciele tej funkcji.

void odkonca(string s,intn) {  rezultat dla wywotania

if(n>=0) { odkonca("ABCDEFGHIJKLMNOPQ”, 16);:
cout << s[n] <<""; QPONMLKJIHGFEDCBA
odkonca(s, n - 1);

}

}
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Definicja 3 (rekurencja niekonicowa nierozgateziona)
Funkcja RNK( ) jest zdefiniowana z zastosowaniem rekurencji niekoricowej nie-
rozgatezionej, gdy zawiera dokladnie jedno wywotanie rekurencyjne RNK( )
oraz wywotanie to nie jest ostatnim rozkazem w ciele tej funkcji.

void odpoczatku(string s, intn) { rezultat dla wywotania

if(n>=0){ odpoczatku(”ABCDEFGHIJKLMNOPQ”, 16);:
odpoczatku(s,n - 1); ABCDEFGHIJKLMNOPQ
cout<<s[n] <<"";

}

}

W przypadku rekurencji niekoricowej rozgatezionej w ciele funkcji rekuren-
cyjnej RNKR( ) wystepuje wiecej niz jedno wywotanie rekurencyjne oraz po nie-
ktorych (lub po wszystkich) takich wywotaniach zapisane sg jeszcze inne instruk-
cje do wykonania.

Przyklad 5. Metoda klasy TREE wypisujaca elementy drzewa binarnego w po-
rzadku LPK (tj. najpierw lewe poddrzewo, potem prawe, a na konicu korzen)
zdefiniowana z uzyciem rozgatezionej rekurencji niekoricowe;.
void TREE::LPK(Node *p) {
if(p) {

LPK(p->left);

LPK(p->right);

cout << p—>key << ", ";

TREE *b = new TREE( );
// utworzenie drzewa
b->LPK(b->root);

T,
Ty Ty

Rys. 2.2. Drzewo binarne

Dla przedstawionego na rysunku drzewa binarnego oraz wywotania
b->LPK(b->root); uzyskamy rezultat: 3,5, 3,2, 1,9, 8.

37



2.2. Rekurencja bezposrednia i posrednia

Definicja 4 (rekurencja bezposrednia)
Funkcja RB( ) jest zdefiniowana z uzyciem rekurencji bezposredniej, gdy wywo-
fanie rekurencyjne RB( ) znajduje sie bezposrednio w ciele tej funkgji.

Definicja 5 (rekurencja posrednia)
Funkcja RP( ) jest zdefiniowana z uzyciem rekurencji posredniej, gdy wywotuje
funkcje RP() w sposéb posredni, poprzez tancuch innych wywotan.

Przyklad 6. (Rekurencja posrednia)

(@) RP()>R()—>RP()—>R() - funkcja RP() wywotuje funkcje R(), a funkcja
R( ) wywotuje funkcje RP()

(b) RP()—>R1()—>R2()—>R3()—>R4()—..—RP()

Przyklad 7. Wyznaczanie warto$ci funkcji trygonometrycznych mozna zreali-
zowac przy uzyciu rekurencji posredniej (por. [DS]).
double Math_::sin_(double x) {
if(fabs(x) < 0.01)
return (x - pow(x, 3) / 6);
doublex1 =x/ 3;
double tg_2 = pow(tg_(x1), 2);
return sin_(x1) * (3-tg_2) / (1 + tg_2);
}

double Math_::tg_(double x) {
return sin_(x) / cos_(x);
}
double Math_::cos_(double x) {
return 1 - 2 * pow(sin_(x / 2), 2);
}
X3
X == dla |x| < 0.01
sin(x) =
51()2 ;dla|x|>001
t9() =
cos(x) = 1 — 2sin? (g)

rezultaty dla wywotan:
sin_(1.56888); :0.999998
sin_(0); :0.0
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2.3. Rekurencja zagniezdzona

Definicja 6 (rekurencja zagniezdzZona)
Funkcja RZ( ) jest zdefiniowana z uzyciem rekurencji zagniezdzonej, gdy odwota-
nie rekurencyjne RZ( ) jest zapisane w ciele tej funkcji jako jeden z parametrow.

Przyklad 8. Przyktadem takiego zagniezdZenia moze by¢ definicja funkcji
Steinhausa-Mosera. Funkcja Steinhausa-Mosera jest okre$lona dla wszystkich
tréjek ze zbioru:

{(n,m,p)eN3:n=1Am=1Ap=3}.

Dla wszystkichm >1ip >3 mamy M(1,m,p) = 1.
Dla pozostatychn > 1,m>11ip > 3 mamy:
M(n,1,3) =n"

M(n,1,p+1) =M(m,n,p)
M(n:m+ LP) = M(M(TL, 11p)'m'p)

3. Nieuzasadnione uzycie rekurencji (por. [DA], [DS])

Zaletami stosowania rekurencji sg prostota, intuicyjnos¢ i przejrzystos¢ definio-
wanych funkcji. W wielu przypadkach stosowanie rozwigzan rekurencyjnych jest
jednak wysoce nieuzasadnione. Rekurencja zmusza do przechowywania na sto-
sie programu duzej ilo$ci dodatkowych elementow, ktorych pamietanie w przy-
padku nierekurencyjnego rozwigzania nie bytoby konieczne. Jesli rekurencja jest
zbyt gteboka, moze doj$¢ do przepetnienia stosu (i zawieszenia programu).
[stnieje wiele prostych problemoéw (np. generowanie wartosci symbolu Newtona),
dla ktérych rozwiazanie rekurencyjne prowadzi do wielokrotnego wykonywania
tych samych rachunkéw (w takiej sytuacji stosowniej jest skorzystac z techniki
programowania dynamicznego i zapamietywa¢ wyniki obliczen czesSciowych
w pewnej strukturze). Nieefektywnos$¢ takiego rekurencyjnego algorytmu skut-
kuje tym, Ze czas jego dziatania dla wiekszych danych staje sie nieakceptowalny.

Przyklad 9. Symbol Newtona - nieuzasadnione uzycie rekurencji.
Aby wyznaczy¢ ( $), algorytm dwukrotnie oblicza wartoé¢ ( §) (patrz rys. 2.3).
n 1 dlak=0vk=n
(k) = {( D)+ (7Y dla pozostatych n, ke N
long int Newt(int n, int k) {
if(k==0 || k==n) return 1;
return Newt(n -1, k- 1) + Newt(n - 1, k);

}
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Newt ( 6, 2)
->Newt (5, 1)
->Newt (4, 0) =1
->Newt (4, 1)
->Newt (3, 0) =1
->Newt (3, 1)
->Newt (2, 0) =1
->Newt (2, 1)
->Newt (1, 0) =1
->Newt (1, 1) =1
->Newt (5, 2)

->Newt (4, 1)
->Newt (3, 0) =1
->Newt (3, 1)

->Newt (2, 0) =1

->Newt (2, 1)
->Newt (1, 0) =1
->Newt (1, 1) =1

->Newt (4, 2)

->Newt (3, 1)

->Newt (2, 0) =1

->Newt (2, 1)
->Newt (1, 0)=1
->Newt (1, 1) =1

->Newt (3, 2)

->Newt (2, 1)
->Newt (1, 0) =1
->Newt (1,1)=1

->Newt (2, 2) =1

Rys. 2.3. Drzewo wywotan dla Newt(6, 2)

Przy kazdorazowym wywotaniu funkcji, na stosie programu (tworzonym
na czas wykonania programu) przydzielany jest dynamicznie obszar pamieci
w celu przechowania informacji niezbednych do prawidtowego wykonania
funkcji oraz adresu powrotu, gdzie nalezy odda¢ sterowanie po zakonczeniu jej
dziatania. Obszar ten, tzw. rekord wywotania (aktywacji, ang. activation record),
jest zwalniany po wykonaniu funkgji, stad jego czas istnienia jest zwykle bardzo
krotki. Wyjatek stanowia funkcje wywotywane rekurencyjnie, poniewaz two-
rzone s3 rekordy dla nowych wywotan (instancji) funkcji, podczas gdy rekordy
dla wczesniejszych wywotan (instancji) nadal na stosie istnieja.

Rekord wywotania umieszczany na stosie programu zwykle (zalezy to m.in.
od jezyka programowania) zawiera nastepujace elementy:

*  wartosci parametréw,

* zmienne lokalne (mogg by¢ trzymane w innym miejscu, ale wéwczas rekord
aktywacji zawiera ich oznaczenia i wskazania do miejsc, gdzie sie znajduja),

e adres powrotu (informacja, do ktdrej instrukcji oddac¢ sterowanie po zakon-
czeniu dziatania funkcji),
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* dynamiczne dowigzanie - wskaznik na poprzedni rekord aktywacji (ciag re-
korddéw potaczonych wskaznikami stanowi faricuch dynamiczny, tzn. aktualng
zawartos$c stosu),

* zwracang wartos¢ (jesli funkcja nie jest zadeklarowana jako void).

Drzewo wywotan dla Newt(6, 2) z przyktadu 9 pokazuje, ile rekordéw
aktywacji zostanie utworzonych na stosie programu w celu obliczenia wartosci
(%), tzn. kazde wywolanie funkcji Newt( ) to kolejny rekord aktywacji.

4. Metody rozwigzywania rekurenc;ji (por. [CLR], [RW])

Wyznaczenie elementu ciggu (obiektu) zdefiniowanego rekurencyjnie (zaréwno
za pomoca wzoru matematycznego, jak i funkcji programu) wiaze sie z duzg
ztozonoS$cig czasowa i pamieciowa. Aby obliczy¢ warto$¢ elementu a,, tak zde-
finiowanego ciggu, jesteSmy zmuszeni wyliczy¢ wszystkie lub niektore ele-
menty go poprzedzajace, tj. a,,_1, Ap_2, --» Ag- Zasadne jest wiec uzyskanie
wzoru jawnego na n-ty wyraz ciggu zadanego rekurencyjnie. Metody otrzymy-
wania wzoréw jawnych okaza sie przydatne do szacowania ztoZonosci algoryt-
mow rekurencyjnych. Rézne postacie zaleznosci rekurencyjnych wymagaja
innych metod pozyskiwania wzoréw jawnych. Dla najprostszych wzor jawny
udaje sie odgadna¢ i udowodnic¢ indukcyijnie.

Przyklad 10a. (Problem wieZ z Hanoi)

Dana jest podstawka z trzema pionowymi palikami. Na pierwszy z nich nato-

zono n krazkéw o réznych promieniach (im wyzej, tym mniejszy krazek).

Nalezy przenie$¢ wszystkie krazki z palika (A) na palik (C) przy pomocy palika

(B), postepujac zgodnie z regutami:

1. Za kazdym razem wolno przenie$¢ tylko jeden krazek z jednego palika
na inny.

2. Nie mozna ktas¢ wiekszego krazka na mniejszy.

Rys. 2.4. Wieza z Hanoi

Kazdy ruch nalezy opisa¢ dwoma cyframi (A;—>B;), co odpowiada przenie-
sieniu najwyzszego krazka z palika A; na palik B;. Niech a,, oznacza minimalng
liczbe ruch6w niezbedna do wykonania zadania dla ustalonego n. Nalezy wy-
znaczy¢ wzOr jawny na a,,.
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Rozwigzanie:

Wyznaczmy wzdér rekurencyjny:

ag = 0,a; =1, a, = 3.]ak przenies¢ calg wieze dla dowolnego neN?

*  Przenosimy n — 1 krazkéw z palika (A) na palik pomocniczy (B) przy pomocy
palika docelowego (C). Wymaga to a,,_; ruchéw.

* Nastepnie przenosimy 1 najwiekszy krazek z palika (A) na palik docelowy (C).
Wykonujemy jeden ruch.

* Ostatecznie przenosimy n — 1 krazkéw z palika pomocniczego (B) na doce-
lowy (C) przy pomocy palika (A). Wymaga to a,,_; ruchéw.

Zatem ilo$¢ ruchéw niezbednych do przeniesienia n krazkéw mozna wy-
znaczy¢ ze wzoru:

{ao =0
a, = 2a,_1 +1dlaneN,

(1) void Hanoi(int n, char A, char B, char C) {
(2) ifn>0){

(3) Hanoi(n-1,A,C, B);

(4) cout << A<<"->"<<(C<<""

(5) Hanoi(n-1,B,A,C);

(6) }

(7) }

(3) Przetozenie n — 1 krazkéw z palika (A) na palik (B) przy pomocy palika (C).
(4) Wyswietla ruch przetozenia jednego krazka z palika (A) na (C).

(5) Przetozenie n — 1 krazkéw z palika (B) na palik (C) przy pomocy palika (A).
Rezultat dla wywotania Hanoi(4,'1','2",'3");:

1->2,1->3,2->3,1->2,3->1, 3->2,1->2,1->3, 2->3, 2->1, 3->1, 2->3, 1->2,
1->3, 2->3,

Analizujac algorytm przektadania krazkéw i uruchamiajgc program dla
n =2, 3,4,5 (otrzymujemy odpowiednio 3, 7, 15 i 31 przetozen), tatwo odga-
dujemy posta¢ jawng wzoru na n-ty wyraz ciagu (a,): a,, = 2" — 1 dla dowol-
nego neN. Wz6r nalezy udowodni¢ indukcyjnie.

Zwykle odgadniecie wzoru jawnego nie jest mozliwe.

4.1. Metoda iteracyjna (por. [CLR], [RW])

Metoda polega na rozwijaniu (iterowaniu) rekurencji przy wykorzystaniu za-
leznos$ci rekurencyjnej do momentu, gdy jesteSmy w stanie odgadna¢ (na pod-
stawie warunku brzegowego) jawng posta¢ wzoru.
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Przyktad 10b. Wyznacz wzér jawny na n-ty wyraz ciagu (a, ) zadanego naste-
pujaca zaleznoscig rekurencyjna:
{ao = 0
a, = 2a,_;+1dlaneN,

ap =2ap_1+1=2Qap_,+1)+1=2%a, ,+2+1=

=22Qap3+1)+2+1=2%a, 3+22+2+1=
=2%Qap_s+ 1) +22+24+1=2%,_,+23+22+2+1=--=
=2"a, ,+2" 14+ 234224241 =

ay=0
=24 4234224241 =12

1-2

=2"-1.

4.2. Metoda z wykorzystaniem réwnania charakterystycznego
(por. [RW])

Metode te stosujemy do zaleznos$ci rekurencyjnych postaci:

(1) {ao, o warunki brzegowe
ap = Cg—1Qpn-1 + -+ C1An_g4+1 + Colpn_

Twierdzenie 1 (por. [RW])

Rozwazmy zalezno$¢ rekurencyjng postaci:
ag, aq

(2) {an = C1Qp-1 T Colp—2
majaca rownanie charakterystyczne:

(3) x% — ¢cyx — ¢y = 0, gdzie cg, c; s3 niezerowymi statymi.

(A) Jesli rownanie charakterystyczne ma dwa rozne pierwiastki x; i x5, to wzér
jawny ma postac:

(4) a, = Ayg(x)™ + By(x2)™ dla pewnych statych A, i B,
Poniewaz a, i a, s3 dane, wiec wartosci A, i B, wyznaczamy, podstawiajac
do wzoru (4) n = 0in = 1irozwigzujac uktad dwoch réwnan z dwiema
niewiadomymi A i By,.

(B) Jesli rownanie charakterystyczne ma jedno rozwigzanie x (A = 0), wow-
czas wzOr jawny ma postac:

(5) a, = Ap:-x™ + A;-n-x™ dla pewnych statych A, i A,, ktére wyznaczamy ana-
logicznie jak w punkcie (4).

Przyktad 10c. Wyznacz wzoér jawny na n-ty wyraz ciagu (a,,) przedstawionego
w przyktadzie 10a. Zastosuj metode z rOwnaniem charakterystycznym.

{ao = 0
a, =2a,_;+1dlaneN,
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Zapiszmy zalezno$¢ rekurencyjng w wymaganej postaci:
a, = 2a,_4 +1,wiecayq = 2a, +1
Apyq — Qp = 2a, + 1 —2a,_4 — 1, wiec a,+q = 3a, — 2a,,_1, ostatecznie:

{ao = 0, al =1
ape1 = 3a, —2a,_1dlan>1
Z réwnania charakterystycznego x? — 3x + 2 = 0 wyznaczamy dwa pier-

wiastki: x; = 11ix, = 2. Stad wzoér jawny na n-ty wyraz ciagu (a,,) ma postaé
an = Ao(l)n + Bo(z)n

Dlan = 0: a0=0=A0+B0, DA():_B(),
Dlan = 1: a1=1=A0+2B0=B0 :>B0=1,A0=_1
Ostatecznie a, = —1 + 2" dla dowolnej liczby naturalnej n.

4.3. Metoda z wykorzystaniem funkcji tworzacej (por. [RW])

Definicja 7 (funkcja tworzaca ciggu)
Funkcjq tworzqcq ciqgu (a,,) = (ag, a4, ay, ...) liczb rzeczywistych nazywamy
funkcje A(x) okre$§long wzorem:

A(x) = Xp=o anx™.

Jest to wygodne przedstawienie ciagu (a,) jako szeregu potegowego
zmiennej x. Funkcje tworzace stuzg m.in. do rozwigzywania rekurenciji.

Przyktad 10d. Wyznacz wzo6r jawny na n-ty wyraz ciagu (a,,) przedstawionego
w przyktadzie 10a. Skorzystaj z metody z funkcjg tworzaca.

{ao = 0
a, = 2a,_;+1dlaneN,

a, oznacza minimalng liczbe ruchéw koniecznych do przeniesienia n krazkéw
z jednego palika na drugi.

f0) =Yn0anx™ =0+ X5_q anx™ = X5 _o Ay x™t =

= Zn=o(2an + D™ = 2x Yo anx™ + 2 Tioox™ =@ 2xf (1) +

fE(1 = 2x) = =

- X _b_A B _(o_—1 1 _@
£ (1—x)(1-272) -0 " (-2x) o Tz

= = Xn=oX" + Xp= 2"x"

Stad wzoér jawny na n-ty wyraz ciggu ma posta¢ a,, = —1 + 2" dla dowol-

nego naturalnego n.

44



@) Xr_o(ax)® =1+ ax + (ax)? + (ax)3 + - = 1_1ax
(b) Rozktadamy utamek na sume utamkéw prostych.
(c)x=A1-2x)+B(1—x) =A+B—-(2A+B)x
0=A+B =>A=-B=-1
-1=2A+B =B=1

5. Sortowanie przez kopcowanie (HeapSort)

Jako przyktad uzasadnionego zastosowania rekurencji przedstawiony zostanie
algorytm sortowania przez kopcowanie HeapSort( ). Ztozonos¢ czasowq tego
algorytmu szacujemy przez O(nlgn). Efektywnos¢ sortowania HeapSort()
wynika z wykorzystania struktury kopca, ktéry spelnia tu zadanie kolejki prio-
rytetowej. Wtasnos$¢ kopca zupetnego pozwala reprezentowa¢ drzewo (kopiec)
za pomoca spdjnej tablicy.

HeapSort( ) jest sortowaniem w miejscu (tj. stata liczba elementéw tablicy
jest przechowywana poza tablicg wejSciowa w trakcie dziatania algorytmu).

5.1. Definicja kopca (por. [BDR], [CLR], [DA], [DS])

Definicje i fakty (por. [CLR], [LW], [WR]):

»  grafniezorientowany (graf) G - dowolna para G = (V, E) (V- zbior wierzchot-
kéw (weztéw), E - zbior krawedzi), gdzie Ec{{u, v}: u,veV Anu=v} ({u, v}
oznacza nieuporzadkowang pare wierzchotkéow u, veVl);

e Sciezka w grafie G - ciagg wierzchotkow (vy, v, ...,v;) (k=0) taki,
ze {v;, v;41}€E jest krawedzig (dlai = 0, 1, ..., k — 1) oraz wszystkie krawe-
dzie sg rézne;

e Sciezka (vg, vy, ..., V}) tworzy cykl, jesli vy = v, oraz zawiera co najmniej
jedna krawedz;

*  spdjny graf niezorientowany - graf niezorientowany, w ktérym miedzy wszyst-
kimi parami wierzchotkéw istnieje Sciezka;

» grafacykliczny - graf bez cykli;

* drzewo z korzeniem - niezorientowany, acykliczny graf spojny z jednym wy-
réznionym weztem zwanym korzeniem drzewa;

e drzewo binarne - drzewo z korzeniem, ktére:

- nie zawiera zadnych weztéw (drzewo puste) lub
- zawiera trzy roziaczne zbiory weztéw: korzen, drzewo binarne zwane le-
wym poddrzewem i drzewo binarne zwane prawym poddrzewem.
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Definicja 8 (kopiec binarny) (por. [DS])

Kopcem binarnym nazywamy drzewo binarne o dwéch nastepujacych wtasno-

Sciach:

(a) wartos$¢ w dowolnym jego weZle jest nie mniejsza niz wartosci przechowy-
wane w kazdym z jego synéw (tzw. wtasnos¢ kopca),

(b) wszystkie liscie w drzewie leZg na co najwyzej dwoch ostatnich poziomach,
a licie na ostatnim poziomie szczelnie wypetniajg jego lewa czes¢ (tzw. ko-
piec zupetny).

*  Wysokos$¢ kopca (tj. dtugosé sciezki od korzenia do liscia) wynosi h = Llogz nl,
gdzie n jest liczbg wierzchotkéw kopca.

*  Wiasnos¢ (b) pozwala reprezentowac kopiec (w celu zaoszczedzenia pamieci)
za pomocg spdjnej tablicy, przyporzadkowujac kazdemu weztowi drzewa od-
powiednie pole tablicy.

(a) kopiec na drzewie

l18[16]11] 8 16|86 [2]5] 4]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(b) kopiec w tablicy

Rys. 2.5. Kopiec mozna przedstawi¢ w postaci (a) drzewa binarnego, (b) kopca w tablicy

Definicja 9 (kopiec binarny - tablicowa reprezentacja kopca)
Tablica A dtugosci n reprezentuje kopiec binarny, gdy jest w niej spetniona
tzw. wtasnosé kopca:

A[i] 2 A[2i + 1] 1 Ali] 2 A[2i + 2] dla 0 < i <E((n — 2)/2).

¢ Elementy w kopcu (tablicy) nie sg catkowicie uporzadkowane.

* W Kkorzeniu umieszczony jest najwiekszy element kopca.

* Dla kazdego wierzchotka wartos$ci wszystkich jego potomkéw sa mniejsze
badZ réwne od jego wartosci.
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5.2. Sortowanie HeapSort

Jako przyktad uzasadnionej rekurencji przedstawiony zostanie algorytm sorto-

wania przez kopcowanie.

Idea algorytmu (sortowanie przez kopcowanie HeapSort( )) (por. [BDR], [DS])

(1) Przeksztatcamy drzewo (tablice) do postaci kopca, zaczynajac jego budowe
od ostatniego wezta wewnetrznego (zakladamy, Ze liscie sa 1-elemento-
wymi kopcami), dodajac kolejno po jednym wezle do rosnacych kopcow.

(2) Sortowanie polega na (n-1)-krotnym powtérzeniu dwdéch krokéw: zamia-
nie korzenia (pierwszego elementu w tablicy) z ostatnim elementem aktu-
alnego kopca (ostatnim elementem w nieposortowanej czesci tablicy)
i przywréceniu drzewu (tablicy) wiasnosci kopca.

Schemat (sortowanie HeapSort( ))

(1) Build() - budowa kopca

(2) (n—1) - DelMax( ) - zamiana korzenia z ostatnim elementem kopca oraz
przywrdcenie wtasnosci kopca

(1) Build( ) - budowa kopca

Funkcje pomocnicze wykorzystane w Build( ):
e Max() - funkcja zwracajaca indeks najwiekszego elementu sposrdod elemen-
tow: A[i], A[2i + 1], A[2i + 2]

int Sort::Max(int i, intj) {
if(j <2*i+ 1) returni;
if(j==2*i+ 1) return (A[i] >= A[2*i+1]) ?i: (2*i+ 1);
if(A[i] >= A[2*i+1]) return (A[i] >= A[2*i+2]) ?i: (2 *i+ 2);
return (A[2*i+1] >= A[2*+2])? (2 *i+ 1) : (2 *i+ 2);

}

» Heapify( ) - rekurencyjny algorytm przywracania wtasnos$ci kopca na $ciezce
void Sort::Heapify(int i, int j) {

int k = Max(i, j), pom; // znajdz indeks elementu max{ A[i], A[2i + 1],
//A[2i+ 2]}
if(k!=1) {
pom = A[i]; A[i] = A[K]; A[K] = pom;
Heapify(k, j); // przywréo¢ wlasnosé kopca w drzewie A[k]
}
}

void Sort::Build( ) {
for(inti= ((n-2) / 2);i>=0; i--) Heapify(i, n - 1);
}
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Przyklad 11a. Budowa kopca w tablicy - rezultat dziatania metody Build( );
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- kopi ec

(2) DelMax( ) - zamiana korzenia z ostatnim elementem kopca oraz przywré-

cenie wiasnosci kopca

void Sort::DelMax(int i) {
int pom = A[0]; A[0] = A[i]; A[i] = pom; // zamien korzen z ostatnim
// elementem nieposortowanej
// czesci tablicy,
Heapify(0,i- 1); // przywrdé¢ wiasnos¢ kopca
// w czesci A[0]..A[i — 1]
}

Przyktad 11b. Rezultat dziatania metody DelMax( );

A 983751256 4 - kopiec
48375125869
84375125869
873451256|9
87 36512549 - kopiec

(3) HeapSort( ) - sortowanie przez kopcowanie
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void Sort::HeapSort( ) {

Build( );

for(inti=n-1;i>=1;i--) DelMax(i);
}



Przyklad 11c. Cigg dalszy sortowania:

i =8:

i =7:
i =6:
i =5:

i =4:
i =3:
i =2:

i =1:

87365125 4/9 - kopiec
47365125[809
74365125809
76345125]89
7635512489 - kopiec
4635512789
64355127809
6534512789 - kopiec
2534516789
5234516789
55342167 89 - kopiec
1534256789
5134256789
5431256789 - kopiec
2431556789
4231556789 - kopiec
12345567809
3214556789 - kopiec
1234556789
2134556789 - kopiec
112345567 89 - kopiec

5.3. Analiza ztozono$ci czasowej algorytmu HeapSort( )

[ZtoZonos$¢ pesymistyczna] (algorytm HeapSort( )) (por. [BDR])

n oznacza rozmiar tablicy do posortowania.
Przyjmijmy za operacje elementarng porownanie elementéw tablicy.
Ztozono$¢ pesymistyczng algorytmu Build( ) szacujemy przez O(n).

Uzasadnienie:

Funkcja pomocnicza Max( ) wykonuje maksymalnie dwa poréwnania.
Funkcja pomocnicza Heapify(i, j) wywotana dla wezta i z poziomu
f (0 £ f < h) wykonuje co najwyzej 2(h — f) poréwnan. Na poziomie f jest
2/ weztéw. Dla weztéw na poziomie h Heapify (i, j) nie wykonuje zadnych ope-
racji elementarnych.

Tmax(n) = X252/ 2(h — ) =@ B2, 2/ (h = f + 1)=
— 2h+1 Zh h+1-f _(b) 2h+1 Zh f —@

=15(+1-H
— ph+1 h+1 o — h+1yh 2 —
=2mi (3, )<<a)z zfl( ot =@ 2miyh 2o
— 2h+1 Z?=é Zlf < 2h+1 ZOC = _(C) 2h+2 = 4. 2h —(d) 4n = O(Tl)

(a) Wystarczy rozpisac.
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(b) VneN, ) 123;—11‘1) =) l(poprawnoscwzoru nalezy udowodni¢ induk-
cy]me)

(0) Xizox zl = i = 2 (poprawno$¢ wzoru nalezy udowodnic)
(d) h= Llogsz wysokos¢ kopca

* Sumaryczng ztozonos$¢ pesymistyczng dla (n — 1) wywotan funkcji DelMax( )
szacujemy przez O(nlgn).

Uzasadnienie:

*  Funkcja DelMax( ) wywotana dla i-tego wezta z poziomu f (0 < f < h) wykona
maksymalnie 2f poréwnan. Na poziomach f = 0, ..., (h — 1) znajduje sie po
2/ weztéw, a na poziomie h mamy n — (2" — 1) weztéw. Policzmy ztozono$é
pesymistyczng dla wszystkich wierzchotkéw z pozioméw 1, ..., (h — 1):

Tmax(n) = T2/ 2f = 23423(2], 27 ) =@ 23l (2)oF ) =
=250 12f(2h 1- fzj) N = (1—12_h2-f) _
=2y 2/ (2 —1) =23h(2h - 20) =

=202"h-1)-¥hi2f) =2 <2h(h -1 - ( 2'”)) =

1-2
=2(2"h - 1) — 2"+ 2) = 2n(-1 +Ign) — 2n + 4 = O(nign)

(a) Wystarczy rozpisac.
* Sumaryczna pesymistyczna ztozono$¢ wszystkich wywotan funkcji DelMax( )
dla wierzchotkéw z poziomu h (gdy na poziomie h mamy 2" wierzchotkéw):

Tmax(n) = 2"2h = 2nlgn = O(nlgn)

* Stad podczas (n — 1) wywotan funkcji DelMax( ) algorytm wykona O(nlgn)
poréwnan.

*  Ostatecznie ztozono$¢ pesymistyczng algorytmu HeapSort( ) szacujemy przez
O(nlgn).
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6. Zadania rézne

[01] Zaproponuj algorytm (o minimalnej liczbie wywotan rekurencyjnych)
wypisujacy wszystkie liczby ciggu Fibonacciego mniejsze od ustalonego n.

Rozwigzanie:
void Fib(int n, long int k1, long int k2) {
if(k2 < 2) {if(n < 1) cout << "0"; else cout<<"011";}
if(k1 + k2 <n) {
cout << (k1 +k2) <<"";
Fib(n, k2, k1 + k2);
}
}

Rezultat dla wywotania Fib(1000,1,1);:011235813 2134 5589 144 233 377
610987
[lo$¢ wywotan rekurencyjnych: 15

[02] Zapisz rekurencyjng definicje oraz zaproponuj algorytm realizujacy
wyznaczanie:

(a) potegi o podstawie xe R\{0} i wyktadniku naturalnym neN,

(b) wartosci funkgcji f(n) = n!,

(c) wartosci funkcji symbolu Newtona SN(n, k).

Rozwigzanie:
(a) Rekurencyjna definicja potegi o podstawie xe R\{0} i wyktadniku natural-
nymneN:

n _ {1 dlan=0
X = lex 1t dlaneN,
double Powx(int n, double x) {
if(n == 0) return 1;
return Powx(n - 1, x) *x;

}
(b) Rekurencyjna definicja wartosci funkcji f(n) = n!:
nl_{l dan=0vn=1
“n(n—1)!dlan > 1,neN

long int silnia(int n) {
ifln==0||n==1) return 1;
return silnia(n - 1) * n;

}
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(c) Rekurencyjna definicja symbolu Newtona:
(1 dak=0vk=n
(k) = {( #-1) + (#1) dla pozostatych n, ke N
long int Newt(int n, int k) {
if(k ==0|| k==n) return 1;
return Newt(n - 1, k- 1) + Newt(n - 1, k);

}

[03] Uzasadnij nastepujacy fakt. Wysoko$¢ kopca (tj. dtugo$¢ $ciezki od korze-
nia do liscia) wynosi h = \_logznj, gdzie n jest liczba wierzchotkéw kopca.

Rozwigzanie: Zat6zmy, ze kopiec mieSci n elementéw. Na kazdym i-tym (we-
wnetrznym) poziomie znajduje sie 2! elementéw (poziomy numerujemy od 0).
Na ostatnim poziomie znajduje sie k = 1, ..., 2" elementéw, gdzie h jest dtugo-
$cig najdtuzszej $ciezki. Zachodzi zatem zalezno$¢:

20421+ 22 + .. 4201 4 k =n, stad
20421 422 4+ 4201 4 1< <20 421 422 4 4 2071 4 2R

h+1

=2t L 1 <n< ,wiec 2" <n <2"*1 — 1, stad 2" <n < 2h*1
12 12

i ostatecznie h = [ log,n.

[04] Czy ponizej wypetiona tablica T reprezentuje kopiec? OdpowiedZ uzasadnij.

(a) (b)
|16]16]11]11]16] 8 [ 6| 2|6 [15] |16] 8 [15] 6 |6 [11]11]5 |58
01 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Rozwigzanie:

(a) Tablica reprezentuje kopiec. Wiasnos$¢ kopca jest zachowana.
(b) To nie jest kopiec. Nie jest zachowana wtasno$¢ kopca (T[4] < T[9], tzn. 6 < 8).

52



[05] Czy ponizsze drzewo binarne reprezentuje kopiec? Odpowiedz uzasadnij.

Rys. 2.6a. Drzewo binarne do zadania [05] (a) Rys. 2.6b. Drzewo binarne do zadania [05] (b)

Rozwigzanie:
(a) Drzewo jest kopcem. Zachowana jest struktura i wtasnos¢ kopca.
(b) Drzewo nie jest kopcem. Nie jest zachowana wtasno$¢ kopca.

[06] Utworz kopiec (na drzewie), wktadajac do niego kolejno nastepujace
elementy:
(a) 10,8,16,15,1,11,5,2,15,18 (b) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Rozwigzanie:

(b)

Rys. 2.7a. Kopiec do zadania [06] (a) Rys. 2.7b. Kopiec do zadania [06] (b)

[07] Przyktadem rekurencji zagniezdZzonej moze by¢ definicja funkcji Acker-
manna (por. [DA]). Podaj implementacje funkcji Ackermanna w jezyku C++.
n+1 dlam=20
A(m,n) ={ Am—-1,1) dlam>0n=0
A(m —1,A(m,n — 1)) dlam>0n>0

Rozwigzanie:
long Ackermann(long m, long n) {
if(m == 0) returnn + 1;
if(m > 0 && n == 0) return Ackermann(m - 1, 1);
return Ackermann(m - 1, Ackermann(m, n - 1));

}
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[08] Niech £ = {a, b, c}. Niech t,, oznacza liczbe stéw dlugosci n nad alfabetem
Y, w ktorych jest parzysta liczba liter a. (a) Oblicz pie¢ pierwszych wyrazéow
ciggu (t,). (b) Znajdz wzor rekurencyjny i wzor jawny na t,, (n-ty wyraz ciggu).

Rozwigzanie: Niech 4,, oznacza zbior stow w X" (zbiér stéw dtugosci n nad al-
fabetem X), w ktérych jest parzysta liczba liter a.

to=1, Ag={L} |ty =41

t1 =2, Ay ={b,c} | ts = 122
t, =5, A, = {bb,ch,bc,cc,aa}

t; = 14, Az = { bbb, cbb, bch, ccb,aab, bbc, cbc, bcc,

cce,aac, baa, aba, caa,aca }

* Jesli stowo w A,, konczy sie literg b, to moze by¢ ona poprzedzona dowolnym
stowemz 4,,_;.

e Stad t,,_; stow w A,, konczy sie literg b. Podobnie t,,_; stéw w A,, konczy sie
litera c.

* Jesli stowo w A, koniczy sie literg a, to musi by¢ ona poprzedzona stowem
z "1, wktérym jest nieparzysta liczba liter a.

«  Poniewaz 3" ! ma 3""! stéw, to 3""! — t,,_; z nich musi mie¢ nieparzysta
liczbe liter a.

e Stad 3" ! —t,_, stébw w A,, kofczy sie litera a. Zatem

th =2ty +3" 1 —t,_y =3""1+1t, ;dlan>1.Stad
{to = 1
tp,=3""1+t, ;dlan>1

Wyznaczamy wzor jawny:

ta=3""14t, ,=3"1+3"2 4+, , =

— 3n—1 + 3n—2 + 3?’1—3 + tn—3 = e =
=301 437724303 4. 430 4 ¢ =
=1+¥pi3k=1+2"="4dlan>0

1 2

[09] Niech X = {a, b, c} i niech t,, oznacza liczbe stéw dtugosci n, ktére mozna
wygenerowac z liter a, b, ¢ tak, aby utworzone stowa nie zawieraty ciaggu zna-
kéw aa (tzn. kolejnych liter a). (a) Oblicz ty, tq, t,. (b) ZnajdZ wzdr rekurencyjny
nat, i oblicz t3, t,, t5, a nastepnie znajdz wzdr jawny na t,, i go udowodnij.

Rozwigzanie: Niech A,, oznacza zbidr stéw w " niezawierajacych kolejnych
liter a.
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to =1, Ay ={L} | t, = 60

t; =3, Ay ={ab,c} | ts = 164

t, =8, A, = {ab,bb,cb,ac,bc,cc,ba,ca} = ¥* —{aa}

t; =22, Ag = ¥3— { aaa, aab, aac, baa,caa }

e Zalézmy,Zze n > 2 i sprébujmy zliczy¢ stowa w A,, za pomoca stéw krotszych.

* Jesli stowo w A4,, konczy sie litera b, to litera b moze by¢ poprzedzona dowol-
nym stowem ze zbioru 4,,_;.

* Zatem t,_, stéw w zbiorze 4,, konczy sie litera b i t,,_; stow koniczy sie li-
tera c.

» Jesli stowo w A,, koniczy sie literg a, to dwiema ostatnimi literami musza by¢
ba lub ca i moze je poprzedzaé¢ dowolne stowo ze zbioru 4,,_,. Zatem 2t,,_,
stéw ze zbioru A,, konczy sie literg a. Stad

to=1,t, =3
{tn =2ty 1 +2t, ,dlan>2

Wyznaczamy wzor jawny:
f(x) = x? — 2x — 2 = 0 - wielomian charakterystyczny

A=4+8=12,VA=2V3,x, =228 =1 -3, x, =225 = 1 + /3,
n=Ag(1+V3)" + By(1—V3)"

n=0: ty=1=Ay(1++3)°+By(1-+3)°stadA, =1-B,

n=1: t; =3=A,1++V3)!+By(1-3)!
3=(1-By)(1++3)+Bo(1-+3),

stad 2V3B, = V3 = 2,By = 22, Ay = 222

Ostatecznie: t,, ‘F”(l +/3)" + “— 2(1 V3)*dlan>0
Udowodnimy, ze oba wzory (rekurency]ny i jawny) definiuja ten sam ciag (t,).
Dowdd indukcyjny (II schemat indukc;ji)
(1) bazaindukcji: t, =1,ty = \/_” + \/_ 2=1
(2) krok indukcyjny:

Zaktadamy prawdziwos$¢ wzoru jawnego dla wszystkich liczb naturalnych
mniejszych od pewnej wartosci naturalnej k.
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Pokazemy, ze wowczas wzor jest rowniez poprawny dla k.

defrrek zalind
Lk = tk 2 Ztk_l + 2tk—2 2
_2[f+2(1+\/—) +52(1-3) | +
+2 [\/—+2 \/§)k—2] _

_2[“2(1+x/_) (1+\/§+1)+‘F2(1 x/§)k_2(1—\/§+1)]=(a)
= B2+ V3K + B2(1 - VB)k = Py

@ (1+v3) =1+2V3+3=2@2+V3)
(1-v3) =1-2V3+3=22-3)

Na mocy II ZIM oba wyznaczone wzory (tj. wzér rekurencyjny i wzér jawny)
definiujg ten sam ciag (¢t,).

[10] Ciag Fibonacciego okresSlony jest zaleznoscig Fy =0, F;, =1, F, = F,,_; +
+F,_, dlan > 1. Wyznacz wz6r jawny na n-ty wyraz ciggu na podstawie wie-
lomianu charakterystycznego oraz z pomoca funkcji tworzacej.

Rozwigzanie:
Wielomian charakterystyczny: f(x) = x2 —x—1=0
A=1+4=5+VA=v5ux =255, =15

o= to (59 +0 (55)

n=0: Fy=0=A, (1‘2—“3)0 + B, (“f)o = A, + By, stad A, = —B,
n=1 F=1=A, (1_2_\/5)1 + By (1+2\/§)1 =ByV5, stadB, = f’ = —%

Ostatecznie: F,, = —%- (1_7\/5)11 % (1+2\/§)n vneN.

Udowodnimy, Ze oba wzory (rekurencyjny i jawny) definiujg ten sam ciag (F,).
Dowdd indukcyjny (II schemat indukc;ji)
Jesli wyrazy ciagu (F,) spetniajg warunek

{Fo =0,F =1 1 (1+\/§)” \/1_ (ii)"
5

E,=F, ,+F, ,dlan> provreN f =7 (7 2

(1) baza indukcji: pokazemy prawdziwo$¢ wzoru jawnego dlan = 0

fmon=g (592 (55 = 2a - =0
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(2) krok indukcyjny:

Zaktadamy prawdziwos$¢ wzoru jawnego dla wszystkich liczb naturalnych
mniejszych od k + 2, gdzie k jest pewng liczba naturalng. Pokazemy, ze wow-
czas wzor jawny jest stuszny réwniez dla k + 2.

Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy oznaczenia:

w=ga=— b=
Wodéweczas zatozenie indukcyjne ma postac: F,=w@'— b)) V42
Nalezy pokaza¢, ze: Fiip = w(a®*2 — pk+2)
def.rek zatind
Ltz =Fryz & Fpr+F S w@ = b +w@h - b*) =

=w(ak@a+1) - b¥b+1) =@ w@*a?- b b?) =

— w(a k+2 _ bk+2) — Pk+2

1+a=1+1+f:3+f, 1+b=1+1%@:3%5
2 _ 1+2v5+5 _ 3+/5 b2 = 1-2v5+5 _ 3—V5
o4 2 T4 2

Stad (a) (1 +a) = a%, (1 +b) = b?.

Na mocy II ZIM podana zalezno$¢ rekurencyjna oraz wyznaczony wzor
jawny definiujg ten sam ciag (F,).

Wyznaczamy wzor jawny z pomocg funkcji tworzacej:

f) =Y 0anx™ =x+ Y0 5 apx™ = x 4+ XX _gapex"t? =

=X+ Xieo(@nir + @)™ = X 4+ x X0 A X+ X% X0 apx" =
=x+ xf(x) + x%f(x)

fOOA—x—x%) =x

f) = —*— =@ A LB _m_A L B _@©

1—x—x2 1-ax 1-Bx 1—1+2\/§x 1_1—\/§

_1 11
(a) Rozktadam utamek na sume utamkéw prostych.
M) l-x—x2=10—-ax)(1—Px) =1— (a+P)x + apx?

1+V5 _ 15
2 1(1'2 - 2

~1=af =B -P-1=0A=1+4=5VA=5=p, =25p =15

2

l=a+pP =>a=1-0 oy =
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() x= A(l —1_2—\/§x) + B(l - 1+2‘/§x)

-1

2x =(—A++V5A-B—-+5B)x =2=B—+5B—B—+5B = B=

0=2A+2B =A=-B = A=

Gl &l

Wz6r jawny na n-ty wyraz ciggu: a, = F, = \/ig (

1+\/§)n _ 1 (1—_@)"

2 2

V5

6.1. Zadania programistyczne

[11] (Przegladanie grafu w gitab) Zaimplementuj algorytm sprawdzajacy,
czy zadany graf nieskierowany, bez petli (tj. krawedzi postaci (x, x)), reprezen-
towany tablicg list incydencji jest spéjny metoda przegladania w glab. Wypisz
kolejno odwiedzone wierzchotki. Wskazdwka: (por. [LW], s. 78).

Przyktad: Dla grafu zadanego ponizsz3a tablicg list incydencji kolejnos¢ odwie-
dzania wierzchotkéw jest nastepujaca: 1, 2, 3, 8, 4, 6, 5, 7. Graf jest spdjny.

[1] 2456

1348

68

[12] Napisz rekurencyjng funkcje, ktéra rysuje (zaczynajac od gérnego po-
ziomu) przedstawiony na rysunku tréjkat o podstawie n (neN, 1 <n <30), zbu-
dowany ze znakéw . Trojkat jest symetryczny wzgledem jego wysokosci.
*
* % %
*kkk*k
*kkkk*x*

Rys. 2.8. Tréjkatdlan = 7

[13] (Magiczna kostka) Wypetnij kostke szeScienng o rozmiarze nxnxn tek-
stem T (podanym przez uzytkownika) w nastepujacy sposéb.

Szescian sktada sie z n tablic o rozmiarze nxn, ustawionych jedna za druga.
Kazda tablica stanowi magiczny kwadrat wypetiony (w odpowiedni sposéb) lite-
rami tekstu T. Tekst T jest powielany, tzn. dla T= ABCDEFGH! generowany jest ciag:

T = ABCDEFGH!ABCDEFGH!ABCDEFGH!..,,
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ktérego kolejne znaki sg wykorzystywane w nieprzerwany sposéb do wypet-
niania wszystkich (od 0 do (n-1)-tej) tablic sze$cianu. Tablice o numerach pa-
rzystych (dlai=0, 2, 4, 6, ...) uzupetniane sg literami ciggu T zgodnie z podanym
w przyktadzie ponizej wzorcem (tj. po kazdorazowym rekurencyjnym wywota-
niu funkcji wypetniajacej ramke, elementy ciggu T powinny by¢ umieszczone
na obwodzie kwadratu w nastepujacym porzadku: géorna krawedz (od lewej
do prawej), prawa krawedz (od géry do dotu), dolna krawedz (od prawej do le-
wej), lewa krawedz (od dotu do gory)). Tablice o numerach nieparzystych
(t.dlai=1, 3,5, ..) sg wypeliane przy wykorzystaniu tej samej drogi, ale ko-
lejne litery ciggu umieszczane sg na niej w odwrotnej kolejnosci, tj. zaczynamy
wypetnianie kwadratu od jego $rodka (patrz przyktad ponizej). Wszystkie kwa-
draty nalezy wypei¢ literami w taki sposob, aby ciagg T nie zostat przerwany
w zadnym miejscu (tj. jesli generujac tablice 0, zakonczyliSmy na znaku G, to ta-
blice 1 rozpoczynamy zapetnia¢ od znaku H oraz litery H i G musza sasiadowac
ze sobg w sze$cianie).

Przyktad:

T = ABCDEFGH', n =5

Tablica 0 Tablica 1 Tablica 2 Tablica 3 Tablica 4

[A, B C D E [E D C B A [F, G H !, A[A ! H G F [B C D E H
[GH! A FI[H GTFE '] [CDEF B [D C B A EFI[H'! A B G
[F, , G B, § [!, !, H D HI[B B C G (I[E E D! DI[G G H C H
[EE EE Db C HIA A B CGQGI[AA!' HDIF FF G H g I[F F E D !]
[DOC B A 'l [B CDEFI[!,HGTFTEIIGH! A B [E D C B A

Rys. 2.9. Magiczna kostkadlan =5
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Rozdziat 3. Technika projektowania algorytméw
.dziel 1 zwyciezaj"

. Technika ,dziel i zwyciezaj"

. Wyszukiwanie binarne

. Metoda bisekcji

. Wyszukiwanie minimum i maksimum

. Sortowanie przez scalanie (MergeSort)

. Sortowanie szybkie (QuickSort)

. k-ty najwiekszy element (algorytm Hoare'a)
. Zadania rézne

O ~NOoO oA wWwN =

.Dziel i zwyciezaj” to najbardziej popularna technika efektywnego projektowa-
nia algorytméw. Polega na podzieleniu problemu P na podproblemy tego sa-
mego typu, ale o mniejszych rozmiarach. Te mniejsze podproblemy sg dalej
dzielone na mniejsze i mniejsze, az osiggng rozmiar tak maty, Ze ich rozwigzanie
jest oczywiste lub mato kosztowne. Nastepnie wyznaczone rozwigzania pod-
broblemdw s3 taczone w celu uzyskania rozwigzania pierwotnego problemu P.

1. Technika ,dziel i zwyciezaj"
(divide and conquer) (por. [WP])

Technika ,dziel i zwyciezaj” jest realizowana w dwdch etapach i polega na:

(1) dekompozycji problemu n-wymiarowego na skonczong liczbe probleméw
tego samego rodzaju, ale o mniejszych rozmiarach,

(2) ,scaleniu” otrzymanych wynikéw cze$ciowych w celu uzyskania rozwigza-
nia problemu pierwotnego.

Schemat (,dziel i zwyciezaj”), PB(n) - problem rozmiaru n
PB(n) {
if(n jest wystarczajgco mate) return przypadek_elementarny(n);
else {
dekompozycja PB(n) na PB(n1), ..., PB(nk);
for(inti=1;i<=k; i++) wi = PB(i);
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Lacz(wl, ..., wk);
}
}

W przypadku pewnej klasy probleméw zastosowanie strategii , dziel i zwy-
ciezaj” obniza ztozonos¢ algorytmu z O(n) do O(Ign).

2. Wyszukiwanie binarne ,BinarySearch” (por. [BDR])

Problem 1. Dany jest n-elementowy uporzadkowany ciag (a,) liczb natural-
nych oraz warto$¢ xeN. Zaproponuj dwa algorytmy (w wersji iteracyjnej i re-
kurencyjnej) zwracajace pozycje wartosci x w zadanym ciaggu lub wartosc¢ -1,
gdy x w ciagu nie wystepuje. Wykorzystaj technike , dziel i zwyciezaj”. Wyznacz
ztoZzono$¢ pesymistyczng czasowa obu funkcji. Przyjmij za operacje elemen-
tarng poréwnanie elementu ciggu i wartosci x.

int BSIt(int x, int *A, int n) { int BSRek(int left, int right, int x, int *A) {
intm=0,left=0,right=n-1; intm=0;
while(left <= right) { if(left <= right) {
m = (left + right) / 2; m = (left + right) / 2;
if(A[m] == x) return m; if(A[m] == x) return m;
if(A[m] > x) right=m - 1; if(A[m] > x) return BSRek(left, m - 1, x, A);
elseleft=m+1; return BSRek(m + 1, right, x, A);
} }
return -1; return -1;
} }

Przyklad 1. Realizacja algorytmu dla 12-elementowego ciggu liczb i wartosci
x = 11.

i o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011
Ali]: 1 3 5 6 6 8 11 14 16 18 19 24

Ciag kolejno poréwnywanych z liczbg x = 11 wartoSci tablicy A to: A[5]=8,
A[8]=16, A[6]=11.

[Ztozono$¢ pesymistyczna] (algorytm iteracyjny BSIt() i rekurencyjny
BSRek())

*  Przyjmijmy za operacje elementarng poréwnanie elementu ciggu i wartosci x.
« Zalézmy,zen = 2¥ dlakeN.
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Ztozonos¢ algorytmu iteracyjnego Ztozonos¢ algorytmu rekurencyjnego

BSIt( ): BSRek( ):

e Algorytm w przypadku pesymi- - 2 dlan =1
stycznym wyKkona iteracje dla na- | Ty.x(n ={ n
sgpu]’a}l’cycﬁ%ugoéci pod]ciqg()w: n, Tmax(bj) +2dan>1
n/2, n/4, n/8, n/16, .., 2, 1, tzn. | Poniewazn = 2¥ dla keN, wiec
wykona 1 + Ig,n iteracji (por. [05], | 7 (n) =T ., (EJ) +2 =

rozdziat 1). T ok—1 2 —
* W kazdej iteracji algorytm wykona | — max( k—Z) te=
dwa poréwnania. = Tmax(2472) + 24 2= =

= Tmax(2K°%) + 2+ +2 =
k razy
=2+ 2k =2(1 + Igyn) = O(Ig,n).

Tmax(BSIt,n) = 2(1 + 1g,n) = O(lg,n)

*  Zlozono$¢ pesymistyczna algorytmu wyszukiwania elementu x w ciagu (a;,)
metoda sekwencyjng (naiwng) jest liniowa w stosunku do dtugosci n ciaguy, tj.

Tmax(M) = O(n).

Whiosek. ,Dziel i zwyciezaj” usprawnia wyszukiwanie elementu w ciggu upo-
rzadkowanym.

3. Metoda bisekc;ji

Problem 2. Wiadomo, Ze funkcja f jest ciggta i $ciSle monotoniczna na prze-
dziale [a, b] oraz, ze wartosci funkcji f na konicach przedziatu maja rézne znaki.
Zaproponuj algorytm wyznaczajacy (metoda bisekcji) przyblizony pierwiastek
rownania f(x) = 0 w przedziale [a, b] z doktadnoscia E.

Twierdzenie 1 (Darboux)

Jesli funkcja f jest ciggta na przedziale [a, b] oraz spetnia warunek f(a)f(b) <0
(tzn. wartosci funkcji na koncach przedziatu maja rézne znaki), to istnieje punkt
ce(a, b) taki, ze f(c) = 0. Jesli dodatkowo funkcja f jest $ciSle monotoniczna
(tzn. rosngca albo malejaca) w [a, b], to punkt c jest jedyny.

Idea (metoda bisekgcji)

Metoda bisekcji wykorzystuje strategie , dziel i zwyciezaj”.

Zaktadamy, ze w [a, b] istnieje doktadnie jeden pierwiastek rownania f(x) = 0,
tzn. spetnione s3 zatozenia twierdzenia Darboux.

Podczas gdy dtugos¢ przedziatu [a, b] jest wieksza niz E, powtarzaj kroki (a)-(d):
(a) Wyznacz $rodek przedziatu [a, b]: x; = %b

(b) Jesli x; jest pierwiastkiem rownania f(x) = 0, to go zwrac.
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(c) Jesli pierwiastek rownania f (x) = 0 jest mniejszy niz x; (tzn. f(a)f(x;) < 0),
to za b przyjmij x;.
(d) W przeciwnym razie (tzn. gdy f(x;)f (b) < 0) za a przyjmij x;.

double f(double x) { return pow(x, 2) - 2; }

double Bisekcja(double a, double b, double E) {
double x=(a+b) / 2.0;
while(fabs(b - a) > E) {
x=(a+b)/2.0;
if(f(x) == 0) return x;
if(f(a) *f(x) <0) b =x;
elsea=x;
}

return x;

}

Przyklad 2. Realizacja algorytmu Bisekcja( ) dla danych [a, b] = [—1,5],E = 0.25
oraz funkcji f(x) = x2 — 2.

a=-1.0, b =5.0, |b—al =6,
x = 2.0, a=-1.0, b=2.0, |b—al =3,
x = 0.5, a=20.5, b =20, |b —a| =1.5,
x = 1.25, a=1.25, b = 2.0, |b —a| =0.75,
x = 1.625, a =1.25, b =1.625, |b —a| = 0.375,
x = 1.4375, a =1.25, b = 1.4375, |b —al =0.1875 < E = 0.25,

x = 1.4375

4. Wyszukiwanie minimum i maksimum

Problem 3. (Wyszukiwanie minimum i maksimum w tablicy liczb) (por. [WP])
Zaproponuj dwa algorytmy: sekwencyjny (naiwny) i z wykorzystaniem tech-
niki ,dziel i zwyciezaj” (w wersji rekurencyjnej) wyszukiwania najmniejszego
i najwiekszego elementu w tablicy liczb. Wyznacz ztozono$¢ pesymistyczng
czasowq obu algorytmoéw. Przyjmij za operacje elementarng poréwnanie ele-
mentéw ciggu. Okresl rzedy wielko$ci wyznaczonych funkcji ztoZonosci oraz na
ich podstawie wyciagnij odpowiednie wnioski.
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(a) Algorytm MinMax1( ) ,sekwencyjny”:

class MM {
public:
int min, max;
7
void MinMax1(MM &M, int *4, int n) {
M.min = M.max = A[0];
for(inti=1;i<n;i++){
if(M.min > A[i]) M.min = A[i];
if(M.max < A[i]) M.max = A[i];
}
}

(b) Algorytm MinMax2( ) ,dziel i zwyciezaj”:

void MinMax2(int left, int right, MM &M, int *A) {
if(left == right) M.min = M.max = A[left];
else
if(left + 1 ==right)
if(A[left] < A[right]) {
M.min = A[left]; M.max = A[right];
} else { M.min = A[right]; M.max = A[left]; }
else {
MM *M1 = new MM();
MM *M2 = new MM( );
int m = (left + right) / 2;
MinMax2 (left, m, *M1, A);
MinMax2(m + 1, right, *M2, A);
M.min = (M1->min < M2->min) ? M1->min : M2->min;
M.max = (M1->max > M2->max) ? M1->max : M2->max;
}
}

[Ztozono$¢ pesymistyczna] (algorytm MinMax1( ) i MinMax2( ))
(a) MinMax1()

Tmax(n) = Z(Tl - 1) = ®(n)
(b) MinMax2()
0 dlan=1

Tnax(m) =<1 dlan=2
Timax(|2]) + Tmax([2]) + 2 dlan > 2
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Zatézmy, ze n = 2% dla keN.
Tmax(M) = 2Tax (2571) 4+ 2 = 2[2T 0 (2F72) + 2] + 2 =
= 22Tax(2572) + 22 + 2 = 22 2T (2578) + 2] + 22 4+ 2 =
= 28Tax(2F3) + 28 42242 = . =
= 2K T (20 D) 2kt p k"2 22 0 =
=2kl okl g k=2 4. 42242 =
k-1

=2kl 4512 gkl gk p = 300
1-2 2

=0(n)

Whniosek. W przypadku niektérych probleméw algorytmicznych technika, dziel
i zwyciezaj” nie poprawia ztoZzonos$ci rozwigzan.

5. Sortowanie przez scalanie (MergeSort()) (por. [BDR], [DS])

Idea algorytmu (sortowanie MergeSort( ))

Algorytm MergeSort( ) jest oparty na strategii ,dziel i zwyciezaj”.

e W funkcji MergeSort( ) dzielimy cigg (tablice) na dwa réwne podciagi, oba sor-
tujemy oddzielnie (rekurencyjnie wywotujac MergeSort( ) dla kazdego z nich),
a nastepnie tgczymy dwa uporzadkowane podciagi (w funkcji Merge()) w je-
den posortowany ciag.

*  Proces dzielenia tablicy na potéwki koniczy sie, gdy zawiera ona mniej niz dwa
elementy.

void Merge(int left, int m, int right, int *A) {

inti=left,j=m+1,k=0;
int *P = new int[MAX];
while(i <= m && j <=right)

P[k++] = (A[i] <= A[j]) ? A[i++] : A[j++];
if(i <= m)

for(int z = i; z <= m; z++) P[k++] = A[z];
if(j <= right)

for(int z = j; z <=right; z++) P[k++] = A[z];
for(int z = left; z <= right; z++) A[z] = P[z-left];
delete [ ]P;
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void MergeSort(int left, int right, int *A) {
if(left < right) {
int m = (left + right) / 2;
MergeSort(left, m, A);
MergeSort(m + 1, right, A);
Merge(left, m, right, A);
}
}

->M5( 0, 8)
->MS( 0, 4)
->M5( 0, 2)
->M5( 0, 1)
->MS( 0, 0)
->MS( 1, 1)
->M0, 0, 1)
->MS( 2, 2)
->M0, 1, 2)
->M5( 3, 4)
->M5( 3, 3)
->Ms( 4, 4)
->M 3, 3, 4)
->MO0, 2, 4)
->M5( 5, 8)
->M5( 5, 6)
->M5( 5, 5)
->MS( 6, 6)
->M5, 5, 6)
->M5(7, 8)
->M8(7, 7)
- >MS( 8, 8)
->M7,7,8)
->M5, 6, 8)
->MO0, 4, 8)

Rys. 3.1. Lancuch wywotan rekurencyjnych dla ciaggu dtugoscin = 9
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Przyklad 3. Realizacja algorytmu MergeSort( ) dla ciggu liczb 9, 2, 8, 6, 8, 3, 1, 4.

9 2 8 6 8 3 1 4

v N

2 8 3 1

Dl
e
o
\*\b>:/ -

v
AN
CD‘/\oo
e
w/‘m
oo\‘w
’H/n—\

.
v AN

1 2 3 4 6 8 8 9
Rys. 3.2. [lustracja dziatania algorytmu MergeSort( )

[Ztozono$¢ pesymistyczna] (algorytm MergeSort( )) (por. [DA], [DS])

*  Przyjmijmy za operacje elementarng poréwnanie elementéw tablicy.

* noznaczarozmiar danych (rozmiar tablicy).

*  Pesymistyczng ztozonos¢ funkcji Merge(left, m, right, A) szacujemy przez O(n).

Uzasadnienie:

* Efektem dziatania funkcji Merge(left, m, right, A) jest uporzadkowany frag-
ment tablicy A[left.right] utworzony z posortowanych potéwek A[left.m]
i A[m+1..right] dtugosci odpowiednion, = m — left + 1in, = right — m.

*  Pesymistyczna liczba poréwnan przy scalaniu dwdéch uporzadkowanych frag-
mentéw tablicy ma miejsce w kazdej z dwdch nastepujacych sytuacji: (1) gdy
wyijscie z petlinastepujedlai = m + 1, podczas gdy j = rightbadz (2) gdy wyj-
$cie z petli nastepuje dla j = right + 1, podczas gdy i = m, tzn,, gdy jedna z ta-
blic zostatla juz wykorzystana, a w drugiej zostat doktadnie jeden element.

2 3 5 6 9
2 4 7 8 10

Kreski oznaczajg poréwnania.
Dla ciggéw dlugosci B] i [2] jest ich maksymalnie n — 1.

Tmax(My,ny) =ng +ny, — 1 =m —left + 1 + right — m — 1 = right — left
Dlaleft = 0iright = n — 1 mamy Ty, (ny,n,) =n — 1.
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*  Pesymistyczng ztozono$¢ algorytmu MergeSort( ) szacujemy przez O(nlgn).

Uzasadnienie:
0 dlan=1
Tinax(M) = { Tnax (|2]) + Tmax([2]) + n =1 dlan>1

scalanie

Zatézmy, ze n = 2% dla keN.
Timax(M) = 2Tax(2) + n— 1 = 2Tax(2571) + 2K -1 =
= 2[2Tax(2¥72) + 2K 1 — 1] + 2k -1 =
= 2Tax(2872) +2F -2+ 2K -1 =
= 22[2T (2 3) + 2K 2 — 1| 4 2Kk -2+ 2F -1 =
= 2Tax(2¥3) + 2k —22 4 2k -2+ 2k -1 =
= 23[2Tpax (27 ) + 2K3 — 1] 4 2k —22 4 2k -2+ 2k —1 =
= 2% Tax(28°4) + 2Kk =28 42k —22 42k 242k 1 =... =

= 2K Tax(2K7%) + 2k — 2k oo 2k 22 4 2k 2 4 2k — 1 =

0
— 1,0k k—1 2 1 0) — 1,0k 2K\ _ 1ok k —
= k2K = (2 4 22421 4 20) = k2K - () = k2K — 2k 1 =

=nlgn —n+ 1 = 0(nlgn)

6. Sortowanie szybkie (QuickSort())
(por. [BDR], [CLR], [DA], [DS])

Algorytm QuickSort( ) jest jednym z najszybszych algorytméw sortowania du-
zych, ,Josowych” tablic.

Idea (algorytm QuickSort( ))

Algorytm QuickSort( ) jest oparty na strategii ,dziel i zwyciezaj”.

*  Wektor wej$ciowy A zostaje odpowiednio przygotowany i rozdzielony na dwie
czesci, ktore s3 niezaleZnie sortowane poprzez rekurencyjne wywotanie Qu-
ickSort( ) dla kazdej z nich.

*  Gléwne zadanie sortowania odbywa sie w funkgji partition( ), po ktérej zakon-
czeniu podwektor Alleft.right] spetnia nastepujace wtasnosci:

- v-element rozdzielajacy,

- A[j] =v- element zajmujacy wtasciwa pozycje w posortowanym wektorze,
- Alleft.j-1] - elementy mniejsze badZ réwne v,

- A[j+1.right] - elementy wieksze badZ réwne v.
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Dziatanie funkcji partition(left, right) (left - lewy indeks wektora A[left..right],
right - prawy indeks wektora A[left..right])
(1) v = A[left] - Ustalamy element rozdzielajacy (v moze by¢ wybrany w do-

wolny sposob).
(2) Przegladamy indeksem i wektor A[left+1..right] od strony lewej do prawej

w celu znalezienia elementu wiekszego lub réwnego v.
(3) Przegladamy indeksem j wektor A[left..right] od strony prawej do lewej

w celu znalezienia elementu mniejszego lub rownego v.
(4) Jezeli (i <j), zamieniamy miejscami A[i] z A[j].
(5) Powtarzamy kroki (2)-(4) do momentu, az uzyskamy i > j.
(6) Zamieniamy element A[left] = v z elementem AJj].
Przyklad 4. Realizacja funkcji partition( ) dlan = 9.

i j
48597231
i j
41587238
i
41532098
joi

41532098

() ()

[e)

N

4153610098
41536 11918

void QuickSort(int left, int right, int *A) {
if(left < right) {
int v = A[left], i = left, j = right + 1, pom; // poczatek partition( )
do {
do {i++; } while(A[i] < v && i < right);
do {j--; } while(A[j] > v);
if(i <j) { pom = A[i]; A[i] = A[j]; A[j] = pom; }
} while(i <j);
Alleft] = A[j]; Alj] =v; // koniec partition( )
QuickSort(left,j - 1, A);
QuickSort(j + 1, right, A);
}
}

N

*  Efektywnos¢ algorytmu QuickSort( ) zalezy od wyboru elementu rozdzielaja-
cego, ktory ma wptyw na podziat ciaggu na dwa podciagi.
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[ZtoZonos$¢ pesymistyczna] (algorytm QuickSort( ))

*  Pesymistyczny przypadek podziatéw nastepuje, gdy za kazdym razem na ele-
ment rozdzielajgcy wybierana jest warto$¢ najmniejsza albo najwieksza. Taka
sytuacja ma miejsce, gdy np. sortowany jest ciag uporzadkowany [1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8] oraz v = AJleft]. Wowczas funkcja partition( ) za kazdym razem dzieli
wektor o dlugosci n; = right; — left; + 1 na podwektory o dlugosci0in; — 1,
wykonujac przy tym n; + 1 poréwnan. Wéwczas:

0 dlan=1
Tmax(m) =143 dlan=2
Thax(t—1)+ (n+1)dlan > 2

Zatézmy, ze n = 2% dla keN.
Tmax() = (m+ D +n+ n—1) + -+ 3 = D = g(n?)

[ZtoZonos$¢ $rednia] (algorytm QuickSort( ))

¢ Optymistyczny przypadek podziatéw zachodzi wtedy, gdy funkcja partition( )
za kazdym razem dzieli ciag dtugosci n; = right; — left; + 1 na dwa podciagi
o rozmiarach lan—lJ i [an_ll elementéw. Wowczas we wszystkich podziatach

razem dokonuje sie okoto

T(n) = n+2(§) +4(E) +8(§) + +n(§) :n<1 + -+ 1> = O(nlgn)
~1+lgon
poréwnan.

¢  Obliczenia wykazuja, ze w przypadku $rednim réwniez trzeba wykonac okoto
O(nlgn) poréwnan.

*  Aby zoptymalizowa¢ algorytm, tj. aby funkcja partition( ) zwracata podwek-
tory mniej wiecej tego samego rozmiaru, sugeruje sie, aby przyjac za element
rozdzielajacy (1) losowy element z wektora A[left.right] lub (2) mediane
trzech elementéw (pierwszego, Srodkowego i ostatniego).

Nie nalezy tez stosowac algorytmu QuickSort( ) do tablic o matych rozmiarach.

7. k-ty najwiekszy element
(algorytm Hoare'a) (por. [AHU], [BDR])

Problem 4. Nalezy znaleZ¢ k-ty najwiekszy element ciggu (a,,).

Idea (algorytm Hoare’a)

e Algorytm Hoare() wyznacza k-ty najwiekszy element ciggu (a,) i korzysta
z funkcji partition( ) identycznej jak w algorytmie QuickSort( ).

*  Funkcja partition( ) ustawia element rozdzielajacy v na wtasciwa (ostateczna)
Jj-ta pozycje (H[j] = v) w posortowanym ciggu. Nastepnie algorytm sprawdza,
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w ktorej czesci tablicy (lewej czy prawej) znajduje sie szukany k-ty najwiekszy
element i dla tej czesci tablicy wywolywana jest rekurencyjnie funkcja
Hoare( ). Uscislajac, jesli k = right — j + 1, to H[j] jest k-tym najwiekszym ele-
mentem ciagu, jesli k < right — j + 1, to element k-ty znajduje sie po jego pra-
wej stronie, w przeciwnym przypadku k-ty element znajduje sie po lewej stro-
nie elementu H[j].

int Hoare(int k, int left, int right, int *H) {
if(left < right) {
int v = H[left], i = left, j = right + 1; // poczatek partition( )
do {
do {i++; } while(H[i] < v && i < right);
do {j--; } while(H[j] > v);
if(i <j) swap(H[i], H[j]);
} while(i <j);
H{left] = H[j]; H[j] = v; // koniec partition( )
if(k == right - j + 1) return j;
if(k < right - j + 1) return Hoare(k, j + 1, right, H);
return Hoare(k - (right - j + 1), left,j - 1, H);

}
return left;
}
Przyklad 5. Realizacja algorytmu Hoare( ) dla k = 9 i ciggu dtugosci 12.
Elementem rozdzielajagcym jest HJ[left] - pierwszy element podciggu
H[left..right].
i 012 3 456 7 8 9 10 11
Hi]: 9 3 15116 8 18 12 16 7 29 4
Hil: 8 3 4 7 6 9 18 12 16 11 29 15, k=9>11-5+1=7, w ec k=9-7=2
Hil]: 6 3 4 7 8 9 18 12 16 11 29 15, k=2>4-4+1=1, W ec k=2-1=1
Hi]: 4 3 6 7 8 9 18 12 16 11 29 15, k=1<3-2+1=2, w ec k=1
Hi]: 4 3 6 7 8 9 18 12 16 11 29 15, k=1=3-3+1=1, wec H3]=7
H 3]=7 — 9-ty najwi ekszy el enent
left j<right—k+1 j=right—k+1 j>right—k+1 right

| | | |
[ [ [ I

Rys. 3.3. Ilustracja (podziat rekurencyjny w algorytmie Hoare’a)

» Efektywnos$¢ algorytmu zalezy od wyboru elementu rozdzielajgcego.
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[Z%ozonosc] (algorytm Hoare’a) (por. [AHU])
Najgorszy przypadek ma miejsce, gdy np. za kazdym razem na element roz-
dzielajgcy wybierana jest warto$¢ najmniejsza (v = H[left] dla ciggu uporzad-
kowanego [1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8]) w sytuacji, gdy szukamy najwiekszego elementu
(k = 1). Wéwczas:

0 dlan=1
Tmax(n) =13 dlan=2
Thax(t—1) + (n+ 1) dlan > 2

Zal6zmy, ze n = 2* dla ke N, wéwczas:
Tmax() = (n+ D +n+ n—1) + -+ 3 = 2D = 9(n?)

* W optymistycznym przypadku zostanie wykonanych n poréwnan.

*  Oczekiwang zlozono$¢ czasowa algorytmu Hoare( ) szacuje sie przez O(n).
W odréznieniu od funkcji QuickSort( ), ktora rekurencyjnie wywotuje samag
siebie dwukrotnie (tj. dla dwéch podciggéw), funkcja Hoare( ) wywotuje sama
siebie tylko raz (tzn. tylko dla jednego podciagu).

*  Algorytm Hoare’a jest szybki dla danych losowych i podobnie jak QuickSort( )
ma ztozono$¢ pesymistyczng czasowg @(n?).

8. Zadaniarozne

[01] Dany jest wektor A liczb naturalnych uporzgdkowanych niemalejaco.
W wektorze tym szukamy wartosci x = 14. Podaj kolejne wartosci tablicy A po-
réwnywane z liczba x, jesli zastosowano metode binarna.

Ali] 2 4 4 5 6 8 10 11 16

i 01 2 3 4 5 6 7 8

Rozwigzanie: A[4] = 6,A[6] =10,A[7] =11, A[8] = 16, brak liczby x = 14 w wek-
torze.

[02] W algorytmie QuickSort() przyjeto za element rozdzielajacy najbardziej
lewy element podwektora. Dla ktérego z ponizszych ciaggéw QuickSort( ) wy-
kona wiecej poréwnan (i dlaczego)?

(a) 416274

(b)654321

Rozwigzanie: QuickSort( ) wykona wiecej poréwnan dla ciggu (b). Cigg ten jest
uporzadkowany, wiec za kazdym razem bedzie dzielony na dwa podciagi (dtu-
gosci0in; —1).
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[03] Przeanalizuj funkcje partition( ) dla ciagu liczb 6, 4, 8, 5,9, 7, 2, 3, 1. Za ele-
ment rozdzielajacy przyjmij lewy koniec tablicy.

Rozwigzanie: Uzyskany ciag to: 2,4, 1,5,3,6,7,9, 8.

[04] Wyznacz zlozono$¢ algorytmu QuickSort() zastosowanego do takiego
ciggu liczb, dla ktérego element rozdzielajgcy za kazdym razem trafi w $rodek
sortowanego podciagu.

Rozwigzanie: Zat6zmy, ze funkcja partition( ) za kazdym razem podzieli cigg

dtugosci n; = right; — left; + 1 na dwa podciagi o rozmiarach lan—ll i [niz_l] ele-

mentow. Wowczas:

Tt = {T([ "))+ ([ ])+n+1$2251

Zatézmy, ze n = 2F dla keN.
T(n) =2T(25 1) + 2k +1=2(2T(2*2) + 21 + 1)+ 2k +1 =
=22T(2*2)+ 2k + 242k + 1= =

=2kT(2k*) + 2k 4 .. 4 2k 4 2k"1 4 2k"2 4 ] =
_(')_’ k razy

= k2k +% =nlgn + n — 1 = O(nlgn)

[05] Wyznacz pesymistyczng ztoZono$¢ czasowq ponizszego algorytmu (ope-
racja elementarna - poréwnania elementu x z koicami przedziatow).
int Zad1(double x, int left, int right) {
if(left <= right) {
int mid = (left + right) / 2;
if((r[mid].x <= x) && (X <= r[mid].y)) return mid;
else
if(r[mid].x < x) return Zad1(x, mid + 1, right);
else return Zad1(x, left, mid - 1);

}

return -1;

}

Dane:

e wektor r[ ] przedziatdw domknietych, wzajemnie roztgcznych i uporzadkowa-
nych wzgledem poczatkéw;

. r[ ].x - poczatek przedziatuy, r[i].y - koniec przedziatu (i = 0, ..., (n — 1));

. - liczba rzeczywista.

73



Wyjscie:

* Takiindeksi (i =0, ..., (n — 1)), dlaktérego spetniony jest warunek x e <r[i] x,
r[i].y> lub warto$¢ -1 w przypadku, gdy powyzszy warunek nie jest spetniony
dla Zadnego i.

Rozwigzanie:

3 dlan=1
T(n) = {T(EJ) +3dlan>1

Zalézmy, zen = 2k dlakeN.
T(n) =T(2"Y)+3=T(2%2)+3+3=T(2*3)+3+3+3="=
=T(2%7%) + 3k = T(1) + 3k = 3 + 3k = 3 + 3lgn = O(Ign).

[06] Wyznacz pesymistyczng ztozonos$¢ czasowa ponizszego algorytmu oraz
podaj rzad wielkosci wyznaczonej funkcji ztozonosci. Operacja elementarna
- poréwnania elementu x z elementami tablicy A, rozmiar zadania - n (liczba
elementow tablicy A).
int Zad2(int left, int right, float x, int *A) {
if(left == right) {
if(A[left] <= x) return left;
return left - 1;
}
if(left + 1 == right) {
if(A[left] > x) return left - 1;
return Zad2 (right, right, x, A);
}
int m = (left + right) / 2;
if(A[m] > x) return Zad2(left, m, x, A);
return Zad?2(m, right, x, A);

}

Dane:
e rosngcy ciag liczb naturalnych (ay, ..., a,—_1) (neN),
* liczbarzeczywista x.
Wyijscie:
-1 gdyx <a
out=+ I gdya; < x <ajyq
n—1lgdya, 1 <x
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Rozwigzanie:
1 dan=1

T(n) = 2 dlan=2
T(|3]) +1dlan > 2
Zatézmy, ze n = 2% dla keN.
T(n) =T +1=T(22)+1+1=TQ*"3)+1+1+1="=
=T(2FCED)+ k—1=TQ)+k—-1=k+1=1+Ign =0(lgn).

[07] Podaj mozliwie najefektywniejszy czasowo algorytm (tj. o zloZonoS$ci
0(nlgn)) wyznaczajacy przeciecie zbioréw A i B (AnB). Zaktadamy, Ze zbiory A
i B zawierajg wartosci catkowite z zakresu od 1 do 100000 i reprezentowane sg
odpowiednio tablicami A i B oraz ze elementy zbioru B (tablica B) sg uporzad-
kowane rosngco.

Wskazéwka: Zastosuj algorytm wyszukiwania binarnego.
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Rozdziat 4. Technika projektowania algorytmaow:
programowanie dynamiczne

1. Programowanie dynamiczne

2. Wyznaczanie n-tego wyrazu ciggu Fibonacciego
3. Najdtuzszy wspdlny podciag

4. Zero-jedynkowe zagadnienie plecakowe

5. Zadania rézne

Programowanie dynamiczne to technika projektowania algorytméw majaca
na celu zoptymalizowanie ich ztoZonoSci czasowej. Polega na tym, ze problem P
zostaje podzielony na mniejsze problemy. Nastepnie w pierwszej kolejnosci roz-
wigzywane s3 mniejsze podproblemy, a ich wyniki sq zapamietywane w celu
ponownego wykorzystania do rozwigzania podprobleméw wyzszego rzedu.

1. Programowanie dynamiczne (por. [AHU])

Programowanie dynamiczne - technika projektowania algorytmoéw polegajaca

na tym, ze:

* problem zostaje podzielony na mniejsze problemy (podobienstwo do ,dziel
i zwyciezaj”);

* najpierw rozwigzywane s3 mniejsze podproblemy, a ich wyniki sq zapamiety-
wane w celu ponownego wykorzystania do rozwigzania podprobleméw wyz-
szego rzedu, ktorych wyniki réwniez sa zapamietywane.

Programowanie dynamiczne ma sens, gdy np. rozwigzywany problem
da sie podzieli¢ na wielomianowa liczbe podprobleméw i kazdy z nich (poza
przypadkami elementarnymi) mozna rozwiaza¢, korzystajac z zapisanych w ja-
kiej$ strukturze (np. tablicy) wynikéw uzyskanych dla wcze$niej rozwigzanych
podprobleméw. Taka mozliwo$¢ pojawia sie, gdy rozwigzywane podproblemy
nie sg niezalezne, tzn. gdy podproblemy zawieraja podproblemy tego samego
typu i bez zastosowania programowania dynamicznego pewne podproblemy
mogtyby by¢ wykonywane wielokrotnie. Stagd programowanie dynamiczne jest
technikg chetnie stosowang przy zadaniach optymalizacyjnych.

76



2. Wyznaczanie n-tego wyrazu ciggu Fibonacciego

Definicja 1 (rekurencyjna definicja ciggu Fibonacciego)

F()_{n dlan<1
WEIFn-2)+Fn—-1dlan>1

Kilka pierwszych wyrazéw ciagu: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233,377,610, ...

Algorytm rekurencyjny fib1( ):

int fib1(int n) {

if(n <= 1) return n;

return fib1(n - 2) + fib1(n - 1);
}

[Ztozono$¢] Algorytm fib1() ma ztozono$¢ wyktadnicza jesli za operacje ele-
mentarng przyjmiemy wywotanie funkcji rekurencyjne;j.
e Dlan>2T(n) > 2z,
2 3

np.T(2) =3>22,T(3)=5> 22.
*  Aby wyznaczy¢ n-ty wyraz ciggu, trzeba okresli¢ wiecej niz 22 jego wyrazow.
*  Okreslenie kazdego wyrazu (oprocz fib1(0) i fib1(1)) kosztuje jedng operacje

dodawania.
Algorytm fib2( ) z zastosowaniem programowania dynamicznego:

int fib2(int n) {

int *F = new int[n+1];

F[0] = 0;

if(n>0){
F[1]=1;
for(inti=2;i<=n;i++)

F[i] = F[i-2] + F[i-1];

return F[n];

}

delete [ |F;

return 0;

}

[Ztozono$¢] Algorytm fib2( ) ma ztoZzono$¢ liniowa.
*  Aby wyznaczy¢ n-ty wyraz ciggu, nalezy okresli¢ n — 1 jego wyrazow.
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fibl(5)

->fi b1(3)
->fibl(1)=1
->fibl(2)

->fibl1(0)=0
->fibl(1)=1
->fibl(4)
->fibl(2)
->fib1(0)=0
->fibl(1)=1
->fibl1(3)
->fibl(1)=1
->fibl(2)
->fib1(0)=0
->fibl(1)=1
Rys. 4.1. Drzewo wywotan rekurencyjnych dla wywotania fib1(5)

*  Aby wyznaczy¢ piaty wyraz ciagu Fibonacciego algorytm fib1( ) dwa razy wy-
znacza fib1(3). Algorytm fib2( ) zapamietuje wyznaczone wartosci w tablicy,
co powoduje zoptymalizowanie ztoZzono$ci z wyktadniczej do liniowe;j.

3. Najdtuzszy wspolny podciag (por. [CLR])

Definicja 2 (podciag ciagu znakéw)

Dane sa dwa ciagi A = (a4, ..., ay) i B = (bq, ..., by)-

B jest podciggiem A, jesli istnieje taki rosnacy ciag indeksow (i, ..., i;,), Ze dla
wszystkich j = 1, ..., k mamy a;; = b;.

Przyktad1. A=(a, b, r, a k a d a b
B=( b, a, a a b

<«

(VI
— —

Problem 1. (Najdtuzszy wspdélny podcigg (NWP))
Dane sg dwa ciagi: X = (xq, ..., x,) 1Y = (¥4, .., ¥in)- Nalezy znaleZ¢ ich najdtuz-
szy (tj. o mozliwie najwiekszej liczbie znakéw) wspo6lny podciag.

Schemat rozwigzania (generowanie tablicy)
* Niech S bedzie macierza o rozmiarze (n + 1)x(m + 1), gdzie n i m sa dlugo-
$ciami odpowiednio ciggu Xi Y.
0 dlai=0lubj=0
S[ilj] =<{sti— 1l —-1]+1 dlai,j >0ix; =y;
max{S[i][j — 1],S[i — 1][j]} dlai,j > 0ix; #y;
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int** TAB_NWP(string s1, string s2) {
intrl = sl.length(), r2 = s2.length();
int **S = new int*[r1+1];
for(inti = 0; i <=r1; i++) S[i] = new int[r2+1];

for(inti=0;i<=r1;i++) S[i][0] = O;
for(inti= 0; i <=12;i++) S[0][i] = 0;
for(inti=1;1i<=rl;i++)
for(intj = 1;j< r2;j++)
if(s1[i-1] == s2[j-1]) S[i ][] =S[i-1][j-1]+ 1;
else S[i][j] = (S[ 11051 >= S[ilfj-11) 7 S[i-1][j] : S[EIG-11;
return S;

}

Przyklad 2. Utworz tablice S dla ciggéw A = (banaraba) i B = (abrakadabra)
oraz znajdz NWP(4, B).

Tabela 4.1. Ilustracja algorytmu NWP( ) dla ciaggéw A = (banaraba) i B = (abrakadabra)

=2
oL

[N B ]

A
7
[uny
4
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(| fwMNIN (RO =

31
(s jlwiv(N|R|O|®
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o|lo|jo|lo|jo|o|jo|o|o
el =l I Il N R k= =R ]
N|IN(R[R|IRP|R[R|=]O
NIN(N(N[R|R =

»
Wlwlw|INv(IN|IN N |- o=
BB wwiNd|N RO
U‘IIU14-{>(AJ(A.)N[\J»—\OU‘

* NWP(banaraba, abrakadabra) = baaaba

* Jak odczyta¢ najdtuzszy wspoélny podciag z tablicy? Kierujac sie strzatkami.

string NWP(string x, string y) {
int **S = TAB_NWP(x, y);
string nwp ="";
inti=x. length( ),j =ylength();
do {
if(x[i-1] == y[j-1]) { nwp +=x[i-1]; i-- j-=; }
else
if(S[i-1][j] >= S[i][j-1]) i—-; else j—;
} while(S[i][j]);
delete [ ]S;
return nwp;

}
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[Ztozono$¢] (algorytm NWP())

4,

utworzenie tablicy O(nm),
odnalezienie szukanego stowa w utworzonej tablicy O(n + m).

Zero-jedynkowe zagadnienie plecakowe (por. [SDK])

Problem 2. Nalezy tak wypetni¢ plecak réznymi przedmiotami o wartosSciach
p; i wagach w; (i = 1,...,n), aby nie przekroczy¢ tacznego udzwigu W plecaka
i jednoczes$nie wybracé takie przedmioty, by ich sumaryczna wartos¢ (cena) byta
mozliwie najwieksza. To znaczy nalezy znalez¢ max{),;~, p;x;} przy warunkach
riiwix; <W, gdzie x;€{0, 1}, p;, x;, WeZ,U{0}, (i = 1, ..., n). Algorytm powi-
nien zwrdcic¢ wszystkie mozliwe rozwiazania.

Schemat rozwigzania (generowanie tablicy S)
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Niech S bedzie macierzg o rozmiarze (W + 1)x(n + 1), gdzie W jest maksy-
malnym udZzwigiem, a n oznacza ilo$¢ elementéw.

0 dlaw=0lubi=0
S[w][i] = { SIwl[i — 1] dlaw <w;,i#0
max{S[w][i — 1],S[w —w;][i — 1] + p;} dlaw >w;,i #0

S[w][i] oznacza optymalng warto$¢ (cene) plecaka uzyskang przy rozpatrze-
niu i pierwszych elementéw (przy ograniczeniu, ze catkowita waga plecaka nie
moze przekroczy¢ wartosci w).

S[W1][n] oznacza maksymalng warto$¢ (cene) plecaka przy rozpatrzeniu n
elementow (przy ograniczeniu, ze catkowita waga nie moze przekroczy¢
wartosci W).

Rozwigzanie uzyskujemy, uzywajac dwéch 2-wymiarowych tablic (S i S2 in-
deksowanych wierszowo od 0 do W i kolumnowo od 0 do n).

void Plecak(int *p, int *w, int n, int W) {
int pom = 0;

int **S = new int*[W+1];

int **S2 = new int*[W+1];
for(inti=0;i<=W; i++) {S[i] = new int[n+1];
for(inti=0; i<=W;i++) { S[i][0] = S2[i][0]
for(inti =0;i <= n; i++) { S[0][i] = S2[0][i] =

S2[i] = new int[n+1]; }
=0}
0; }
for(inti=1;i<=W;i++)
for(intj=1;j <=n; j++)
if(i - wlj] >=0) {
pom = S[i-w([j]][j-1] + p[j];
if(pom < S[i][j-1]) { S[i][j]

S[][-11; S2[i][j] = 0; }



else { S[i][j] = pom; S2[i][j] = 1;
} } else{ S[i] [j] = S[i][j-11; S2[i][j]

}
=0;}

Przyklad 3. Rozwiaz zero-jedynkowy problem plecakowy dla ponizszych danych.
n=4, W =6 //n-liczbaprzedmiotéw, W - maksymalna waga (udzwig) plecaka
p1 =2, wy =2 //p; - cenai-tego przedmiotu, w; - waga i-tego przedmiotu

P, =4, w, =3

p3 =2, wy=1

Pa =2, Wy=2

Tabela 4.2. Ilustracja algorytmu rozwiazujacego 0-1 problem plecakowy
w|S[w][0]|S[w][1]|S[w][2] [S[w][3]|S[w][4]| [w[S2[w][0]|S2[w][1]|S2[w][2]|SZ[w][3]|S2[w][4]
0 0 A0 A0 0 0 0 0 AO A0 0 0
1 0 0 0 2 2 1 0 0 0 1 0
2| o 2 A2 2 2 |lz] o 1< o 0/1 | o0/1
3 0 2 4 <T,a 4 3 0 1 1<T,01 0/1
al o | 2 [la ["6<us6 |l4| o 1 1 [" 1<, o0
51 0 2 6 <, 6 6 |[5] o 1 1 <7, 012 ||loa
6l o | 2 | 6 |"8 |"8 |[6] o 1 1 "1 [Top

Powyzsze tablice S i S2 uzyskamy, wpisujgc instrukcje Plecak(p, w, 4, 6);,
gdzie tablice p[ ] iw[ ] sa zdefiniowane nastepujaco: p[ | = {0, 2, 4, 2, 2}
iw[]={0,2,3,1,2}.

Jak odczyta¢ mozliwosci zatadunku plecaka z tablicy? Kierujac sie strzatkami.
Z powyzszych tablic wynika, ze mozliwe sa nastepujace rozwiagzania
{2,3,4}i{1, 2,3}

S2[w][i] = 0 / 1 oznacza, Ze nie optaca sie/optaca sie zatadowac do plecaka
przedmiot i-ty.

[Ztozonos¢] (algorytm dla zero-jedynkowego problemu plecakowego)

Przyjmijmy za operacje elementarng wpis do tablicy.

Ztozonos¢ algorytmu szacujemy przez ©(nl/).

Miedzy n i W nie istnieje zadna zaleznosc.

Dla danego n mozna wybra¢ dowolnie duze W, np. W = 4™.

Wowczas powyzsze rozwigzanie bedzie mniej optymalne od algorytmu naiw-
nego (sprawdzajacego wszystkie mozliwosci), ktérego ztozono$¢ wynosi © (2™).
Podany algorytm ma ztozono$¢ wyzsza niz wielomianowa. Nie jest znane roz-
wigzanie problemu o ztozono$ci wielomianowe;j.

Problem nalezy do klasy probleméw NP-zupetnych.
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[01] Wyznacz najdiuzszy wspélny podciag dla stow:
(a) "KROLKAROL” i "ZKOLOROWEKORALE”,

5. Zadania rézne
(b) "KORALEGOSI” i "MISKORALGOL".
(a) "KROLKAROL” i "KOLOROWEKORALE"

Rozwigzanie:

—_—— — — — — — — —

WodaNMS<S < WmLW0LWw O

NS d NS 66w Sy

AQL&&&4§5&&M

RQLZ&&445&5w L TNmTERERRER
O i G TFFBE ~ 2, 0IC T @ <56 &S NN N
VISHN G AT S SOSdam<66cc s
EQLZ&&&34&&W MLQL2&4§&&&&&
wQL&&&&s&&&m R R R TR
OIS i &l 5105 5 of < 1616 MBQLZQ&&&&&&&
BQLZz&&&&&&m OIS H NN NN NN NN
O Moo oo WEQLLLLLLLLLL
LQlL&&&&&&&m SN a4
OQLLZZZZZZZM mlaaaaaaaaaaL
MISHldddddddd¥ 23566555 SS5S0S
S SSSE . 0SS SSSS o
[ﬁﬂgHﬁHWQHW S —“yiomcoToion =

KORALGO

" M SKORALGOL” )

NWP( " KORALEGOSI ”
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[02] Rozwiaz zero-jedynkowe zagadnienie plecakowe dla ponizszych danych.
@ n=4W=8pl=1,wl=2,p2=4,w2=3,p3=11,w3=4,p4=2,wd=1,
(b)n=4,W=6,pl=2,wl=2,p2=4,w2=3,p3=2,w3=1,p4=2,wd=2,

Rozwigzanie:
(@QQn=4W=8,pl=1,wl=2,p2=4,w2=3,p3=11,w3=4,p4=2,wd=1
S1 1 2 3 4 (przedm oty) S2 1 2 3 4 (przedmoty)
o[o, 0, 0, O, 0] 0[O0, 0, 0O, 0, 0]

1[0, 0, 0, 0O, 2] 1[0, o, 0, 0, 1]

20, 1, 1, 1 2] 2[0, 1, 0, O, 1]

3[0, 1, 4, 4, 4] 3[0, 1, 1, 0, 0]

4[0, 1, 4, 11, 11] 4[0, 1, 1, 1, 0]

5[0, 1, 5, 11, 13] 5[0, 1, 1, 1, 1]

6[0, 1, 5, 12, 13] 6[0, 1, 1, 1, 1]

70, 1, 5, 15, 15] 70, 1, 1, 1, 0]

8[0, 1, 5, 15, 17] 8[0, 1, 1, 1, 1]

Jedna mozliwo$¢ {4, 3, 2}

b)n=4,W=6,pl=2,wl=2,p2=4w2=3 =2,w3=1,p4=2,wd=2

=
w
|

S1 1 2 3 4 (przedmioty) S2 1 2 3 4 (przedmoty)
o[o, 0, 0, 0, 0] o[o, 0, O, 0, O]
10, 0, 0, 2, 2] 1[0, 0, 0, 1, O]
2[0, 2, 2, 2, 2] 2[0, 1, 0, 1, 1]
3[0, 2, 4, 4, 4] 3[0, 1, 1, 1, 1]
4[0, 2, 4, 6, 6] 40, 1, 1, 1, 0]
5[0, 2, 6, 6, 6] 5[0, 1, 1, 1, 1]
6[0, 2, 6, 8, 8] 6[0, 1, 1, 1, 1]

Dwie mozliwosci {4, 3, 2}i {3, 2, 1}

[03] Ktére z nastepujgcych problemoéw optaca sie zaimplementowac z uzyciem
programowania dynamicznego?

(a) wyznaczenie n-tego elementu ciggu Fibonacciego,

(b) wyznaczenie symbolu Newtona,

(c) rozwiazanie zero-jedynkowego problemu plecakowego,

(d) wyznaczenie najdtuzszego wspo6lnego podciagu,

(e) rozwiazanie problemu wiez z Hanoi,

(f) wyszukanie najmniejszej warto$ci w tablicy liczb.

Rozwigzanie:

(@) [+ (0) [+]. () [+](d) [+](e) [-) (D) [-]
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Rozdziat 5. Technika projektowania algorytmaow:
metoda zachtanna

1. Algorytm zachtanny

2. Problem wydawania reszty o minimalnej liczbie monet

3. Problem znajdowania najkrétszych $ciezek z ustalonego Zrédta
w grafie G (algorytm Dijkstry)

4. Problem wyznaczania minimalnego drzewa rozpinajacego
(algorytm Kruskala)

5. Kompresja Huffmana

6. Zadania rdzne

Algorytmy zachtanne sg stosowane m.in. do rozwigzywania probleméw opty-
malizacyjnych. Metoda zachtanna polega na konsekwentnym (tj. w kazdym
kroku) podejmowaniu takich decyzji, ktére sg w chwili wyboru najbardziej ko-
rzystne, w nadziei uzyskania optymalnego rozwigzania globalnego. Algorytmy
zachtanne nie zawsze generuja optymalne wyniki. W przypadku kazdego kon-
kretnego problemu nalezy ustali¢, czy jego rozwigzanie metodg zachtanng jest
optymalne w kazdym przypadku.
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. Algorytm zachtanny (Greedy algorithm) (por. [AHU], [CLR])

Algorytm zachtanny polega na podjeciu ciggu takich decyzji (po jednej decyzji
w kazdym kroku), ktére sg w chwili wyboru najbardziej korzystne, tzn. w kaz-
dym kroku wybieramy mozliwo$¢ lokalnie optymalng w nadziei, Ze rozwigza-
nie globalne bedzie rdwniez optymalne.

Algorytm zachtanny nie zawsze generuje optymalne wyniki. W przypadku kaz-
dego konkretnego problemu nalezy ustali¢, czy jego rozwigzanie metodg za-
chtanng jest rozwigzaniem doktadnym w kazdym przypadku. Nie istnieje
ogo6lna metoda rozstrzygajaca, czy w przypadku zadanego problemu algorytm
zachtanny zwrdéci poprawny rezultat.

Algorytmy zachtanne sg chetnie wykorzystywane m.in. do rozwigzywania pro-
blemdéw optymalizacyjnych. Dla praktycznego problemu P, jesli nawet w pew-
nych przypadkach nie uzyskamy metodg zachtanna rozwigzania optymalnego,



to wyniki bliskie optymalnym s3 czesto wystarczajgce (tzn. praktycznie akcep-

towalne). Takie zachtanne podejscie jest optacalne, gdy np. jedynym algoryt-

mem pozwalajgcym na uzyskanie wynikéw doktadnych jest przeszukiwanie

wyczerpujace (tj. sprawdzenie wszystkich mozliwosci).

*  Problemy, dla ktérych istniejg optymalne algorytmy zachtanne to (por. [CLR],

[DS], [LW]):

- problem znajdowania najkrotszych $ciezek z ustalonego wierzchotka
w grafie (algorytm Dijkstry),

- problem wyznaczania minimalnego drzewa rozpinajacego (algorytm Kru-
skala),

- problem kompresji danych (metoda Huffmana).

2. Problem wydawania reszty o minimalnej liczbie monet
(por. [AHU])

Problem 1. (Wydawanie reszty przy uzyciu minimalnej liczby monet)
Dane sg nastepujgce monety:
(a) 20gr, 10gr, 10gr, b5gr, 1gr, lgr
(b) 11gr, 11gr, 10gr, 5gr, 2gr, 1gr, 1gr, 1lgr
Uzyj mozliwie najmniejszej liczby monet w celu wydania reszty réwne;j:
(a) 31gr, (b) 26gr.

Rozwigzanie zachtanne:

Wydajemy mozliwie najwieksze (mieszczace sie w reszcie) monety, az do zwré-
cenia doktadnej kwoty (gdy rozwigzanie istnieje) lub do momentu, gdy skoricza
sie pieniadze (gdy brak rozwigzania).

Wynik algorytmu:
(a) 20gr, 10gr, 1gr, 3 monety (rozwigzanie optymalne)
(b) 11gr, 11gr, 2gr, 1gr, 1gr, 5 monet (rozwigzaniem optymalnym sg 3 monety)

W systemie monetarnym (a) algorytm zachtanny zawsze zwrdéci optymalne
rozwigzanie. W przypadku systemu monetarnego (b) nie nalezy stosowa¢ me-
tody zachtannej do rozwigzania problemu wydawania reszty przy uzyciu mini-
malnej liczby monet.
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3. Problem znajdowania najkrétszych $ciezek
z ustalonego wierzchotka w grafie G
(algorytm Dijkstry) (por. [CLR], [LW], [SDK])

Przyklad 1. Harcerze uczestniczacy w biegu przetajowym otrzymali odrecznie
sporzadzong mape, na ktérej zaznaczono krzyzykami rozgatezienia lesnych $cie-
zek oraz odlegtosci (mierzone wzdtuz zaznaczonych $ciezek) miedzy kazda para
sasiadujacych (oznaczonych krzyzykami) ,skrzyzowan”. Zadaniem harcerzy jest
przemaszerowanie (najkrotsza trasg) z punktu startowego (we wschodnim frag-
mencie puszczy) do punktu kontrolnego usytuowanego w jednym z takich rozga-
tezien (w zachodniej cze$ci puszczy). Harcerzom wolno porusza¢ sie jedynie
oznakowanymi drogami zaznaczonymi na mapie. Poniewaz duzy obszar lasu po-
krywaja bagna, pomyst, by konsekwentnie kierowac sie ze wschodu na zachéd,
nie jest mozliwy do zrealizowania.
Jak efektywnie rozwigza¢ powyzszy problem?

Definicje i fakty (por. [CLR], [LW], [WR]):

»  grafskierowany G- dowolna para uporzadkowana G = (V, E) (V- zbior wierz-
chotkdéw, E - zbiér krawedzi), taka ze E — {(u, v): u, veV} ((u, v) oznacza pare
uporzadkowang wierzchotkow u, vel);

» grafprosty - graf niezawierajacy petli (tj. krawedzi (u, u), gdzie ueV) oraz kra-
wedzi wielokrotnych;

* droga w grafie G - taki cigg wierzchotkow (v, vyq,...,vx) (k20),
ze (v;, viz1) €E (lub {v;, v;,, }€E dlagrafu niezorientowanego) jest krawedzig
(i=0,1,..,k—1)oraz (v; # v;) (z wyjatkiem by¢ moze rownosci vy = vy)
(dlaj, t=0,1, .., k);

* waga Sciezki p = (vy, v, ...,V;) — suma wag krawedzi tworzacych danag
scietkew(p) = Ty w(vi_y, v);

* odlegtos¢ (wage najkrotszej sciezki) z wierzchotka u do wierzchotka v (ozn.
o(u, v)) definiujemy jako:

S, v) = {min {W(p): ul v} jesli istnieje $ciezka z u do v

oc w przeciwnym przypadku

* najkrétsza Sciezka z wierzchotka u do wierzchotka v - kazda $ciezka p z u
do v, dla ktérej w(p) = o(u, v);

*  metoda relaksacji - wielokrotne zmniejszanie gérnego ograniczenia na rzeczy-
wiste wagi najkrotszych $ciezek wykonywane do momentu, gdy te ogranicze-
nia stang sie rzeczywistymi wagami najkroétszych Sciezek.
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Problem 2. (Najkrotsze $ciezki z jednym Zrodtem)

Dany jest graf skierowany G = (V,E), wazony (tj. z funkcja wagowg
w: E>R,U{0} przyporzadkowujaca krawedziom grafu wagi o wartosciach
ze zbioru R, {0}) oraz ustalony wierzchotek sV (zrédto) grafu G. Nalezy zna-
leZ¢ najkrotsze $ciezki od ustalonego wierzchotka s do pozostatych wierzchot-
kow grafu.

Idea (algorytm Dijkstry) (por. [CLR], [WL])

* Shuzy do rozwigzywania problemu najkrétszych Sciezek z jednym Zroédtem
w wazonym grafie skierowanym G = (V, E) w przypadku, gdy wagi wszyst-
kich krawedzi sa nieujemne.

¢ W algorytmie Dijkstry pamietany jest zbidr T zawierajacy te wierzchotki,
dla ktérych wagi najkrétszych $ciezek ze Zrddta s zostaly juz obliczone (i juz
nie ulegng zmianie), tzn. dla kazdego wierzchotka veT mamy wyznaczona
wartos¢ dist[v] = &(s, v).

e Algorytm Dijkstry polega na (n-1)-krotnym powtérzeniu nastepujacych ope-
racji:

- wybraniu nowego wierzchotka laste V\T o najmniejszym aktualnym osza-
cowaniu najkrotszej $ciezki,

- dodaniu wierzchotka last do zbioru T,

- relaksacji krawedzi przechodzacych przez wierzchotek last.

Schemat (algorytm Dijkstry) (por. [LW])

Dane:

» grafzorientowany G = (V, E), wazony (tj. z funkcjg wagowa w: E—>R {0}
przyporzadkowujacg krawedziom grafu wagi o wartosciach ze zbioru
R, U{0}) z wyrdznionym zZrddiem seV, reprezentowany tablica list incy-
dencji LI[ ].

Wynik:

e dist[n] - tablica zawierajaca odlegtosci od Zrédia s do wszystkich wierzchot-
kow veV grafu (dist[v] = &(s, v) dlavel);

e pred[n] - tablica poprzednikéw (na najkrétszych drogach), za pomoca ktérej
mozna wyznaczy¢ najkrétsze drogi.

1) T=9;

(2) for(v e V) { dist[v] = oo; pred[v] =-1; }

(3) for(v € LI[s]) { dist[v] = LI[s]->[v](w); pred[v] =s; }

(4) dist[s] =0; pred[s] =s; T=T w {s};

(5) while(V\ T=# @) {

(6) last=dowolny wierzchotek v e V\ T taki, Ze dist[v] == min{ dist[u]:u e V\ T };
(7) T=Twu/{last};

(8) for(v e LI[last])

(9) if(T n{v} =D && dist[v] > dist[last] + LI[last]->[v](w)) {
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(10)  dist[v] = dist[last] + LI[last]->[v](w);
(11) pred[v] = last;

(12) }

(13)}

[Ztozonos$¢ czasowa] (algorytm Dijkstry)

Petla (5) jest wykonywana n — 1 razy, przy czym zaréwno instrukcje w wier-
szu (6), jak i petla (8) wymagajg po 0(n) krokéw. Ztozonos$¢ algorytmu szacu-
jemy wiec przez 0(n?).

Powyzszy algorytm mozna zmodyfikowa¢ tak, by jego ztozono$¢ wynosita
O(mlgn).

Idea (zmodyfikowany algorytm Dijkstry) (por. [LW])

Do reprezentowania zbioru V\T nalezy wykorzysta¢ strukture kopca (patrz
rozdzial 5.2) z minimalng wartoscig klucza w korzeniu. Niech kluczem weztow
kopca bedzie aktualna waga $ciezki od zrédta s do wierzchotka v. Budowa
kopca z n wierzchotkéw kosztuje O(n). Usuniecie wierzchotka ze zbioru V\T
to usuniecie korzenia kopca (kosztuje O(lgn)).

Aby przeprowadzi¢ relaksacje potrzebny jest dostep do aktualnych wag $cie-
zek (od zrodta s do pozostatych wierzchotkéw) zapamietanych jako klucze
wierzchotkéw kopca. Dostep ten mozna uzyskac, definiujgc tablice wskazni-
kéw do weztow kopca.

W petli (8) poprawiane sg wagi $ciezek dla wierzchotkéw znajdujacych sie

na liscie LI[last]. Jesli waga $ciezki z s do v ulegnie zmniejszeniu, nalezy popra-
wi¢ wage w odpowiednim weZle kopca, a nastepnie poprawi¢ wtasnos¢ kopca,
tzn. przesuna¢ wezet ze zmodyfikowana waga Sciezki (od s do v) w gore, zamie-
niajac ten wezel z weztami znajdujacymi sie w kopcu bezposrednio nad nim.
[lo$¢ krokéw takiego przesuniecia szacujemy przez O(lgn). Poniewaz w zmody-
fikowanym algorytmie kazda krawedZ grafu jest analizowana doktadnie raz,
to takich przesunie¢ wezléw w gére bedzie co najwyzej m. Daje to w sumie
0(mlgn) krokéw. Do tego nalezy doliczy¢ O(n) krokéw potrzebnych do zbudo-
wania kopca i O(nlgn) krokéw potrzebnych do (n-1)-krotnego usuniecia
z kopca korzenia. Catkowita ztozono$¢ zmodyfikowanego algorytmu to O (mlgn).
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Przyklad 2. Dla zadanego grafu G = (V,E) i Zzrédta s = 1 wyznacz najkrotsze
$ciezki (i ich wagi) prowadzace od zrdédia s do wszystkich pozostatych wierz-
chotkéw. Zastosuj algorytm Dijkstry. Graf reprezentowany jest tablicg list incy-
dencji LI[ ].

1]3(3),6(1)
2]4(4),5(1)

3]1(3), 4(6), 6(5)

4] 2(4), 3(6), 5(1), 6(3)
5]2(1), 4(1), 6(1)

4 6 3 6] 1(1), 3(5), 4(3), 5(1)
Rys. 5.1. Graf G i tablica list incydencji LI[ | grafu G

5 /=2

w
—_ — — — — —

Tabela 5.1. llustracja algorytmu Dijkstry

idist[] | 1 2 3 4 5 6
1 0 oC 3 oc oc 1
2 | o« 3 | 143 | 1+1 | |
3 | [ 241 | 3 | 2+1 | | |
4 I I 3 3 | |
5 | I I 3 | |
dist[] | 0 3 3 3 2 1
pred| ] 1 5 1 6,5 6 1
Sciezki ustalone na podstawie tablicy pred]| ]:
1
2561
3«1
4¢56«1
56«1
61

* Dijkstry jest algorytmem zachtannym, poniewaz w kazdym kroku do zbioru T
jest dodawany najblizszy wierzchotek ze zbioru V\T.
* Dijkstry zawsze zwraca optymalny wynik.
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4. Problem wyznaczania minimalnego drzewa rozpinajacego
(algorytm Kruskala) (por. [AHU])

Definicje i fakty (por. [AHU], [CLR], [LW]):

* las - acykliczny graf niezorientowany (nieskierowanyy);

* drzewo - las spojny (acykliczny, spéjny graf nieskierowany);

* drzewo rozpinajqce spojnego grafu G = (V,E) - drzewo G* = (V, F), bedace
takim podgrafem grafu G (FcE), ktorego krawedzie tacza wszystkie wierz-
chotki grafu, przy czym |F| = n — 1 dla |V| = n; przyktadowe drzewo rozpi-
najace zaznaczono na ponizszym grafie pogrubiong, niebieska linig;

1 2 3
> 4
6 7

Rys. 5.2. Drzewo rozpinajace grafu G

*  minimalne drzewo rozpinajqce grafu G — drzewo rozpinajace G* = (V, F) grafu
G, dla ktérego suma wag krawedzi Y., .r w(e) jest najmniejsza z mozliwych;
dla niektdrych graféw mozna wskaza¢ wiele drzew rozpinajacych spelniaja-
cych te wlasnos¢;

* podziat zbioru n-elementowego X na k blokéw - dowolna rodzina
B = (Bll ey Bk) taka, ze Blu UBk = X, Bl(‘\B] =0 (dla 1<i <] Sk), Bi *
(dlal1<i<k).

Przyklad 3. Las sktadajacy sie z trzech sktadowych bedacych drzewami.

RN RN

Rys. 5.3. Las sktadajacy sie z trzech sktadowych

Problem 3. Niech G = (V,E) (V - zbidér wierzchotkéw, |V| = n, E - zbiér kra-
wedzi, |E| = m) bedzie grafem nieskierowanym, sp6jnym, wazonym i niech
w: E—>R, {0} oznacza funkcje kosztu okre$long na krawedziach tego grafu.
Dla zadanego grafu G oraz danej funkcji kosztu w nalezy znalez¢ minimalne
drzewo rozpinajace.
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Idea (algorytm Kruskala) (por. [MG])

Zachtanny algorytm dla problemu minimalnego drzewa rozpinajgcego.

(1) Posortuj krawedzie grafu G ze wzgledu na warto$ci wag w porzadku niema-
lejacym. Zapamietaj je w tablicy E.

(2) Utwdérz poczatkowy podziat P zbioru V jako rodzine jednoelementowych
zbioréw {v;} (gdzie v;eV, i =1,...,n), reprezentujaca las poczatkowy
(Gi = (Vi'Ei)' Vi = {UL'}, EL' = @,l = 1, ,n)

(3) F = & - zainicjalizuj zbiér krawedzi minimalnego drzewa rozpinajacego.

(4) Wybierz sposrdd nieanalizowanych krawedzi tablicy E krawedz o najmniej-
szej wadze.

(5) Jesli wybrana krawedz taczy dwa wierzchotki z r6znych zbioréw podziatu:
(5a) dodaj ja do zbioru krawedzi tworzonego minimalnego drzewa rozpi-

najacego F,

(5b) potacz podzbiory zawierajace wierzchotki dodanej krawedzi.

(6) Powtarzaj kroki (4), (5) dopoKki zbior F nie bedzie zawieral n — 1 krawedzi.

* Algorytm Kruskala to algorytm zachtanny, poniewaz w kazdym kroku do lasu
dodawana jest krawedz o najmniejszej mozliwej wadze.
* Algorytm Kruskala zawsze zwraca optymalny wynik.

[ZtoZonos$¢ czasowa] (algorytm Kruskala)

*  (Czas dziatania algorytmu Kruskala zalezy od sposobu implementacji struktury
danych dla zbioréw roztacznych.

* Najszybsza znana implementacja (tj. z uzyciem lasu zbioréw roztacznych z t3-
czeniem wedtug rangi i z kompresja $ciezek (por. [CLR])) gwarantuje pesymi-
styczny czas wyznaczenia minimalnego drzewa rozpinajacego ta metoda
réwny O (mlgm), gdziem = |E|.

Przyklad 4. Wypisz krawedzie i sume wag krawedzi minimalnego drzewa roz-
pinajacego (MDK) wyznaczonego algorytmem Kruskala dla zadanego grafu G
reprezentowanego tablicg list incydenc;ji LI ].

5 1 1
) 1 N [1] 3(6), 5(1)
; 5 , (24,50
[3] 1(6), 4(6), 6(5)
N |? ; [4] 2(4), 3(6), 5(1), 6(3)
[5] 1(1), 2(1), 4(1), 6(1)
4 4 2 [6] 3(5), 4(3), 5(1)

Rys. 5.4. Graf G i tablica list incydencji LI[ | grafu G
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Rozwigzanie:

Krawedzie posortowane niemalejaco |Proces generowania minimalnego
ze wzgledu na wagi: drzewa rozpinajacego dla grafu G:
w=1: (1,5),(25), (4 5), (5, 6), {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
w=3: (4,6), {1, 5}, {2}, {3}, {4}, {6}
w=4: (2,4), {1,2,5} {3}, {4}, {6}
w=5: (3,6), {1,2,4,5}, {3}, {6}
w=6: (1,3),(3, 4) {1, 2,4,5, 6}, {3}
{1,2,3,4,5, 6}

Krawedzie MDK: (1, 5), (2, 5), (4, 5), (5, 6), (3, 6)
Suma wag krawedzi: >=1+1+1+1+5=9

5. Kompresja Huffmana

Definicje i fakty (por. [AHU], [DA], [SD]):

Definicja 1 (entropia)
Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujaca wartosci ze skonczonego zbioru
zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa pr(X). Entropie tego rozktadu defi-
niujemy wzorem:

H(X) = = XiL, pridog,pr;
Jesli x; (dla 1 <i <n) sg wszystkimi mozliwymi wartoSciami zmiennej X, to

H(X) = — 51, pr(X = x)-log;pr(X = x,)

Definicja 2 (kodowanie f zmiennej X)

Niech X oznacza zmienng losow3a przyjmujacg wartosci ze skoniczonego zbioru
zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa pr(X). Kodowaniem zmiennej loso-
wej X nazywamy dowolne przeksztatcenie f: X—{0, 1}, gdzie {0, 1}" jest zbio-
rem wszystkich skoficzonych ciggéw 0-1.

Wrhasnosci (kodowania f):

*  Funkcja f powinna by¢ przeksztatceniem réznowartosciowym, poniewaz tylko
w takim przypadku zaszyfrowany (zakodowany) tekst da sie odszyfrowac
(zdekodowad).

*  Funkcja f musi by¢ funkcjq prefiksowq (inaczej - funkcjq wolng od przedrost-
kéw), tzn. nie moze zdarzy¢ sie sytuacja, ze dla dwoch elementéow a,beX
iciggu x€{0, 1}* zachodzi f(a) = f(b)||x (symbol || oznacza konkatenacje
ciggéw). Takie sytuacje powodowatyby niejasnosci przy dekodowaniu.
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Definicja 3 (wazona $rednia dtugosci kodowania elementu X (ozn. {f))
Jest to miara skutecznos$ci kodowania f zdefiniowana nastepujaco:

Af) = Lxex Pr)-1f ()1,
gdzie |y| ozn. dlugosc¢ ciagu y.

Dazy sie do wyszukania takiego réznowarto$ciowego kodowania f, wolnego

od przedrostkow, ktore minimalizuje wartos¢ 4 f). Metoda tworzenia optymal-

nego kodu zostata opracowana przez D. Huffmana. Zachtanny algorytm kom-

presji i dekompresji Huffmana generuje kodowanie f, ktére

e jestroznowarto$ciowe,

* jest prefiksowe,

e spehianieréwnosci H(X) <A f) < H(X) + 1 (entropia przybliza sSrednig dtugosc¢
kodowania Huffmana).

Idea algorytmu (kompresja Huffmana)

Zachtanny algorytm generowania kodowania f, ktére jest ré6znowarto$ciowe

i wolne od przedrostkéw (przyktadowa realizacja).

(1) Wyznacz tablice czesto$ci wystapien poszczegélnych znakéw w tekscie
i na jej podstawie okresl rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze X mozli-
wych znakéow.

(2) Dla kazdego znaku utwoérz jednoweztowe drzewo (wezty drzewa powinny
miec nastepujace pola: klucz (prawdopodobienstwo pr wystgpienia znaku),
znak (lub ‘" w przypadku weztéw wewnetrznych), referencje do lewego
i prawego poddrzewa). Liste L jednowezlowych drzew uporzadkuj niema-
lejaco ze wzgledu na klucz.

(3) W nastepujacy sposéb utwoérz drzewo Huffmana na podstawie listy L:

Podczas gdy lista L zawiera wiecej niz jedno drzewo, wykonuij:
Wez z poczatku listy L dwa drzewa T11i T2 (o najmniejszych prawdopodo-
bienstwach prl i pr2 w korzeniach) i potacz je w jedno drzewo tak, aby
drzewa T1 i T2 byty odpowiednio lewym i prawym poddrzewem korzenia,
w ktorego kluczu zapiszesz warto$¢ pr1+pr2. Nowe drzewo umies¢ na liscie
L w taki sposéb, aby nadal byta uporzadkowana niemalejgco.

(4) Wygeneruj kody Huffmana w nastepujacy sposoéb:

Kazdg lewa krawedz drzewa oznacz znakiem ‘0’, a prawg - ‘1’. Dla kazdego
znaku (znajdujacego sie w liciu drzewa) utworz kod, spisujac zera i jedynki
ze $ciezki prowadzacej od korzenia drzewa do liScia odpowiadajacego da-
nemu znakowi. Znaki i ich kody zapisz w strukturze (ktérej elementy maja
dwa pola: znak w roli klucza oraz jego kod) z szybkim dostepem do ele-
mentu o zadanym kluczu.

(5) Zakoduj tekst T, korzystajac z wygenerowanych kodéw, a nastepnie kazdy
zero-jedynkowy 8-elementowy podciag zamien na znak (zgodnie z tablica
kodow ASCII). Jesli ostatni cigg sktada sie z mniejszej niz 8 liczby znakow,
dopelnij go zerami.
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(6) Do pliku wyjsciowego wklej tablice czestosci wystapien poszczegdlnych
znakow oraz tekst w zakodowanej postaci.

Idea algorytmu (dekompresja Huffmana)

(1) Odczytaj ze skompresowanego pliku tablice czestoSci wystapient znakow.

(2) Utwérz drzewo Huffmana doktadnie w taki sam sposob, jak podczas kom-
presji (podpunkty (2), (3)).

(3) Zamien zakodowany tekst na cigg zero-jedynkowy (kazdy znak tekstu
to warto$¢ z zakresu 0-255, ktora nalezy zapisa¢ w postaci binarnej).

(4) Okresl (na podstawie tablicy czestosci), ile znakdw nalezy rozkodowac.
Czytaj kolejne zera i jedynki ciggu i na tej podstawie poruszaj sie odpowied-
nio w lewo lub w prawo po drzewie Huffmana od jego korzenia do liscia,
w ktéorym znajduje sie zakodowany znak. Po rozkodowaniu fragmentu
ciggu zero-jedynkowego (tj. po przypisaniu mu odpowiedniego znaku znaj-
dujacego sie w lisciu drzewa) rozpocznij dekodowanie kolejnego znaku
(startujac na nowo od korzenia drzewa).

Przyklad 5. Zastosuj opisany powyzej algorytm kompresji Huffmana dla tekstu T.
T="ALA_MA_KOTA".
(1) tablica czestosci wystapien poszczegdlnych znakéw w tekscie

znak A L _ M K 0 T
czestos$c 4 1 2 1 1 1 1
(2) uporzadkowana niemalejaco lista drzew jednoweztowych
[K, 0.090909]—[L, 0.090909]—[M, 0.090909]—[0, 0.090909]—
[T, 0.090909]—[_, 0.181818]—[A, 0.363636]

(3) drzewo kod6éw Huffmana

1.0

0.36363636 063636364

0.18181818 0.18181818 0.27272727 0.36363636

0 1 0 1 0 1 A

0.09090909| [0.09090909| [0.09090909| [0.09090909] [0.09090909| [0.18181818
K L M o} T -

Rys. 5.5. Drzewo kodéw Huffmana

(4) kody Huffmana
{K=000,L=001,M=010,0=011,T=100,_=101,A=11}
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(5) zakodowany tekst z podziatem na podciagi 8-znakowe
AL A_ M A_ K O T A
11001111 01010111 01000011 10011000 - podkreslone zera dopet-
niajg ostatnig 6semke
(6) zawarto$¢ skompresowanego pliku (tablica czestosci i zakodowany tekst)
A4L1_2M1K101T1+WCy

6. Zadania rézne

[01] Dla zadanego grafu G = (V,E) i Zzrédta s = 1 wyznacz najkrétsze $ciezki
(i ich wagi) prowadzace od Zrddta s do wszystkich pozostatych wierzchotkéw.
Zastosuj algorytm Dijkstry. Graf reprezentowany jest tablica list incydencji LI| ].

(a) tablica list incydencji LI ]: (b) tablica list incydenc;ji LI[ ]:
[1]2(1), 4(1) [1] 2(1), 3(5), 4(1), 5(3)
[2] 3(1), 5(3) [2] 3(1)
[3] 6(6) [3] 6(1)
[4] 3(4), 5(5) [4] 5(1)
[5]6(1) [5]13(1), 6(3)
[6] [6]
Tabela 5.2a. Ilustracja algorytmu Dijkstry Tabela 5.2b. Ilustracja algorytmu Dijkstry
Ndist[]| 1 | 2 | 3 | 4 |5 |6 Adist[]| 1 | 2 | 3 | 4 6
1 0 1 oc 1 oc oc 1 0 1 5 1 o
2 | | [1+1| 1 |1+3| « 2 | | [1+41] 1 3 o
3 | [ | 2| | 4 | 3 | | | 2 | | [1+1] o
4 I I I | | 4 |2+6 4 | | | | | 2 [2+1
5 I I I I | |4+1 5 | I | | I 3
dist[] | 0 ] 1|2 |1 ] 4|5 distf] | 0 | 1 | 2 | 1] 2| 3
pred[] [ 1 | 1 | 2 | 1 | 2|35 pred[]]| 1 | 1 |1,2] 1 |1,4] 3

Sciezki ustalone na podstawie tablicy pred[ ]:  Sciezki ustalone na podstawie tablicy pred][ ]:

1 1

2«1 2«1
3¢2¢1 3¢2«1
41 41
5¢2«1 54«1
652«1 63«2«1
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[02] Dlaczego algorytm Dijkstry btednie okresli w ponizszym grafie najkrotsze
Sciezki ze Zrédta s = 1?7

1] 3(5), 4(3), 5(1)
2] 4(6)

3]

4] 3(6)

5]2(-4), 4(1), 6(1)
6] 3(6)

Rys. 5.6. Graf G i tablica list incydencji LI[ | grafu G

<

4 6 2

— — — — —.

Tabela 5.3. Btedny wynik uzyskany algorytmem Dijkstry

idist[] | 1 2 3 4 5 6
0 oc 5 3 1 oc
2 | 1-4 5 1+1 | 1+1
3 | | 5 |-3+6] | 2
4 I I 5 3 I I
5 I I 5 I I I
dist[ ] 0 -3 5 3 1 2
pred| ] 1 5 1 [1,52] 1 5
Sciezki ustalone na podstawie tablicy pred] ]
1
25«1
3«1
4251
51
65«1
Poprawny wynik:

dist[]] 0 | -3 5 2 1 2
pred[]| 1 5 1 5 1 5

Uzyskano btedny rezultat, poniewaz algorytmu Dijkstry nie stosuje sie do gra-
féw z ujemnymi wagami.
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[03] Dla zadanego grafu G = (V,E) i ujscia t = 6 wyznacz najkrotsze $ciezki
(iich wagi) prowadzace od kazdego z wierzchotkdw do ujscia t. Zastosuj algo-
rytm Dijkstry. Graf reprezentowany jest tablicg list incydenc;ji LI[ ].

(a) tablica list incydencji LI| ]:
[1] 2(1), 4(1)
13(1),5(3)
3] 6(6)
4] 3(4), 5(5)
5] 6(1)
6]

|

11(1),
12(1), 4(4),
11(1),

} 2(3), 4(5),

[2

[

[

[

[

tra nspozycja grafu:
[

[

[

[

[

[6] 3(6), 5(1),

1
2
3
4
5
6

Tabela 5.4a. llustracja algorytmu Dijkstry

(b) tablica list incydencji LI[ ]:
[1] 2(1), 3(5), 4(1), 5(3)

13(1)

3] 6(1)

4] 5(1)

5] 3(1), 6(3)

6]

ranspozycja grafu:

|

11(1)
11(5),2(1), 5(1)
11(1)

} 1(3), 4(1)

[2
[
[
[
[
t
[
[
[
[
[
[6]3(1), 5(3)

1
2
3
4
5
6

Tabela 5.4b. [lustracja algorytmu Dijkstry

i\dist[ ]| 1 2 3 4 5 6 i\dist[]] 1 2 3 4 5 6
1 oC oc 6 oC 1 0 1 oc oc 1 oC 3 0

2 o< |1+3]| 6 |1+5]| | | 2 1+5 [1+1| | oo | 141 |

3 4+1| | 6 6 | | 3 2+1| | | oc 2 |

4 |11 1661 4 |3 | | [ | Jes] | ||

5 I I | | 6 | | I 5 I I | | 3 | | I
dist[ ] 5 4 6 6 1 0 dist[ ] 3 2 1 3 2 0
pred[] | 2 5 6 5 6 6 pred[] [ 3,2 | 3 6 5 163] 6

Sciezki ustalone na podstawie tablicy pred] ]:

152—>55-56
25556
356
4—->5-56
556

6

Sciezki ustalone na podstawie tablicy pred] ]:

1525356
2>3-5>6
356
4555356
55356

6
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[04] Podaj krawedzie i sume wag krawedzi minimalnego drzewa rozpinajgcego
grafu G wyznaczonego algorytmem Kruskala.

[112(1),4(3)
(2] 1(1), 3(4), 4(5), 6(1)
[312(4), 4(2), 5(1), 6(1)
(41 1(3), 2(5), 3(2), 5(3)
[513(1), 4(3)
(6] 2(1), 3(1)

Rys. 5.7. Graf G i tablica list incydencji LI[ ] grafu G

Krawedzie posortowane niemalejaco
ze wzgledu na wagi:

w=1:  (1,2),(2 6), (3, 5), (3, 6),
w=2:  (3,4),

w=3:  (1,4), (4 5),

w=4:  (2,3),

w=5: (2, 4),

Proces generowania minimalnego
drzewa rozpinajacego dla grafu G:
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}

{1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}

{1, 2,6}, {3}, {4}, {5}

{1, 2, 6}, {3, 5}, {4}

{1, 2,3,5, 6}, {4}

{1,2,3,4,5, 6}

Krawedzie MDK: (1, 2), (2, 6), (3, 5), (3, 6), (3, 4)

Suma wag krawedzi: >=1+1+1+1+2=6

[05] Podaj krawedzie i sume wag krawedzi minimalnego drzewa rozpinajacego
grafu G wyznaczonego algorytmem Kruskala.

1 2
4

6 8 8 4
1

2
3
3 1
5

[112(1), 4(8), 6(4)

(2] 1(1), 3(4), 4(8)

[312(4), 4(2), 5(1)

[4] 1(8), 2(8), 3(2), 5(3), 6(1)
[513(1), 4(3)

(6] 1(4), 4(1)

Rys. 5.8. Graf G i tablica list incydencji LI[ | grafu G

98



Krawedzie posortowane niemalejgco |Proces generowania minimalnego
ze wzgledu na wagi: drzewa rozpinajacego dla grafu G:
w=1:  (1,2),(3,5), (4 6) {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
w=2: (3, 4), {1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}
w=3: (4,5), {1, 2}, {3, 5}, {4}, {6}
w=4: (1, 6),(2,3), {1, 2},{3,5}, {4, 6}
w=8: (1,4), (2 4), {1, 2},{3,4,5, 6}
{1,2,3,4,5, 6}

Krawedzie MDK: (1, 2), (3, 5), (4, 6), (3, 4), (1, 6)
Suma wag krawedzi: >=1+1+1+2+4=9

[06] Eksperyment polega na n-krotnym rzucie moneta. Niech X = {O,R}

(O - orzet, R - reszka). Czy kodowania f, g sg funkcjami prefiksowymi?

(a) f(0O) =01, f(R) =0110

(b) g(0) =01, g(R) = 11

Rozwigzanie:

(a) f niejestfunkcja prefiksowa. W tym przypadku (np. podczas rozkodowania
ciggu 01101...) nie ma jasnosci, jaki jest pierwszy znak (O czy R).

(b) g jest funkcja prefiksowa. W tym przypadku zawsze mamy jednoznacznag
odpowied?, jaki jest kolejny znak (O czy R).

[07] X jest zmienng losowa przyjmujacg wartosci ze zbioru A = {a, b, c, d}
z prawdopodobienstwami odpowiednio: pr(a) = 1/4, pr(b) = 1/2, pr(c) = 1/8
ipr(d) = 1/8. Policz entropie zwigzang z wylosowaniem jednej wartosci
ze zbioru A.

Rozwigzanie:
1 11 11 11 1
HX) =— (ZIOgZZ +5log, - + ;log, - + Zlog; E) =
1 1 1 7
=- (G- +5(-D+23(-3)) =1
Entropia wylosowania jednej wartosci ze zbioru A wynosi 7 /4.

[08] Niech A = {q, b, c, d}. Ktére z nastepujacych kodowan nie jest réznowarto-
Sciowe?

@ fla)=1 f(b) =01 f(c) =001 f(d) = 0001
(b) gl@ =110 g(b) =111 g(c) =10 g(d)=0

(c) h(a) =0 h(b) = 00 h(c) =01 h(d) =10
Rozwigzanie:

(a) Kodowanie f jest réznowarto$ciowe. Cigg zakodowany funkcja f mozna
jednoznacznie rozkodowa¢, poniewaz kod kazdego symbolu konczy sie
znakiem 1.
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(b) Kodowanie g jest roznowarto$ciowe. Ciag zakodowany funkcja g mozna
jednoznacznie rozkodowac, poniewaz przy czytaniu zakodowanego ciagu,
np. 110100111..., zawsze mamy jednoznaczng odpowiedz, jaki kolejny
symbol jest zakodowany. Nastepnie odcinamy odkodowany podciag i czy-
tamy dalej. Tu zakodowany ciag symboli to acdb.

(c) Kodowanie h nie jest réznowartosciowe, np. h(ad) = 010 = h(ca).

[09] Podaj kody Huffmana wygenerowane dla tekstu T. Zaktadamy, Ze podczas
generowania drzewa, jesli czestosci dwdch znakéw okaza sie identyczne, jako
pierwszy nalezy wybrac¢ ten, ktéry w alfabecie polskim ma mniejszy numer.
Znak podkreslenia ma najwyzszy numer. Dla utatwienia zamiast prawdopodo-
bienstwa umie$¢ w Kluczu ilo$¢ wystgpien znaku.

(a) T="KROKODYLEK KAROLA” (b) T="KARTOTEKA”

Rozwigzanie:
(a) T="KROKODYLEK_KAROLA”
(1) tablica ilosci wystgpien poszczegélnych znakow w teksScie

znak K R 0 D Y L E A
ilo$¢ 4 2 3 1 1 2 1 1 2

(2) uporzadkowana niemalejgco lista drzew jednoweztowych
[D, 1]>[E, 1]-[Y, 1]—>[_ 1]-][A, 2]—[L, 2]—[R, 2]—>[0, 3]->[K, 4]

(3) drzewo Huffmana (wykonaj jako ¢wiczenie)
(4) kody Huffmana

{K-00,A-010,L-011,R-100,D-1010,E-1011,Y-1100,_-1101,0-111}

(b) T="KARTOTEKA”
(1) tablica ilo$ci wystgpien poszczegdlnych znakéw w tekscie

znak K A R T 0 E
ilos¢ 2 2 1 2 1 1

(2) uporzadkowana niemalejgco lista drzew jednoweztowych
[E, 1]-[0, 1]>[R, 1]—1[A, 2]-[K, 2]—-]T, 2]

(3) drzewo Huffmana (wykonaj jako ¢wiczenie)
(4) kody Huffmana

{K-00,T-01,E-100,0-101,R-110,A-111}

[10] Na wejsciu danych jest n (1 < n <100, neN) réznych liczb naturalnych
z przedziatu [1,k] (1 £ k < 150). Zaproponuj algorytm o mozliwie najnizszej
ztozono$ci czasowej, ktory wykorzystujac zadane liczby, generuje zbiory
2-elementowe {x, y} spetniajace wlasno$¢ x + y < k. Kazda liczbe nalezy uzy¢
doktadnie jeden raz. W przypadku, gdy dla zadanej warto$ci x nie mozna
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juz znalez¢ takiej liczby y, by spetniona byta powyzsza wtasnos¢, nalezy utwo-
rzy¢ zbidr 1-elementowy {x}. Zadanie polega na znalezieniu mozliwie najmnie;j-
szej iloSci tego typu zbiorow.

Przyktad: Dla k = 140 i ciagu liczb: 60, 70, 80, 56, 67, 78, 81, 68 algorytm powi-
nien zwrdcic¢ piec zbioréw, np. {56, 81}, {60, 80}, {78}, {67, 70}, {68}.

Wskazdwka: Uporzadkuj liczby, wykorzystujac (liniowe) sortowanie przez zli-
czanie, a nastepnie tacz liczby w pary, biorac jedna z poczatku, a druga z konica
ciggu. Jesli suma liczb jest wieksza niz k, utworz zbiér 1-elementowy, zawiera-
jacy warto$¢ z konca ciggu.
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Rozdziat 6. Algorytmy tekstowe
— wyszukiwanie wzorca w tekscie

1. Problem wyszukiwania wzorca

2. Algorytm naiwny

3. Algorytm Knutha—Morrisa—Pratta (KMP)
4. Algorytm Rabina—Karpa (RK)

5. Zadania rézne

Podstawowym problemem dotyczacym tekstéw jest wyszukiwanie wszystkich
wystapien ustalonego wzorca w tekscie T. Efektywne algorytmy wyszukiwania
wzorca s3 stosowane gtownie w programach do edycji tekstu, ale réwniez
w systemach stuzacych do znajdowania okreslonych wzorcéw w sekwencji
DNA czy w systemach kryptograficznych.

1.

Problem wyszukiwania wzorca (por. [BDR], [CLR])

Problem wyszukiwania wzorca w tekscie (ozn. WW) polega na znalezieniu
wszystkich wystapien napisu P, zwanego wzorcem w tekscie T. Bedziemy za-
ktadali, ze |P| = m, |T| = norazm<n.

Notacja, definicje i fakty:
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Niech X oznacza skonczony zbiér symboli zwany alfabetem. Ciagi znakow
utworzone z symboli alfabetu 2. nazywamy tekstami (lub sfowami). Dtugosé¢
stowa P (ozn. | P|) to liczba znakéw, z ktérych P sie sktada. Stowo ztoZone z ze-
rowej liczby znakdw nazywamy stowem pustym i oznaczamy A.

Dla utatwienia bedziemy zaktada¢, ze zaréwno tekst T, jak i wzorzec P s3 cig-
gami znakow typu string (pozycje znakéw w stringu sg indeksowane od 0).
Wystapienia wzorca P w tekscie T podaje sie, wskazujac pozycje
s (0 < s <n—m) w tekscie, dla ktérych: T[s] = P[0] i T[s+ 1] = P[1]
i.iT[s+m—-1]=P[m—-1].

GdyT[s..s + m — 1] = P[0..m — 1] dla 0 <s<n — m, to méwimy, ze wzorzec
P wystepuje z przesunieciem s w tekscie T albo Ze wzorzec P wystepuje w tek-
Scie T od pozycji s + 1.



e Jezeli P wystepuje w tekscie T z przesunieciem s, to s nazywamy poprawnym
przesunieciem, w przeciwnym razie s nazywamy niepoprawnym przesunieciem.
e - zbidr wszystkich tekstow (stéw) utworzonych z symboli alfabetu 2.

* wcx - wijestprefiksem stowa x, gdy x = wy dla pewnego stowa ye>".
wox - wjestsufiksem stowa x, gdy x = yw dla pewnego stowa ye>".
e X[s..k] - fragment tekstu X od znaku o indeksie s do znaku o indeksie k.
e X - k-znakowy prefiks tekstu X. Jezeli X = X[0..t—1], to
X, = X[0..k —1].
Przyklad 1.

(a) Niech T: aabbcadbbbacadbdcbbacadba bedzie tekstem i P: cad - wzorcem.
Mamy trzy wystgpienia wzorca P w tekscie T: od pozycjis = 5,5 = 12,5 = 21.
(b) abcabcdca
caoabcdca

2. Algorytm naiwny (por. [BDR], [CLR])

Idea (algorytm naiwny)

Algorytm naiwny polega na sekwencyjnym przegladaniu tekstu T. Przesuwamy
sie kolejno pojednym znaku tekstu T od strony lewej do prawej (iteracje
od s = 0 do n — m) i w kazdej iteracji sprawdzamy, czy kolejne znaki wzorca P
pokrywaja sie z kolejnymi znakami tekstu T.

void naiwny(string T, string P) {
ints =0, j,n=Tlength(), m=P.length();
while(s <=n-m) {
j=0;
while(j < m)
if(P[j] == T[j+s]) j++; else break;
if(j == m) cout << P <<” wystepujew” << T <<” od pozycji " << (s + 1) << "\n”;
S++;
}
}

Przyklad 2. Niech T: abrakadabrabr bedzie tekstem i P: abr - wzorcem.
Wystapienia wzorca P w tekscie T: od pozycjis = 1,5 = 8,s = 11.

[Ztozono$¢ czasowa] (algorytm naiwny/( ))

*  Operacja elementarng sg poréwnania miedzy znakami wzorca i tekstu.

*  Minimalng liczbe poréwnan, rowng n — m + 1, mamy wtedy, gdy wzorzec nie
wystepuje w tekScie i stwierdzamy to po poréwnaniu pierwszego znaku
wzorca z tekstem (przy kazdym potozeniu wzorca wzgledem tekstu).
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» Jezeli wzorzec wystepuje na kazdej pozycji tekstu (np., gdy T: a™, P: a™),
to wykonujemy maksymalng liczbe poréwnan réwng Ty.x(n,m) =
=0(n—m+1)m).

3. Algorytm Knutha—Morrisa—Pratta (KMP)
(por. [BDR], [CLR])

Idea (algorytm Knutha-Morrisa-Pratta)

e Algorytm KMP() korzysta z funkcji pomocniczej I1 (zwanej funkcjq prefik-
sowq), ktérg wyznacza sie dla wzorca niezaleznie od tekstu. Funkcja ta pozwala
na zwiekszenie (w okreslonych sytuacjach) przesuniecia wzorca wzgledem
tekstu, ktore w algorytmie naiwnym jest zawsze roéwne 1.

* II[k] - maksymalna dlugos¢ prefiksu wzorca P, ktdry jest réwnocze$nie sufik-
sem P;,.

Formalnie funkcja prefiksowa IT: {0, ..., m — 1}>{0, 1, ..., m — 1} jest okre-
$lona nastepujaco: I1[k] = max{w: w < k, B,,oP;}.

* Jesli wiemy, ze k znakéw wzorca pasuje przy przesunieciu o s, to nastepne
potencjalnie poprawne przesuniecie s’ mozemy wyliczy¢ jako s’ = s +
+(k — [k — 1]).

* W najlepszym przypadku s’ = s + k i pomijamy wtedy przesuniecia s + 1,
s+2,s+3,.,s+k—1.

Przyklad 3. Niech P: ababaaa bedzie wzorcem. Wéwczas funkcja I przyjmuje
wartosci:

I1(0)=0,11(1)=0,11(2) =1, T1(3) = 2, [1(4) = 3, [1(5) = 1, T1(6) = 1.

ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa
ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa ababaaa
I1(0) =0 (1) =0 r(2)=1 I(3) =2 T1(4) =3 I(5) =1 T(6) =1

int* pref(string P) {

int m = P.length( ), k=0;

int* pi = new int[m];

pi[0] = 0;

for(inti=1;i<m;i++){
while(k && P[k] != P[i]) k = pi[k-1];
if(P[k] == P[i]) k++;
pi[i] =k;

}

return pi;

}

104



void KMP(string T, string P) {
int n = T.length( ), m = P.length( ), k= 0;
int* pi = pref(P);
for(inti=0;i<n;i++){
while(k && P[k] != T[i]) k = pi[k-1];
if(P[k] == TIi]) k++;
if(k ==m) {
cout << "wzorzec od pozycji ” << (i - m + 2) << ”\n";
k = pi[k-1];
}
} delete [ ]pi;

}

Przyklad 4. Niech P: ababaaa bedzie wzorcem i T: bababaaababaaacababaaa
tekstem. ZnajdZ wszystkie wystapienia wzorca P w tekscie T. Skorzystaj z funk-
cji prefiksowej ITi algorytmu KMP( ).

P:
I1

x4

3456701234567
7-1] 1=I1[ 7- 1] 1=I1[ 7- 1]
0=I1[ 1- 1]

Wzorzec P wystepuje w tekscie T od pozycjis = 2,s = 8is = 16.

[Ztozono$¢ czasowa] (algorytm KMP( )

Ztozonos$¢ pesymistyczna obliczenia wszystkich wartosci funkcji I1 wynosi

0(m), gdyz:

(1) warunek P[k] = P[i] (po petli) moze by¢ sprawdzany co najwyzej m
razy oraz

(2) warunek P[k] # P[i] (w petli) tez moze by¢ sprawdzany co najwyzej m
razy.

Razem mamy co najwyzej 2m poréwnan.

Analogicznie mozna uzasadnié, Ze ztozono$¢ pesymistyczna zasadniczego al-

gorytmu KMP( ) jest szacowana przez O(n).

W zwigzku z powyzszym catkowita ztozono$¢ pesymistyczna algorytmu

KMP() wynosi O(n + m).
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4.

Algorytm Rabina—Karpa (RK) (por. [BDR], [CLR])

Idea (algorytm Rabina-Karpa)

W algorytmie stosuje sie metode tzw. ,odcisku palca”. Zamiast poréwnywac
wzorzec Pz tekstem T znak po znaku, uzywa sie specjalnej funkgcji (zwanej ,,od-
ciskiem palca”), ktora wigze z kazdym m-elementowym ciggiem (blokiem)
znakéw pewnag liczbe, ktora staje sie jego identyfikatorem. Zamiast poréwny-
wac ciagi znakow, poréwnuje sie reprezentujgce je liczby (,,odciski”).

Ogodlnie przyjmuje sie, ze kazdy znak jest cyfra w systemie pozycyjnym o pod-
stawie d, gdzie d = |Z|. Kazdy ciag m kolejnych znakdéw traktuje sie jako m-
cyfrowa liczbe w systemie pozycyjnym o podstawie d. Dla utatwienia zato-
zymy, ze alfabet X sktada sie tylko z cyfr (£ = {0, 1, ..., 9}, |Z| = 10).

Niech p oznacza liczbe odpowiadajaca wzorcowi P, a t, - liczbe odpowiadajaca
ciggowi znakéw T[s + 0..s + m — 1]. Prawdziwa jest nastepujgca wtasnos¢:

ts=pwtwT[s+0..s + m—1] = P[0..m —1].

Liczbe p oraz t, wyznaczamy, korzystajac z algorytmu Hornera (algorytm ob-
licza wartosci wielomianu o wspoétczynnikach P[0], P[1], .., P[m — 1] dla argu-
mentud = 10):

p = P[m—1] + 10-(P[m — 2] + 10-(P[m — 3] + - +
+10-(P[1] + 10-P[0]) ...))

Aby policzy¢ ty, ..., t,,_m, Wystarczy zauwazyc¢, ze do obliczenia t..; mozna uzy¢
wyliczonej w poprzednim kroku wartoéci t, (warto$¢ 10™~! wyznaczamy jed-
nokrotnie):

tser = 10-(ts — 10m"L.T[s]) + T[s + m]

Poniewaz zaréwno moc zbioru Z, jak i dlugo$¢ wzorca moga by¢ stosunkowo
duzymi liczbami, algorytm korzysta z arytmetyki modulo g, gdzie q jest liczba
pierwsza (patrz problem 1).

Przyklad 5. Niech T: 34587656743256989 bedzie tekstem i P: 56983 - wzorcem.
Majac odcisk p = 56983 oraz warto$¢ t, = 34587, wyznacz wartosci t4, t,, t3.

t; =10-(ty - 10%.3) + 6 = 10-4587 + 6 = 45876

t, =10-(t; - 10*4) + 5=10-5876 + 5 = 58765

t; = 10-(t, - 10*.5) + 6 = 10-8765 + 6 = 87656
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int Hornerq(string P, int d, int m, int q) {
intp=0;
for(inti=0;i<m;i++)p=(d*p+ (P[i]-‘0")) % q;
return p;

}



int powq(int d, int m, int q) {
inth=1;
for(inti=0;i<m;i++)h=(h*d) %q;
return h;

}

void RK(string T, string P, int d, int q) {
int n = T.length( ), m = P.length( );
int p = Hornerq(P, d, m, q), t = Hornerq(T, d, m, q), h = powq(d, m - 1, q);
for(ints=0;s<=n-m; s++) {
if(p == 1) { int j;
for(j = 0; j < m; j++) if(T[s+j] != P[j]) break;
if(j == m) cout << "wzorzec na pozycji " << (s + 1) << "\n”;
}
if(s<n-m){
t=(d* (t-(T[s]-"0") *h) + (T[s+m] - “0")) % q;
if(t<0)t+=q;
}
}
}

Problem 1. Wartoscip, ty, ty, .., t,_, moga by¢ bardzo duze, a wtedy nie mozna
stwierdzi¢, Zze wykonanie kazdej operacji arytmetycznej dla p czy t, zabiera tyle
samo czasu.

Rozwigzanie:

e Algorytm zamiast zwyklej arytmetyki stosuje arytmetyka modulo g
(@ - pewna liczba pierwsza). Warto$¢ q jest zwykle taka, by d-q bylo
nie wieksze niz jedno stowo maszynowe.

*  Obliczanie nastepnego ,,odcisku palca” dla tekstu T wyglada nastepujgco:

teyr = (d-(ts —d™ 1.T[s]) + T[s + m]) mod q

Problem 2. Pojawia sie problem niejednoznacznosci, tzn. prawdziwo$¢ warunku
t; = p mod q nie oznacza, ze napewno P[0..m — 1] =T[s + 0..s + m — 1].

Rozwigzanie:

e Aby algorytm nie zwracal niepoprawnych wynikéw, nalezy w kazdym przy-
padku, gdy t,=p mod g, dodatkowo sprawdzi¢ réwnos$¢ odpowiednich cig-
goéw, badajac je znak po znaku.

* Powoduje to, Ze ztozonos¢ algorytmu RK( ), w najgorszym przypadku, szacuje
sieprzez  O((n—m+ 1)m).

Przyktad: DlaT = a™ i P = a™ kazdy blok tekstu o dtugo$ci m daje ten sam od-
cisk rowny odciskowi wzorca i konieczne jest sprawdzenie ciaggéw znak
po znaku.
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[Ztozono$¢ czasowa] (algorytm RK())

5.

Za operacje elementarne przyjmujemy tu operacje arytmetyczne realizowane
przy obliczaniu odcisku wzorca i tekstu.

Zaréwno odcisk wzorca p, jak i odcisk t, mozemy wyznaczy¢, stosujac algo-
rytm Hornera, ktorego ztozonos$¢ szacujemy przez O(m).

Majac wyznaczong wartos¢ t,, pozostate odciski ¢y, .., t,_,, obliczamy przy
uzyciu wzoru:

teyr = (d-(ts —d™ 1.T[s]) + T[s + m]) mod q

Wéwcezas ztozono$¢ algorytmu obliczajacego wszystkie wartosci t;
(. dlai =1, .., (n—m)) szacujemy przez O(n —m), poniewaz warto$¢
10™~1 (mozna te warto$¢ obliczy¢ w czasie O(logm) (por. [CLR])) wyzna-
czamy jednorazowo.

Poniewaz w wielu zastosowaniach spodziewamy sie matej liczby wystapien
wzorca w tekscie, zaktadamy, Ze oczekiwany czas realizacji catego algorytmu
wynosi O(n + m) plus czas potrzebny do weryfikacji btednych ,strzatéw”. Zto-
zono$¢ pesymistyczna algorytmu wynosi @((n — m + 1)m).

Zadania rézne

[01] ZnajdZ wszystkie wystapienia wzorca P w tekscie T. Zastosuj algorytm na-
iwny( ).

P: dfy, T: dfasdfuisdafyiusdfyiysdfyusdfiyu

Rozwigzanie: s = 17, s = 23.

[02] Niech P bedzie wzorcem. Wyznacz funkcje prefiksowg IT wykorzystywang
w algorytmie KMP( ).

(a) P:abrakadabra (b) P: banaraba (c) P:abaabbbabaa
Rozwigzanie:
(a) I1(0)=0,11(1) =0,11(2) =0, T1(3) =1,T1(4) =0, I1(5) =1, T1(6) =0, [1(7) = 1,

T1(8) = 2, T1(9) = 3, T1(10) = 4.

(b) II(0) = 0, I1(1) = 0, [1(2) = 0, T1(3) = 0, [1(4) = 0, I1(5) = 0, [1(6) = 1, [1(7) = 2.

(c)

T1(0) = 0, T1(1) = 0, I1(2) = 1, [1(3) = 1, [1(4) = 2, [I(5) = 0, [1(6) = 0, [1(7) = 1,
T1(8) = 2, [1(9) = 3, [1(10) = 4.

[03] ZnajdZ wszystkie wystapienia wzorca P w tekscie T. Zastosuj algorytm
KMP( ). Wyznacz funkcje prefiksowa I1.

(a)

P: ababaca, T: bababaaababaaacababaca,

(b) P:abcabcabbac, T: abcabcabcabcabbacaabab,

(c)
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P: abrakadabra, T: bababaaabrakadbabrabra.



Rozwigzanie:

(a)
P:

T:
k:
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Wzorzec P wystepuje w tek$cie T od pozycji s = 16.
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Wzorzec P wystepuje w tekscie T od pozycji s = 7.
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Wzorzec P nie wystepuje w tekscie T.

[04] Wyznacz odcisk p wzorca P dla algorytmu Rabina-Karpa, jesli znaki tekstu

sg wybierane z alfabetu X.

(a) P:84553,2={0,1,2,3,4,5,6,7, 8},
(b) P:1010,% = {0, 1, 2}.

Rozwigzanie: Przyjeto g = 13.

@ I2]=9,
p=(9*0+8)mod13=8,p=(9*8+4)mod 13 =11,
p=(9*11+5)mod13=0,p=(9*0+5)mod 13 =5,
p=(9*5+3)mod13=9

(b) 2] =3,
p=(3*0+1)mod13=1,p=(3*1+0)mod13=3,p=(3*3+1)mod 13 =10,

p=(3*10+0)mod13=4
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[05] Znajdz wszystkie ,strzaly” i poprawne wystgpienia wzorca P w teksScie T.
Zastosuj algorytm RK( ).

P: 84553, T: 1617584553416,~2={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Rozwigzanie: Przyjeto g = 13.

p=9,
16175,t, = 8
61758, t, = 12
17584,t, = 3
75845, t; = 3
58455, t, = 11

84553, t; = 9 = p, trzeba sprawdzi¢ znaki
45534, t, = 9 = p, trzeba sprawdzi¢ znaki
55341,t; =5

53416,tg = 10
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Wykaz skrotow i oznaczen

zbidr pusty

cze$¢ catkowita liczby x

liczba catkowita y dzieli sie przez liczbe catkowitg x
konkatenacja (ztozenie) ciagow x i y

tablica list incydencji grafu ¢ = (V, E)

log,n

stowo puste

zbior liczb naturalnych dodatnich

zbior liczb naturalnych, N = N, {0}
prawdopodobienstwo zdarzenia X

zbior liczb rzeczywistych dodatnich

kres gorny zbioru

~wtedy i tylko wtedy, gdy”

réwnos¢ ta zachodzi na mocy podanego ponizej faktu (a)
w jest prefiksem stowa x

w jest sufiksem stowa x

moc zbioru X

zbior liczb catkowitych dodatnich

wazona Srednia dtugosci kodowania f

skrot dla ,zasada indukcji matematycznej”
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SKRYPT ZAWIERA:

wyktad do przedmiotu algorytmy i struktury danych

(Czesé I. Analiza i techniki projektowania algorytmdw)
przeznaczony dla studentéw studidw informatycznych;
techniki projektowania algorytmoéw oraz znane algorytmy
przedstawione za pomoca prostych, intuicyjnych schematéw;
przyktady i éwiczenia z petnymi rozwigzaniami

do samodzielnej nauki;

znane algorytmy zapisane w jezyku C++.

BOOK CONTENTS:

lecture notes on Algorithms and Data Structures

(Part I. Algorithmic analysis and algorithm design techniques)
for students of computer science;

algorithm design techniques and known algorithms presented
through the use of simple, intuitive patterns;

examples and exercises with complete solutions

for self-study;

known algorithms written in C++.

Politechnika
Biatostocka
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