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Wiestaw GRZESIKIEWICZ*
Artur ZBICIAK™
Katarzyna RUTCZYNSKA-WDOWIAK ™

1. Wprowadzenie

W klasycznym (newtonowskim) zagadnieniu ruchu uktadu mechanicznego o N stop-
niach swobody, wyznacza si¢ — w ustalonym przedziale czasu - rozwigzanie réwna-
nia rézniczkowego:

X=f(tX.X), tefot,,) (1a)

spelniajace warunki poczatkowe:

X(0)=x,, X(0)=V, (1b)

W tak sformulowanym zagadnieniu poczatkowym zaklada sie, ze funkcja f: R*->RY
jest ciggla i spelnia dla drugiego i trzeciego argumentu warunek Lipschitza. Wtedy ist-
nieje jednoznaczne rozwigzanie opisujgce ruch ukladu, a funkcja X jest ciagta i dwu-
krotnie rézniczkowalna, czyli Xe C*([0, ¢, ), R").

Niegladkos¢ zagadnienia ruchu oznacza, ze funkcja fjest nieciagta lub nieréz-
niczkowalna wzgledem drugiego lub trzeciego argumentu. Tego rodzaju zagadnie-
nie dotyczy np. ukfadu mechanicznego z wiezami jednostronnymi lub z sitami tarcia
suchego. W monografii [1], w ktérej jest analizowany uklad z wigzami jednostron-
nymi pokazano, ze rozwigzanie zagadnienia istnieje w klasie funkgcji absolutnie cig-
glych XeC ([t t, ), RY). To oznacza, Ze pochodna X jest nieciagla, a wiec nalezy
sformutowa¢ dodatkowe zadanie okreslajace nieciggle zmiany predkosci.

W rozwazanym dalej niegtadkim zagadnieniu ruchu kota rozpatrujemy niedo-
skonale wiezy jednostronne. Niedoskonalos¢ ta oznacza, ze z sila reakcji wiezow jest
stowarzyszona prostopadla do niej sifa tarcia suchego. Tego rodzaju hipoteza zostata
postawiona pod koniec XIX w. przez Painlevé’a [2, 3]. Wspdlczesna analiza tego zagad-
nienia opiera si¢ na podstawach analizy niegtadkiej prezentowanych w pracach Jeana,
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Moreau i Panagiotopoulosa [4-8], a takze w pracach autoréw niniejszego artykulu,
zwigzanych z modelowaniem maszyn i pojazdéw, np. [9-11]. Nalezy réwniez wspo-
mnie¢ o wspolczesnych pracach [12, 13, 14], w ktérych rozpatruje si¢ osobliwe zagad-
nienie nazywane paradoksem Painlevé’a, szeroko dyskutowane na poczatku XX w.
przez Prandtla, Hamela, Kleina i Misesa [2].

W stosunku do wymienionych wyzej prac rozpatrujemy specyficzng metode opisu
ruchu z niedoskonalymi wiezami jednostronnymi, przystosowang do analizy sto-
sunkowo prostego zagadnienia zwigzanego z plaskim ruchem sztywnego kota. Tak
wybrane zagadnienie w pelni ilustruje niegtadka problematyke wigzéw jednostronnych,
a jednocze$nie umozliwia pominigcie sytuacji, w ktorej powstaje paradoks Painlevé’a.

Poza sformulowaniem zagadnienia ruchu prezentujemy réwniez metod¢ wyznacza-
nia rozwigzania tego zagadnienia, a takze przedstawiamy wyniki symulacji ruchu kota.

2. Geometryczne i kinematyczne cechy uktadu

Rozpatrujemy nieodksztalcalne kolo, ktorego ruch w polu grawitacyjnym jest ogra-
niczany przez nieodksztalcalne plaszczyzny o szorstkiej powierzchni. Na rysunku
1 pokazano ilustracj¢ rozwazanego ukladu oraz zaznaczono trzy wspoétrzedne opi-
sujgce ruch kota, czyli: (x, y) - wspolrzedne srodka kota S oraz ¢- kat obrotu kofa.
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RYs. 1. Geometryczna ilustracja rozwazanego uktadu koto—-wiezy
FiG. 1. The geometric illustration of the considered wheel-ties arrangement

7RODLO: opracowanie wasne.
SOURCE: own elaboration.

Ograniczenia ruchu na rysunku 1 s przedstawione za pomocg pogrubione;j linii,
ktora reprezentuje granice obszaru dopuszczalnych polozen kota na plaszczyznie
Ox,y,. Narysunku 1 zaznaczono réwniez gtéwne wymiary linii granicznej oraz kota,
czyli, h, I, przy czym rozwazamy przypadek, gdy r > h oraz [ > . Poza tym zazna-
czono wektor pola grawitacji g
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Ze wstepnej analizy rysunku 1 wynika, ze rozwazane ograniczenia mozna okre-
$li¢ obszarem dopuszczalnych potozen srodka kola, gdyz trzecia wspolrzedna, czyli
kat obrotu kola ¢, nie jest ograniczana.

Na podstawie geometrycznej analizy rysunku 1 ustalamy opis wspomnianego
ograniczenia w postaci relacji:

(x@®,y®) e QcrR*  Vte[0,t, ) ()
gdzie zbior Q, okreslajacy obszar dopuszczalnych polozen srodka kota, ma postac:
Q:={(x, y): x 2 1; y = O(x)} 3)
jesli funkcja @ jest okreslona nastgpujaco:
h+r gdy r<x<]
D(x):=1f(x) gdy L <x<l+a (4a)
r gdy x>I+a
gdzie:
L =1-r, a=\r’—(r-h) (4b)

f(x):zw[rz—(x—ll)2+h (40)

Na rysunku 2 pokazano zbiér & oraz zaznaczono szarym kolorem obszar wne-
trza zbioru &, czyli Int Q, a linig przerywang jego granice — Fr Q. Opisy tych zbio-
réw ustalono na podstawie wzoréw (3) i (4), tzn.:

IntQ:z{(x,y): xX>r; y>d>(x)} (5a)

FrQ::{(x,y): {y2h+r,x:r}u{y:®(x),x>r}} (5b)

Dodatkowo na rysunku 2 zaznaczono polozenia kota w wybranych sektorach
granicy Fr Q. Bardziej szczegétowy wykres polozen kola, we wszystkich charaktery-
stycznych sektorach granicy Fr Q, pokazano na rysunku 3.
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Rvs. 2. Wykres zbioru Q i jego granicy Fr Q oraz kilka szczegdlnych potozen, w ktérych koto styka
sie z brzegiem ograniczenia

Fic. 2. The chart of the set Q and its border Fr Q and a few special positions in which the wheel
is in contact with the edge of the constraint

7RODLO: opracowanie wasne.

SOURCE: own elaboration.
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Rvs. 3. Sze$¢ szczegolnych potozen, w ktérych koto styka sie z brzegiem ograniczenia
Fic. 3. Six specific positions in which the wheel is in contact with the edge of the constraint

ZRODLO: opracowanie wiasne.

SOURCE: own elaboration.

Aby opis ograniczenia ruchu byt pelny, nalezy obok zbioru € ustali¢ réwniez impli-

kacje kinematyczne,

ktdére wynikaja z relacji (2) i beda nazywane jej nastepstwami.

W pracy [3] szczegdtowo rozpatrywano nastepstwa, ktére wyznaczajg zbiory dopusz-

czalnych predkosci i
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Jezeli koto (por. rys. 2) znajduje sie w pozycji takiej, ze (x, y) € Int Q, czyli gdy
koto nie styka si¢ z brzegiem ograniczenia, to wtedy wspomniane wyzej ogranicze-
nia kinematyczne nie wystepuja, czyli koo porusza si¢ swobodnie.

Gdy koto styka sie z brzegiem ograniczenia, czyli (x, y) € Fr Q, to wtedy predko$¢
Srodka kota (v, v ) jest ograniczana, gdyz powinna spefniac relacje:

(vx,vy)eDQ(x,y)ch, (x,y)eFrQ, (6)

gdzie DQ jest odwzorowaniem nazywanym pierwszym nastepstwem relacji (2). Defi-
nicje odwzorowania DQ zamieszczono w pracy [1], natomiast szczegélowy opis tego
odwzorowania w rozpatrywanym zadaniu bedzie podany dale;j.

Jezeli polozenie i predkos¢ srodka kota spelniaja relacje (6), to wtedy moze nasta-
pi¢ rowniez ograniczenie przyspieszenia $rodka kota. Ale jezeli

(x,y)eFrQ, (Vx,vy)elntDQ(x,y), (7)

to wowczas ograniczenie takie nie powstaje, gdyz kolo stykajac si¢ z brzegiem ogra-
niczen, oddala sie od niego.

Ograniczenie przyspieszenia $rodka kota powstaje wtedy, gdy koo styka sie z brze-
giem ograniczenia, a predko$¢ srodka kota nalezy do brzegu zbioru ograniczen pred-
kosci DQ, czyli gdy

(x,y) eFrQ oraz (vx,vy ) € Fr DQ(x,y). (8a)

W takiej sytuacji koto stykajac si¢ z brzegiem ograniczenia moze si¢ po nim toczy¢
lub pozostaje nieruchome. Wéwczas jest ograniczane przyspieszenie $srodka kota
(@, a), gdyz powinna by¢ spetniona relacja

(ax,ay)e D? Q((x,y),(vx,vy )) (8b)

gdzie D*Q jest odwzorowaniem nazywanym drugim nastepstwem relacji (2) - wyzna-
czajacym zbiér dopuszczalnych przyspieszen srodka kota. W pracy [1] podano defi-
nicje tego odwzorowania, a szczegdétowy opis dotyczacy kota bedzie zamieszczony
w rozdziale 3.

W sytuacji okreslonej relacja (8a) dzialaja wiezy, to znaczy, ze powstaje sita reak-
cji, ktorej opis przedstawimy dalej. W czasie ruchu kota moze réwniez powstac sytu-
acja, gdy potozenie i predkos¢ kota sg takie, ze:

(x,y)eFrQ, (vx,vy)eDQ(x,y) ©)
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co oznacza, ze predkosc kota jest niedopuszczalna przez wiezy, gdyz nie spetnia warunku
(6). W takim stanie nastepuje zderzenie kola ze sztywnymi ograniczeniami. W trak-
cie tego zderzenia predkos¢ kola zmienia si¢ gwalttownie (skokowo) i osigga wartos¢,
ktdra spetnia relacje (6). Sformulowanie opisu zmiany predkosci w trakcie zderzenia
bedzie przedstawione dalej.

Jak juz wspomniano, nastepstwa DQ i D*Q okreslajg zbiory dopuszczalnych pred-
kosci i przyspieszen kola, ktore styka si¢ z powierzchnig ograniczajaca (rys. 1). Zasady
ustalania tych odwzorowan zostaly szczegétowo opisane w pracach [1, 9]. Biorgc pod
uwage stosunkowo prostg postac brzegu zbioru Q (rys. 2), ustalimy opisy tych odwzo-
rowan w formie niewymagajacej objasnien.

3. Model oddziatywania wiezéw na koto

Oddzialywanie wiezéw na koto powstaje wtedy, gdy kolo styka si¢ z ograniczeniem.
W takim polozeniu moze powstac sila reakeji dzialajaca na koto, co szczegdtowo
omoéwimy dalej.

a) b) c)

VI RN 77777
Rvs. 4. Wektory predkosci, przyspieszenia i reakcji dziatajace na koto stykajace sie z brzegiem
zbioru Q w punkcie A

FiG. 4. The velocity, acceleration and reaction vectors acting on a wheel in contact with the bor-
der of the set Q at point A

7RODLO: Opracowanie wtasne.
SOURCE: own elaboration.

Na rysunku 4 pokazano przykladows ilustracje kola stykajacego sie z plaszczy-
zng ograniczajaca jego ruch w punkcie A. Na rysunku 4a zaznaczono lokalny uktad
wspolrzednych Ant, ktdrego o$ An jest prostopadla, a At — styczna do brzegu Fr Q;
zaznaczono réwniez predkos¢ punktu A lezacego na obwodzie kota. Ograniczenia
ruchu kota powoduja, zZe skfadowa normalna tej predkosci powinna spetnia¢ warunek:

v 20 (10)



Predkos¢, dla ktérej v, < 0 jest niedopuszczalna przez wigzy; w takiej sytuacji
powstaje zderzenie, ktore bedzie rozwazane dalej.

Jezeliv_ > 0, to wiezy nie ograniczaja ruchu, gdyz koto oddala si¢ od brzegu.

Na rysunku 4b pokazano wektor przyspieszenia punktu A.

Jezeli predkos¢ punktu A jest taka, ze v, = 0, to wtedy wiezy ograniczajg to przyspieszenie

a,20 gdy v, =0 (11)

W opisanej wyzej sytuacji powstaje sifa reakcji, ktorg zilustrowano na rysunku
4c. W przypadku wiezéw idealnych dziata tylko sita docisku R > 0, natomiast skta-
dowa styczna nie powstaje, czyli R = 0.

Dla wigzéw nieidealnych przyjmuje si¢ hipoteze, wedtug ktdrej sktadowa styczna
odwzorowuje site tarcia miedzy kotem i brzegiem wigzéw. Tak okreslony model wig-
z6w nieidealnych opisujemy relacjami, ktore wyznaczajg zwigzek pomiedzy sitg reak-
cji R a przyspieszeniem i predkoscig punktu A nalezacego do kofa:

e dla sktadowej normalnej R mamy:

R 20, a,20, a R =0, gdy v,=0 (12a)

e skladowa styczna R, gdy R > 0 jest okreslona relacjami:

R =uRr7t, v:=signv, gdy v, #0 (12b)
{sign at} gdy a,#0
[—1,+1] gdy a,=0

gdzie y — wspotczynnik tarcia miedzy kotem i brzegiem wigzéw; 7 — mnoznik tarcia.

Te relacje mozna zilustrowa¢ wykresami; na rysunku 5a zamieszczono wykres
relacji (12a), natomiast relacje (12¢) zilustrowano na rysunku 5b. Poza tym relacje
(12a) (rys. 5a) mozna réwnowaznie opisac zaleznoscia

R =[R,-pa,], p>0 (13a)

R=uRrt, re{ } gdy v, =0 12¢

gdzie []* oznacza funkcje taka, ze:

. dy £3>0
[g]:{é gdy &2

13b
0 gdy & <0 13b)
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a!
a, -1
Rvs. 5. Wykresy relacji (12a) i (12c)
FiG. 5. The relation graphs (12a) i (12c)
ZRODLO: opracowanie wiasne.
SOURCE: own elaboration.
Analogicznie, w przypadku relacji (11¢) (rys. 5b) otrzymujemy
‘E=H(‘L’ +pat), p>0 (14a)

gdzie funkcje I'l zdefiniowano nastepujaco:

nE)={ = 5 st (14b)
" |sign& gdy |§|>1

W przedstawionej powyzej hipotezie, dotyczacej wzajemnego oddzialywania sty-
kajacych si¢ nieodksztalcalnych cial, nie uwzglednilismy momentu sit nazywanego
oporami toczenia sig kota. Jest to moment tarcia, ktoérego graniczna warto$¢ jest pro-
porcjonalna do sity nacisku R . Moment ten jest przeciwnie skierowany do predkosci
katowej kota. W celu uproszczenia opisu reakeji dzialajacej na kolo, a takze zaklada-
jac bardzo malg warto$¢ oporéw toczenia, pominieto ich wplyw na ruch kota.

Teraz rozpatrzymy sytuacje, w ktorej koto zderza sie z wigzami, czyli gdy v, < 0.
Schematyczny opis predkosci kota tuz przed zderzeniem V™ oraz po zderzeniu V"
pokazano na rysunkach 6a i 6b, natomiast na rysunku 6c zaznaczono impulsy sily
reakcji R i R, wywolujace zmiane predkosci kota. Impuls cierny R, ustalamy
wedlug hipotezy Routha [3].

Wspomniany efekt zderzenia opisuje si¢ relacja miedzy predkosciami po zderze-
niu V" (rys. 6b) a impulsami reakcyjnymi (rys. 6¢). Posta¢ tej relacji formutuje sie sto-
sownie do przyjetej hipotezy. Na przyktad, gdy analizuje si¢ wigzy gtadkie (dosko-
nale), to pomija si¢ sktadowg styczna, czyli R, = 0.

W niniejszej pracy przedstawimy opis hipotezy o zderzeniu plastycznym, a takze zde-
rzeniu sprezystym lub sprezysto-plastycznym, przy zalozeniu, ze wigzy s3 niedoskonate.



Rvs. 6. Predkosci i impulsy dziatajace na koto zderzajace sie z wiezami
Fic. 6. The velocities and impulses acting on a wheel colliding with ties

ZRODLO: opracowanie wiasne.
SOURCE: own elaboration.

Opis zderzenia plastycznego ma posta¢ analogiczng do opisu sily reakcji poda-
nego we wzorach (12). Zderzenie plastyczne jest okreslone relacjami:

R >0, v'>0, v'R =0 (15a)

I~2t L f{”r Cre {sign v:’} gdy v, #0 (15b)
[—1,+1] gdy v, =0

Relacje (15b) ustalono na podstawie hipotezy Routha [3].

Wrykresy ilustrujace te relacje sa analogiczne do pokazanych na rysunku 5 i mozna
je przedstawi¢ w rownowaznej postaci, analogicznie do wzoréw (13) i (14).

Opis zderzenia sprezystego lub sprezysto-plastycznego opiera si¢ na hipotezie
Newtona-Poissona analizowanej w pracy [1]. Wedlug tej hipotezy wypadkowy impuls
sily reakcji w trakcie takiego zderzenia okreslaja wzory:

* = (1+ B)R, (16a)
=uR (16b)

{mgnv} gdy v, #0
T’
[ L+1] gdy v/ =0

gdzie R, R, - impulsy opisane we wzorach (15); f € (0, 1] — wspolczynnik resty-
tucji, ktorego wartos¢ dla zderzenia sprezystego wynosi 1.

(16¢)
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4. Opis ruchu kota

Opis ruchu kota przedstawimy w postaci macierzowej przy uzyciu wspoétrzednych
uogodlnionych. W tym celu wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
X

X :=| y |- wektor wspotrzednych uogélnionych,
(4

m 0 0
M=|0 m 0]|-macierzbezwladno$ci kota,
0 0 J
0
Q :=| —myg |- wektor sily grawitacji dzialajacej na kolo,

0
F, € R’ - wektor sity reakcji prostopadly do brzegu zbioru Q,

E. € R’ - wektor sity reakji styczny do brzegu zbioru €,

XeQcR’- relacja opisujaca ograniczenie ruchu kofa.

Jezeli polozenie kota jest takie, ze X € Int Q, to wtedy wiezy nie dzialaja, a opis
ruchu kota ma postaé:

MX=Q (17a)

a jezeli ruch kota jest ograniczany, co moze nastapi¢, gdy X € Fr Q, to wtedy w réw-
naniu ruchu nalezy uwzgledni¢ opis sit reakgiji:

MX=Q+F -E (17b)

W nastepnym podrozdziale ustalimy metode wyznaczania sit reakcji.

Wyznaczanie sit reakeji
W przedstawionych dalej opisach ograniczen oraz sit reakcji beda stosowane funkcje
wektorowe G i H, ktore kazdemu wektorowi X spelniajacemu relacje X € Fr Q przy-
porzadkowuja pare wektoréw: prostopadly G € R’ oraz styczny H € R®. Za pomocg
tych wektoréw mozna wyznaczy¢ predkosci i przyspieszenie punktu kota stykajacego
sie z brzegiem zbioru Q (patrz rys. 3):

v, =G (X)X, v,=H"(X)X (18a)

t



a,=G"(X)X+y, (X,X), a=H"(X)X+y, (X X) (18b)

gdzie y iy, s3 funkcjami skalarnymi. Szczegétowe postacie funkcji wektorowych G
i H oraz skalarnych y iy, beda podane dale;j.

Przy uzyciu funkcji G oraz y, mozna opisa¢ nastgpstwo DQ, wedtug wzoru (6),
wyznaczajace zbiér dopuszczalnych predkosci X :

DQ(X):={XeR: G'(X)X20},gdy XeFrQ (192)
a takze zbior dopuszczalnych przyspieszen wedtug wzoru (8b):
DQ(x,X)={XeR: G'(X)X+y,(X,X)20}, XeFrQiG"(X)X=0 (19)

Jezeli polozenie X i predkos¢ X spelniaja relacje wymienione we wzorze (19b),
to wtedy powstaje sita reakcji F, ktorej dwie skladowe F | i F, wystepuja w réwnaniu
ruchu (17b).

Uogolnione sity reakeji F, F, € R’ opiszemy na podstawie relacji, ktore podano
we wzorach (12).

Sile reakcji normalnej wyznacza wzoér:

F,:=G(X)A (20a)
jesli A = 0 jest mnoznikiem reakcji spetniajacym relacje wynikajace ze wzoru (12a),
czyli:

120, G'(X)X+y,(X,X)20, A(G"(X)X+y,(X,X))]=0  (20D)
Jezeli uwzglednimy opis relacji ze wzoru (11), to otrzymamy opis réwnowazny:
A= I:l -p (G T(X)Xﬂ/n (X,X))] ,gdy XeFrQ oraz G (X)X=0 (21)
jesli p jest dowolnag liczbg dodatnig.

Podobnie, wedlug wzoréw (12b) i (12¢), wyznaczamy relacje opisujace reakcje
styczng F, € R*:

F = u H(X)|G| Az (22a)
T =signv, = sign(HT (X)X) ,gdy v, #0 (22b)
{{sign at} gdy a,#0

T e
[—1,+1] gdy a,=0

jesli wektor a, opisano we wzorach (18b).

} gdy v, =0 (22¢)
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We wzorze (20a) uwzgledniono fakt, ze nacisk kola na brzeg ograniczen, okre-
slony sifg ze wzoru (20a), wynosi:

N =

FYI

- @)
a wynikajaca stad graniczna wartos¢ sily tarcia (wg Coulomba) jest réwna:
T, = uN=u|G|2 (23b)

Relacje miedzy mnoznikiem 7 i przyspieszeniem X dang wzorem (22c) mozna,
analogicznie do relacji (21), przedstawi¢ w postaci:

r:H(v: +p(HT(X)X+yt(X,X))),gdy/1>O (23¢)
gdzie p jest dowolna liczbg dodatnia.

Przyspieszenie kota

Réwnania ruchu przedstawiajg zestaw relacji, na podstawie ktérych w kazdej chwili

te [O, t, d) mozna wyznaczy¢ wektor przyspieszenia kota X(t)e R®, pod warun-

kiem, ze s3 spelnione ograniczenia ruchu, czyli gdy X (t) eQ oraz X (t) eDQ (X (t))
Jezeli koto styka sie z brzegiem ograniczenia, czyli gdy

X(t) e Fr Q oraz X(t) e Fr DQ(X(t)) (24)

to na kolo dzialaja sity reakcji wigzéw rozpatrywane w poprzednim podrozdziale.
Na tej podstawie formultujemy zestaw relacji, z ktérych mozna jednoznacznie

wyznaczy¢ warto$¢ wektora przyspieszenia. Zestaw ten zawiera:

e réwnanie ruchu (17b), ktére jest napisane z uwzglednieniem wzoréw (20a) i (22a):

MX =Q+GA - u H|G|| A (25a)

e relacje okreslajace mnozniki wedtug wzoréw (21) i (24):

lz[l—pl(GTXﬂ/n)T, p,>0 (25b)

- sign(HTX) gdy H'X#0 (250)
H(‘C+p2(HTX+j/t)), p,>0 gdy H'X=0

przy czym we wzorach (25) nie wymieniono argumentéw odwzorowan G, H, y,, y,.
Réwnania (25) wyznaczajg w kazdej chwili t € [0, ¢, ), warto$¢ wektora przyspie-
szenia X (t) oraz mnoznikéw A(f) i 7(¢), ktdre okreslajg wartosci sit reakeji.
W relacjach (25) wystepuja odwzorowania G, H, y, i y,, ktérych opis przedsta-
wimy w nastepnym podrozdziale.

20



Opis dodatkowych odwzorowan
Wymienione w poprzednim podrozdziale odwzorowania G, H, y, iy, stuzg do opisu
geometrycznych cech brzegu ograniczen FrQ przy uzyciu wspoétrzednych uogol-
nionych. Jak juz wspomniano, odwzorowanie wektorowe G wyznacza, w kazdym
punkcie brzegu X € FrQ, wektor G(X) € R?, ktory jest prostopadly, a odwzorowa-
nie H wyznacza wektor H(X), ktdry jest styczny do brzegu ograniczen. Odwzorowa-
nia skalarne y iy, stuzg do wyznaczenia wptywu krzywizny brzegu oraz predkosci
kota na jego przyspieszenie.

Rozpatrywany brzeg zbioru przedstawiono na rysuku 2; jest to krzywa ztozona
z czterech segmentow, zawierajaca dwa punkty osobliwe A i B (por. rys. 7).

7 \
4
1 ab---—-- oIl
By 1V
4 e
B
VWAl AP A rE i s e s, x
0 e

RYs. 7. Brzeg zbioru Fr Q z zaznaczonymi segmentami i punktami osobliwymi
Fic. 7. The boundary of the set with selected segments and singular points

7RODLO: Opracowanie wtasne.
SOURCE: own elaboration.

Opis rozpatrywanych odwzorowan zalezy od segmentu krzywej i wynika ze wzo-
row (3) i (4). Stad otrzymu;emy
e segmentl, Fr' Q— X=r, y>r+h}

1
=|0|, H,:= , yi=y/=0 (26a)
0

e segmentIl, Fr' Q:= x,y) r<x<I, y=r+h}

0
[1, H,  pl=yl=0 (26b)
0
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o segmentII[, Fr'' Q:= {(x,y) L <x<l+a, y= f(x)}

-f'(x) 1
Gu=| 1| Hys=| P v =)@, vl )5y @69
0 r

e segmentlV, Fr'¥ Q:= {(x,y): x>l +a, y= r}

0 1
Gy:=|1|, Hy,=[0]|, yV=y"=0 (26d)
0 r

We wzorach (26) uzyto oznaczen zaznaczonych na rysunku 2 oraz zwigzanych
z funkcja f, opisang we wzorze (4c); stad otrzymuje sie:

)=
r2—(x—ll)
e gdy [ <x<I +a (26€)
f”(x> =T , 32
[rz—(x—ll):l _

Osobliwe polozenia kota sg okreslone wspdtrzednymi srodka kota, tzn.:

punktA: x=r, y=r+h (27a)
punkt B: x=I[+a, y=r (27b)
‘.rl\
i
1
I
- I--_
ol M
,“/ : .\‘.
L’f m— N
'\ ! -| * ? _____________
LY . /
7777777777777 7 }f ' ) 4 X,
0 T T
B 7]

Rvs. 8. Osobliwe potozenia, w ktérych koto styka sie z ograniczeniami w dwéch punktach
Fic. 8. The singular positions in which the wheel is in contact with the constraints in two points

7RODLO: opracowanie wasne.
SOURCE: own elaboration.
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W tych polozeniach kolo styka sie z ograniczeniami w dwdch punktach (rys. 8).
Stad wynikajg nastepujace opisy zbiorow dopuszczalnych predkosci

DQ(X,)={XeR: G/X20,G[X20} (28a)
DQ(X,)={XeR: GX20,G,X20} (28b)

gdzie uzyto oznaczen ze wzordéw (26).

Jak juz wcze$niej wspomniano, ograniczenie przyspieszenia kola oraz sita reakeji
powstaja wtedy, gdy wektor predkosci znajduje sie na brzegu zbioru DQ, co zostato
opisane we wzorach (19) i (20).

Na tej podstawie okreslamy relacje dla normalnej skladowej sily reakcji w poto-
zeniu A (27a):

G4, gdy G'X=0,G;X>0 dlapunktuA,
E'={ Gui, gdy G/X>0,GiX=0 dlapunktud,  (29)
GA,+G,A, gdy G/X=0,G/X=0 dlaobupunktow
Wartosci mnoznikéw A, i A, s zwigzane z wektorem przyspieszenia X relacja
opisang we wzorze (25b).
Site reakeji F, dziatajacg na koto w polozeniu B (27b), obliczamy analogicznie
do wzoru (29), czyli:
Gyh oy gdy G/ X=0,G,X>0 dlapunktuB,
P = GyAy gdy GLX>0,GLX=0 dlapunktuB, (30)
GyAy+GyA, gdy GIX=0,G,X=0 dlaobupunktéw

III
Posta¢ opisu relacji miedzy mnoznikami A i wektorem przyspieszenia X okre-
$lono wzorem (25b).
Styczng skladows sity reakcji F, okreslimy na podstawie relacji (22), ale po uwzgled-
nieniu wlasciwego indeksu przy wektorach G, H i mnoznikach A, 7.

5. Opis zderzenia

W sytuacji okreslonej relacja (9) predkos¢ kota jest niedopuszczalna przez wigzy,
co skutkuje zderzeniem, w czego efekcie powstaje impulsowa reakcja wiezdéw, dosto-
sowujaca predkos¢ kota do ograniczen. W rozdziale 3 przedstawiono lokalny opis
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modelu zderzenia w postaci relacji okreslajacej zwigzek migdzy reakcja impulsowa
i skokowg zmiang predkosci kota. Zamieszczone tam relacje przedstawimy teraz
przy uzyciu wspoélrzednych uogélnionych.

Opis zderzenia plastycznego obejmuje réwnanie bilansu pedu oraz relacje okre-
slajace impulsowe sily reakcji. Ogolna postac tego opisu jest analogiczna do réwnan
ruchu (17) i (25), czyli:

MX*-MX =E -F 31)
F=Gi, F=u|G|Hir (32)
a opis relacji ze wzoréw (15) ma teraz posta¢ analogiczng do (25b) i (25¢), czyli:
i=[i-pGTx ]+ (33a)
v =I(r + p,H"X") (33b)

gdzie indeksem ,,~” zaznaczono impulsy sity dzialajacej na koto.
Gdy zderzenie kota z wiezami powstaje w osobliwym polozeniu kota, okreslanym
punktem A lub B (wedlug wzordéw (27)), to wtedy na kolo dziataja dwie reakcje, czyli:

F =GA,+G,A, dla punktu A (34a)

F,=GyuAy, +GyA,, dlapunktu B (34b)

Relacje okreslajace mnozniki 4 i 7 ze wzoréw (34) maja posta¢ taka jak we wzo-
rach (33), ale po uwzglednieniu stosownych indeksow.

Jak juz wspomniano, relacje ze wzorow (32) i (33) okreslaja skokowa zmiang pred-
koéci kota AV := V* — V~ oraz impulsy sily reakcji F, i F, powstajace podczas zde-
rzenia plastycznego.

Jezeli rozwaza si¢ zderzenie sprezyste lub sprezysto-plastyczne, to — zgodnie z hipo-
teza Newtona-Poissona okreslong we wzorach (16) — nalezy uwzgledni¢ dodatkowa
faze zderzenia (restytucji) opisang rownaniami:

MX —MX"=EFE -F' (35a)

gdzie X" € R’ - wektor predkosci po zderzeniu sprezystym lub sprezysto-plastycz-
nym; F,, E' - impulsy sit reakcji powstajace w tej fazie, okreslone relacjami:

F =G\, A" =84 (35b)
= uleli e =N ) 559

W wymienionych relacjach warto$¢ mnoznika A" jest znana, co wynika ze wzoru
(35¢), gdzie 8 € (0, 1] jest wspolczynnikiem restytucji, ktorego warto$¢ dla zderzenia
sprezystego wynosi 1.
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Relacje (35) wyznaczaja wektor predkosci po zderzeniu X" oraz mnoznik 7" okre-
slajacy wplyw tarcia na te faze zderzenia.

6. Symulacja ruchu kota

Opis metody rozwigzania zagadnienia poczatkowego
Niegladkie zagadnienie ruchu uktadu mechanicznego bylo szczegétowo analizowane
w monografii [3], gdzie rozpatrywano jednostronne wiezy doskonate. Z przedstawio-
nych tam rozwazan wynika, ze ruch takiego ukladu opisuje funkcja absolutnie ciagta.
Okreslono réowniez etapowa metode wyznaczania takiej funkeji. Metody tej uzyjemy
do wyznaczenia funkcji opisujacej ruch kota.

Rozpatrywane w rozdziatach 4 i 5 opisy relacji, okreslajace ruch kota, przedsta-
wimy teraz w syntetycznej postaci za pomocg dwdch réwnan

X=A(X,X), gdy XeQ, XeDQ(X) (36)
X"=Z(X",X), gdy XeFrQ, X ¢DQ(X) (37)

gdzie X € R? - wektor wspodtrzednych uogdlnionych, A : R°—>R? - odwzorowanie
wyznaczajace wektor przyspieszenia, a Z : R*—R? - odwzorowanie wyznaczajace
skokowg zmiane predkosci w chwilach zderzenia.

Odwzorowanie A jest okreslone w postaci uwiklanej za pomoca relacji (25). W tym
przypadku ustalenie wartosci odwzorowania A sprowadza si¢ do wyznaczenia roz-
wigzania relacji (25), czyli obliczenia wartosci mnoznikéw A i T oraz wektora X .

Odwzorowanie Z jest réwniez uwiklane, a jego wartoéci wyznacza rozwigzanie
relacji (32)+(35), okre$lone mnoznikami 4 i 7 oraz wektorem X",

W kazdym etapie wspomnianej wyzej metody wyznacza si¢ rozwigzanie zagad-
nienia poczatkowego okreslonego wzorem (36). Tak ustalona funkcja X, ktora jest
ciggla i rézniczkowalna, opisuje ruch kota do chwili, w ktérej powstaje zderzenie
okreslone warunkami ze wzoru (37). Wéwczas nastepuje skokowa zmiana predkosci
opisana odwzorowaniem Z; w tej sytuacji koficzy sie rozpatrywany etap rozwiazania.

Wedtug tej etapowej metody wyznaczania rozwigzania zagadnienia poczatko-
wego opracowano program obliczen komputerowych stuzacy do symulacji ruchu
kota. Program ten zawiera algorytmy wyznaczania wartosci niejawnych odwzoro-
wan A i Z we wszystkich segmentach zbioru FrQ opisanych wzorami (26) oraz obu
punktach osobliwych (27) zaznaczonych na rysunku 8. Nalezy doda¢, ze aby ustali¢
wartosci odwzorowania niejawnego A, trzeba rozwigza¢ uklad réwnan algebraicz-
nych zawierajacy pie¢ niewiadomych: X € R*, 1 i 7. Analogicznie wyznacza si¢ war-
toéci niejawnego odwzorowania Z.
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Szczegotowa postaé rownan ruchu i reakeji
Na poczatku rozwazymy szczegétowa posta¢ rownan ruchu i reakeji, w ktérej koto
styka sie z brzegiem w sektorze IV (patrz rys. 7). Na rysunku 3 koto z indeksem 6
ilustruje takie potozenie. W rozpatrywanej sytuacji sa spelnione warunki okreslone
we wzorze (24), czylix > +a,y=roraz y=0 , gdzie a, | - wymiary opisane we
wzorze (4b).

Réwnania ruchu (25), w rozwinigtej postaci oraz po uwzglednieniu wzoréw (26d),
dla sektora I'V, majg posta¢:

mx =—pu At (38)

mjy=-mg+A (39)

Jp =-uire (40)
A=[A-p3], p>0 (41)
sign(i+r¢) gdy x+rp 0

T = (42)

H(r+p(5c'+r<,'o')),p>0 gdy x+rp=0

Powyzszy uklad réwnan opisuje przyspieszenia kota (X, y, ¢ ) oraz mnozniki
reakcji (A, 7). Jest to uwiklana posta¢ odwzorowania A, w ktdrej koto styka si¢ z brze-
giem sektora IV. Wyznaczenie rozwigzania powyzszych réwnan jest stosunkowo
proste:

e jezeli koto $lizga sie, czyli x+rp #0, to z réwnania (42,) wyznacza si¢ wprost

warto$¢ T;

e jezeli kolo toczy si¢ bez poslizgu, to z réwnan (42,) oraz (38) i (39) otrzymujemy,
ze T=0;

e ze stosunkowo prostego uktadu réwnan (39) i (41) otrzymujemy A = myg;

e po ustaleniu warto$ci A i 7 mozna z réwnan (38), (39) i (40) wyznaczy¢ wartosci
przyspieszen, a w szczegdlnosci y =0.

Opisane réwnania (38-42) dotycza ruchu kota poruszajacego si¢ (toczacego sig)
po brzegu. Teraz zajmiemy si¢ opisem zderzenia kola z brzegiem w sektorze I'V. Ogoélny
opis zderzenia zamieszczono we wzorach (32), (33) oraz (35). W rozpatrywanej sytuacji
rozwiniety opis zderzenia, przy zalozeniu hipotezy zderzenia plastycznego, ma postac:

mx* —mx~ =—p it 43)
my"—my~ =4 (44)

Jp -] =—uirr (45)
i=[i-pi], p>o0 (46)
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t:H(T+pv:), p>0 (47)
v, =x"+rp” (48)

Jest to uktad réwnan wzgledem x*, y*, 1, 7. Wyznaczenie rozwigzania uzysku-
jemy w nastepujacych krokach: _
e zréwnan (44) i (46) mozna bezposrednio wyznaczyé A =-my~ ;
e wedlug wzoru (48) oraz réwnan (43) i (44) otrzymujemy zalezno$¢:

2
v, ::vt—(i+r—),u/1~r; v, =X +rg (49)
m ]
nastepnie, z réwnania (47), wyznaczamy wartosci 7 oraz v, ;
e po ustaleniu wartosci A i 7 obliczamy predkosci po zderzeniu x* oraz y".
Wyznaczone rozwigzanie okresla efekt zderzenia plastycznego. Jezeli rozpatruje
sie zderzenie sprezyste albo sprezysto-plastyczne, to nalezy uwzgledni¢ zmiane pred-
kosci w drugiej fazie zderzenia, opisanej we wzorach (35). W rozpatrywanym przy-
kladzie opis ten, w odniesieniu do wspétczynnika restytucji § € (0,1], ma postac:

F=pil =81 (50)
mx" =mx* — /M:*T : (51)
m)'/*=m)'/++/l~* (52)
Jp =] —uirr’ (53)
r*:l’l(r*+pvf), p>0 (54)

* N .k + 1 rz T
v, =X +rp =v, | —+—|ui't (55)

m ]

Efekt zderzenia opisujg predkosci x°, y°, ¢ oraz mnozniki A" i 7°. Warto$é A"
jest okreslona wzorem (50), natomiast z rownan (54) i (55) otrzymuje si¢ bezposred-
nio wartosci 7 i v,".

Podczas ruchu kota w sektorze III (por. rys. 7), kolo styka sie tylko z naroznikiem
kraweznika, co ilustruje rysunek 3 (koto z indeksem nr 4). W tym przypadku $rodek
kota zajmuje potozenie okreslone warunkami (patrz wzor (26c¢)):

[<x<l+a,y=flx) (56a)
a predkosc¢ kofta jest taka, ze

v, :z)’/—f’(x)J'CZO (56b)
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Warunek (56b) oznacza, ze normalna sktadowa predkosci punktu kota (rys. 3
oraz wzor (10)) stykajacego si¢ z wiezami jest rdwna zero, czyli kolo nie odrywa si¢
od kraweznika.

We wzorach (26¢) zamieszczono definicje wektoréw G i H oraz wyrazeny, ivy..
W celu uproszczenia dalszych opiséw pominiemy indeksy ,,III” znajdujace sie
przy wymienionych oznaczeniach.

Dla tak okreslonego stanu kota (wzory (56a) i (56b)) formutujemy rozwiniety opis
przyspieszenia kota i reakcji wiezow wedlug wzoréw (25):

mi = f*(x)4 - u |G Az (57)
my=-mg+A—ul|G|f(x)Ar (58)
J¢ =—u|G|ArT (59)
A=[i-pa]. p>0 (60)
signv, gdy v, #0
= (61)
H(r+pat), p>0 gdy v,=0
gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:
G(x)=[-f(x) 1 0] (wgwzoru (26¢) (62)
||G|| ) - sila nacisku kota na kraweznik
v, - styczna skladowa predkosci punktu kola stykajacego si¢ z kraweznikiem
v, =X+ f(x)j+re (63)
a_ - normalna sktadowa przyspieszenia punktu kofa stykajacego si¢ z kraweznikiem
a,=y—f'(x)i+f"(x)% (64a)

z warunku wiezow (11) wynika, ze warto$¢ tego przyspieszenia moze by¢ wieksza badz
réwna zero. Jezeli we wzorze (64a) uwzglednimy réwnania (57) i (58), to otrzymamy

1 2 ” .
a= (6 2 +(y ~g)), v = £ (x)5 (64b)
gdzie a, - styczna sktadowa przyspieszenia punktu kota stykajacego si¢ z kraweznikiem:

a, :=5c'+f'(x)j}+r<p' +f”(x)5cj/ (65a)

Jezeli w powyzszym réwnaniu uwzglednimy réwnania (57), (58) i (59) oraz wyko-
namy stosowne przeksztalcenia, to uzyskamy:
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o= 2o S ulolir - g iy 6

Aby wyznaczy¢ warto$¢ mnoznika A, nalezy do réwnania (60) wstawi¢ wyrazenie
a, wedlug wzoru (64b); stad mozna bezposrednio obliczy¢ wartos¢ A.

Gdy warto$¢ predkosci poslizgu kota po krawezniku v, (wedtug wzoru (63)) jest
rézna od zera, to ze wzoru (61)) otrzymujemy warto$¢ mnoznika 7 = singv,. Jezeli
v, =0, to do réwnania (61,) nalezy wstawi¢ wyrazenie a, wedtug wzoru (65b); stad
wynika warto$¢ mnoznika 7.

Po wyznaczeniu warto$ci mnoznikéw A i 7 obliczamy wartosci przyspieszen X,
y i ¢ wedlug wzoréw (57), (58) i (59).

Zderzenie kota z kraweznikiem powstaje, gdy predkos$¢ v, wedtug wzoru (56b)
jest ujemna, czyli v <0 (patrz rys. 4a). Efekt tego zjawiska, przy zalozeniu hipotezy
zderzenia plastycznego, opisuja rownania:

mx"—mi” =—f"(x) A - u |G| At (66)
my* —mj = k- uf(x)|Glix (67)
Jo*—Jp~ =—u|G|ir (68)
i=[i-pvi], p>0 (69)
r=H@+pﬁ)p>o (70)

Rozwigzanie tych réwnan wzgledem x*, y*, ¢*, A, 7 wyznacza predkoé¢ kota
po zderzeniu plastycznym oraz impulsy sily reakcji. W celu wyznaczenia rozwigzania
ustalamy wyrazenia okreslajace v "iv" w zaleznosci od mnoznikéw 4 it

vt =gt - f(x)i = v +$||c||2 i (71)

2 ~
vi=xt—f(x)y +ret =v; +[%"G”2 +r7) u|Gl|lAT (72)

Po uwzglednieniu wzoru (71) w réwnaniu (69) otrzymujemy warto$¢ mnoznika A
Nastepnie z réwnania (70) oraz z zalezno$ci (72) wyznaczamy wartosci 7 oraz v,*.
Po wyznaczeniu mnoznikéw obliczamy warto$ci poszukiwanych predkosci po zde-
rzeniu plastycznym x*, y" i ¢ .

Jezeli rozpatrujemy zderzenie sprezyste albo sprezysto-plastyczne, to nalezy roz-
wazy¢ opis drugiej fazy zderzenia (35), analogiczny do wzoréw (50)+(55):

=B, Be(01] (73)
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mx’ =mx" —f’(x)/f* —u ||G||/l~4r*
my' =my* —u f/(x)|G|AT"
J¢ =Jp' —p|G|A
r*=H(r*+pv:), p>0

* + 1 r2 T x
V=V +(;||c||2 +7} w6l

(74)
(75)
(76)

(77)

(78)

Na podstawie réwnan (77) i (78) mozna bezposrednio wyznaczy¢ warto$¢ mnoz-

nika 7, a nastepnie wartosci predkosci kota.

Jesli kolo zajmuje potozenie osobliwe, okreslone punktem B (rys. 8), to opis oddzia-
tywania na koto komplikuje sie, gdyz styka sie ono z wigzami w dwoch punktach B,
i B, zaznaczonych na rysunku 8. Polozenie kota wyznaczajg wspétrzedne srodka
x =1, + a, y = r, natomiast opis zbioru dopuszczalnych predkosci kota w tym potoze-

niu jest nastepujacy:
DQ(X,)={x,yeR": - f/x+j20,j20}

gdzie f; - warto$¢ pochodnej funkcjifdlax=1 +a

DQ(X,)

Vi 720 X

ELLLLL LIS

Rvs. 9. Wykres zbioru DQ w osobliwym punkcie B (por. rys. 8)
Fic. 9. The graph of the set DQ at a singular point B (see Fig. 8)

7RODLO: opracowanie wasne.
SOURCE: own elaboration.
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Na podstawie analizy rysunku 9 wida¢, ze w rozpatrywanym potozeniu wiezy
dzialaja, czyli ograniczaja przyspieszenia tylko wtedy, gdy wektor predkosci nalezy
do brzegu zbioru DQ, co zapisano we wzorze (8a). Na rysunku 9 zaznaczono trzy
przyktadowe wektory predkosci V := [ y] lezace na brzegu. W przypadku wek-
toréw V| i V, dziata tylko jedno ograniczenie, natomiast dla wektora V, - oba.

Dzialanie pojedynczych ograniczen opisano wczesniej, a teraz zajmiemy si¢ sytu-
acjg okreslong predkoscig V,, czyli gdy y— f; Xx=0 oraz y=0.Z tych warunkéw
wynika, ze postepowa predkosc jest rowna zero, ale zakltadamy, Ze koto si¢ obraca,
czyli ¢ # 0. W takiej sytuacji kolo $lizga si¢ po ograniczeniach.

W opisanym stanie przyspieszenie kotla jest ograniczane, a zbiér dopuszczalnych
przyspieszen ma postac

D’Q(X,,V,)={%yeR: - f/3+y>0,5=0} (81)

Réwnania okreslajace przyspieszenie i sily reakcji maja natomiast teraz postacé

=—fiA —u|GlAr,—uiz, (82)
my = AT A, (83)
J¢ =—p|Glriz, —uri,r, (84)
h=[-pa], p>0 (85)
L=[h-pa], p>0 (86)

gdzie przez A, 7, dla i € {1,2}, oznaczono mnozniki reakcji dzialajgce na koto w punk-
tach B, pokazanych na rysunku 8; ponadto a; , a, - sktadowe normalne przyspiesze-
nia kofa punktach B, i B.:

al =y—fi%,a,=y (87)
W zwigzku z tym, ze przyjeto, iz ¢ #0, to
T, =T7,=sign¢g (88)

Na podstawie przytoczonych powyzej réwnan nalezy wyznaczy¢ wartoéci X, y, ¢
oraz A, i A,. W tym celu ze wzoréw (87) oraz réownan (82), (83) i (84) ustalamy
wyrazenia:

=g+ [I6] 2.+ (e, 41, ®)

— g+l [(1 ufGle, ), +4, ] (90)
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Wstawiajac wyrazenie (89) do wzoru (85) oraz przyjmujac p := m/ ||G||2 , otrzymujemy:
A =16 [mg=v,2, | Ljesti v, = fir, +1 91)

Podobnie ze wzorow (90) i (86), gdy p := m, otrzymujemy:
By =[mg=y.2,] jesti v, =1~ u £ |G, 2)

Rozwigzanie réwnan (91) i (92) wyznacza warto$ci mnoznikéw A, i A, natomiast
warto$ci przyspieszen X, y, ¢ obliczamy ze wzordw (82), (83) i (84), po uwzgled-
nieniu (88).

Z analizy réwnan (91) i (92) wynika, ze jezeli:

¢ <0,czylit =7,=-1to (92a)
)tl =0, )L2 =mg, (92b)
czyli otrzymuje si¢ oczywisty rezultat: koto odjezdza od kraweznika, czyli X = -ug,

.. .. 1
y=0,p=——umgr.
Jezeli
$>0,czylit =7,=1 (93a)

to s3 mozliwe dwa rozwigzania:

A >0,A >0,gdy |G >, (93b)

m
iFﬁ’ 2, =0,gdy |G <, (930)

W przypadku okreslonym wzorem (93b) $rodek kota nie przemieszcza si¢ - ¥ = y =0,
ale obraca— ¢ >0, ¢ <0 (buksuje); natomiast w drugim przypadku (93c) koto wspina
sie na kraweznik, gdyz X <0, y>0.

W rozpatrywanym polozeniu kota powstaje zderzenie z kraweznikiem, gdy pred-
kodci %~ oraz j~ nie spetniaja warunkéw wymienionych we wzorze (79), czyli nie
nalezg do zbioru D Q(X)), ktorego wykres pokazano na rysunku 9. Powstajace wtedy
zderzenie plastyczne opisuja nastepujace relacje, ktére zamieszczono w rozdziale 5,
we wzorach (32)+(34):

mifka_—féil—ﬂ”G”jjlfl_zu[sz 64)

GlAT, +4, (95)

my* :mjf+/l~1—,uf3'

Jpt=Jp - u|Glrir, —uriz, 96)
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ilz[il—pv;T, p>0 97)
L=[A-pv.], p>0 (98)
7, =1(r,+pv}), p>0 (99)
12=H(12+pvf2), p >0 (100)
gdzie wprowadzono oznaczenia:
Va= X = fi T v = (101)
Vi =V V=Y (102)
VoEx [y g v =X+ f T gt (103)

v, =X g, v, =X+’ (104)

Z przytoczonych wyzej réwnan nalezy wyznaczy¢ predkosci kot po zderzeniu
X", 97, ¢ oraz mnozniki impulsoéw reakcji 4,, 4,, 7,, 7,. Poniewaz jest to sto-
sunkowo zlozony uklad nieliniowych réwnan, to do wyznaczenia jego rozwia-
zania wykorzystano metode iteracyjng. W tej metodzie poszukuje si¢ wektora

~ ~ T
Y = |:5¢+,y+,<p+,/11, ﬂ.z,rl,tz] € R’, ktéry spelnia réwnanie:
Y=Y(Y) (105)

gdzie ¥ : R” — R’ oznacza odwzorowanie okreslone prawymi stronami podanych
wyzej rownan.

Gdy rozpatrujemy zderzenie sprezyste lub sprezysto-plastyczne, to na podstawie
réwnan (35) nalezy sformulowac stosowne relacje uwzgledniajace szczegétowe dane
okreslajace stan kota w punkcie B. Na tej podstawie ustalamy nastepujace réwnania:

IL=pi,i=1,2 (106)

e =mi 7 |G e - A o)
my" =my" + i, - ufi||G | AT +4; (108)
Jp =Jp" —u|G|riT - u i, (109)
) =t +pv,), p>0,i=12 (110)
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vy =X+ f g’ (111)
v, =X g’ (112)

Na podstawie powyzszych relacji mozna uzyska¢ dwa nieliniowe réwnania wzgle-
dem 7 oraz 7, ktore rozwigzujemy metoda iteracyjna. Po ustaleniu ich wartoéci mozna
wyznaczy¢ wartosci predkoéci po drugiej fazie rozpatrywanego zderzenia x*, y*, ¢ .

Relacje podane w niniejszym podrozdziale dotycza wyznaczenia przyspieszenia
kota oraz jego predkosci po zderzeniu wtedy, gdy koto znajduje sie w segmentach IV,
ITiIII (rys. 7) oraz w punkcie B (rys. 8). Nie podajemy réwnan dla segmentu I, gdyz
s3 one analogiczne do réwnan segmentu I'V; natomiast réwnania w osobliwym punk-
cie A s3 podobne do opisanych wyzej réwnan dla punktu B.

Wyniki obliczer komputerowych

Rozpatrujemy plaski ruch nieodksztalcalnego kota, na ktére dzialaja ograniczenia
przedstawione na rysunkach 1, 2 i 7. Symulacj¢ ruchu kofa wykonujemy, przyjmu-
jac nastepujace wartosci parametréw kofa: masa m = 10 kg, moment bezwladnosci
J=0,05 kg m*i promien r = 0,1 m. Wymiary zaznaczone na rysunku 1 wynosza h =5 cm
oraz [ = 0,50 m. Poza tym przyjmujemy, ze przyspieszenie ziemskie wynosi g = 9,81 m/s?,
a warunki poczatkowe sg okreslone dwoma wektorami

0,8 m —5m/s
X, =10,2m|, V., =|-3m/s (113)
0 rad 0 rad/s

Na podstawie relacji zamieszczonych w rozdziale 4 ustalono dla kazdego segmentu
brzegu ograniczen (rys. 7) zestawy relacji okreslajacych przyspieszenie kota i sity reak-
cji oraz relacje okreslajace nieciagle zmiany predkosci kota spowodowane zderzeniem.

Symulacje ruchu kota przeprowadzono w przedziale czasu t € (0,1] s. Przyjeto
warto$¢ wspolczynnika tarcia pomiedzy kolem i brzegiem wiezéw u = 0,4. Rozpa-
trywano dwa zadania, ktére roznily sie jedynie wartoscig wspdtczynnika restytucji .
W pierwszym zadaniu symulowano ruch kota przy zatozeniu hipotezy zderzen pla-
stycznych 8 = 0. W przypadku drugiego zadania przyjeto 8 = 0,3, co odpowiada hipo-
tezie zderzenia sprezysto-plastycznego.

Sekwencje pofozen kota w trakcie symulacji obrazuja rysunek 10 (zderzenia pla-
styczne) i rysunek 11 (zderzenia sprezysto-plastyczne). Na tych rysunkach podano
réwniez warunki poczatkowe kola; wynika stad, ze w pierwszym okresie ruchu koto
porusza si¢ ruchem postepowym, a po pierwszym zderzeniu zaczyna si¢ obracac.
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Rvs. 10. Sekwencja potozen kota w trakcie symulacji (zderzenia plastyczne)
Fic. 10. The sequence of wheel positions during computer simulation (plastic collisions)

7RODLO: Opracowanie wiasne.
SOURCE: own elaboration.

y (m)

0.1 i 1 i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
 (m)
Rvs. 11. Sekwencja potozen kota w trakcie symulacji (zderzenia sprezysto-plastyczne)
Fic. 11. The sequence of wheel positions during computer simulation (resilient-plastic collisions)
7RODLO: opracowanie wiasne.
SOURCE: own elaboration.

Na kolejnym rysunku (12) przedstawiono dwie trajektorie (tory ruchu) zakreslone
przez srodek kota w przypadku dwoéch analizowanych zadan.

Dwa ostatnie wykresy obrazujg przebiegi czasowe polozen srodka kota oraz kata
obrotu (rys. 13) a takze przebiegi czasowe predkosci zmiany tych wielkosci (rys. 14).
Wyniki zilustrowane na zamieszczonych rysunkach wskazuja na istotne réznice w zacho-
waniu si¢ kota w zaleznosci od przyjetej hipotezy zderzenia.
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Rvs. 12. Trajektorie zakreslone przez srodek kota: zderzenia plastyczne (linia ciagta), zderzenia
sprezysto-plastyczne (linia przerywana)

Fic. 12. Trajectories circled by the center of the circle: plastic collisions (solid line), resilient-plastic
collisions (dashed line)

ZRODLO: Opracowanie wiasne.
SOURCE: own elaboration.
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Rvs. 13. Przebiegi czasowe potozen $rodka kota (a) i (b) oraz kata obrotu (c): zderzenia plastyczne
(linia ciggta), zderzenia sprezysto-plastyczne (linia przerywana)
Fic. 13. The time responses of wheel position (a) and (b) and angle of rotation (c): plastic colli-
sions (solid line), resilient-plastic collisions (doshed line)

ZRODLO: opracowanie wasne.
SOURCE: own elaboration.
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RYs. 14. Przebiegi czasowe predkosci $rodka kota (a) i (b) oraz predkosci katowej (c): zderzenia
plastyczne (linia ciggta), zderzenia sprezysto-plastyczne (linia przerywana)

Fic. 14. The time responses of wheel center velocity (a) and (b) and angular velocity (c): plastic
collisions (solid line), resilient-plastic collisions (doshed line)

ZRODLO: opracowanie wiasne.
SOURCE: own elaboration.

7. Wnioski

W pracy przedstawiono analize niegtadkiego zagadnienia ruchu ukladu mechanicz-
nego na przykladzie kota, ktérego ruch jest ograniczany.

Pokazano, ze sformulowanie niegtadkiego zagadnienia ruchu sklada sie z relacji
wyznaczajacych przyspieszenia ciat oraz z relacji okreslajacych nieciagle zmiany pred-
kosci cial spowodowane zderzeniem. Opisy tych relacji ustalono wedtug hipotez okre-
slajacych oddzialywania (reakcje) miedzy stykajacymi si¢ ciatami nieodksztalcalnymi.
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W rozpatrywanym tu przykladzie z kolem przyjete hipotezy maja jasng interpre-

tacje, dzieki czemu sformulowanie niegladkiego zagadnienia ruchu jest stosunkowo
proste. W przypadku ciala sztywnego w przestrzeni tréjwymiarowej opis reakeji jest
bardziej zlozony, a poza tym w szczegélnych polozeniach ciala nie mozna jednoznacz-
nie wyznaczy¢ jego przyspieszenia i sity reakcji. Takie osobliwe stany ukladu wyni-
kaja z przyblizonego charakteru hipotez okreslajacych sity dziatajace miedzy styka-
jacymi sie cialami, a zwlaszcza dotyczy to sity tarcia.

Niegtadkie zagadnienia ruchu poszerzaja klasyczng problematyke mechaniki

teoretycznej. Dzigki temu zwieksza si¢ zakres metod modelowania i symulacyjnych
badan ruchu oraz obcigzen maszyn, pojazdéw i elementéw konstrukeji inzynierskich.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono problem modelowania i symulacji niegladkiego zagadnienia ruchu. Roz-
patrujemy ruch uktfadu, na ktéry dzialajg niedoskonale wigzy jednostronne. Matematyczny opis
ruchu takiego ukfadu ma postaé niegladkiego zagadnienia poczatkowego (Cauchy'ego). Niegtadkos¢
tego zagadnienia oznacza, ze jego rozwigzanie wyznacza funkcja absolutnie ciagla, czyli majaca
nieciagla pierwsza pochodna. Z tego powodu, obok réwnan ruchu okreslajacych przyspieszenie
i sife reakeji, sformutowano dodatkowe zagadnienie zderzenia, opisujace skokowa zmiane pred-
koéci oraz impuls reakcji. Do wyznaczenia przyblizonego rozwigzania sformutowanego zagad-
nienia ruchu kota opracowano oryginalng metod¢ numeryczng oraz program do obliczen kom-
puterowych stuzacy do symulacji ruchu kota. Przedstawiono wybrane wyniki ilustrujace przebieg
przemieszczen i predko$ci oraz sit reakcji wiezow.

Stowa kluczowe: mechanika niegtadka, wigzy nieidealne, zderzenie, tarcie, dynamika bryly
sztywnej

Summary
The modeling and simulation of non-smooth motion problem

The paper presents the problem of modeling and simulation of non-smooth motion issue. We con-
sider the motion of the system into which imperfect unilateral constraints operate. The mathema-
tical description of the movement of such a system takes the form of a non-smooth initial prob-
lem (Cauchy's). The non-smoothness of this problem means that its solution is determined by an
absolutely continuous function, i.e. having a discontinuous first derivative. For this reason, along
with motion equations determining acceleration and reaction force, an additional collision issue
was formulated, describing the step change in speed and the impulse of reaction. To determine
the approximate solution of the formulated issue of the wheel motion, the original numerical
method was developed as well as a computer calculation program for simulating wheel motion.
Selected results illustrating the displacements and velocities as well as reaction forces of constra-
ints are presented.

Keywords: non-smooth mechanics, non-ideal constraints, impact, friction, rigid-body dynamics
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