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Wstep

Merytoryczny wstep do ksiazki podany ponizej jako ,Wprowadzenie” byl wstepem
do ksigzki w pierwszym wydaniu w wydawnictwie AGH na Akademii Gérniczo-
Hutniczej w Krakowie w 2012 roku.

Obecnie chciatbym odnie$¢ sie do nowych poprawek edytorskich, ktére wpro-
wadziliSmy z wspétautorem dr. hab. Markiem Parfieniukiem oraz podkresli¢ jego
role przy przygotowaniu nowego wydania w LaTeXu. Panu Markowi zawdzigczam
nowy wyglad wydawniczy i styl — po uzgodnieniu wszystkich aspektéw ze mna.
Poprawiono tekst, ilustracje rozszerzono o szczeg6ly tak, ze obecnie sg bardziej czy-
telne. Dokonano wiele drobnych zmian, ktére znaczaco poprawity brzmienie tekstu
i ptynno$¢ wnioskéw i dowodéw. W kilku miejscach przestawiono podrozdziaty,
zmieniono tre$¢ oraz opisy metod analiz i zostaly uporzadkowane i rozszerzone
o szereg praktycznych informaciji.

Chcialbym serdecznie podziekowac recenzentom — prof. Stawomirowi Wierz-
choniowi i dr. Grzegorzowi Rubinowi za rzetelne recenzje i stowa uznania. Dziekuje
wydawnictwu AGH za wyrazenie zgody na opublikowanie nowej wersji ksigzki
w wydawnictwie Politechniki Bialostockiej. JesteSmy wdzieczni wydawnictwu PB
za sprawdzenie i poprawe jezykowa.

A moje osobiste podziekowania kieruje panu Markowi Parfieniukowi za wielki
wklad w przygotowanie nowego wydania.

Mamy nadzieje, ze czytelnicy, a w szczegélnosci studenci kierunku informatyka
znajda to, czego oczekiwali oraz to, co potrzebowali.

Khalid Saeed
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Wprowadzenie
(Wstep do pierwszego wydania)

Cho¢ komputer jest urzadzeniem elektrycznym, przedmioty nauczania przedsta-
wiajace tresci z zakresu teorii obwodéw i elektroniki nie wzbudzaja na ogél zainte-
resowania studentoéw informatyki. Wrecz odwrotnie: padajg stwierdzenia, ze ich
nauka to strata czasu, Ze to nie jest informatyka i Ze taka wiedza nie przyda sie potem
w pracy zawodowej. Tymczasem ze wzgledu na dydaktyke znajomo$¢ podstawo-
wych elementéw i uktadéw elektronicznych oraz regut rzadzacych ich dziataniem
ma bardzo duze znaczenie dla rozwoju przysztego inzyniera. Wiedza z tej dziedziny
warunkuje bowiem zdolno$¢é rozwigzania wielu zadan, ktére moze postawié przed
nim praktyka wykraczajaca poza programowanie i administracje systemami. Jako
przyktady takich probleméw mozna wskazac identyfikacje niektérych uszkodzeni
komputeréw i zapobieganie im, ocene zuzycia energii przez system komputerowy
i dobor zasilacza czy dotaczenie do komputera nietypowego urzadzenia zewnetrz-
nego (czujnik, automat itp.) i zrozumienie jego dzialania na tyle, by napisa¢ program
obstugi. Znajomos¢ pojec takich jak moc, impedancja, czestotliwo$¢, pasmo czy
decybel stanowi tez fundament dialogu i wspélpracy ze specjalistami z innych
dziedzin w przedsiewzieciach, ktére tacza informatyke z elektronika, automatyka
czy telekomunikacjg. Wreszcie zajecia dotyczace obwodoéw elektrycznych umoz-
liwiajg doskonalenie umiejetno$ci, ktére mozna okres§la¢ mianem uniwersalnych
i ktérych opanowanie decyduje o dojrzatoSci technicznej absolwenta. Zadania ra-
chunkowe rozwijaja umiejetnos$¢ logicznego myslenia, a laboratoria doskonale ucza
planowania i organizacji pracy, w szczeg6lnosci zespotowej, dziatania w warunkach
stresu i ograniczen czasowych oraz czytania i tworzenia dokumentacji technicznej
(instrukcje/karty katalogowe, sprawozdania).

Autorzy maja nadzieje, ze niniejsza ksiazka nie tylko utatwi studentom przy-
swojenie podstaw elektrotechniki i elektroniki, ale takze nastawi ich pozytywnie
do tych dziedzin i calego powigzanego watku studiéw. Dotyczy to sprzetu kom-
puterowego i komunikacji systeméw informatycznych ze §wiatem zewnetrznym,
obejmujac dodatkowo tresci z zakresu techniki cyfrowej, projektowania uktadéw
logicznych i architektury komputeréw z jednej strony, a cyfrowego przetwarzania
obrazu i dzwieku, komunikacji multimedialnej oraz interakcji cztowiek-komputer
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z drugiej strony. Podstawowg intencja niniejszej ksiazki jest dostarczenie studen-
tom informatyki jednego petnego i wygodnego Zrédta wiedzy, ktére przedstawia
niezbedny materiat z teorii obwod6éw oraz elektroniki i w ktérym wiadomosciom
teoretycznym towarzyszg liczne przykltady i zadania. W trakcie wtasnych studiow,
a potem podczas pracy dydaktycznej, autorzy napotkali bowiem problem braku
pozycji, ktéra zaspokajataby wszystkie potrzeby studenta, a jednoczesnie nie przy-
tlaczata go. Konieczne bylo korzystanie z podrecznikéw dla wydzialéw elektrycz-
nych, oddzielnych do teorii obwodéw i do elektroniki, ktére zawieraly wiele tresci
spoza zakresu wyktadanego na informatyce, odwracajac uwage czytelnika od tego,
co mu przydatne. W zwigzku z tym, na podstawie swoich do§wiadczen, autorzy
dokonali uwaznej selekcji materialu, uzupetniajac go dygresjami, ktére wykazuja
zwiazki przedstawianych wiadomosci z informatyka.

Ksigzka odzwierciedla wyktady z teorii obwodéw oraz elementéw i uktadéw
elektronicznych dla studentéw kierunku informatyka, ktére prowadzitem przez pra-
wie 35 lat na o§miu r6znych uczelniach w Polsce i za granica. Rozdziaty dotyczace
elementéw i uktadéw elektronicznych to przedstawienie moich wyktadéw z elektro-
niki. Zostaly one bardzo umiejetnie opracowane przez dra Marka Parfieniuka, ktéry
najpierw wyktadéw wystuchat (jako wyrézniajacy sie student), a p6Zniej wspot-
pracowal ze mng jako prowadzacy ¢wiczenia i laboratorium znakomity asystent
Wydzialu Informatyki Politechniki Biatostockie;.

Pierwsze siedem rozdziatéw byto recenzowanych przez profesora Stanistawa
Bolkowskiego oraz profesora Stawomira Wierzchonia, za$ cato$¢ ksigzki recenzo-
wal profesor Marek Idzik. Ich uwagi przyczynity sie do poprawy jakosci ksigzki,
za co chcialbym im serdecznie podziekowac.

Khalid Saeed
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Przedmowa do pierwszego
wydania

Ksigzka profesora Khalida Saeeda i jego asystenta, dra Marka Parfieniuka, zatytu-
towana Wprowadzenie do uktadow elektrycznych i elektronicznych dla studentow
informatyki, ktéra mam przyjemnos$c¢ otwierac ta przedmowa, jest dzietem zdecy-
dowanie godnym uwagi. Powiem wiecej: jako autor blisko stu podrecznikéw i jako
nauczyciel akademicki z ponad 40-letnim stazem pozwalam sobie te ksiazke goraco
tu rekomendowaé. Pozwole sobie wyjasni¢, dlaczego ja tak chwale.

Po pierwsze jest to wyjatkowo dobrze przygotowany podrecznik z zakresu tytuto-
wych uktadéw elektrycznych i elektronicznych. W tym zakresie gtéwng zaleta ksigzki
jest fakt zebrania w niej w jednym miejscu wszystkich tych wiadomo$ci, ktérych
normalnie trzeba szuka¢ w wielu r6znych podrecznikach, artykutach i monogra-
fiach naukowych. Takie cato$ciowe ujecie jest dzi$ rzadkos$cia, bo nauka i technika
lubig sie obecnie zagtebiaé w szczegoty oraz drazy¢ bardzo waskie i specjalistyczne
aspekty. Wynika to z logiki rozwoju catej nauki oraz techniki. Rozleglo$¢ i stopient
zaawansowania wspoélczesnej wiedzy powoduje, ze nowatorskie odkrycia naukowe,
a takze innowacyjne rozwigzania techniczne wymagaja koncentracji uwagi na wa-
skich szczegoétach, gdyz tylko w ten sposéb mozna co$ nowego odkry¢ lub co$
znaczgco usprawnic. Na takich waskich aspektach skupiaja wiec uwage badacze
i konstruktorzy osiagajacy sukcesy.

To jednak formuje ich intelektualnie. Nic wiec dziwnego, ze gdy kto$ cieszacy sie
zastuzong stawa odkrywcy lub wynalazcy zostaje poproszony, zeby — jako autorytet
wr danej dziedzinie — napisal podrecznik dla studentéw, to koncentruje sie takze
w tekscie tworzonej ksigzki na owych waskich aspektach, ktérych zbadanie przy-
niosto mu stawe. Tymczasem te specjalistyczne aspekty sa oczywiScie interesujace,
ale gtéwnie z punktu widzenia samych autoréw. Takie specjalistyczne ujecia, ktére
zaglebiaja sie w waskie i szczegblowe zagadnienia, a jednocze$nie nie dostarczajq
wiedzy calo$ciowej i podstawowej — sa prawdziwg zmorg studentéw. Niestety takie
sg podreczniki pisane przez wigkszo$¢ badaczy i kreatywnych inzynieréw, a ob-
serwowane z punktu widzenia studentéw, powoduja one efekt, ktoéry najtrafniej
ujmuje stare powiedzenie: ,,Spoza drzew nie wida¢ lasu”.

Zajmuje sie analizg i oceng podrecznikoéw akademickich z géra ¢wieré wieku
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i stwierdzam, ze wiekszo$¢ autoréw ksigzek nawet tych deklarowanych jako pod-
reczniki na poziomie elementarnym, unika wyjasniania spraw podstawowych, ogél-
nych i w istocie elementarnych. Dla autoréw tych ksigzek owe sprawy podstawowe
i ogdlne sg tak oczywiste jak abecadto, dlatego trudno jest im zwykle wrecz wyobra-
zi¢ sobie, ze dla kogo$ to wlasnie jest nieznane i niewiadome. Student to powinien
umie¢ réwnie dobrze jak pisac i czytac!

Tymczasem nie rodzimy sie ze znajomos$cig nawet najprostszych faktéw nauko-
wych, a szkola srednia zwykle tez nie dostarcza potrzebnej wiedzy w wymaganej
ilosci i przyzwoitej jakosci. Dlatego nawet najprostsze fakty bywaja czasem prze-
szkoda nie do przebycia dla poczatkujacych studentéw, bo ich po prostu nie znaja,
a poznac ich nie moga, bo nie ma skad.

Pisze o tych wszystkich mankamentach typowych podrecznikéw akademic-
kich, poniewaz zapowiadana tu ksigzka jest inna. Gtéwny Autor, profesor Khalid
Saeed, bedacy wybitnym informatykiem, stworzyl (wraz ze swoim asystentem)
jedyny w swoim rodzaju podrecznik elektrotechniki i elektroniki dla studentéw
informatyki. Podrecznik ten jest obszerny (11 rozdziatéw!) i skupia sie wlasnie na
tych sprawach podstawowych i ogélnych, ktérych w wiekszosci podrecznikéw nie
omawia sie wcale albo ktére sg omawiane krétko, zdawkowo, ogélnikowo. To ogrom-
nie ulatwia nauke, a takze pozwala na uzyskanie calo§ciowego pogladu czytelnika
na bardzo rozlegla i bogata w szczeg6ty dziedzine obwodow i systemoéw elektrycz-
nych i elektronicznych.

Autor we wstepie stwierdza, ze napisat te ksigzke po to, zeby studenci informa-
tyki mogli poznaé zagadnienia uktadéw elektrycznych i elektronicznych wr zakresie
i w stopniu, wjakim im to bedzie potem potrzebne w pracy zawodowej informatyka,
nie siegajac do zbyt obszernych i zbyt trudnych dla nich w tym zakresie podreczni-
kéw uzywanych na wydziatach elektrycznych. Jest to zamierzenie trafne i ze wszech
miar godne poparcia. Jednak jako absolwent wydziatu elektrycznego po przeczy-
taniu tej ksigzki musze stwierdzi¢, iz ogromnie Zzatuje, Ze w czasach, kiedy ja sam
studiowalem na Wydziale Elektrycznym AGH nie mieli$my (wraz z moimi kolegami)
do dyspozycji podobnego podrecznika. Pamietam wlasnie z moich czaséw studenc-
kich, a takze z okresu kiedy zaczynatem prace jako mlody asystent, ze trudno$ci
problematyki obwodéw elektrycznych i elektronicznych bywaty dla wielu os6b
barierg nie do przebycia —i ,,odsiew” na tym wydziale elektrycznym byt naprawde
ogromny. Dostepno$¢ takiej ksiazki, jak prezentowany tu podrecznik profesora Kha-
lida Saeeda, mogtaby uratowac¢ wielu moich kolegéw od ostatecznej kleski, jaka byta
konieczno$¢ rezygnacji z ulubionego kierunku studiéw (elektrotechniki, elektroniki,
automatyki, telekomunikacji itp.) w zwigzku z porazajaca trudnoscia przebrniecia
przez stynne w catej Akademii Gérniczo-Hutniczej kolokwia z teorii obwodo6w.

Przegladajac ksiazke profesora Khalida Saeeda za jej szczeg6lny walor uznatem
sposéb prezentacji wiekszo$ci zagadnien poprzez przyktady typowych probleméw,
dla ktérych w ksigzce przedstawiono gotowe rozwigzania. Wlasnie te rozwigzane
zadania, w polaczeniu z zadaniami, w przypadku ktérych dopiero czytelnik sam
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musi dostarczy¢ odpowiedzi, stanowia gléwna zalete ksiazki dostarczajacej nie
tylko gotowej do uzycia wiedzy, ale takze gwarantujacej wtasciwe jej wykorzystanie.

Wyklad przedstawiony w ksigzce jest systematyczny i bardzo dobrze skoncen-
trowany na najwazniejszych zagadnieniach, dzieki czemu czytelnik nie traci czasu
na studiowanie zagadnieti mato waznych czy mato przydatnych, za$ poglebione
uwagi i dyskusje, towarzyszace wykltadanym tezom, sktaniajgq do dalszych wlasnych
studiéw i stwarzajg podstawe do potraktowania problematyki obwoddéw i syste-
mow elektrycznych nie tylko jako zasobu wiadomos$ci koniecznych do pojeciowego
i koncepcyjnego przyswojenia, ale takze jako fascynujacej przygody intelektualne;j.

Na koniec jeszcze jedna uwaga. Sam od lat wyktadam (metody sztucznej inteli-
gencji) na kierunkach informatyka, informatyka stosowana oraz informatyka i eko-
nometria (ten ostatni na Uniwersytecie Ekonomicznym). Znam w zwiazku z tym
z wlasnej praktyki nastawienie studentéw informatyki, ktérzy wszystko, co nie wiaze
sie bezposrednio z komputerami i ich programowaniem, traktuja jako rzecz mato
wazna i niepotrzebnie zajmujaca czas. Jest wiec wysoce prawdopodobne, ze bioracy
do reki ten tom student informatyki, bedzie to czynit z niechecia, pod przymusem
wynikajacym z programu studiéw, bez przekonania. Wszystkich takich nieprzeko-
nanych zachecam goraco, zeby zanim wgryza sie w tre$¢ ksiazki, zechcieli przeczy-
tac jej wstep. W tym wstepie profesor Khalid Saeed, o ktérym moge zaswiadczy¢,
ze jest informatykiem ,,z krwi i koSci”, cieszacym sie ogromnym autorytetem wsréd
polskich informatykéw, ale majacym takze wybitna pozycje na arenie miedzynaro-
dowej, ttumaczy, dlaczego wlasnie ta wiedza, zawarta wtasnie w tym podreczniku,
jest wrecz nieodzowna wtasnie informatykom. Warto przeczytac tych kilka madrych
i bardzo trafnych uwag, gdyz dzieki temu czytanie calej dalszej tresci podrecznika
bedzie tatwiejsze i przyjemniejsze.

Prof. zw. dr hab. inz. Ryszard Tadeusiewicz
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Rozdzial 1

Podstawy teorii obwodow
elektrycznych

Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale przedstawione zostaly ogélne podstawy elektrostatyki oraz
teorii pola elektrycznego i magnetycznego. Przyjeto, ze czytelnik zna juz pojecie ta-
dunku i niektére inne elementarne fakty z zakresu teorii pola elektrycznego i magne-
tycznego, ale podano wszystkie definicje i prawa, ktére sg niezbedne do rozwazan
w pozostalej czesci ksigzki.

1.1 Natezenie pola elektrycznego

Aby objasni¢ pojecie pola elektrycznego i jego natezenia, najpierw zdefiniujmy site
elektryczna, ktéra dziala na tadunek znajdujacy sie w otoczeniu innych tadunkéw.
Zgodnie z prawem Coulomb{l, sila elektryczna F, ktéra wynika z oddziatywania
dwéch tadunkéw ¢, i go, jest wprost proporcjonalna do iloczynu ich wartosci,
a odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci r miedzy Srodkami ich mas:

q1-q2

F=k=

(1.1)

Jezeli q; i g» sa okreS§lone w kulombach [C], za§ r — w metrach [m], to jed-
nostka F sg niutony [N]. Dla prézni, ktéra charakteryzuje sie przenikalnoscia

elektryczna € ~ 8,854 -10712 N.C;Z , wspolczynnik proporcjonalnosci kK ma warto$¢

1 :9_109 N-m?

47eg cz

1 Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806) — francuski fizyk, ktérego prawo zostalo opubliko-
wane w 1785 roku.
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Polem elektrycznym jest nazywana wlaSciwo$¢ przestrzeni sprawiajgca,
Ze na umieszczone w niej natadowane ciato dziata sila, ktéra zalezy od tadunku
zgromadzonego w ciele oraz natezenia pola w miejscu potozenia ciata. Pole
elektryczne wystepuje w otoczeniu ciala natadowanego, ktore jest Zrédtem pola.

Natezenie pola okresla sile, ktéra dziata na jednostkowy tadunek dodatni,
ale samo jest okreslone stosunkiem sity F, ktéra dziala na tadunek prébny ¢o:

E=— (1.2)
qo
Ladunek prébny nie moze zaburzaé pola, czyli musi by¢ znacznie mniejszy od ta-
dunku wytwarzajacego pole. Jest pozadane, by qo — 0, przy czym nawet elemen-
tarny tadunek elektronu (1,6 - 107! C) bylby zbyt duzy w przypadku podobnie
matego tadunku Zrédlowego.
Jednostka natezenia pola jest [N/C]. Poniewaz ¢ jest wielko$cig skalarna, za$s
F — wektorem, E jest wektorem skierowanym zgodnie z F.

Podstawiajac q i go do (I.1), za ¢, i g2, a nastepnie taczac réwnania i([@.2),
mozna uzyskac bardziej praktyczna zalezno$§¢:

E= kr—q2 (1.3)

ktéra okresla natezenie pola w odlegtosci r od tadunku g wytwarzajacego to pole.

1.2 Potencjalinapiecie elektryczne

Praca W, ktéra jest potrzebna, by przesunaé tadunek prébny ¢ z nieskoriczono$ci
do okreslonego punktu w polu elektrycznym wytwarzanym przez fadunek g, okresla
potencjat

_w
9o

czyli wielko§¢ skalarna, ktérej jednostka jest WOIIEI [V], tozsamy z ilorazem dZuleﬂ
i kulomba [J/CI].

Przyjmujac inny punkt widzenia, mozna rozpatrywaé przemieszczenie tadunku
probnego miedzy dwoma punktami pola elektrycznego wytwarzanego przez la-
dunek g. Wtedy interesujaca staje sie r6znica potencjatéw w tych punktach, czyli
napiecie elektryczne U.

U (1.4)

2 Alessandro Volta (1745-1827) — whoski fizyk, wynalazca pierwszego ogniwa elektrochemicznego
(galwanicznego).
3 James Prescott Joule (1818-1889) — brytyjski fizyk, twérca teorii elektromagnetyzmu.
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Poniewaz praca jest rowna sile pomnozonej przez przemieszczenie, tatwo
mozna wykazaé, ze wyrazenie
q
U=k— (1.5)
r

okresla napiecie miedzy srodkiem tadunku g a punktem odlegtym od niego o r.

Biorac pierwsza pochodna z réwnania (1.5) i por6wnujac uzyskany wynik z (1.3),
mozna wyprowadzi¢ nastepujacy zwiazek:

dUu

O (1.6)

z ktérego wynika, ze natezenie pola jest tozsame z gradientem potencjatu i mozna
je mierzy¢ w [V/ m]. Znak minus oznacza, ze E jest skierowane przeciwnie do ‘(ij—lrj.

Réwnanie (1.6) mozna zapisa¢ w formie catkowej:
b b
U:de:—fEdr:Ub—Ua 1.7
a a

gdzie a i b oznaczajg punkty pola odlegle o r, a U, i U, — potencjaly w tych
punktach. Jezeli a lezy w nieskoriczono$ci, czyli U, = 0V, co wynika z podstawienia
r — oo do réwnania (1.5), to

b
szEdrzUb (1.8)
a

W przypadku pola jednorodnego U = Er, czyli E = U/r, co mozna udowodnié
bezposrednio na podstawie réwnan i (1.5).

1.3 Pojemnos¢ elektryczna i kondensatory

1.3.1 Kondensator

Kondensator tworza dwie ptyty z materialu przewodzacego, odizolowane od sie-
bie substancjg nieprzewodzaca i wyposazone w wyprowadzenia (zaciski), ktérymi
mozna doprowadzi¢ napiecie z zewnatrz. Napiecie powoduje zgromadzenie si¢
na ptytach tadunkéw réwnych co do wartosci bezwzglednej ale przeciwnych. Maga-
zynujac tadunek, kondensator przechowuje energie w formie pola elektrycznego,
a jego zdolno$¢ do tego jest okreslona pojemnoscig C. Odwrotno$¢é pojemnosci,
1/ C, jest nazywana elastancja.
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Jezeli na kondensatorze nalezy utrzymywacé napiecie U woltéw, aby natado-
wac jedng plyte do +¢g kulombéw, a tym samym druga do —q kulombéw, to jego
pojemnos$¢ wynosi

C= (1.9)

q
U
farad()wE] [F].

Pojemnos¢ zalezy od powierzchni ptyt A, odlegto$ci miedzy nimi d oraz przeni-
kalnosci elektrycznej materiatu izolacyjnego (dielektryka) . Wielko$ci te sa powia-
zane w nastepujacy sposob:

A

C=¢= 1.10
Ed ( )

Poniewaz farad odpowiada bardzo duzej pojemnosci, w praktyce zwykle uzy-
wane sg jednostki wtorne, ktore okreslajg pojemnosSci znacznie mniejsze: mikro-
farad (1 uF = 107%F), nanofarad (1nF=10"2F) i pikofarad (1 pF = 10712 F). Takich
rzedéw pojemnosSciami charakteryzuja sie typowe kondensatory do urzadzen elek-
tronicznych powszechnego uzytku.

W produkowanych komercyjnie kondensatorach izolator charakteryzuje sie
rezystancja skoriczona, ale bardzo duza, np. 10000 M (zob. podrozdziat[1.9).

Kondensatory mozna laczy¢ na r6zne sposoby w celu uzyskania mniejszej
lub wiekszej pojemno$ci wypadkowej. Podstawowe znaczenie majq potaczenia sze-
regowe i rownolegle, ktérych przyktady pokazano na rys. Ten sam rysunek ilu-
struje pojecie pojemnosci zastgpczej, czyli oznaczanej symbolem Ceq pojemnosci
abstrakcyjnego kondensatora, ktory jest rwnowazny (ang. equivalent) polaczeniu
wielu elementéw pod wzgledem wypadkowego napiecia i tadunku.

a) <)

b)
C C C ’ ’
——F
-— < = G |6 |G _[Ce
UTT“ U

Rysunek 1.1: Polaczenie kondensatoréw: (a) szeregowe i (b) réwnolegte oraz (c) pojemnos¢
zastepcza

1.3.2 Szeregowe polaczenie kondensatoréw

Jezeli kondensatory sa potaczone szeregowo, tak jak na rys. 1.1, to w kazdym
z nich gromadzi sie taki sam tadunek, ktéry jest réwny wypadkowemu tadunkowi

4 Michael Faraday (1791-1867) — brytyjski fizyk i chemik.
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w uktadzie:
a=q1 = 492 = g3 (1.11)

Na elementach wystepuja spadki napie¢, ktére sg okreslone réwnaniem (1.9), czyli
zalezg od pojemnoSci. Jednocze$nie zachodzi bilans napieé

U=U +U; + Us (1.12)

przy czym wypadkowe napiecie jest rozdzielane proporcjonalnie do pojemnosci,
wiec
4 _ 9,9 3_49,9,9
skad
1 1 1 1
B (1.13)
Cq C G G

gdzie Ceq symbolizuje zastgpcza pojemnosc szeregowego polaczenia trzech kon-
densatoréw.

Przyklad 1.1

Obliczy¢ napiecia i fadunki na kondensatorach potaczonych szeregowo, tak jak na
rys.[L.Ip, majac dane: C; = 10uF, C, = 20uF, C3 = 30uForaz U = 12V.

Rozwiazanie
Najpierw, wykorzystujac réwnanie (I1.13), obliczamy zastepcza pojemno$c

1 1 1 1 11
- — 4 — = —
Ceq 10u 20 30 60

czyli Ceq = 5,5 pF. Ladunek zgromadzony na pojemnosci zastepczej
q=Ceq-U=5,5uF-12V=65uC

jest ré6wny tadunkom zgromadzonym na poszczegélnych kondensatorach:
q1 = g» = g3 = ¢q. Zatem napiecia na elementach sg réwne:

65 1C

U =L 2K g5y
Ci  10uF
65 1uC

= 42O _5 4y
C2 ZO/JF
65 uC

= L2y oy
Cs  30uF
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1.3.3 Roéwnolegle polaczenie kondensatorow

W przypadku potaczenia réwnolegtego, takiego jak na rys.[1.Ib, do kazdego kon-
densatora doprowadzone jest to samo napiecie, Uy = U, = Us = U. Catkowity
zgromadzony tadunek, dostarczony ze Zrédta napiecia, zostaje natomiast rozdzie-
lony pomiedzy kondensatory, g = q1 + g2 + g3, odpowiednio do ich pojemno$ci:

CeqU= CiU;+ CUy + C3Us

czyli
Ceq=C1+C2+C3 (1.14)

Zatem zastgpcza pojemnosc Ceq potaczenia rownoleglego jest okreslona suma
poszczegblnych pojemnoSci.

Przyklad 1.2

Obliczy¢ napiecia i fadunki na kondensatorach potaczonych réwnolegle, tak jak
narys.[L.1a, wiedzac, ze C; = 10uF, C, = 20uF, C3 = 30uFiU = 12V, czyli war-
tosci sg takie same jak w przyktadzie

Rozwiazanie
Tak jak w przykiadzie rozpoczynamy od obliczenia pojemnosci zastepczej Ceq.
Tym razem wykorzystujemy jednak wzor (1.14):

Ceq = C1 +Cs +C3 = 10+20+ 30 = 60 [1F]

Napiecie na zaciskach kazdego z kondensatoréw jest takie samo i réwne napie-
ciu na pojemnosci zastepczej, U = 12V. Zatem tadunki zakumulowane w poszcze-
gblnych kondensatorach sg okreslone nastepujgco:

g1 =C U =10pF-12V =120 uC
g2 = CoU =20 uF - 12V = 240 uC

g3 = C3U =30 uF - 12V = 360 uC
O

1.3.4 Wytrzymalos$¢ dielektryczna

Kazdy dielektryk (izolator) charakteryzuje sie wtasciwg sobie tolerancja na doprowa-
dzona do niego réznice potencjatow. Jezeli zostaje przekroczone okreSlone napiecie
graniczne, to nastepuje przebicie: dielektryk traci (trwale lub chwilowo) wlasciwo$ci
elektroizolacyjne, wskutek czego przeplywa przezen prad o duzym natezeniu.

Za przyktad moze postuzy¢ zjawisko wytadowania atmosferycznego. Wiadomo,
Ze miedzy chmurami a ziemia jest pojemno$c¢ z powietrzem w roli izolatora. Kiedy
réznica potencjaléw miedzy nimi staje sie bardzo wysoka (powiedzmy 100 MV,
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ktéra to wartosc jak najbardziej mozliwa), to przez powietrze zaczyna ptynac bardzo
duzy prad, czego przejawem jest btyskawica.

W efekcie przebicia wiekszo$¢ dielektrykéw ulega nieodwracalnemu uszkodze-
niu i traci wlasciwosci elektroizolacyjne. Niektore izolatory ciekle i gazowe sg jednak
zdolne do regenerowania sie.

Podatno$¢ substancji na przebicie jest okreslana wytrzymatoscig dielektryczna,
czyli graniczng warto$cig natezenia pola elektrycznego, E, ktéra okresla minimalne
napiecie powodujace przebicie warstwy izolatora o jednostkowej gruboSci.

1.3.5 Energia w kondensatorach

Rysunek|[1.2] pokazuje wielko$ci elektryczne w naladowanym kondensatorze. Ide-
alny kondensator nie pozwala, by tadunki przechodzily miedzy jego oktadkami,
tylko akumuluje je na oktadkach, miedzy kté6rymi wystepuje pole elektryczne. Pole
jest bezposrednim przejawem gromadzenia si¢ energii w kondensatorze. Przepisu-
jac rownanie w postaci rézniczkowej U = % iwykorzystujac U = q/C, mozna
stwierdzi¢, ze do zakumulowania tadunku g potrzebna jest praca (czyli energia)

q
1> 1
mszquzfgdq=§%7=§CU2 (1.15)
0

Jest ona sktadowana wewnatrz kondensatora w postaci energii elektrycznej
(zob. podrozdziat(1.10).

/// E \\\
P S I
+ —_—— —— _—— —— —
g Tl -
q9 4 - - _ 9
N > - ,
N E _7
~->_ -
”
\ U

Rysunek 1.2: Pole elektryczne w naladowanym kondensatorze
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Poniewaz w kondensatorze pole elektryczne jest jednorodne, a dla takiego pola
U = E r, jak wspomniano na konicu podrozdziatu[1.2}

1
W= 5CrZE2 (1.16)

co oznacza, ze W jest proporcjonalne do E?. Na podstawie réwnania mozna
podstawi¢ C = %, uzyskujac zalezno$¢ W = %EAI’EZ. Poniewaz Ar jest objetoscia
kondensatora, mozna okresli¢ gesto$¢ energii, czyli energie przypadajaca na jed-
nostkowg objetos¢

w 1
—_— Y = —EEZ (117)
objetos¢ 2

1.4 Prad elektryczny

Prad elektryczny jest definiowany ogélnie jako uporzadkowany ruch tadunkéw,
ktére mogg by¢ dodatnie lub ujemne, zaleznie do sytuaciji.

Za najbardziej podstawowy mozna uznac prad elektronowy, ktory wystepuje
w metalach. Metale sg bardzo dobrymi przewodnikami, gdyz wystepuja w nich
liczne wolne elektrony, ktére utracity zwiazek z atomami i sg w ciaglym przypadko-
wym ruchu. Jezeli takie elektrony znajdg sie w polu elektrycznym, wskutek przyto-
Zenia napiecia do brzegéw obiektu metalowego, to bedg one poruszac sie w sposéb
uporzadkowany, w kierunku przeciwnym do zwrotu natezenia pola.

W szczegblnosci napiecie U doprowadzone do koricéw a i b przewodu o dtu-
godci I i powierzchni przekroju poprzecznego A, tak jak na rys. powoduje
wystapienie pola elektrycznego o natezeniu E = U / [, skierowanym od b do a, czyli
wywotujacym ruch elektronéw od a do b.

<
-
il Eﬂe )

Rysunek 1.3: Przewd6d dotgczony do napiecia U
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W niektérych substancjach pole elektryczne powoduje przemieszczanie sie
jonow, ktére moga charakteryzowac sie tadunkiem dodatnim lub ujemnym, czyli
moga poruszac sie zgodnie ze skierowaniem pola lub przeciwnie.

Istniejq tez substancje, w ktérych miejscowo moze wystepowac fadunek dodatni
zwigzany z niezréwnowazonym protonem w atomie opuszczonym przez jeden
z elektron6w. Gdy do takiego atomu przejdzie elektron z atomu sasiedniego, , dziura
elektronowa” znika, ale nowa pojawia sie w atomie sgsiednim. Zewnetrzne pole
elektryczne ukierunkowuje przechodzenie elektron6w w taki sposéb, ze miejsce
wystapienia tadunku dodatniego zmienia sig, jakby to on przemieszczat sie, chociaz
protony nie mogg przechodzi¢ miedzy atomami. Takie zjawisko jest nazywane
pradem-przewodnictwem dziurowym.

Poniewaz ruch fadunkéw ujemnych mozna utozsamiac¢ z przeciwnie skierowa-
nym ruchem tadunkéw dodatnich, podczas analizowania obwodéw zwykle mozna
nie wnika¢ w nature przewodnictwa i méwi¢ po prostu ogélnie, ze prad ptynie.
Jezeli trzeba rozpatrywac tadunki w elementach obwodu, to powszechnie stoso-
wana jest konwencja, ze prad polega na przemieszczaniu sie tadunkéw dodatnich,
nawet jezeli poruszajq sie elektrony lub jony ujemne. Takie zatozenia utatwiajg
zachowanie spdjnosci i przejrzystosci rozwazan.

Podstawowa wielko$cig charakteryzujaca prad jest jego natezenie, okreSlone
szybkos$cig zmian fadunku:

_da(
- dr

i mierzone w amperaclﬂ [A] , ktére odpowiadajg kulombom na sekunde [C/s]. Wy-
stgpienie niezerowego natezenia mozna utozsamiac z przeptywem pradu, wiec
prad ijego natezenie sg oznaczane tym samym symbolem na schematach i we wzo-
rach, a w opisach czesto pomijane jest stowo ,natezenie”. Zamiast méwic §cisle
»prad o natezeniu x A”, mozna powiedzie¢ ,prad x A”.

Przystepujac do analizowania obwodu, nalezy oznaczy¢ prad na schemacie,
umieszczajac na linii, ktéra symbolizuje potaczenie lub zacisk elementu, strzatke
wskazujaca kierunek przeptywu pradu, w sensie ruchu tadunkéw dodatnich. W ni-
niejszej ksigzce zwrot pradu jest oznaczany strzatkg z grotem zamknietym i zaczer-
nionym, a zwrot napiecia — strzatka z grotem otwartym, aby utatwi¢ rozréznienie
wielkoSci elektrycznych.

Chociaz tadunki dodatnie musza poruszaé¢ sie od potencjalu wiekszego
do mniejszego, nie zawsze wiadomo, z ktérej strony elementu wystepuje potencjat
ujemny, wiec nie mozna przewidzie¢ kierunku, w ktérym plynie prad.

Zwykle mozna zatozy¢ dowolny kierunek przeptywu pradu. Trzeba jedynie
zwraca¢ uwage na skierowanie pradu wzgledem napiecia na elemencie, ktére musi
by¢ zgodne ze wzorami opisujacymi dziatlanie danego elementu. Na przyktad prad
w oporniku zawsze trzeba skierowa¢ przeciwnie do napiecia. Nalezy tez konse-

i(t) (1.18)

5 Andre Marie Ampere (1775-1836) — francuski fizyk i matematyk.
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kwentnie zapisywa¢ wzory zgodnie z zatozonymi kierunkami pradéw i napiec. Jezeli
nasze zatozenia okazg sie niewlasciwe, to z obliczerr wynikng po prostu ujemne
warto$ci. Minus przy natezeniu pradu oznacza, ze prad ten ptynie w kierunku
przeciwnym do zalozonego, oznaczonego strzatka.

1.4.1 Rodzaje pradu elektrycznego

Prad elektryczny jest nazywany pradem statym i oznaczany wielka literg I, gdy jego
natezenie jest zawsze takie samo. Gdy natezenie zmienia sie w czasie, to méwimy
o pradzie zmiennym i stosujemy oznaczenie i(t). Czasami w celu odréznienia
pradu statego od zmiennego wykorzystywane sg skroty wywodzace sie z literatury
anglojezycznej: d.c. (ang. direct current) i a.c. (ang. alternating current).

Na og6t przeptyw pradu jest powodowany przez Zrédla, ktére wprowadzajq
energie do obwodu z zewnatrz. Prad moze tez jednak ptynaé wskutek przemian
energii zgromadzonej wewnatrz obwodu, np. naladowany kondensator wywotuje
przeplyw pradu w dotaczonym réwnolegle oporniku. W drugim przypadku moéwi
sie o pradzie nieustalonym.

Prad staty jest rozpatrywany w rozdziatach[2i[8] zmienny — w rozdziatach[4]i
za$ pojecie pradu nieustalonego stanowi gléwny przedmiot rozwazan w rozdziale([7]
niniejszej ksigzki.

1.4.2 GestoS¢ pradu

Prad elektryczny, jako ruch fadunkéw, mozna charakteryzowac nie tylko nateze-

niem I, ale tez gestoScig

]—i (1.19)
=~ )

gdzie A oznacza powierzchnie przekroju poprzecznego przewodnika. Gestosé
pradu pozwala bada¢ rozktad tadunku w objetosci przewodnika i zdefiniowac
wielko$ci charakteryzujace przewodnictwo substancji.

1.5 Rezystancja

Chociaz przewodnik jest substancja, ktéra ma wlasciwosci sprzyjajace przeptywowi
pradu, to jego atomy zawsze w pewnym stopniu hamujg ruch tadunkéw. Dlatego
napiecie doprowadzone do koricow przewodu powoduje prad, ktérego nateze-
nie jest ograniczone i $cisle okreslone. Zalezy ono nie tylko od napiecia, ale tez
od wymiaréw, materiatu i temperatury przewodu.

Parametry przewodu zwykle mozna rozpatrywac tacznie, jako jedna wielkos¢,
ktéra jest nazywana rezystancja (oporem elektrycznym) i zdefiniowana nastepu-

jaco:

(1.20)

ool

28



Saeed & Parfieniuk

gdzie [ symbolizuje dtugos¢ przewodu, A jest polem jego przekroju poprzecznego,
za$ p jest rezystywnos$cig materiatu, z ktérego przewdd zostal wykonany.

Wrtasciwosci elektryczne substancji, czyli takze charakterystyki przewodow i ele-
mentow, zalezg od temperatury. WartoS$ci rezystywnoSci i rezystancji sq zatem zwy-
kle podawane z zastrzezeniem, ze dotyczg one specyficznej warto$ci temperatury,
najczesciej temperatury pokojowe;j.

Opor R jest mierzony w omaclﬁ[()]. Jezeli [ jest okreSlone w metrach [m], za§ A
w metrach kwadratowych [m?], to jednostka p jest Q- m.

Odwrotno$¢ rezystancji, G = 1/ R, jest okre§lana mianem konduktancji i mie-
rzona w simensach [S].

Odwrotno$¢ rezystywnosci, o = 1/ p, nosi nazwe konduktywnosci i jest mie-
rzona w [Qm] ™. Wykorzystujac ja, mozna zapisaé w alternatywnej formie:

11
R=—— (1.21)
gA

Przewody potaczeniowe powinny charakteryzowac sie jak najlepszym prze-
wodnictwem, czyli jak najmniejsza rezystancja. W obwodach elektrycznych i elek-
tronicznych wykorzystywane sa tez jednak elementy nazywane rezystorami albo
opornikami, ktérych zadaniem jest realizowanie okreslonej rezystancji. Odmiane
opornikéw stanowig reostaty i potencjometry, ktérych rezystancje mozna regulo-
wac pokrettem lub suwakiem.

Rezystancje wytwarzanych opornikéw sg znormalizowane. Moga by¢ okre$lone
tylko iloczynem potegi 10 i warto$ci ze specyficznego szeregu. Na przyklad sze-
reg E12 obejmuje wartosci: 10, 12, 15, 18, 22, 27, 33, 39, 47, 56, 681 82.

W odréznieniu od kondensatoréw, oporniki nie magazynuja energii elektrycz-
nej, tylko przeksztatcaja ja w energie termiczng (zob. podrozdziat[I.10), nagrzewajac
sie i rozpraszajac cieplo do swojego otoczenia.

1.5.1 Laczenie rezystorow

Rezystory moga by¢ 1gczone szeregowo, rownolegle lub w spos6b mieszany. Po-
dobnie jak w przypadku kondensatoréw, czasem przydatne jest rozpatrywanie
rezystancji zastepczej, ktoéra jest rtownowazna okreslonej sieci opornikéw pod wzgle-
dem napiecia i natezenia pradu na zaciskach taczacych te sie¢ z pozostatg czescia
obwodu. Te abstrakcyjng wielko$¢ objasnia rys.

Rysunek [1.5] pokazuje polaczenie szeregowe i réwnolegte trzech opornikéw.
Nizej podajemy wzory na odpowiednie rezystancje zastepcze. Dowody tych formut
zostaly zamieszczone w rozdziale[2|jako podstawowe zastosowania praw Kirchhoffa.

6 Georg Ohm (1787-1854) — fizyk niemiecki.
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! !
a —»—e a
U |:> []Req U
b S

Rysunek 1.4: Rezystancja zastepcza potaczenia rezystorow

NN [Ja ] []»

Rysunek 1.5: Polaczenie rezystoréw: (a) szeregowe i (b) réwnolegle

Jezeli Ry, R, i Rs sa potaczone szeregowo, tak jak na rys.[1.5f, to rtéwnowazna
rezystancja miedzy a i b jest okreslona suma:

Req =Ri+Ry+R3 (1.22)

wiec przewyzsza najwiekszy z potaczonych oporéw (zob. pytanie(Q1.3).
Jezeli te same rezystory sa potaczone rownolegle, tak jak na rys.[1.5p, to rezy-
stancja zastepcza Req jest okreSlona wyrazeniem:
1 1 1 1 R, Ry Ry
—_— =t =+ = = Req=
Req Ry Ry R3 Ri-Ry+Ry-R3+ Ry-R3

(1.23)

W réwnaniu odwrotnosc Req jest sumg odwrotnosci faczonych rezystan-
Cji, wiec Req ma warto$¢ mniejszg od najmniejszej z rezystancji (zob. pytanie
i problem [P1.5). Wiecej szczegétowych informacji na temat potaczenia réwno-
leglego znajduje sie w rozdziale |2} gdzie zaleznos¢ (1.23) zostata przedstawiona
w kategoriach konduktancji jako réwnowazny wzoér (2.20).
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Przyklad 1.3
Obliczy¢ rezystancje zastepcza miedzy zaciskami a i b uktadu z rys.

'1_0|
10
do | oo |0
10

Rysunek 1.6: Schemat do przykiadu

Rozwiazanie
Trzy rezystory, ktore sg potaczone réwnolegle, na podstawie (1.23) zastepujemy
jednym réwnowaznym opornikiem

10-10-10 10

= =19
10-10+10-10+10-10 3

Ry

Ustalajac rezystancje zastepcze kolejnych potaczeni szeregowych i réwnolegtych,
otrzymujemy
10- (R +10) 110

Ry=10+ ——" "~ _ "0
ab 10+ (R +10) 7 €]

O

1.6 Prawo Ohma

Prawo Ohma moéwi, Ze natezenie pradu I, ktéry ptynie przez rezystor, jest okre$lone
ilorazem

I= R (1.24)

gdzie U oznacza napiecie wystepujace miedzy zaciskami tego opornika, a R jest
rezystancjg elementu, przy czym jednostkami tych wielkosci sg odpowiednio am-
per [A], wolt [V]iom [Q].

Réwnanie przedstawia prad jako efekt przytozenia napiecia do zaciskéw
rezystora, ale czesto przyjmuje sie odmienny punkt widzenia. Mozna mianowicie
powiedzie¢, ze prad I, plynac przez rezystor R, powoduje wystgpienie na nim
r6znicy potencjatéw, inaczej spadku napiecia, okreslonego iloczynem

U=RI
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Prawo Ohma zostalo zilustrowane na rys. Ogolnie rzecz biorac, charakte-
ryzuje ono rezystor jako element, w ktérym prad i napiecie sa powigzane liniowa
zalezno$cig. Napiecie jest wprost proporcjonalne do pradu, przy czym rezystancja
stanowi wsp6tczynnik proporcjonalnosci.

Rysunek|[1.7]przedstawia metode oznaczania napiec i pradéw zwigzanych z re-
zystorami, ktéra jest stosowana w catej niniejszej ksigzce oraz zbiezna z normami
obowigzujacymi w elektrotechnice i elektronice. Napiecie oznaczamy strzatka z gro-
tem otwartym, skierowang od potencjalu nizszego (—) do wyzszego (+), za$ prad
— strzatka z grotem zamknietym i zaczernionym, skierowang przeciwnie, czyli
od potencjatu wyzszego do nizszego.

W przypadku rezystora nie rozréznia sie zacisku dodatniego i ujemnego.
Na rys. znak plus wskazuje jedynie zacisk o wyzszym potencjale, czyli zacisk

do ktérego wptywa prad.

) ; b)

Rysunek 1.7: Prawo Ohma

Nalezy zauwazy¢, zZe istnieja rezystory nieliniowe, ktérych prawo Ohma nie do-
tyczy. Ich opér zalezy od napiecia, temperatury lub intensywno§ci o§wietlenia, wiec
nie mozna takiego elementu scharakteryzowac prosta proporcjonalnoscig miedzy
pradem a napieciem. Rezystory nieliniowe posiadaja swoiste nazwy i sg oznaczane
symbolami, ktére pokazano na rys.

a) b) ©)
23

termistor warystor fotorezystor

Rysunek 1.8: Symbole rezystoréw nieliniowych
Prawo Ohma mozna wyrazi¢ w kategoriach gestosci pradu i natezenia pola
elektrycznego:

J=0E (1.25)
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Zalezno$¢ te mozna wyprowadzi¢, podstawiajac do (1.24) I oraz R okres$lone od-
powiednio réwnaniami (1.19) i (1.21). Wynikowy zwigzek J = U[—lj odpowiada wzo-
rowi (1.25), poniewaz E = %

Prawo Ohma obowigzuje tez w odniesieniu do pewnych wielko$ci magnetycz-
nych. Obwody magnetyczne wykraczaja jednak poza zakres niniejszej ksigzki.

1.7 Zrédla energii elektrycznej

Urzadzenie, ktére dostarcza energie elektryczna do innych, jest nazywane Zrédtem,
za$ urzadzenie, ktére pobiera energie ze Zrédla jest okre§lane mianem obcigze-
nia (ang. load). Przyktadami Zr6det sg baterie oraz pradnice (generatory) r6znego
rodzaju: agregaty pradotworcze, alternatory samochodowe, dynama rowerowe.
OczywiScie Zr6dla nie wytwarzajg energii elektrycznej z niczego, a tylko przeksztal-
caja wprad i napiecie inne rodzaje energii, najczesciej mechaniczna (pradnice) albo
chemiczng (baterie). Rozr6znia sie generatory pradu stalego i zmiennego, podczas
gdy baterie mogg dostarczac tylko prad staly.

Rysunek[I.9pokazuje symbole i schematy zastepcze zrédet napiecia oraz pradu
stalego. Symbole wykorzystywane do reprezentowania Zrédel napiecia i pradu
zmiennego zostaly przedstawione w podrozdziale

a) b) c)

Rysunek 1.9: Zrédto napiecia statego: (a) idealne i (b) rzeczywiste oraz zrédlo pradu stalego:
(c) idealne i (d) rzeczywiste

Zré6dta pradu sa konstruowane w taki sposéb, by wymuszaty przepltyw pradu
o pewnym nominalnym natezeniu w gatezi, w ktérej zostang wlgczone. Napiecie
na zaciskach zrédta pradu zalezy od obciazenia. Zrédta napiecia utrzymuja miedzy
swoimi zaciskami nominalng r6znice potencjaléw — moéwi sie, ze wytwarzajq site
elektromotoryczng. Obcigzenie decyduje o natezeniu pradu, ktéry ptynie przez
Zrédlo napiecia.
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Opré6cz nominalnego napiecia lub pradu, waznym parametrem Zrédia jest
rezystancja wewnetrzna, czyli pasozytniczy op6r wynikajacy z konstrukcji urza-
dzenia i przejmujacy cze$¢ energii, ktéra powinna by¢ dostarczana do obciazenia.
W niektdrych sytuacjach zaniedbuje sie rezystancje wewnetrzng i przyjmuje Zrédto
za idealne, ktére moze by¢ reprezentowane w uktadzie jednym symbolem. Jednak
nierzadko trzeba rozpatrywacé zZrédto rzeczywiste, czyli potaczenie zrédta idealnego
z opornikiem, ktéry reprezentuje rezystancje wewnetrzng.

Rysunek|[1.9a pokazuje symbol, ktérym oznaczamy idealne Zrédto napiecia sta-
tego. Nominalne napiecie E zawsze powinno by¢ skierowane od zacisku ujemnego
do dodatniego, niezaleznie od przyjetego kierunku przeptywu pradu. Nominalne
napiecie wystepuje na zaciskach, ktérymi Zrédto jest podtaczane do obciazenia,
gdyz rezystancja wewnetrzna jest zerowa. Innymi stowy napiecie U, ktére mozna
uzyskac ze zrédla, jest rowne nominalnemu.

Jesli trzeba uwzgledni¢ niezerowa rezystancje wewnetrzna, to nalezy rozpatry-
wac rzeczywiste Zrodto napiecia statego: szeregowe polaczenie idealnego Zrédta
napiecia E z opornikiem r symbolizujacym rezystancje wewnetrzna. W takim ukta-
dzie, ktory pokazano narys.[1.9p, na zaciskach do podtaczania obciazenia wystepuje
napiecie U, ktére jest mniejsze od nominalnego o spadek napiecia na r. Zatem
napiecie U zalezy od natezenia pradu ptynacego przez Zrédlo, czyli od dotaczonego
obcigzenia, w przeciwienstwie do E, ktdre jest zawsze state.

W podobny sposéb mozna rozpatrywac zrédta pradu. Symbol pokazany
narys. stluzy do reprezentowania idealnych Zrédet pradu statego, ktére charak-
teryzujq sie nieskoriczona rezystancja wewnetrzna. Natezenie I nie zalezy od rezy-
stancji przytaczonego obciazenia Ry.. Zrédto utrzymuje nominalne natezenie pradu,
dopasowujac do obciazenia napiecie miedzy swoimi zaciskami.

Rzeczywiste Zrédlo pradu nalezy przedstawiac tak jak na rys. — réwnole-
glym polaczeniem idealnego Zr6dta pradu o nominalnym natezeniu I oraz opornika
r reprezentujacego rezystancje wewnetrzng. Jest ona skoriczona, wiec plynie przez
nig prad, tak ze natezenie pradu, ktéry ptynie w obcigzeniu pod wplywem Zrédta,
jest odpowiednio mniejsze od nominalnego.

1.7.1 Przeksztalcanie Zrédel

Zr6dlo napiecia z rys. i zrédto pradu z rys. sg rownowazne, jezeli obydwa
charakteryzujg sie taka sama rezystancja wewnetrzng oraz I = E / r. Réwnowazno$¢
oznacza, ze Zr6dla jednakowo oddzialujg na identyczne obcigzenia wtaczone mie-
dzy zaciski a i b, powodujac wystapienie na nich takich samych napie¢ i pradéw.
Mowi sie, ze Zrodlo napiecia E jest dualne do Zrédia pradu I i vice versa.

Czasami mozna utatwi¢ sobie analizowanie obwodu, przeksztatcajac rzeczywi-
ste Zrodto napiecia w Zrédlo pradu lub odwrotnie, tak jak na rys. Nalezy wtedy
uwazac na kierunki E i I, ktére powinny by¢ zgodne.
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a) b)
a a a a
E=rl
A l |
P r I p—
r _ - r
b b b b

Rysunek 1.10: Przeksztatcenia elementéw aktywnych: (a) Zrodta napiecia w Zrédio pradu
i (b) Zrédta pradu w zZrédlo napiecia

1.8 Pole magnetyczne i indukcyjnos¢

Wokét kazdego przewodnika, przez ktéry ptynie prad, i ogélnie wokot poruszaja-
cych sie ladunkéw lub natadowanych cial oprécz pola elektrycznego wystepuje
pole magnetyczne. Czesto jest ono tak stabe, Ze mozna zaniedba¢ jego oddziaty-
wanie, ale sg elementy i obwody, ktérych dziatanie opiera sie na wytwarzaniu pola
magnetycznego lub reagowaniu na jego zmiany.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze oddziatywarn magnetycznych
nie ma w otoczeniu idealnych rezystoréw, ktore tylko przeksztaltcajq energie elek-
tryczna w termiczna, i idealnych kondensatoréw, ktére tylko magazynuja energie
elektryczna. Pole magnetyczne interesuje nas gtéwnie ze wzgledu na jego kluczowe
znaczenie dla dzialania trzeciego podstawowego elementu elektrycznego, czyli
cewki, nazywanej tez induktorem.

1.8.1 Indukcyjno$é

Cewka (induktor) powstaje w wyniku uksztaltowania przewodnika w zwoje, ktére
otaczaja powietrze lub rdzen z materialu magnetycznego, np. rdzen ferromagne-
tyczny. Liczba zwojéw oraz wymiary i rodzaj rdzenia okreslaja podstawowy pa-
rametr elementu, czyli indukcyjnos¢ wtasna, ktéra jest oznaczana symbolem L
imierzonaw henraclﬂ [H].

Jezeli przez cewke plynie prad o zmieniajacym sie natezeniu, iy (), to indukuje
sie w niej sila elektromotoryczna. Miedzy zaciskami elementu wystepuje napiecie,
ktérego warto$c jest liniowo proporcjonalna do szybkos$ci zmian pradu:

di ()
dr

7Joseph Henry (1797-1878) — amerykanski fizyk, odkrywca indukcyjnosci wtasnej i wzajemne;.

ur(t)=L (1.26)
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przy czym indukcyjno$¢ wtasna stanowi wspotczynnik proporcjonalnosci. Kierunek
ur(t) jest zawsze przeciwny do zwrotu diz(¢) / dt, zgodnie z regulg Lenz;ﬂ

Na dziatanie induktora moga wplywac¢ inne cewki znajdujace sie w poblizu. Sile
oddzialywania dwéch induktoréw szacuje sie z uzyciem indukcyjno$ci wzajemne;j,
ktoéra jest oznaczana symbolem M i czasami rozpatrywana jako odrebny element
obwodu. Czesciej rozpatrywana jest jednak tylko indukcyjnos¢ wtasna, dlatego
ja bedziemy mieli na mysli, méwiac skrétowo ,,indukcyjnosc¢”.

Znany jest szereg twierdzen i metod stosowanych do analizowania uktadéw
magnetycznych, ale ta tematyka wykracza poza zakres niniejszej ksiazki. Przed-
stawiamy tylko kilka podstawowych faktéw, ktére sg niezbedne do zrozumienia
dzialania obwodéw elektrycznych.

Oddziatywanie dwéch cewek stanowi podstawe dziatania transformatora, kt6-
remu po$wiecony zostat podrozdziat[11.2]

Podobnie jak w przypadku rezystoréw i kondensatoréw, mozna rozpatrywac
indukcyjno$¢ zastepcza uktadu cewek. Gdy cewki sa potaczone szeregowo, jest ona
okre$lona suma poszczegélnych indukcyjnosci:

Leq =L+ Ly + L3 +...

natomiast gdy cewki sa polaczone réwnolegle:

1 1 1 1
Leq L L I3

Przyklad 1.4

Obliczy¢ zastepczg indukcyjnoS¢ Leg, ktora odpowiada pokazanemu na rys.
szeregowemu potaczeniu cewek: L, =600 yH, L, =0,3 mH i L3 = 0,08 mH.

L, L, Ls

a Y Y\ Y Y\ Y Y\ b

Rysunek 1.11: Szeregowe polaczenie cewek: schemat do przyldadu

Rozwiazanie
Indukcyjnos¢ zastepcza jest rowna sumie indukcyjno$ci poszczegélnych cewek:

Leq =L +Ly+L3=0,98mH
O

8 Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865) — fizyk rosyjski; sformutowat prawo w 1833 roku.
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Przyklad 1.5
Te same co w przykladzie [1.4] cewki potaczono réwnolegle, tak jak na rys.
Obliczy¢ indukcyjnosc zastepcza, Leg.

TR VA

b

Rysunek 1.12: Réwnolegle potaczenie cewek: schemat do przykladu

Rozwiazanie
Odwrotno$¢ réwnowaznej indukcyjnosci:

LN SR SO IS SRS S _7000[1]
Leq Li L, Ly 600pH 0,3mH 0,08mH 400 | H
czyli Leq = 57 uH.
O
Przyklad 1.6

Obliczy¢ réwnowazng indukcyjno$¢ mieszanego potaczenia cewek z rys. Ichin-
dukcyjnosci sg takie same jak w przykladzie

L
LYY\
Ls
[ )
L,
Y Y\

Rysunek 1.13: Mieszane potaczenie cewek: schemat do przykladu

Rozwiazanie
Wyrazenie L2 okresla r6 7na indukcyjnosé pot ia réwnoleglego L i L
yrazenie 77~ okresla r6wnowazna indukcyjnos¢ potaczenia rownolegtego Ly i L.

Poniewaz jest ona potagczona szeregowo z Lg,

Lk
= Li+1L,

+13=0,2+0,08 =0,28 [mH]
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1.8.2 Energia w cewkach

Wytwarzajac pole magnetyczne, idealna cewka magazynuje dostarczong do niej
energie elektryczng w postaci energii magnetycznej. Chwilowa energia w cewce jest
okre$lona wzorem

1,
wr(t) = ELZL (B (1.27)

co zostanie wykazane w podrozdziale

1.9 Rzeczywiste elementy bierne

W niniejszej ksigZzce przyjmujemy, Ze symbole R, L i C oznaczaja elementy idealne.
Jednak idealne kondensatory, cewki ani oporniki nie wystepuja w praktyce: kazdy
rzeczywisty element wytwarza pole elektryczne i magnetyczne oraz rozprasza ener-
gie, wydzielajac cieplo. Oznacza to, Ze rzeczywisty element mozna postrzegac jako
polaczenie pojemnosci, indukcyjnosci i rezystancji, przy czym jedna wielko$¢ jest
wiodaca i pozyteczna, a pozostate majg znikome wartos$ci i pasozytniczy charakter.
Rysunek[1.14] pokazuje schematy zastepcze powszechnie stosowane do reprezento-
wania rzeczywistego rezystora, kondensatora i cewki.

a) b) c)

erzenia

Cr

Rysunek 1.14: Schematy elementéw rzeczywistych: (a) rezystora,
(b) cewki i (c) kondensatora

Na rysunku R oznacza nominalng (idealna) rezystancje opornika. In-
dukcyjnosé Lg reprezentuje wystepowanie pola magnetycznego wokét elementu,
przez ktory plynie prad. Dotyczy to szczegdlnie rezystoréw wytwarzanych metoda
zwijania drutu. Pojemnos$¢ Cp jest natomiast zwigzana z wystepowaniem pola
elektrycznego miedzy kolejnymi zwojami przewodnika w rezystorach drutowych.

W ukladzie z rys. L przedstawia idealng indukcyjno$¢, Ry jest rezystancja
drutu, z ktérego wykonano cewke, a C;, odpowiada pojemnos$ci miedzy zwojami
przewodnika. Rezystancja rdzenia zalezy od materiatu, z ktérego zostatl on wyko-
nany. W cewkach z rdzeniem powietrznym R;qzenia — ©0.
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W schemacie rzeczywistego kondensatora, ktory pokazano na rys.[1.14k, C sta-
nowi pojemno$¢ nominalng, rezystancja Rc reprezentuje uptywnos¢, a L¢ jest
indukcyjno$cia zaciskéw. Uptywno$¢ polega na tym, ze miedzy oktadkami konden-
satora przeptywa maly prad, wskutek czego ilos¢ zgromadzonego tadunku zmniej-
sza sie z biegiem czasu. Prad moze ptynaé, poniewaz dielektryk, ktéry rozdziela
oktadki, na ogét nie jest doskonatym izolatorem i ma skoriczona rezystancje.

Wiekszo$¢ produkowanych elementéw mozna uznac za idealne tylko wtedy, gdy
dopuszczalna jest mata doktadnos¢ analizy obwodu. Na ich dziatanie silnie wptywa
temperatura oraz parametry pasozytnicze. Nawet warto§¢ podstawowego para-
metru moze znaczgco réznic sie od nominalnej, np. typowa tolerancja rezystancji
wynosi2...5 %, a tolerancja pojemnosci — 10 ...20 %.

Wytwarzane sg takze elementy precyzyjne, ale charakteryzujg sie tylko popra-
wiong doktadnoS$cia, a nie brakiem niedoskonatosci, i s drogie.

1.10 Mocienergia elektryczna
Szybko$¢ zmian energii elektrycznej (dostarczanej, rozpraszanej lub magazynowa-
nej) jest nazywana mocg elektryczna

_dw ()
T de

p(1) (1.28)

Jezeli jednostka W (¢) jest dzul [J], to p(¢) jest okreSlana wwataclﬂ [W].

Energia elektryczna jest przekazywana ze Zr6dta do odbiornika za posrednic-
twem pradu i napiecia, ktére musza by¢ jednoczesnie niezerowe. Jest to oczywiste,
gdyz bateria, cho¢ caly czas wytwarza napiecie o ustalonej warto$ci, nie oddaje
energii, dopoki nie zostanie uzyta w urzadzeniu, tak ze napieciu bedzie towarzyszyt
prad i razem utworzg one moc.

Moc elementu (Zrédta, R, L lub C) jest bowiem okreslona iloczynem jego napie-
ciaipradu:

p(0) = u(®)i(1)
—_—

(1.29)
moc [W]=napiecie [V]-prad [A]
co mozna udowodnic¢, wykorzystujac zalezno$¢ (1.4):
o dw( dwi(s i) dw(z) 0 (1.30)
u — = — u 1 = = .
dg(r) i(ndt ar 7

9 James Watt (1736-1819) — brytyjski mechanik.
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Relacja miedzy kierunkiem pradu a kierunkiem napiecia odréznia Zrédta, ktére
oddaja energie do obwodu, od elementéw pasywnych, ktore jg pobierajg albo prze-
chowuja. Rysunek|[1.15|pokazuje wiasciwe skierowanie pradu wzgledem napiecia
dla podstawowych elementow. Poszczegdlne przypadki zostang doktadniej rozpa-
trzone w kolejnych podrozdziatach.

a) b) c) d) €)
1 i(?) ir(?) ir(t) ic(?)

1, ol
E e(f) R L ur(t) J uc(t)

ug(t)
ps(0) = pr(t) = pu(t)= pc(t) =
e(?)i(?) ug(?) ig(?) ur(f) i () uc(t)ic(t)

Rysunek 1.15: Moc w elementach obwodu: dostarczanie ze Zrodta napiecia (a) statego
i (b) zmiennego, (c) zmiana w energie termiczng, sktadowanie w postaci pola (d) magne-
tycznego i (e) elektrycznego

Znajac moc, mozna okresli¢ energie, kt6ra element dostarcza lub pobiera w cza-
sie t. Na podstawie catkowej formy ré6wnania (I1.28):

t
W(r):fp(r)dt (1.31)
0
mozna wyznaczy¢
t t
WszURIRdr=RfIR2dr=12Rt (1.32)
0 0

t t t
Wi(1) ZfULiL(t)dthLdlgit) iL(t)dIZLfiL(t)diL(t) = %LiL(t)2 (1.33)
0 0 0

przy czym wyprowadzenia (1.33) dowodza stusznosci wzoru (1.27).

Energie zmagazynowang w kondensatorze okresla réwnanie (1.15), ktérego
poprawnos¢ zostala juz dowiedziona. Wiedzac, ze ic(t) = q(t) / t = Cuc(t) / ¢,
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wz6r (L.I5) mozna wyprowadzi¢ z zalezno$ci (1.31) w nieco inny sposéb:

t

t
uc(t)ic(t)dt:fuc(t)CsziCt(t)dt:Cf uc (O duc()
0 5 (1.34)

We(1) =

—-

Cuc(t)?

N|— <

1.11 Obwdd a jego elementy

1.11.1 Obwody i sieci

Obwdd elektryczny jest takim polaczeniem elementéw elektrycznych, ze formuja
one zamknieta $ciezke (lub $ciezki), ktérg moze ptyna¢ prad elektryczny, gdy uak-
tywnione zostang Zrédla energii. Mowi sie, ze obwdd jest prosty, jezeli mozna
go latwo zredukowac do co najwyzej trzech elementéw R, Li C, polaczonych szere-
gowo lub réwnolegle ze Zrédlen{rﬂ Obwdd, ktéry jest kombinacja elektrycznie lub
magnetycznie skojarzonych dwéch lub wiecej obwodéw prostych, jest okreslany
mianem obwodu ztoZonego lub sieci.

1.11.2 Elementy, przyrzady i komponenty

Podstawowg jednostka obwodu elektrycznego jest element. Element moze dostar-
czac¢ energie do obwodu (tak jak Zr6dta napiecia i pradu) lub jg z niego pobierac
(tak jak rezystory R, kondensatory C i cewki L). Istniejg pewne elementy (takie jak
diody, tranzystory, wzmacniacze operacyjne i transformatory), ktére ze wzgledu
na bardziej skomplikowane dziatanie sa czesto nazywane przyrzadami. Zar6wno
elementy, jak i przyrzady sg okreslane mianem komponentéw.

Poniewaz przyrzad jest definiowany jako element, kt6ry petni jedna lub wiecej
okreslonych funkcji, przyrzadami mozna nazywac tez zrédta elektryczne. Na przy-
ktad Zr6dio napiecia ma generowac prad i utrzymywac napiecie, podczas gdy jedna
z funkcji tranzystora jest wzmacnianie. W niniejszej ksiazce okres$lenie ,element”
jest stosowane do zrédel, R, LiC.

1.11.3 Klasyfikacja elementéw

Elementy elektryczne i elektroniczne mozna klasyfikowaé na wiele sposobéw. Nie-
ktére kategorie obejmujg zasadniczo elementy idealne, abstrakcyjne, tak ze rzeczy-
wiste mozna do nich zaliczy¢ tylko warunkowo, godzac sie na przyblizone wyniki.

10 Obwad, ktéry zawiera inne elementy o dwéch zaciskach (np. diody pétprzewodnikowe), mozna
takze uwazac za prosty, jezeli da sie go zredukowac¢ do polaczenia szeregowego lub réwnoleglego.
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Takie uproszczone podejscie stanowi podstawe teorii obwodoéw, ale jest tez bardzo
uzyteczne w praktyce.

Element nazywamy pasywnym lub biernym, gdy rozprasza on energie elek-
trycznag, ktéra jest dostarczana do niego z pozostalej cze$ci obwodu, jak R, albo
ja magazynuje, jak Li C.

Elementy aktywne dostarczajg energie do obwodu (Zrédta pradu i napiecia)
lub zwiekszaja moc sygnatu (np. tranzystory). Aktywny element mozna rozpoznac
po tym, zZe jego schemat zastepczy zawiera Zrédla napiecia i/lub pradu.

Sposéb dziatania elementu liniowego nie zalezy od natezenia pradu ptynacego
przezen ani od napiecia na jego zaciskach. Zwiazek miedzy pradem i napieciem
(w przypadku R) lub miedzy jedna z tych wielkosci a szybkos$cig zmian drugiej
(w przypadku L i C) jest proporcjonalnoécia prosta, co zilustrowano na rys.
Przyktadami elementéw liniowych sa idealne R, Li C.

Element nieliniowy charakteryzuje sie tym, ze jego oddziatywanie na obwé6d
zalezy od napiecia na nim lub od natezenia ptynacego przezen pradu. W przypadku
takiego elementu zwigzku miedzy napieciem a pradem nie mozna opisa¢ linig
prosta (rys.[1.17). Przyktadami elementéw nieliniowych sa m.in.: rezystor drutowy,
zaréwka elektryczna, cewka z rdzeniem ferromagnetycznym oraz kondensator
z ferrodielektrykiem.

a) b) c)

y / A
u(?) u(?) i(2)

0 i 0 di(ey/di 0 u(t)/ e

Rysunek 1.16: Zalezno$ci miedzy wielko§ciami elektrycznymi w elementach liniowych

u(t)

0 i(7)

Rysunek 1.17: Przyktad zwigzku miedzy pradem a napieciem w elemencie nieliniowym
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W niniejszej ksigzce zakladamy, ze elementy RLC maja parametry skupione.
Oznacza to, ze elektryczne parametry elementu sg skoncentrowane w jednym
punkcie geometrycznym, niezaleznie od jego rzeczywistych wymiaréw. Zatozenie
o skupieniu parametréw jest stuszne wtedy, gdy wymiary elementu sg pomijalnie
male w zestawieniu z dtugoscia fali elektromagnetycznej zwigzanej z jego dziata-
niem, w zwigzku z czym zmiany wielko$ci elektrycznych nastepuja btyskawicznie
w catlym obwodzie. W przeciwnym razie méwi sie, ze element ma parametry rozto-
zone i konieczne jest uzycie specjalnych metod analizy, przede wszystkim teorii linii
dtugich [3], ktére uwzgledniajg zjawiska falowe i uzalezniaja prady oraz napiecia
nie tylko od czasu, ale i od potozenia.

Dtlugosc fali jest okreslona ilorazem szybko$ci jej rozchodzenia sie i czestotli-
wosci. Predko$¢ rozchodzenia sie fali elektromagnetycznej jest na ogét zblizona
do predkosci $§wiatla, 3 - 108m/s, wiec problemy z rozproszeniem parametréw wy-
stepujg w dwoéch przypadkach. Po pierwsze wtedy, gdy element nie jest fizycznie
duzy, ale ma przetwarza¢ sygnaly o wielkich czestotliwosciach, rzedu GHz, ktére
sg stosowane w telewizji, radarach i gcznoSci satelitarnej. Po drugie wtedy, gdy
czestotliwos$ci sg umiarkowane, ale urzadzenie jest relatywnie duze, tak jak w przy-
padku anten, linii elektroenergetycznych i tacz teletransmisyjnych. Analiza takich
probleméw wykracza poza zakres niniejszej ksigzki.

Elementy o statych, niezmiennych wzgledem czasu parametrach (np. R, Li C)
sg nazywane niezmiennymi w czasie. W przeciwnym razie okre$la si¢ je mianem
elementéw zmiennych w czasie.

Element bilateralny (np. R, Li C) dopuszcza przeptyw energii w obydwu kierun-
kach. W elemencie unilateralnym (np. w tranzystorze i diodzie p6tprzewodnikowej)
energia moze przeplywac tylko w jednym kierunku.

Elementy z dwoma zaciskami noszg nazwe jednoportowych. Naleza do nich: R,
L, C oraz diody. Elementy o czterech zaciskach (lub trzech, jezeli jeden z zaciskow
mozna traktowac jako dwa zwarte) sg nazywane elementami dwuportowymi. Przy-
ktadami elementéw dwuportowych sa: transformatory, zyratory (przyrzady cztero-
koricéwkowe) i tranzystory (przyrzady trzykonicéwkowe). Elementy, ktére posiadaja
wiecej niz dwa zaciski, sa ogélnie okre§lane mianem wieloportowych. Na przy-
klad przyrzadem trzyportowym jest wzmacniacz operacyjny (zob.: problem|P5.14}
a szczegolnie rozdziat[10} gdzie oméwiono jego whasciwosci oraz przedstawiono
niektére zastosowania). W niniejszej ksigzce rozwazania sg jednak generalnie ogra-
niczone do elementéw jednoportowych i niektorych przyrzadéw dwuportowych.

1.11.4 Systemy

Pod pojeciem systemu bedziemy rozumieli obwdd elektryczny o pewnym okreslo-
nym przeznaczeniu. System posiada wejScie, na ktére podawane jest wzbudzenie,
oraz wyjscie, gdzie pojawia sie jego odpowiedz, tak jak zilustrowano na rys.
W obwodach elektrycznych wzbudzenie stanowig prady i napiecia Zr6dlowe, nato-
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miast dowolne z pozostatych napie¢ i pradéw mozna traktowaé jako odpowiedz.
Dla uproszczenia, w nastepujacej dalej dyskus;ji i klasyfikacji obwdéd, uktad, system
isie¢ bedg utozsamiane.

wejscie
(wzbudzenie)

wyjscie

system / obwadd (odpowied?)

Rysunek 1.18: Reprezentacja systemu

1.12 Topologia i geometria obwodu

W teorii obwodéw elektrycznych topologia uktadu charakteryzuje sposéb potacze-
nia jego elementéw pod wzgledem relacji geometrycznych. Rozpatrzenie topologii
obwodu jest niezbedne do zrozumienia jego dziatania, wiec stanowi podstawowy
etap wszystkich metod analizy, co zostanie zademonstrowane w podrozdziale[2.3]
Topologie obwodu charakteryzuja wezly, gatezie i oczka.

Wezetl jest punktem dolgczenia elementu do obwodu. Wezet jest nazywany
gtéwnym, gdy stykaja sie w nim zaciski trzech lub wiecej elementéw. Liczba weztéw
gléwnych jest podstawowa miarg ztozono$ci obwodu.

Galaz jest szeregowym potgczeniem elementéw, miedzy ktérymi nie ma weztow
gtéwnych. Przez kazdy element galezi ptynie ten sam prad. GalaZ moze obejmowac
tylko jeden element. Poniewaz gataZ tworza elementy ograniczone dwoma weztami,
mozna ja traktowac jako ztozony element o dwéch zaciskach.

Oczko stanowi jakakolwiek $ciezke prowadzacg po wezlach obwodu, ktéra za-
czyna sie i koficzy w tym samym wezle. Oczko moze obejmowac elementy i galezie,
ktore sg polaczone tak, ze tworza obwdd zamkniety. Przechodzac od wezta do wezta,
mozna tez jednak przyja¢, ze nie ma miedzy nimi polgczenia, czyli ze jest przerwa.
W takim przypadku oczko okresla obw6d otwarty, a przerwe mozna utozsamiac
z opornikiem o nieskoriczenie wielkiej rezystancji.

Rysunek[1.19/umozliwia objasnienie pojec na przyktadzie. Na schemacie zazna-
czono cztery wezly: a, b, ci d, z ktérych b i d sg weztami gléwnymi. Rozpatrujac
poczatkowy i koricowy wezel, mozna bezposrednio wskazaé pie¢ gatezi: ab, bc, cd,
bd i da, ale galeziami sq tez polaczenia da-ab oraz bc-cd. Mozna wskazac trzy
oczka, ktére okreslajg obwody zamkniete: dab, bcd oraz abcd. Oczka dab i abc
odpowiadaja natomiast obwodom, ktére obejmuja przerwe miedzy a i c.

Czesto w obwodach wyrézniana jest tzw. masa (ang. ground: GND), czyli wezel,
ktéry stanowi punkt odniesienia do okreslania potencjaléw pozostatych weztéw,
szczegllnie punktéw doprowadzenia zasilania i sygnatéw wejsciowych oraz punk-
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tow wyprowadzenia sygnalow wyjsciowych. Zwykle masie przypisywany jest poten-
cjal 0Vi jest ona utozsamiana z punktem uziemienia uktadu, czyli miejscem jego
polaczenia z gruntem, ktéry charakteryzuje sie zerowym potencjatem.

W urzadzeniach o metalowej obudowie stanowi ona mase i jest fizycznie ta-
czona z gruntem, aby zapobiec porazeniu uzytkownika w razie przedostania sie
na nig wysokiego napiecia. Za przyktad moze stuzy¢ pralka, ktéra jest wyposazona
we wtyczke dopasowang do gniazd elektrycznych z bolcem uziemiajgcym — takich
jakie sg instalowane w lazienkach.

Na rys. uziemiony jest wezel d, co wskazano, taczac go ze specjalnym
symbolem. Jezeli na schemacie jest wiele symboli masy, to nalezy rozumiec¢, ze
wszystkie one dotycza jednego wezla. Polaczenia miedzy nimi nie zostaly naryso-
wane, by schemat byt przejrzysty.

Jezeli wezly sa bezposrednio potaczone, to méwimy, ze sg zwarte lub Ze jest
zwarcie miedzy nimi. Charakteryzuje je ten sam potencjat i mozna utozsamiaé
je z jednym wezlem. Bezposrednie polaczenie mozna natomiast utozsamiaé z opor-
nikiem o zerowej rezystancji.

QU
(oY

Rysunek 1.19: Schemat ilustrujacy pojecia dotyczace topologii obwodéw

1.13 Klasyfikacja obwodow i systemow

Obwody;, sieci i systemy mozna klasyfikowa¢ na rézne sposoby. Do podstawowych
kryteriéw kategoryzowania obwodéw mozna zaliczy¢: nature komponentéw, cha-
rakter zwigzku miedzy wejSciem a wyjsciem, kierunek przeptywu energii, typ sy-
gnatéw wejsciowych (Zrédel napiecia i pradu), wtasciwos$ci odpowiedzi, sposéb
przenoszenia sygnatéw, liczbe portéw oraz wlasciwo$ci topologiczne ukladu.
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1.13.1 Obwody pasywne a aktywne

W sieci aktywnej wystepuje przynajmniej jeden element aktywny. Sieci zbudowane
wylacznie z elementéw pasywnych nazywamy pasywnymi. Obwoéd statyczny, nazy-
wany tez stratnym lub rezystancyjnym, tworzg tylko oporniki. Jezeli obwod zawiera
przynajmniej jeden element L lub C, ktéry magazynuje energie, to jest on nazywany
dynamicznym, niezaleznie od obecnosci R. Obw6d dynamiczny jest bezstratny, gdy
nie zawiera rezystancji R.

1.13.2 Systemy liniowe a nieliniowe: twierdzenie o liniowoSci

Jezeli wszystkie elementy systemu sa liniowe, to okresla sie go mianem liniowego.
Jeden nieliniowy element wystarcza, by caty uktad byl nieliniowy, ale znane sg szcze-
gblne przypadki systemoéw [6, s. 7], ktére sg liniowe, cho¢ zawieraja nieliniowe
elementy. Dlatego wystepowanie elementu nieliniowego stanowi tylko przestanke,
ale nie wystarcza do stwierdzenia, ze obwdd jest nieliniowy.

Do weryfikowania liniowo§ci systeméw stuzy twierdzenie, ktére méwi, ze obwod
jest liniowy, niezaleznie od jego struktury, jezeli zwigzek pomiedzy jego wejSciem
a wyjéciem jest liniowy i zerowemu wej$ciu odpowiada zerowe wyjscie.

Liniowy zwigzek miedzy wej$ciem a wyj$ciem ukladu zostal zilustrowany
narys. Podanie warto$ci x na wejScie systemu liniowego skutkuje pojawie-
niem sie na wyjsciu warto$ci y = ax, gdzie a jest stala. Zatem x = 0 deter-
minuje y = 0. Ponadto, jezeli y =ax; = yy dlax=x;,za§ y = ax; =y, dla
X =Xx,t0y =alx; +x)=ax; + axy = y1 + ypdlax = x; + x».

Ostatnia reguta jest nazywana zasada superpozycji i ma bardzo duze znaczenie
w analizie obwodéw elektrycznych. Zostata ona dokladniej oméwiona w podroz-
dziatach[3.1]ib6.111

x — system liniowy — y=ax

Rysunek 1.20: Charakterystyka przejSciowa systemu liniowego

1.13.3 Sieci o parametrach skupionych a rozlozonych

Obwody ztozone z elementéw o parametrach skupionych sg nazywane sieciami
o parametrach skupionych, a obwody ztozone z elementéw o parametrach roztozo-
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nych — sieciami o parametrach roztozonych. Jak juz zasygnalizowano w podroz-
dziale[1.11} definiujac obydwie kategorie elementow, dalej bedziemy zajmowac sie
tylko obwodami o parametrach skupionych, ktére sg czesciej spotykane w praktyce
i latwiejsze w analizie.

1.13.4 Systemy zmienne a niezmienne w czasie

Jesli dziatanie obwodu nie ulega zmianom w czasie, czyli zwigzek pomiedzy wej-
$ciem i wyjSciem systemu ciggle jest taki sam, to system nazywa sie¢ niezmiennym
w czasie. W tego rodzaju systemach opd6znienie sygnalu wejSciowego powoduje
takie samo opdZnienie odpowiedzi: jezeli x(t) = y(¢), to x(f — At) = y(t — At),
gdzie At oznacza opéznienie. Jesli powyzszy warunek nie jest spetniony, to mamy
do czynienia z systemem zmiennym w czasie.

1.13.5 Sieci bilateralne a unilateralne

Obwo6d zawierajacy tylko elementy bilateralne jest nazywany bilateralnym,
gdyz energia moze przez niego przeptywaé w réznych kierunkach, co zilustrowano
narys. Jezeli obw6d zawiera co najmniej jeden element unilateralny, to moz-
liwy jest tylko jeden kierunek przeptywu energii, zatem calg sie¢ nalezy uwazaé
za unilateralna.

— sie¢ bilateralna —
wejscie wyjscie
-~ sie¢ bilateralna —
wyjscie wejscie

Rysunek 1.21: Sie¢ bilateralna

1.13.6 Uklady ciagle a dyskretne

Jezeli odpowiedz uktadu na wzbudzenie ciagle w czasie jest r6wniez ciagta funkcja
czasu, to uklad jest nazywany ciaglym. OdpowiedZ uktadu dyskretnego jest nato-
miast okres$lona tylko dla niektérych punktéw z osi czasu, wiec ma postac sekwencji
liczb, nazywanych prébkami.
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Chociaz w niniejszej ksigzce zajmujemy sie tylko systemami z pierwszej katego-
rii, nalezy wspomnie¢, ze uktady dyskretne majq wiele praktycznych zastosowan.
Miedzy innymi systemy dyskretne stanowig podstawe cyfrowego przetwarzania
sygnaléw [20] — bardzo ciekawej dziedziny, ktéra obejmuje miedzy innymi obrobke
dZzwieku i obrazu z uzyciem komputera.

1.13.7 Systemy przyczynowe a nieprzyczynowe

W systemie przyczynowym nie ma odpowiedzi, jest ona zerowa, dopéki nie zostanie
dostarczone pobudzenie: jezeli sygnal wejSciowy x(¢) byl zerowy do pewnej chwili
t = 11, to réwniez sygnal wyjsciowy y(¢) =0dla r < f;.Jesli jednak y(¢) # 0 dla
pewnych ¢ < f;, to system nazywamy nieprzyczynowym.

Systemy nieprzyczynowe sg przydatne w rozwazaniach teoretycznych. Nie
mozna ich jednak realizowaé w praktyce, gdyz w rzeczywistym $wiecie zawsze
przyczyna poprzedza skutek.

1.13.8 Obwody odwracalne a nieodwracalne

Odwracalne sg wszystkie obwody RLC z jednym Zr6édlem. W obwodach odwra-
calnych zamiana wej$cia z wyjSciem nie wptywa na uzyskiwang odpowiedz, czyli
takie obwody spetniajg twierdzenie o wzajemnosci, ktére zostato przedstawione
w podrozdziale Jezeli traktujac wyjscie jako wejscie, uzyskujemy zmieniong
odpowiedz, to obwéd jest nieodwracalny.

1.13.9 Sieci jednoportowe a wieloportowe

Sie¢ jednoportowa posiada tylko dwa zaciski, ktére stanowig wej$cie lub wyjscie.
Sieci wieloportowe majq wiele zaciskéw, z ktérych cze$¢ moze petnié¢ funkcje wejsc,
a cze$¢ — wyjsc, czyli takie sieci posiadaja wiecej niz jedno wejscie i/lub wiecej niz
jedno wyjscie. W sieci dwuportowej sg cztery zaciski, z ktérych dwa tworza wejscie
a dwa — wyjscie.

Przyktadami sieci dwuportowych sa filtry i uktady sprzegajace do transformowa-
nia energii lub konwertowania sygnatoéw i przesytania informacji miedzy obwodami
skojarzonymi.

1.13.10 Obwody planarne a nieplanarne

Obwody o uktadzie dwuwymiarowym sg nazywane planarnymi. Jezeli zas obwodu
nie mozna odwzorowa¢ na plaszczyZnie w taki sposéb, zeby uniknaé przecinania sie
gatezi, to okresla sie go mianem nieplanarnego. R6znice w wymiarowos$ci obwodéw

ilustruje rys.
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a) b)

Rysunek 1.22: Przyktadowa topologia uktadu (a) planarnego i (b) nieplanarnego

1.13.11 Wlasciwo$ci obwodow RLC

Powyzsze klasyfikacje mozna podsumowac stwierdzeniem, ze wszystkie uktady
zlozone tylko z elementéw R, Li C sa pasywne, liniowe, odwracalne, niezmienne
w czasie, skupione i bilateralne. Dla uproszczenia sg one zwykle okreslane mianem
systemoOw liniowych. Tego typu sieci oraz obwody aktywne, ktore powstajg z do-
Iaczenia Zr6det pradu i napiecia do elementéw pasywnych, stanowig zasadniczy
przedmiot naszych rozwazan w dalszej czesci ksiazki.

1.14 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowac,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja s podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

1.14.1 Pytania

Pytanie Q1.1
Wykazac, ze potaczenie szeregowe dwoch kondensatoréw C; i C, odpowiada po-
jemnosci zastepczej, ktora jest okre§lona nastepujacym wzorem:

ete
ed Ci+C

Pytanie Q1.2
Wykazaé, ze polaczenie réwnolegte dwoch opornikéw R; i R, odpowiada rezystancji
zastepczej, ktora jest okreSlona nastepujacym wzorem:

_ RiR
€4 R+ Ry
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Pytanie Q1.3

Wykaza¢, najpierw opierajgc sie na intuicji, a potem za pomocg obliczen, ze 100 MQ
jest bardzo dobra aproksymacja rezystancji zastepczej potaczenia szeregowego
dwoch rezystoréw o wartosciach 100MQ i 10Q2. Sformutowac og6lna regute.

Pytanie Q1.4
Rozpatrzec polaczenie réwnolegle rezystoréw z pytania i wykaza¢, ze odpo-
wiednia rezystancja zastepcza wynosi 10 Q).

Pytanie Q1.5
Wykaza¢, ze zmniejszenie o potowe mocy wydzielanej w elemencie (np. rezystorze)
odpowiada zmniejszeniu natezenia pradu do okoto 70% wartosci poczatkowe;.

Pytanie Q1.6

Wyjasnic¢, dlaczego idealne elemety L i C sa uznawane za liniowe, chociaz prawo
Ohma nie opisuje zwigzku miedzy napieciem a pragdem w zadnym z tych elemen-
tow.

1.14.2 Problemy rozwiazane

Problem P1.1
Obliczy¢ pojemno$¢ zastepcza polaczenia kondensatoréw z rys.

Rozwiazanie
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Problem P1.2
Okredli¢ pojemno$¢ zastepcza polaczenia kondensatoréw z rys.

Rozwiazanie

1
= ﬁ +25:50[[JF]
25+25 50

Problem P1.3
Obliczy¢ rezystancje zastepcza potgczenia mostkowego z rys.

Rysunek 1.25: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Nie trzeba zamienia¢ tréjkata w gwiazde ani gwiazdy w tréjkat. Powyzej i ponizej
poziomej galezi oporniki sg potaczone réwnolegle, wiec

_ 60-30  40-40
© 60+30  40+40

Rap =40[Q]
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Problem P1.4

W obwodzie z rys. [1.26@a okresli¢ tadunki zgromadzone w kondensatorach oraz
napiecia na elementach.

a) 1000 p b)

Il 500 1 2000 p
|| ||
1000 1 I

Il 500

||
Il E

Rysunek 1.26: Schematy do problemu

Rozwiazanie

Obwd6d mozna zastapi¢ rownowaznym uktadem z rys. [1.26b, gdzie
Ceq; = 1000+ 1000 = 2000 [uF] Ceq, =500+ 500 = 1000 [F]

Poniewaz kondensatory sg polaczone szeregowo, pojemnos$c¢ zastepcza wynosi:

1
Ceq = -+ = ————— =500 [uF]

1000 + 2000

atadunek
Q = CeqU =500-5 = 2500 [C]

jest zgromadzony w kazdym z elementéw.

Nie wszystkie napiecia na kondensatorach sg jednak réwne:

2500

U = Qeq _ 2500 _ 55wy
Ceq, 2000
2500

U, = Qeq _ 2500 _, o1y
Ceq, 1000
2500

Us = Oeq _ 2500 _; o5y
Ceqs 2000
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Znajac te wartosci, mozna obliczy¢ tadunki na kondensatorach, ktére sg pota-
czone réwnolegle w obwodzie oryginalnym:

Qix = 1000- Uy = 1000- 1,25 = 1250 [uC]
Q500 =500 Uz =500-2,5=1,25[mC(]

Problem P1.5
Okreslic rezystancje zastepcza obwodu z rys.

1M

 I—

30 1M

 I—  I—

10 60 1M 10
a I — — — b

20 20

 —  —
20

 I—

Rysunek 1.27: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Rezystancje 20Q, 30Q i 602 sg potaczone réwnolegle, a wiec odpowiednig rezy-
stancje zastepcza mozna obliczy¢ na podstawie réwnania (1.23):

1 1 1 1 1

—=—+—+—=—1[F]
Rp1 20 30 60 10

czyli Rp; = 10Q. W ten sam sposob nalezy postapic z drugim potaczeniem réwnole-
glym, przy czym mozna wykorzysta¢ wnioski z pytania|Q1.4

1/R —1+1+1+1+1~1+1—1[S]
P27 706 " 106 ' 106 20 20 20 20 10

czyli Rp2 = 10Q. Rozpatrywany uktad jest wigc rownowazny szeregowemu potacze-
niu czterech opornikéw 10 Q, ktéremu odpowiada zastepcza rezystancja R, = 40Q.
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Problem P1.6
Wyznaczy¢ rezystancje zastepcza sieci opornikéw pokazanej na rys.

6
3
4 1 2 45 4
:_: | S | | S|

Rysunek 1.28: Schemat do problemu

Rozwiazanie
R -6 6-6
Rup = +4= +4=7[Q]
R +6 6+6
gdzie
3-(1+2
=042 s 6]
3+(1+2)
Problem P1.7

Uprosci¢ polaczenie opornikéw z rys. [1.29a i okresli¢ rezystancje zastepcza.

a) b)
50
— L

a 50 100 150 b 100

150 1 *

Rysunek 1.29: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Uklad mozna przerysowac w postaci z rys.[L.29a, czyli mamy tu do czynienia z pota-
czeniem réwnolegtym trzech rezystoréw. Zatem

1 1 1 1
=t —t—
Ry, 50 100 150

(S]

czyli Ry, =27Q.
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Problem P1.8
Obliczy¢ napigcia na rezystorach oraz prad w obwodzie szeregowym z rys.

U, U, U;
20k 10k 900
1A
[y
K
12

Rysunek 1.30: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Po ustaleniu natezenia

12
I=
20000 + 10000 + 900

=0,39[mA]
mozemy obliczy¢ poszczeg6lne spadki napiecia:

U =20000- I =20000-0,00039 =7,8[V]
U, =10000- I =10000-0,00039 =3,9[V]
Us =900-1=900-0,00039 =0,3[V]

Problem P1.9
Obliczy¢ natezenia pradéw ptynacych w galeziach potaczenia réwnolegtego

zrys.[1.31]

|
v
(e}
(o))
S
o}
(e}
c

12

Rysunek 1.31: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Na kazdym rezystorze jest taki sam spadek napiecia U, réwny napieciu Zrédtowemu.
Zatem prady, ktére plyng przez oporniki, mozemy tatwo obliczy¢ na podstawie
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prawa Ohma:

U 12
L=—=—=04A]

30 30

U 12
Lh=—=—"=0,2[A]

60 60

U 12
I=—=—=0,6[A]

20 20

a prad Zzrédla — na podstawie pierwszego prawa Kirchhoffa:

I=L+0L+15=0,4+0,2+0,6=1,2[A]

Problem P1.10
Okresli¢ prady i napiecia, ktére zaznaczono w obwodzie na rys.

U, U,
L 16
100
)\ 1 3
! o 118
1 ||

Rysunek 1.32: Schemat do problemu(P1.10

Rozwiazanie
Jest to obwdd pradu statego, zatem kondensator uniemozliwia przeptyw pradu
w gatezi, w ktérej go umieszczono:

I, =0A
Wobec tego
I=IL= 18 =2[A]
T 6+3
Uy =16-1,b=16-0=0[V]
za$
U =3-11=3-2=6[V]
gdyz

Ui+U,=3-11
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Problem P1.11
Obliczy¢ napiecia i prady zaznaczone w obwodzie z rys.

Rysunek 1.33: Schemat do problemu|P1.11

Rozwiazanie
Poniewaz obwdd jest zasilany Zrodtem napiecia stalego, wiec prad nie ptynie przez
kondensator:

I3;=0A

Rozpatrujac bilanse pradéw w weztach, do ktérych jest dotaczony kondensator,

stwierdzamy, ze

6
I=L1=IL=——=0,5[A
1=hL=273 (A]

Znajac natezenia pradéw, mozemy obliczy¢ spadki napiec:
Uy =3I1=3-0,5=1,5[V]
U,=6-U;=6-1,5=4,5[V]

lub
U=91,=9-0,5=4,5[V]

Problem P1.12
Okresli¢ rezystancje zastepcza miedzy weztami a i b w obwodzie z rys.[1.34p.

Wskazéwka

Nalezy zalozy¢, ze od a do b ptynie prad staly o pewnym natezeniu. Poniewaz kon-
densatory nie pozwalaja na przeptyw pradu statego, mozna je usungc i rozpatrywac
uproszczong siec z rys.[1.34b, ktéra sktada sie z samych opornikéw. Réwnolegle po-
faczone sg cztery jednakowe galezie, z ktérych kazda stanowi szeregowe potaczenie
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dwoch jednakowych rezystorow, zatem sie€ jest rGwnowazna rezystancji zastepczej

2R R
42

Rap

b)

Rysunek 1.34: Schematy do problemu(P1.12

1.14.3 Quiz

Quiz 1.1
Obliczy¢ pojemnos¢ zastepcza miedzy zaciskami a i b uktadu z rys.

Rysunek 1.35: Schemat do quizu

Wskazéwka
Nalezy wzorowac si¢ na rozwigzaniu problemu|P1.12 Ceq = 4% =2C.
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Rozdzial 2

Obwody pradu stalego: prawa
i metody analizy

Wprowadzenie

Do analizowania obwodéw elektrycznych niezbedna jest znajomo$¢ kilku podsta-
wowych praw, na ktérych opiera sie ich funkcjonowanie, oraz metod obliczania
odpowiedzi systemu na zadane wzbudzenie. Oprécz prawa Ohma, oméwionego
w podrozdziale fundamentalne znaczenie majq prawa Kirchhoffeﬂ Metoda
pradéw oczkowych i metoda potencjatéw weztowych sg natomiast podstawowymi
systematycznymi technikami analizy.

Chociaz te same lub analogiczne prawa i metody stosuje sie zaré6wno do ob-
wodéw pradu statego, jak i zmiennego, to korzystnie jest przedstawic je najpierw
w konteks$cie pierwszej kategorii obwodéw, ktérych analiza jest prostsza, szczeg6l-
nie pod wzgledem rachunkowym.

2.1 Prawa Kirchhoffa

Jezeli rezystor (obciazenie) o rezystancji R zostanie dotgczony do idealnego Zrédia
napiecia E, tak jak na rys. to prad wyptywa ze Zrédla, z zacisku dodatniego,
wplywa do opornika zaciskiem a i opuszcza je przez zacisk b, powodujac wysta-
pienie miedzy b i a spadku napiecia Uy, = U, — Uy, oznaczanego symbolem Ug,
i kieruje sie z powrotem do Zrédta. Poniewaz zZrédto jest idealne (E = U), cate jego
napiecie pojawia sie na R, czyli U = U = E.

1 Gustaw Robert Kirchhoff (1824-1887) — fizyk niemiecki.

59



Saeed & Parfieniuk

1

ulﬁ’ v di

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

TUR

Rysunek 2.2: Rezystor dotaczony do rzeczywistego Zrédia napiecia

A

Jesli jednak rezystor zostanie dotaczony do rzeczywistego Zrédta napiecia, czyli
zrédta o wewnetrznej rezystancji r, tak jak na rys. to U #E, gdyz

Ur=U=E-U, 2.1)

gdzie U, jest spadkiem napiecia na r wewnatrz Zrodla.
Przy zatozeniu, ze w obwodzie ptynie prad o natezeniu I, na oporniku wystepuje
napiecie
Ur=U=RI 2.2)

podczas gdy spadek napiecia na rezystancji wewnetrznej
Ur=rl 2.3)
Zatem réwnanie mozna przedstawi¢ w postaci:
RI=E-rI (2.4)

z ktérej wynika, Ze napiecie dostarczane do obcigzenia jest mniejsze od nomi-
nalnego napiecia baterii, a r6znica miedzy napieciami jest okre§lona stosunkiem
rezystancji obcigzenia do wewnetrznego oporu Zrodla.
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Obnizeniu napiecia towarzyszy utrata czesci mocy (energii), ktérg wytwarza
zrédto. Z dostarczanych przez nie EI watéw U,I watéw jest rozpraszane w r,
czyli do obcigzenia dociera moc

Url=EI-U,I (2.5)

Zalezno$¢ ta pokrywa sie z r6wnaniem (2.1).
Do okreslenia napie¢ Ur i U, mozna wykorzysta¢ réwnania 2.2) i (2.3),
po uprzednim obliczeniu pradu I za pomoca réwnania (2.4):

E

I = 2.6
R+r (2.6)
W ten spos6b uzyskujemy bezposrednie wzory:
Up = E R (2.7)
R=R+r )
oraz
U, E (2.8)
= r .
" R+r

Réwnanie zostalo zapisane po raz pierwszy przez Kirchhoffa na podsta-
wie eksperymentow. Wzoér opiera sie na drugim prawie Kirchhoffa, ktére dotyczy
bilansu napieé¢ w oczku obwodu. Mianem pierwszego prawa Kirchoffa jest nato-
miast okre$lana zalezno$¢ dotyczaca bilansu pradéw w weZle. Prawa oméwimy,
poczynajac od drugiego.

2.1.1 Napieciowe prawo Kirchhoffa

Napieciowe (drugie) prawo Kirchhoffa méwi, ze w kazdym oczku obwodu algebra-
iczna suma napie¢ jest réwna zeru. Wobec tego, w oczku obejmujacym ! elementéw

)
Y +Ur=0 (2.9)
k=1

gdzie + Uy symbolizuje napiecie wystepujace na k-tym elemencie z uwzglednie-
niem zwrotu tego napiecia wzgledem przyjetego kierunku obiegania oczka. Jezeli
zwrot jest zgodny z kierunkiem obiegania, to napiecie dodajemy, a jezeli jest prze-
ciwny, to odejmujemy.

Podstawiajac do wzoru konkretng warto$¢ napiecia, nalezy zawsze zachowywa¢é
jej znak. Jezeli z analizy obwodu wynikto napiecie ujemne, to nalezy rozumie¢,
ze faktyczny zwrot napiecia jest przeciwny do zalozonego, oznaczonego strzatka.

61



Saeed & Parfieniuk

Jezeli przydatne jest odr6znianie elementéw aktywnych od pasywnych, to na-
pieciowe prawo Kirchhoffa mozna sformutowa¢ w alternatywny sposéb: w kazdym
oczku obwodu

Z napie¢ zrodtowych = Z spadkéw napieé

czyli
Y E=) U=) RI (2.10)

W prostym (jedno oczko) obwodzie z rys.[2.2|zaleznos¢ wynikajaca z drugiego
prawa Kirchhoffa ma postac:

E=Ur+U,=RI+rl

czyli pokrywa sie z i@24).

Przyklad 2.1
Na podstawie napieciowego prawa Kirchhoffa zapisa¢ réwnania, ktére przedsta-
wiaja bilanse napie¢ w oczkach obwodu z rys.

R

1
| S

—
L U,
——\L E, : I A

Rysunek 2.3: Schemat do przykladu

Rozwiazanie
W g6érnym oczku bilans napie¢ mozna opisa¢ zgrubnym réwnaniem:

E,=U;+U;
albo réwnowaznym dokladniejszym wyrazeniem:
E; =R +R3l;

ktére otrzymujemy, uwzgledniajac to, ze spadki napiec na opornikach sg okreslone
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prawem Ohma: U; = R; I i U3 = R3I3. Postepujac analogiczne z dolnym oczkiem,
otrzymujemy:

E,=U+Us=RyI,+R3l3
O

2.1.2 Szeregowe polaczenie rezystoréw

O dwdch lub wiecej rezystorach moéwi sie, Ze sa potaczone szeregowo, jesli formuja
one jedng galaz, czyli nie ma miedzy nimi rozgatezien, w wyniku czego ptynie
przez nie ten sam prad. Rysunek [2.4a pokazuje trzy rezystory R, R i Rs, ktore
sg polaczone szeregowo, za$ na rysunku [2.4b tylko R4 i Rp tworzg jedna galaz.
Pozostate oporniki, np. R¢, nie naleza do tej samej galezi, cho¢ przez kazdy z nich
moze plynac¢ prad taki sam jak przez R4 i Rg . Mozna bowiem uzyskaé np. Is = I,
odpowiednio taczac pozostate elementy obwodu i dobierajac ich parametry.

a)

Rysunek 2.4: Przyklady taczenia rezystoréw: (a) R;, Ry i R3 sg polaczone szeregowo,
(b) R. nie jest polaczone szeregowo z R, i Ry,

Chociaz taczenie rezystorow zostato juz oméwione w rozdziale([I} nie przedsta-
wiono tam formalnych dowodoéw, ktére wyjasniatyby wzory na rezystancje zastep-
cze. Dlatego wykorzystajmy drugie prawo Kirchhoffa do dowiedzenia stuszno$ci
WZOru na rezystancje zastepcza polaczenia szeregowego opornikow.

Potaczenie szeregowe Ry, Ry i R3 z rys. mozna zastgpi¢ opornikiem o rezy-
stancji

Req =Ri+Ry+R3 (2.11)

czyli okreSlonej réwnaniem (1.22).

Dowéd

Przyjmijmy, Ze w obwodzie z rys.[2.5|ze zrédta napiecia E wyptywa prad I. Jest on
przyczyng wystapienia na Rj, R, i R3 spadkéw napiecia o wartoSciach Uy = Ry,
Uz = R 1 i U3z = R3l, ktore wynikajg z prawa Ohma. Ponadto IReq = E, gdyz re-
zystancja zastepcza Req miedzy a i b musi zapewniac zachowanie wypadkowego
pradu i napiecia.

63



Saeed & Parfieniuk

Na mocy napieciowego prawa Kirchhoffa mozemy zapisa¢ bilans napie¢:

E=U;+U,+U; e Rqu:R1[+R2[+R3]

Eliminujac I, uzyskujemy Req = R; + Rz + Rs, czyli rownanie (2.11).
]

a R R, Rs b

— {1+

U, U, Us
- |:
1 "k
Rysunek 2.5: Szeregowe polaczenie trzech rezystoréw i Zrédta napiecia

Przyklad 2.2

Okresli¢ rezystancje zastepcza, ktéra odpowiada szeregowemu potaczeniu trzech
opornikéw z rys.[2.6] Rezystory sa jednakowe, 6 Q kazdy.

6 6 6
u | S 1 1 b

Rysunek 2.6: Schemat do przykladu

Rozwiazanie
Wykorzystujac réwnanie (2.11), otrzymujemy:

Req=6+6+6=3-6=18[Q]
U

Wniosek
Laczac szeregowo n jednakowych opornikéw, RQ kazdy, uzyskuje sie rezystancje
zastepcza;:
Req=R+R+..+R=nR
——

nrazy
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2.1.3 Dzielnik napiecia

Napiecie U doprowadzone do szeregowego polaczenia opornikéw zostaje podzie-
lone odpowiednio do ich rezystancji. Dlatego szeregowe potaczenie rezystoréw
jest nazywane dzielnikiem napiecia, szczeg6lnie wtedy gdy sa dwa oporniki i jeden
ze spadkéw napiecia na nich jest wykorzystywany jako sygnat wejsciowy w innym
uktadzie, gdzie jest przeksztatcany lub reguluje dzialanie elementéw. Napiecia
na poszczeg6lnych opornikach w dzielniku mozna bezposrednio obliczy¢ na pod-
stawie prostych wzoréw, bez obliczania pradu i zapisywania petnego zestawu réw-
nan, ktére wynikajg z prawa Ohma i praw Kirchhoffa.

Rysunek 2.7: Dzielnik napiecia

W celu wyprowadzenia tych wzoréw zat6zmy, ze napiecie U doprowadzono
do dzielnika ztozonego z dwéch rezystoréw R i R», polaczonych tak jak na rys.
Pomiedzy R; i R, jest wyprowadzenie, ktére pozwala wykorzystaé spadek napiecia
na R, jako napiecie wyjsciowe. Jezeli do wyjscia moze by¢ dotaczony tylko uktad,
ktéry nie obciaza dzielnika, taki ze I, = 0, to pomimo istnienia wyprowadzenia,
mozna uwazaé R i R, za potaczone szeregowo.

Przez obydwa oporniki ptynie prad

U
I= (2.12)
R1 + Rz
aU; =R 1, wigc
U R
U =R = = (2.13)
Ri+ Ry Ri+R;
i analogicznie
U Ry
Uy=R, = H = (2.14)
Ri+ Ry Ri+R;

gdy'Z U, =R)1.
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Zalezno$ci te mozna wykorzystywac takze wtedy, gdy Iou: < I i akceptowalne
sg niewielkie bledy w wynikach. Warto tez zauwazy¢, ze réwniez U; moze stanowic
napiecie wyjSciowe dzielnika.

Wzory na dzielnik sg bardzo praktyczne i znajduja zastosowanie nie tylko w ana-
lizie, ale i w projektowaniu obwodéw. W wielu uktadach wystepuja bowiem frag-
menty, w ktérych podziat napiecia zachodzi na dwéch lub wiecej elementach.

2.1.4 Pradowe prawo Kirchhoffa

Pradowe prawo Kirchhoffa méwi, ze dla kazdego wezta obwodu algebraiczna suma
wszystkich prad6éw gateziowych jest réwna zeru:

) pradow =0 (2.15)

Zatem w wezle, w ktérym zbiega sie B galezi,
B
Y +I=0 (2.16)
k=1

gdzie + I oznacza natezenie pradu w k-tej galezi, z uwzglednieniem zwrotu tego
pradu wzgledem wezla. Jezeli prad wplywa do wezla, to jego natezenie dodajemy,
a jezeli prad wyplywa z wezla, to odpowiednie natezenie odejmujemy. Czasami
wygodnie jest pogrupowac prady ze wzgledu na zwrot i zapisaé W postaci:

Z pradéw wptywajacych = Z pradéw wyptywajacych (2.17)

Rysunek 2.8 przedstawia fragment obwodu z weztem a, w ktérym zbiega sie
piec gatezi, czyli B = 5. Na mocy pradowego prawa Kirchhoffa

5
Y +hk=h+L-I3+I;—I5=0
k=1

czyli inaczej
L+DLb+1y=13+ 15

Podstawiajac do wzoréw konkretna warto$¢ natezenia, trzeba zawsze zacho-
wywac jej znak. Jezeli z rachunkéw wynika ujemne natezenie pradu, to nie nalezy
pochopnie uwazac tego za btad. Ujemne natezenie oznacza, ze faktycznie prad
plynie w kierunku przeciwnym do zatozonego, wskazanego strzatka, ktéry nalezy
uwzgledniac zapisujac wzory z symbolem pradu.
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Rysunek 2.8: Schemat objasniajacy pojecie wezta

Przyklad 2.3

Wykorzystujac pradowe prawo Kirchhoffa oraz réwnania z przyktadu 2.1} okresli¢
natezenia wszystkich pradéw ptynacych w obwodzie z rys. Danesa: E; = 10V,
E, =20V,R; =100 Q, R, = 200 QiR3 = 300 Q.

Rozwiazanie
Na mocy pradowego prawa Kirchhoffa

—I+L+1,=0
a z napieciowego prawa Kirchhoffa wynikaja zaleznoSci:

Ei =R, + R313
E,=Ry[b+R3l5

ktore wystapily w przyktadzie2.1). Podstawiajac zadane warto$ci napiec i rezystan-
cji, otrzymujemy uktad réwnarn:

L+DIL-I3=0
1001, + 30015 = 10
200 +30013 =20

ktérego rozwigzanie stanowia;
L =-9,1mA I, =45,5mA I3 =36,4mA
g

2.1.5 Roéwnolegle polaczenie rezystoré6w

O dwdch lub wiecej rezystorach méwi sig, Ze sg polagczone réwnolegle, gdy kazdy
z nich jest wlaczony pomiedzy te same wezty obwodu, czyli napiecie na nim jest
takie samo jak na pozostatych i réwne r6znicy potencjaléw miedzy tymi weztami.
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Réznice miedzy potaczeniem réwnoleglym a podobnymi uktadami mozna
objasni¢, wykorzystujac schematy z rys.

Na rysunku[2.9a Ry, R, i Rs sa potaczone réwnolegle, czyli r6znica potencjatéw
miedzy zaciskami kazdego z nich jest taka sama i réwna Uy,

Rezystory Ry i R, z rys.[2.9b nie sg polaczone réwnolegle, poniewaz E oddziela
R» od wezta b oraz sprawia, Ze napigcie na Ry jest rézne od Uyy.

W ukladzie z rys. oporniki R; i R, nie sg potaczone réwnolegle, gdyz ich
goérne zaciski rozdziela R3 # 0, tak Ze nie ma miedzy nimi bezposredniego polacze-
nia. Tym niemniej napiecia na nich sa réwne (U; = U,) wskutek specyficznego
polaczenia elementéw i dobrania ich parametréw.

Czasami, w celu usprawnienia analizy obwodu, mozna uwazac¢ R; i R, w kon-
figuracji takiej jak na rys. za polaczone ré6wnolegle. Taka sytuacja moze wy-
stepowaé np. w obwodzie nazywanym mostkiem Wheatstone’a, ktérego dotycza
problem oraz pytanie|Q3.1

a) a a b) a
W o 6] = aff 6] « o [
E

b b b

Rysunek 2.9: Przyklady taczenia rezystoréw: (a) Ry, Ry i R3 sa polaczone réwnolegle,
(b) i (c) R; i Ry nie sa polaczone réwnolegle

Jak pamietamy z podrozdziatu[1.5} réwnolegte potaczenie Ry, R; i Rs, takie jak
narys. , odpowiada rezystancji zastgpczej Req, ktora okresla wyrazenie

1 1 1 1
i (2.18)
Req R, Ry RS

czyli
R1R2R;3

Reg =
4 RiRy+Ro)R3+R1R3

(2.19)

68



Saeed & Parfieniuk

Abstrakcyjny opornik Req jest rownowazny oryginalnemu potfaczeniu pod wzgle-
dem wypadkowego pradu i napiecia, co zilustrowano na rys. Poprawno$é
wzoru na Req mozna udowodnic, opierajgc si¢ na pradowym prawie Kirchhoffa.

Dowéd

Zal6zmy, ze do zaciskéw a i b obwodu z rys. doprowadzono pewne napie-
cie U, ktére powoduje, ze prady ptyna przez rezystory. Natezenia tych pradéw sa
nastepujace: [} =U /Ry, [, =U/Ry,zas I3 = U/ Rs.

Wypadkowy prad I mozna okresli¢ ilorazem napiecia U i rezystancji zastepczej
Req, tj. I = U/ Req (rys. ). Alternatywnie, na podstawie prgdowego prawa
Kirchhoffa wweztach ai b,

I=hLh+1L+13

Laczac r6wnania, otrzymujemy:

U u U U
- = — 4+ —
Req R1 R Rs

Usuwajac z tej zaleznosci U, przy zatozeniu, ze U # 0, uzyskujemy rownanie (2.18).

n
a) a b) a
L, . .
I I A L I
U —_— U
R R, R = [
b b

Rysunek 2.10: Zastgpienie potgczenia réwnoleglego rezystorow
jednym oporem réwnowaznym

Réwnanie (2.18) mozna zapisac zwiezZlej:
Geq =G+ Gy +Gs (2.20)
wykorzystujac konduktancje: Geq = R%q , Gy = R% , Gy = RLz oraz Gs = Ris'
Rezystancja zastepcza réwnoleglego potaczenia n jednakowych opornikéw, RQ
kazdy, wynosi:

R
Req:;
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Przyklad 2.4

Jaka jest rezystancja zastepcza uktadu pieciu opornikow, kazdy o rezystancji 10Q,
polaczonych réwnolegle, tak jak na rys. Zapisac¢ ogblny wzor na rezystancje

zastepcza rownolegtego potaczenia n jednakowych rezystoréw.

[Jio [Jio [0 [Jio []ro

Rysunek 2.11: Schemat do przykladu

Rozwiazanie
Korzystajac z (2.18) lub (2.20), obliczamy:
1 1 1 1

Geq=—+—+—+—
10 10 10 10 10
Wobec tego:
10
Req = - = 210
g

2.1.6 Dzielnik pradu

1
+ — =

i=0,5[S]

10

Jezeli pewien prad I doptywa do réwnolegtego polaczenia dwéch opornikéw, tak jak
narys. to rozdziela si¢ odpowiednio do ich rezystancji. Uktad jest nazywany
dzielnikiem pradu, a natezenia pradéw ptynacych przez oporniki, moga zostac
bezposrednio obliczone na podstawie nastepujacych wzoréw:

R,
I =
Ri+Ry
za$
Ry
L= I
R1 + R2

(2.21)

(2.22)

bez zapisywania wszystkich réwnan, ktére wynikaja z prawa Ohma i Kirchhoffa.
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~y

Rysunek 2.12: Dzielnik pradu

Dowdéd
Na obydwu opornikach R; i R, wystepuje to samo napiecie, ktére jest okreSlone
iloczynem ich rezystancji zastepczej oraz pradu I:

RiR
U= 12
R+ Ry

Podstawiajgc to wyrazenie do réwnan I} = U/ Ry oraz I, = U / Ry, ktére wynikaja
z prawa Ohma, uzyskujemy wzory opisujace dzielnik pradu.
|

2.2 Redukcja sieci rezystoréw

W niektérych obwodach wystepujg skomplikowane sieci rezystoréw, ale nie zawsze
analizowanie takiego uktadu musi by¢ trudne. Czasem zlozong sie¢ opornikéw
mozna zredukowa¢, czyli zastapi¢ prostszym polaczeniem mniejszej liczby rezy-
storéw. Redukcja sieci jest szczeg6lnie przydatna w sytuacji, gdy poszukiwane jest
tylko jedno napiecie lub prad w obwodzie.

Niektore uklady tatwo zredukowac, np. taki jak na rys.[2.13f, ale inne, np. taki
jak na rys. [2.13p, moga wymagac spostrzegawczosci, pomystowosci i przyjecia
pewnych pomocniczych zatozen.

a)

Rysunek 2.13: Przyktadowe obwody: (a) prosty i (b) ztozony
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Przyklad 2.5
W obwodzie z rys. okresli¢ rezystancje zastepcza miedzy a i b oraz natezenie
pradu, ktéry plynie przez rezystor 3 Q.
Rozwiazanie
Rezystancja zastepcza miedzy a i b wynosi:
3-6

24
Ryp=—— 41+ 4a=15[Q
@~ 376 3 [<2]

Catkowity prad I w obwodzie jest zatem réwny:

30 30
Ry, 15

2[A]

Szukany prad I3, ktéry plynie przez rezystor 3 Q, obliczamy za pomocg wzoru
na dzielnik pradu:

6
I3=——-I=0,67-2=1,33[A]
3+6

24
3 ]3 S
—
a 1 24 4 b
6 T —J T
24
Al
30
L
Rysunek 2.14: Schemat do przykladu
O
Przyklad 2.6

Obliczy¢ napiecie U na rezystorze 1Q oraz prad I w obwodzie z rys.

Rozwiazanie
Sie¢ opornikéw miedzy a i b jest r6wnowazna rezystancji zastepcze;j

Rap =1+ —=1+—=9(Q]
RTR'TER
gdzie
30-(20+40)
R =4+ —— =24[Q)]
30+ (20+40)
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Ry =9+15=24[Q]
36-(30+6)

R3 =6+ ——=24[Q]
36+ (30 +6)
Wobec tego:
E 5
I=—=-=0,56[A]
Ry 9
a
U=1-1=0,56[V]
20
e S »ll
a 1 9 15 b
1 | S 1
4 36
1
Js o]
5 30
Rysunek 2.15: Schemat do przyldadu
U

Przyklad 2.7 Sie¢ drabinkowa
Obwdd z rys. jest nazywany siecig drabinkowa. Wyprowadzi¢ og6lne wyrazenie
na R, rezystancje zastepczg takiej sieci.

R Rs Rs R,
a | 1 1 |
S T T S

| N |

Rysunek 2.16: Sie¢ drabinkowa
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Rozwiazanie

Aby okresli¢ R, nalezy zredukowac¢ kombinacje szeregowo-réwnolegla, zaczynajac
od prawej strony uktadu. Oporniki R; i Rg sa potaczone szeregowo, zas ich zastepcza
rezystancja R; + Rg jest polaczona réwnolegle z Rg, czyli mozna obliczy¢ kolejnag
rezystancje zastepcza Rs - (R7 + Rg)/(Rg + R7 + Rg). Ta jest natomiast potaczona
szeregowo z Rs, a cato$¢ rownolegle z Ry itd. W koricu dochodzimy do R;, ktéry jest
W szeregu z pozostalg kombinacja, otrzymujac ostateczny rezultat:

. Rg-(R7+Rg)
Ry (R5+ Rg+R7+Rg

RZ ) RS + R4+R5+R6'(R7+R8)

Rap =Ry + Torhh (2.23)

Re-(R7+Rg)
Ry [RS + Rg+R7+Rg
Re-(R7+Rg)
Rg+R;+Rg

Ry + R3+

Ry+Rs5+

Takie podejscie do postawionego zadania jest ucigzliwe, wiec lepiej postepowac
wedlug ogdlniejszej, a jednoczeénie prostszej metody. Polega ona na dodawaniu re-
zystancji w przypadku potaczenia szeregowego i dodawaniu konduktancji, gdy roz-
patrywane jest polaczenie réwnolegte. W zadanym obwodzie R; i Rg sa polaczone
szeregowo, wiec ich rezystancje trzeba dodac. Uzyskana rezystancja zastepcza jest
réwnolegta do Rg, czyli mozna zsumowac konduktancje:

1 1
— +
R R;+Rg

Odwrotno$¢ tego jest rezystancja polaczong szeregowo z Rs, wiec

1
1 1

Rg + R;+Rg

R5+

a konduktancja tego ukladu moze zosta¢ zsumowana z konduktancja Ry:

1 1

t—
R4 R5+ﬁ

Rg T R7+Rg

Odwrotno$¢ powyzszego nalezy dodawac do Rs itd.

Postepujemy w ten sposdb, az osiagniemy zaciski sieci. Uzyskany wzér na Ry,
jest tozsamy z (2.23), ale ma bardziej przejrzysta postac:

1
Rap=Ri+ = . (2.24)
5 +
Ry R3+1%

+
7. I
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Alternatywnie R,;, mozna wyrazi¢, postugujac sie jednoczes$nie rezystancjami

i konduktancjami:
1

Rap =R+ (2.25)

+
G2 Ryt ——— 57—
4 R5+ 1

i
G6* R7+Rg

Takie réwnanie daje sie tatwo uogélni¢ do przypadku n rezystoréw:

Rab:Rl+

Gy +

1
Cn-2+ Rp-1+Rn

2.2.1 Przeksztalcenie tréjkat-gwiazda i gwiazda-tréjkat

Po przeanalizowaniu przykladéw polaczen szeregowych, réwnolegtych i miesza-
nych rozpatrzmy obwdd z rys. Nietrudno jest zauwazy¢, ze nie ma w nim
rezystorow, ktére bylyby polaczone szeregowo albo réwnolegle. Zatem taki uklad
nie moze zosta¢ zredukowany do jednej rezystancji zastepczej metodami omo-
wionymi dotychczas. Konieczne jest uzycie innego narzedzia analizy obwoddéw,
a mianowicie przeksztalcenia tréjkat-gwiazda albo gwiazda-tréjkat. Kazde trzy
oporniki w uktadzie tréjkata (A) mozna bowiem zastapi¢ odpowiednio dobranymi
trzema rezystancjami w uktadzie gwiazdy (Y), nie oddzialujac na pozostatg czes¢
obwodu. Dopuszczalne jest tez przeksztatcenie odwrotne.

t s
— IE
g

Rysunek 2.17: Sie¢ rezystancyjna bez potaczen szeregowych ani réwnolegtych, tatwych
do zredukowania
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Rozpatrzmy tréjkat i gwiazde, ktére pokazano na rys. Trojkat jest rowno-
wazny gwiezdzie wtedy, gdy miedzy odpowiednimi zaciskami obydwu uktadéw
sg takie same rezystancje zastepcze. Na tej podstawie mozna wyprowadzi¢ wzory
na rezystancje gwiazdy:

RipRi3
Ri=——F+——
Riz2+ Ri3+ Ros
Ri12R
R2 = _H2ftes (2.26)
Ri2+ Ri3+ Ry
Ri3R
Ry = 131123
Ri2 + Ri3 + Ry
ktéra odpowiada danemu tréjkatowi, oraz zaleznosci:
RiRy
Ri2=R;+Ry +
3
RoRs
Roz3=Ro+R3+ > (2.27)
1
RiRs
Ris=Ri+R3+
2
ktére opisuja przeksztalcenie odwrotne.
a) b)
b b
Ry
Rix Rax <:>
Ry R
Rl3
a 1 c a c

Rysunek 2.18: Konwersja trojkat-gwiazda i gwiazda-tréjkat

Dowé6d

Uktady z rys. sa rownowazne wtedy, gdy miedzy odpowiednimi ich zaciskami
sg takie same rezystancje zastepcze. Jezeli weZmiemy pod uwage zaciski a i b,
to dla trojkata zastepczy opor R.4a jest okre§lony rownoleglym polaczeniem Ry
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z szeregowym polaczeniem R»3 i Ry3, czyli

Ri2 (Ro3 + Ry3)
Roypp = ——
Rip + Ri3+ Rp3
Dla gwiazdy natomiast
Rapy=R1 + Ry

W podobny spos6b mozna rozpatrze¢ pozostate pary zaciskéw, tak aby okresli¢
Rpea 1 Rpey 0oraz Rega i Reqy. ROwnowaznos¢ uktadéw wymaga, by Rapa = Rapy,
Rpea = Rpey i Rean = Reay, czyli zeby

Ri2 (Ros+ R

12 (R23 + R13) “R +R
Riz + Rz + Rog
Rys(R12+R

23 (R12 13):R2+R3>
Rip+ Ri3 + Ry3

Ris(R12+ R

13 (R12 + Ro3) “ R +Rs
Rip+ Ri3 + Ry3

Rozwigzujac ten uktad wspétzaleznych réwnan wzgledem rezystancji Ry, Ry i R3,
tak aby wyrazic je w kategoriach Rj2, Ry3 i R13, otrzymujemy (2.26), wzory na prze-
ksztalcenie tr6jkata w gwiazde. Zakladajac, ze znane sg R, Ry i R3, i rozwigzujac
uktad wzgledem Ry, Re3 i Ri3, uzyskujemy (2.27), r6wnania na przeksztatcenie
gwiazdy w trojkat.
|

Przyklad 2.8

ZnaleZ¢ rezystancje zastepczg polaczenia opornikéw, ktére pokazano na rys.
Nalezy przyja¢, ze R1 =1Q, Ry =2Q, R3=3Q, Ry =4QiR5 =5Q.

Rozwiazanie

W celu zredukowania uktadu nalezy przeksztalci¢ jedna z gwiazd, R;—R3—Rs5 albo
Ry—R3—R4, w robwnowazny tréjkat. Decydujac sie na przeksztatcenie R,—R3- Ry, uzy-
skujemy ré6wnowazne potaczenie, ktoére pokazano na rys. Zastepcze oporniki
majg nastepujace rezystancje:

Ry - R;
4

R3-Ry
2

Ry-Ry
3

2-3
Ros=Ry+R3+ =2+3+T=6,5[Q]

R34=R3+R4+

3-4
=3+4+7=13[Q]

2-4
Ryy=Ry+ Ry + :2+4+T:8,67[Q]
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Teraz mozna fatwo okresli¢ Ry, zastepcza rezystancje miedzy a i b, bo stanowi
ona réwnolegte polaczenie Ry, z R, rezystancjg zastepcza pozostatej czesci uktadu.
Poniewaz

_RiRyy  Rs:Ry _ 165 513

= = + =4,48 [Q)]
Ri+Rys Rs5+ Ry 1+6,5 5+13
wiec
R-Ryy  4,48-8,67
Ryp = = =2,95[Q]
R+Ryy 4,48+8,67
(|
| S
Ry
a
R23
I [
R24
b

Rysunek 2.19: Polaczenie rezystoréw uzyskane ze schematu na rys. w wyniku prze-
ksztatcenia gwiazdy w tréjkat

Uwaga 2.1

W tréjkat mozna przeksztatcic tylko gwiazde o dokltadnie trzech ramionach. Wy-
kluczone jest stosowanie réwnan do potaczen gwiazdzistych takich jak
to na rys. gdzie wiecej niz trzy galezie zbiegaja sie w jednym wezle. Innymi
stowy, nie mozna przyjmowa¢, ze niektére z rezystor6w stanowig tréjramienng
gwiazde, a ignorowac pozostate.

A

Rysunek 2.20: Gwiazdziste polaczenie opornikéw niedajace sie przeksztatci¢ w tréjkat
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2.2.2 Podsumowanie

We wszystkich przyktadach przedstawionych w tym podrozdziale uktad zawierat
tylko jedno Zrédto napiecia lub pradu, a poszukiwana byta tylko jedna wielko$¢ elek-
tryczna. W takich przypadkach redukcja sieci rezystoréw jest skuteczng technika
analizowania obwodéw, lecz ustepuje innym metodom w sytuacji, gdy uktad za-
wiera wiecej Zrodet i/lub trzeba wyznaczy¢ wiele pradéw lub napie¢. Tym niemniej
wstepnie redukujac sie¢, czasami mozna znaczaco utatwi¢ wykorzystanie bardziej
zaawansowanych podejs¢, takich jak prezentowane dalej metody, ktére opierajg sie
na systematycznym konstruowaniu réwnan na podstawie praw Kirchhoffa.

2.3 Metoda praw Kirchhoffa

Problemy z zakresu teorii obwodéw zwykle sg analizowane w ten sposéb, ze uklad
fizyczny (uktad elektryczny) jest opisywany za pomocg modelu matematycznego
(uktad réwnarn). Wtedy uzyskane wyniki obliczeni przedstawiajg ocene zachodza-
cych zjawisk fizycznych.

Analiza obwodu zwykle sprowadza sie¢ do obliczenia wszystkich pradéw gate-
ziowych lub potencjaléw weztowych dla zadanych napiec i pradéw Zrodltowych
oraz rezystancji. Podstawowymi narzedziami do rozwigzania tak postawionego
zadania sg prawa Kirchhoffa. Pozwalaja one bowiem zapisa¢ uktad ré6wnan alge-
braicznych potrzebny do wyznaczenia szukanych wielkosci. Liczba niezaleznych
réwnan musi by¢ réwna liczbie niewiadomych: jezeli w obwodzie jest B galezi
i N gléwnych weztéw, to potrzeba B niezaleznych réwnan.

Na podstawie pradowego (pierwszego) prawa Kirchhoffa nalezy zapisac
(N —1) niezaleznych réwnan weztowych. Chociaz mozna sformutowaé N réwnan,
tyle ile jest gtébwnych weztéw, to tylko (N — 1) z nich jest niezaleznych, gdyz prad
kazdej gatezi wystepuje w réwnaniach dotyczacych dwéch weztéw, do ktérych
podtaczone sa zaciski tej galezi (zob. rys.[2.21).

Rysunek 2.21: Prad I wspdlny dla dw6ch weziéw

Pozostate M = B — (N — 1) niezaleznych réwnan trzeba uzyska¢ na podsta-
wie napieciowego prawa Kirchhoffa, rozpatrujac M niezaleznych oczek. Takie oczka
mozna wybra¢ na r6zne sposoby, co utrudnia zadanie w przypadku obwodéw ztozo-
nych i nieplanarnych. Najlatwiej jest wybra¢ po prostu wszystkie oczka, w ktérych
wnetrzu nie ma gatezi, czyli nie mozna wskazaé wewnatrz nich pomniejszych oczek
bedacych obwodami zamknietymi (zob. podrozdziat[1.12). Takie podejscie nie jest
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jednak wystarczajaco ogélne, gdyz moze wymagac¢ przypisania do dwdéch oczek
galezi, ktéra powinna zostac skojarzona z tylko jednym oczkiem i by¢ rozpatrywana
w szczegblny sposéb, tak jak np. galaz ze Zr6dtem pradu. Bardziej uniwersalna
jest metoda grafu obwodu, w ktérej wybieranie niezaleznych oczek jest potaczone
z usuwaniem krawedzi grafu. Obydwa podejscia zostaly objasnione na ponizszym
przykladzie analizy obwodu za pomoca metody praw Kirchhoffa.

Przyklad 2.9
Metodg praw Kirchhoffa obliczy¢ natezenia wszystkich pradéw gateziowych w ob-

wodzie z rys.[2.22f.

I

0 E, e u/
v \

Rysunek 2.22: Schematy do przyk}adu (a) uktad i (b) graf unaoczniajacy jego topologie

Rozwiazanie

W rozpatrywanym obwodzie jest B = 9 gatezi i N = 6 glownych wezléw, a wiec
mozna zapisa¢ N — 1 = 5 niezaleznych réwnan weztowych. Aby obliczy¢ dziewieé¢
pradéw gateziowych, potrzebujemy jeszcze M = 9 —5 = 4 niezaleznych réwnan,
ktére opisywatyby bilanse napie¢ w niezaleznych oczkach, czyli wynikalyby z napie-
ciowego prawa Kirchhoffa. Odpowiednie sg cztery oczka, ktére oznaczono cyframi
rzymskimi na rys. gdyz nie zawieraja pomniejszych oczek, ktére bytyby obwo-
dami zamknietymi.

SprawdZmy jednak uzyteczno$¢ alternatywnej metody grafu obwodu. Rozpo-
czynamy od przerysowania obwodu z rys. w taki sposéb, ze kazda galaz jest re-
prezentowana przez linie. Wynikowy diagram, ktéry zamieszczono na rys.[2.22b,
nosi nazwe grafu obwodu i przejrzyscie reprezentuje topologie uktadu. Za pierwsze
niezalezne oczko bierzemy ktérekolwiek z 14 dostepnych do wyboru, a po jego
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oznaczeniu usuwamy jedng z tworzacych je gatezi. Dowolne oczko sposréd pozo-
statych spelnia warunek niezalezno$ci, wiec wybieramy jedno i usuwamy nalezaca
do niego gataz. Postepujac w ten spos6b, dochodzimy do obwodu jednooczkowego,
ktéry stanowi ostatnie niezalezne oczko.

Kolejne etapy metody grafu obwodu zilustrowano na rys. pokazujac dowol-
no$c¢ postepowania. Na rys. wybierane sg tylko oczka, wewnatrz ktorych nie
ma poduktadéw zamknietych, za$ na rys. w ostatnim etapie wybrano oczko,
ktére zawiera podsie¢ zamknieta.

a)

- T~ - ~.
7/ N 7 N

T
I
|
|
1
N N T S —

b)

N

Rysunek 2.23: Dwa warianty redukcji grafu i wyboru niezaleznych petli

dla obwodu z rys.

Majac wybrane wezly i petle, zapisujemy wspétzalezne r6wnania algebraiczne,
ktére opisuja dzialanie obwodu, czyli réwnania weztowe:

e wezela: 1+ L =13
o wezel b: Ig+ Ig =1
o wezelc: Ig+ Ig =13
e wezetd: L+ Is=1;
e wezete: Is+Ig=1I
oraz réwnania oczkowe:
e oczko 1: Ry} — RoI, — Rglg = E;

e oczko 2: Rglg+ R71; — Rglg = E)
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e oczko 3: R3Is+ Ry I, + Rglg = E3
¢ oczko 4: R;I; —RyIy = Ey

Razem mamy dziewie¢ réwnan, czyli tyle, ile niewiadomych, I;...19. Sa to réw-
nania liniowe o statych wspétczynnikach, a wiec uktad mozna rozwigza¢ metoda
podstawiania, eliminacji lub wyznacznikéw.

g

Rozwiazanie uktadu, ktéry obejmuje wiele wspéizaleznych réwnar, jest skom-
plikowanym zadaniem obliczeniowym, nawet przy uzyciu komputera. Dlatego
w praktyce nie stosuje sie metody praw Kirchhoffa do obwod6éw wielooczkowych.
Preferowane sa podejscia pozwalajace zminimalizowa¢ liczbe réwnan, a tym sa-
mym ilo$¢ obliczeni: metoda pradéw oczkowych i metoda potencjaléw weztowych.

2.4 Metoda pradéw oczkowych

W metodzie pradéw oczkowych (metodzie oczkowej) przyjmuje sie, ze w oczkach
kraza wyimaginowane prady, zwane oczkowymi. Kazde oczko ma sw6j wlasny prad,
niezalezny od pozostalych. Prady oczkowe sg bezpos$rednio zwigzane z gateziowymi,
wiec znajac je, mozna latwo obliczy¢ te drugie.

Do wyznaczenia pradéw oczkowych stuzg natomiast réwnania, ktére sa za-
pisywane na podstawie napieciowego prawa Kirchhoffa. Réwnania uzyskuje sie,
postepujac systematycznie wedtug ustalonej procedury, co utatwia analizowanie
obwoddéw. Ponadto potrzeba znacznie mniej réwnan i niewiadomych niz w przy-
padku metody praw Kirchhoffa.

R1 RZ
LI ’ I
R;
— I I -
El 11 22 E2
JE

Rysunek 2.24: Obwdéd z zaznaczonymi pradami oczkowymi
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Analiza obwodu metoda oczkowa obejmuje nastepujace kroki, ktére objasnimy
na przykladzie obwodu z rys.

1. Wdogodny sposéb wybieramy tyle niezaleznych oczek, ile mozemy w danym
obwodzie. Potrzebujemy M = B— (N —1) =2 oczek, gdyzB=3,a N = 2.

2. Przypisujemy oczkom abstrakcyjne prady oczkowe i przyjmujemy kierunki
ich przeptywu. Dla uproszczenia mozemy przyjac, ze wszystkie prady sg skie-
rowane jednakowo, np. zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Prad k-tego
oczka oznaczamy symbolem [i.

3. Dlakazdej petli zapisujemy napieciowe prawo Kirchhoffa na podstawie pradu
oczkowego. W ten spos6b powstaje uktad M liniowych wspétzaleznych réw-
nan, ktéry mozna uporzadkowaé, by pasowat do nastepujacej ogélnej postaci:

Riihin —Riplpp —Rizlzz —... =Ryl —... —RimIum = En
—Ro1In1 +Roplp —Rp3lzz —... —Rppdpr —... —RopIym = Eoo
—R31111 —R3plp +R33lzz —... —R3plyr —... —RapIym = Ess
: : : : : : (2.28)
—Rp1ln —Rigolpp —Rialss —... +Riilkx —... —RimImm = Ekk
=Ry —Rpeloo —Rypzlzs —... —Ryppedik — .- v Ry Ivive = Evim
Lepiej jednak przedstawi¢ rownania za pomocg macierzy i wektorow:
Rll _Rlz Py _le eee _RlM ] [ Ill ] [ Ell
—Ry; R ... —Ry ... —Rom I Ez
_Rkl _sz ase Rkk “ee _RkM Ikk - Ekk
| _RMI _RMZ P _RMk see RMM ] | IMM ] | EMM |
(2.29)

Jezeli k = m, to Ry, symbolizuje rezystancje wlasng k-tego oczka, czyli sume
wszystkich rezystancji, przez ktére przeptywa prad oczkowy I;.. W obwodzie
ZTyS. sa dwa oczka, ktore charakteryzuja sie rezystancjami wlasnymi
Ri1 =Ry +R3iRy, =Ry+Rs.

Jezeli k # m, to Ry,, reprezentuje rezystancje wzajemng miedzy k-tym
a m-tym oczkiem. W naszym przypadku Rj» = Ry = Rs.

Symbol Ej oznacza napigcie Zrédtowe k-tego oczka, czyli algebraiczna sume
wszystkich Zrédel napiecia dziatajacych w k-tym oczku. Dla rozpatrywanych
oczek E;1 = E; — Es3,a Eyp = —E> + Es.
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Reasumujac, rozpatrywany obwéd opisujemy uktadem réwnan:

(Ri+R3) 1 —Rsl =E,—E3

(2.30)
—R3Il + (Rz +R3) 12 = —Ez +E3

4. Rozwigzujemy uklad réwnan dowolng metoda, np. wykorzystujagc wyznacz-
niki i wzory Cramera.

2.4.1 Rozwiazanie ukladu réwnan za pomoca wyznacznikéw (wzoré6w
Cramera)

Obliczamy wyznacznik macierzy rezystancji z (2.29):

Ry; -Ri» ... —Rix ... —Ripm
—Ry; Ro» .. —Ryp ... —Roy
detD = : : ' . #0
—Rjq —Rio ... Ry ... —Rim
—-Ryn —Rm2 ... —Rmr ... Ruwm

ktéra jest symetryczna wzgledem gtéwnej przekatnej (Rg,, = R;x) dla obwodu
odwracalneg

Niewiadome, czyli prady I, k = 1,2,..., M mozna nastepnie obliczy¢ za po-
mocg wzoréw Cramera:

1
I =—D 2.31
k=5 0k (2.31)
gdzie
RH —R12 EH _RlM
—Ry; Ry Ey ee. —Rop
Do = : : : :
k=1 “Ryy -Rie ... Erk ... —Rium
_RMI _RM2 EMM RMM

jest wyznacznikiem macierzy, ktéra powstaje z oryginalnej macierzy opisujacej
uktad réwnan (o wyznaczniku D) w wyniku zastgpienia jej k-tej kolumny (wsp6t-
czynnikéw zwigzanych z I;) wektorem E (wyrazami wolnymi Ey1, Eop, E33..., Epam)-

2 Wszystkie obwody i sieci rozpatrywane w niniejszej ksiazce sa odwracalne.
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W przypadku obwodu z rys. 2.24]z (2:30) wynika, ze

Ry + R3 —R3

detD = ‘ —Rg Ry + R3

’ = [(R1 + R3) (Ry + R3) — R3?]

czyliM =2,a k=1,2. Zatem

L | =B -R
'"detD| ~E2+E; Ry+Rs

I, = 1 ‘ Ry + R; E, - Ej
27 detD| -Rs —E»+Es

Szczegllny przypadek det D = 0 jest przedmiotem pytania|(Q2.3

Przyklad 2.10
Metoda pradéw oczkowych obliczy¢ natezenia pradéw w obwodzie z rys.

Rysunek 2.25: Schemat do przykladu

Rozwiazanie
Nalezy rozpatrze¢ cztery niezalezne oczka. Wybieramy je i oznaczamy prady
oczkowe tak jak na rys. Po zapisaniu odpowiedniego uktadu réwnar:

(9+8) -8 0 0 In 5
-8  (8+7+6+7) -6 0 Ly | | -4
0 -6 6+4+3+5) -3 Is | | 4
0 0 -3 3+2) I -3
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czyli:

0 -6 18 -3 I3

17 -8 0 0 I 5
-8 28 -6 0 Ly || -4
| 4
0 0 -3 5 Im -3

rozwigzujemy go np. za pomocg wyznacznikéw. Otrzymane natezenia pradow
oczkowych:

111 =276 mA 122=—38H1A 133= 122mA 144=—527II’1A
shuza do obliczenia natezerh pradéw w galeziach obwodu:

I =1 =276 mA

I = I1; — Iy =276 — (—38) = 314 [mA]

Iy = —I, =38mA

Iy = —Iop + I3 = — (—38) + 122 = 160 [mA]
Is = I3 = 122mA

I = Iz — Inq = 122 — (—527) = 649 [mA]
I; = I3 = 527mA

Przyklad 2.11

Wykorzysta¢ metode pradéw oczkowych do okreslenia pradéw zaznaczonych w ob-
wodzie z rys.

I L
< p X
30
20 H I 40,
12
[° 1
20 70

Rysunek 2.26: Schemat do przyktadu
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Rozwiazanie
W rozpatrywanym obwodzie sg tylko dwa niezalezne oczka. Odpowiedni uktad
réwnan ma postac:

(20+40+20) 40 ILn | 9
40 (40+30+70) Ly | | 9+12
czyli:
80 40 i | _| 9
40 140 Ly || 21
Rozwigzujac go, otrzymujemy
111 :43,75mA 122:137,5mA

Poszukiwane prady sg okre$lone nastepujaco:

Il = 111 =43,75mA
I, =1y =137,5mA
I3 =111+ 1) =43,75+137,5 = 181,25 [mA]

2.4.2 Poréwnanie metody pradéw oczkowych z metoda praw Kirch-
hoffa

W poréwnaniu do bezposredniego uzycia praw Kirchhoffa metoda pradéw oczko-
wych jest znacznie mniej pracochtonna. Wymaga ona rozwigzania prostszego
uktadu réwnan, gdyz jest duzo mniej niewiadomych.

Na przyktad w celu przeanalizowania obwodu z rys. metoda praw Kirch-
hoffa trzeba rozwigza¢ uktad dziewieciu réwnan. Metoda oczkowa wymaga nato-
miast rozpatrzenia tylko czterech. Zmniejszenie liczby réwnan odpowiada takiemu
samemu zmniejszeniu liczby niewiadomych.

Mozna to stwierdzi¢, rozpatrujac graf obwodu z rys.|[2.27} ktéry powstaje z do-
stosowania grafu z rys. b do metody pradéw oczkowych. Sg cztery niezalezne
oczka i dlatego uklad (2.28) sktada sie z czterech wspétzaleznych réwnan:

(Ri+Ro+Rg) 1 —Relo—RpI3—(0) I = E
—Rgl1 + (Rg+R7+Rg) b —Rgls—R;1I,=E)
—Roly —Rglo + (R2 + R3 + Rg) Is — (0) Iy = Ej

01 —R7I2—(0) I3+ (Ra+ R7) Is = —E;
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I

I

Rysunek 2.27: Graf obwodu z przykladu z zaznaczonymi pragdami oczkowymi

Odpowiedni wyznacznik D jest okreSlony nastepujaco:

Ri+ Ry +Rg —Rg -Ry
D= —Rs R+ R7+ Rg —Rg
-Ry —Rg Ry + R3+ Rg
0 ~R; 0

0
0
Ry + R7

#0

Wykorzystujac wzor (2.31), obliczamy natezenia pradéw oczkowych:

1_1
=75

Ly=—
22 D

I—l
B=]

I_l
4“=7
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E —Rg ~R, 0
E, Rg+ R7 + Rg —Rg —R;
E3 —Rg Ro+ R3+Rg 0
_El _R7 0 R4 + R7
Ry + Ry + Rg E; -R) 0
—Rs E> —Rs —R7
-Ry Es Ry + R3 + Rg 0
0 —-E; 0 Ry+ Ry
Ri+Ry+Rg —Rg E; 0
—Rg R+ R7+ Ry E, —R;
“R, —Rg E; 0
0 —Ry; —E1 R4+ Ry
Ri+Ry+Rg —Rg -Ry E;
—Rg R+ R7+ Rg —Rg E,
-Ry —Rg Ry + R3+ Rg E3
0 ~R; 0 "
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Na ich podstawie mozna nastepnie obliczy¢ natezenia pradéw w obwodzie:

L =1 I =1I33—1I1; I3 =1I33
Iy =—1Iy Is=111 — Is4 Is =1, —1I11
I; =1y — Igg Ig=1I33—I» Ig=—1I»

Uzyskanie ujemnego natezenia oznacza, ze odpowiedni prad ptynie w kierunku
przeciwnym do zatozonego, wskazywanego strzatka.

Nalezy zauwazy¢, ze wtasciwie nie ma potrzeby zapisywania uktadu
i mozna od razu zaja¢ sie jego postacia macierzowg (2.29). Drugi spos6b zapisu
jest tez wykorzystywany w oprogramowaniu komputerowym do analizy obwodéw,
przy czym do wyznaczenia niewiadomych stosuje sie metody numeryczne, takie
jak np. eliminacja Gaussa, ktére sg efektywniejsze od wzoréw Cramera.

2.4.3 Uwagi odnos$nie do metody pradéw oczkowych

Uwaga 2.2
Liczbe réwnan i oczek do rozpatrzenia mozna zmniejszy¢, przeksztalcajac wy-
stepujace w obwodzie rzeczywiste Zrédla pradu w réwnowazne Zrodta napiecia

(zob. rys.[1.9]i podrozdziat[1.7).
A

Przyklad 2.12
Metoda pradéw oczkowych wyznaczy¢ prady w obwodzie z rys. [2.28a.

a) b)

I I Is
Is
6 1 4 6 1 3 4
I I Iz
5 5
5 T3 4 5
I

Rysunek 2.28: Schematy do przykladu

)
~

Rozwiazanie
Zrédto pradu przeksztalcamy w réwnowazne Zrédto napiecia, uzyskujac obwéd
o zmniejszonej liczbie oczek, ktérego schemat widnieje na rys.[2.28p.
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Do obliczenia pradéw oczkowych stuzy uktad réwnan:

6+1) -1 0 Iy | 3+5
-1 (1+4 -4 Ly | = -8-5
0 -4 (4+5) Is3 | 8—4
czyli
7 -1 0 I [ 8
-1 5 -4 Ly | = -13
0 -4 9 I3 | 4

stworzony na postawie wzoru (2.29). Rozwigzujac go, np. za pomoca wyznacznikéw,
otrzymujemy:

L1 =0,68A Iy =—3,27A I;3=-1,01A
zatem w oryginalnym obwodzie z rys.[2.28a:

I =1 =0,68A

I =111 — I = 0,68 — (=3,27) = 3,95 [A]

Iy = I =—3,27A

Iy = Iy — Ij3 = —3,27— (=1,01) = —2,26 [A]
Is= I3 =—1,01A

Ig=14+2=-2,26+2=-0,26[A]
U

Uwaga 2.3

Nie mozna przeksztalca¢ Zrédta pradu, gdy jest ono idealne lub gdy niedopusz-
czalne sa modyfikacje obwodu. W takiej sytuacji nalezy wybiera¢ niezalezne petle
W ten sposoéb, zeby tylko jedna z nich obejmowata Zr6dto pragdowe. Wtedy nateze-
nie odpowiedniego pradu oczkowego jest znane z géry i réwne natezeniu pradu
Zrédlowego. Podejscie to zostalo zilustrowane na rys. a przyktad jego uzycia
przedstawiono w rozwigzaniu problemu|P2.14

A

Uwaga 2.4

Jesli w obwodzie wystepuje rezystor polagczony réwnolegle z idealnym Zrédiem
napiecia, tak jak na rys.[2.30p, to plynie przezen prad o natezeniu réwnym ilorazowi
napiecia Zrédla i rezystancji opornika, czyli niezalezny od pozostatej cze$ci obwodu.
Rezystor, razem z replikg E, mozna zatem wydzieli¢ z obwodu, tak jak pokazano na
rys.[2.30p, w wyizolowane oczko, w ktérym bedzie ptynat prad I = E / R. Usuwajac
rezystor, zmniejszamy liczbe oczek w obwodzie, co demonstruje rys. [2.30c, czyli
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pozostalg czes¢ obwodu mozna analizowa¢ metoda oczkowa latwiej niz uklad ory-
ginalny, bo trzeba rozpatrze¢ o jedno réwnanie mniej. Nalezy jednak pamietac, ze
w celu obliczenia natezenia pradu w galezi ze Zrédtem E w oryginalnym obwodzie
nalezy algebraicznie zsumowac¢ natezenia w replikach tego Zrédta z wydzielonego
oczka i uproszczonego ukladu.

A

122:1 %1 111

-

—

Rysunek 2.29: Spos6b wybierania oczek korzystny w przypadku obwodu zawierajacego
idealne Zrédto pradu

b)

&
Y~

_m||_m:_
l
h
_’_\
~
—
1
=
N
__"\4
=
—

=11

b1

E-I-F

Rysunek 2.30: Schematy ilustrujace wydzielenie z obwodu rezystora R polaczonego réwno-
legle ze Zré6dtem napiecia
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Uwaga 2.5

Niektére obwody mozna uprosci¢, wykorzystujac przeksztalcenie objasnione
na rys. Jedno Zrédto pradu zostaje zamienione w dwa Zrédta napiecia,
ale zmniejsza sie liczba oczek.

A
a) b) ©)
I OTIL
— a b —
1 — +— I —
Ja B ()
Rysunek 2.31: Zmiana Zrédta pradu w dwa Zrédta napiecia
Przyklad 2.13

Zredukowa¢ obwod z rys. [2.32h, tak aby pozostalo jak najmniej oczek.

a) b) ©)

wi [
= ] ORI 0

= ] @ e e 0

Rysunek 2.32: Schematy do przyktadu
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Rozwiazanie

Na podstawie uwagi[2.5lodnosnie do metody pradéw oczkowych mozemy dokona¢
przeksztalcei obwodu, ktére pokazano na rys. Pelna analiza ukladu tego typu

jest przedmiotem probleméw i[P2.17

g

Przyklad 2.14

Metoda pradéw oczkowych okresli¢ wszystkie prady w obwodzie z rys.

I
2

Rysunek 2.33: Schemat do przyktadu

Rozwiazanie

Wybieramy oczka i przypisujemy im prady tak, jak pokazano na rys. Na tej pod-

stawie zapisujemy uklad réwnan:

(1+2) -1
-1 1+2+3)
-2 -3
czyli:
3 -1
[—1 6
-2 -3

-2
-3

B+1+2)

Rozwiazujac uktad, otrzymujemy nastepujace natezenia pradéw oczkowych:

L =3A

I, =2A
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ktére wykorzystujemy do obliczenia natezen pradéw z gatezi obwodu:

L =1 =3A

L =5h1-I=3-2=1[A]
L=l =2A
Iy=1Ip—-I33=2-3=-1[A]
Is = I33 = 3A

162111—133:3—3:O[A]
O

2.5 Metoda potencjalow wezlowych

Metoda potencjatéw weztowych (metoda weztowa) polega na zapisaniu i rozwia-
zaniu uktadu réwnan, w ktérym niewiadomymi sa potencjaty gtéwnych weztéw
obwodu. Znajac te potencjaly, mozna jednak sprawnie obliczy¢ natezenia pradow
w galeziach obwodu.

Jezeli w obwodzie jest N gtéwnych weztéw, to trzeba zapisaé P = N — 1 réwnan,
rozpatrujac pradowe prawo Kirchhoffa w odniesieniu do niezaleznych weztéw.
Wezel bez r6wnania bedzie stuzyt za wezet referencyjny (odniesienia) — nalezy
przypisa¢ mu potencjat zerowy. Potencjat kazdego z pozostatych weztéw mozna
wtedy utozsamiac z napieciem miedzy danym wezlem a weztem odniesienia, przy
czym réznice takich napieé¢ sg r6wnowazne r6znicom potencjatow weztéw.

Procedure przedstawmy na przyktadzie obwodu pokazanego na rys.[2.34a. Ce-
lem jest obliczenie pradow I ... I, ktérych rozplyw przyjeto taki, jak na rys.[2.34p.
Metoda oczkowa obejmuje nastepujace etapy:

1. Oznaczamy wezly obwodu, ktérych liczba to N = 3, i przypisujemy im poten-
cjaty Uy, U; oraz Us.

2. Uznajemy jeden z weztéw za referencyjny i przyjmujemy, Ze jego potencjat
jest zerowy (wezel uziemiony). W ten sposéb pozostajg tylko (N —1) =2
niezalezne wezly, ktérych potencjaly U; i U, trzeba obliczy¢.

Korzystnie jest bra¢ za referencyjny ten wezet, w ktérym zbiega sie najwiece;j
galezi, czyli wezel o potencjale Us = 0V z rys. [2.34b.

Jezeli obwéd zawiera Zrédlo pradu, to weztem referencyjnym powinien by¢
jeden z zaciskéw tego zrodta, tak jak na rys.[2.35p.

Jezeli w obwodzie jest idealne Zrédlo napiecia, to warto bra¢ za wezet od-
niesienia jeden z zaciskéw tego Zr6dta. Od razu bedzie wiadomo, jaki jest
potencjal wezla, ktéry odpowiada drugiemu zaciskowi. Przyktad pokazano

narys.[2.35p, gdzie U; = E).
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3. Podstawe obliczeni stanowig wyrazenia, ktore okreslajg prady w kategoriach
potencjaléw weztowych. Dla obwodu z rys. maja one postac:

E,-U U -0 U -U.
="t 3= ——— Ij=——2
Ry R Ry (2.32)
E,-U, U, -0 ’
12: 15:
Ry Rs

Zapisujac wyrazenia, nalezy uwazac na przyjete kierunki pradéw i odpowied-
nio wybiera¢ znaki.

Rysunek 2.34: Przygotowanie obwodu do analizy metodg wezlowa; U;,Us i U3 oznaczajq
potencjaly weztéw

Rysunek 2.35: Przyklady wyboréw wezla odniesienia utatwiajacych stosowanie metody
potencjaléw weztowych

95



Saeed & Parfieniuk

4. Na podstawie pradowego prawa Kirchhoffa zapisujemy bilanse pradéw w roz-
patrywanych weztach obwodu:

EE-U; U U -U
Z I=0 = 11213+I4 = gz—l.p#
wezel 1 R; R;3 Ry

E, - U U. U, — U;
Z I=0 = 12:I5+I4/ = uz_z_;#
wezet 2 R Ry Ry

5. Upraszczamy i porzadkujemy uzyskane réwnania:

1 1 1 1 1
—+ —+ — Ul— _— U2: —E1
Ri Ry Ry

Ry R
(2.33)
1 1 1 1 1
—(—)U1+ —+—+—)U2:(—)E2
Ry R, Ry Rs R,

W rezultacie powstaje uktad wspétzaleznych liniowych réwnan o statych
wspotczynnikach z (N — 1) = 2 niewiadomymi U, i U,.

6. Rozwigzujemy uktad réwnan dowolng metoda. Mozna uzy¢ wzoréw Cramera,
tak jak w przypadku metody pradéw oczkowych.

7. Znajac potencjaty weztéw, prady w obwodzie mozna obliczy¢ za pomocg

réownan (2.32).

2.5.1 Uwagi odnos$nie do metody potencjaléw weztowych

Uwaga 2.6

W metodzie potencjaléw weztowych postugiwanie sie rezystancjami jest niezbyt
naturalne i wygodne. Lepiej zapisywac réwnania w oparciu o konduktancje, czyli od-
wrotnoS$ci rezystancji. Uktad przyjmuje wtedy bardziej przejrzysta i zwieztg
postac:

(G1+G3+Gy) U1 —GUr = G By

(2.34)
—GaUL1+ (G + G4+ G5) Uy = GoEy
lub

G111 Uy - G2Uz = Iy

(2.35)
=G Ur + GppUz = I
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gdzie G = G; + G3 + G4 oznacza wlasng konduktancje wezta 1, Gop = G2 + G4 + G5
oznacza wlasng konduktancje wezla 2, Gy = Go1 = G4 jest wzajemna konduktan-
cja miedzy wezlami 11 2, za§ I1; = G1E; i I»» = Gy E, reprezentujg abstrakcyjne
zrédtowe prady weztow.

A

Uwaga 2.7

Obliczenia mozna uproscié, przeksztatcajac Zrédta napiecia w zZrédta pradu, o ile ele-
menty sg odpowiednio potaczone. Na przyktad obwdd z rys. mozna przeksztat-
ci¢ w spos6b objasniony na rys. W wynikowym uktadzie
u U U-U
L O Bl

hh=L+I+I=—+
11 1 3 4 Rl Rg R4

U, U, U, —-U
122212+I5+I4/:—2+—2+ 2 1
R, Rs R,

czyli réwnania sg prostsze od tych z (2.33), ktéry mozna odtworzy¢, podstawiajac
L, = 111 oraz % = 122.

R
A

Rysunek 2.36: Przeksztatcenie Zrédla napieciowego w pragdowe w celu utatwienia analizy
obwodu metoda wezlowa

Uwaga 2.8

Jezeli pewna gataz obwodu tworza potaczone szeregowo idealne Zrédto pradu 1
oraz opornik R, tak jak na rys. 2.37, to rezystancja R nie wplywa na potencjaty
weztéw. Nie nalezy jej uwzglednia¢ w obliczeniach zwigzanych z metoda weztowa,
tak jakby rozpatrywany byt uktad bez opornika R, taki jak na rys.[2.37p.
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Prad plynacy przez ten rezystor ma bowiem znane natezenie [ i nie zalezy
od pozostalej czesci obwodu (zob. problem|P2.14). Opornik R wraz z replika zrodta
pradu mozna zatem wydzieli¢ z obwodu, tak jak na rys.[2.37c, tworzac wyizolowane
oczko, w ktérym ptynie prad I. Jest to przypadek analogiczny do klopotliwej sytuacji,
gdy trzeba rozpatrzec rezystor rownolegly do Zrédta napiecia, analizujgc obw6d
metoda pradéw oczkowych.

A
a) b) ©)
I I I L I L
I h
R l h I R H
I8 B0 18
1
1 R =

Rysunek 2.37: Rezystor R polaczony szeregowo ze Zrédtem pradu I nie oddziatuje na pozo-
stalg cze$¢ obwodu

Uwaga 2.9
Poprawne jest przeksztalcenie, ktére pokazano na rys. Jest ono dualne do tego
z1ys.[2.31} czyli polega na analogicznych dziataniach, tylko zamiast pradu rozpatry-

wane jest napiecie.
A
a) b)
|I | — |I | —
|I | S |I | S
| — | | — | | — |
| S 1 1 | S

I S A N A
I I

Rysunek 2.38: Dopuszczalne przeksztalcenie Zr6dta napiecia
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2.5.2 Rozwiazanie og6lne

W og6lnym przypadku sieci o N gtéwnych weztach uktad P = N — 1 réwnan, ktére
stanowig podstawe metody potencjatéw weztowych, przyjmuje postac:

GnUy -GppUs —Gi3Us —... =G U —... —GinUn =111
—Go1Uy +Go2Up —GozUs —... =Gop Uy —... —GonUn = In
—G31U1 —G32Uz +G33Us —... =G3pUg —... —GsnUn = Is3
: : : . : k& I : (2.36)
—GrUi —GUs —GysUs —... +GrrU —... —GienUN = I
-Gy Uy +GnoUs —GpsUs —... =G Uk —... +GynUN = Inn

ktéra jest wyraZnie analogiczna do uktadu stanowigcego podstawe metody
pradéw oczkowych.

Aby rozwigza¢ uktad réwnan za pomocg wyznacznikéw i wzoréw Cra-
mera, nalezy postepowac zgodnie z procedurg opisana podczas omawiania metody
pradéw oczkowych. Mozemy mianowicie zapisac:

1
Ugr=—=D 2.37
k=5 0k (2.37)
gdzie
+Gn -Gz -+ -Gk - -Gy
-G 4G -+ =Gy - —Gon
De : . . 40
-G —Gkz -+ +Gre - —Grn
-Gy —Gn2 -+ =Gk - +GinN

jest wyznacznikiem macierzy symetrycznej, bo Gy, = G, k,m=1,..., N,k # m,
zas

+Gn -Gz -+ -In -+ -GN

-Ga1 +G2 -+ —hp - —Gon
Dy= ; :

-G1 —Grz - +lee - —Gikn

-Gy —Gn2 o+ —Inv - +GaN
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Przyklad 2.15
Rozwiazac réwnanie (2.35), wykorzystujac wyznaczniki i wzory Cramera.

Rozwiazanie
Poniewaz G2 = Gy,

= G11Gaz — G12?

D:’ G -Gz

-Go1 G

Jezeli D # 0, to U; i U, mozna wyznaczy¢ za pomocs (2.37):

i U—1’
™D

G In

1 ‘ Ii -Gz
—Go1 I

U= —
'"D| Iy Gx

Przyklad 2.16

Obliczy¢ prady w obwodzie z rys. [2.39q, wykorzystujac metode potencjaléw wezto-
wych. Przebieg obliczeni i wyniki poréwnac¢ do rozwigzania problemu [P2.7] ktéry
dotyczy tego samego uktadu, ale wymaga uzycia metody pradéw oczkowych.

a)

2

2
1 I6| U44 =0V
3 T || j_
4
y
3 _
Rysunek 2.39: Schematy do przyktadu
Rozwiazanie

Oznaczamy potencjaly wezléw i przypisujemy jednemu z nich wartos¢ 0, usta-
lajac w ten sposob wezel odniesienia, tak jak pokazano na rys.[2.39b. Nastepnie
stosujemy wzory i do okreslenia potencjaléw w pozostatych weztach.
Odpowiednia procedura obejmuje nastepujace kroki.
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Najpierw nalezy okresli¢ zwigzane z weztami konduktancje wtasne:

1 1
GII=Z+§=O»58[S]
_1 1 1_
GZZ_E+I+Z_L75[S]
G33=l+1=1[S]
2 2

konduktancje wzajemne
1
Gi2=Ga1 = i —-0,25[S]

1
G2z =Gz = 5= -0,5[S]

G31=G13=0S
oraz prady:

1
I =-3A Ip=~6:—=—6[A] I3 =3A

Na tej podstawie zapisujemy uktad réwnan w formie macierzowej:

0,58 -0,25 0 U -3
~0,25 1,75 -0,5 Up | =| -6
0 -05 1 Uss 3

Rozwiazujac go, otrzymujemy potencjaty weztowe:
U =-6,97V Usp = —4,16V Us3 =0,92V
ktére wykorzystujemy do obliczenia pradéw ptynacych w obwodzie:

_ (Un-0)+6 _ —4,16+6

I - =1,84[A]
Usz—0 0,92
I = =272 0,46 [A]
2 2
0-Uy; 6,97
L=— 120 _5350a
3 3
Uy —Uyp —6,97+4,16
=l 2 =—0,70[A]
4 4
Upr—Uss —4,16—0,92
Is = 222 S8 5 = —2,54[A]
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2.6 Kondensatory i cewki w obwodach pradu stalego

Jak wiemy z podrozdziatu[1.3} kondensator magazynuje fadunek elektryczny, gdy
do jego zaciskéw zostanie doprowadzona réznica potencjatéw. Poniewaz jego struk-
tura jest taka, ze izolator rozdziela przewodniki, element nigdy nie pozwala na
przeplyw pradu i w obwodzie pradu stalego zachowuje sie tak, jakby w jego miejscu
byto rozwarcie, czyli nieskoriczona rezystancj

Na przyklad w obwodzie z rys. napiecie Zrédta E w catoSci odktada
sie na kondensatorze C, ktéry sprawia, ze prad nie plynie. Z prawa Kirchhoffa
Uc = E—Ug = E, gdyzna mocy prawa Ohma Ur =0V, gdy I = 0A.

= Uc=FE
Up=0V ¢

Al=0A

L
Rysunek 2.40: Dzialanie kondensatora w obwodzie pradu stalego

W przeciwienistwie do kondensatora cewka jest elementem doskonale przewo-
dzacym i w obwodach pradu stalego zachowuje sie tak, jakby w jej miejscu byto
zwarcie, czyli doskonate polaczenie o zerowej rezystancji. W podrozdziale [1.8|wyja-
$niono, ze typowa cewka powstaje w wyniku zwiniecia drutu, ktéry powinien jak
najlepiej przewodzi¢ prad. W zwigzku z tym spadek napiecia na idealnej cewce jest
zerowy, a ptynacy przez nia prad zalezy od pozostatych elementéw obwodu.

Zachowanie sie cewki w szeregowym obwodzie pradu statego zilustrowano
narys. Poniewaz miedzy zaciskami cewki jest zerowa réznica potencjatow,
cale napiecie E wystepuje na oporniku R, ktéry ustala natezenie pradu I = E/ R.

UR:E UL:()V
—
R L
LI=E/R
E

Rysunek 2.41: Dzialanie cewki w obwodzie pradu statego

3 Dziatanie kondensatora w obwodzie pradu zmiennego zostato oméwione w podrozdziale za$
stany nieustalone w uktadach z kondensatorem sg tematem rozdzialu
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Przyklad 2.17
Okresli¢ prady i spadki napiecia w obwodzie z rys.[2.42.

a) b)
5|(|) H przerwa
Il
120 80m 120 zwarcie
~N —1 {1
60 60
6 6

Rysunek 2.42: Obw6d pradu statego z L i C stanowigcymi odpowiednio zwarcie i przerwe

Rozwiazanie

Zastepujac L zwarciem, a C rozwarciem, upraszczamy obwod do postaci z rys.[2.42p.
Dwa rezystory i Zr6dto napiecia sg polgczone szeregowo, tworzac uklad jednoocz-
kowy, w ktérym plynie prad o natezeniu 6/ (120 +60) = 1/ 30 [A].

Z prawa Ohma wynika, Ze na rezystorze 120Q wystepuje spadek napiecia
120-1/30 =4[V], a na oporniku 60Q jest ré6znica potencjatéw 60-1/30 = 2[V],
ktéra mozna tez obliczy¢, rozpatrujac bilans napieé¢: 6 —4 = 2 [V].

Napiecie na kondensatorze jest takie samo, jak na drugim rezystorze, czyli
Uc = 2V. Spadek napiecia na cewce, ktéra stanowi zwarcie, jest oczywiScie zerowy.

g

2.7 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja sg podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.
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2.7.1 Pytania

Pytanie Q2.1

Dlaczego w obwodzie pradu statego idealny kondensator zachowuje sie jak rozwar-
cie, za$ idealna cewka — jak zwarcie? Nalezy zalozy¢, ze w uktadzie nie wystepuja
stany nieustalone.

Pytanie Q2.2
Jezeli przez kondensator nie moze ptyna¢ prad, to jak moze wystepowac na nim
spadek napiecia?

Pytanie Q2.3
Co mozna powiedzie¢ o obwodzie elektrycznym, ktéremu odpowiada zerowy wy-
znacznik D w réwnaniu (2.31)? Nalezy zademonstrowa¢ przyktadowy uktad.

Odpowiedz
Uzyskanie D = 0 oznacza, ze obwo6d zawiera liniowo zalezne oczka lub jest
sprzeczny, co moze wynikaé ze specyficznego dobrania i polaczenia elementéw.

W obwodzie z rys. oczka sg zalezne, gdy Ry = R, = 0Q, a E; = E,. W ta-
kim przypadku najlepiej jest analizowaé uktad metoda inng niz oczkowa. Metode
pradéw oczkowych mozna wykorzystaé, ale trzeba by¢ spostrzegawczym i nieco
zmieni¢ sposéb postepowania. Nalezy zauwazy¢, ze w zaleznych oczkach ptyna
prady o takich samych natezeniach, zatem w jest tylko jedna niewiadoma,
ktéra mozna wyznaczy¢ na podstawie jednego réwnania.

Obwdd z rys. jest sprzeczny, gdy Ry = R, = 0, ale E; # E,, czyli Zrédta
wymuszaja inne napiecia miedzy tymi samymi wezlami. Oznacza to zlamanie
napieciowego prawa Kirchhoffa, wiec sensownego wyniku nie mozna otrzymac
zadna metoda. Laczac w ten spos6b rzeczywiste elementy, spowodowaliby§my ich
termiczne uszkodzenie. Uklad dazylby do zbilansowania napiec¢, tak ze poptynelyby
w nim prady o bardzo duzym natezeniu.

Pytanie Q2.4

Dlaczego jest zalecane, by w razie wystepowania w obwodzie idealnego Zrédla
pradu wybiera¢ niezalezne oczka tak, aby Zrédto to pojawiato sie tylko w jednym
z nich? Co nalezy uczynié, jezeli wbrew zaleceniu Zr6dlo ma by¢ rozpatrywane tak
jak kazdy inny element obwodu? OdpowiedzZ nalezy uzasadni¢ przykladem.

Wskazéwka
Nalezy pamietac, ze miedzy zaciskami Zrédta pradu, ktére zasila uktad, wystepuje
niezerowe napiecie. Dotyczy to tak Zr6det idealnych, jak rzeczywistych.
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2.7.2 Problemy rozwiazane

Problem P2.1
Okresli¢ rezystancje zastepcza miedzy a i b w obwodzie pokazanym na rys.[2.434.
a
) i 1k .
1k
1k
e
1k & H 1k
1k
ik ] o
1k d f
1k 1k
qe—4
c
b) 1k
1k
1k 1k
a X |ede fgh| K i
1k 1k
1k

Rysunek 2.43: Obwody do problemu

Rozwiazanie

Zal6zmy, ze prad wplywa z zewnatrz do sieci w weZzle a, a wyptywa z niej w wezle
b. Poniewaz wszystkie rezystancje sa rowne, a polaczenia — regularne, wiec prad
musi rozptywac sie w réwnych czeéciach po gateziach ac, ad i ae. Zatem na odpo-
wiednich rezystorach sg réwne spadki napiecia, a wwezlach ¢, d i e jest taki sam
potencjal. Analogicznie wnioskujac o przeptywie pradéw w pozostalej czesci sieci,
stwierdzamy, Ze jednakowe potencjaly musza wystepowac tez w weztach f, gi h.
Wobec tego szescian odpowiada uktadowi z rys.[2.43p, na podstawie ktorego fatwo
jest wyznaczy¢

5
i (kQ]

W~

R —1+1+
ab—3 6
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Problem P2.2
Przeksztalcajac Zrédta, obliczy¢ natezenie pradu I w obwodzie z rys. Dane sa:
I =1A,E; =10Voraz Ry =R, = R3 =2Q.

Y

| S

@ U g e

i

Rysunek 2.44: Schemat do problemu

a) b)

i i

B B e Qe Qo B o [

Rysunek 2.45: Schematy do rozwigzania problemum

Rozwiazanie
Zrédlo napiecia przeksztalcamy w réwnowazne zrédto pradu o natezeniu
E, 10

— =5][A]

I = =2 =
TR 2

uzyskujac uktad taki jak na rys.[2.45p. Nastepnie upraszczamy obwdd do postaci
pokazanej na rys.[2.45p, gdzie

Iy=1+1,=6A

RiR 2:2
Ri2= =——=1[Q]
R+ Ry 2+2

Do obliczenia natezenia I wykorzystujemy wzo6r na dzielnik pradu:

Ri» 1
I= Iy= ——6=2[A]
Rio+Rs3 1+2
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Problem P2.3
W obwodzie z rys. wyznaczy¢ napiecie Zrédtowe, dla ktérego Us = 30V.

Ui

24

Rysunek 2.46: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Wykorzystujemy prawo Ohma oraz prawa Kirchhoffa. Obliczajac prad lub napie-
cie zwigzane z rezystorem, poczawszy od 3 Q, uzyskujemy podstawe do ustalenia
warto$ci zwigzanych z nastepnym elementem:

_Us _ 30

I =—=10[A
6= 3 3 [A]

Us=21Ig=2-10=20[V]
Uy = Us + Ug =20+30=50[V]

U, 50
:—:—:ZO[A]

2,5 2,5
Ii=1I,+Ig=20+10=30[A]

Us=1I3=1-30=30[V]
Uy = Us + Uy =30+50=80[V]
_U» 80

1 —IZZO[A]

L =DL+13=20+30=50[A]

Iy

I

Uy =2,411=2,4-50=120[V]
E=U; +U;=120+80=200[V]
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Problem P2.4
Okresli¢ prad i napiecie wskazywane przez przyrzady pomiarowe, amperomierz (A)
oraz woltomierz (V), w obwodzie z rys.[2.47h.

a) b)

Jo s O
_"_120 —7;@_ :> _:120

o e

Rysunek 2.47: Obwody do problemu

~Y

a)

b)
D = —— O = — -

Rysunek 2.48: Schematy zastepcze miernikéw elektrycznych: (a) amperomierza oraz (b) wol-
tomierza

Rozwiazanie

Amperomierz jest przyrzadem do pomiaru natezenia pradu, za$ woltomierz stuzy
do mierzenia napiecia. Aby mierniki nie oddziatywaty na badany uktad, sa one
konstruowane w taki sposéb, zZe miedzy zaciskami amperomierza wystepuje bardzo
maly op6r, a miedzy zaciskami woltomierza — bardzo duzy.

Jezeli potrzebne sg bardzo doktadne wyniki pomiaréw, to nalezy precyzyjnie
okresli¢ rezystancje miernikoéw. Aby rozwiaza¢ zadanie, mozna jednak zastosowac
proste uklady zastepcze z rys. czyli przyjaé, ze amperomierz ma zerowa rezy-
stancje (w jego miejscu jest zwarcie), a woltomierz ma rezystancje nieskoriczenie
wielka (w odpowiednim miejscu jest przerwa). Takie zalozenia pozwalajg nam
rozpatrywac uproszczony uklad, ktéry pokazano na rys.[2.47p.

Rozpoczynamy od zredukowania sieci rezystoréw i wyznaczenia pradu

120

I'= 1005 —ooa0 = 4Al

10+15 ° 60+40
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ktéry ptynie w gatezi ze Zr6dlem napiecia. Nastepnie, korzystajac ze wzoru na dziel-
nik pradu, obliczamy:

10
L=———-4=1,6[A]
10+15
60
W= ———4=24[A]
60 + 40

Na tej podstawie:
In=1,—1,=2,4-1,6=0,8[A]

Uy=15-1r=15-1,6 =24 V]

Problem P2.5
Obliczy¢ Uy, Uy, I i I, w obwodzie z rys.

Rysunek 2.49: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Szukane napiecia sa takie same:

U =U;=3-8=-5[V]
co wynika z napieciowego prawa Kirchhoffa. Prad I, wyznaczamy z prawa Ohma:

="
T 14 14

za$ I; okreslamy na podstawie pradowego prawa Kirchhoffa:

I—I+I—5+8+12—45[A]
1727571 s T
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Problem P2.6
Metoda potencjatéw weztowych obliczy¢ natezenia pradéw w ukladzie z rys.|2.50a.

a) b) U

20

9 I
70
| —

N
I

Rysunek 2.50: Obwody do problemu

Rozwiazanie
W obwodzie sg tylko dwa wezly. Jezeli przypiszemy zerowy potencjat do jednego
z nich, czyli uziemimy ten wezel, to do wyznaczenia pozostanie tylko potencjat
drugiego. Zatem oznaczmy potencjaty tak jak na rys.[2.50p. Konduktancja wtasna
wezla, ktorego potencjal U;; nalezy okresli¢, wynosi:

1 1 1 3

G = +—+ =—[S]
20+20 40 30+70 50

a zasila go prad Zrédlowy

9 12 21
hi=——-——F-=—IA]
40 30+70 200
Wobec tego
GnUn=1I = 3U—21 Ui =1,75V
nn =1Iin 50”1~ 200 1n=1
i mozemy przystapi¢ do wyznaczania pradow:
Un
I} = — =43,75[mA]
40
Uso
U40=9—U11=7,25[V] = IZZEZISI,ZS[IHA]
Usos7o = 12+1,75 = 13,75[V] = Iy = 3070 _ 37 51ma)
30+70
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Problem P2.7

Metoda pradéw oczkowych dokona¢ analizy obwodu z rys. [2.51fa. Por6wna¢ prze-

bieg obliczen i wynik z przyktadem[2.16] ktory dotyczy tego samego uktadu i metody
potencjatéw weztowych.

a) b)

2 :3A 2
"12
2 [] 2 In
1 6 1. 1
1 | 5 — ! )
4 [] 4 I3
Y
3 14 3 13

Rysunek 2.51: Schematy do problemu

Rozwiazanie

Wybierzmy oczka i oznaczmy prady oczkowe tak jak na rys.[2.51b. Zrédto pradu
wystepuje tylko w jednym oczku, co jest zgodne z zaleceniami uzupetniajacymi

opis metody pradéw oczkowych (uwaga[2.3]i rys.[2.29). Dzieki temu od razu znany
natezenie:

I =Ig=3A
Nastepnie obliczamy rezystancje wlasne:
Ry =2+2+1=5[Q] R33=1+3+4=8[Q]
rezystancje wzajemne:
Ry =Ry =-2Q Ry3 =Rz =-1Q R31 = Ri3=-4Q
oraz napiecia Zrédtowe:
Ey =—-6V E33 =6V
zwigzane z pozostatymi oczkami. Na tej podstawie tworzymy uktad réwnar:
R
-4 -1 8 Iji | s
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ktéry od razu mozna uprosci¢ do postaci:

5 I
-1 I 18

uwzgledniajac, ze I;; = 3A. Rozwigzujac uktad, otrzymujemy pozostate prady
oczkowe:

Iy =0,46A I3 =2,31A
Dysponujac niezbednymi danymi, mozemy obliczy¢ prady w obwodzie:
Iy =I33-1=2,31-0,46 =1,85[A]
L =1,=0,46A
I3 =133=2,31A
Iy =1I33—-111 =2,31-3=-0,69[A]
Is=1—-111 =0,46 -3 =-2,54[A]

Problem P2.8
Wyznaczy¢ spadki napiecia na rezystorach w obwodzie z rys.

1200k

| —
1

-

U,
r— U-
i i

Rysunek 2.52: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Rezystory sg potaczone szeregowo, wiec spadki mozna okresli¢ ze wzoru na dzielnik
napiecia:

1200000
Uj=———— .12=11,999V
100 + 1200000
U 100 12 =0,000999[V] =~ 1[mV]
= =4, ~ m
27700 + 1200000

Napiecie Zrodta prawie w catosci odktada sie na oporniku o wiekszej rezystanciji.
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Problem P2.9
Obliczy¢ natezenia pradéw, ktére ptyna przez rezystory 10Q oraz 60Q w obwodzie

z1ys.[2.53k.

a) a

Rysunek 2.53: Schematy do problemu

Rozwiazanie

Prad nie ptynie przez rezystor 302, poniewaz r6znica potencjatéw miedzy zaci-
skami tego opornika jest zerowa. Wynika to ze sposobu wilaczenia Zrédet 10V,
ktérych napiecia wzajemnie znosza sie, jezeli sg rozpatrywane ze strony zaciskéw
tego rezystora.

Natezenia pradoéw, ktére ptyng przez rezystory 60Q) potaczone réwnolegle
ze Zrédtami 10V, mozna obliczy¢ z prawa Ohma:

S L
%760 6
Nie zalezg one od pozostatej czesci obwodu i nie wptywaja w zaden spos6b na prady
I, I, oraz I3, ktére mozna okresli¢, rozpatrujac uproszczony uklad z rys. [2.53p. Taki
obwdd opisujg réwnania:

10- I, +10-1; =10
10- I, +10-I3=10
L+I=1

z ktérych wynika, ze
1 2
L=13==-A 12:§A
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Problem P2.10
Obliczy¢ warto$ci napiec¢ i pradéw, ktére zaznaczono w obwodzie z rys. [2.54k.

a) U2 b) UZ
I L < 1 yi) B —
-+ > {1 -+ > 1+
60 60
10 30
of] 28|u o wf] 2@|u (]
30 30
10 30
| S| :_

Rysunek 2.54: Schematy do problemu|[P2.10

Rozwiazanie
Nalezy zauwazy¢, ze trzy rezystory 10Q tworza gwiazde. Przeksztalcamy ja
w réwnowazny tréjkat ztozony z trzech opornikéw po 30Q kazdy, otrzymujac

uktad z rys.[2.54p.

Siec rezystor6w po prawej stronie schematu mozna zredukowac:

30-60

R30160 = 30460 20[Q]
30-30

R3p|30 = 30430 15[Q]

i zastgpi¢ oporem

30~ (Rsoje0 + R30j30) _ 30-(20+15)  30-35
17 30+ (Ryop60 + Raojz0)  30+(20+15) 65

=16,15[Q]

Majac réwnolegle potaczenie Zrodta pradu i dwéch opornikéw, szukane nateze-
nia pradéw mozemy tatwo obliczy¢ ze wzoru na dzielnik pradu:

Req 16,15
I = 2= -2=0,42[A]
60 + Req 60+ 16,15
60 60
I 2=1,58[A]

= 2= .
60 + Req 60+ 16,15

Nastepnie jeden spadek napiecia uzyskujemy z prawa Ohma:

Uy =60-1; =60-0,42 =25,2[V]
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a drugi — ze wzoru na dzielnik napiecia:

R
Uy = 301|160

20
= +R Uy=—:-252=14,4
Roolo sojsol1 = 2o \Y

Problem P2.11
Obliczy¢ prady i napiecia zaznaczone w obwodzie z rys. [2.55a.

Rysunek 2.55: Schematy do problemu|[P2.11

Rozwiazanie
Rozpoczynamy od przerysowania schematu w bardziej przejrzystej formie, ktérg
pokazano narys. b. Nastepnie obliczamy natezenia pragdéw:

o5 Ll
2745415 12

5 1
= =—[A]
5+25 6

I3
L=L+13= ! +1—025[A]
1=+ h=5+:=0
ktére z kolei wykorzystujemy do wyznaczenia spadkéw napiec:

1
U2:45-12=45-E=3,75[V]

0=U;+U,—-5-1I3

1
U1:5-13—U2=5-6—3,75=—2,92[V]
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Problem P2.12
Znajac natezenie pradu I = 300mA, ustali¢ napiecie Zrodta E zasilajagcego ob-

wod z rys.[2.56a.

b)

2) 1=300mA 1=300 mA
- 4 a
20 20
E=?
e c b
10 20

Rysunek 2.56: Schematy do problemu[P2.12

Rozwiazanie
Najpierw upraszczamy obwéd do postaci z rys. 2.56b, przeksztalcajac tréjkat abe
w réwnowazna gwiazde:

20-20 400

0= 5= —— =9,52[Q)]
20+20+2 42
2-20 40
Ry=R;=———— = — =0,95[Q]
20+20+2 42

Umozliwia to nam ustalenie rezystancji zastepcze;j:

(Rc+10) - (Rp +20) 10,95-20,95
=9,52+ ——=16,71[Q]
(R +10) + (Rp +20)

Req =R, +
€q— T 10,95 + 20,95

ktéra jest rownowazna catej sieci opornikéw. Na mocy prawa Ohma

E=1-Req=0,3-16,71 =5[V]

Problem P2.13
Metodga potencjatéw weztowych obliczy¢ natezenie pradu I w obwodzie z rys.
Potencjat odniesienia zostat ustalony tak, jak pokazano na schemacie.
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9
T T
=
Rysunek 2.57: Obwody do problemu

Rozwiazanie

Aby okresli¢ potencjaty wezlowe, ktére sg niezbedne do obliczenia I, wyznaczamy
konduktancje:

G11:l+1+l:1[8]
5 4 4 10
G22=l+1+1=1,75[81
1 2 4
1
Gro=Go1 = 1 (S]
oraz natezenia pradow:
9 3
111:5_4_1:2’75[A] 122:_5+I:_2[A]

Nastepnie konstruujemy odpowiedni uktad réwnarn:

0,7 -0,25
-0,25 1,75

-2

[ Un
Uz

2,75 ]

Rozwiazujac ten uklad, poznajemy wartos$ci potencjatow:
Uy =3,71V Uy, =-0,61V
ktére wykorzystujemy w réwnaniu:

Usy — U, -0,61-3,71
+—224 11:5+—4 =3,92[A]

I=5
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Problem P2.14
Stosujac metode pragdéw oczkowych i metode potencjatéw weztowych, obliczy¢
natezenia pradéw w obwodzie z rys.

Rysunek 2.58: Schemat do problemu(P2.14]

a)
6, I

_||_>_
VER)
—1 1=

y

-
2]

Rysunek 2.59: Schematy do rozwigzania problemu|P2.14

4 L

5
22 L
3 10

Rozwiazanie: Metoda pradéw oczkowych
Wybieramy oczka tak jak na rys. [2.59a. Wyb6r jest korzystny, gdyz Zrédio pradu
wystepuje tylko w jednym oczku. Dzieki temu od razu znamy natezenie:
I =2A
Nastepnie konstruujemy uktad réwnan:
—2-I11+(4+5+3+2):-I)p—4-133=-10
0-I11—4-I)p+4-133=6
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czyli:
—4+4+14-1)p—4-133=-10
—4-[22 +4-133 =6

ktérego rozwigzaniem sa:
122=0A i 133= 1,5A
Wobec tego prady gateziowe maja nastepujace natezenia:

L=I)-Iy=2-0=2[A]

Iy=—Dp=0A
Ii=D3—Dp=1,5-0=1,5[A]
Is=I3=1,5A

Rozwigzanie: Metoda potencjaléw weztowych

Aby ulatwi¢ rozwigzanie zadania, najlepiej ustali¢ potencjal zero tak, jak pokazano
na rys.[2.59b. Od razu znamy potencjat drugiego wezta, do ktérego prowadzi gataz
zawierajaca tylko Zrédto napiecia 6 V. Zrédlo ustala ré6znice miedzy potencjalami
wezléw, wiec nie zalezy ona od parametréw i sposobu potaczenia pozostatych
elementéw obwodu.

Podobnie Zrédto 2 A okresla natezenie pradu, ktéry ptynie przez rezystor 5Q po-
taczony szeregowo z tym Zrédtem. Mozna nie uwzglednia¢ wymienionego opornika
w réwnaniach weztowych, co utatwi ich rozwigzanie, ale nie zmieni wyniku.

Dalej postepujemy juz standardowo wedlug metody potencjatéw weztowych,
czyli obliczamy:

G —1+ ! —S[S]
11—2 _8

315
Gio= Gy =——— =L
2=l = "3 5™ g
10 26
Iy=-2-—=-2
3+5 8

anastepnie zapisujemy i rozwigzujemy réwnanie, w ktérym niewiadoma jest jedyny
nieznany potencjal weztowy:

5.5 L 26
811 =

U, 1= -4V
Znajac potencjaty wszystkich weztéw, obliczamy prady:

L =2A
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I _0—U11_4_2[A]
2T T2

Upjp-6)+10 0
_WUn-6+10_0_. .,
3+5 8

L="%_, 5[A]
4 — 4 -4,

I3

Is=I—-I3=1,5-0=1,5[A]

Problem P2.15
Udowodnic¢, ze jezeli Ry = 30Q, R, =90Q, Ry = 20Q, a Ry = 60Q w obwodzie
z rys.[2.60} to prad nie ptynie przez Ry, niezaleznie od rezystancji Ry, i napiecia E.

Rysunek 2.60: Schemat do problemu|P2.15; mostek Wheatstone’a

Wskazéwka
Rozpatrywany obwdd jest nazywany mostkiem Wheatstone’zﬂi znajduje praktyczne
zastosowania, szczegllnie w miernictwie elektrycznym.

O jego uzytecznos$ci decyduje taka charakterystyczna wlasciwo$¢, ze w stanie
zrownowazenia (ang. balance), gdy R - R4 = Ry - R3, prad nie plynie przez Ry, czyli
I, =0, niezaleznie od Ry, i E. Mozna dowie$¢ tego za pomocg praw Kirchhoffa lub
metodg pradéw oczkowych, rozpatrujac trzy niezalezne oczka. Nalezy wykazac,
ze w stanie r6wnowagi U, = U}, czyli nie ma na Ry, napiecia, ktére powodowatoby
przeplyw pradu. Z innego punktu widzenia w stanie r6wnowagi I} = I3 a I, = Iy,
czyliIL:h—Ig :I4—12:0.

Nalezy tez zauwazy¢, ze dany problem mozna rozwigza¢ latwiej i szybciej in-
nymi metodami, co zostato pokazane w rozdziale 3] (zob. i[P3.13).

4 Charles Wheatstone (1802-1875) — brytyjski naukowiec i wynalazca; wynalazt mostek, potrzebu-
jac narzedzia do pomiaru nieznanych rezystancji.
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Problem P2.16
Obliczy¢ prady w obwodzie z rys. wykorzystujac prawa Kirchhoffa.

»
P

I

Rysunek 2.61: Schemat do problemu
Rozwiazanie
Na podstawie napieciowego prawa Kirchhoffa:

0=7-1-L-2-Is—6
0=1-,—-2-13-3-1,
0=6+2-I+3-14,—-1-1I5

ana podstawie prawa pradowego:
L=0L+1I3 L+1,=1Ig I3=14+1I5
Rozwiazujac uklad szeSciu réwnan, otrzymujemy:

I =3A L=1A I3=2A
Ib=-1A Is=3A Ig=0A

Problem P2.17

Wykorzysta¢ uwage o metodzie pradéw oczkowych do ustalenia natezenia
pradu, ktory ptynie przez zrédlo 6V w obwodzie z rys. [2.51a. Wynik poréwnac
z rozwigzaniami problemu oraz przyktadu2.16} ktére dotyczyty analizy tego
samego obwodu.

Wskazéwka
Nalezy wzorowac sie na przykladzie ktéry dotyczy podobnego obwodu, czyli
uprosci¢ uktad przed przystapieniem do obliczania natezenia pradu.
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Problem P2.18
Metodg potencjaléw weztowych obliczy¢ prad I w obwodzie z rys.

10V 10V

Rysunek 2.62: Schemat do problemu(P2.18

Rozwiazanie

Za wyjatkiem Uy, potencjaly weziéw znamy od razu. Dwa maja warto$¢ 10V, a po-
tencjal zerowy wystepuje w wezle, ktéry zostal uziemiony. Metode potencjatéw
wezlowych wykorzystujemy wiec do skonstruowania i rozwigzania tylko jednego
réwnania:

G11:l+1+1:1,5[8]
1 6 3
GlZ—GZI—_(l"'l):__[S]
6 3
4
hi=—=4[A]
1
§~U11—1-10=4 = U11:(5+4).%=6[v]
2 2 3

Znajac potencjal U;;, mozemy obliczy¢ szukany prad:

_4—U11 _

I T - —2[A]

Minus oznacza, ze prad ptynie w kierunku przeciwnym do danej strzatki.

Problem P2.19

W obwodezie, ktérego dotyczyt problem[P2.9) odwrécono jedno ze Zrédet napiecia,
uzyskujac uktad z rys.[2.63f. Jak ta modyfikacja wptynela na natezenia pradéw?
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Rysunek 2.63: Obwody do problemu

Wskazéwka

W zmodyfikowanym uktadzie prad, ktéry ptynie przez rezystor 302, ma natezenie
20/30A. Pozostala czes¢ obwodu mozna uprosci¢, podobnie jak w rozwigzaniu

problemu [P2.9} uzyskujac uktad z rys.[2.63p.
Symetria uktadu powoduje, ze prad

I=(10+10)/(10+10)=1[A]

plynie w obydwu zewnetrznych galeziach, ktére zawieraja Zrédta napiecia. Wobec
tego prad nie plynie w Srodkowej gatezi, czyli I, = 0A.
Poniewaz przyjete kierunki pozostatych szukanych pradéw sg zgodne ze zwro-
tem I, to
L=L=I=1A

Problem P2.20
Ustali¢ napiecie U na kondensatorze w obwodzie z rys.

1200k
100
= U _ I:I
12 100

Rysunek 2.64: Schemat do problemu (P2.20
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Rozwiazanie

Roéznica potencjaléw miedzy zaciskami kondensatora jest rGwna napieciu na rezy-
storze 100Q2, gdyz elementy sg polaczone réwnolegle. W obwodzie pradu statego
kondensator stanowi rozwarcie, wiec mozna przyjac, ze rezystory sa potaczone
szeregowo, tak samo jak w ukladzie z problemu[P2.8] Wobec tego spadek napiecia
na kondensatorze wynosi okoto 1mV.

Problem P2.21
Obliczy¢ prady i napiecia, ktére zaznaczono w obwodzie z rys.[2.655.

a)

UlT 60

I —_— | U,
120 5 100 n
80m
b)
100
120 U, I:I 60 |U,
5 50 5 L 5
T 7
Rysunek 2.65: Schematy do problemu [P2.21
Wskazéwka

Jest to obwdd pradu stalego, wiec mozna z niego usuna¢ kondensatory. W uprosz-
czonym obwodzie, ktéry pokazano na rys.[2.65pb, szukane wielko$ci mozna wyzna-
czy¢ znacznie latwiej:
Uy =U, =5V
5 1 -7-5

= =[] L=
100+50 30 120

L
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Problem P2.22
Wyznaczy¢ napiecia U i U, w obwodzie z rys.

10M 11000
a [|1n b N c
I !
20M 30M
e ;
6 Ui U,
-
||
op

Rysunek 2.66: Schemat do problemu (P2.22

Rozwiazanie

Kondensatory nie pozwalaja by prad ptynat w galeziach, ktére je zawieraja, tak jakby
w odpowiednich miejscach byly przerwy, rozwarcia. W szczegélnosci kondensator
50 uF sprawia, Ze nie ma zadnej Sciezki, ktéra prad moéglby ptyna¢ przez rezystory,
od jednego zacisku Zrédta do drugiego.

Wobec braku pradu, na mocy prawa Ohma, na opornikach sa zerowe napiecia,
czyli U; = 0V, zas w punktach a, b i c jest taki sam potencjal. Rozpatrujac bilans
napiec¢ dla oczka obejmujacego Zrédto, kondensator 50 uF oraz rezystory 30 MQ
i20MQ lub 10MQ, stwierdzamy, Ze cate napiecie zasilajace obwdd odklada sie na
kondensatorze, czyli U, = —6V. Znak minus oznacza, ze faktyczny zwrot napiecia
jest przeciwny do zatozonego, ktéry wskazano strzatka.

2.7.3 Quiz

Quiz 2.1

Obliczy¢ réznice potencjatéw miedzy weztami a i f w uktadzie z rys.
Rozwiazanie

W oczku pierwszym od lewej prad nie ptynie, poniewaz nie pozwala na to konden-
sator, naladowany wskutek dziatania Zrédet napiecia statego.

Miedzy ci d jest zerowa réznica potencjaléw, bo prad nie ptynie przez rezystor
10002, co wynika z braku zamknietej drogi dla ruchu tadunkéw. Z innego punktu
widzenia nie ma réznicy napie¢ miedzy c i d, ktéra wymuszataby przeptyw pradu.

Miedzy d a f wystepuje napiecie —5V, gdyz nie ma spadku napiecia na cewce
80mH, ktéra stanowi zwarcie w obwodzie pradu statego. Wobec tego

Uap=-5+7+5=7[V]
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10p

100

] 100

Rysunek 2.67: Schemat do quizu
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Rozdzial 3

Twierdzenia stosowane
do analizowania obwodow
elektrycznych

Wprowadzenie

Niniejszy rozdzial przedstawia twierdzenia, ktore sg wykorzystywane do analizowa-
nia niezmiennych w czasie, liniowych uktadéw o elementach skupionych. Twierdze-
nia rozpatrujemy w odniesieniu do obwodéw pradu statego, ale wiekszo$¢ z nich
mozna stosowac takze do uktadéw zasilanych Zrédtami sinusoidalnego napiecia
i pradu. Zostanie to pokazane w rozdziatach [4]i

3.1 Pojecie liniowosci i zasada superpozycji

W podrozdziale w punkcie dotyczacym twierdzenia o liniowo§ci objasniono,
w jaki spos6b mozna zweryfikowac liniowo$¢ systemu, i okreslono warunki, ktére
element lub obw6d musi spetnia¢, by mozna bylo nazywac go liniowym.

Znana jest jednak inna forma twierdzenia o liniowosci, opierajaca sie bezpo-
$rednio na prawach Kirchhoffa: jezeli wszystkie réwnania

Y I=0 oraz Y RI=)E 3.1

ktére mozna zapisa¢ dla obwodu na mocy praw Kirchhoffa, prgdowego i napiecio-
wego, sg liniowe, czyli wszystkie R i E sg stalymi, to ten obwdd jest liniowy.
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Obwody liniowe mozna analizowac, wykorzystujac zasade superpozycji: w li-
niowej sieci, ktéra zawiera dwa lub wiecej Zrédel, odpowiedzZ na jednoczesne od-
dzialywanie wszystkich Zr6det jest okreslona suma odpowiedzi na indywidualne
oddziatywania poszczeg6lnych Zrédel. Zasade superpozycji mozna zatem uznac za
alternatywna definicje liniowosci.

Aby wyjasni¢ zasade superpozycji, rozpatrzmy obw6d z rys.[3.1. Chociaz prad I
mozna wyznaczy¢ dowolng metoda analizy obwodu, zasada superpozycji pozwala
dokona¢ tego szczegoblnie tatwo.

Niech najpierw dziata samo Zrédto napiecia E;, zatem wytaczamy Zr6édlo pradu
I, zastepujac je rozwarciem. Obliczamy natezenie pradu I; w wynikowym obwo-
dzie, kt6ry pokazano narys.[3.Ip.

Z powrotem wlaczamy Zrédto pradu Is, a wylaczamy Zrédlo napiecia Ej, zaste-
pujac je zwarciem. W wynikowym obwodzie, ktéry widnieje na rys. 3.1, wyzna-
czamy natezenie pradu 1.

W efekcie tych dziatan otrzymujemy komplet wartoSci potrzebnych do obli-
czenia natezenia pradu I, ktéry plynie wskutek jednoczesnego dziatania obydwu
zrédet. Poniewaz obydwa prady czastkowe sa skierowane zgodnie z I, szukane
natezenie jest rOwne ich sumie: I = I; + .

a)

Sl

Is

T

1 powodowane przez Es i [s razem

11. 1 12.
+ [

[ zwarte Is

1
1

rozwarte [

g

I, powodowane tylko przez Eg I, powodowany tylko przez /s

Rysunek 3.1: Ilustracja zasady superpozycji: [ = I; + I»
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Przyklad 3.1
Wykorzystujac zasade superpozycji, obliczy¢ natezenie pradu I w obwodzie poka-
zanym narys.[3.Za.

2) 1 5 b) I 5
— —
! 1
I g
Teev 2l el 8% E] s[] 6] prerwa
Is=1A
2 I D) I
C) I 5 d)
s I
1
I ‘}
zwarte 3 I:I 6
Is
2
Rysunek 3.2: Schematy do przyk{adu
Rozwiazanie

Zaczynamy od rozpatrzenia obwodu z rys.3.2p, w ktérym zrédto pradu zastapiono
rozwarciem, tak ze dziata tylko Es. Przez Zr6dlo napiecia ptynie prad

12
Ig = 5 2163 =3,98 [A]
115 T 2+6)+3

Nastepnie, stosujgc wzor na dzielnik pradu, obliczamy

1
I' = m-3,98=0,66[A]
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Teraz interesuje nas oddzialywanie I, czyli wtaczamy je z powrotem, a Zrédto
napiecia zastepujemy zwarciem. Wynikowy uktad pokazano na rys. 3.2k, ale mozna
sprowadzi¢ go do prostszej postaci, redukujac réwnolegte potaczenie rezystoré6w
i przeksztalcajac Zrédlo pradu w Zr6édto napiecia.

W uproszczonym obwodzie, ktory widnieje na rys. [3.2[d, najpierw okreslamy

I =0,69[A]

= 0,755
2+6+ 057555

a nastepnie wykorzystujemy wzdr na dzielnik pradu do obliczenia

o 0,75

=——-0,69=-0,09[A]
0,75+5

Zgodnie z zasada superpozycji prad I stanowi sume pradéw czastkowych I’ i I":

I=I'+1"=0,66-0,09=0,57[A]

3.2 Dowdd zasady superpozycji

Rozpatrzmy uktad réwnan oczkowych i jego rozwiazanie okreslone wyraze-
niem dlak = 1, 2,..., M. Przyjmijmy, Ze chcemy obliczy¢ prad I, (k = 1)
w obwodzie o trzech niezaleznych petlach, czyli M = 3. W takim razie uktad
przyjmuje postac:

Ri1 —Rip b — Ri3l3 = Eny

—Ro111 + RopIp — RozI3 = Epp (3.2)
—R3111 — R3pIp + R33l3 = E33

Obliczamy wyznacznik

Ri1 —Riz —Riys
D=| —-Ry;1 Ry —Ro3 [#0
—R31 —R3s»  Rs3

i ze wzoru (2.31) uzyskujemy natezenie pradu

Ein —Riz —Rys Aul Aoy As)
Ey», Ryy —Rog |=Ej1—— —Expp—— +E33—— (3.3)

D D D
E33 —R3;  Rs

1

I = —
D
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gdzie Aj1, Aj» oraz A;s sa algebraicznymi dopelnieniami odpowiednio Ry;, Rop
i R3p, czyli:

A11 = RppR33 — Ry3R3p

A1 = —Ri2R33 — Ri3R3p
Az1 = RioRo3 + R13Ro»

Teraz zastosujmy zasade superpozycji. Kiedy dziata E;;, a E» i E33 pozostajg
wylaczone, czyli zastapione zwarciami, w obwodzie obserwujemy:

Ein —Riz —Rys AL
0 Ry —Rp3 |=En D
0 —R3p Rs3

1’—l
'D

Gdy funkcjonuje E»», za§ w miejscach E; i E33 sg zwarcia,

0 —-Rip —-Ri3 Asy
Exy Ryy —Ryz |=—Epx D
0 —R3y» Rs3

1
/==
'™D

Wreszcie, kiedy dziata E33, a zwarcia sg w miejscach Ey; i E»o,

0 —-Ri» —-Ry3 A
31
0 Ry -Ry |= E33F
E33 —R3» Rs3

1

L=
'™D

Zauwazmy, ze [,' + " + ;" = Eu% - Ezz% + Egg%, czyli uzyskujemy warto$é

I; okreslona réwnaniem (3.3).

DowiedliSmy, Ze zasada superpozycji obowiazuje dla dla M = 3. Poniewaz
rozwazamy obwody liniowe, to zwiekszanie liczby gatezi przez dodawanie elemen-
tow liniowych bedzie powodowac wzrost M, ale nie zmieni natury sieci. Dlatego
twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej wartosci M.

Nalezy zauwazyc¢, ze zasade superpozycji mozna udowodnic takze na podstawie
réwnan, ktére wynikaja z metody potencjatéw weztowych (zob. problem [P3.6).

3.3 Twierdzenie Thevenina

Analize obwodoéw liniowych mozna czasami uproscic, stosujac twierdzenie Theve-
ninﬂub dualne do niego twierdzenie Nortona, ktére zostato oméwione w podroz-
dziale[3.5] S one szczegdlnie uzyteczne wtedy, kiedy trzeba wyznaczy¢ natezenie

1 Leon Charles Thevenin (1857-1926) — francuski inzynier zajmujacy sie telegrafia; twierdzenie
sformutowat w 1883 roku.
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pradu w pojedynczej gatezi obwodu, a jego calo$ciowa analiza wymagataby rozwia-
zywania ztozonych uktadéw réwnan.

Twierdzenie Thevenina méwi, Ze z kazdej aktywnej sieci mozna wydzieli¢ gataZ
lub podsie¢ spomiedzy wybranych zaciskéw a i b, a dwuzaciskowy obwdd, ktéry
pozostat miedzy tymi zaciskami, mozna zastapi¢ rzeczywistym Zrédtem napiecia
stanowigcym szeregowe polaczenie:

* idealnego Zrédia napiecia réwnego napieciu miedzy rozwartymi ai b, Uy,

* oraz rezystancji rownej oporowi miedzy rozwartymi a i b, R,p, wyznaczo-
nemu po wylgczeniu wszystkich niezaleznych Zrédel napiecia i pradu, czyli
zastgpieniu ich odpowiednio zwarciami i przerwami.

Najczesciej wydzielany jest pojedynczy rezystor, ktéry mozna traktowac jako ob-

cigzenie pozostatego ukladu i oznaczy¢ R;.. Przypadek ten zilustrowano na rys.
Niemniej jednak mozna wydziela¢ dowolne, ztoZone polgczenia rezystorow i Zrédet.

a) b)

<
X H L Tu. H Ry
N\

Rysunek 3.3: Zastepczy obwod Thevenina

Réwnolegte potaczenie wydzielonej galezi sieci (Ry) z szeregowym potaczeniem
Uap 1 Ryp stanowi obwéd uktad réwnowazny oryginalnemu pod wzgledem pradu
inapiecia na obcigzeniu. Napiecie Uy, ktére wystepuje miedzy a i b po zastapieniu
R; przerwa, jest nazywane napieciem Thevenina i zwykle oznaczane symbolem Ury,.
Podobnie zastepcza rezystancja R,y jest okreslana mianem rezystancji Thevenina
ioznaczana Ryy. Szeregowe potaczenie Uty i Rt nosi nazwe zastepczego Zrodta
Thevenina. Po dotaczeniu do niego obcigzenia otrzymujemy obwdd zastepczy
Thevenina, ktérego schemat pokazano na rys.

Natezenie pradu, ktory ptynie przez Ry, w oryginalnej sieci A, jest r6wne nateze-
niu pragdu w obwodzie zastepczym, a to jest okreslone prostym wzorem:

Uth

[=——— (3.4)
(Rth + Rp)
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Ponadto wyznaczenie Uy, i Ry, jest czesto tatwe, bo wskutek usuniecia obcigzenia
i Zrédet z oryginalnej sieci powstajg uktady prostsze, ktérych analiza wymaga znacz-
nie mniej wysitku. Dlatego korzystajac z twierdzenia Thevenina, zwykle mozna
sprawnie i szybko rozwigzywac¢ problemy zwigzane z wyznaczeniem pradu w jednej
gatezi obwodu. Jezeli trzeba wyznaczy¢ prady w wielu gateziach, to efektywniejsze
sg metody kompleksowej analizy, takie jak metoda oczkowa.

W celu objasnienia twierdzenia Thevenina zal6zmy, Ze interesuje nas opornik
Ry, ktory dziata w aktywnej sieci A, wiaczony miedzy wezly a i b, tak jak na rys.[3.4p.
Sie¢ zawiera Zrédla (napiecia i/lub pradu) oraz elementy pasywne (rezystancje
w wypadku obwodu pradu statego). Rezystor R, mozna wydzieli¢ z sieci A, tak jak
na rys. [3.4b. Odpowiada to uznaniu go za obciazenie aktywnej podsieci B, ktéra
tworzg pozostale elementy sieci A.

a) b)

A A ~a - B a a
aktywne E aktywne R, aktywne —|— R;
e —
b b b
c) d)
B a
aktywne T U a € D a
— Rab
b
+ = g
C a T U ab
nieaktywne
R b
(brak zrodet) j ab be—
1 b

Rysunek 3.4: Schematy objasniajace twierdzenie Thevenina

Chcemy zastapi¢ podsie¢ B najprostszym ukladem ré6wnowaznym jej w tym sen-
sie, ze przez podlaczone do niego obcigzenie Ry, poplynie prad taki sam jak w sieci A.
Takim uktadem moze by¢ Zrédto rzeczywiste, ale nalezy odpowiednio okresli¢ jego
parametry, czyli napiecie Zr6dta idealnego oraz rezystancje wewnetrzng. Mozna
tego dokonag, analizujac podsieé¢ B oraz jej pasywng wersje, sie¢ C, w celu ustalenia
wielkosci zaznaczonych na rys.[3.4k.
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Rozpoczynamy od okreSlenia napiecia U,, wystepujacego w sieci B, gdy ob-
cigzenie jest odlaczone. Innymi stowy, nalezy obliczy¢ r6znice potencjatéw, ktére
wystepujg w weztach a i b sieci A po zastapieniu R przerwg. W tym celu mozna
wykorzysta¢ dowolne twierdzenia i techniki analizy obwodéw. Podsie¢ B spetnia
warunki konieczne do ich stosowania, gdyz jest liniowa, skupiona i bilateralna, tak
jak oryginalna sie¢ A.

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ rezystancje zastepcza R, miedzy zaciskami a i b
w pasywnej sieci C, ktéra powstaje z podsieci B wskutek wylaczenia wszystkich
elementéw aktywnych, czyli zastapienia kazdego Zr6dta napiecia zwarciem, a Zrédta
pradu — przerwa.

Napiecie U,y irezystancja R, okreslajg parametry elementéw podsieci D w pro-
stym jednooczkowym obwodzie, ktérego schemat widnieje na rys.[3.4d. Pod wzgle-
dem kierunku i natezenia pradu w obciazeniu Ry, jest on rownowazny oryginalnej

sieci A zrys.[3.4p.

Przyklad 3.2
Wykorzystujac twierdzenie Thevenina, obliczy¢ napiecie U w ukladzie z rys.[3.5a.

b)

60 30
10
2
a
U 40 b Ua
c) d)
a
I 30 70
U 60
a 40
I 40
b
b

Rysunek 3.5: Schematy do przykladu
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Rozwiazanie

Rezystor 602, na ktérym wystepuje szukane napiecie, zastepujemy rozwarciem
i obliczamy napiecie U,;, w wynikowym obwodzie, ktéry pokazano na rys.[3.5p. R6z-
nice potencjatéw U, miedzy zaciskami a i b mozna wyznaczy¢ dowolng metoda
analizy obwodo6w, ale najsprawniej dokonamy tego spostrzegajac, ze:

* zacisk b jest jednym z zaciskow rezystora 40(,
* miedzy drugim zaciskiem tego rezystora a zaciskiem a jest Zrédlo napiecia,
e caly prad ze Zrédta 2 A pltynie przez rozpatrywany rezystor.

Zatem na rezystorze 40Q) jest spadek napiecia 2 x 40V, ktéry jest o 10V wiekszy
od szukanego napiecia Uy, czyli

Urh=Ugyp =2-40—10 =70 [V]

Aby wyznaczy¢ rezystancje Thevenina, likwidujemy wszystkie Zrédta, uzyskujac
uklad z rys.[3.5c. Poniewaz a i b sa jednoczesnie zaciskami rezystora 402, jego op6r
okresla szukana rezystancje:

Rrh =Ry, =40Q

Znajac Uty i Rrp, konstruujemy zastepczy obwdd z rys. [3.5d, w ktérym U mozna
fatwo obliczy¢ na podstawie wzoru na dzielnik napiecia:

U=—+-70=42
0 40 +60 V]

3.4 Dowodd twierdzenia Thevenina

Dowdd polega na wykazaniu, Ze sieci z rys. sg rownowazne. W tym celu roz-
patrzmy napiecie U, ktore reprezentuje oddziatywanie aktywnej sieci z rys.[3.6a
na obciazenie. Napiecie to nie zmieni sie, gdy obwdd zostanie zmodyfikowany
tak jak na rys. czyli gdy w szereg z Ry, zostang wstawione dwa jednakowe, ale
przeciwnie skierowane Zrédta napiecia. Mozna przyjaé, ze E; = E» = Ugp.

Teraz nalezy dowies¢, ze obwdd z rys. jest rownowazny sieci z rys. [3.6p.
Mozna tego dokonac, korzystajac z zasady superpozycji, czyli rozpatrujac E; od-
dzielnie od pozostatych Zrédet (E, oraz wszystkie Zrodla, ktére dziataly w obwodzie
oryginalnym).

W ukladzie z rys. wyznaczamy natezenie pradu I’, ktory jest wynikiem
dziatania zrédel r6znych od wytaczonego E,. Poniewaz E5 = U, na obciazeniu nie
ma napiecia, czyli I' =0A,aI=1'+1"=1".
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Natezenie pradu I” obliczamy na podstawie ukladu z rys.[3.8b, w ktorym dziata
tylko Zrédto E;. Zaktadajac, ze po wylaczeniu Zrédet aktywna sie¢ staje sie row-
nowazna rezystancji zastepczej Ry, ze wzoru na dzielnik napiecia otrzymujemy

n_ B
I - Rab"'RL'

Utozsamiajac napiecia i rezystancje z elementami zastepczego obwodu The-
venina, E; = Uy, = Uty i Ryp = Rrp, Otrzymujemy [ =

stuszno$¢ twierdzenia.

a)

aktywne

a /
Uab RL
b

b)

I" = 29 co potwierdza

- Rin+Ry’

pasywne :| Rup Ry

Rysunek 3.6: Obwody rownowazne pod wzgledem pradu i napiecia na obcigzeniu

a)

aktywne

b
a
Uab RL
b

)

E, E,

aktywne

¢

Utlb RL

Rysunek 3.7: Obwody réwnowazne pod wzgledem pradu i napieciana Ry, gdy E; = E»

a)

aktywne

Rysunek 3.8: Zastosowanie zasady superpozycji do obwodu z rys. : (@l =

4 " _ E;
za$ (b) I" = oy

S

E,

i

I

R

b)

E
a
]
pasywne
(brak zrodet) ] Rav R
b ]u
Ey— Uab
Ry,
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3.5 Twierdzenie Nortona

Twierdzenie Nortonzﬂ jest dualne do twierdzenia Thevenina, zatem moze by¢ trak-
towane jako jego dopetnienie. Rysunek[3.9 objasnia réwnowaznosc sieci z rys.
i dualnego uktadu, w ktérym Iy = g—;ﬂ i RNy = Rpp-

a) a b) a
1 1
Em —
Ry —_— Iy I:I Rx= Ry Ry
Ry
b b

Rysunek 3.9: Réwnowazno$¢ zastepczych obwodéw Thevenina i Nortona

Istota twierdzenia Thevenina moze zosta¢ wyrazona w kategoriach pradu zwar-
cia zamiast napigecia na rozwarciu. Taki alternatywny punkt widzenia przyjat Norton,
formulujac swoje twierdzenie.

Twierdzenie Nortona méwi, ze z kazdej sieci aktywnej (rys.[3.10p) mozna wy-
dzieli¢ gataZ lub podsie¢ wlaczong miedzy wybrane zaciski a i b, a dwuzaciskowy
obwdd, ktéry pozostat miedzy a i b, mozna zastapic¢ réwnoleglym potaczeniem:

* idealnego Zr6dla pradu o natezeniu takim, jakie ma prad I, zwarcia miedzy

aib (rys.[3.10p),

* oraz zastepczej rezystancji R, miedzy rozwartymi a i b (rys. ), obliczo-
nej po wytaczeniu wszystkich niezaleznych Zrédet napiecia i pradu (zastapie-
niu ich odpowiednio zwarciami i przerwami).

Twierdzenie Nortona moze zosta¢ dowiedzione w podobny sposéb jak twier-
dzenie Thevenina. Réznica jest w tym, ze trzeba rozpatrywac Zrédta pradu za-
miast Zrédel napiecia, przeksztalcajac obwody tak jak na rys. i sprawdzajac, ze

I=T'+1"=1"=z1%1,a 1 = Iy, czyli

Rtn

=—-1] 3.5
Ror+ Ry N (3.5)

2 Edward Lawry Norton (1893-1983) — wynalazca i inzynier z Bell Telephone Laboratories; twier-
dzenie sformutowat w 1926 roku.
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a)

aktywne R

b)

pasywne

Rysunek 3.10: Przeksztalcenie aktywnej sieci w zastepczy obw6d Nortona: Iy = I, oraz

RN =Rh =Rap

a) b)

1 1
I
aktywne [] Ry E aktywne ] Ry
b

L =L=I

©) d)

I I'=0A a I’
_ aktywne L Ry H —’— pasywne ] Ry 1 H Ry

Rysunek 3.11: Przeksztalcenia obwodu dowodzace stusznosci twierdzenia Nortona

Wykorzystujac twierdzenie Nortona do analizy obwodéw, w celu wydzielenia Ry,
i wyznaczenia rezystancji rozwarcia R,j, postepuje sie wedlug tej samej procedury,
co w przypadku stosowania twierdzenia Thevenina. Twierdzenie Nortona odr6znia
sie tym, ze po usunieciu Ry, nalezy zewrze¢ zaciski a i b w celu obliczenia natezenia
pradu zwarcia Iy = I, ktory okresla idealne zrédto pradu z rys. 3.9p.
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Uwaga 3.1

Natezenia pradu Iy nie mozna wyznaczac na podstawie prawa Ohma w postaci
ilorazu (I = %). Wynik tego dzielenia jest bowiem nieokreSlony po zastgpieniu Ry,
zwarciem, ktérego rezystancja i spadek napiecia sg jednocze$nie zerowe. Brak r6z-
nicy potencjatéw na zwarciu mozna jednak uzasadni¢ za pomocg prawa Ohma
w postaci iloczynu, gdyz U = RI = 01 = 0[V] jest rezultatem przeptywu pradu (o do-
wolnym natezeniu) przez gataZ o zerowej rezystancji.

A

Przyklad 3.3

Wykorzystujac twierdzenie Nortona, obliczy¢ natezenie pradu I, ktéry ptynie przez
zrédto 10V w obwodzie z rys.[3.12p. Ten sam uktad byt przedmiotem przyktadu[3.2}
ale interesowata nas inna metoda analizy i inna wielko$¢ elektryczna.

Rysunek 3.12: Schematy do przykladu
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Rozwiazanie
Rozpoczynamy od ustalenia rezystancji zastepczej miedzy zaciskami a i b sieci
z rys.[3.12p, ktéra powstata w wyniku usuniecia Zrédta napiecia i wytaczenia Zrédta
pradu. Uzyskujemy w ten sposéb pierwszy parametr obwodu zastepczego Nortona:
_ (60+30) - (40+60)
(60 +30) + (40 + 60)

Rth = Rap =47,37[Q]

Drugi parametr otrzymujemy, obliczajac natezenie pradu Iy, ktéry pltynie przez
zwarcie w miejscu usunietego Zrodta, miedzy zaciskami a i b obwodu z rys. ,
w ktérym dziata Zrédto pradu.

Najpierw ze wzoru na dzielnik pradu wyznaczamy natezenia pradéw, ktore
plyna przez rezystory 40Q i 60 Q:

Igp= ———-2=0,67[A
%0~ 30460 (Al
L= —20 5-120A]
07 %04+60 T

a nastepnie wykorzystujemy pradowe prawo Kirchhoffa do obliczenia
In=1I1-1g=1,2-0,67=0,53[A]

Uzyskany w ten sposob zastepczy obwod Nortona, ktéry pokazano na rys. [3.12d,
umozliwia okreslenie

10 10
I=IN+—=0,53+ =0,74[A]
R 47,37

Th ’

3.6 Twierdzenie o wzajemnosci

3.6.1 Przypadek Zrédla napiecia

Twierdzenie o wzajemnosci dotyczy skutku przestawiania Zrédta w liniowej bi-
lateralnej sieci. Jezeli sie¢ zawiera tylko jedno idealne Zr6dto napiecia E, ktére
jest umieszczone w pewnej gatezi i powoduje przeptyw pradu I w innej gatezi,
to po przeniesieniu Zrédla E do drugiej gatezi taki sam prad poplynie w pierwsze;j.
Zilustrowano to narys. gdzie pierwsza gataz wyznaczaja zaciski a i b, a drugg
—zaciski cid.
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a) b)

c) d)
a C a C
J:E I I <
Re pasywne R |::> R pasywne .
b d b _Zz_—l_

Rysunek 3.13: Istota twierdzenia o wzajemnos$ci w przypadku obwodu ze Zr6dtem napiecia

Przyklad 3.4
Obliczy¢ I i I, w obwodach pokazanych na rys.

Rozwiazanie
W obwodzie z rys.[3.14a natezenie pradu I, kt6éry ptynie wskutek dziatania Zrédta E,
mozna opisa¢ wzorem:

Rs E Rs

— . TR = 'E
Ri+R3 R2+R11+R33 Ri-Ry+Ry-R3+ Ry R3

L

Obwdd z rys. powstal z przeniesienia E na inng pozycje. Nietrudno wy-
kaza¢, ze natezenie pradu I, jest okreslone w ten sam sposéb co natezenie I,
Czyli I] = 12.

O

3.6.2 Przypadek Zrédla pradu

Twierdzenie o wzajemno$ci obowigzuje tez w kazdym obwodzie, w ktérym dziata
tylko jedno Zrédto pradu. Jezeli Zr6dto pradu I jest witaczone miedzy weztami a i b
pasywnej sieci i powoduje wystapienie napiecia U miedzy dwoma innymi weztami
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c id tej sieci, to takie samo napiecie pojawi sie¢ miedzy rozwartymi zaciskami a i b
po przeniesieniu Zrodta miedzy wezly c i d. Zostato to zilustrowane na rys.

a) b)
R2 Rl R2 Rl
 — ! !  —

I A
—a I:I R Y : L I:I R; -

a) b)
a c a c
1 pasywne U |::> U pasywne 1
b d b d

Rysunek 3.15: Istota twierdzenia o wzajemnosci w przypadku obwodu ze Zr6dlem pradu

3.6.3 Uwagi odno$nie do twierdzenia o wzajemnoSci

Uwaga 3.2

Z twierdzenia o wzajemno$ci wynika, ze Zr6dta mozna przenosi¢, nie zmieniajac
dziatania ukltadu pod wzgledem zwigzku wielko$ci wejSciowej z wyjSciowa. Innymi
stowy, wzbudzenie i odpowiedZ sa wzajemnie wymienialne.

A

Uwaga 3.3

Twierdzenia o wzajemno$ci nie mozna bezposrednio stosowa¢ do obwodéw, w kt6-
rych dziata wiecej niz jedno Zrédto. Twierdzenie o wzajemnos$ci mozna wykorzystac
tylko, gdy taki obwdd jest rozpatrywany wedtug zasady superpozycji, do analizowa-
nia obwodoéw czastkowych, w ktérych dzialajg pojedyncze zrédia. Podejscie takie
nie jest jednak praktyczne, wiec sie go nie stosuje.

A
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3.7 Twierdzenie o substytucji

Dowolng gataZz obwodu elektrycznego, w ktérej ptynie prad I i na ktérej wystepuje
réznica potencjaléw U, mozna zastapi¢, nie wptywajac na dzialanie pozostatej cze-
$ci obwodu, dowolng kombinacjq elementow, ktéra nie zmienia natezenia pradu
i napiecia. Rysunek[3.16| pokazuje kilka konfiguracji elementow, ktore sa réwno-
wazne pod wzgledem oddziatywania na pozostalg cze$¢ obwodu.

a) b) c) d) e)
; .
I I
R|| U = U —
Is
U=RI Is=1 Es=U Is=I1-U/Rs Es=U-Rsl

Rysunek 3.16: Galezie r6wnowazne w $wietle twierdzenia o substytucji

3.8 Twierdzenie o kompensacji: dopelnienie twierdzenia
o substytucji

Twierdzenie o substytucji pozwala zastapic rezystancje R, przez kt6ra ptynie prad
I, idealnym Zrédlem napiecia (RI). Na podstawie takiego przeksztalcenia obwodu
mozna sformutowaé twierdzenie o kompensacji, ktére dotyczy zmiany rezystancji.

Jezeli w aktywnym obwodzie rezystancja R, przez ktoérg ptynie prad I, zmieni
sie na (R + AR), to wynikajace z tego zmiany natezerr pradéw w catym obwodzie
beda okreslone natezeniami pradéw, ktérych przeptyw powodowatoby abstrak-
cyjne zr6dto napiecia (AR - I) wstawione do gatezi z (R + AR), tak aby prad ptynat
w kierunku przeciwnym do I, po wylaczeniu wszystkich pozostatych Zrédet. Nateze-
nie pradu ptynacego przez (R + AR) mozna okresli¢, odejmujac od natezenia pradu
I, ktéry ptynat przez R, natezenie pradu ptyngcego przez (R + AR) wskutek dziatania
samego zrédta (AR - I). To samo dotyczy pradéw w pozostatych opornikach oraz
calych gateziach obwodu.

Nalezy pamietac, ze AR moze by¢ dodatnie albo ujemne, odpowiadajac zwiek-
szeniu albo zmniejszeniu R. Jezeli R zmniejsza sie do (R — AR), to abstrakcyjne
zrédto napiecia (ARI) powinno by¢ skierowane zgodnie z I.
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Przyklad 3.5
W obwodzie z rys. [3.17p rezystancja rezystora 60 Q zwiekszyta sie 0 25% z powodu
wzrostu temperatury. Jakie natezenia osiagnely prady?

a) <)

I L 10 (I, +ADL)
v-6v |
10 60 30
Rysunek 3.17: Schematy do przykladu
Rozwiazanie

W oryginalnym obwodzie, ktéry widnieje na rys.[3.17a, wskutek dziatania Zrédta
napiecia U = 6V plynie prad

=————=0,2[A]

10 + 2050
oraz prady I; =0,067A1i I, = 0,133 A, ktérych natezenia mozna wyznaczy¢ ze wzoru
na dzielnik pradu.

Jezeli rezystancja R = 60Q) zwieksza sie o AR = % -60 = 15[Q], to jej nowa
warto$¢ wynosi R+ AR = 60+ 15 = 75[Q]. R6znice AR mozna potraktowac jako
dodatkowy opornik, na ktérym wystepuje spadek napigecia AU = ARI; = 1V skiero-
wany przeciwnie do pradu I;.

Zgodnie z twierdzeniem o kompensacji rozpatrzmy obwdd z rys. [3.17p, w kt6-
rym oryginalne Zrédlo pozostaje wylaczone, a dziata tylko abstrakcyjne Zrédto
reprezentujace spadek napiecia spowodowany zmiang rezystancji. Odpowiedz ob-
wodu na takie wzbudzenie stanowig prady:

AL =0,012[A]

= 30-10
75+ T

30
Al =—-0,012=0,009[A]
40

10
AI=—-0,012=0,003 [A]
40

Rozptyw pradéw w zmodyfikowanym obwodzie jest okre$lony algebraiczng
suma obydwu obliczonych odpowiedzi, co zilustrowano na rys. [3.17c.
O
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3.9 Twierdzenie Millmana jako uzupekienie
metody potencjaléw wezlowych

3.9.1 Przypadek Zrédel napiecia

Twierdzenie Millmana jest swego rodzaju uzupelieniem metody potencjatéw
weztowych, oméwionej w podrozdziale[2.5 Opiera si¢ ono na pradowym prawie
Kirchhoffa i méwi, ze réwnolegte potaczenie wielu rzeczywistych Zrédet napie-
cia o niezerowych, niekoniecznie ré6wnych rezystancjach wewnetrznych mozna
zastapi¢ jednym Zrédtem o odpowiednim napieciu i rezystancji wewnetrzne;j.

Zgodnie z twierdzeniem Millmana ztozony obw6d z rys. jest rownowazny
prostemu uktadowi z rys. pod warunkiem, ze

iE
1™ (B E, Es En
Eeqq=—F—=|5-+t5 +t5 +--+ 5 |Req (3.6)
o Ri Ry Rs Ry
eq

gdzie Req jest zastepcza rezystancja Thevenina miedzy weztami a i b, ktéra mozna
okresli¢ z zaleznosci

1 LA | 1 1 1 1
_:Z—:—+—+—+...+— (3.7)
Req k=1 Ry R Ry R3 Ry,
a) b)
) a a
4+t 1 )
E E, Es E, H R Eeq -
ceee L
Ry R, R; R, eq Ry
b b

Rysunek 3.18: Twierdzenie Millmana — przypadek Zrédel napiecia

Dowéd
Rozpatrzmy sie¢ pomiedzy a i b po odlgczeniu obcigzenia Ry. Musi zachodzi¢
bilans pradéw:

n
Y =0 (3.8)
k=1
gdzie:
IIZEI_Uab IZZEZ_Uab In:En_Uab
Ry Ry Ry
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wiec
n Ek _

ZRk

Przeksztatcajac to wyrazenie w nastepujacy sposéb:

nE nUab_ ni
§R ZRk_ gR

k=1
uzyskujemy
n
y Er
Ry
k=1
Uab = n
1
y L
k=1 B
czyli réwnanie (3.6).
[ |

3.9.2 Przypadek zZzrédel pradu

Twierdzenie Millmana mozna sformutowa¢ takze w odniesieniu do Zrédet pradu.
Obwody z rys. sg rownowazne pod warunkiem, ze

1
qu=(RIII+R212+R3I3+---+Rnln)R_ (3.9
eq

gdzie Req = Ry + R + R3 +... + R, jest zastepcza rezystancjg Thevenina pomiedzy
wezlami a i b w obwodzie z rys.[3.19p.

b)

a)

a

1 1
R] Rz R3 Rn
coee Ry g I I
Ry

[1 12 13 [n qu

b

Rysunek 3.19: Twierdzenie Millmana — przypadek Zrédet pradu

Dowéd wzoru jest przedmiotem pytania i opiera sie bezposrednio
na dualizmie rzeczywistego Zrédta napiecia i rzeczywistego Zrédla pradu. Prze-
ksztalcajac zrédta pradu z rys.[3.19|w rownowazne Zrédta napiecia, uzyskujemy
uktady z rys. ktérych dotyczy napieciowa wersja twierdzenia Millmana.
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3.10 Twierdzenie o mocy maksymalnej

Rysunek[3.20a przedstawia regulowane obciazenie Ry, ktére dotaczono do sieci
jednoportowej. Moc dostarczana do obcigzenia Ry, jest okreSlona wzorem (1.29),
czyli:

PL=UplL =R I}?

ale mozna ja tez wyznaczy¢, wykorzystujac zastepczy obwod Thevenina (rys. b):

2
Urh ) (3.10)

P=R|———
g L( Rn + Ry
Zmieniajac Ry, od 0 (zwarcie) do co (przerwa), mozna zaobserwowac, ze maksy-

malna warto$¢ Py, jest dostarczana do obcigzenia, gdy
Ry = Rt (3.11)

co mozna potwierdzi¢ metodami rachunkowymi.

a) b) I
L
liniowy Un
oot = N
aktywny Ry Ru, Ry

Rysunek 3.20: Wykorzystanie zastepczego ukladu Thevenina do okre§lenia maksymalnej
mocy dostarczanej do obcigzenia

Dowéd
Aby dowies¢, ze twierdzenie o mocy maksymalnej jest stuszne, wystarcza zr6znicz-
kowac P, wzgledem Ry :

dPy, » (Rt + R1)? — 2Ry, (R + Ry)
—— =Urn

dRy, ~ (Rry + Rp)*
i przyréwnac pochodng do zera:
ah_ = RL=R
dR. L = I'Th
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czyli dla Ry, = Ry, moc osiaga maksimum:

Uth )ZR _

— U’ 3.12
2R, Th ( )

P =
Lmax ( 4 RTh

Wykres zalezno$ci Py, od Ry, zilustrowano na rys. Nalezy zauwazy¢, ze:

e PL=0 gdy R.=0 (zwarcie w miejscu obcigzenia),
e Pp—0 gdy Ry — o0 (przerwa w miejscu obcigzenia).
A
P [W]
Pmax
RL[Q]
0 Ry =Ry,

Rysunek 3.21: Krzywa mocy

3.10.1 Sprawno$¢imoc maksymalna

Sprawno$¢ i jest okreslona stosunkiem mocy wyj$ciowej Py, (dostarczanej do ob-
cigzenia) do mocy wej$ciowej Py, (wytwarzanej przez zrédlo):

Pr
n=--
Pin
Rysunek pokazuje, jak sprawno$¢ zmienia sie¢ w zalezno$ci od obciazenia.
Jest jasne, ze dostarczanie maksymalnej mocy nie oznacza najwyzszej sprawnosci.
Gdy wyjsciowa moc osigga maksimum, sprawnos$¢ wynosi tylko 50 %:

Urn?
4RTh
= =- 3.13
n U 2 ( )
2Rty

Przeznaczenie ukladu decyduje o tym, czy wazniejsza jest maksymalizacja mocy,
czy sprawnosci. W elektrotechnice i elektronice zwykle chodzi o przesytanie do od-
biornika jak najwiekszej mocy, ale w przypadku urzadzen elektromechanicznych,
takich jak np. silniki elektryczne, pozadana jak wysoka sprawno$¢.
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7 [%] }

100 fmmrmememmmememenmeenes

50

Ry [Q]

\

O] R.=Rm

Rysunek 3.22: Krzywa sprawnosci

3.10.2 Prad a moc maksymalna
Natezenie pradu w obwodzie z rys. jest okreslone réwnaniem (3.4):

U
I =—1 (3.14)
RTh + RL
czyli
Urh
I = gdy Ry =Ry (3.15)
2Rth
za$ maksymalne natezenie pradu
U
I =Inax=—2 gdy R.=0 (3.16)
Rth

Zatem podczas dostarczania maksymalnej mocy natezenie pradu jest réwne poto-
wie warto$ci maksymalne;j:

1
L= zlmax gdy Ry = Rm (3.17)

co pokazano narys.

3.10.3 Napiecie a moc maksymalna

Napiecie na obcigzeniu ma warto$¢

UL=RLIL=RL(£) (3.18)
RTh + RL
czyli
1
Up=3Um dla  Ri=FRm (3.19)
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co pokazano na rys. Uzyskanie maksymalnej mocy wiaze sie wiec ze zmniej-
szeniem napiecia na obciazeniu do potowy napiecia Zrédtowego.

Lt

Imax = Uth /R 1

[L = Imax /2
R [Q]
0 R.=Rn ]
Rysunek 3.23: Krzywa pradu
A
UL [V]
UTh
U]_ = UTh/2
Ry [Q]
0 Ry =Rmy i
Rysunek 3.24: Krzywa napiecia
Przyklad 3.6

W obwodzie z rys. [3.25a okresli¢ rezystancje Ry, do ktérej dostarczana bylaby
maksymalna moc, oraz obliczy¢ te moc.

Rozwiazanie
Stosujemy twierdzenie Thevenina. Na podstawie rys.[3.25b wyznaczamy

4 . 2 [ ]

4
Umn=U,;=U,-U;=——:-6-5-3=-11
Th ab 2 1= V]
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Dysponujac zastepczym obwodem Thevenina, ktéry pokazano na rys. [3.25d,
na podstawie twierdzenia o mocy maksymalnej stwierdzamy, Ze

P = Pmax < R, =Rty =4,33Q

przy czym
Um?  (-11)?
Prax = = =6,98
P AR 4-4,33 Wl
0
4 4
[] 3 3
r— a {ﬁ b g «——p ¢)
6 R Rah
L
5
2 2
©) U, d)
e
4
UIT 3 vb Rpy=4330Q
I
r—a a & b Um=11V
6 r— UL
Ry =R,
5
2

Rysunek 3.25: Schematy do przykladu

3.11 Pytania, problemy i quiz
Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja sg podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-

cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.
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3.11.1 Pytania

Pytanie Q3.1
Jakie powinny by¢ rezystancje w obwodzie mostkowym z rys.|2.60} aby: (i) U, = Uy,
(ii) I,y = 0 oraz (iii) I,p — o0?

a)

[1 :[3 oraz 12:14

Rysunek 3.26: Schematy do odpowiedzi na pytanie

Wskazéwka

i)

ii)

iii)

Réwno$¢ potencjalow U, = U, mozna uzyska¢ na dwa sposoby. Mozna
zewrzeC punkty a i b, biorac Ry, = 0Q, tak jak na rys. [3.26a. Wtedy U, =
U, — Up = 0V niezaleznie od pozostatych elementéw obwodu.

Warto zauwazy¢, ze pomimo zerowej réznicy potencjatéw miedzy a i b prad
w zwarciu moze mie¢ niezerowe natezenie. Poniewaz I, = 1) — I3 = I — I,
jego natezenie zalezy od podziatu pradu Zrédta w dzielnikach utworzonych
przez réwnolegle potaczone rezystory.

Réwne potencjaty mozna tez uzyskac, r6wnowazac mostek, czyli dobierajac
rezystory tak, ze Ry Ry = R, R3. Wtedy U, = Uj, niezaleznie od Ry..

Podobnie I, = 0 mozna uzyskag, zastepujac Ry przerwg albo réwnowazac
mostek, czyli wymuszajac zerowe napiecie na tym rezystorze.

Natezenie pradu w Ry, mozna zmaksymalizowac, biorac Ry, = 0, ale jedno-
cze$nie warto$ci pozostatych opornikéw musza by¢ bliskie zeru i spelniaé
warunek Ry Ry > Ry R3 albo Ry Ry < Ry R3. Samo wyzerowanie Ry, nie jest wy-
starczajace, gdyz prad w tym oporniku jest okreslony réznicg innych pradoéw,
ktére musza sie znaczaco r6zni¢, np. I} — ocoi I} >> Is.
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Pytanie Q3.2
Jak sprawnie, bez uzycia kalkulatora, obliczy¢ natezenie pradu w prostym obwodzie
ZTYS. Nalezy poréwnac ré6zne metody analizy pod wzgledem tatwo$ci obliczen.

Rysunek 3.27: Schemat do pytania

Wskazéwka
Poniewaz napiecie 10V jest znacznie wigksze od napiecia 0,01V, mozna pomina¢
drugie Zrédto i bezposrednio zastosowa¢ prawo Ohma, uzyskujac 10/2 = 5[A],
dobre przyblizenie szukanego natezenia.

Doktadny wynik mozna uzyska¢, wykorzystujac napieciowe prawo Kirchhoffa.
Potrzeba niewiele wiecej obliczen, ale nalezy postugiwac sie utamkami :

10-0,01 9,99
5 =

=4,995[A]

Uzycie zasady superpozycji jest niecelowe w tak prostym obwodzie, poniewaz
wiaze sie ze zbytnim ,rozdrobnieniem” obliczen:

10 0,01
— ———=5-0,005=4,995[A]
2 2

Z powyzszych rozwazan wyptywa wniosek, ze nalezy zwracaé uwage na uktad
elementéw oraz wartos$ci ich parametréw: zastanawiac sie, czy nie mozna wstepnie
uproéci¢ obwodu i jaka metoda analizy bedzie najwygodniejsza. Tymi zaleceniami
warto kierowac sie szczeg6lnie podczas kolokwium, gdy czas na rozwigzanie za-
dania jest ograniczony. Trzeba jednak upewnic sie, ze tres¢ zadania nie wyklucza
modyfikacji obwodu, a metoda nie jest narzucona.

Pytanie Q3.3
Czy zasade superpozycji mozna stosowac do analizowania obwodéw z elementami
aktywnymi?
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Pytanie Q3.4
Udowodnic¢, ze twierdzenie Millmana obowigzuje w odniesieniu do Zrédet pradu.

Wskazéwka

Przeksztalcajac poszczegolne Zrodla pradu, wraz z rezystancjami wewnetrznymi,
w réwnowazne Zrédla napiecia, mozna wykazaé, ze uktady z rys. odpowiadaja
tym z rys. czyli posrednio, ale w petni dotyczy ich wzoér oraz dyskusja
przedstawiona w podrozdziale

3.11.2 Problemy rozwiazane

Problem P3.1
Wykorzystujac zasade superpozycji, okresli¢ prad I w obwodzie z rys. (3.28p.

a) )

b) c
s g @ n o’
ﬁ 1 = : 1 + 1

IE 1

1

|
—_
[\S)

Rysunek 3.28: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Rozpatrujemy obwdd z rys. b, w ktérym
1+1
(- # -4=2][A]
A+D+1Q+1)
a nastepnie obw6d z rys. , w ktérym
1+1
ne U1 2=1[A]

Ta+D+a+1)

Zatem
I=I'+1"=2+1=3]A]
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Problem P3.2

Korzystajac z zasady superpozycji, obliczy¢ napiecie U i natezenie pragdu I w ob-
wodzie z rys. Ten sam obwdd byl rozpatrywany w przyktadach[3.2]i[3.3] Ktéra
metoda pozwala najsprawniej rozwigzaé to zadanie?

Rysunek 3.29: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Aby okresli¢ oddzialywanie Zr6dta napiecia, Zrédlo pradu zastepujemy rozwarciem,
uzyskujac obwod z rys. b. W tym uktadzie

. 10 10
I'= + =0,21[A]
30+60 40+60
U = 60 10 =—-6[V]
40460

Nastepnie wracamy do obwodu oryginalnego i w miejscu Zrédta napiecia ro-
bimy zwarcie. Uzyskany uktad, ktéry pokazano na rys. [3.29c, pozwala okresli¢
czastkowg odpowiedZ spowodowang dzialaniem Zrédta pradu. Natezenia pradow
plynacych przez rezystory 30 Q2 i 60 Q2 tatwo wyznaczy¢ ze wzoru na dzielnik pradu:

40

2=1,33[A Jog = —22
[A] %0~ 40+60

I3g -2=0,8[A]

~30+60

Wobec tego:
I"=I3-Iso=1,33-0,8 =0,53[A]

U" =I5 -60=0,8-60=48[V]
a ostatecznie:

I=I'+1"=0,21+0,53=0,74[A]
U=U'+U"=-6+48=42[V]
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Problem P3.3
Wykorzystujac zasade superpozycji, obliczy¢ natezenie pradu I w obwodzie poka-
zanym na rys.[3.30@.

a) b) ©)

Rysunek 3.30: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Zgodnie z zasada superpozycji podana w podrozdziale[3.1} wzorujac sie na przykla-
dzie[3.1] obliczamy natezenia czastkowych pradow I’ i I”, ktérych suma da szukany
prad 1.

Pierwszy prad reprezentuje oddziatywanie Zrédta 4V na oporniki w obwodzie

z rys.(3.30pb:

;1 4

- "I, 11
1+1 1+1+1+1

a drugi — oddziatywanie Zrédta 2V w obwodzie z rys. :

=2[A]

1”——1 2z 1[A]
= 11, 11
I+l 5+

—

Sumujgc natezenia tych pradéw, ktére stanowig odpowiedzi uktadu na czastkowe
wzbudzenia, uzyskujemy odpowiedZ wypadkowa, czyli

I=I'+1"=2+1=3][A]

Problem P3.4
Wykorzystujac zasade superpozycji, obliczy¢ natezenie pradu I w obwodzie poka-
zanym narys.[3.3Tj.
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d)

ol o] = ?(]

v

Rysunek 3.31: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Rozpatrujac kolejne obwody z rys. obliczamy prady czastkowe:

I = S 1,33[A] I"=- 10
- 63 ~ - 6-3
1+ == 1+m

Sumujac je, otrzymujemy szukane natezenie:

= —3,33[A] I'"=0A

I=T'+I"+1"=1,33-3,33+0=-2][A]

157



Saeed & Parfieniuk

Problem P3.5

Wykorzystujac twierdzenie Thevenina, wykazac, ze prad nie ptynie przez rezystor
Rp, wobwodzie z rys.|3.32p. Zadanie i uzyskane rezultaty odnies¢ do problemu(P2.15
i pytania[Q3.1}

Rysunek 3.32: Schematy do problemu

Wskazéwka
Po usunieciu Ry, na podstawie rys. [3.32p

3 9
Unh=——-E-——E=0
m=3 2t T gvel - OV
Zatem w uktadzie zastepczym Thevenina, ktéry widnieje na rys. , hie ma
Zrédta, ktére powodowaloby przeptyw pradu. Nie zalezy to od rezystancji Ry, wiec
jej obliczanie nie ma sensu.

Problem P3.6
Udowodni¢ zasade superpozycji, wykorzystujac metode potencjatéw weztowych.

Wskazéwka

Nalezy wzorowac sie na dowodzie, ktéry zostat przedstawiony w podrozdziale
i wykorzystuje metode pradoéw oczkowych. Jednak trzeba rozpatrze¢ napiecia za-
miast pradéw, opierajac sie na ukladzie réwnan i wyrazeniu (2.37), ktére
przedstawia jego rozwigzanie.

158



Saeed & Parfieniuk

Problem P3.7
Obliczy¢ napiecie U na zaciskach Zr6dta pradu w obwodzie z rys.

480
6k[] 10m U

T

Rysunek 3.33: Schemat do problemu

a) b)

l

® A e *a o
[ ]

Rysunek 3.34: Schematy do rozwiazania problemu

Rozwiazanie
Stosujemy zasade superpozycji. Rozpatrujac obwody, ktérych schematy pokazano
narys. wyznaczamy

. 4806000
U'=-0,01- —————— = —4,44[V]
480 + 6000
1
, 6000
U'= ————6=5,56[V]
480 + 6000

Sumujac wyniki czastkowe, otrzymujemy

U=U'+U"=-4,44+5,56=1,12[V]

Problem P3.8

Obliczy¢ natezenie pradu I w obwodzie z rys.[2.39, korzystajac z zasady superpo-
zycji oraz twierdzen Thevenina i Nortona. Rezultaty poré6wnaé z wynikami przy-
kladu[2.16]i problemu|P2.7} ktére dotyczyly tego samego obwodu, ale byt on anali-
zowany metoda pradéw oczkowych i metodq potencjaléw weztowych.
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Rozwiazanie: Zasada superpozycji
Aby okresli¢ sktadowa szukanego pradu, ktéra jest zwigzana z dzialaniem Zrédta
3A, rozpatrujemy obwdd z rys. (3.350. Na podstawie praw Kirchhoffa

, 6-1I
1.I'=2-L1-2-D oraz L=3-1, = I = 1
, I'+9
1-I'=4-14,-31I3 oraz I3=3-14 = Iy = 7
oraz
LT I'+9 6-T1 v
4 — 12 7 - 4
= 4.I'+36=42-7-I'-28-T = 39-I'=6
czyli
, 6
I'=—IA]
39
a) b)
2

) Is A

]ll
3 — I——

1 6
4 LY
3

Rysunek 3.35: Schematy do rozwigzania problemu za pomocg zasady superpozycji

Druga sktadowg szukanego pradu, wynikajaca z dziatania Zrodta napiecia, wy-
znaczamy na podstawie obwodu z rys.[3.35b w podobny sposéb:

" 6_1”
1-T"+2+2)-I5=6 = Is= 2

" 6 _ I/I
11"+ (4+3) =6 = Ig=—

oraz

6 _ II/ " 6 _ I/l
T
= 24—4.7"=28-1"-42+7-1" > 39.-1" =66

I=I"-I, =
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czyli
Il/ @A
39
Ostatecznie
.6 66 72
I=T'+I"=—+—=—1A]
39 39 39

Rozwiazanie: Twierdzenie Thevenina

Na podstawie rys.[3.36a wyznaczamy

_ (2+2)-4+3) 28

= =T (q]
2+2)+(4+3) 11

R1h = Rap

a nastepnie rozpatrujemy rys.|3.36b, by okresli¢ napiecie Thevenina. Ze wzoru na
dzielnik:

2+4 6 18
@+ 18

= 3= ——-3=—|[A]
2+3)+(2+4) 5+6 11

1
a z bilansu napie¢:

Uab:2'11_2'12:2'(11_12) oraz 12:3—11
= UabZZ'(Il—3+Il):4'Il—6
czyli
18 6

Uh=Ugp=4-——-6= —
Th ab T 11[V]

¢)

Rysunek 3.36: Schematy do rozwigzania problemu z wykorzystaniem twierdzenia
Thevenina
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Znajac Rty i Uth, mozna skonstruowac zastepczy obwod Thevenina, ktorego
schemat pokazano na rys. . W tym obwodzie

6+1 72
I= 125 =39 W
1+%

Rozwiazanie: Twierdzenie Nortona
Poniewaz RN = Ryp, mozemy wykorzystac¢ wynik, ktéry uzyskaliSmy na potrzeby
twierdzenia Thevenina.

Natezenie pradu Nortona Iy wyznaczamy na podstawie schematu z rys. |3
stosujgc pragdowe prawo Kirchhoffa i wzér na dzielnik pradu:

3 2 B
INn=hL-5L = Fwl 3—m 3= ——[A]

Zastepczy obwod Nortona ma zatem posta¢ pokazana na rys.[3.37p. Na podsta-

wie praw Kirchhoffa:
Rmn-(I+IN)=6-1-1

czyli
28 28 3
—[-—-—=6-1
11 11 14
Zatem
72
I=—A
39
a) b)
SO
%3 b a RTh: b
—l:l—||—>—
1 6 I

Rysunek 3.37: Schematy do rozwiazania problemu z wykorzystaniem twierdzenia
Nortona
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Problem P3.9
Obliczy¢ natezenie pradu Is w obwodzie pokazanym na rys. Nalezy wykorzy-
sta¢ zasade superpozycji i twierdzenie Nortona.

—»—{
Is 5
1

a) b)
——
Is' 5 Is" 5
1 1
6 ——
—- 12 3 I:I 3 I:I
6 6
15, 2 2 IS”

Rysunek 3.39: Schematy do rozwigzania problemu metoda superpozycji

Rozwiazanie: Zasada superpozycji
Zakladajac, ze dziata tylko Zrédto 12V, tak jak na rys.[3.39a, obliczamy

12

r_ —
I = 15, 36 - 3,98 [A]
1+5 * 3+(6+2)
anastepnie
1 1
Is'=——-1=-=-3,98=0,66[A]
1+5 6

Teraz interesuje nas oddziatywanie Zr6dta pradowego, ktore dla wygody prze-
ksztalcamy w réwnowazne Zrédto napiecia. W wynikowym obwodzie, kt6éry poka-
zano na rys.(3.39b, obliczamy natezenie

" 6
Iy = — 1 =0,69[A]
2+6+ 17
+T+

Q1=
W
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ktére nastepnie wykorzystujemy do wyznaczenia

1-

53 0,75
I'=-—2_ . 5" =———.0,69=-0,09A]
5+ 13 5,75

Na podstawie zasady superpozycji

Is=I,+ 1} =0,66—0,09 = 0,57 [A]

Rozwiazanie: Twierdzenie Nortona

Natezenie pradu Nortona Iy wyznaczamy w obwodzie z rys. [3.40f, w ktérym jest
zwarcie w miejscu interesujacego nas opornika, zas Zr6dto pradu zostato zastagpione
rownowaznym zZrédtem napiecia. Poniewaz zaciski a i b sa zwarte, na rezystorze

1Q nie ma napiecia, czyli nie ptynie przezen prad na mocy prawa Ohma. Zatem

12 12-6

IN:11+12:§+ 612 =4,75[A]
Na podstawie rys. obliczamy
RN =R =7 11 T = 24 =2—4[Q]
1+3+55 24+8+3 35

Zastepczy obwod Nortona ma postac z rys. . Ze wzoru na dzielnik pradu

R 24
Is=— Iy == .4,75=0,57[A]
5+ R 5+ %

a) . b) ©)

> — b e— —

I L ¢ 5

6 A"
— — Rry
a — 6 I 6 a — b

T 3[] 2 3[] 2 I

Rysunek 3.40: Schematy do rozwigzania problemu z wykorzystaniem twierdzenia
Nortona
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Problem P3.10
Okresli¢ rezystancje Ry, w obwodzie z rys. dla ktérej do opornika jest dostar-
czana maksymalna moc. Jakg maksymalng moc mozna osiagnaé, dobierajac Ry ?

Rysunek 3.41: Schemat do problemu|(P3.10

a) b) <)

Lol b
R a R a
Ry H - £ ¢+—1 1 —{ +—
Ry R [] U = Um [] R Rap = Ry
b

Rysunek 3.42: Schematy do rozwigzania problemu|P3.10

Rozwiazanie
Na podstawie schematéw z rys.

R =R+ B 1 5R U= B
h=""RYR Ww=RIR T2
Zatem
P = Prax o RL= Ry, =1,5R

E\2
4Ry, 4-1,5R  4-6R  24R

Prax
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Problem P3.11
Okredli¢ natezenie pradu I w obwodzie z rys. Nalezy zastosowac zasade super-

pozycji oraz twierdzenia Thevenina i Nortona.

100m

50m
10T

"'15

Rysunek 3.43: Schemat do problemu|P3.11

a) b)

5 I 5 Vi J

100 m

50m

"'15

Rysunek 3.44: Schematy do rozwigzania problemu|P3.11{za pomocg zasady superpozycji

Rozwigzanie: Zasada superpozycji

Najpierw rozpatrujemy uklad z rys. w ktérym Zrédla napiecia zostaly zasta-
pione zwarciami, w zwigzku z czym dziatajg tylko Zrédta pradu. Poniewaz zaciski
rezystora sg zwarte, nie plynie przezen prad. Zatem Zrédto 50 mA okresla natezenie

I' =50 mA

Nastepnie rozwazamy oddzialywanie samych Zrédel napiecia w obwodzie po-
kazanym na rys.[3.44p. Na mocy napieciowego praca Kirchhoffa oraz prawa Ohma

, 5-10+15
I'=————=5A

Zgodnie z zasadg superpozycji

I=I'+1"=0,05+5=5,05[A]
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Rozwiazanie: Twierdzenie Thevenina
Aby zastosowacé twierdzenie Thevenina, musimy okresli¢ parametry Zrédta zastep-
czego. W ukladzie z rys.|3.45a okre§lamy napiecie:

Umnm=Us,p=2-0,06+15-10=5,1[V]
aw ukladzie z rys. — rezystancje:
Rrn = Rap =2Q
Rysunek [3.45c przedstawia odpowiedni zastepczy obwod Thevenina, w ktérym

54+ Uth—Rth-I=0

czyli
5+Ur, 5+5,1
1= = =5,05[A]
Rrn
a) b) ©)
a Uab b a b
a
100 m 1
2 2
50m Rty 5
10 T

15 Um

b

Rysunek 3.45: Schematy do rozwigzania problemu|P3.11|z wykorzystaniem twierdzenia
Thevenina

Rozwigzanie: Twierdzenie Nortona
Z rozwazan przeprowadzonych uprzednio odno$nie do twierdzenia Thevenina
wiemy, ze Ry, = 2Q. Natezenie pradu Nortona jest okreslone natezeniem

In=1,+0,05= +0,05=2,55[A]

w obwodzie ze zwartymi weztami a i b, ktérego schemat pokazano na rys.|3.46q.
Zatem obwdd zastepczy Nortona ma postaé pokazang na rys.[3.46b, czyli

5 5
I=IN+—=2,55+—==5,05[A]
Rty 2
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a) b)

10_--_ Iy Ry I:I

Rysunek 3.46: Schematy do rozwigzania problemu [P3.11|z wykorzystaniem twierdzenia
Nortona

Problem P3.12

Okredli¢ maksymalng moc, ktéra moze by¢ dostarczana do R, w obwodzie z rys.
Jaka jest odpowiednia rezystancja opornika?

40
10

5T R H

20

10

| — |
| S|

Rysunek 3.47: Schemat do problemu|[P3.12

a) b)
— a ——F+—a
40 40
10
[] 10\ 20 []
20
10 10
— b hé——1+—

Rysunek 3.48: Schematy do rozwigzania problemu|P3.12
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Rozwiazanie

Aby maksymalna moc byta dostarczana do Ry, ta rezystancja powinna by¢ réwna
rezystancji zastepczej miedzy weztami a i b w uktadzie z rys. [3.48p, z wylaczo-
nym Zrédtem i bez dotgczonego obcigzenia. Uklad mozna przerysowaé w bardziej
przejrzystej postaci pokazanej na rys.[3.48p, ktéra unaocznia, ze

40-20 10 40

55
= 4= +5="—1[Q]
40+20 2 3 3

Ry = Rgp
Do obliczenia mocy jest tez potrzebne napiecie miedzy weztami a i b w uktadzie
zrys.[3.48, z dziatajacym Zrédtem, ale bez dotaczonego obciazenia:

5

Uyy=10-1,—40-1, =10 ———— —40- ———
ab b a 10+10 40+ 20

=2
6

Znajac parametry zastepczego uktadu Thevenina, mozna okre§li¢

5
155 528V

Ut ( 5)2 1 3
Prmax 6

T 4Ry |6

Problem P3.13
Czy obwody z rys. sa dualne? Odpowiedz nalezy uzasadnic. Jak najprosciej
zmodyfikowac uktady, by prad nie ptynal przez rezystor 90 Q?

Rysunek 3.49: Schematy do problemu|(P3.13

Wskazéwka

Schematy wygladajg podobnie, ale na rys. rzeczywiste zrodlo pradu jest tam,
gdzie narys. jest rzeczywiste Zrédto napiecia. Obwody bytyby dualne, gdyby
zrédta byty r6wnowazne. Niestety, rzeczywiste Zrédlo pradu o natezeniu 2A i rezy-
stancji wewnetrznej 15Q odpowiada szeregowemu potgczeniu tej samej rezystancji
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oraz zrodla napiecia 30V, podczas gdy na schemacie jest Zrédlo 2V. Zatem obwody
nie sg dualne, gdyz Zrédta nie sg r6wnowazne.

Chociaz obwody nie sg mostkami, bardzo je przypominaja. W szczeg6lnosci
rezystancje okalajace opornik 90 spetniajg warunek zréwnowazenia, czyli prad
nie ptynalby przez ten element, gdyby nie dziataly Zr6dta potaczone z rezystan-
cjami 15Q. Zatem prad bedzie zerowy, gdy przeksztatcimy uktady w zréwnowazone
mostki, usuwajac Zrédta.

3.11.3 Quiz

Quiz 3.1

Jaki warunek muszg spetniaé¢ napiecia Zrédtowe w obwodzie z rys.[3.50R, by mozna
bylo wyznaczy¢ natezenie pradu I? Nalezy rozwazy¢ uzycie zasady superpozycji
oraz twierdzeni Thevenina i Nortona.

a) b) ©)

I l l
i AT X URIEN .
! !

Rysunek 3.50: Schematy do quizu

Wskazéwka

» Ukltad mozna analizowac¢ tylko wtedy, gdy napiecia Zrédtowe sg jednakowe,
tj. E1 = E» = E. Inaczej wystepowalaby sprzeczno$¢ z napieciowym prawem
Kirchhoffa, ktéra wykluczataby uzyskanie sensownego wyniku jakakolwiek
metoda. Jezeli r6zne Zrédla wymuszajg inne napiecia miedzy tymi samymi
wezlami, to nie ma podstaw, by okresli¢ r6znice potencjalow tych weziow.

* Rownolegle polaczenie rzeczywistych Zrédet o r6znych napieciach jest fizycz-
nie mozliwe, ale zwykle prowadzi od ich uszkodzenia. Zr6dto o mniejszym
napieciu zamiast oddawac energie do obwodu, dziata jako obciazenie, do kt6-
rego wplywa z drugiego Zrédta prad o natezeniu réwnym ilorazowi r6znicy
napie¢ Zrédtowych i sumy oporéw wewnetrznych oraz rezystancji przewodow.
Rezystancje te s na og6t bardzo mate, tak ze prad ma wielkie natezenie i po-
woduje uszkodzenie ktéregos$ elementu obwodu, np. przepalenie przewodu.
Obwdd zostaje przerwany, a prad przestaje plynaé, czyli mozna powiedzie¢,
ze uktad sam wraca do stanu réwnowagi.
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* Nawet wtedy, gdy napiecia Zrédlowe sa réwne, nie mozna stosowaé zasady
superpozycji do analizowania obwodu. Wspélne zaciski sprawiajg, ze Zr6dta
nalezy traktowac jako zalezne i rozpatrywac je tacznie.

» Ztwierdzeniem Thevenina nie ma problemu. Latwo jest obliczy¢ parametry
obwodu zastepczego
R =0Q

na podstawie rys.|[3.50p oraz
Um = E(=E1 = E)

na podstawie rys. , anastepnie szukane natezenie pradu

» Uzycie twierdzenia Nortona jest wykluczone. Zastepcze Zrédto Thevenina ma
zerowg rezystancje wewnetrzna, czyli nie mozna przeksztatci¢ go w Zrédto
pradu, ktére stanowiloby postawe obwodu zastepczego Nortona. Natezenia
pradu Zrédlowego takze nie mozna ustali¢, zastepujac rezystor R zwarciem
i okreslajac natezenie pltynacego przezen pradu. W ten sposéb uzyskujemy
btedny wynik, dowiadujac sig, Zze natezenie jest nieskoriczenie duze.
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Rozdzial 4

Przebiegi sinusoidalne i obwody
pradu zmiennego

Wprowadzenie

Do tej pory zajmowaliSmy sie obwodami pradu statego. Jednak, jak wspomniano
w podrozdziale[1.4} w wielu uktadach wystepuja prady i napiecia, ktére zmieniaja sie
w czasie. Zmiany mogg zachodzi¢ na r6zne sposoby: przede wszystkim rozréznia
sie przebiegi okresowe i nieokresowe oraz sinusoidalne i niesinusoidalne. Jezeli
zmiany wielko$ci elektrycznej sg interpretowane jako przekaz informacji, to prad
albo napiecie mozna nazywac sygnatem.

Do opisania niektérych przebiegéw potrzebny jest skomplikowany aparat ma-
tematyczny. Podstawowe znaczenie maja jednak napiecia i prady sinusoidalne,
ktérych przebiegi sq okresowe i dajq sie opisa¢ wzglednie prosto za pomocg funkcji
sinus. Takie przebiegi wystepuja w sieci energetycznej, sg powszechnie stosowane
w telekomunikacji oraz stanowig podstawe teorii szeregéw Fouriera i analizy harmo-
nicznej, ktére pozwalajq rozpatrywac rézne, ztozone sygnaty w usystematyzowany
i standardowy sposéb.

Z tego powodu w niniejszym rozdziale rozpatrujemy gtéwnie obwody, w kt6-
rych wystepuja prady i napiecia sinusoidalne. Przedtem wyja$niamy jednak r6z-
nice miedzy przebiegiem okresowym a nieokresowym oraz miedzy przebiegiem
sinusoidalnym a niesinusoidalnym na przyktadzie przebiegéw wyktadniczego i pi-
toksztalttnego.
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4.1 Przebiegiisygnaly okresowe

Przebieg lub sygnat u(#), ktéry stanowi funkcje czaSLﬂ jest nazywany okresowym
albo periodycznym, jezeli przyjmuje on wartosci, ktére powtarzaja sie cyklicznie:

u(t+nT)=u(t) 4.1)

gdzie n jest dowolna liczba catkowita +1,+2,+3,..., za§ T oznacza okres przebiegu,
czyli najkrétszy czas, po ktérym nastepuje powtérzenie.
Odwrotnos¢ okresu,

1
=— 4.2
f T (4.2)

jest nazywana czestotliwo$cia przebiegu. Jezeli T jest okreSlane w sekundach, to od-
powiada mu fw hercaclﬂ[Hz].
Przyklad 4.1
Przyktadem przebiegu okresowego jest napiecie okre§lone funkcja sinus

u(t) =sint 4.3)

ktéra zilustrowano na rys. Okresem jest T = 27, bo wyraznie wida¢, ze wartoSci
funkcji powtarzajq sie co kazde 27 sekund:

u(t+2mx) =sin(t+2x) =sint = u(t) (4.4)

sin(¢)) =sin(¢,+2m)

Rysunek 4.1: Przebieg sinusoidalny do przykladu

O

1'W niniejszej ksiazce uzywamy matych liter do oznaczania funkcji czasu.
2 Henry Rudolf Hertz (1857-1894) — niemiecki fizyk.
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Przebiegi okresowe, ktérych wartosci chwilowe mozna opisa¢ uogélniong wer-

sja [@.3), czyli wzorem
u(t) = Upsin (ot +¢) (4.5)

sg nazywane przebiegami sinusoidalnymi. Przebieg taki posiada nastepujace para-
metry:

e Uy — amplituda, czyli inaczej warto§¢ maksymalna lub szczytowa; jej dwu-
krotnos$c Uy, = 2Uy, nosi nazwe wartosci miedzyszczytowej (ang. peak-ro-
peak),

* o — predkos¢ katowa, inaczej pulsacja,
e ¢ — przesuniecie fazowe, inaczej kat fazowy;,
ktére objasniono na rys.
Wielko$cig pomocniczg jest warto$¢ poczatkowa, u(t) = Uy, sin ¢, ktérg prze-

bieg przyjmuje dla t = 0. Dla wt = —¢, u(t) = 0.
Tak okreslone u(t) jest funkcja periodyczng o okresie T, takim ze

ol =27
czyli
2m
W=—=27
T f
A u(t)
Un 1
0 o
— pk—
Rysunek 4.2: Parametry przebiegu sinusoidalnego

Przyklad 4.2

Rysunek[4.3| przedstawia przebieg pitoksztattny, ktory jest przykladem niesinuso-
idalnej funkcji periodycznej. Taki sygnat moze posiada¢ okres 27, ale nie mozna go
opisac jedng zaleznoscia, ktéra obowigzywalaby dla wszystkich wartosci ¢. Okre$la
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go bowiem wzér:

f+2 da-3n<t<-n
yy =1 £ da-n<t<n (4.6)

% 2 dlar<t<3rm

L IR0

W) =y(t+2n)

\

-7 0 th T 2n 4 +2n

Rysunek 4.3: Przebieg pitoksztalttny jako przyktad niesinusoidalnego sygnatu okresowego

Uwaga 4.1

Przebiegi okresowe, ktérych nie mozna opisaé¢ wzorem (4.5), sa nazywane niesinu-
soidalnymi. Na podstawie teorii szeregéw Fouriera kazdy przebieg niesinusoidalny
mozna przedstawi¢ w postaci ztozenia przebiegéw sinusoidalnych. Na przyktad
szereg

2 1 1 1
y()=—|sint—=sin2t+ —sin3f— —sin4t+... 4.7
T 2 3 4

stanowi przyblizenie y(t) okreslonego wzorem (4.6). Szeregi Fouriera wykraczaja
jednak poza zakres niniejszej ksigzki, poniewaz jesteSmy zainteresowani tylko ana-
liza obwodéw, w ktérych wystepuja przebiegi sinusoidalne.

A

Przyklad 4.3
Funkcja

4 3
i(t)=4sint+3cost= S(ESint+ gcost)
=5(cos37°sint +sin37° cos t) = 5sin (£ +37°)

jest okresowa i sinusoidalna (zob. podrozdziat[4.4|oraz problem[P4.1).
O
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Uwaga 4.2

Suma dwoch lub wiecej przebiegéw sinusoidalnych nie musi by¢ sinusoidalna
ani nawet periodyczna.

A

Przyklad 4.4
Przebieg
u(t) =sinb5tcos V5t

jest r6wnowazny sumie dwoch przebiegow
L. .
u(t) = E [sm(S - \/5) t+sm(5+ \/5) t]

o pulsacjach w1 =5 —V/5 i w2 = 5+ v/5. Okresowo$¢ sumy dwéch lub wiecej prze-
biegéw sinusoidalnych mozna sprawdzi¢, obliczajac najwiekszy wspoélny dzielnik
(n.w.d.) ich pulsaciji. Jezeli jest on liczbg catkowita, to suma jest periodyczna z okre-
sem 27/ wy, gdzie wy jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem. W przeciwnym razie
suma nie jest okresowa.

Badany przebieg nie jest okresowy, gdyz iloraz w1 / w» = (5—v/5) / (5+ V/5) nie
jest liczba catkowita.
g

Przyklad 4.5

Na rys. [4.4pokazano wykladnicza funkcje czasu

y(t) =10e”3!
ktéra jest malejaca. Poniewaz warto$ci takiego przebiegu nigdy sie nie powtarzaja,
jest on nieokresowy.
g

A
¥

»

107

\

Rysunek 4.4: Funkcja wyktadnicza (nieokresowa)
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4.2 Obwody pradu sinusoidalnego

Kazde Zrédlowe napiecie sinusoidalne przyjmuje warto$ci chwilowe, ktére mozna
opisa¢ ogélnym wzorem
e(t) = Eypsin(wt +0) 4.8)

gdzie warto$¢ maksymalna (szczytowa) Ep, oraz przesuniecie fazowe 6 sa para-
metrami konkretnego Zrédta. O ile nie zostanie wyraZznie powiedziane inaczej,
bedziemy zaktadaé, ze pulsacja w jest parametrem obwodu, czyli jest jednakowa
dla wszystkich Zrédet pradu i napiecia, ktére w nim dziataja. Analiza uktadéw, ktére
zawierajg Zrodia o r6znych czestotliwosciach, jest mozliwa ale wykracza poza ramy
niniejszej ksigzki.

Jezeli Zrédla napiecia sinusoidalnego zostang uzyte do zasilania liniowej sieci,
to w jej gateziach poptyna prady sinusoidalnie zmienne o tej samej czestotliwosci
f = 3=, niezaleznie od struktury obwodu ani parametréw element6éw biernych,
ktére wchodza w jego sklad. Typy i parametry elementéw oraz sposéb ich potacze-
nia decydujq tylko o wartoS$ciach szczytowych i przesunieciach fazowych pradéw
i napie¢ w danym ukladzie.

Zal6zmy, ze w pewnej galezi ptynie prad, ktérego wartosci chwilowe opisuje
ogollny wzor
i(t) = Iynsin (wt +0;) 4.9

Przeplywajac przez element liniowy, taki prad powoduje wystapienie na nim spadku
napiecia, ktéry ma sinusoidalny przebieg:

u(t) = Uy sin (wt +6,) (4.10)

o amplitudzie i przesunieciu fazowym, ktére zaleza od rodzaju elementu oraz jego
parametréow. Tylko w rezystorze takie samo przesuniecie fazowe charakteryzuje
prad i napiecie. W kondensatorach i cewkach przebieg pradu jest przesuniety
w fazie wzgledem przebiegu napiecia.

4.3 Elementy obwodéw pradu zmiennego

W sktad obwodu liniowego moga wchodzi¢ Zrédla energii, E i I, oraz elementy
pasywne, R, Li C. Ich zachowanie w obwodach pradu statego zostalo oméwione
w poprzednich rozdziatach. Teraz rozpatrujemy dziatanie tych elementéw w obwo-
dach sinusoidalnego pradu zmiennego.
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4.3.1 Zrédlapraduinapiecia sinusoidalnego (zalezne i niezalezne)

Tak jak w obwodach pradu statego, w obwodach pradu zmiennego moga wystepo-
wac zrodla idealne, o zerowej rezystancji wewnetrznej, oraz rzeczywiste. Moga one
by¢ niezalezne lub zalezne, czyli sterowane napieciem lub pradem z innej cze$ci
tego samego uktadu.

Rysunek[4.5|przedstawia graficzna reprezentacje Zrédel niezaleznych, na kt6-
rych dzialanie nie wptywajg zadne czynniki zewnetrzne. W Zrédlach idealnych
ZTyS. i[4.5c odpowiednio e(t) = es(1), a i(t) = is(t), zas w zZrédtach rzeczywi-
stych z rys.[4.5b i[4.5[d odpowiednio e(f) = es(t) — i ()R, a i(t) = is(t) — e(t) / Rs.

Rysunek[4.6| pokazuje symbole Zrédet zaleznych, ktérych napiecia lub prady
sg proporcjonalne do pewnych innych napie¢ lub pradéw w danym obwodzie,
gdy a, B, y i A sa statymi. Wspétczynniki § i y sa bezwymiarowe, jednostka a
jest om [Q], za$ A jest wyrazone w simensach [S]. Zrédla zalezne znajduja wiele
zastosowan w teorii i projektowaniu obwodéw elektrycznych i elektronicznych.
Przyktadowe uktady zawierajace takie Zrodta sa rozpatrywane w rozdziatach|5]i[9}

zob. problemy[P5.13]i[P5.15|oraz rys.[9.6]i[9.7]
a)

i(f)

*@ e(t)
e(t)

a) b) ©) d)
””””””” ii(ﬁf ""'&(}5/1
i(?) i)
+ +
e(?) = ai(?) es(?) = Pu(t) ii(2) = yi(0) () = Au(?)
zrédlo napigcia zrédto napigcia zrédto pradu zrédto pradu
sterowane sterowane sterowane sterowane
pradem napieciem pradem napieciem

Rysunek 4.6: Zrédta zalezne
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Uwaga 4.3 O Zrédlach zaleznych

Analiza obwodow, ktére zawierajq Zrodla zalezne, czesto jest trudna (zob. pro-
blem[P4.5). Bezposrednio stosujac zasade superpozycji, twierdzenie Thevenina czy
metode Nortona, mozna uzyskaé btedne wyniki, gdy Zrédto zalezne wiaze wielkosSci
elektryczne z r6znych fragmentéw obwodu, uniemozliwiajac swobodne wylgczanie
Zrédet bez powodowania sprzeczno$ci z prawami Kirchhoffa. Dlatego jest zale-
cane, by stosujgc zasade superpozycji, pozostawiaé w obwodzie Zrédla zalezne,
gdy rozpatrywane sg oddziatywania kolejnych Zrédel niezaleznych. Z kolei w meto-
dzie Thevenina rezystancje Zrodta zastepczego nalezy obliczaé, dzielagc napiecie
Thevenina przez prad Nortona, a nie redukujac sie¢ elementéw pasywnych.

A

4.3.2 Rezystory w obwodach pradu sinusoidalnego

Zalézmy, ze na zaciskach opornika o rezystancji R wystepuje sinusoidalne napiecie
okre$lone wzorem
u(t) = Upsin (ot + w) (4.11)

ktore moze by¢ wynikiem dotaczenia zrodla, tak jak na rys.[4.7a. Zgodnie z prawem
Ohma, ktére zilustrowano na rys.[4.7p,

'(t)—ﬂ—%sin( t+0) (4.12)
()= R R w .

i(t) =Insin(wt+6) (4.13)

a) b) <)

A A
i) u(f) u(f), i(f) () .

Un
/ /A i)

@ 2 H u(f) = Ri(f)

=
=
SN
o
Sy

Y »
0 ) T=2n

A

Rysunek 4.7: Dzialanie rezystora w obwodzie pradu zmiennego: schemat z zaznaczonym
pradem i napieciem oraz wykresy objasniajace zwigzek miedzy tymi wielko§ciami
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Zatem przebieg pradu w rezystorze rézni sie od przebiegu napiecia jedynie
amplitudg (warto$cig maksymalng). Poniewaz przesuniecia fazowe obydwu prze-
biegéw sg takie same, to méwi sie, ze napiecie i prad rezystora sg w fazie. Obrazuje
to rys.[4.7c, gdzie I, jest mniejsze od U, gdyz przyjeto, ze R > 1.

Przyklad 4.6
Okresli¢ przebieg i (1) w obwodzie z rys.[4. 7, wiedzac, ze u(t) = 10sin (100t +30°) V,
aR=100Q.

Rozwiazanie
Nalezy wykorzysta¢ wzoér (4.12). Poniewaz I, =10/100 =0, 1 [A], wiec

i(1)=0,1sin(100¢+30°) A
O

4.3.3 Kondensatory w obwodach pradu sinusoidalnego

W rozdziale[lwyjasniono, dlaczego kondensator jest elementem zdolnym do gro-
madzenia energii w postaci pola elektrycznego. W podrozdziale |2.6{rozpatrzono
za$ dziatanie kondensatora w obwodzie pradu staiegcﬂ gdzie zachowuje sie on tak,
jakby w jego miejscu byla przerwa. Idealny kondensator (z doskonatym izolatorem)
ze swojej natury nigdy bowiem nie pozwala na przeptyw pradu, gdyz nie istnieje
Sciezka, ktérg tadunki moglyby sie przemieszczac. Mimo to w obwodzie pradu
zmiennego element sprawia wrazenie, jakby byl zdolny do przewodzenia.

Kondensator, do ktérego doprowadzono napiecie sinusoidalne, jest cyklicznie
fadowany, a nastepnie roztadowywany, co zilustrowano na rys. Zmiana napie-
cia powoduje bowiem zmiane tadunku na elektrodach kondensatora, przy czym
chwilowy zwrot napiecia decyduje o tym, ktéra oktadka jest natadowana dodatnio,
a ktora ujemnie, w danym momencie.

a) b)

. 20 - i) N |
uc(t)@ o = udt)@ R

T » i I+

Rysunek 4.8: Dzialanie kondensatora w obwodzie pradu zmiennego: prad plynie na ze-
wnatrz elementu, ale nie przez jego wnetrze

3 Nie brano jednak pod uwage stanéw nieustalonych, ktérym poswiecono rozdzial
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Zjawiskom tym towarzyszy ruch fadunké6w miedzy elektrodami kondensatora
a resztg obwodu, wiec mozna przyjaé, ze zewnetrzny prad o zmieniajacym sie
natezeniu, ic () na rys.[4.8} nazywany pradem pozornym, ptynie takze przez C.

Natezenie pradu w obwodzie z kondensatorem o pojemnosci C obliczamy
za pomocy (1.9). R6zniczkowa postaé tego réwnania, czyli

dqc(t) _ Cduc(t)

= 4.14
dt dt @19

ic(t) =
okre§la liniowy zwigzek miedzy pradem a szybkoScia zmian napiecia
(zob. rys.[1.16). Jezeli do zaciskéw kondensatora zostatlo doprowadzone napiecie
uc(t) = Upsin (wt+06,), to

ic(t) =wCUypcos(wt+0y) (4.15)

czyli T
ic(1) :wCUmsin(wt+6u+§) (4.16)

Poréwnujac (4.16) z og6lnym wzorem (4.9), ustalamy

1
lub Uy = — I, 4.17)
wC
i /A
6i=0u+3 (4.18)

Zatem w kondensatorze kat fazowy pradu jest wiekszy o 7 / 2 od kata napie-
cia. Dlatego moéwi sie, ze prad ic(t) wyprzedza napiecie uc(t) o n /2 w fazie,
czyli o 1/4 cyklu w czasie. Mozna tez powiedzie¢, ze napiecie uc(f) jest opéZnione
wzgledem pradu ic(f) o /2 (rys.[4.9).

Amplituda napiecia Uy, jest proporcjonalna do amplitudy pradu I,,, zgodnie
z prawem Ohma. Wspo6tczynnik proporcjonalnosci 1/ wC jest okre§lony w omach
[Q2] i dlatego traktuje sie go jako wielko$¢ podobng do rezystancji, nazywana reak-
tancjg pojemnosciowg lub pojemnosciowym oporem biernym:

1

Xc=—
CwC

(4.19)

Nie mozna utozsamiaé reaktancji z rezystancjg. Rezystancja okresla faktyczng
zdolno$¢ elementu do przewodzenia pradu, w sensie przenoszenia tadunkéw. La-
dunki w ogoéle nie mogg przechodzi¢ przez idealny kondensator, wiec reaktancja
jest tylko miarg jego wptywu na prad w galezi, do ktérej zostat wtaczony. Reaktancja
zalezy od czestotliwo$ci Zrodla, natomiast rezystancja — nie.
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Odwrotno$¢ reaktancji
1

= X—C =
jest nazywana susceptancjg pojemnosciowq. Jej jednostka jest siemens [S],
a wiec przypomina ona konduktancje.

Bc wC (4.20)

b uc(t).ic(t)

<

I uc(t) = Uysinot

/2

ic(t)=I,cosmt

Rysunek 4.9: Zwiazek miedzy napieciem a pradem kondensatora: prad ic () wyprzedza
napiecie uc(t) o n/2 (przyjeto 6,, = 0°)

Przyklad 4.7

Okredli¢ napiecie uc(t) na kondensatorze, jezeli prad ic(f) = 20sin100fmA,
a C =50 uF. Obliczy¢ takze Xc i Bc.

Rozwiazanie

Wykorzystujemy réwnanie (4.14) po przepisaniu go w postaci catkowe;:

t

1 [,
uc(y = E[ ic(Hdt=
0
=—4co0s100z[V]

1 20
——— | 20sin100tdt = ———co0s100¢t
50-1076 ) 5-107° | 100

Reaktancja i susceptancja wynosza:

1 1
XC=_=

———— =200[Q
) 100-50-1076 =

1 1
Bc=wC=—=—=0,005[S]
Xc 200
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Uwaga 4.4

Analizujac obwody pradu zmiennego, zwykle przyjmuje sie, ze kondensatory nie za-
wieraja fadunkow przed wlaczeniem Zrodet. Poczatkowy stan obwodu nalezy skru-
pulatnie okresli¢ przed przystapieniem do rozpatrywania stanéw nieustalonych
(zob. rozdziat[7).

A

4.3.4 Cewkiw obwodach pradu sinusoidalnego

Jak wyjasniono w podrozdziale[2.6} w obwodzie pradu statego idealna cewka zacho-
wuje sie tak, jakby w jej miejscu byto zwarcie, potaczenie o zerowej rezystancji, na
ktérym nie ma spadku napiecia. W obwodzie pradu zmiennego element ten dziata
inaczej, tak Ze moze na nim wystepowacé napiecie.

Jezeli prad if(f) = I, sin (wt + 0;) przeptywa przez cewke o indukcyjnosci L,
to element wytwarza strumien magnetyczny i na jego zaciskach pojawia si¢ induko-
wana sita elektromotoryczna (zob. podrozdziat[1.8} a konkretnie wzoér (1.26)). Site te
mozna postrzegac jako spadek napiecia

dir (1)
dr

/4
ur(t)=L =wLIcos (wt+0;) :wLImsin(wt+9,~+§) (4.21)
skierowany przeciwnie do pradu. Zatem w ogélnym réwnaniu (4.10)

Un=wLly (4.22)

0, =6;+ g (4.23)

Przeciwnie niz napiecie na kondensatorze, napiecie na cewce wyprzedza prad
o /2. Innymi stlowy prad opdznia sie wzgledem napiecia o /2. Odpowiednig
relacje tych przebiegéw ilustruje rys.

Podobnie jak kondensator, cewke mozna scharakteryzowaé reaktancja. lloczyn
wL okredla reaktancje indukcyjng (op6r bierny indukcyjny)

Xr=owlL (4.24)
ktoérej jednostka jest Q0. Odwrotnos§¢ X; nosi nazwe susceptancji indukcyjnej
B =—=— (4.25)
i jest mierzona w siemensach [S].
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A w ()i
I, i(t)=Isinet

wt

/2 b 2n

uy(t)= Uncoswt

Rysunek 4.10: Zwiazek miedzy pradem a napieciem na zaciskach cewki: napiecie uy(f)
wyprzedza prad iz (t) o /2 (przyjeto 8; =0, =0)

Przyklad 4.8
Okresli¢ natezenie pradu, ktéry musialby ptynaé przez cewke o indukcyjnosci
L =30mH, by miedzy jej zaciskami wystgpito napiecie u; = 6sin200¢V.

Rozwiazanie
Réwnanie (4.21) mozna przeksztalci¢ do nastepujacej postaci catkowe;j:

. 1 : 1
ir(r) = ——f ur(f)dt = — Uy cos(wt+0,)
Lo wlL

Do uzyskanego ogdlnego wzoru na przebieg pragdu mozna podstawi¢ warto$ci
wynikajace z tresci zadania:

0,=0 Un=6V w =200rad/s L=30mH

uzyskujac konkretne, zwiezte wyrazenie:

1
ir(t) = —————6.¢c0s(200¢ + 0) = cos200¢ [A
(1) 200-0,03 ( ) [A]

g

4.4 Obwody RLC pradu zmiennego

Po zbadaniu pojedynczych elementéw rozpatrzmy potgczenie szeregowe, a nastep-
nie réwnolegte, opornika o rezystancji R, cewki o indukcyjnosci L i kondensatora
o pojemnosci C. W przypadku potaczenia szeregowego interesujg nas zwigzki mie-
dzy wspd6lnym pradem a napieciami wystepujgcymi na poszczeg6lnych elementach.
W przypadku polaczenia réwnolegltego ciekawe sg natomiast zwigzki miedzy wspél-
nym napieciem a natezeniami pragdéw ptynacych przez poszczegolne elementy.
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4.4.1 Szeregowe polaczenie RLC i pojecie impedanciji

Zal6zmy, ze sinusoidalne napiecie u(t) zostatlo doprowadzone do szeregowego
potaczenia RLC, tak jak na rys.[4.11ja, i powoduje, ze przez elementy ptynie prad
i(t) = Iy sin(wt +0;). Zgodnie z prawem Ohma wystepuja na nich spadki napiecia:

ugr(t) = Rl sin(wt+0;) = Ugy sin(wt +60;)
1

uc(t)=——tlmcos(wt+9,~) =Ucmcos(wt+86;) (4.26)
w

urp(t) =wlLlycos(wt+6;)=Urycos(wt+0;)
ktérych suma, na mocy prawa Kirchhoffa, jest rowna napieciu wypadkowemu:
u(t) = up(t) + ur(t) + uc(y) (4.27)

czyli
1
u(t) = RIpsin(wt+6;) + (a)L— RJ I cos(wt+0;)

albo
u(t) = Ugpsin (@t +0;) + (Urm — Ucm ) cos (0t +6;) (4.28)

Poniewaz (4.28) ma charakterystyczng postac:
u(t) = asinx(t) + bcos x(t)

gdzie a = Rly, b = (wL- w—lc) Im, a x(f) = wt + 0;, mozna je uprosci¢ do ogélnej
postaci przebiegéw sinusoidalnych (zob. problem [P4.1).

a) b) >
i(f) i(f)
R TMR([)
u(t) T — u(t) z[]
L u(t)
c /]\Mc(f)

Rysunek 4.11: Szeregowy obwéd RLC i impedancja zastepcza
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W rezultacie

1 2
u(t) = \/R2+ (a)L— —) Imsin(wt+6; +¢)
wC

inaczej

u(t) = \/URm2 +(Urm - Ucm)zsin(wt+9,~ + )

= Unsin(wt+0; +¢)

(4.29)

_
gdzie ¢ = arctg wk R“’C okresla przesuniecie fazowe miedzy i(f) a u(t).

Jezeli ¢ > 0, czyli u(¢) wyprzedza i(¢) o ¢, to obw6d ma charakter indukcyjny,
gdyzwL > ﬁ, czyli X; > Xc.

Jezeli ¢ < 0, czyli u(t) op6znia sie wzgledem i(¢) o ¢, to obwdd ma charakter
pojemnos$ciowy, poniewaz wL < ﬁ, czyli X; < Xc.

Laczne oddziatywanie kondensatora i cewki mozna opisywa¢ wypadkowaq re-
aktancja ich polaczenia szeregowego, X = X; — X¢. Natomiast zwigzek miedzy
pradem a wypadkowym napieciem na zaciskach szeregowego potaczenia RLC
mozna zwieZle reprezentowac impedancja, ktéra okreslajg moduti kat:

|Z] = V R? + X?

X (4.30)

=arctg—

@ C

ale czesciej jest przedstawiana jako liczba zespolona, metodami opisanymi w roz-

dziale 5| Zatem impedancja jest wielkoScig wektorowa, ktéra stanowi polaczenie
rezystancji i reaktancji, o module mierzonym w Q.

Impedancje mozna postrzegac jako abstrakcyjny element sieci, ktéry zaste-
puje potaczenie RLC, tak jak pokazano narys. Impedancja pozwala wyrazi¢
wypadkowe napiecie w nastepujacy sposéb:

X
u(t) =12\ Ip sin wt+0i+arcth (4.31)
czyli jest ono przebiegiem sinusoidalnym o amplitudzie Uy, = |Z|I, i kacie fazo-
wym (6; +arctg%). Modul impedancji okresla zwigzek miedzy warto§ciami szczy-

towymi pradu i napiecia.
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Przyklad 4.9

Jaki charakter ma obwdd z rys. indukcyjny, pojemno$ciowy czy rezystancyjny?
Wyznaczy¢ u(t). Dane sq: L =50mH, C =3mF, R =20Q oraz i(f) = 5sin100zA.

Rozwiazanie
Obwdd jest indukcyjny, poniewaz

1

wL=100-50-10"3 =5[Q] > = =
wC 100-3-1073

=3,33[Q]

Wykorzystujac rownanie (4.30), uzyskujemy

1Z] = \/202+(5—3,33)2 = /400 +2,78 = 20,07 [Q]
5-3,33
20

@ = arctg 5°

Znajac impedancje i wiedzac, ze I, = 5A, mozemy wykorzysta¢ wzoér (4.31) do okre-
Slenia napiecia

u(r) =5-20,07-sin (1007 +5°) = 100,35 - sin (1007 + 5°) [V]
0

Przyklad 4.10
Powtérnie wykonac polecenia z przyktadu[4.9)po zmianie C na 200 uF.

Rozwiazanie
Zmodyfikowany uktad ma charakter pojemnosciowy, gdyz

1 1

wL=100-50-10"" =5[Q)] — =
®C  100-0,2-10"

=50[Q]

Po obliczeniu

|Z] =1/202% + (5 -50)2 = V400 + 2025 = 49,24 [Q]

oraz
(5-50)

20

~ —66°

@ = arctg
mozemy okresli¢ napiecie
u(r) =5-49,24-sin (100¢ — 66°) = 246, 2 - sin (1007 — 66°) [V]
O
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Przyklad 4.11
Jeszcze raz wykonac polecenia z przyktadu[4.9} przyjmujac C = 2 uF.

Rozwiazanie
W tym przypadku obwdd jest rezystancyjny, gdyz

1 1

wL=100-50-10"3 =5[Q] . S
wC 100-2-1073

5[Q]

Rezystancja okresla impedancje:

Z=R=20Q
wiec

arct 0 0°
= arctg — =
¢ g 20
a przebieg napiecia jest opisany prostym wyrazeniem:
u(t) =5-20-sin100¢ = 100-sin 100¢ [V]

g

4.4.2 Réwnolegle polaczenie RLC i pojecie admitancji

Réwnolegte potaczenie RLC z zaznaczonymi pradami i napieciem pokazano na
rys.[4.12h. Na kazdym elemencie wystepuje to samo napiecie, okreslone napieciem
miedzy zaciskami uktadu.

Wypadkowy prad jest okreslony suma pradéw gateziowych:

i(8) = ig() + ic(t) + i (1)

przy czym
) u(t) Um .
ir(t) = — = ?msm (wt+8,) (4.32)

a) i(?) b) i(f)

ir(?) ir(f) j:dt)
u(t) R L _‘,c — u(t) r[

Rysunek 4.12: Réwnolegly obwéd RLC i admitancja zastepcza

| I
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1
ic(t)= Z.[ u()de = C% =wCUpcos(wt+0,) (4.33)
zas )
ir(t)y=——=Ugcos(wt+8,) (4.34)
wlL
Zatem ) .
i()=Up [—sin(wt+0u) + (wC— —) cos(wt+6u)] (4.35)
R wL
czyli
i(t) =Up[Gsin(wt+0,)+ (Bc—Br)cos(wt+0,)] (4.36)

gdzie G jest konduktancja rezystora, B¢ — susceptancja pojemnosciowa, a B;, —
susceptancja indukcyjna.

Niech B = B¢ — By oznacza wypadkowa susceptancje obwodu. Postepujac we-
dtug procedury z przyktadu [4.3]i problemu mozna stwierdzi¢, ze prad ma
przebieg sinusoidalny:

B
i(H) =V G?+ B2Up, sin wt+6u+arctg6 4.37)

Zatem zwigzek pradu i napiecia mozna opisa¢ za pomoca dwoch wielkosci, G
i B, ale czesto wygodniej jest postugiwac sie jedng réwnowazng wielkoScig wekto-
rowg, nazywang admitancjg i oznaczang symbolem Y. Admitancje mozna utozsa-
miac¢ z uporzadkowana parg (G, B) albo opisywaé modutem

Y=V G?+ B? (4.38)

oraz katem
Bc—Bg

B
Q= arctga =arctg (4.39)

ktére bezposrednio przedstawiaja zwigzek amplitud lub wartosci skutecznych
pradu i napiecia oraz przesuniecie fazowe miedzy przebiegami. Mianowicie

i(1) =Y |Unsin(wt+0y+¢) = Inysin(wt +6,) (4.40)

czyli Iy = 1Y | U, za§ 6; =0, + ¢.

Nietrudno zauwazy¢, ze admitancja Y jest odwrotnoscig impedancji Z oraz ze
mozna na jej podstawie okre§li¢ charakter obwodu. Gdy ¢ > 0, czyli i(#) wyprzedza
u(t) o ¢, obwdd jest pojemnosciowy, B¢ > Br. Gdy ¢ < 0, czyli i(¢) op6Znia sie
wzgledem u(t) o ¢), obwdd jest indukcyjny, Bc < By.
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Przyklad 4.12

Obliczy¢ natezenie pradu i(t), ktéry ptynie w obwodzie z rys.[4.12} gdy R = 1000,
C=0,5uF, L=100mH, a u(f) =200sin100¢mV.

Rozwiazanie

Wykorzystujac wzory (4.37)—(4.40), uzyskujemy:

1 1
B=Bc-B,=wC—-—=100-0,5-10-———=5.10"°-0,1~ —0,1[S]
wL 100-0,1
1
G= =0,01[S]
100
Y=V G2+ B2=4/0,012+(-0,1)2=0,1[S]
B -0,1 .
Q= arctg——arctg—:—84

0,01

a nastepnie:

i(£)=200-0,1-sin (1007 —84°) = 20-sin (1007 — 84°) [mA]

4.5 Wartos$c¢ Srednia a skuteczna (rms)

W $wietle poprzednich podrozdzialéw nie ulega watpliwosci, ze analiza obwodéw
pradu zmiennego wigze sie z obliczeniami znacznie bardziej skomplikowanymi niz
w przypadku obwodéw pradu statego. Rozwazania mozna jednak uproscié, rezy-
gnujac z postugiwania sie warto$ciami chwilowymi i stosujac notacje oraz wielkosci
wygodniejsze w uzyciu.

W szczeg6lnosci przebiegi sinusoidalne i zwigzki miedzy mozna reprezento-
wac w spos6b zwiezly i przejrzysty za pomocg wektoréw i liczb zespolonych, co
jest przedmiotem rozdziatu[5] Do tego celu wykorzystuje sie warto$¢ skuteczna
przebiegu elektrycznego, ktéra mozna okresli¢ dla pradu oraz napiecia, utatwiajaca
obliczanie mocy zwigzanej z elementami obwodéw.

W niniejszym podrozdziale warto$ci $rednig i skuteczng definiujemy czysto
matematycznie. Ich fizyczna interpretacja jest omawiana w nastepnym podroz-
dziale, ktéry ogélnie dotyczy mocy w obwodach pragdu zmiennego. Na tej podstawie
w rozdziale 5| przedstawiane sg praktyczne metody przedstawiania sygnatéw sinu-
soidalnych za pomocg wektoréw.
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4.5.1 Wartos$c Srednia

Warto$c¢ Srednia funkcji okresowej f(f) jest okreS§lona polem powierzchni obszaru,
ktéry wyznaczaja krzywa opisana ta funkcja, granice jej okresu oraz o$ czasu. Do jej
obliczenia stuzy wzo6r catkowy:

1 t1+T
Favg = T f fde (4.41)
h
Jezeli ; =0, to
1 T
Favg = ?[f(t)dt (4.42)
0

Uwaga 4.5

Funkcje sinusoidalne majq zerowg warto$¢ Srednia calookresowa, gdyz obszar

zwigzany z dodatnim pétokresem przebiegu ma powierzchnie takg samg jak obszar

wyznaczony p6tokresem ujemnym, wiec algebraiczna suma obszaréw jest rowna

zeru.

Fakt ten mozna tez uzasadni¢ w kategoriach wielko$ci elektrycznych, rozpa-

trujac Srednie natezenie pradu, ktére jest okreslone tadunkiem przemieszczonym
T

w ciggu okresu T =27, czyli Iayg = % Ji(t)dt. Dla pradu sinusoidalnego ten tadu-
0

nek, a wiec i warto$¢ Srednia, sg zerowe, poniewaz tadunki przemieszczane w ciagu

polokresow sa réwne co do warto$ci bezwzglednej, r6znigc sie jedynie znakiem.
W pewnych zastosowaniach przydatne moze by¢ rozpatrywanie wartoS$ci Sred-

niej pétokresowej (zob. przyktad[4.15), ktéra jest niezerowa.

A

Przyklad 4.13
Obliczy¢ warto$ci Srednie nastepujacych funkciji:

(i) y(r)=50sin(wt+30°)

(i) u(r)=20+10sinwt

Rozwiazanie
(i) 0, gdyz wzor opisuje przebieg sinusoidalny z przesunieciem fazowym 30°.
(i) 20, co mozna wykaza¢ rachunkowo lub graficznie, jak pokazano na rys.

O
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a) b) ©)
20+10fu(t) bu(t)

/\ 20 20
| \/ —_— 10  10sinwt —I—
20-10 /\ ot
0 |10 \/ 0

0

wt

A\

A\

Rysunek 4.13: Graficzne rozwigzanie przyktadu

Uwaga 4.6
Niesinusoidalny przebieg y(f) = A + Bsin(wt + ¢) ma warto$¢ Srednig réwng A.
A

Dowéd

Przebieg stanowi ztozenie dwoch funkcji elementarnych: y(¢) = y; () + y2 (1), gdzie
y1(t) = A, zas y,(1) = Bsin(wt + ¢). Pierwsza jest stata, wiec sama okresla swoja
warto$c¢ Srednig. Druga jest przebiegiem sinusoidalnym o zerowej warto$ci Srednie;j.
Z wtasnosci catki wynika, Ze warto$¢ §rednia sumy przebiegéw jest okres§lona suma
ich wartosci $rednich.

|

Przyklad 4.14
Okreslic Srednie natezenie Iy pradu i(r) = Imsinwt.

Rozwiazanie
Natezenie pragdu zawsze jest nieujemne, wiec jego warto$¢ Srednia powinna by¢
niezerowa. Wykorzystujac zwiazek funkcji trygonometrycznych

. 2 1
sin x=§(1—C032x)

przebieg pradu mozna traktowac jako ztozenie sktadowej statej i fali sinusoidalne;:
; . 9 1 1 1
i(t) = Ipsin“wt = Iy 3 (1—-cos2wt)|= Elm -3 cos2wt

co zilustrowano na rys. Poniewaz stala sama jest swojgq warto$cig Srednia,
a warto$¢ Srednia sinusoidy jest zerowa, wigc Iayg = 17‘“ -0=23.
O
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2) L $10)) b A i(f) 2 A 0

InT sin® ot
/\ — In/2 + —0,5 cos2mt
/NS~ o AN
w2 o 0 - 0 / /2 W'

Rysunek 4.14: Przebiegi do przyktadu kwadrat funkcji sinusoidalnej nie jest przebie-
giem sinusoidalnym

Przyklad 4.15
Okresli¢ Srednig warto$¢ napiecia na wyj$ciu prostownika jednopotéwkowego. Od-
powiedni przebieg pokazano narys.

b u)
sin ¢

A
JZerO | t ‘
r o i

Rysunek 4.15: Przebieg napiecia na wyjSciu prostownika jednopotéwkowego

Rozwiazanie
Warto$¢ srednia rozpatrywanego napiecia obliczamy z definicji:

1 21 1 T 1 271 1
Upe=— | u()dt=— | sintdt+ — | 0dt = — [-cos ]}
ave 27r/ 2 27:[ 271[ 2n[ lo
0 0 T

1 1
=—1J[1+1]=—=0,318[V]
27 T
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Przyklad 4.16

Rysunek[4.16|pokazuje przebieg napiecia na wyjsciu prostownika dwupotéwkowego.
Okresli¢ Srednie napiecie, odnoszac sie przy tym do przyktadu[4.15]

u(t) sin)

Rysunek 4.16: Przebieg napiecia na wyjsciu prostownika dwupotéwkowego

Rozwiazanie

Opierajac sie na rezultatach poprzedniego przyktadu, otrzymujemy

1 2m 1 T 2 1 b4
Uavg = —fu(t)dt: — fsintdt+f—sintdt = —-Zfsintdt
2n 2n 2n
0 0 4 0
1
=—-2=0,637[V]
T

czyli warto$¢ Srednia na wyjsciu prostownika dwupotéwkowego jest dwa razy wiek-
sza niz w prostowniku jednopotéwkowym.

g

Uwaga 4.7

Za wyjatkiem pewnych zastosowatn, takich jak np. fadowanie baterii, przebieg sinu-
soidalny moze wykonywac uzyteczng prace, chociaz ma zerowg warto$c¢ $rednia.
Na przyklad ogrzewanie realizuje sie, doprowadzajac zmienne napiecie do rezy-
stancji grzejnika.

Srednia moc, czyli takze energia rozpraszana jako ciepto, jest niezerowa, gdyz
chwilowa moc jest funkcjgq kwadratu chwilowego natezenia pradu, p(f) = Ri(1)?,
a i(1)? zawsze przyjmuje wartosci wieksze lub réwne zeru, oscylujac w sposéb

pokazany na rys.
A
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A
p(0)
p()=Ri(f)* =R I, ’sin’t

Rysunek 4.17: Ilustracja do uwagi

4.5.2 Warto$c¢ skuteczna (rms)

Uwaga [4.7]uzasadnia potrzebe wprowadzenia pojecia skutecznej wartosci prze-
biegu, czesto oznaczanej skrétem ,rms” (ang. root mean square) zaczerpnietym
z literatury anglojezycznej. Mozna bowiem wykaza¢, ze warto$¢ sredniokwadra-
towa (Srednia warto$¢ kwadratu wartosci chwilowej) przebiegu sinusoidalnego jest
dodatnig stalq, ktéra stanowi jego uzyteczng charakterystyke.

Jezeli f(t) = Fpsin wt, to

T 271
1 1
2y _ . 2 _ 2. 2
(f )avg—?f(Fmsmwt) dwt—ngm sin“wtdwt
0 0
1
:Frmszzész

co wynika z definicji, czyli z rownania — zob. tez przyklad Ten sam
wynik zostatby uzyskany, gdyby rozpatrywane byto niezerowe przesuniecie fazowe.

Warto$é skuteczna jest pierwiastkiem kwadratowym z wartosci sredniej f(£)%:

Fn
Fims = \/(f()*)ayg = —= = 0,707 I;m (4.43)

co wyjasdnia przyczyne stosowania skrétu ,rms”. Mozna jg podac zaréwno dla pradu,
jak i napiecia.

N

Uwaga 4.8

W obwodach pradu statego warto$ci skuteczna, Srednia i chwilowa sg réwne, dlatego
nie rozréznia sie ich.

A
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4.5.3 Wspolczynniki ksztaltu i szczytu

W niektérych sytuacjach interesujace sa relacje miedzy warto$ciami: skuteczna,
Sredniq i szczytowa. Mozna wtedy korzystac¢ ze wspo6tczynnikow ksztaltu (ang. form
factor) i szczytu (ang. peak factor).

Wspolczynnik ksztattu przebiegu jest okreslony stosunkiem wartoSci skutecznej
do wartosci Sredniej:

wartos$¢ skuteczna

wsp. ksztaltu = (4.44)

22 2

wartoS$¢ Srednia

Dla przebiegéw o zerowej wartosci Sredniej, takich jak sinusoidalne, bierze sie pod

22 2

uwage warto$c¢ Srednig p6tokresows. Czyli dla i(f) = I, sin(wt + @)

I
m/V2 =1,11
/) Iy

wsp. ksztaltu =

Wsp6tczynnik szczytu jest okreslony stosunkiem szczytowej wartosci przebiegu
do jego warto$ci skutecznej:

warto$¢ szczytowa
Wsp. szczytu = — (4.45)
warto$c¢ skuteczna

W szczegdlnosci dla sinusoidalnego przebiegu u(t) = Uy sinwt

Unm Unm

Ums Uy/vV?2

WSD. SZczytu = =1,414

Wspolczynniki ksztattu i szczytu znajdujg zastosowanie w badaniach izolacji
elektrycznej, ale tematyka ta wykracza poza ramy niniejszej ksigzki.

4.6 Moc pradu zmiennego

W obwodach pradu zmiennego energia w(t), czyli takze moc p(t), jest albo rozpra-
szana w R, albo magazynowana w L lub C. Jezeli prad o warto$ci chwilowej i(¢)
plynie przez element, na zaciskach ktérego jest chwilowe napiecie u(¢), to chwilowa
moc i energie w elemencie okreslaja wyrazenia:

p(t)=w=i(t)u(t) (4.46)
dt
oraz
w(t)=fp(t)dt=fi(t)u(t)dt (4.47)
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Opierajac sie na tych zalezno$ciach, zbadajmy doktadnie moc chwilowa i §rednig
w pojedynczych elementach, a nastepnie zajmijmy ich polgczeniami.

4.6.1 Moc w rezystorach

Jezeli prad i(¢) = I, sinwt plynie przez rezystor R, na ktérym jest napiecie u(t) =
Umsinwt, gdzie Uy = Ry, to

pt)=1In Umsinzwt

a wiec moc jest nieujemna dla wszystkich warto$ci wt. Poniewaz niesinusoidalna
funkcja sin® wt ma okres réwny potowie okresu sinwt, to okres p(f) wynosi 7. Cze-
stotliwo$¢ przebiegu mocy jest zatem dwa razy wieksza od czestotliwosci i (t) oraz
u(t).

Srednia moc mozna obliczy¢ ze wzoru (4.42):

Y/
1
Pavg = — f ImUnsin“wtdt
0

Podstawiajac sinwt = % (1 -cos2wt) i catkujac (zob. przyklad, otrzymujemy:

U 2
EE = IrmsUrms = RIrmsz = r;ls (4.48)

Srednia moc rozpraszana w R jest nazywana moca czynna, oznaczana skr6towo
symbolem P i mierzona w watach.

1 Im U,
PangEImUm: ==

4.6.2 Moc w cewkach

Zat6zmy, ze prad i(t) = I, sinwt plynie przez cewke o indukcyjnosci L. Poniewaz
u(t) =wLljcoswt = Uycoswt, to

1
p) =i(Hu(t) = Uy sinwicoswt = zImUm sin2wt
2 (4.49)
1 2 1 Un” . 2 .
= X I sin2wt = - ——sin2wt = XI5 ssin2wt
2 X
czyli moc chwilowa w cewce jest funkcjq sinusoidalng o okresie 7, ktérej czestotli-
wo$c¢ jest dwukrotnie wieksza od czestotliwo$ci zmian iy (£) i uz(?)).
Rysunek unaocznia ciaglo$¢ przemian energii miedzy cewka a pozostala
czescig obwodu. Gdy moc jest dodatnia, czyli kiedy i(#) i u(¢) jednoczesnie sg do-
datnie lub ujemne, cewka absorbuje moc, odbierajac ja z obwodu. Cata pochlonieta
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energia .
w(t)=fp(t)dt=fi(t)u(t)dtszi(t)?

jest magazynowana w formie pola magnetycznego wokot cewki, o ile element
jest idealny (zob. pytanie[Q4.5), czyli nie ma rezystancji pasozytniczej, w ktorej
nastepowatoby rozpraszanie cze$ci mocy. Natomiast kiedy moc jest ujemna, czyli
gdy i(#) i u(t) maja rézne znaki, cewka zwraca energie do pozostatej czesci obwodu.

dt= %Li(t)z (4.50)

[loé¢ sktadowanej energii zmienia sie, tak jak pokazano narys. osiagajac
maksimum dla wt = /2 i opadajac do zera dla wt = 7. Wobec tego wypadkowy
przeplyw energii jest zerowy, nie jest wykonywana zadna praca, czyli $rednia moc
czynna jest zerowa.

Maksymalna warto$c¢ (4.49), ktéra p(¢) osiaga dla wt = /4, jest nazywana mocg
bierna, inaczej reaktancyjna, oznaczana symbolem Qy, czyli

2

UL
QL = XLIrms2 = Xr;ns = IimsUrms (4.51)

i mierzona w warach (ang. volt-amper-reactive: var).

} i(0), u(?), p(®), w(t)

w(?)

p(®) u(?) i(?)

Rysunek 4.18: Prad, napiecie, moc i energia w cewce

199



Saeed & Parfieniuk

4.6.3 Moc w kondensatorach

Energia zgromadzona w kondensatorze jest okre§lona réwnaniem

du(p

_ 1 2

w(t) =[p(t)dt =fCu(t)
Podczas pierwszej potowy okresu mocy, 0 = wt = n/2, element pobiera energie
z obwodu i magazynuje ja w postaci pola elektrycznego. W drugim pélokresie,
/2 = wt =, kondensator zwraca energie do obwodu, w ktérym dziata.

Zatem zjawiska zachodzace w idealnym kondensatorze przypominajg to, co
dzieje sie¢ w idealnej cewce, a przebiegi sq analogiczne do tych z rys. Moc
chwilowa

p(t) =i(Hu(r) = 1ImUmsiHZa)t
2 (4.53)

sin2wt

Ly 2 dinver= X I
=3 Xl sin2wt = Xc e

a wiec jej Srednia warto$¢ jest zerowa. Maksymalng warto$¢ mocy chwilowej w kon-
densatorze oznacza sie symbolem Qc, czyli

U2
Qc= XCIrzms = ;(I(I;S = IrmsUrms (4.54)

okresla sie mianem mocy biernej (reaktancyjnej) i mierzy w warach.

4.6.4 Moc w elementach idealnych

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowa¢, ze elementy pasywne: R, Li C
sg idealne, chyba Ze zostanie wyraZznie powiedziane inaczej. Idealny rezystor nie
wytwarza pola elektrycznego ani magnetycznego, a tylko rozprasza moc elektryczna,
przeksztalcajac ja w ciepto. Widealnych L i C energia jest za$ tylko magazynowana,
co nie powoduje jej strat.

4.6.5 Mocwobwodach RLC

Rozpatrzmy moc w szeregowym polaczeniu R, Li C. Jezeli przez elementy ptynie
prad i(f) = Iy sin(wt + 0;), to wypadkowe napiecie jest okreslone wzorem ([@4.31),
czyli u(t) = Up, sin(wt+0,), gdzie Uy = |Z|Iyn, 0, = 0; +¢@,a@ = arctg(X/R)
jest przesunieciem fazowym miedzy i(¢) a u(t). Chwilowa warto§¢ mocy okresla
wyrazenie:

p(8) =i(Ou(t) = InUp sin(wt+80,) sin(wt +6;) (4.55)
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Wykorzystujac przeksztatcenie
1
sinasinf = > [cos(a - ) —cos(a+p)]
otrzymujemy
1 1
p(t) = EImUmcosgo—EImUmcos(Zwt+6u+6i) (4.56)

Z tego réwnania wyraZnie widac, ze p(t) tworza dwa sktadniki. Pierwszy, oznaczany
symbolem P, ma stalg warto$¢ %Im Un cos g, reprezentuje moc czynng zwigzang
Z R i okreéla srednig warto$¢ p(¢). Drugim, oznaczanym symbolem Q, jest kosinuso-
ida opisana wyrazeniem I, Uy, cos(2wt+ 6, +0;), ktéra ma zerowg warto$c¢ Srednig
i reprezentuje moc bierng wynikajaca z obecnosci Li C.

Zatem .
P= EImUm cos @ = IymgUrms COS (4.57)

gdzie Uy jest wypadkowym napieciem, ktérego skladowg rezystancyjng jest
Urms cos ¢. Ten sam rezultat mozna uzyskac z definicji wartosci Sredniej:

T
1 . 1
Payg = ?fz(t)u(t)dt = EImUmcosgo = IrmsUrms COS @
0

4.6.6 Wspolczynnik mocy

Kosinus kata okreslajacego przesuniecie fazowe miedzy pradem a napieciem, cos ¢,
jest nazywany wspolczynnikiem mocy. Z réwnania (4.57) wynika, ze

cosp = P
rms Urms
lub
COoSp = B
$=3

gdzie S oznacza moc pozorna, ktéra jest okreslona iloczynem I;ysUpys i mierzona
w woltoamperach [VA].

Wspoétczynnikiem mocy o maksymalnej wartosci, czyli 1, charakteryzujq sie
obwody rezystancyjne, w ktérych prad i napiecie sa w fazie, ¢ =0 = cos¢ = 1.
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Uwaga 4.9

Nalezy zauwazy¢, ze chociaz ¢ teoretycznie moze zmieniac sie od zera do n/2, to
druga warto$¢ nigdy nie wystepuje w praktyce. Wystapienie cos(r/2) = 0 oznacza-
toby, Ze nie ma mocy czynnej, bo w obwodzie brak rezystancji, a ta zawsze wystepuje
w rzeczywistych elementach, jak wyjasniono w podrozdziale

A

4.6.7 Tréjkat mocy

Z powyzszej dyskusji wynika, ze nalezy skrupulatnie rozrézniac trzy rodzaje mocy:
moc czynng (rezystancyjna, rzeczywista) P, moc bierna Q oraz moc pozorng S
(wypadkowa P i Q). Te trzy wielko$ci wektorowe formuja tréjkat prostokatny, ktéry
jest analogiczny do tréjkata impedancji obrazujacego relacje miedzy R, Xi Z.

Rysunek [4.19] pokazuje szeregowy obwod RLC oraz tréjkaty stanowiace gra-
ficzng reprezentacje przyktadowej impedanciji dla przypadku X; > X¢ oraz relacji
miedzy warto$ciami skutecznymi napie¢, ktére wynikaja z pomnozenia R, X i Z
przez Ims. Jezeli wartoSci skuteczne napie¢ Ug, Ux i U zostang nastepnie po-
mnozone przez warto$¢ skuteczna pradu I, to powstaje kolejny tréjkat, ktéry jest
nazywany tréjkatem mocy, gdyz obrazuje relacje miedzy P, Q1iS.

a)

R X Xc
ug(?) - u(?)

I Y
i(t) = I sin(wT)

L ()= Unsin(oT + @)
©

b) ©) d)

Urms = ‘Z| Irms

1] _ >
Xl Q= Xloms
X:XL*XC
R P=Rluws
I I I

Rysunek 4.19: Szeregowy obw6d RLC wraz z odpowiednim tréjkatem impedancji, tréjkatem
napiec i tréjkatem mocy
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Tréjkat mocy jest proporcjonalny do obydwu poprzednich, gdyz obrazuje R, X
i Z pomnozone przez Lrms?:

P = Rlms® = Scos¢p (4.58)
Q= XIyms® = Ssing (4.59)
S =1 Z|Lims® (4.60)
przy czym
R Up P
COS(p == —=—
| Z| U; S

Nalezy zauwazy¢, ze wat, war i woltoamper sg réwnorzednymi jednostkami
mocy. Aby wyr6zni¢ moc czynnag P, tylko jej przypisano rzeczywistg jednostke mocy,
czyli wat.

Analogiczne rezultaty mozna uzyskac dla réwnolegtego potaczenia RLC, rozpa-
trujac Iyms zamiast Upys. Przyklady i rozwigzane problemy dotyczace mocy, tréjkata
mocy i ich zastosowan znajdujg sie w podrozdziale gdzie moc rozpatrzono
z wektorowego punktu widzenia.

4.7 Pytania, problemy i quiz
Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowac,

ze impedancja, reaktancja i rezystancja s podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

4.7.1 Pytania
Pytanie Q4.1

Jaki ksztalt powinny mie¢ niewidoczne czesci wykresu na rys. by sygnat byt
okresowy? Nalezy rozpatrze¢ r6zne mozliwosci.

NN N
N N f

i

\
S

Rysunek 4.20: Przebieg do pytania
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Pytanie Q4.2
Udowodni¢, ze warto$¢ skuteczna zawsze jest wieksza od wartosci Sredniej lub jej
réwna. Poda¢ przyktad przebiegu, dla ktérego wartosci sq réwne.

Wskazowka
Warto$c¢ skuteczna jest r6wna $redniej m.in. dla przebiegu prostokatnego.

Pytanie Q4.3
Dla elementéw R, L i C wyprowadzi¢ wzory na energie w(t) zdefiniowang réwna-
niem (4.47). Narysowac przebieg w(t) na tle wykresu p(1).

Pytanie Q4.4
Udowodnié, ze moc $rednia:

* wrezystorze jest rOwna polowie szczytowej warto$ci przebiegu mocy chwilo-
wej p(£) = i(Hu(r),

* w cewce i kondensatorze jest zerowa,

jezeli przez te elementy przeptywa prad sinusoidalny.

Pytanie Q4.5
Jaki dodatkowy parametr i element obwodu nalezy wzig¢ pod uwage, aby dyskusje

na temat mocy w cewkach z podrozdziatu[4.6.2) w tym rys. i réwnanie (4.50),
rozszerzy¢ na cewki nieidealne?

4.7.2 Problemy rozwiazane

Problem P4.1

Wyprowadzic¢ prostsze wyrazenie, ktére odpowiada nastepujacej wazonej sumie
funkcji trygonometrycznych

y=asinx+ bcosx

W wyrazeniu powinna wystepowac tylko funkcja sinus.
Rozwiazanie
a b
y=Va?+ b?
va?+b? va?+b?
=V a?+ b%(cosOsinx +sinfcosx) = Va2 + b%(sinx +6)

gdzie 0 = arctg %.

sinx +

COS X
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Problem P4.2

Czy nastepujace funkcje:
a) sint+sin2t e) sin3t-cosv/3t
b) sint+cos(t+1) f) sinf+3cost
c) 2sin5t+3cos15¢ g) singr+3cos 7t

d) cos6t+sin3t—cosl8t

sg periodyczne?

Wskazowka
Nalezy pamieta¢ o uwadze [4.2]i wzorowac¢ sie na przyktadzie Poprawne sg
nastepujace odpowiedzi:

a) tak e) nie
b) nie f) tak
c) tak g tak
d) tak

Problem P4.3

Sie¢ elektroenergetyczna dostarcza do naszych doméw sinusoidalne napiecie o war-
tosci skutecznej 230V i czestotliwo$ci 50 Hz. Zapisa¢ wzor, ktéry okresla odpowiedni
przebieg przy zatozeniu, ze ¢ = 0°.
Rozwiazanie
Nalezy wykorzysta¢ ogdlny wzoér u(t) = Uy sin(wt + ¢). Po ustaleniu warto$ci mak-
symalnej

Um = Urms - V2 =230 V2 = 325[V]

oraz pulsacji
w=2nf=2-m-50=100m = 314 [rad/s]

mozemy zapisac
u(t) = 230V/2sin 1007t ~ 325sin 1007 ¢ V]

Takie parametry napiecia sieci obowiazuja w catej Unii Europejskiej. Zanim do-
stosowano polska sie¢ energetyczng do standardéw UE, wartosc¢ skuteczna wynosita
220V. W innych krajach napiecie sieci moze mie¢ znaczaco odmienne parametry.
Na przyktad w USA ma ono warto$¢ skuteczng 110V i czestotliwo$¢ 60 Hz.
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Problem P4.4

Wyznaczy¢ napiecie uy (f) na cewce o indukcyjnosci L = 50mH, przez kt6ra ptynie
prad iz (f) = 10sin(100¢ +30°) A. Okresdli¢ X; i By.

Rozwiazanie

Napiecie jest okre§lone wzorem:

di
ur () = LE =50-10"2-10-100cos(1007 + 30°) = 50 cos(100¢ + 30°) [V]
reaktancja:
X, =wL=100-50-10"3=5[Q]

za$ susceptancja:
Br=1/wL=0,2[S]

Problem P4.5
Obliczy¢ a dla obwodu z rys. w ktérym wystepuje zalezne Zrédto napiecia a 1.

Rysunek 4.21: Schemat do problemu

Wskazéwka
Wynik a = 30Q mozna uzyskac¢ bezposrednio na podstawie praw Kirchhoffa.

Problem P4.6

Sprawdzi¢, czy problem[P4.5/mozna rozwiazac, stosujac twierdzenie Thevenina.
Zastanowic sie nad ogo6lng uzytecznoscia tego twierdzenia w analizie obwod6éw ze
Zrédtami zaleznymi.

Wskazéwka

Nalezy przypomnie¢ sobie dyskusje z podrozdziatu ktéra dotyczyta Zrédet
zaleznych. Twierdzenie Thevenina mozna stosowac tylko wtedy, kiedy uktad zostat
tak podzielony na czesci stanowigce obcigzenie i Zrédlo zastepcze, ze Zrodta zalezne
obecne w jednym podukladzie nie sg sterowane wielkoSciami z drugiego [1].
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4.7.3 Quiz

Quiz 4.1
Obliczy¢ napiecie U w obwodzie z rys. Jedno ze zrédet jest zaleznym zrodtem
pradu, ktérego natezenie jest sterowane pradem gateziowym I3, przy czym a = 2.

10

Rysunek 4.22: Schemat do quizu

Odpowiedz
Szukane napiecie wynosi 20V.
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Rozdzial 5

Analiza obwodéw pradu
sinusoidalnego metoda
symboliczna

Wprowadzenie

W rozdziale[4wykazano, ze pojecie warto$ci skutecznej napiecia lub pradu jest uzy-
teczne w opisywaniu przebiegéw sinusoidalnych, gdyz pozwala uproscic obliczenia.
Jeszcze bardziej uzytecznym narzedziem jest metoda liczb zespolonych (inaczej
metoda symboliczna), ktdra wykorzystuje algebre zespolong do reprezentowania
wielkosci elektrycznych (napieé, pradéw, impedanciji itd.) oraz zwigzkéw miedzy
nimi. Po§wiecony temu podejsciu niniejszy rozdziat rozpoczyna sie od przedstawie-
nia niezbednych element6w algebry zespolonej, ktdre sg nastepnie wykorzystywane
w analizie obwodéw elektrycznych.

5.1 Algebrazespolona

Liczby zespolone stanowig rozszerzenie liczb rzeczywistych o dodatkowy wymiar.
Mozna je przedstawia¢ w postaci:

z=x+jy (5.1)
gdzie x i y sa liczbami rzeczywistymi, a j = v —1 symbolizuje tzw. jednostke urojona.

Liczba x jest nazywana cze$cig rzeczywista, a liczba y — cze$cig urojong liczby
zespolonej. CzeSci te sg czesto oznaczane symbolami Rez oraz Imz.
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Iloczyn jy reprezentuje szczeg6lng kategorie liczb zespolonych — liczby urojone.
Podobnie liczby rzeczywiste mozna uwazaé za podzbior liczb zespolonych, ktéry
wyr6znia zerowa cze$¢ urojona.

Algebra liczb zespolonych opiera sie¢ na nastepujacych definicjach i prawach:

1. Ré6wnowaznos$¢:
Z1=2p = X1 =X oraz Vy1=Y2 (5.2)

2. Suma/réznica:
21t 2o =(x1+x2) £j(y1+Y2) (5.3)

3. Tloczyn:
212 = (Xx1X2 = Y1)2) +j(x1y2 + y1X2) (5.4)

4. Przemienno$¢, taczno$¢ i rozdzielno$¢ sumy oraz iloczynu:

21+ =22+21 (5.5)
Z1°22 =221 (5.6)

21+ (22 +2z3)=(21+22)+ 23 (5.7)
21+ (22-23) = (21-22) - 23 (5.8)
21 (22+23)=21-22+ 2123 (5.9

5. Liczba sprzezona do z = x +jy ma zmieniony znak cze$ci urojonej:

z=x-jy (5.10)
Sprzezeniem z jest z: L
@)=(x-jy)=x+jy=2z
ailoczyn
zz=(x+jy) (x—jy) = x*+y* (5.11)
okresla kwadrat modutu, bedac liczbg rzeczywista dodatnia, chyba ze z = 0.

6. Iloraz:

21 _ 21 Z _X1X2+)1)e L Y1X2—)Y2X)

2 _ (5.12)
Z 2 2 X2 + yp? X2 + y2?

przy czym dzielenie jest wykonalne pod warunkiem, ze z, # 0.
7. Modut (warto$¢ bezwzgledna)

2l =/x2+ 2

czyli nieujemny pierwiastek kwadratowy z iloczynu (5.11).
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Latwo sprawdzi¢, ze
|z|2 = x? er2 =2zZ

|z| = Izl
2 2112
|z1221° = 1211°] 22|

|z122] = |z1]1 22|

5.2 Sposoby reprezentowania liczb zespolonych

5.2.1 Postac algebraiczna/kanoniczna

Zapis jest nazywany postacig algebraiczng lub kanoniczng liczby zespolone;.
Poniewaz symbol pierwiastka nie okresla znaku wyniku pierwiastkowania, jed-
nostka urojona jest formalnie definiowana posrednio, wyrazeniem j? = -1, czyli
1 = _j. W literaturze matematycznej jest ona powszechnie oznaczana litera ,i".
Jednak w elektrotechnice i elektronice ,i” stanowi zwyczajowy symbol pradu elek-
trycznego, wiec w celu unikniecia nieporozumien standardem jest stosowanie ,,j”

jako symbolu jednostki urojone;.

5.2.2 Interpretacja geometryczna

Liczbom zespolonym mozna jednoznacznie przypisa¢ punkty plaszczyzny oraz
odpowiednie wektory wodzace, tak jak pokazano na rys. W tym celu nalezy po-
traktowac czes$¢ rzeczywista liczby zespolonej jako wspétrzedna x, a cze$¢ urojong
— jako wspoétrzedng y punktu w prostokatnym uktadzie wspétrzednych. Punkty
osi x odpowiadajg liczbom rzeczywistym, a na osi y lezg liczby urojone. Okre§lona
takim odwzorowaniem plaszczyzna liczbowa jest nazywana ptaszczyzng zespolong
lub ptaszczyzng z.

Im .
z=x+]y

g A

O=argz Re

Rysunek 5.1: Reprezentacja liczby zespolonej we wsp6trzednych prostokgtnych
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Modut liczby zespolonej okresla odlegtosé punktu, ktéry ja reprezentuje, od po-
czatku uktadu wspétrzednych i jest réwny dlugosci wektora wodzacego.

Kat 0 miedzy osia x a wektorem reprezentujacym z jest nazywany argumentem
liczby z i czesto oznaczany symbolem funkcyjnym arg z. Poniewaz

tgf =" (5.13)

X
wiec
arg z=0= arctgz (5.14)
X

Rysunek[5.2| pokazuje odwzorowanie kilku przyktadowych liczb na ptaszczyzne.
Niekt6re zwiazki miedzy liczbami w charakterystyczny sposéb okreslajg wzajemne
polozenie odpowiednich punktéw. Mozna stwierdzi¢, ze:

* Z4=21
¢ Z3=—-21

* zg = —z5, obydwie sg rzeczywiste: yg = y5 =0

* zg = —z7, obydwie sg urojone: xg = x7 =0

A
Im
n=—xtjy Z7=jy A n=x+jy
Re
Z6=—X 0 Zs=x
Z="x—jy ZZ=—jy T Zp=x-Jy

Rysunek 5.2: Liczby zespolone na ptaszczyZnie liczbowej
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5.2.3 Postac trygonometryczna

Gdy znane sg jej modut | z| i argument 6, liczbe zespolong z mozna przedstawic
za pomocg funkcji trygonometrycznych cos i sin 6. Wystarczy przeksztatcic postaé
prostokatna, opierajac sie narys. z ktérego wynika, ze

x =|z|cos6 y=|z|sinf (5.15)

czyli
z=|z|cos +jlz|sinf = |z| (cosB +jsinb) (5.16)

5.2.4 Posta¢ wykladnicza

Z rozwiniecia funkcji eksponencjalnej w szereg:
.1\2 .
(j6) (i6)"

e =1+jo+ TR +...=Reé? +jime’
! n:

przy czym Ree? = cos@, zas jimel? = jsin@, wynika tozsamosé

el = cos@ +jsinf
ktéra jest znana jako wzdr Eulera. Laczac jg ze wzorem (5.16), otrzymujemy postaé
wykladniczg liczy zespolone;j .

z=|z|el (5.17)

Jest ona szczegblnie uzyteczna, gdy jesteSmy zainteresowani ich mnozeniem
lub dzieleniem, bowiem tatwo mozna udowodnié, ze

2122 = 12111 22| €102 (5.18)
a
A _lal jo-o, 5.19)
zy |zl

5.2.5 Posta¢ biegunowa: modulikat

Biegunowa postac liczby zespolonej stanowi uproszczenie reprezentacji trygono-
metrycznej i wyktadniczej, gdyz polega na wypisaniu modutu i kata w zwiezty
sposob:

z=|z| /0 (5.20)

Symbol Z nie tylko oddziela sktadowe reprezentacji, ale takze ja identyfikuje.
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Uwaga 5.1

Wszystkie metody reprezentowania liczb zespolonych sg uzyteczne w praktyce.
Wazne jest jednak, szczegélnie podczas analizowania sieci elektrycznych, by wie-
dzie¢, ktore przedstawienie najlepiej zastosowac w okreSlonej sytuacji. Na przyktad,
gdy trzeba dodawac lub odejmowac¢ liczby zespolone, to reprezentacja prostokatna
jest najprostsza w uzyciu. Gdy mnozymy lub dzielimy, najlatwiej stosowac repre-
zentacje biegunowa lub wykladnicza. Pokazuje to ponizszy przykla(ﬂ

A

Przyklad 5.1
Wykonajmy operacje z;, —z;, —z) oraz Z1_1 na liczbie zespolonej z; = 5—j6, stosujac
reprezentacje prostokatna:

Z2=5+j6
-2 =-5+j6
~Z=-5-j6
11 1 5+j6_ 5+j6 5 .6

z2 5-j6 5-j6 5+i6 25+36 61

+ —_—
J61

Dla poréwnania, powtérzmy te same operacje na liczbie z, = 7e/?>, wykorzy-
stujac tym razem reprezentacje wyktadnicza:

Z_1= 7e—]25
—z1=-1- 7e]25 — e]lBO _7e]25 — 7e]205 — 7e—]165
= 7 76165

21

5.3 Przedstawienie napiecia sinusoidalnego z uzyciem
liczb zespolonych

Zal6zmy, ze dane jest napiecie sinusoidalne
u(t) =Upsin(wt+0) (5.21)

o amplitudzie (warto$ci maksymalnej) Uy, i przesunieciu fazowym 6. Jak powie-
dziano w podrozdziale[4.2} czestotliwos¢ f albo pulsacja w = 27 f jest parametrem

1 Przyk}adzostal zaczerpniety z ksigzki [15] i jej polskiego ttumaczenia [14].
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catego obwodu, a nie pojedynczego Zrédta energii, wiec Uy, i 6 wystarczaja do okre-
$lenia u(t) dla kazdej wartosci ¢. Wobec tego u(t) mozna przedstawié za pomoca
liczby zespolonej U o warto$ci bezwzglednej Uy, i argumencie 6.

Liczbe zespolong U, ktéra reprezentuje napiecie, mozna przedstawia¢ ktorym-
kolwiek ze sposob6w wprowadzonych w podrozdziale

* postac prostokatna: U = Uy cos +jUpsinf = ReU +jImU,
* postac biegunowa: U=Un40,
* postaé wyktadnicza: U=Upe".

Aby utatwié obliczanie mocy, zwykle w notacji zespolonej wykorzystuje sie Upms
zamiast Up: .
U = Upms €086 + jUrms SN0 = Upms 20 = Upmse? (5.22)

i taka konwencja bedzie stosowana w dalszej cze$ci niniejszej ksiazki.

Przyklad 5.2
Napiecie, ktérego przebieg jest okre§lony wzorem u(t) = 10sin (100wt +30°) V,
mozna opisa¢ w notacji zespolonej na trzy r6wnowazne sposoby:

¢ postaé prostokatna: % cos30° +j\1/—% sin30° =6,12+j3,54V,

° ¢ bi . 10 °
postac¢ biegunowa: \/5430 V,

* postaé wyktadnicza: \1/_%ej30° V.
Il

Przyklad 5.3
Poda¢ alternatywne reprezentacje U = 20/60°V, wiedzac, ze czestotliwos¢
f =2 kHz.

Rozwiazanie
Rozpatrywane napiecie mozna przedstawi¢ w postaci wyktadniczej:

U =20V
prostokatne;j:
U =20(cos60° +jsin60°) =20 (1 +j*) =10+j17,32(V]
oraz jako przebieg w dziedzinie czasu:

u(#) =20v2sin (40007t +60°) V
O
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Przyklad 5.4
Obliczy¢ napiecie u(t) w obwodzie z rys. , znajac ui(f) = 8sin (5007 +30°) V
oraz uy(t) = 2sin (500t + 60°) V.

a) b)

u(?)

u(?)

uy(?)

Re

Rysunek 5.3: Schemat i wykres wektorowy do przykladu

Rozwiazanie
Poniewaz mamy doda¢ przebiegi:

u(t) = up () + uz(r)

najtatwiej bedzie przedstawic¢ u; (¢) i u»(t) za pomoca liczb zespolonych w postaci
prostokatnej:

8
U; = — (cos30° +jsin30°) =4,9+j2,8 [V
U——2 ( 60° +jsi 60°)—07+'12V
H = cos sin =0, ,

Sumujac czesci rzeczywiste , a nastepnie urojone, uzyskujemy:
U=U, +U,=5,6+j4 =688 [V]
Otrzymana liczba zespolona reprezentuje przebieg:
u(r) =6,88sin (5007 +35°) V

Rozwiazanie mozna zilustrowa¢ wykresem wektorowym z rys. i opisac,
wykorzystujac geometrie analityczng.
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Jezeli uy () = Uy sin(wt+@1) i uz(8) = Uma sin(wf +¢2), to
u(t) = ur () + uz(1) = Upsin (w1 + @)

gdzie

Un = \/Um12 + Um22 +2Um 1 Umo cos(@2 — ¢1)

Umi singi + Uy sings

@ = arctg
U1 cos@i + Upp COS @2

W naszym przyktadzie Uy, =8V, Uno =2V, 1 =30° a ¢» = 60°. Podstawiajac
te warto$ci do powyzszych wzoréw, otrzymujemy:

Un =9,78=6,92v2 = 6,88V2[V] oraz ¢ =35,87°

co dowodzi, ze metoda liczb zespolonych daje poprawne wyniki.
O

5.3.1 Wektorowa reprezentacja pradu i spadku napiecia na elemencie
pasywnym

Prad sinusoidalnie zmienny mozna reprezentowac liczbg zespolong w spos6b ana-
logiczny jak napiecie. Zatem algebra zespolona nadaje sie takze do opisywania
zwigzkéw miedzy pradem i napieciem, ktore charakteryzuja dziatanie poszcze-
gblnych elementéw pasywnych w obwodach pragdu zmiennego. Jej uzycie bardzo
ulatwia analizowanie uktadéw, co tatwo stwierdzié, poréwnujgc zamieszczone dalej
wyprowadzenia do tych z podrozdziatu 4.3} gdzie byty bezposrednio rozpatrywane
przebiegi czasowe.

5.3.2 Rezystor
Wyrazenia (4.11) i (4.13) mozna przedstawi¢ w postaci biegunowe;j:

U,
Ug = 7‘;40 = UpymsZ0 (5.23)
: I
Igr= \/—“%49 = IRyms 20 (5.24)
czyli
Uems = 22 = R- 1
Rrms \/z Rrms
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Rysunek [5.4] przedstawia rezystor z zaznaczonym pradem i napieciem oraz
przyktadowe wykresy U i Ir na plaszczyznie zespolonej. Nalezy zauwazy¢, ze prad
i napiecie zwiazane z opornikiem sg zawsze w fazie.

2) I b) 0)

R —
A

Im Im

Ur
R
Uz [] Ir I Uk

Rysunek 5.4: Prad i napiecie zwigzane z rezystorem: (a) spos6b oznaczenia na schemacie,
(b) ogdlna postaé wykresu wektorowego oraz (c) wykres dla szczeg6lnego przypadku 6 = 0

5.3.3 Cewka

Przy upraszczajacym zalozeniu, ze 0; = 0, z réwnania ([4.21) wynika, Ze na cewce,
przez ktora plynie prad i (¢) = Iy sinwt, wystepuje napiecie

ur(t) = LIy coswt = wLIy sin (wt +90°)

Przebieg ten mozna reprezentowac za pomoca liczby zespolonej w postaci biegu-
nowe;j:

(.()le ° Um ° o
Up=—7=—490"= —/90° = Ur;11,s£90 (5.25)
V2 V2 e
gdzie
U Un LIy
L = = —
vz V2

lub w réwnowaznej postaci prostokatne;:

UL = ULms [ €0890° +jsin90° | = jULrms = jO LI 1ms (5.26)
0 1

Rysunek[5.5b pokazuje, ze Uy, wyprzedza I; 0 90°. Jezeli cewka bytaby potaczona
szeregowo z rezystancjg R, to napiecie Uy wyprzedzatoby o 90° zar6wno prad, jak
i napiecie na oporniku, ktére bylyby w fazie. Doktadne objasnienie tego znajduje
sie w podrozdziale gdzie rozpatrywany jest ogélny przypadek szeregowego
potaczenia RLC.
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Y L o) Im 4
—_— m
U, §L U
1
| - .
0 Re

Rysunek 5.5: Prad i napiecie zwigzane z cewka: (a) spos6b oznaczenia na schemacie
i (b) ogdlna posta¢ wykresu wektorowego

5.3.4 Kondensator

Napiecie na kondensatorze, przez ktory ptynie prad ic(¢) = I sinwt, jest okreSlone
wyrazeniem

1 1
uc(t) = ——Incoswt = — Iy, sin(wt —90°)
wC wC

ktéremu odpowiadajg nastepujaca postac¢ biegunowa:

I U,
Uc = /-90° = —24—90" = UCymsZ—90° (5.27)

~ V20C V2

i prostokatna:

. Irms

Uc = Ucrms cos(-90°) +jUcrms sin(-90°) = —jUcrms = —J wC

Zatem Uc op6znia sie wzgledem I 0 90°, co zilustrowano na rys. [5.6p.

a) b)
G I
Ic
B T
0 Re
Uc ::C
Uc

Rysunek 5.6: Prad i napiecie zwigzane z kondensatorem: (a) sposob oznaczenia na schema-
cie i (b) ogdlna postac wykresu wektorowego
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5.4 Analizowanie polaczen RLC
z uzyciem liczb zespolonych

5.4.1 Notacja zespolona jako sposéb na ulatwienie analizy obwodéw

W rozdziale 4| napiecia i prady w obwodach RLC zostaly rozpatrzone jako prze-
biegi czasowe. Takie podejScie jest uzyteczne w dydaktyce, gdyz pozwala objasni¢
dziatanie elementéw, ale wymaga zbyt skomplikowanych wyprowadzen, by byto
uzyteczne w praktyce. Analizowanie bardziej ztozonych obwodéw pradu zmien-
nego mozna znaczaco uprosci¢, wykorzystujac liczby zespolone, czyli wektory,
do reprezentowania napie¢, pradéw i zwigzkéw miedzy nimi.

5.4.2 Szeregowe polaczenie RLC i pojecie impedanciji zastepczej

a) I
U, > Uc
Ur
U
3 K
o Re
=2

Rysunek 5.7: Szeregowe potaczenie RLC: (a) schemat i (b) wykres wektorowy napie¢ i pradu
dla obwodu o charakterze indukcyjnym

Wyrazenia (4.27) i (4.31) mozna przepisac, stosujac biegunowg postac napiec.
Przyjmujac 8; = 0 i wykorzystujac réwnania (5.23), (5.25) i (5.27), dla obwodu
zrys.[5.7|otrzymujemy:

Ug = RIims Z0° = Rlyms
Up = X1 Irms 290° = j X1 Irms (5.28)

Uc = XcIims Z—90° = —j X s
. _ _ 1
gdzie X; =wlL,a X¢c = oc-

w
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Wypadkowe napiecie U jest wektorowa suma napie¢ na poszczegélnych ele-
mentach:

U=Ugp+UL+Uc=[R+j(XL = X)] Trms = (R +jX) Irms = Z Irms

gdzie X = X; — X, a
X
Z=R+jX=VR? +X24arctgﬁ =|Z| L
jest impedancjg zastepcza. Warto$¢ skuteczna

Uims = | Z] Iims (5.29)

Argument impedancji ¢ okresla przesuniecie fazowe miedzy ptynacym przez nig
pradem a napigciem na niej.

Zwigzek impedancji Z z jej sktadowymi R oraz X mozna zobrazowac na plasz-
czyZnie zespolonej za pomoca tréjkata impedancji, tak jak na rys. Obwod
ma charakter indukcyjny, jezeli X; > X¢, a pojemnoSciowy, gdy X¢ > X;. Wyja-
$niono to szczeg6towo w podrozdziale[4.4}

a) b)
X, > Xc

Z=R+jX
1Z|

Rysunek 5.8: Wykres wektorowy oraz tréjkat impedancji obwodu z rys.

Pojedyncza impedancja mozna zastapi¢ kazda, nawet bardzo skomplikowang
sie¢ elementéw RLC, co zilustrowano na rys. Cze$¢ rzeczywista impedancji
zastepczej — rezystancja zastepcza — stanowi miare oddzialywania opornikéw
z wnetrza sieci na obwod zewnetrzny, do ktérego jest dotaczona. Podobnie, cze$¢
reaktancyjna impedancji zastepczej — reaktancja zastepcza — pozwala stwierdzi¢,
jak silny jest taczny wptyw kondensatoréw oraz cewek i ktére elementy odgrywaja
role wiodaca.
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a) b) I

K
U }f{ = — U Zeq
\K —+

Rysunek 5.9: Szeregowy obwdd zastepczy

Uwaga 5.2

Reprezentacji zespolonej (wektorowej) impedancji Z nigdy nie mozna kojarzy¢
z przebiegiem sinusoidalnym — w odréznieniu od reprezentacji zespolonej pradu
czy napiecia.

A

Przyklad 5.5

Wykorzystujac metode liczb zespolonych, okresli¢ przebieg napiecia Zrédlowego
u(r) w obwodzie z rys. Dane sg i(f) =2sin (100007 + %) A, R=10 Q, L = 1mH
oraz C =20 uF.

R L C

li

ity o ~u(d)

Rysunek 5.10: Schemat do przykladu

Rozwiazanie
Obliczamy impedancje zastepczg potaczenia szeregowego RLC:

Z=10+j(10*-1-1073 - ):10+j(10—5):10+j5[9]

104.20-1075

i stosujemy prawo Ohma, by okresli¢ symboliczng reprezentacje poszukiwanego
napiecia:

2 L o o
U=1-7Z=—¢&%" .11,18¢%" =15,81e%" [V]
V2
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Podstawiajac uzyskane wartos$ci do og6lnego wzoru, ktéry opisuje przebieg sinuso-
idalny, otrzymujemy

u(t) = 15,81v/2sin (10000 + 87°) V
O

5.4.3 Roéwnolegle polaczenie RLC i pojecie admitancji zastepczej

Dyskusje podobna do tej, ktérej poddano potaczenie szeregowe RLC, mozna prze-
prowadzi¢ w odniesieniu do polgczenia réwnoleglego tych elementéw, opierajac

sie na rownaniach ... ([@.34) oraz i przyjmujac 6; = 0. Rysunek 5.11]
pokazuje réwnoleglte polaczenie RLC oraz przyktadowy wykres wektorowy napiec
i pradéw przy zatozeniu, ze uklad ma charakter pojemnoSciowy, czyli B¢ > By.

a)

Ie>1;

Rysunek 5.11: Réwnolegte polaczenie RLC: (a) schemat i (b) wykres wektorowy napiec
i pradéw dla uktadu o charakterze pojemnosciowym

Z prawa Ohma uzyskujemy:

U,

Iy = 1;118 Z0° = GUrms = IRrms
Urms o : i

IL — _4_90 = —JBLUrms = _JILI“I’I’IS
wL

Ic = wCUrmsé90° = jBC Urms = jICrms

gdzie: 1 1
G=— BL = —
R wL
sg odpowiednio konduktancja, susceptancjg indukcyjna i susceptancjg pojemno-
Sciowg poszczegoblnych elementéw uktadu.

Bc=wC

223



Saeed & Parfieniuk

Opierajac sie na tych wynikach i rys.[5.11p, wypadkowy prad mozna wyrazi¢
w notacji zespolonej nastepujgco:

I=1Ig +j(IC -1 = [G+j(BC _BL)]Urms = (G+jB)Urms = YUrms

gdzie:
B
Y=G+jB=VG? +Bzéarctg5 =YLy

Symbole G, Bi Y nalezy interpretowac jako konduktancje, susceptancje i admi-
tancje obwodu zastepczego postaci pokazanej na rys. Takim prostym ukladem
réwnoleglym mozna zastgpi¢ kazdg sie¢ pasywna. Jest on r6wnowazny szerego-
wemu obwodowi zastepczemu, ktéry opisano w poprzednim podrozdziale z uzy-
ciem impedancji. Admitancja zastepcza jest odwrotnos$cia impedancji zastepczej
i odwrotnie.

a) b) l

K

) \/ = = a ml
B E

Rysunek 5.12: Réwnolegly obwdd zastepczy

Przyklad 5.6

Okresli¢ przebieg napiecia Zrédlowego u(f) w obwodzie z rys. Dane sg ta-
kie same, jak w przykladzie i(#) = 2sin (100007 + %) AR=10Q,L = 1 mH
iC=20 uF.

i

" R 3 o

Rysunek 5.13: Schemat do przykladu
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Rozwiazanie
Najpierw wyznaczamy admitancje zastepcza:
Y= L ! +j10*.20-107°=0,1-j0,1+j0,2
“10 ‘10t 1103 ) B

=0,1+j0,1=0,1v2e/*"[3]

a nastepnie szukane napiecie:

[ 5
2 j15°
Y 0,1v2e145

Odpowiedni przebieg jest okreslony wzorem:

u(t) = 10v/25sin (100007 +15°) V
O

5.5 Moc w notacji zespolonej

Podobnie jak inne wielkosci elektryczne, moc prgdu zmiennego okres§long wzo-
rem wygodniej jest opisywaé za pomoca notacji zespolonej. Rozpatrzmy
Iys. ktéry pokazuje, ze moc pozorng mozna przedstawic¢ w postaci prostokat-
nej:

S=P+jQ

S=4/P%+ Qzlarctg% (5.30)

(¢ =arctg— =arctg—
arc : arc
gP gR

co wyraznie wida¢ narys.|5.14b i , ktére pokazujg tréjkaty mocy i impedancji.
Réwnania (4.58) - (4.60) i uwagi odnosnie do poszczeg6lnych rodzajoéw mocy
wcigz pozostaja stuszne, gdyz moc czynna

lub biegunowe;j:

Nalezy zauwazy¢, ze

P =Scos@ = Upslyms COS @ = ermsz cosp W

moc bierna
Q= Ssin¢ = Urmsrms Sing  var
amoc pozorna
S =UimsIrms VA
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a) b) c)
A
Im S
S: UrmS[rms
0 4
Q=Ssing X=|Z|singp
4 4
0 P Re P=Scosp R=|Z| cosgp

Rysunek 5.14: Moc w notacji zespolonej: (a) wektory mocy na ptaszczyZnie zespolonej,
(b) tr6jkat mocy i (c) trojkat impedancji

Przyklad 5.7

Obliczy¢ moce kazdego rodzaju w obwodzie z rys.[5.15p, a nastepnie przedstawié
rezultaty w postaci tréjkata mocy.

a)

. H 30 40

@ . i20

Opo

O-js0

Rysunek 5.15: Schemat i wykres wektorowy do przykiadu

Rozwiazanie

Prad w galezi ze Zrédlem ma natezenie

I= =1,79-j0,29=1,81e 7" [A]

50 50
30-j40

6+ 30+j40 +j20+2-j30 27,2+j4,4
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Wobec tego moce zwigzane z poszczeg6lnymi elementami wynosza:

S=U-T=50-1,81e" =90,67¢/®" =89,5+j14,5[VA]
Pg=|1>-6=1,81%-6=19,66 W]
Py =|I1*-2=1,81%-2 = 6,55[W]

30 +j40
Q-js0 =I11*-30 = 1,81%-30 = 98,28 [var]

Ssofja0 =11 =1,81%- (19,2 +j14,4) = 62,9 +j47, 18 [VA]

Qa0 =I11*-20 = 1,81%-20 = 65,52 [var]

Mozna narysowac dwa tréjkaty mocy: jeden dla catego obwodu, a drugi dla réw-
nolegtego potaczenia rezystora z cewka. Zostaly one pokazane na rys.[5.15p.

g

5.6 Redukcja obwodéw pradu zmiennego

Redukcja obwodu jest zwykle stosowana do analizy obwodoéw, w ktérych wystepuje
jedno Zrédlo energii. Wszystkie rezystory, kondensatory i cewki sg zastepowane
jedna impedancja zastepcza, ktora jest bezposrednio podigczona do Zrédta, tak jak
narys. Mozna tez zredukowa¢ tylko cze$¢ obwodu, by uproscié¢ lub wyklarowac
dalsza analize.

a) b)

e
E 7}/ _“_X\%\ E Zeq

+

Il
@
{1

Rysunek 5.16: Redukcja sieci z jednym Zrédtem

Metoda redukcji opiera sie na zalozeniu, ze w przeksztatcanej podsieci wyste-
puja polaczenia szeregowe, réwnolegte oraz uktady ,tréjkat” i ,gwiazda”. Ponizsze
przyktady wyjasniajq odpowiednie zasady postgpowania.
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Przyklad 5.8
Obliczy¢ prad, ktory pltynie przez zrédto w obwodzie z rys.[5.17p.

a)
©
7ej30°
Rysunek 5.17: Schematy do przykladu
Rozwiazanie

Nalezy przeksztalci¢ jeden z tréjkatéw w réwnowazng gwiazde. Przeksztatcajac
gorny trojkat, uzyskujemy obwéd z rys.[5.17p, w ktérym:

j5-(=j2) _ 10 .
1= — = —==16-j1,2[Q]
4+j5-j2 4+j3
j5-4 j20 ,
Ly =————=——=2,4+]3,2[Q)]
4+j5-j2 4+j3
4-(=j2 -8
y= 2 T 61,2810
4+j5-j2 4+j3
Teraz mozna obliczy¢ prad
7e)30° 7e130°
I= (Z—j3)(Zs+6) (2,4+j0,2)-(5,04-j1,28)
2~ ‘\43 . ) y&e) \HVF—)L,
it (Z:-j3)+(Z3+6) 1,6-j1,2+ (2,4+j0,2)+(5,04—1,28)
7130° 7130°

= , —— = — =1,27+j1,55[A]
1,6—j1,2+1,67—j0,04  3,27—j1,24

228



Saeed & Parfieniuk

Przyklad 5.9

Obliczy¢ natezenie pradu plynacego przez rezystor 10Q2 w obwodzie z rys.|[5.18a.
Nalezy przyja¢ w = 108rad/s.

2 0,2
10 - [

75 l_ jop %2H

Sp

Y Y\

b) 10-j5
L 75+j010-5)
U
-
1
| S

1
| S

is

1, 10e™
)
1\

Rysunek 5.18: Schematy do przykladu

Rozwiazanie

Po obliczeniu reaktancji dla zadanej czestotliwo$ci mozna narysowac uproszczony
schemat, ktéry pokazano narys. b. Napiecie na potaczeniu réwnolegtym wy-
znaczamy ze wzoru na dzielnik napiecia:

((10-j5) Ilj5) i (2,5+j5) _
((10-35) 15) + (7,5+j5)  (2,5+j5) +(7,5+]5)
_25+j50

== T =3,75+j1,25
10+j10 JL251V]

a szukany prad — z prawa Ohma:

;U _375+j1,25
S 10-j5  10-i5

=0,25+j0,25[A]
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5.7 Prawa Kirchhoffa

W obwodach pradu zmiennego prawa Kirchhoffa obowigzuja w odniesieniu
do chwilowych wartos$ci pradéw i napiec. Nie podlegaja im natomiast warto$ci
bezwzgledne (amplitudy) ani warto$ci skuteczne, poniewaz obydwie wielko$ci
sg zawsze dodatnie i nie mozna uzyska¢ zera w wyniku ich sumowania.

Prawa Kirchhoffa mozna zapisywaé w notacji wektorowej, reprezentujac kazda
wielko$¢ elektryczna za pomoca i wartosci bezwzgledne;j, i kata fazowego.

Uwaga 5.3

W obwodzie RLC spadek napiecia na elemencie reaktancyjnym moze mie¢ warto$¢
skuteczng wieksza niz napiecie Zrodla zasilajacego uktad.

A

Uwage wyjasnia ponizszy przyktad.

Przyklad 5.10

Napiecie sinusoidalne o wartos$ci skutecznej Eyys = 100 V, przesunieciu fazowym
0 = —30° i czestotliwosci f = 100 Hz zostalo doprowadzone do szeregowego pola-
czenia RLC, tak jak narys.[5.19a. Wiedzac, ze R = 100 Q, L= 0,002 mH, a C = 25 puF,
obliczy¢ natezenie pradu ptynacego w obwodzie oraz spadki napiecia na wszystkich
elementach. Nalezy skomentowaé zaskakujacy rezultat: |Uc| > | E|.

a) b) A
Im
U,
C | U
R L
” Y Y\ L
[l Re
1
o .
) ,
\_/ E
E Uc~U; -
Uc

Rysunek 5.19: Schemat oraz wykres wektorowy do przyktadu
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Rozwiazanie

Najpierw wyznaczamy reaktancje oraz wypadkowg impedancje:
Xp=2nfL=2-3,14-200-0,008 = 10,05 [Q]

S 2nfC 2-3,14-200-25-107% 0,031

Z=R+j(X, - Xc) =10—-j(10,05—31,83) = 10—j21,78[Q]

Xc

=31,83[Q]

Nastepnie mozemy obliczy¢ natezenie pradu

E 10078 , -
I=—=——"— =3,4+j2,41=4,17e"° [A]
Z 10-ij21,78

oraz spadki napiecia:
Ur=RI=10-(3,4+j2,41) =34 +j24,1 = 41,68¢*° [V]
Uy =jX.1=10,05¢"" -4,176”" = 41,9¢/'*" [v]

Uc = —jXcI=31,83e79 . 4,176/%" = 132,73¢ 7" [v]

Wyniki potwierdzaja uwage gdyz |Uc| > |E|. Z diagramu wektorowego

z rys.[5.19b widag, ze E jest wektorowa suma U, Uc i Uy.
g

5.8 Dzielniki napiecia i pradu

Wzory dotyczace dzielnikow, ktére przedstawiono w podrozdziatach i|2.1.6,
mozna bezposrednio stosowaé do analizowania obwodéw pradu zmiennego. Obo-
wiazuja one bowiem nawet wtedy, gdy w miejscu rezystancji jest impedancja lub re-

aktancja.
Przyklad 5.11
Obliczy¢ napiecia na elementach R i C w obwodzie zrys.[5.20} stosujac wzoér na dziel-
nik napiecia.
e

Rysunek 5.20: Schemat do przykiadu
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Rozwiazanie
Wykorzystujac wiadomosci z podrozdziatu[2.1.3} napiecia mozna opisa¢ wzorami:

U R E
R =
R—]ﬁ
oraz
_J'L
Uc=—2"E
R—]R

Na przyktad jezeli E = 10e/*>"V, R=10Q, C = 200 uF a w = 1000rad/s, to

10 o 10 oo 100612 e
Ug = ' 10e* = —— 106/ = ————=18,94¢** [V]
[T R — 10—j5 11,18e7
—j5 e 5e7190°.10e2 50765 _iage
Uc=——10% = — = ___ = 4,47¢7)

€T 10-j5 11,18¢27°  11,18e7%7 vl
O
Przyklad 5.12

Okresli¢ natezenia pradéw w obwodzie z rys.|5.21} korzystajac ze wzoru na dzielnik.

Rysunek 5.21: Schemat do przyktadu

Rozwiazanie
Na podstawie podrozdzialu sluszne sg nastepujace wzory:

1

—jBr+jB
Ig=—2C
R+ =5, 555¢
R
I+Ic=——71—1I
+ —_——
—jBr+jBc
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I1 = ———= _jX.C (Ip+1c)
jXL—-jXc
JXL
Ic=—— (I} + ]
c jXL_jXC(L c)

Na przyktad jezeli I = 7e/5"A, R = 120Q, L = 0,25H, C = 330 uF i w = 100rad/s,
to reaktancje i susceptancje wynosza:

Bc=wC =100-330-10"%=0,033(S]

1
Xc=— =30,3Q
B¢

Xr=wL=100-0,25=25[Q]
1

Br=—=0,04S
Xr
a prady majq natezenia:
1
7j0,04+j0,033 450 j142,86 e
n= 10,04+10,;)33 7e/45° J_—7e]45 = 0,46 +5,34 [A]
120+ 55770033 120 +j142,86
120 s 120 e
IL+lIc= ; Y s orimae e =4H49-i0391A)
120 + 50,04+70,033 120 +j142,
-j30,3 . .
e p— (4,49-j0,39) = 25,67 —j2,23 [A]
j25-330,3
j25 . .
Ic= —————(4,49-j0,39) = -21,18+j1,84 [A]
j25-3j30,3

O

5.9 Metoda pradow oczkowych

Istota metody pradéw oczkowych nie zalezy od tego, czy analizowany jest obwdd
pradu statego czy zmiennego. W obydwu przypadkach podstawe podejscia stanowi
napieciowe prawo Kirchhoffa.

Zatem rozpatrujac uktady zasilane przebiegami sinusoidalnymi, nalezy poste-
powac zasadniczo wedtug procedury opisanej w podrozdziale[2.4]w odniesieniu
do obwodéw pradu zmiennego. W réwnaniach wystepuja tylko impedancje za-
miast rezystancji, a prady i napiecia sg przedstawiane za pomocg liczb zespolonych.
Réznice te unaocznia ponizszy przyklad.
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Przyklad 5.13
Wykorzystujac metode pradéw oczkowych, obliczy¢ natezenia I, I, oraz Is w ob-
wodzie pokazanym na rys.[5.22p.

a b
o I ' I
2 L _J3 I,
+ 0 ) +
<"\>7eJ 3 j2 % @ Iy b %
I P I 5
Il L Il
; I
60 33
4e 4

Rysunek 5.22: Schemat do przyktadu

Rozwiazanie
Przyjmijmy, ze prady oczkowe ptyna tak, jak na rys.|5.22b. Odpowiedni uktad row-
nan ma postac:

2+3-i5 -3 - (-j5) I 7e7130°
-3 3-j3+j2+j —j Ly | = 0
-(-9) = 4-j5+j I33 —4e/%0

czyli:

5 _JS _3 J5 Ill 7e_j300
-3 3 —j Ly | = 0
B - 4-j4 I3 —4¢J60°

a jego rozwigzaniem sa;

A

In 1,03-j0,21
Ly | =] 1,45-j0,04
I3 0,51 —j1,27

Szukane prady majg zatem natezenia:

I =1 =1,03-j0,21A
I =1—1;; =0,42 +j0, 17A
Iy = I3 — Iy = —0,94—j1,23A
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5.10 Metoda potencjalow wezltowych

Metoda potencjatéw weztowych analizy obwodéw pragdu zmiennego w zasadzie
nie r6zni sie od swojego odpowiednika przeznaczonego do analizy obwodéw pradu
statego (zob. podrozdziat2.5), gdyz tak samo opiera sie na pradowym prawie Kirch-
hoffa. W réwnaniach tej metody wystepuja jednak admitancje zamiast konduktan-
cji, a wszystkie wielko$ci sg przedstawiane za pomoca liczb zespolonych.

Przyklad 5.14
Metoda potencjatéw weztowych wyznaczy¢ napiecie U w obwodzie z rys.
—j10
Un 1| U

Il
-

U

20°
gzoeﬂ) 8 H 8% 10e

L

o)

Rysunek 5.23: Schemat do przyk}adu

Rozwiazanie
Metoda weztowa wymaga skonstruowania i rozwigzania nastepujgcego uktadu
réwnan:

1 1
m+m+m i [Uu ]z 7o 20
_110 W +3 Uzz 10el20
Jego rozwigzanie stanowia potencjaty:
U1 =1,33+j22,46V Uy =48,75-j10,57V

ktérych ré6znica jest:

. U =Uj — Uy =-47,42+j33,03V

5.11 Zasada superpozyciji
Tak samo jak w przypadku obwodéw pradu statego, zasada superpozycji obowig-

zuje w uktadach, ktére sg zasilanych Zrédtami pradu i napiecia sinusoidalnego,
pod warunkiem, ze wszystkie elementy sq liniowe.
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Przyklad 5.15
Obliczy¢ napiecie na rezystorze 5 QQ w obwodzie z rys. [5.24f.

a)

<)

Rysunek 5.24: Schemat do przyktadu

Rozwiazanie
Najpierw rozpatrujemy obwdd z rys. b, by ustali¢ efekt oddzialywania Zr6dta
napiecia:

, 5 450 4515 .
S =2 = _538-jl1,47[V]
5+ (2+j4) 7+)4

Nastepnie przyjmujemy, ze wtaczone jest tylko Zrédlo pradu i wyznaczamy:

5-(2+j4 g0 10+j20 (450
" _ (_J‘ ) 6e 145" = - T 6ei45" — 16,32 413,26 V]

5+ (2+j4) 7+j4
na podstawie rys. . Szukane napiecie uzyskujemy, sumujac powyzsze wyniki:

U=U'+U"=-5,38-j1,47-16,32+j3,26 = -21,7+1,79[V]
O
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Zasade superpozycji mozna tez wykorzysta¢ do analizowania sieci, w ktérych
koegzystuja Zrédla napiecia i pradu stalego oraz zmiennego. W szczeg6lnosci jest
ona przydatna w rozpatrywaniu uktadéw zawierajacych diody, tranzystory itp. Cho-
ciaz wymienione przyrzady elektroniczne sg nieliniowe, w pewnych sytuacjach
mozna zastepowac je liniowymi modelami, w ktérych wspétdziatajg Zrédta napie-
cia statego i sinusoidalnego.

Przyklad 5.16
Dioda zostata wiaczona do uktadu pokazanego na rys.[5.25p. Jest ona elementem
nieliniowym, ale gdy przewodzi, mozna reprezentowac ja za pomoca liniowego
uktadu zastepczego z rys.[5.25b. Mozna mianowicie przyjac, ze w obwodzie pradu
stalego przewodzaca dioda zachowuje sie jak rezystor Rp, a w obwodzie pradu
zmiennego — jak opornik rq << Rp.

Taki model, wraz z zasada superpozycji, pozwala sprawnie obliczy¢ prad obcia-
Zenia, i(f). Zamiast oryginalnej sieci nalezy rozpatrze¢ dwa prostsze obwody, ktére

pokazano narys.

a) b)
IEI rq ‘ RD

E] ¥ i(f) E| T i(f)
+ RL pr— + RL pr—

e(f) e(t)

Rysunek 5.25: Liniowy model przewodzacej diody: Rp dla pradu stalego i rq dla pradu
zmiennego

a b
) R ) "

ir(?) ir(?)

- Ry —|— @ Ry = C
e(?)

obwad pradu statego obwod pradu zmiennego

Rysunek 5.26: Pomocnicze schematy obwod6éw pradu statego i zmiennego do przyktadu
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W obwodzie pradu statego latwo wyznaczy¢

() =———
10 RD+RL

Obliczenia, ktore dotyczg obwodu pragdu zmiennego, sgq bardziej skomplikowane:

L= Urms
Ry
gdzie:
Urms = Erms —ra Iq
zas E
rms
Ij= [
L' e
rq+ T
Ri-jge

przy zatozeniu, ze Erns jest warto$cig skuteczng napiecia e(t).
U

5.12 Twierdzenie Thevenina

Twierdzenie Thevenina jest rownie praktyczne w analizie obwodéw pradu zmien-
nego, co w analizie obwod6éw pradu stalego. Zamiast rezystancji Thevenina rozpa-
trywana jest impedancja zastepcza.

Przyklad 5.17
Powtérnie obliczy¢ napiecie na rezystorze 5 Q0 w obwodzie z rys. [5.24, stosujac
twierdzenie Thevenina. Spos6b rozwigzania i wynik poréwnac z przyktadem|5.15]

a) b)

Rysunek 5.27: Schematy do przykladu
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Rozwiazanie
Korzystajac z rys. obliczamy napiecie Thevenina:

U = —9¢1% — (2 +j4) -6e 715" = —31,82 14,85 V]

i impedancje zastepcza:
Zth =2+j4Q

Na tej podstawie mozemy okresli¢ szukane napiecie:

5 5-(-31,82-j14,85) .
= UTh: :—21,7+J1,79[V]
5+ Zm

u .
7+j4

g

5.13 Twierdzenie Nortona

Tak jak dualne do niego twierdzenie Thevenina, twierdzenie Nortona obowiazuje
zar6wno w obwodach pragdu zmiennego, jak i statego. Zastepcza impedancja Nor-
tona jest r6wna Zy, za$ prad Nortona jest prgdem zwarcia w miejscu badanego
elementu. Wyjasnia to ponizszy przyktad.

Przyklad 5.18

Jeszcze raz obliczy¢ napiecie na rezystorze 5 Q w obwodzie z rys.[5.24p, stosujac
twierdzenie Nortona. Odnie$¢ wynik i sposéb rozwiazania do dwéch poprzednich
przyktadow, ktore dotyczyly tego samego obwodu.

Rozwiazanie
Impedancje Thevenina,
Zth =2+j4Q
bierzemy z przyktadu poprzedniego, gdzie wyznaczono ja na podstawie rys. D.
Rozpatrujac rys.|5.28a, obliczamy natezenie prgdu Nortona:
9 j45°

—) =—(4,24-j4,24+1,91-j0,64)

In=—|6e7% +
N ( 2+j4

=—6,15+j4,88 = 7,85¢)1%%" [A]

Zastepczy obwod Nortona pokazano narys. b. Natezenie pradu, ktory ptynie
przez rezystor 50, mozna latwo wyznaczy¢ ze wzoru na dzielnik pradu i wykorzy-
sta¢ do obliczenia szukanego napiecia na podstawie prawa Ohma:

(2+j4) I _10+j20
5+(2+j4) 7+

7,85¢)142" = —21,7 +j1,79 V]
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b)

2+ja[

L1
(9]
1
L1

7,85¢ 9147

Rysunek 5.28: Schematy do przyktadu

5.14 Twierdzenie o mocy maksymalnej

W obwodzie pradu statego maksymalna moc jest dostarczana do obciazenia, kt6-
rego rezystancja Ry, jest r6wna rezystancji Thevenina Ry. W obwodzie pragdu zmien-
nego sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdyz trzeba rozpatrywaé¢ impedancje
zamiast rezystancji.

Rysunek[5.29|przedstawia obciazenie Z;, dotaczone do uktadu zastepczego zto-
zonego z napiecia i impedancji Thevenina, Ety, i Zr,. Takim prostym, og6lnym
schematem mozna opisac kazdy, dowolnie skomplikowany obwéd pradu zmien-
nego. Nadaje sie on nawet do analizowania rzeczywistych urzadzen, takich jak
wzmacniacz akustyczny z glo$nikiem czy nadajnik radiowy z anteng, w ktérych
wazne jest dopasowanie obcigzenia do Zrédla sygnatu.

+

Rysunek 5.29: Dopasowanie obcigzenia impedancyjnego do Zrédta napiecia zmiennego
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Zaktadajac, ze Zry = R +jXth, @ Z1, = R +j X1, mozna rozwazaé nastepujace
warianty obcigzenia Z;, do ktérego ma zosta¢ dostarczona maksymalna moc:

(i) Z1. = Ry +jX1 z regulowana rezystancja Ry i regulowana reaktancjg Xi,

(rys.[5.30).

Do takiego obcigzenia maksymalna moc jest dostarczana wtedy, kiedy
Z1.=Zm

czyli RL = RTh i XL = _XTh-

+

Emy /H/
Ry

R,
M

JXmm

Rysunek 5.30: Obciazenie z regulowanym oporem Ry, i regulowana reaktancja X,

(i) 71, = RL+jX1 zregulowana rezystancja Ry, a ustalong reaktancja X, (rys.[5.31).

W takim obwodzie maksymalna moc jest dostarczana do Ry, wtedy, kiedy
Ry = | Zrn +j X, czyli Ry, = \/R%h + (X + X0)2.

" et
Ry

Rty

20

JXtn

Rysunek 5.31: Obciazenie z regulowanym oporem Ry, a ustalong reaktancja Xp,
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(iii) Z1 = Ry, inaczej X1, = 0, czyli obcigzenie jest czysto rezystancyjne (rys.[5.32).

Do takiego obcigzenia najwieksza moc jest dostarczana wtedy, kiedy Ry, =
| Zrnl, czyli R = /R3, + X2, .

Rysunek 5.32: Obcigzenie czysto rezystancyjne, o zerowej reaktancji (Xg, = 0)

(iv) Zp = Ry +jXy, o ustalonym oporze Ry, i regulowanej reaktancji Xi..

Aby dostarczy¢ najwiekszg moc do Ry, trzeba wyeliminowa¢ wptyw reaktancji
na prad ptynacy w obwodzie, czyli nalezy ustawi¢ Xj, = — X1y, podobnie jak
w przypadku (i).

Przyklad 5.19
Obliczy¢ maksymalng moc, ktéra mozna dostarczy¢ do impedancji obcigzenia

w obwodzie z rys.[5.33a.

Rozwiazanie
Najpierw okre§lamy parametry obwodu zastepczego. Impedancje Thevenina obli-
czamy, korzystajac z rys.[5.33p:

. _(204]10)-30  (10+20):(-j10)
™7 20+j10)+30 * (10+j20) + (—j10)

=12,69+3,46 +5—j15=17,69 —j11,54 [Q]
a napiecie Thevenina wyznaczamy na podstawie rys. :

(20+j10) - (10 +j20)
20+j10) +30 10+j20) + (—j10
J J J

Uth =Ugp=-Uy + Up = — 20e/”
=(~0,42-j0,12+1,5+j0,5)-20 = 21,54 +7,69 = 22,87¢/*"" [V]
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Wobec tego maksymalna moc

|[Um|> 22,872
Pmax = =
4Ry, 4-17,69

=7,39[W]

jest dostarczana do obcigzenia, gdy

Z1=Zmn =17,69+j11,54Q

O
a) b)
20+j10
S
20e™” a
30
9
20e!
Rysunek 5.33: Schematy do przykladu
Przyklad 5.20

Jaka powinna by¢ impedancja Z;, w obwodzie z rys.|[5.34f, aby maksymalna moc
byta dostarczana do obcigzenia?
Rozwiazanie
Z rysunku[5.34p wynika, zZe:
10-(4—j4)

=——————j5+j20+10=3,40-j1,89 +j15+ 10 = 13,40 +j13,11[Q]
10+ (4 -j4)

Zth
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Zatem maksymalna moc jest dostarczana do

Z1 = Zmn = 13,40 -j13,11Q

Do obliczenia maksymalnej mocy potrzebne jest napiecie Thevenina, ktére

mozna wyznaczy¢ na podstawie rys. :
Uth = Uap =Up + 0~ Up = ——0 1069 4 (10 +j20) 4e/" =
“ —j4+4+10

=4,78 +j4,94 + 40 +j80 = 44,78 + 84,94 = 96,02¢1%" [V]

Znajac napiecie, zapisujemy finalny wzor:

p o UmP 9602 -
M AR, 4-13,4
]
b
Y 4 2 ) 4 q b
—{—3 — —T—1+—¢
::7J4 10 10
10 H 46]008% = 9 H
N
S 120 20
10" -5 -i5
I |
Il Il
2 4 4 U b
::_J4 10
ool w8
N
~) i20
108" -i5
||

Rysunek 5.34: Schematy do przykladu
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5.15 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja sa podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

5.15.1 Pytania

Pytanie Q5.1

Udowodni¢, ze po dolaczeniu zaciskéw a i b do obwodu pragdu zmiennego o do-
wolnej czestotliwosci takiej, ze wL = ch' sie¢ z rys. dziatalaby tak, jak gdyby
sktadata sie z pojedynczego opornika.

Rysunek 5.35: Schemat do pytania

Pytanie Q5.2
Dla réwnolegtego potaczenia z rys. podac¢ przyblizong warto$¢ impedancji
zastepczej Z,p, i uzasadnic rezultat.

1
| S

300 +j2

1
L

6002

Rysunek 5.36: Schemat do pytania

Odpowiedz
Za wynik uznajemy
300-600

~ 300+ 600

czyli rezystancje zastepcza réwnoleglego potaczenia opornikéw 300Q i 600 Q2. Re-
aktancje mozemy zaniedba¢, gdyz sa znacznie mniejsze od rezystancji.

ab =200[€Q]
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Pytanie Q5.3
Dla uktadu z rys.[5.37h poda¢ przyblizong warto$¢ impedancji zastepczej Z,, i uza-
sadni¢ wynik.

a) b) ©)
600 +j5 3 +j800 1000 5
] ] 800 4
a ’ /™ /™
600 3

Rysunek 5.37: Schemat i wykresy do pytania

Odpowiedz
Poniewaz sktadowe obydwu impedancji r6znig sie znaczaco, 500 >> 5 a 800 > 3,
uzasadnione jest przyjecie nastepujacego przyblizenia (zob.|Q1.3):
Zapb = 600 +j800Q
Mozna tez podaé te impedancje w postaci biegunowe;:

Zap = 10006 Q

opierajac sie na podobienstwie tréjkatow, ktére pokazano na rys.[5.37b i5.37[.

5.15.2 Problemy rozwiazane

Problem P5.1
Obliczy¢ impedancje Z; i Z; w obwodzie z rys. |5.38} znajac natgzenia pragdow:
I =0,2A oraz I = 0,67 A,

Iy I

- foy
-t P

]2

—
|
N
Il
~

Rysunek 5.38: Schemat do problemu
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Rozwiazanie

Na podstawie pradowego prawa Kirchhoffa
L=1-1=0,2-0,6" =0,2-(0,52+j0,3) = -0,32 0,3 [A]

Poniewaz impedancje sg potgczone réwnolegle,

Lh-Zy=5LL-2,
czyli
=ty 2032703 =(~1,6-j1,5)- Z
1—I1 2= 0,2 2= 0], 2

Wobec tego dopuszczalne sg jakiekolwiek umiarkowane warto$ci impedancji, ktére
spetniaja warunek % =-1,6-jl,5.

Problem P5.2
Wyznaczy¢ impedancje zastepcze uktadow z rys.

a) b)
a a
—jl10 == i5 3 j4
b b
c) d)
—_— Y\ — [+
a j10 a 5
7
-j10 == 10 % i3

Rysunek 5.39: Schematy do problemu
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Rozwiazanie
a)
-j10)-(j5) 50 |
Zap = & =—=j10[Q]
-j10+j5 -j5
! 5
3-(j4) 12 -
Zap=—— = ——=2,48"7 =1,92+]1,44[Q
D314 T pes JL a4l
c)
7 —i10 10-(-j10) - 100e 7190
ab =] 10-j10 ) 14, 146745
=jl10+7,07e % =j10+5-j5 =5+j5[Q]
d)
i3-(7-j2) 6+j21 21,847
Zap=5+- — =5+ — =5 —
j3+(7-j2) 7+]j 7,07¢i8
=5+3,09¢/%" = 6,26 +j2,82[Q]
Problem P5.3

Obliczy¢ napiecia i natezenia pradow, ktére wystapilyby w uktadach z rys. po
wlaczeniu zrédla napiecia E = 10e**° V miedzy wezty a i b.

Rozwiazanie

Zadanie jest stosunkowo proste i pozwala przeéwiczy¢ stosowanie prawa Ohma
oraz praw Kirchhoffa w obwodach pradu zmiennego. Dlatego zajmijmy sie tylko
najtrudniejszym przypadkiem, czyli uktadem z rys.[5.39d. W tym celu rozpatrzmy

obwdd z rys.

U
] =—
——————{ }—
a 5 1 L

+

U T 7 .
o : U § 3
E=10¢’ Uz/]\ -2
b

Rysunek 5.40: Schemat do problemu
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Po wyznaczeniu impedancji

7-j2)(j3 j
Zap =5+ L) 5, Bl
7-j2+j3 7+]

=5+1,26+j2,82=6,26+j2,82[Q]

obliczamy natezenie pradu

E 10e30° .
— =—————— =1,45+j0,15[A]
Zap  6,26+]2,82

w galezi ze Zr6dlem, napiecia
U=5-1=5-(1,45+j0,15) =7,25+j0,73[V]
Uiz = E-U =10 — (7,25 +j0,73) = 1,41 +j4,27 V]

oraz natezenia pradow

Ui 1,41+j4,27
h=—Fr=—"7T—"
J3 J3
L =1-1,=(1,45+j0,15) — (1,42 —j0,47) = 0,03 +j0, 62 [A]

=1,42—-j0,47[A]

W koficu wyznaczamy

Ui =1;-7=(0,03+j0,62)-7=0,21 +j4,34[V]
U, =1 -(—j2) = (0,03 +j0,62) - (—j2) = 1,24 —j0,06 [V]

Problem P5.4

Obliczy¢ prad i napiecie, ktére zaznaczono w obwodzie z rys.

7 10 Ic
- i8 6 "
| I | 7.]8 f— UC
+
(~)
u70ej2°°

Rysunek 5.41: Schemat do problemu
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Rozwiazanie

Najpierw obliczamy impedancje zastepcza:

_ 10-(6+j8) . 60+j80
Z=7-j8+——2=7-j8+ ,
10+6+j8 16 +j8
. 15+j20 4-j2 _ 60—j30+j80+40
=78+ —— ——=T7—]
4+j2  4-j2 16 +4
.. 100+j50 . . . —j24,6°
=7-j8+ ———=7-j8+5+j2,5=12-j5,5=13,2e7°*° [Q]

a nastepnie wyznaczamy prad oraz napiecie, korzystajac z prawa Ohma:

70e120°

_ _ j44,6°
= 15,20 75F =5,3¢ [A]

C

Uc = —j8-5,3e/*" = 42, 4e 7144 [v)

Problem P5.5

Wykorzystujac zasade superpozycji i twierdzenie Thevenina, obliczy¢ natezenie
pradu, ktéry plynie przez rezystor 30 Q2 w obwodzie z rys.

20e 3" ,
30 -j60 = 8%30&”

i30

Rysunek 5.42: Schemat do problemu

Wskazéwka

Nalezy wzorowac si¢ na przyktadach i 1=27,14e? A,
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Problem P5.6
Wykorzystujac wzor na dzielnik napiecia, okresli¢ spadki napie¢ na elementach
pasywnych w obwodzie z rys.

1l
100 J’°°@
c .
] ]
Rysunek 5.43: Schemat do problemu
Rozwiazanie
3 .
U= 3 100e/ = (0,36 +j0,48) - 100 = 36 +j48 [V]
U,=E-U; =100- (36+j48) = 64 —j48[V]
Problem P5.7

Wykorzystujac wzoér na dzielnik pradu, obliczy¢ I; i I, w obwodzie z rys.

] 4 8%1=20ej°°

A
\

I I,

3]

1

Rysunek 5.44: Schemat do problemu
Rozwiazanie

Regule dzielnika wykorzystujemy do obliczenia natezenia jednego pradu:

L .20/ = (0,36 -0,48) -20 = 7,2~ 9, 6 A]

T 3+j4
za$ natezenie drugiego wyznaczamy na podstawie pradowego prawa Kirchhoffa:

L=1-1,=20-(7,2-j9,6) = 12,8+]9,6 [A]
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Problem P5.8
Stosujac metode pradéw oczkowych, okresli¢ napiecie U w obwodzie z rys.|5.45@.
Poréwnac obliczenia i wynik z przyktadem |5.14} ktéry dotyczyt tego samego uktadu.

a) b)
L Tk I
e ey
I I
@
U .
4 10e2° TUS

st ]

~) 20e "

Y

@ L In I

1
1

Rysunek 5.45: Schematy do problemu

Rozwiazanie

Przyjmijmy, ze prady oczkowe ptyna tak jak na rys.[5.45p, i zal6zmy, ze na zZrédle
pradu jest napiecie Us. Odpowiedni uktad réwnari ma nastepujacg postaé:

(7+8) + (4 +j5) —(4+j5) 0 L 20
—(4+j5) (4+j5)+(-j10)+8 -8 Ly |=] 0
0 -8 8 I33 Us

Poniewaz I33 = —10e/2%° A jest okreslone pradem zrédtowym, trzecie réwnanie jest
zbedne. Zaniedbujemy je, ale w pozostatym ukladzie dwoch réwnan uwzgledniamy

oddzialywanie I33:
[ (7+i8();(j45;j5) (4+j5_)(:-1?—jj51)0)+8 [ E ]:[ 20O ]_[ —08 ](_106200)

Rozwigzujac uproszczony uktad

(11+j13) (-4-j5) H In ]:[ 20 ]

(-4-j5) (12-j5) I —80e2%°

otrzymujemy:

I =—0,43-j2,71 =2,74e 79" [A]
Iy =—3,3-j4,74 = 5,78e 115" [A]
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Szukane napiecie jest rowne:

U =—j10- Ly =—j10-(-3,3—j4,74) = —47,4+j33 V]

Problem P5.9

Obliczy¢ wszystkie reaktancje, prady i napiecia w obwodzie z rys.[5.46a, a nastepnie
narysowaé odpowiedni wykres wektorowy. Dane sa: R, = 15Q, L; =0,02H, L, =
0,03H, C; =250 uF, C; = 500 uF oraz i(r) = 60sin (1007t — F) A

a)

R] Cl
Ly L,
R G
u(t)
©)
\
Im
0 -
Re
1
Usz() U
Un
Us
Ui

Rysunek 5.46: Schematy i wykres wektorowy do problemu
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Rozwiazanie
Po obliczeniu reaktancji mozemy narysowaé réwnowazny obwéd, ktéry pokazano
narys.|5.46b. Na jego podstawie obliczamy prady i napiecia:

U =1-((1015) +j2+3+((~j40) | (-j20))) = 60e " - (6+j5 - j13,33)
=60e 130" . 10,27 14" = 616,2¢ 1% [V]
Upp = 1-j2=60e 1" - 26" = 1206/%"" [v]
U = I-j3 =60e 30" .36 = 1806/%"" [v]

10-15
10+15

Uyo = Uss = .60e 7139 = 360e 713" [v]

U 200
Lo=—2 =36e7 A
10

U -
Iis= —= =24e 710 A
15

(=520) - (=j40)

U-jao = U-jo0 = 2040 - 13,33e 719" . 60e 139" = 800e 112" [v]
U_j2o  800e712° o
e —jéo = e - Hve B0 Al
Ujao  800e712° o
o —J'AJIO = oo =207 A

Odpowiedni wykres wektorowy zostat pokazany na rys.[5.46[.

Problem P5.10
Obliczy¢ natezenia pradéw, ktére plyng przez kondensatory w obwodzie z rys.|5.47a.
Nalezy przyjaé, ze w = 103 rad/s.

2) b) 5475
1
5 5m — j10
T e U -
||
R B
1001l A :
[1100 —j10 —j10
Il > N
. j0° I
/r'\J\lOe .
N +/;\J\]Oe-’o
N4

Rysunek 5.47: Schematy do problemu|[P5.10
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Rozwiazanie

Po obliczeniu reaktancji schemat obwodu mozna przerysowaé w postaci, ktéra
pokazano na rys.[5.47p. Natezenie pradu w kondensatorze potaczonym réwnolegle
ze zrodlem jest okre$lone bezposrednio prawem Ohma:

10
L=

- _iIA
S0 WA

Nastepnie obliczamy napiecie na drugim kondensatorze:

5+j5) | (=j10
_ (('+J)||'(J )). 0= loms_sm
((5+j5) Il (-j10)) +j10 10 +j10
i ptynacy przezen prad:
=0 227455050
2 — —]10 i — Y, J )

Problem P5.11
Obliczy¢ prad I w uktadzie z rys.|[5.48@, wiedzac, ze Z1 = Z3 =30Q,a Zo = Zy = Z5 =
10Q.

a) b)

Rysunek 5.48: Schematy do problemu|[P5.11

Rozwiazanie
Poniewaz mamy wyznaczy¢ tylko jeden prad, celowe jest uzycie metody Thevenina.
Napiecie Thevenina wyznaczamy w obwodzie z rys.|5.48p. Stwierdzamy, Ze jest ono
zerowe, gdyz okre§la je r6znica dwdch réwnych napiec:

Z E ) Zy

= = — 1 U2:
21+ 73 2 Zo+ 7y

U —_
! 2
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czyli:

Unh=Uwp=U2-U =0V
Wobec tego prad I tez jest zerowy, niezaleznie od rezystancji w zastepczym obwo-
dzie Thevenina.

Problem P5.12
Okresli¢ r6znice potencjaléw miedzy weztami a i b w obwodzie z rys.

!
&
s

1007

Rysunek 5.49: Schemat do problemu|[P5.12

Rozwiazanie

Jest to nieskomplikowany obw6d szeregowo-réwnolegly z jednym Zrédtem napiecia
zmiennego. Do rozwigzania prowadza nastepujace obliczenia:

100e)*’
I =

6+j8  10e31°

100e/” e 1o
=10e 7531 [A]

1006 100e””

— _ j36,9°
4-j3  5ei%69 =20 1A]

2 =

Uy =j8- 1) = 8¢ - 10e 1" = 80e/**%" [v]
U = —j3- I, = 3¢ 71907. 20639 = 60e °31" [v]
Uap = Uy — Up =80e%% —60e 331" =
=64 +j48 — 36 +j48 = 28 +j96 = 1006)">7" [V]
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Problem P5.13
Ustali¢ Ury, i Zry, charakteryzujace uktad z rys.[5.50@, wiedzac, ze @ = 0,4.

a) b)
Us=aU Us=aU
£,=100mA UT H R=200Q UT H R K
I
b b

Rysunek 5.50: Schematy do problemu|(P5.13

Rozwiazanie

Obwdd zawiera Zr6dlo zalezne, ktérego napiecie Us jest proporcjonalne do napiecia
U. Zr6dla takie om6éwiono w podrozdziale a uwaga |4.2| stanowi wskazowke
odnosénie do analizy obwodéw, ktére je zawieraja.

Rozpatrujac bilans napie¢ w oczku obejmujacym zaciski a i b, otrzymujemy:
Un=Uyp=Us+U=(a+1)U
Poniewaz caly prad zrédta ptynie przez R,
U=ILR
Z polaczenia powyzszych réwnan wynika, ze
Umh = (@+1) I,LR=(0,4+1)-0,1-200 = 28 [V]

Aby okresli¢ szukang impedancje, najpierw rozpatrujemy obwdd z rys. [5.50]
na podstawie ktérego obliczamy prad Nortona:

U
In=I+ E
ale
U:—US:—(XU = U=0V
czyliln=1I;, a
U U
ZTh:—Th: Th:(aﬁ+1)R:280[Q]
In Is
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Problem P5.14
W obwodzie z rys. okresli¢ zwiazek miedzy Uy, i Us, wiedzac, ze Zn, = 1010Q,
Zout = 1Q, awspétczynnik ¢ ma nieskoriczenie wielkg warto$¢.

Lout
T
A
'_’| _ I _ Zs Loyt
L =
Zout
+ +
Us Uin [:I Zin ann Uout

L L

Rysunek 5.51: Schemat do problemu|(P5.14

Rozwiazanie

Jezeli impedancja Zj, jest wielka, dazy do nieskoriczonosci, to prad Ii = Is + Iout
jest bardzo maty, niemal zerowy. Dlatego I + Ioy: = 0, czyli Iy = — Iy Wobec tego
napiecie Ui, jest znikome i mozna przyjac, ze Ui, = 0, a potencjal w punkcie a
jest r6wny zerowemu potencjatowi punktu b, ktéry jest uziemiony. Méwi sie, ze a
jest punktem ,,masy pozornej”. Napiecie Us mozna zatem utozsamié ze spadkiem
napiecia na Zs, przy czym Us jest rowne napieciu Uyy, ktére z kolei jest takie
samo jak spadek na Z;. Prawo Ohma pozwala obliczy¢ I i Iy, a nastepnie zapisac
tozsamos§¢:

Us __ Uout
Zs Z¢
Zatem
N
Us Zs

Rozpatrywany uktad jest wykorzystywany jako obwéd zastepczy przyrzadu
elektronicznego, ktéry jest nazywany wzmacniaczem operacyjnym i zostal omo-
wiony w rozdziale[10} Parametr a jest nazywany wspotczynnikiem wzmocnienia,
gdyz pokazuje jak modyfikowana jest amplituda sygnatlu wejsciowego w trakcie
przenoszenia go na wyjscie.

Problem P5.15

Okresli¢ Ury, i Zry charakteryzujace wyjscie (wezty a i b) obwodu z rys.[5.52. Ustali¢
natezenie pradu i, ptynacego, gdy do wyjscia dotaczone jest obciazenie o nieskon-
czenie wielkiej rezystancji. Nalezy wzorowac sie na rozwigzaniu problemu [P5.13
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Ui © s | & U

b) I

Ui @ Bl ] R, Usut v I

§ 1|
5

Rysunek 5.52: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Rozpoczynamy od obliczenia napigcia Thevenina, ktore jest réwne wyjsciowemu:

Uth = Uyt = _,BIinRZ

czyli

Um

Ryp

Rozpatrujac obwo6d wejsSciowy, natezenie tego samego pradu mozna okresli¢ innym
wyrazeniem:

Iin=-

Uin — aUrh
Ry
Laczac uzyskane rezultaty, uzalezniamy napiecie Thevenina od wej$ciowego:

In=

_Um _ Un-aUm
Ryp Ry

—RyUrth = R2fUin — RofaUtyy
(R2Ba— Ry) Uth = RofUin

Przy zatozeniu, Ze rezystancja obciazenia jest duzo wieksza od R», w zwigzku z czym
praktycznie nie ptynie przez nia prad, wzor ten pozwala przedstawic szukany prad
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jako funkcje napiecia wejsciowego Uip:

UTh Uin

I = — - _
" R Ryfa—Ry

Nastepnie, rozpatrujgc obwdd ze zwartymi zaciskami a i b, tak jak na rys.|5.52b,
wyznaczamy natezenie pradu Nortona:

Znajac parametry Zrodet zastepczych, obliczamy szukang impedancje:

T = Um  PUn ( Ry ) _ RiR
= = - -
IN  Rfa—Ry \ PUn) Ri-R:pa

Problem P5.16
Powtérnie wykona¢ polecenie z przyktadu5.13} stosujac metode potencjatow we-
ztowych.

Wskazéwka
Nalezy wzorowac si¢ na przykladzie

5.15.3 Quiz

Quiz 5.1
W obwodzie z rys. obliczy¢ impedancje Z, wiedzac, ze I = 500e5%0° A,

1
——{ ] |

20
)
) s0e7 j60 ¢

Rysunek 5.53: Schemat do quizu

Wskazéwka

Nalezy zapisa¢ wzo6r na impedancje zastepcza, ktéra jest pewng funkcja niewiado-
mej Z. Przyréwnujac te funkcje do U / I, mozna uzyskaé proste réwnanie, ktérego
rozwigzaniem jest szukana impedancja.
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Quiz 5.2
Nie uzywajac kalkulatora, obliczy¢ napiecie i prad, ktére zostaty zaznaczone w ob-

wodzie z rys.

Rysunek 5.54: Schemat do quizu

Rozwiazanie
U =30 -30+20e" = (917,32 +j10) [V]
20e30" 203"
+
3-j4 20

) —30e”" = (—28,64 +j4,47) [A]
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Rozdzial 6

Rezonans

Wprowadzenie

Rezonans elektryczny jest zjawiskiem bardzo waznym w teorii obwodoéw, ktére wy-
stepuje, pod pewnymi warunkami, w obwodach pradu zmiennego zawierajacych
indukcyjnos¢ L oraz pojemnosc¢ C. Przy wzroscie czestotliwos$ci reaktancje induk-
cyjne zwiekszaja sie, a pojemnos$ciowe maleja i odwrotnie, wiec istnieje specyficzna
dla danego potaczenia RLC czestotliwo$c, dla ktoérej jego zastepcza reaktancja
indukcyjna jest rowna pojemno$ciowej, tak ze eliminujg one wzajemnie swoje od-
dziatywanie na reszte uktadu. Wypadkowa impedancja polgczenia jest wtedy czysto
rezystancyjna, tak jakby nie byto w nim pojemnosci ani indukcyjnosci.

W kolejnych podrozdziatach rozpatrywane sa najbardziej elementarne i prak-
tyczne, szeregowe i réwnolegte obwody rezonansowe, uktady przestrajane oraz
podstawowe zastosowanie rezonansu, czyli filtry elektryczne.

6.1 Rezonans szeregowy: rezonans napiec

6.1.1 Istotarezonansu napiec

Przed szczegélowym omoéwieniem bardziej skomplikowanych obwodéw wyja-
$nijmy istote zjawiska rezonansu na prostym przyktadzie. WeZmy pod uwage poka-
zany narys. obwdd, w ktérym do potaczenia szeregowego L i C doprowadzono
ze zrodla sinusoidalne napiecie o zmieniajace;j sie czestotliwosci f.
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a) b)
A
I
C L
” Y Y\
[
A I
.
7~
\r\_J/Eeje
0 f fo

Rysunek 6.1: Rezonans w potaczeniu szeregowym LC

W obwodzie tym plynie pragﬂ

jo
Ee E__ o9

= — = (6.1)
|1Z e |Xp—Xcl

ktérego natezenie posrednio zalezy od czestotliwosci Zrédla. Zmieniajac ja,
mozna bowiem regulowac¢ reaktancje cewki oraz kondensatora.

W szczeg6lnos$ci mozna sprawié, ze X; = X¢. Taka sytuacja wystepuje wtedy;,
kiedy czestotliwo$¢ Zrédla jest rowna czestotliwo$ci rezonansowej

1

0= (6.2)
J 2V LC
ktéra wynika z prostego wyprowadzenia:
1
XL = XC «— (U()L = —
—~— woC
XL N——
Xc
czyli:
w? ! ) !
] > 0 _——
°IC VIC

Jezeli indukcyjno$c¢ L jest okres§lona w henrach [H], a pojemnos¢ C —w faradach [F],
to jednostka czestotliwosci fj jest herc [Hz].

1 przypomnijmy, ze jezeli nie powiedziano inaczej, to E oznacza warto$¢ skuteczna (Eyms). To samo
dotyczy I oraz Irms.
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Podczas rezonansu cewka i kondensator dzialaja zgodnie ze swoimi wlasciwo-
$ciami, ale Z = 0Q, czyli ich wypadkowy wptyw na Zrédto jest taki, jakby zniknety
i zostaly zastapione zwarciem.

Podczas rezonansu napiecia na kondensatorze i cewce sa réwne co do warto$ci
bezwzglednej, ale r6zniq sie znakiem. Znoszg sie wiec, tak ze ich suma jest zerowa.
Z tego powodu rezonans szeregowy jest nazywany rezonansem napiec.

Rezonans mozna spozytkowad, ale czasem bywa niepozadany. W rozpatrywa-
nym obwodzie wystgpienie rezonansu skutkowaloby nieskoriczenie wielkim nate-
zeniem pradu, I — oo, gdyz napiecie Zrédtowe bytoby doprowadzone do zerowej
impedancji.

Ogo6lng zaleznos¢ natezenia pradu od czestotliwosci zilustrowano na rys. [6.1p.
W rzeczywistym ukladzie juz dla czestotliwosci zblizonej do rezonansowej nastapi-
toby przeciazenie Zrédia badZ termiczne uszkodzenie polaczenia lub elementu.

Rezonans wiaze sie tez z ryzykiem przebicia izolacji w kondensatorze lub cewce
wskutek wystepowania na nich duzych napie¢. W rozpatrywanym obwodzie na oby-
dwu elementach bylby nieskoriczenie wielki spadek napiecia, wynikajacy z prze-
plywu pradu o nieskoriczonym natezeniu. W rzeczywistych uktadach niedopusz-
czalne napiecie moze wystepowac przy umiarkowanym natezeniu pradu ptynacego
przez element o duzej reaktancji.

6.1.2 Rezonans w szeregowym polaczeniu RLC

Potaczenie LC jest nieprecyzyjnym modelem praktycznych obwodéw rezonanso-
wych, gdyz rzeczywista cewka charakteryzuje sie pewna rezystancjq. Ta rezystancja
powoduje, ze impedancja jest niezerowa podczas rezonansu.

Aby to wyjasni¢, rozpatrzmy rezonans w szeregowym potgczeniu RLC, ktére
pokazano na rys. [6.2a. Wypadkowa impedancja

Z=R+j(Xr-Xc) (6.3)

za$ przesuniecie fazowe miedzy wypadkowym pradem a napieciem zasilajagcym

thL—XC
@ =arctg————
R

Jezeli X; = X¢, to
Z=Zmin=R
czyli Z osigga minimum podczas rezonansu, za$

E
I=1Inax= = (6.4)
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ma maksymalne mozliwe natezenie i jest w fazie z napieciem zasilajacym, gdyz
»=0

Ogolnie natezenie pradu zalezy od czestotliwo$ci napiecia zasilajacego uktad w spo-
sob zlustrowany na rys.[6.2b.

Jezeli R reprezentuje opdr cewki, to jest ono raczej mate, czyli niekoniecznie
ogranicza natezenie pradu na tyle, by zapobiec uszkodzeniom obwodu wskutek
wystapienia rezonansu.

a) b)

\

Rysunek 6.2: Rezonans w polaczeniu szeregowym RLC

6.1.3 Wykresy wektorowe

Poniewaz wielkoSci elektryczne w obwodzie rezonansowym przedstawiamy za
pomocg liczb zespolonych, celowe jest sporzadzenie odpowiednich wykreséw wek-
torowych, ktére przedstawiono na rys. Podczas rezonansu wektory impedancji
i wypadkowego napiecia sg skierowane w szczegélny spos6b, wzdluz osi poziome;.

6.1.4 Wykresy czestotliwo$ciowe

Gdy dziatanie ukladu zalezy od czestotliwosci, zwykle interesujacy jest nie tylko
sam rezonans, ale tez ogélna zmiennos$¢ wielkosci elektrycznych w funkcji czestotli-
wosci. W celu graficznego przedstawienia sposobu, w jaki zmienia si¢ stan obwodu,
powszechnie stosowane sg tzw. krzywe rezonansowe, czyli wykresy, ktére obrazuja
przebiegi X;, Xc, | Z], Ii¢ w czestotliwosci.

Przykladowe krzywe rezonansowe widniejg na rys.[6.4]i[6.5] Zostaty one sporza-
dzone na podstawie wartosci zawartych w tabeli[6.1} ktére obliczono dla wybranych
czestotliwosci 0 < f < oo przy zalozeniu, ze R = 100Q, L = 1mH, C = 1yuF
i E =10V. Wartosci tych jest niewiele, ale majac charakterystyczne punkty, ciagte
wykresy mozna narysowac, stosujac interpolacje.
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Wykresy ¢ i cos ¢ zostaly pokazane na rys. Przesuniecie fazowe ¢ jest mono-
toniczna funkcja czestotliwosci, ktéra przyjmuje warto$ci z ograniczonego zakresu
od —m /2 do 7 /2. Gdy zachodzi rezonans, prad i napiecie sa w fazie (zerowe przesu-
niecie fazowe), a wspdtczynnik mocy (cos ¢) jest rowny jednoSci.

a) b)
Im Im
i2G iU
JX = Xc) U= Uc) E
- w -
Re 0 Uz Re
7jXC *_]'UC
c) d)
Im Im
X, =Xc — X=0Q U=U:c — UXZOV
0 1Z| =R Re 0 E=U, Re

Rysunek 6.3: Wykresy wektorowe impedancji i napie¢: (a) i (b) ogélne oraz (c) i (d) podczas
rezonansu — przy zatozeniu, ze kat fazowy pradu jest zerowy

a) b)

n/2

0 o s

—n/2 |

Rysunek 6.4: Wykresy ilustrujace zalezno$¢ przesuniecia fazowego i wspétczynnika mocy,
@ icose, od czestotliwosci
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H|mex =E/R

A
X, Xe X R Z, 1

|

ol =1/wC

XL

X:X]_ *XC

Rysunek 6.5: Wykresy charakteryzujgce rezonans szeregowy

Tablica 6.1: Wielko$ci elektryczne w obwodzie RLC jako funkcje czestotliwosci

f Xy =wl | Xc=2¢ X |Z] ) I U, | U | U
[Hz] Q] Q] Q] Q] [rad] | [A] | [VI | [VI | V]
1 0,01 159-10% | -159-10% | 159-10% | -1,57 | © 0 10 10
10 0,06 16-10° | -16-10% | 16-10%® | -156 | 0 0 10 10
102 0,63 1591,55 | -1590,92 | 1594,06 | -1,51 | 0,01 | 0 | 9,98 | 9,99
108 6,28 159,15 -152,87 182,67 | -0,99 | 0,05 | 0,34 | 8,71 | 9,06
5-103 | 31,42 31,83 -0,42 100,00 | 0,00 | 0,10 | 3,14 | 3,18 | 6,32
10* 62,83 15,92 46,92 110,46 | 0,44 | 0,09 | 5,69 | 1,44 | 7,13
10° 628,32 1,59 626,73 634,65 | 1,41 | 0,02 | 9,9 | 0,03 | 9,93
108 6283,2 0,16 6283,03 | 6283,82 | 1,55 0 10 0 10
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6.1.5 Podsumowanie

Rysunki i unaoczniaja, ze podczas rezonansu, czyli dla czestotliwosci
fo= ﬁ (okreslonej wytgcznie pojemnosciami i indukcyjnosSciami wystepuja-
cymi w danym obwodzie):

1. Natezenie pradu, ktéry pltynie w obwodzie, przyjmuje warto§¢ maksymalna,
czyli %.
2. Spadki napieciana Li C (rys. majq takie same, duze amplitudy:

|UL| = X1 Imax = |UC| = XcImax (6.5)

3. Napiecia na indukcyjno$ci i pojemnosci sa zwr6cone przeciwnie, jUr, = —jUc,
wiec znosza sie wzajemnie, tak ze cale napiecie Zrédtowe odktada sie na R:

Ur=E

4. Prad jest w fazie z napieciem zasilajacym, ¢ = 0, wiec wspoélczynnik mocy
jest rowny jednosci.

Im bardziej czestotliwo$¢ odbiega od fy, tym wieksze od R jest | Z|, a obwdd za-
chowuje sie tak, jakby byly w nim tylko elementy Ri C lub R i L. W szczeg6lnoSci dla
czestotliwo$ci nizszych od rezonansowej, f < fy, Z ma charakter pojemnosciowy,
poniewaz X¢ > X1, a I wyprzedza E w fazie, gdyz —90° < ¢ < 0. Dla czestotliwosci
wyzszych od rezonansowej, f > fy, Z ma charakter indukcyjny, X; > X, a prad
opdznia sie wzgledem napiecia, gdyz0 < ¢ < +90°.

|
| R=5Q
1,5 | -
|
|
= |
= 1} 4
= | R=100
|
0,5 I
39 [ | T
|
| R=20Q
0 1 | 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

/ [kt

Rysunek 6.6: Wplyw modyfikacji R na wykres natezenia pradu w funkcji czestotliwos$ci
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6.2 Interpretacja charakterystyk czestotliwo$ciowych

6.2.1 Wplyw rezystancji R na wykresy czestotliwosciowe

Z powyzszych rozwazan wynika, ze maksymalne natezenie pradu, ktére wystepuje
podczas rezonansu, zalezy tylko od wartosci R, gdy E jest ustalone. Im mniejsza
jest rezystancja R, tym wiekszy prad. Rysunek[6.6|pokazuje wykresy pradu w funkcji
czestotliwosci dla ré6znych wartosci R. Warto poréwnac go do rys. [6.1p, na ktérym
przedstawiono wykres dla R = 0Q.

Przyklad 6.1

Dla obwodu z rys. obliczy¢ czestotliwo$¢ rezonansowa, spadki napiecia na R,
L i C oraz maksymalne natezenie prgdu. Dane sg: R =10Q, L =250uH, C = 1 uF,
E=10Voraz6=0°.

Rozwiazanie
Czestotliwo$¢ rezonansowa

wo 63245,55
fo=—=————=10070,95[Hz]
2 2-3,14
poniewaz
1 1
wo = = =63245,55 [rad/s]

VLC v250-1076.107°

Podczas rezonansu napiecie na rezystorze jest rOwne napieciu Zrédta, wiec prad

ma maksymalne nateZenie:

E 10
I=—=—=1[A]
R 10

anapiecia na elementach reaktancyjnych przyjmujg nastepujace wartosci:

Up=1-jX; =1I-jwoL=1-j-63245,55-250-107° = 15,81&/%" [v]

Uc=1-(-jXc)=-U;=15,81e 7%V
O

6.2.2 Dobro¢ szeregowego obwodu rezonansowego

Z przyktadu[6.1]widac¢, ze podczas rezonansu Uy, i Uc moga by¢ wielokrotnie wyzsze
od E. Oznacza to, Ze rezonans wiaze sie z powiekszaniem napiecia i magazynowa-
niem duzej energii elektromagnetycznej w L, a elektrostatycznej w C. Powiekszenie
napiecia okresla dobro¢ obwodu rezonansowego:

_Ur_ Uc

z z (6.6)

Q
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Podczas rezonansu Uy, = wgLInax, Uc = chlmax i E = ZInax = Rlnax, zatem

1
wol], wol woc ! 1
Q: 0 max _ 0 i Q:wOC max: 6.7)
Podstawiajac wg = \% do (6.7), otrzymujemy praktyczny wzor:
Q= L L (6.8)
“R\C '
Rzeczywiste obwody rezonansowe zwykle charakteryzuja sie Q = 10.
6.2.3 Wspoélczynnik thumienia a selektywnos$¢ cewki
W niektérych zastosowaniach rozpatruje sie odwrotno$¢ dobroci
1 R
d=—=——=wyCR (6.9)
Q wol

Jest ona nazywana wspoéiczynnikiem ttumienia albo po prostu ttumieniem.

W praktyce wspoélczynnik dobroci nie stuzy tylko do oceniania, jak bardzo
powiekszane jest napiecie. Stanowi on tez czesto miare jakosci cewki rzeczywistej,
w sensie sity wplywu rezystancji na dzialanie elementu. Méwi sie wtedy o dobroci

cewki i okresla ja wzorem:

a)()L

gdzie L oznacza indukcyjnos$¢, a r rezystancje cewki. Cewke o wysokiej dobroci
charakteryzuje duza indukcyjno$¢, a mala rezystancja.

Przyklad 6.2

Obliczy¢ dobro¢ cewki rzeczywistej, ktéra jest potaczona szeregowo z R i C w ob-
wodzie rezonansowym z rys. Okresli¢ tez dobro¢ catego obwodu i poréwnac
z dobrocig cewki. Dane sq: r =5Q, L=30mH, C =25uF, R=100Q oraz E =10V.

———r—
§ r L C
A
! N Eel? !
S

Rysunek 6.7: Schemat do przykiadu
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Rozwiazanie
W rozpatrywanym obwodzie rezonans wystepuje dla

1 1 1 1
~ VIC /0,03-25-106 /7,5-107 866-1074
=1154,7 [rad/s]

wo

Wspétczynniki dobroci wynoszg natomiast

0= woL  1154,7-0,03 34,64
" r+R 54100 105

=0,33

wol 1154,7-0,03 34,64
QL = = =
r 5 5

wiec dobro¢ cewki jest 21 razy wieksza od dobroci calego obwodu.
O

=6,93

6.2.4 Czestotliwosci graniczne i szerokoS¢ pasma

Poniewaz moc rozpraszana w rezystancji jest proporcjonalna do kwadratu pradu,
to podczas rezonansu, gdy prad przyjmuje maksymalne natezenie Irnax, moc tez
jest maksymalna:

Pmax = RImax2

W zwigzku z tym selektywno$¢ obwodu rezonansowego mozna wygodnie okreslag,
podajac czestotliwosci graniczne, dla ktérych moc maleje do potowy swojej wartosci
maksymalnej, a natezenie pradu zmniejsza sie odpowiednio do \/Lilmax.

Jezeli oznaczymy moc réwng potowie mocy maksymalnej przez Py, to

Php = 3 Pmax = 3 RImax” = R(LHTZX)Z (6.11)
lub inaczej
Ppp = RlIpp® (6.12)
gdzie
Inp = 1“17;" = 0,707 Imax = 70% Iax (6.13)

Na wykresie z rys. ktoéry przedstawia natezenie pradu w funkcji czestotli-
wosci, punkty na poziomie I, wyznaczajg dwie czestotliwosci graniczne: fi i f2,
pierwsza nizsza, a drugg wyzsza od fp. Oddzielajg one pasmo przepustowe, czyli
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zakres czestotliwosci, ktére sg przepuszczane z wej$cia obwodu na jego wyijscie,
od pasma zaporowego, czyli zakresu czestotliwo$ci blokowanych (ttumionych).
Z innego punktu widzenia sg to czestotliwosci, dla ktérych stosunek natezenia
pradu do jego warto$ci maksymalnej zmniejsza sie do —3 dBﬂ

Imax

IhP = 09707 Imax - \

Rysunek 6.8: Krzywa selektywno$ci z zaznaczonymi punktami, w ktérych moc maleje
do potowy warto$ci maksymalnej

Réznica miedzy czestotliwoSciami granicznymi:
Wp=fo-fi (6.14)

jest nazywana szerokos$cig pasma (ang. bandwidth) obwodu rezonansowego. Alter-
natywnie mozna okre§li¢ ja wzorem:

Wy = fo (6.15)

Q

ktéry jest czesto stosowany w praktyce.

2 Decybel (dB) jest praktyczna jednostka do wzglednej oceny wielkosci elektrycznych, zwykle
napiecia lub pradu. Zamiast rozpatrywac wielko$¢ bezposrednio, bierze sie pod uwage dwudziesto-
krotno$¢ logarytmu dziesigetnego ze stosunku tej wielko$ci do ustalonego poziomu odniesienia. Jezeli
interesuje nas I, a rolg poziomu odniesienia spetnia Imay, to bierzemy 20log; Klax Wyrazenie to jest

I
réwne zeru, gdy I = Imax, a 20log; %apx =20log;( 0,707 = —3dB. Wykorzystanie skali logarytmicznej
ulatwia analizowanie wielko$ci, ktérych warto$ci moga zmienia¢ sie znaczaco, o rzedy wielkosci.
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Dowéd
Natezenie pradu, ktéry ptynie w szeregowym obwodzie RLC zasilanym ze Zr6dla
napiecia o wartos$ci skutecznej E i pulsacji w, jest okreSlone wyrazeniem:

I

Eel?
I[= ——— (6.16)
R+j(wL-5)
Skuteczna warto$¢ natezenia mozna zatem opisa¢ wzorem:
Erms
Lo = : : (6.17)
|R+j(wL- 55|
ktéry mozna sprowadzi¢ do nastepujacej postaci:

E E
z R (6.18)
1 wo

[1+i(% - otz

=Q, a% =fa iloraz E/R okre$la natezenie pradu podczas re-

Poniewaz ‘%L = wolc 7
zonansu, czyli Iax, powyzszg zalezno$¢ mozna zapisaé¢ w bardziej zwiezty sposéb
Imax
1= (6.19)
oL _h
1+ie(f-4)
Biorac pod uwage tylko czestotliwo$ci graniczne, dla ktérych I = \/%Imax, wyrazenie
mozna dalej uproscic¢:
1+J-Q(i_ﬁ) 3 (6.20)
fo f
czyli
f )2
1+Q? (— - =V2
\/ fo f
skad
1
(i _ ﬁ) _L
fo f Q
i ostatecznie
Qf*+fof —Qfp* =0 (6.21)
Rozwigzanie tego réwnania kwadratowego z niewiadomg f ma ogélng postac:
—(*fo) _ \/(if0)2—4Q(—Qf02) 620
“ 20 20 (6:22)

274



Saeed & Parfieniuk

Pierwiastki ujemne zaniedbujemy, gdyz nie mozna ich sensownie zinterpretowac,
rozpatrujac czestotliwodci. Uzyteczne sg dwie pozostate wartoSci:

fi= _ﬁ + (ﬁ)z +1 (czestotliwos¢ dolna)
2Q 2Q

oraz
2
o= +ﬁ + (ﬁ) +1 (czestotliwo$¢ gérna)
2Q 2Q
ktérych r6znica
fo
Q
czyli jest okres§lona wyrazeniem pokrywajacym sie ze wzorem (6.15), tj. Wg = 50’
ktéry nalezato udowodnic.
[ |

f-hA=

Nalezy zauwazy¢, ze w (6.15) moze wystepowac w zamiast f:

wo

Wp

a na podstawie (6.7) i (6.23) mozna skonstruowac kolejny praktyczny wzor:

R

=— 6.24
2nL ( )

Wp

6.2.5 Dobro¢ a szeroko$¢ pasma

Ze wzoru (6.15) wynika, ze dla ustalonej czestotliwosci rezonansowej fy szeroko$é
pasma Wg jest odwrotnie proporcjonalna do dobroci Q, czyli

Q- Wpg = const. (6.25)

Ten wazny zwiazek potwierdzaja wykresy z rys. Krzywa rezonansowa o najwiek-
szej dobroci charakteryzuje sie najmniejsza szeroko$cia pasma.

6.2.6 Przestrajanie obwodu rezonansowego

W niektérych zastosowaniach potrzebne sg obwody rezonansowe, ktére mozna
przestraja¢ w pewnym zakresie. Obwdd przestrajany nie jest scharakteryzowany
jedna ustalong czestotliwo$cig rezonansowg fy, tylko pozwala jg modyfikowac
od fy do fy/, co zilustrowano narys. Przestrajanie polega na dostosowywaniu
wartosci L lub C, albo obydwu tych parametréw.
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fo' hohof S

Rysunek 6.9: Wptyw przestrajania na charakterystyke czestotliwo$ciowa obwodu

Aby zaleznos¢ (6.15) obowigzywata podczas przestrajania obwodu, szerokosé¢
pasma albo dobro¢ musi zmieniac sie razem z czestotliwoscia rezonansowa. W prak-
tycznych obwodach Wg pozostaje stale, tak ze tylko Q zmienia sie odpowied-

. . . _ 2nfoL
nio do fo (przypomnijmy, ze Q = =5-).

Nalezy podkresli¢, ze zakres przestrajania, fy' — fy narys.[6.9} nie ma nic wspol-
nego z szerokoscia pasma Wjp. Ogélnie rzecz biorac, Wg = fo — fi # fy' — fy-

Przyklad 6.3

W szeregowym obwodzie rezonansowym RLC zrys. pojemnosc jest zmieniana
w zakresie 5...450pF, aby przestroi¢ go w zakresie czestotliwosci 2,3...21,9MHz.
Wiedzac, ze R = 10Q), obliczy¢ indukcyjnos$¢, dobroc oraz szerokos$¢ pasma i omo-
wié otrzymane rezultaty.

R . e

+

(~0)
=

i

Rysunek 6.10: Schemat do przykladu
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Rozwiazanie

W przypadku ustalonej indukcyjnosci L czestotliwo$¢ rezonansowa jest propor-
cjonalna do % Zwiekszenie pojemnos$ci powoduje zmniejszenie czestotliwo$ci
i odwrotnie. Wobec tego Cpin = 5pF odpowiada fo,,,,, =21,9MHz, a Cipax = 450 pF
odpowiada fy,,;, = 2,3MHz. Zatem indukcyjnos$¢ L mozna wyznaczy¢ albo na pod-

stawie Crin 1 fomax alDO Cmax 1 fomin:

1 1
L= 5 = 5

=10,6uH

Nastepnie obliczamy skrajne warto$ci dobroci:

27 forpin L
Qmin = M =15,31
R
27 L
Qmax = % =145,78

i szeroko$¢ pasma
. mein _ meax

Qmin Qmax

Szeroko$¢ pasma jest stata na catym zakresie zmiennosci czestotliwo$ci rezo-
nansowej, zgodnie z oczekiwaniami. Ten sam rezultat mozna uzyska¢ na podsta-
wie réwnania (6.24), znajac tylko R1i L:

Wg =150kHz

R
Wp = —— =150kHz
2nL

O
W praktyce przestrajane obwody rezonansowe znacznie czesciej maja strukture
réwnolegla.

6.3 Rezonans ré6wnolegly: rezonans pradéw

Rezonans réwnolegly najlepiej objasni¢ na podstawie prostego obwodu z rys.
Do takiej postaci mozna sprowadzac rzeczywiste, bardziej skomplikowane uktady,
takie jak na rys.[6.13} ktérym poswiecono podrozdziat[6.5

Roéwnolegle polaczenie RLC najwygodniej jest opisywac za pomocg admitancji:

1 1
Y= iB = j(BBc—Bp)=—+j -— 2
G+j G+j(Bc 19 R+](0)C wL) (6.26)

Prad ptynacy przez Zr6dlo napiecia E,

I=YE=|G+j(Bc-Br)|E=GE+jBcE—-jBLE
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jest wypadkowa pradéw w elementach pasywnych:
I=Ig+Ic+ 1
gdzie
E
IR =GE= E

jestw fazie z E,
Ic ZchE :ijE
wyprzedza E 0 90°, a
E
Iy =—jBLE=-j—
L=")bL ]wL

op0znia sie wzgledem E 0 90°, co ilustrujg wykresy z rys.[6.11f i/6.11ff. Przesuniecie
fazowe miedzy pradem a napieciem jest okreslone wzorem:

Bc-B
@ =arctg c "L (6.27)
Podczas rezonansu réwnoleglego Y = G i B =0, czyli:
1
(U()C =
a)oL
i
1
0= —F—
VvILC
zatem zjawisko to wystepuje dla czestotliwo$ci
fo= ! (6.28)
0 2nVLC .

okreslonej tak samo, jak w przypadku rezonansu szeregowego.

Natezenie pradu Iz = GE, czyli nie zalezy od wg, za$ natezenia I¢ i I} zalezg
od czestotliwo$ci i podczas rezonansu sg nastepujace:

I =iBeE =iwoCE=22C 1 - I = —iB E=—j— Fe
Cc =)bckt =]wo —JG = L=")bL _onL _onLG

I

czyli réwne co do warto$ci bezwzglednej, ale przeciwne. Zatem rezonans réwnolegly
polega na wzajemnym znoszeniu sie pradéw cewki i kondensatora. Uklad w stanie
rezonansu zachowuje sie tak, jakby obejmowat tylko rezystancje.
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a) b)

= Y

),

=

~

\_;
a

0 Jo S
d)

A

X
X=1/B
o
0 Jo
B

e)

Rysunek 6.11: Réwnolegly obwdd rezonansowy oraz odpowiednie wykresy czestotliwo-
$ciowe i wektorowe
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6.3.1 Dobro¢ ré6wnoleglego obwodu rezonansowego

Dobro¢ Q, réwnolegtego obwodu rezonansowego jest okreslona powigkszeniem
natezenia pragdu w elementach reaktancyjnych:

_ el _ €

= =— lub
Qp || G u Qp

Il _ 1
|I| a)()LG

(6.29)

Prad cyrkulujacy pomiedzy L i C jest bowiem zwykle wielokrotnie wiekszy od pradu,
ktéry doptywa ze Zrédta zasilania do obwodu rezonansowego.

6.4 Praktyczne uklady rezonansowe

Rezonans moze wystepowaé w uktadach bardziej skomplikowanych niz polgczenie
RLC szeregowe oraz réwnolegte. W jedno lub drugie potaczenie mozna jednak
przeksztalci¢ dowolng kombinacje elementéw RLC stanowiacg dwojnik, czyli po-
siadajaca dwa zaciski o charakterze wyprowadzen zewnetrznych, ktore pozwalajg
dotaczy¢ ja do Zrodia napiecia lub bardziej ztozonej sieci aktywnej. Przeksztalcenie
danej kombinacji RLC w polaczenie szeregowe lub réwnolegte stanowi podstawe
do ustalenia jej czestotliwo$ci rezonansowych.

Rysunek[6.12] przedstawia trzy uktady RLC, ktére sa czesto stosowane w prak-
tyce. W kazdym moze zachodzi¢ rezonans réwnolegly, a w trzecim — takze rezonans
szeregowy. Odpowiednie sposoby okreslenia czestotliwo$ci rezonansowych zostaty
przedstawione w kolejnych podrozdziatach.

a) b) <)

RL RL RC

I
h
~

Rysunek 6.12: Praktyczne uktady rezonansowe

6.4.1 Uklad zrysunku|6.123

Uktad z rys.|6.12h mozna przeksztalci¢ w rtéwnowazny réwnoleglty obwdd rezonan-
sowy, ktéry oméwiono w podrozdziale[6.3] W tym celu nalezy zastapi¢ szeregowe
polaczenie Ry L rownoleglym, tak jak pokazano narys.
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b)

Y,

-~ Yc

Al
_U%
-ut\

Y Y\
||

Al

Rysunek 6.13: Przeksztalcenie obwodu z rys. = w réwnolegly uktad zastepczy

Impedancji szeregowego potaczenia Ry L, ktora jest okreSlona wzorem:

ZL:RL+ij
odpowiada admitancja:
1 RL—'(UL R . wL .
Y, = — Ll 5551 =G-jBL
Rp+jwL Rp—jwL Rf+w-L Ri+tw
gdzie:
Ry 1

G=—"> - __
RE+w?I? Ry

wlL 1

Br = =
t RE+w?[? ol

Wypadkowa admitancja nowego obwodu obejmuje dodatkowo susceptancije
kondensatora:

Y =Y.+ Ye = (G—jBr) +jBc = G—j(B— Bc) (6.30)

gdzie Yc =jBc =jwC.

Zastepczy ukiad R, L, C mozna analizowac, bezposSrednio wykorzystujac rezul-
taty przedstawione w podrozdziale[6.3] Podczas rezonansu (w = wy) susceptancja
(Br — Bc) powinna by¢ réwna zeru, czyli

By = Bc

skad:

woL c N 1 R;?
R+w2l? 0 0=V Ic 12
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Wobec tego czestotliwo$¢ rezonansowa wynosi

f_l 1 R 1 /1 R;*C 6.31)
T ox\VIC 12 T ogvic L '

przy czym spelnienie warunku Ry < \/% zapewnia, ze fy jest liczba rzeczywista,
czyli rozwigzanie ma sens fizyczny. Nalezy tez zauwazy¢, ze wzor (6.31) redukuje
sie do réwnania (6.28), gdy Ry = 0.

6.4.2 Uklad zrysunkul6.12b

Obwdd rezonansowy z rys. zawiera dodatkowaq rezystancje Rc w szeregu
z C. Tak jak w przypadku polaczenia z rys.[6.12p, dazymy do uzyskania prostego
réwnoleglego obwodu rezonansowego. Tym razem jednak trzeba przeksztatcié
w potaczenie rownolegte nie tylko galaZz Ry L o impedanciji Z;, ale takze galaz RcC
o impedancji Z¢:

1 R . oL
LS ROl T B2 R +o?l?

Zi=R +jol =

1
1 1 Rc . @C
Zc=Rc-j— = Yc= = +)
wC Re-ige Ré+ze Ri+ e
Odpowiednie przeksztalcenia uktadéw objasnia rys.
b) ©)
|
Yo P N e
R, Cp R I:I § _
L, T R, L, G
Rep
T R, =Ry || Rep

Rysunek 6.14: Przeksztalcenie obwodu z rys. b w réwnolegly uklad zastepczy
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Zatem wypadkowa admitancja jest okreslona wzorem:

1

Y=Y +Yc=G+jB= —+
Ry +jwL Rc—jﬁ

Podczas rezonansu tworzaca jg susceptancja jest zerowa. Sytuacje taka mozna
rozpatrze¢ na dwa sposoby. Przede wszystkim po okresleniu bezposredniego wzoru
na cze$¢ urojong Y mozna sprawdzié, kiedy jest ona réwna zeru. Latwiej jest jednak
wyznaczy¢ Yy i Y¢, a nastepnie okresli¢ warunek wzajemnego kasowania sie ich
czesci urojonych. Mianowicie,

Y. =GL—jBL
RL oL
dzie Gy = ————-—aB; = ————, za$
B L R w2 T Ry L2
Yc=Gce+jBc
. Rc ch
gdzie Gc = ————aBc= "7
C + w?C? RC + w?C?

Podczas rezonansu B =0 i w = wy, wiec mozna zapisa¢ réwnanie:

1L
_wOL wOC

B=-B;+Bc=

2 2712 2 1
RL+w0L RC+_w§C2

ktérego rozwigzaniem jest:

2
L-R:C

Wo=,| —————
°7\ LCw-R20)

czyli:
1 L-R:C 1
“2nvIC\ L-R:C  2mVIC

fo (6.32)

Sensowne rozwigzanie, czyli rzeczywistg warto$¢ fy, mozna uzyskac tylko wtedy,
gdy parametry elementéw spetniajg nastepujgce warunki:

RZ<£ i R <£
L>¢ ¢ c

inaczej:

Rr<VLIC i Rc<VL/C
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Nalezy zauwazy¢, ze r6wnos$¢ Rc = v L/ C jest niedopuszczalna, gdyz oznacza
niewykonalne dzielenie przez zero. Rownos$¢ R; = v L/ C odpowiada natomiast
zerowej czestotliwosci rezonansowej, czyli obwodowi pradu statego, w ktérym
cewka stanowi zwarcie, a kondensator — przerwe. Jezeli Ry = R¢ = 0, to wzor
pokrywa si¢ z réwnaniem (6.28).

6.4.3 Uklad z rysunku

Obwdd rezonansowy z rys. jest szczegdlnie ciekawy. Charakteryzuja go dwie
czestotliwosci rezonansowe, gdyz moze w nim wystepowac zar6wno rezonans
réwnolegty (zob. problem[P6.3), jak i szeregowy.

Uktad ma duze znaczenie praktyczne jako ogélny obwdd zastepczy, w ktory
mozna przeksztalci¢ dowolne potaczenie elementéw R, L i C. Ponadto uklad sta-
nowi elektryczny model rezonatora kwarcowego, czyli elementu elektromechanicz-
nego, ktéry jest powszechnie stosowany w elektronice.

6.4.4 Rezonator kwarcowy

Dziatanie rezonatora kwarcowego opiera sie na zjawisku piezoelektrycznym, ktére
polega na przemianie energii mechanicznej (drgania ptytki krystalicznej) w elek-
tryczng. Rezonans mechaniczny przekltada sie przy tym bezposrednio na rezonans
elektryczny, tak ze element moze by¢ postrzegany jako obwdd rezonansowy o duzej
dobroci (od 10* do 10°), ktérg trudno uzyskag, stosujac cewki i kondensatory. Z tego
powodu rezonatory kwarcowe sg stosowane w bardziej zaawansowanych urza-
dzeniach, w ktérych wymagane sg mata stratno$¢ i wysoka selektywnos$¢ obwodu
rezonansowego przy niewrazliwo$ci na temperature.

Rysunek [6.15b pokazuje elektryczny uktad zastepczy rezonatora. Obecnosc¢
galezi z szeregowym potaczeniem Ry LCs decyduje o mozliwo$ci wystgpienia rezo-
nansu szeregowego dla czestotliwosci fs, gdy

1

wl =
wCq

(6.33)

Odmienna natura charakteryzuje rezonans réwnolegty, ktéry zachodzi dla wyzszej
czestotliwosci fp,, gdy wypadkowa reaktancja indukcyjna szeregowego potaczenia
Ry LCs rezonuje z reaktancjg Cy, czyli

1
— =Im(R; LCy) (6.34)
wCp
Rysunki i|6.15d pokazujg zmiany reaktancji i impedancji zastepczej re-
zonatora w funkcji czestotliwos$ci f. Wartosci bezwzgledne obydwu wielkosci sg
mate dla f, a bardzo duze dla f,. Konkretne wzory na czestotliwosci fs i fp, mozna

poznaé, rozwiazujac problemy i[P6.3]
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a) b)
C, L R,
[ 111
II:II
||
e
d)
A
1Z|
R ,,,,,,,,,,
R
0 f ik :

Rysunek 6.15: Rezonator kwarcowy: (a) symbol graficzny, (b) elektryczny uktad zastepczy,
(c) i (d) wykresy czestotliwosciowe

6.5 Filtry elektryczne
jako praktyczne zastosowanie rezonansu

Fakt, ze polaczenie LC zachowuje sie jak zwarcie podczas rezonansu szeregowego
(rys. lub jako rozwarcie podczas rezonansu réwnolegtego (rys.[6.17), stanowi
podstawe dzialania filtréw elektrycznych. Uklady te znajduja wiele zastosowan
w urzadzeniach elektronicznych, takich jak odbiorniki radiowe, telewizyjne i sateli-
tarne. Filtr przepuszcza sygnaly z pewnego zakresu (pasma) czestotliwosci, a thumi
sygnaly, ktérych czestotliwosci leza poza pasmem przepustowym.

Filtr z rys. [6.16f, ktérego dziatanie mozna opisa¢ charakterystyka z rys.
blokuje czestotliwosci nizsze od f; i wyzsze od f>. Przepuszczane sg sygnaly wej-
Sciowe o czestotliwoSciach z zakresu szerokoS$ci pasma, co wynika z tego, ze dla
czestotliwo$ci rezonansowej i w jej otoczeniu (czestotliwosci nalezace do pasma)
wyjscie jest zwarte z wejsciem i przejmuje sygnat w catosci (rys.[6.16p). Takie filtry
sg okre§lane mianem pasmowoprzepustowych.
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a) b)

Rysunek 6.16: Pasmowoprzepustowy filtr rezonansowy: (a) schemat i (b) uktad zastepczy
podczas rezonansu

Analogicznie obw6d rezonansowy z rys. mozna utozsamiac z filtrem
rownoleglym. Podczas rezonansu potaczenie LC reprezentuje soba przerwe, tak
jak na rys. [6.17b, nie dopuszczajac do przechodzenia sygnatu wejsciowego na
wyjécie, dopoki czestotliwo$¢é nie wykroczy poza pasmo (otoczenie czestotliwosci
rezonansowej). Z tego powodu filtry takie nosza nazwe pasmowozaporowych.

a) I I b)
Przerwa
a ~— C —e b a ~— — b
LYy Yy
Uin X L Uout Uin Uout

T I

Rysunek 6.17: Pasmowozaporowy filtr rezonansowy: (a) schemat i (b) uklad zastepczy
podczas rezonansu

Znane sg rézne sposoby realizowania filtréw elektrycznych z wykorzystaniem
rezonansu szeregowego i rownoleglego w obwodach LC. Obwdéd rezonansowy moze
np. zostaé potaczony réwnolegle z wyjSciem i wtedy rezonans szeregowy wiaze sie
z ttumieniem sygnalu wej$ciowego, a rezonans réwnolegly — z przepuszczaniem

(zob. problem|P6.7).

6.6 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja sg podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-

cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.
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6.6.1 Pytania

Pytanie Q6.1

Narysowac¢ wykresy analogiczne do tych z rys. przyjmujac, ze R jest state,
a L/ C zmienia sie.

Wskazéwka

Wykresy powinny by¢ podobne do tych z rys. ale wszystkie musza mie¢ takq
samg warto$¢ maksymalna, ktéra wystepuje przy czestotliwosci rezonansowe;j.

Pytanie Q6.2
Wyprowadzi¢ wyrazenia okreslajace Ry, i L, w obwodzie z rys.|6.13p.

Odpowiedz
1 RL2+LL)2L2 . 1 R 2+ w?I2
Pytanie Q6.3

Wyznaczy¢ czestotliwos$¢ rezonansows fj réwnoleglego obwodu z rys.|6.11f, rozpa-
trujac rownowazne szeregowe polaczenie RLC.

Pytanie Q6.4

Okresli¢ R, w obwodzie z rys. |6.13b, wiedzac, ze wL > R;. Nalezy odnies¢ si¢
do odpowiedzi na pytanie|Q6.2

Pytanie Q6.5

Okresdli¢ Q i Wp oraz zwiazek miedzy nimi w obwodzie z rys.|6.12pb. Nalezy wykorzy-
sta¢ wyniki z podrozdziatu[6.4.2} ktory dotyczy analizy tego samego ukladu.

Wskazéwka
G

2nCy’

Nalezy wykazac, ze Wg =
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6.6.2 Problemy rozwiazane

Problem P6.1

Obliczy¢ L, R, Q i Wp w szeregowym obwodzie RLC, ktérego krzywa rezonansowa
ma ksztatt pokazany na rys. aC=0,1uF.

’ /N

0 fi=2,7kHz £=2,9kHz f
fo=2,8kHz

Rysunek 6.18: Wykres do problemu

Rozwiazanie

Wz6r (6.2) na czestotliwo$¢ rezonansowg wykorzystujemy do obliczenia indukcyj-
nosci:

1 1
L= = =33[mH
4n2fy>C  4-mw2-2800%-0,1-1076 ()
Po ustaleniu szeroko$ci pasma:
Wp =2900 - 2700 = 200 [Hz]
i dobroci: 2800
Q = ﬁ =—=14
Wp 200
mozna wyznaczyc rezystancje
wL wol 2mfyL 2-mw-2800-0,033
Q - = R = = = =41 [Q]
R Q Q 14
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Problem P6.2
Wyprowadzi¢ wyrazenie na czestotliwo$¢ rezonansu szeregowego w elektrycznym
uktadzie zastepczym oscylatora kwarcowego z rys.[6.15p.

Wskazéwka
Po okresleniu impedancji zastepczych gatezi:

1
Z1=R+j(a)L— )
wCq

Zy = —j !
2=7) wCy
mozna zapisa¢ wz6r na impedancje zastepczg catego uktadu:
VAVZ,
z=-"122 _R4jx
VAR VD)

Podczas rezonansu X = 0, co stanowi podstawe do wyprowadzenia réwnania okre-
§lajacego szukang czestotliwosc.

Problem P6.3
Wyznaczy¢ czestotliwos$¢ rezonansu rownoleglego w ukladzie zastepczym oscyla-

tora kwarcowego z rys.|6.14p.

Wskazéwka

Nalezy okresli¢ admitancje obydwu gatezi, a nastepnie dodaé je w celu uzyskania
zastepczej admitancji obwodu, ktérej cze$¢ urojona powinna byé réwna zeru przy
rezonansie. Pierwsza galagZ obwodu zawiera trzy elementy i dlatego:

) 1
= Y] =

R+j(oL- )

Z]ZR+j

wlL -

wCq

przy czym wL > w%g zapewnia, ze galagZ ma charakter indukcyjny. W drugiej gatezi
jest tylko jeden element, kondensator, wiec
Yg = ja) Cp

Wypadkowa admitancja stanowi sume:

Y= Y1+Y2:G+jB: +j(1)Cp

R+j(wL—u+Cs)

Podczas rezonansu susceptancja B = 0, co pozwala zapisa¢ réwnanie z niewia-
domag f, ktérego rozwigzanie daje wzoér na szukang czestotliwo$¢ rezonansowa.

289



Saeed & Parfieniuk

Problem P6.4

WyznaczyC Qs, Rior, C, Qp i Wp dla réwnolegltego obwodu rezonansowego
zrys.[6.19a. Dane sa: wg = 2500krad/s, Ry =40kQ, R =10Q oraz L = 10mH.

a) b)
e T et o) W] 6 ot
L
R

Rysunek 6.19: Schematy do problemu

Rozwiazanie
Galgz zawierajaca szereg RL przeksztalcamy do réwnowaznego uktadu ré6wnole-
glego, ktéry pokazano na rys.[6.19p. W zmodyfikowanym obwodzie

1 R—-jwL _ R—-joL 1 1
" R+jol  (R+jol)(R-jol) R2+w?I2 R, Jwl,
czyli:
R®+ 2> 102+ (2,5-106)*10732
Rp = = =625 [kQ]
R 10
R +w2I? 10%+(2,5-108-1073)°
p=——5— = - -1073 = 0,001 [H]
WL (2,5-109)
Zatem:
S ! =160 [pF]
Lp-w*  1073.(2,5-106)°
Rt = Rs | Ry = 2625 _ 501100
et S TP T 04625
wL 6 10-3
Qi=— =2,5:10°-107/10= 250
Riot 38000
= = =15,2
L wL, 2,5-106-1073
o 2,5-108
Wp=— = = 164,47 [krad/s] = 26,19 [kHz]
Q 152
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Problem P6.5

Dla szeregowego obwodu z rys. obliczy¢ czestotliwo$¢ rezonansowa fj, wspoét-
czynnik dobroci Qs, wsp6tczynnik thumienia d, szeroko$¢ pasma Wj i czgstotliwosci
graniczne. Dane sg: R=100Q, L=0,5H, C=0,4uF oraz E = 10060V,

Rozwiazanie
Najpierw wyznaczamy czestotliwo$¢ rezonansowa:

1 1
fo= = =356 [Hz]
2nVLC  27m4/0,5-0,4-1076
anastepnie obliczamy pozostate wielkoSci:
L 2nfyL
Q=L _ZmhL_ ),
R R
1
d=—=0,089
Q
Wg = fo_3o1,
Q
W 32
fi=f _TB =356~ - =340 [Hz]

W, 32
f2=f0+TB=356+?:372[HZ]

Problem P6.6

W obwodzie z obliczy¢ I,Ug,Uc i Uy, podczas rezonansu oraz moc dla czestotli-
wosci granicznych.

Odpowiedz
I=16" A, Up =100e*"V, U, = 1118V, U = 1118 1%V, a Pj, , = 50 W.

Problem P6.7

Opierajac sie na dyskusji z podrozdziatu 6.5 dotyczacej filtrow elektrycznych, omé-
wic dziatanie ukladéw pokazanych na rys. Jak modyfikowane sg sinusoidalne
sygnaly wejsciowe o réznych czestotliwosciach: réwnej czestotliwosci rezonan-
sowej, wiekszej i mniejszej? Co otrzymujemy na wyjéciu w odpowiedzi na stale
napiecie na wejsciu? Naszkicowac krzywe rezonansowe, wzorujqc sie na rys.
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a b
) R ) R
S I
X 3
Uin Uout Uin XL = X C Uout
Xe —/

Rysunek 6.20: Schematy do problemu

Wskazéwka

Podczas rezonansu szeregowe potaczenie LC zachowuje sie tak, jakby zwarcie
bylo w jego miejscu, wiec napiecie na wyjsciu jest zerowe. R6wnolegty obwoéd
LC zachowuje sie natomiast tak, jakby byta przerwa, czyli napiecie wyjSciowe jest
réwne wejSciowemu pomniejszonemu o spadek na R.

Problem P6.8

Jak zmienitoby sie dziatanie i charakterystyki uktadéw z rys. ktérych dotyczy
problem|P6.7} po przeksztatceniu ich do postaci pokazanej na rys. Cewka ide-
alna zostata zastapiona uproszczonym schematem cewki rzeczywistej: potaczeniem
szeregowym indukcyjnosci L i rezystancji r.

a) b)

(]i n XL Uout (]in

XCT

Rysunek 6.21: Schematy do problemu

Wskazéwka

Nie mozna prosto stwierdzié, ze wystepuje zwarcie lub rozwarcie w miejscu obwodu
rezonansowego. Trzeba rozpatrze¢ jego impedancje i rezystancje zastepcza.
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Problem P6.9
Udowodni¢, ze w obwodach z rys.

Ri% + w?I?
Rpp=———
Ry
2 1
Rc™+ ze
Rop=——2%
Rc
RZ + w*L?
P w2l
1
_ w?C
CP - 2 1
Re™+ e

Problem P6.10

Okresli¢ wzor na Q obwodu z rys. wykorzystujac rozwiazanie problemu[P6.9}
ktéry dotyczy tego samego uktadu.

Wskazowka
. .. XCp 1 . 1
Z definicji Q = — = , gdzie G= — =G+ G¢.
G X1pG Ry
6.6.3 Quiz
Quiz 6.1

Prad w szeregowym obwodzie RLC przyjmuje maksymalne natezenie 2 A. Obli-
czy¢ pojemno$¢ C i spadki napie¢ na wszystkich elementach obwodu, wiedzac,
ze L =80uH, R =300Q, a wspétczynnik dobroci wynosi 50.
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Rozdzial 7

Stany nieustalone

Wprowadzenie

W poprzednich rozdziatach przyjmowano, ze rozpatrywane obwody sg w stanie
ustalonym. Zatozenie takie oznacza, ze elementy uktadu maja ustalone parametry
i sg trwale potaczone od dlugiego czasu (teoretycznie nieskoriczonego).

Niniejszy rozdziat zostal poSwiecony stanom nieustalonym, ktére wystepujq
w obwodach zawierajacych L, C lub jedno i drugie, oprécz R, kiedy uktad nagle
zmienia strukture:

* pewien element zostaje dotgczony do obwodu lub usuniety z niego,
* pewne fragmenty uktadu zostana potaczone lub roztaczone,
» zwiekszy sie lub zmniejszy napiecie albo prad Zrédta.

Wskutek takich modyfikacji obwodu nastepujg przemiany energii zmagazynowane;j
w cewkach lub kondensatorach. W odr6znieniu od zmiany potaczen, przekazanie
energii miedzy elementem reaktancyjnym a pozostatg cze$ciag obwodu nie moze na-
stapi¢ natychmiast. Wykluczaja to wtasciwosci elementéw L i C, gdyz prad w cewce
ani napiecie na kondensatorze nie mogg zmienic¢ sie w sposé6b nieciagty. Dlatego po-
jawia sie reakcja obwodu, zwana stanem nieustalonym, na ktéra nie maja wplywu
7rédla zasilajace, choc jest ona ukierunkowana na osiagniecie ustalonych warto-
$ci pradéw i napiec okreSlonych parametrami i sposobem potaczenia Zrédet oraz
elementéw pasywnych.

Obwody w stanie nieustalonym bedziemy analizowaé gléwnie w dziedzinie
czasu, stosujgc metode klasyczng. Dla poréwnania pokazane zostang jednak przy-
ktady wykorzystania transformacji Laplace’a, ktéra utatwia analize, umozliwiajac
przeksztatcenie wielkosci elektrycznych z dziedziny czasu do wygodniejszej dzie-
dziny czestotliwos$ci zespolone;j.
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a) b) c)
A A A
y=1__
0 t
¢ ¢ 1-¢e”
y=1 y=1
0 ; 0 ¢
d) €) f)
A A A
0 ‘- 0 ‘-
y=-1 y=-1
e'—1
—e -’
0 ‘-
=
g) h) i)
A A A
0 1 t t y=1

Rysunek 7.1: Funkcje wyktadnicze uzyteczne w analizowaniu stanéw nieustalonych
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7.1 Istota stanu nieustalonego a funkcje wykladnicze

Stan nieustalony jest zjawiskiem $ciSle zwigzanym z magazynowaniem energii
w kondensatorach i cewkach oraz jej odzyskiwaniem. W obwodach RC ma on
charakter elektrostatyczny (energia pola elektrycznego), a w obwodach RL — elek-
tromagnetyczny (energia pola magnetycznego). W obwodach zawierajacych ele-
menty L oraz C stan nieustalony jest zwigzany tak ze zjawiskami elektrostatycznymi,
jak i magnetycznymi.

Stan nieustalony polega na wystepowaniu przej$ciowych (ang. transient) skla-
dowych pradéw i napiec. Takie sktadowe zanikajg z czasem, bedac wyktadniczo
zalezne od niego. Rysunek[7.1|pokazuje funkcje o charakterze wyktadniczym, ktére
sg wykorzystywane do opisywania stanéw nieustalonych.

7.2 Szeregowe polaczenie RC

7.2.1 Uwagiogdlne

Stany nieustalone zwigzane z dzialaniem kondensatora oméwimy, opierajac sie
na ukladzie z rys.[7.2h. Uktad zawiera przetacznik S, ktéry pozwala ustanawiac trzy
obwody pracy kondensatora.

Gdy S jest w pozycji 0, tak jak na rys.[7.2j, nie ma zadnego zamknietego oczka,
wiec prad nie moze ptynac w gatezi z C. Kondensator jest stanie spoczynku i utrzy-
muje w sobie tadunek, ktéry znajdowat sie tam w momencie ustawienia przetacz-
nika na pozycje 0. Zat6zmy, ze tadunek jest zerowy, co utatwi nam rozwazania.

Gdy S jest w pozycji 1, tak jak na rys. [7.2b, kondensator moze tadowac sie
ze 7Zrédla napiecia E. Prad ptynie, dop6ki kondensator nie zostanie natadowany;,
przy czym jego natezenie zmniejsza sie w miare zwiekszania sie tadunku i napiecia
na C. Zatem prad jest przejSciowy i zwigzany ze stanem nieustalonym. Poczgtkowe
natezenie pradu jest ograniczone ilorazem napiecia E i rezystancji R.

Rysunek 7.2: Stan nieustalony w szeregowym potaczeniu RC: (a) uklad spoczynkowy, (b) ob-
wdd fadowania C ze zZrédia i (c) obwdd roztadowania C przez R
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Gdy S jest w pozycji 2, tak jak na rys.[7.2c, kondensator moze roztadowywac sie.
Dopoéki na kondensatorze jest tadunek, prad ptynie przez opornik R, ktéry zamienia
energie elektryczna w ciepto rozpraszane do otoczenia. Natezenie pradu maleje,
gdyz tadunki opuszczajg kondensator i zmniejsza si¢ napiecie miedzy jego oklad-
kami. Podobnie jak przy tadowaniu, mamy do czynienia z prgdem przejSciowym
i stanem nieustalonym.

Rozpatrujgc stany nieustalone w szeregowym potaczeniu RC, bedziemy wyko-
rzystywac réwnania i informacje zwigzane z dziataniem kondensatora, ktére zostaty
przedstawione w podrozdziale

7.2.2 Ladowanie kondensatora

Rozpatrzmy spoczynkowy uktad z rys. [7.2p. Zalézmy, ze w przedziale czasu
—oo < t < 07 przelacznik S byt w pozycji 0, a gc (1), uc(t) i ic(t) byly zerowe.
W chwili t = 0" przetacznik S zostaje przestawiony w pozycje 1, co powoduje
zmiane topologii obwodu na te z rys.[7.3a. Wskutek fadowania sie kondensatora
wystepuje stan nieustalony, podczas ktérego uktad zastepczy przechodzi od po-
staci pokazanej na rys. do postaci z rys.[7.3f. Interesuje nas sposob, w jaki
zmieniajq sie prad, tadunek i napiecia.

Wzory na sktadowe przejSciowe pradu ic(t), tadunku gc(f) i napiecia uc(?)
mozna wyprowadzié r6znymi sposobami. W przypadku tak prostego obwodu spraw-
dzi sie metoda klasyczna, polegajaca na bezposrednim przeksztatcaniu réwnan
r6zniczkowych.

b) ©)
t=0": ic(t)=E/R t—>w: i)=0

(max.)

zwarte T uc(t)=0 przerwa T ucdt)=E

(max.)

T ur(f) R T up(f) = E R T up(f)="0

Rysunek 7.3: Stan nieustalony wynikajacy z dotgczenia szeregu RC do Zrédta napiecia
stalego: (a) schemat obwodu, (b) schemat zastepczy na poczatku stanu nieustalonego
i (c) schemat zastepczy po zakoniczeniu stanu nieustalonego
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Na podstawie napieciowego prawa Kirchhoffa:

duc(1)

E=uR(t)+uC(t)=RiC(t)+uC(t)ZR[C T + uc(t) (7.1)
czyli:
E—uc(t) _ duc(r)
RC  dt
lub inaczej:
M = Ldt (7.2)
E—uc(t) RC

Calkujac obydwie strony, uzyskujemy:
d
[duco [ Lok
E—uc(t) RC

t
—In(E—-uc(t) = E+K

czyli:

oraz

1
E—uc(t)=e rcleK

a ostatecznie: 1
uc(t)=E- eKe et

Wz6r mozna doprecyzowaé, uwzgledniajac przyjete zalozenie, ze uc(t) =0
(zwarcie w miejscu C) dla ¢t = 0*. Z takich warunkéw poczatkowych wynika,
ze eK = E, czyli uc(t) = E - Eeme!, Podstawiajac A = RC, otrzymujemy finalng
postac pierwszej z szukanych zaleznosci:

uc(t) =E(1—e‘%) (7.3)

Znajac napiecie na kondensatorze, mozna wyznaczy¢ tadunek zgromadzony
w tym elemencie:

ge(t) = Cuc(t) =CE(1—e‘i) (7.4)
Na tej podstawie, wykorzystujac definicje pradu, uzyskujemy wzo6r na natezenie:
. dgc(®) E _:
) = = — A 7.5
ic() T N (7.5)
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Réwnania opisuja przebiegi, ktore zostaly pokazane razem na rys.[7.4p. Z wy-
kresu wida¢, ze uc(¢) i gc(t) rosng wyktadniczo, dgzac asymptotycznie do wartosci
ustalonych, czyli odpowiednio E i CE, podczas gdy ic(f) maleje do zera:

uc(t) — E
gc(t) — CE dla t — oo
ic()—0

Wyniki s zgodne z tym, co zostato powiedziane w podrozdziale[2.6|o dziataniu
kondensatora w obwodzie pradu statego. Rownanie (7.5) oraz rys.[7.4p potwierdzaja,
Ze w stanie ustalonym (¢t — oo) prad nie ptynie w gatezi z kondensatorem.

a) b)
A
qc(t), ic(t), uc(t), up()

qc(?)

CE

t
E/R uc(?)

i) ug(?) .

Rysunek 7.4: Stan nieustalony wynikajacy z dotaczenia szeregu RC do Zrédta napiecia
statego: (a) schemat obwodu i (b) przebiegi wielko$ci elektrycznych

7.2.3 Stala czasowa

Czas i szybko$c¢ tadowania kondensatora zalezg od jego pojemnoSci oraz rezystan-
¢ji, ktéra ogranicza natezenie pradu tadowania. Zamiast podawaé wartos$ci tych
dwoch parametréw, uktad RC mozna scharakteryzowac pod wzgledem szybkosci
przemijania stanu nieustalonego jednym wspoétczynnikiem, A = RC, ktory jest
nazywany stalg czasowg i okre§lony w sekundach.

Stata méwi, w jakim czasie prad w gatezi RC osiagnalby natezenie odpowiada-
jace stanowi ustalonemu, gdyby jego natezenie zmieniato sie liniowo. Stalg czasowq
mozna okresli¢ geometrycznie, punktem przeciecia osi czasu i stycznej do krzy-
wej natezenia pradu w punkcie przeciecia tej krzywej z osig natezenia. Zostato
to objasnione na rys.[7.5.

Rysunek[7.5b ilustruje natomiast wptyw A na ksztatt przebiegu pradu tadowania.
Wieksza stata czasowa odpowiada przebiegowi opadajacemu bardziej stromo.
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a) b)

ic(®)

]Cmax ICmax
Iemix=E/R

7\,]>7\.2>}\.3

0 & p»
Rysunek 7.5: Graficzna interpretacja statej czasowej i wplywu jej zmian na przebieg pradu

Stalg czasowa mozna wykorzystywaé do estymowania czasu, po uplynieciu
ktérego mozna powiedzie¢, ze stan nieustalony sie zakonczyt. W praktyce przyjmuje
sie, ze stan ustalony zostaje osiagniety po uptywie t = 51...10A sekund.

Tak samo okres$lona i interpretowana stata czasowa charakteryzuje przebieg
roztadowania kondensatora, co zostanie pokazane w podrozdziale

Stalg czasowa mozna tez charakteryzowaé uktady RL, w ktérych cewka jest
elementem odpowiadajacym za wystapienie stanu nieustalonego, a jej indukcyj-
no$¢ wplywa na czas jego trwania. Stala jest inaczej definiowana, A = L / R, ale jej
jednostka i interpretacja pozostajq takie same jak w przypadku kondensatora.

7.2.4 Rozladowanie kondensatora

Zal6zmy, ze obwdd z rys. w przyblizeniu osiagnat stan ustalony w chwili ¢ = 1,
i pozostawal w tym stanie do momentu ¢t = f, >> f;, w ktérym przetacznik S
zostat przestawiony w pozycje 2. Topologia uktadu przyjmuje postac z rys.[7.2,
tak ze w pelni naladowany kondensator zaczyna roztadowywac sie, powodujac
przeptyw pradu przez R.

Ladunek zakumulowany w C zmniejsza si¢ od Q = CE do zera, gdy ¢ — oo,
zgodnie z nastepujacym réwnaniem:

-ty

qc(t)=CEe T (7.6)
Na podstawie tej zalezno$ci mozna wyprowadzi¢ wzory na uc(f), ic(t) i ugr(#),
co jest przedmiotem problemu

Odpowiednie przebiegi widnieja na rys.|[7.6|jako fragmenty zwigzane z roztado-
waniem. Zostaty one poprzedzone krzywymi zwigzanymi tadowaniem i osigganiem
stanu ustalonego, by umozliwi¢ poréwnanie przebiegow.
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a) b)
qc() uc(?)

CE

\
\

tadowanie

stan ustalony
roztadowanie

tadowanie

stan ustalony
roztadowanie

|
|

c) d)

ic(9) u(t)

~E/R —E

Rysunek 7.6: Przebiegi zwigzane z tadowaniem i roztadowaniem kondensatora

7.3 Szeregowe polaczenie RL

7.3.1 Dolaczenie szeregowego polaczenia RL do Zrédla napiecia stalego

Stany nieustalone wynikajace z dzialania cewki mozna rozpatrywa¢é, wykorzystujac
uktady z rys. Schemat i sposéb postepowania sg bardzo podobne do tych, ktére
dotyczyly stan6w nieustalonych zwigzanych z kondensatorem.

Zat6zmy, ze w uktadzie z rys. przetacznik S pozostawat w pozycji 0 dla ¢ < 0,
aw chwili 1 = 0" zostaje przetaczony w pozycje 1, tak ze zaczyna dziata¢ obwod
o topologii pokazanej na rys.[7.7p.

Poczatkowe dzialanie obwodu mozna reprezentowa¢ uktadem zastepczym
ZTYS. . Gdy t =07, cewka L silnie przeciwdziata przeptywowi pradu, zachowu-
jac sie tak, jakby w jej miejscu byta przerwa, wiec iz () =0, za$ uy(f) = E = max.

Z czasem reakcja indukcyjnoSci stabnie i dzialanie obwodu przybliza uktad
zastepczy z rys.[7.8kc. W stanie ustalonym L zachowuje sig tak, jakby w jej miejscu
bylto zwarcie, wiec i;(f) = E/ R =max, a ur(t) =0.
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Rysunek 7.7: Stan nieustalony w szeregowym potaczeniu RL: (a) uktad eksperymentalny;,
(b) obwdd dotaczenia RL do Zrédta napiecia statego i (c) zamkniety obw6d RL

a) b) c)
t=0": iy(H=0 t—> o : if()=E/R

(max.)

przerwa T u(?) :( f;x) zwarte T u(1)=0

uR(I) =0 R T up(f) =FE

[ E

Rysunek 7.8: Stan nieustalony wynikajacy z dotaczenia RL do Zrédta napiecia statego:
(a) schemat obwodu, (b) schemat zastepczy na poczatku stanu nieustalonego i (c) schemat
zastepczy po zakoniczeniu stanu nieustalonego

Natezenie pradu przejsciowego zmienia sie wedtug zaleznosci

i (0= g(l—e‘%) 7.7)

a napiecie na cewce — wedlug
ur(r) = Ee™7 (7.8)

Odpowiednie przebiegi napiecia i natezenia pradu cewki widnieja na rys.[7.9pb.
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Wyprowadzenie rownan (7.7) i (7.8) jest przedmiotem problemu i opiera
sie na wyrazeniu catkowym

1
ir(t)= quL(t)dt

ktére jest rownowazne wzorowi (1.26).

a) b)
A
ur (1), ir(1)
ILmax =E/R
ir(?)
. E
HL(f)
0 e

Rysunek 7.9: Stan nieustalony wynikajacy z dotaczenia RL do Zrédta napiecia statego:
(a) schemat obwodu i (b) przebiegi wielko$ci elektrycznych

7.3.2 Zamkniecie obwodu RL przy niezerowym warunku poczatkowym

Zal6zmy, ze obwdd z rys. w przyblizeniu osiagnat stan ustalony w chwili #;,
a nastepnie pozostawat w tym stanie do momentu t, >> t;, w ktérym przetacznik S
zostaje przestawiony z pozycji 1 na 2. Obwodd przyjmuje postac z rys. iwchodzi
w stan nieustalony, gdyz cewka stara sie podtrzymac napiecie, ktére wystepowato
na niej wskutek dziatania Zrédta E, i powoduje przeptyw przejSciowego pradu przez
opornik R.

Natezenie pradu i napiecie na cewce zmieniaja sie w sposéb pokazany
narys. linig ciagta. Chodzi o fragmenty odpowiadajace przedziatowi czasu
t > 1y, w ktérym przebiegi sa okreS§lone wyrazeniami

=1y

= Lot (7.9)
L - R .

oraz
e

up(f) = —Ee~ 1 (7.10)

Znak minus poprzedzajacy E we wzorze (7.10) wskazuje, ze przejSciowe napiecie
na cewce ma zwrot przeciwny do pradu.
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a) b)
A
ur(?), ir(?) ‘
E/R g L
~

E~ / i ir(f)

0 t]_ 15} 4t>
ML(I)

-El—

Rysunek 7.10: Stan nieustalony wynikajacy z zamkniecia szeregowego polaczenia RL
przy niezerowym warunku poczatkowym: (a) schemat obwodu i (b) przebiegi

7.4 Por6éwnanie obwodéw RL i RC pod wzgledem stanéw
nieustalonych

Uzyskane rezultaty zostaty zestawione w tabeli[7.1] Pozwala ona poré6wnac przebiegi
przejsciowych sktadowych pradéw i napie¢ w obwodzie o charakterze elektrosta-
tycznym (RC) z przebiegami w obwodzie o charakterze magnetycznym (RL).

7.5 Stan nieustalony w szeregowym polaczeniu RLC

Zmiana topologii obwodu, ktéry zawiera indukcyjno$¢ L oraz pojemnosc¢ C, po-
woduje wystapienie stanu przejSciowego o charakterze mieszanym: jednocze$nie

elektrostatycznym i magnetycznym. Przebieg zmian pradu, napiecia i tadunku
zalezy od wartoSci R, Li C.

R L C
_:_N\('\_| |—
of (i)

Rysunek 7.11: Stan nieustalony w szeregowym potaczeniu RLC
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Tablica 7.1: Stany nieustalone w szeregowych potaczeniach RCi RL

RC RL
A=RC A=L/R
1
1
0
0 R c 2 L
E
E
R
R
. " S w pozycji 1 | S w pozycji 2
H_ S w pozycji 1 e S w pozycji 2 [+ >
uelt) ur(1)
6 .
E ; Magazynowanie energii
' Ee -2/ 4 magnetycznej
E(l-¢"") i .
i Ee’”V
Magazynowanie ¢
energii elektrostatycznej t
0 o o 0 h b
i) _pe -2/
EIR £
. i)
E/R)e """ .
(E/R)e EIR ‘ ‘
t i (EIRye™ =™
0 f b (E/R)(1—¢ ")
!
—(E/R)e ¢~/ 0 A t
—E/R n n
ur(t) u(?)
E E
Ee =22
etk E(1-¢"")
e
t !
0 1 A 0 h 23
_Ee -2/ 2
-E
qc(?)
CE
CE(1 *e"“) CEe(-™/2
t
0 a1 t
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Wyjasnijmy to na przyktadzie obwodu RLC z rys. zakladajac, ze wlacznik
S zostal zamkniety w chwili £ = 0*. Ustalona sktadowa pradu jest wtedy zerowa,
is(t) = 0A, gdyz kondensator w obwodzie pradu statego zachowuje sie tak, jakby
w jego miejscu byla przerwa. Plynie jednak przej$ciowy prad i;(t) zwiazany z fado-
waniem kondensatora ze Zrédla E, czyli

(1) =0+i(D) (7.11)

zas
ugr(t) = Ri(t)

di(t)
u(f)=L— (7.12)
_Lr. _q()
uc(t) = C/l(t)dt— o

Zgodnie z napieciowym prawem Kirchhoffa suma napie¢ w obwodzie jest réwna
zer
ur() +ur () +uc(t) —E=0
czyli
di(r)
dt
Rézniczkujac to rownanie wzgledem ¢, uzyskuje sie:

Ri(t)+ L

+lf (1)t = E (7.13)
C l = .

. 2.
diy 70 +éi(t) =0

R _
dr dr?

lubi j:
. ditn | Rdity | 1 i()=0 (7.14)
de2 L dt ILC '
Wyrazenie to przedstawia sobg liniowe réwnanie r6zniczkowe drugiego rzedu
o statych wspélczynnikach. Ogélne rozwigzanie takiego réwnania ma postac:

i(t) = Kje®! + Kye®! (7.15)

gdzie K i K, sa stalymi, ktérych wartosci zaleza od konkretnych warunkéw po-
czatkowych (brzegowych), za§ wspoétczynniki a; i @y decydujg o charakterze stanu
nieustalonego i sg okreslone wyrazeniami:

R R2 1 R R2 1
ay=———

— = — - 7.16
2L\ 412 IC 2L \ 412 IC (7.16)

a) =—

1 Jezeli E = 0, czyli nie ma zrédla, z ktérego energia bytaby dostarczana do obwodu, to stan
nieustalony nie wystapi.
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a wiec zalezg od parametréw elementéw uktadu. Mozna rozréznié cztery mozliwe
przypadki zachowania si¢ obwodu, ktére zostaty scharakteryzowane w tabeli[7.2}

Tablica 7.2: Mozliwe warianty stanu nieustalonego w szeregowym potaczeniu RLC

Bezstratno$¢ (brak thumienia)

i(?)

R=0

_ /-1 . —4
a12="7F EzﬂwC —¢ ot

i(f) = K& + Ke ! = Iy sin (w1 + ¢)

Niewielkie straty (przyttumianie)

R? 1
_<_
412 T IC

R+, 1 R? bij
Ap=——=j|/—=-— =-Pftjw
2= W e a2 J

i(t) = Iye Plsin (wt +¢)

Duze straty (tlumienie bez oscylacji)

10
RZ 1
—_— > —_—
412" LC
a12=-f*w >
wt

i(H)=e Pt (Acoshyt+ Bsinhyt)

Thumienie krytyczne

R2 1 i(t)
42" IC
R
061=062=—ﬁ poas

i) = (K +Kat)e Pt
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7.6 Stany nieustalone w obwodach pradu zmiennego

Reguly, ktére rzadza stanami nieustalonymi w obwodach pradu zmiennego, s takie
same jak w przypadku obwodéw pradu statego. Chociaz ustalone sktadowe pradéw
i napiec sg przebiegami sinusoidalnymi, skladowe przejSciowe pozostajg takie same
jak w uktadach rozpatrywanych do tej pory, gdyz nie zalezg one od natury Zr6det,
ktére zasilajg obwod.

Prad w gatezi obwodu zawsze mozna opisywac suma

i(t) =i (1) +is(2) (7.17)

czyli uwaza¢ go za ztozenie sktadowej ustalonej, is(t), ktéra wymuszaja zrédta, oraz
przejsciowe;j, i;(f), ktérg oblicza sie tak jak w poprzednich podrozdziatach.

Tablica 7.3: Stany nieustalone w szeregowych potaczeniach RC oraz RL i zrédel napiecia
sinusoidalnego

RC RL
R C R L

. _ Epn . . _ Em .
zs(t)—msm(wt+6—<p) ls(t)—ﬁsm(wt+0—(p)
) o] @l
=arctg —— =arctg —
4 ngR ¢ g R
i()=Ke 7 i) = Ke 1
. _L o . o L Enn .
i(H=Ke 7+ sin(wt+6-¢) i(t)=Ke A+msm(wt+9—(p)

1 2
\/—==+R
w?c?
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Ta regula oraz rezultaty uzyskane dotychczas wystarczaja do wyprowadzenia
zalezno$ci, ktére opisujg stany nieustalone w elementarnych obwodach pradu
sinusoidalnego. Otrzymane w ten spos6b wzory przedstawiono w tabeli|7.3| (pota-
czenia RLi RC) orazw tabeli (potaczenie RLC). W potaczeniu szeregowym RLC,
ktore jest zasilane napieciem sinusoidalnym (tabela[7.4), sktadowa przejéciowa
pradu i(t) jest okreslona wyrazeniem, ktére wynika z wnioskowania analogicznego
do rozwazan przeprowadzonych dla przypadku Zrédta napiecia statego.

Zaleznie od wartosci R, Li C oraz relacji pomiedzy nimi, skladowa przejsciowa
przyjmuje jedna z czterech postaci:

1. R=0 - it(1) = Iy sin (w1 + @)
2
2 R—<i — ii(t) =1, e_ﬁtsin(wtﬂp)
' %22 LC m
1
3. 4}? > it(t) = e P! (Acoshyt + Bsinhyt)
1 . _
4 Tm=ie T k= Kne pt

Czytelnikowi pozostawiamy naszkicowanie odpowiednich wykreséw (zob. pro-

blem|[P7.13).

Tablica 7.4: Stan nieustalony w szeregowym potaczeniu RLC i Zr6dta napiecia sinusoidal-
nego

Em

sin(wt+60+
(A=-wL)+R? ( ¥)

is(t) =

1
_ wc—wL
@ = arctg “~p—

Rit(t)+Ldi§(tn +%fit(t)dt:Emsin(wt+(p)

R dit(8) 1 . _ wE
+ 1 Sa2 + i) = 272 cos (wt + @)

d2iy(n)
dr?

i1(2) =i (1) + is(1)
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7.7 Przeksztalcenie Laplace’a jako podstawa operatorowej
metody analizy obwodow

7.7.1 Wprowadzenie

W poprzednich podrozdziatach stany nieustalone analizowano tzw. metoda kla-
sycznag, ktéra wymaga rozwigzywania réwnan rézniczkowo-catkowych. W niniej-
szym podrozdziale przedstawiono podstawy alternatywnej metody operatorowej,
ktéra opiera sie na przeksztalceniu (transformacji) Laplace’eﬂ Podejscie polega
na przekonwertowaniu wszystkich wielko$ci w badanym obwodzie z dziedziny
czasu do dziedziny zespolonej czestotliwosci, wyznaczeniu poszukiwanych pradéw
i napie¢ w nowej dziedzinie, a nastepnie przeksztalceniu wynikéw z powrotem
w funkcje czasu.

Transformacja wymaga wysitku, ale w zamian upraszcza analize uktad6w z niesi-
nusoidalnymi sygnatami wejSciowymi. Pozwala ona zastapic¢ réwnania r6zniczkowe
réwnaniami algebraicznymi, ktére latwiej rozwiaza¢, przy czym w naturalny sposéb
uwzglednione sg warunki poczatkowe. Ponadto wynikiem wyprowadzen jest petna
odpowiedz uktadu, ktéra obejmuje sktadowa spoczynkowa i wymuszona.

7.7.2 Unilateralna transformacja Laplace’a

Unilateralne (jednostronne) przeksztatcenie Laplace’a funkcji x(#) rzeczywistego
parametru ¢ jest zdefiniowane nastepujgco:

T

X(s):L{x(t)}:fx(t)e_”dt:Tlingofx(t)e_Stdt (7.18)
0- 0-

gdzie
s=0+jw (7.19)

jest zmienna zespolona.

W wiekszoS$ci zastosowan ¢ jest utozsamiane z czasem, a s — z czestotliwo-
$cia. Jednostki tych wielko$ci nalezy dobrac tak, zeby wyktadnik potegi w e %’ byt
bezwymiarowy. Zatem przyjecie sekundy za jednostke ¢ implikuje, Ze jednostka s
jest [s71], czyli [Hz]. Symbol 0~ = ‘lgir% (0 — ¢€) reprezentuje chwile poprzedzajaca mo-
ment ¢ = 0, ktory jest objety catkowaniem, co pozwala analizowac funkcje nieciagte
dla ¢ = 0. Nalezy tez zauwazy¢, ze X (s) jest funkcja okreSlong na dwuwymiaro-
wej plaszczyznie zespolonej, tzw. ptaszczyznie s, chociaz x(t) jest funkcja jednej
zmienne;j,

2 Pierre Simon Laplace (1749-1827) — francuski matematyk i astronom, transformacje przedstawit
w 1779.
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W odréznieniu od og6lniejszej transformacji bilateralnej (dwustronnej), w kt6-
rej przedziat calkowania nie jest ograniczony, omawiane przeksztalcenie mozna
stosowac tylko do systeméw przyczynowych, czyli takich, w ktérych zmiany sy-
gnalow wyjsciowych (odpowiedZ) nie mogq wyprzedza¢ w czasie odpowiednich
zmian sygnaléw wejsciowych (wzbudzenia). Poniewaz takimi systemami sg rzeczy-
wiste uktady elektryczne, to ograniczenie nie ma wiekszego znaczenia w praktyce
i okreSlenie ,unilateralna” jest zwykle pomijane.

Dla niektérych funkcji catka nie zbiega do skoriczonej warto$ci, czyli transforma-
cja nie istnieje, za$ dla innych catka zbiega, czyli transformacja jest okreslona tylko
dla pewnego zbioru wartosci s, ktéry nazywamy obszarem zbieznosci (ang. region
of convergence: ROC). Dlatego wyznaczenie przeksztatcenia Laplace’a obejmuje
nie tylko analityczne wyrazenie X(s), ale takze ustalenie ograniczen na s, przy
ktérych wyprowadzony wynik obowiazuje.

Przyklad 7.1

Obliczy¢ unilateralne transformaty Laplace’a przyczynowych funkcji x; (1) = u(?),
X (1) = e~ u(t) oraz x3(t) = sin (wo 1) u(t) , gdzie

0 dlat<o0
u(t) =
1 dlat>0

jest skokiem jednostkowym.

Rozwiazanie
W przypadku pierwszej funkcji

X](S) zfu(t)e_Stdt:fe_Stdtz __e—St —_
N 0 S
-0 0

przy czym catka oraz transformata sa okreslone dla Re{s} > 0, poniewaz takie ogra-

niczenie zapewnia, ze w gornej granicy catkowania lim e~*’ = 0. W dolnej granicy
t—o0

nie ma problemu ze zbieznoscia, bo zawsze lime ™’ = 1. Ustalone ograniczenie
—
wyznacza zatem obszar zbieznoSci.
W drugim przypadku
1

oo oo 1 0o
Xz(s)=fe_‘”u(t)e_”dt:fe_(”“)[dt: - e Y = —
0
-0 0

z obszarem zbieznosci Re{s} > —Re{a}, bo wtedy lim e~ tal =
—00
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Trzecia funkcja sprawia wiecej trudnosci, bo trzeba rozwina¢ sinus w kompozy-
cje zespolonych funkcji wyktadniczych:

eng t_ e—jwot

sin(wgt) = 2

Wtedy

oo [e.o] o0
X3(s) = l,f(ej‘”"t—e_j“'ot)e_”dt=l,fe_(s_j“"’)tdt—l,fe_(”jw‘))tdt
2]0_ 2]0_ 2j

i na podstawie wyniku uzyskanego dla funkcji wyktadniczej x, (¢)

1 1 1 1 wo
X3 = =
2] s—jwo 2] s+jwo s+ wj

pod warunkiem, ze Re{s + jwo} > 0, czyli Re{s} > 0.
O

Mnozac funkcje poddawang przeksztatceniu przez skok jednostkowy mozna
zapewni¢, ze x(f) = 0 dla ¢ < 0, czyli transformacja bilateralna jest r6wnowazna
unilateralne;j.

Dla niektérych funkcji transformata bilateralna jest okreslona tym samym wzo-
rem co unilateralna, ale r6zni sie obszarem zbiezno$ci.

Przyklad 7.2

Okredli¢ i por6wnac bilateralne transformaty Laplace’a nastepujacych funkcji:
x1(1) = e~ u(r) oraz x, (1) = —e~ " u(—1), gdzie a jest liczba rzeczywista.

Rozwiazanie
Na podstawie poprzedniego przyktadu

1
Xi(8)=——
s+a
dlaRe{s} > —a.
Transformate drugiej funkcji opisuje ten sam wzor:
00 0~ _
1 0 1
Xo(s) = f e “u(-ne Stdr=—- f e Cralq = — e raA - _—
s+a o Sta
—0o0 —0o0
ale obszar zbiezno$ci jest inny, mianowicie Re{s} < —a.
O
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Nie jest tatwo obliczy¢ transformate, a szczegélnie odwrdécié¢ przeksztalcenie
Laplace’a, na podstawie definicji, poniewaz trzeba opanowac analize zmiennej
zespolonej. Jednak w praktyce zwykle mozna wykorzystaé gotowe wyniki z tablic
matematycznych, ktére przedstawiaja wzory podstawowych funkcji i odpowiednich
transformat. W tabeli[7.5|zamieszczono przypadki najbardziej przydatne w naszych
rozwazaniach.

Jezeli rozpatrywana funkcja jest ztoZzona i nie mozna bezposrednio wykorzystaé
stablicowanych wynikéw, to nalezy zastanowic sie, czy ktérys z nich nie staje sie
uzyteczny po potaczeniu z pewna wlasciwoscig transformacji. Aby wyznaczy¢ prze-
ksztalcenie odwrotne, czesto trzeba rozklada¢ skomplikowane wyrazenie, ktére
przedstawia transformacje, na sume prostszych wyrazen, np. zawierajacych dwu-
miany w mianownikach.

Tablica 7.5: Transformaty Laplace’a wybranych funkcji

Lp. Funkcja Transformata Laplace’a | Obszar zbiezno$ci
1 . xgt) ;6 (ti) X(=1 cala plaszczyzna s
impuls jednostkowy
2 (1) = u(t) X(s)=1 Re(s) >0
skok jednostkowy
3 x(n)=e X(s)= - Re(s) > —Re(a)
4 x(H=t X(9) =% Re(s) >0
5 x(t) = te™ X(s) = ﬁ Re(s) > —Re(a)
6 | x(=sin(wot+¢) | X(s)=Micosd Re(s) >0
0
7 | x(=cos(wot+¢) | X(s)=c=bensnd Re(s) >0
0
— a—at o3 — Wo —
8 x(t)=e “sin(wpt) X(s) = T arsP Re(s) > —Re(a)
9 x(t) = sinh (wg 1) X(s) = S;‘j‘; > Re(s) >0
1]
10 x(#) = cosh (wg1) X(s) = ﬁ Re(s) >0
Q

7.7.3 WlaSciwoSci przeksztalcenia Laplace’a

W obszarze zbiezno$ci transformacja Laplace’a jest przeksztalceniem jednoznacz-
nym, bo funkcje czasu odpowiadajacg zadanej transformacie mozna odtworzyc,
wykorzystujac wzor na odwrotne przeksztatcenie Laplace’a:

c+joo
x(0) =L {X(s)} = ZLT[] f X(s)e''dt (7.20)

c—joo
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gdzie c jest dowolnym punktem w obszarze zbieznosci. Funkcja i jej transformata
stanowig zatem alternatywne, ale w pelni r6wnowazne reprezentacje tej samej
informacji:
X = X (7.21)
tworzac tzw. pare Laplace’a.
Transformacja Laplace’a jest przeksztalceniem liniowym — jezeli

il e Xi(s)

Zas I
X2(1) — Xs(9)
to
axi (D +bxo(t) < aXy(s)+bXa(s) (7.22)

Po przeksztalceniu catkowanie i r6zniczkowanie funkcji zostaja zastapione
odpowiednio dzieleniem i mnozeniem przez s:

t
f xmdr <= @ (7.23)
0
a
dz(tt) L X9 -x00) (7.24)

Przesuniecie w jednej dziedzinie odpowiada mnozeniu w drugiej dziedzinie:

x(t=Ap) < e Bix(s) (7.25)
eSlix() < X(s—so) (7.26)

Jezeli przebieg jest okresowy:
xO)=xr()+xr(t-T)+x7(t-2T)+... (7.27)

gdzie x7(t) =0dla0<t< T, to

Xr(s)

X(S) = 1— e—Ts

(7.28)

czyli wyznaczenie jego przeksztalcenia Laplace’a sprowadza sie do ustalenia trans-
formaty funkcji opisujacej pojedynczy okres.

Transformacje Laplace’a charakteryzuje wiele innych ciekawych wtasciwosci,
ktére opisano w ksigzkach [12] i [18]. Przedstawione wyzej fakty wystarczaja jednak
do zaprezentowania jej praktycznej uzytecznosci w analizie stanéw nieustalonych.
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7.7.4 Wykorzystanie przeksztalcenia Laplace’a
do analizowania obwodéw RLC

Transformacja Laplace’a jest powszechnie wykorzystywana do analizowania ob-
wodéw z elementami RLC, poniewaz stosujac jg, mozna uniknac¢ rozwigzywania
réwnan rézniczkowo-catkowych. Przeksztatcajac wszystkie wielkoSci elektryczne
do dziedziny s, uzyskuje sie reprezentacje uktadu, ktéra jest znacznie przystep-
niejsza od ré6wnan w dziedzinie czasu. W szczeg6lnosci pochodne przechodzag
w wyrazenia algebraiczne, co wida¢ na przyktadzie transformat napiecia i pradu
cewki:

dir(2) L .o
w(f)=L=r= —— ULs)=sLI(9) = Li (07 (7.29)
. L 1 1,  _

() «— I(8)=—Ur(9)+—-i(07) (7.30)

sL S

oraz kondensatora:
. duc(1) L _
ic)=C—p— —— Ic(s)=sCUc(s) = Cuc(07) (7.31)
L 1 1 _

uc(t) «—— Uc(s)=—=Ic(s)+—-uc(0) (7.32)

sC S

ktére fatwo wyznaczy¢ na podstawie (7.24). Korzystne jest takze to, ze transformaty
uwzgledniajg warunki poczatkowe.

W przypadku rezystancji nie ma duzej r6znicy miedzy opisami elementu
w dwdch dziedzinach

u(t) =Ri(H) <= U(s)=RI®) (7.33)

co jest swego rodzaju dowodem, ze przeksztatcenie nie komplikuje tego, co jest
proste juz w dziedzinie czasu.

W dziedzinie s mozna reprezentowac takze impedancje, ktora jest definiowana
jako iloraz transformaty napiecia i transformaty pradu przy zerowych warunkach
poczatkowych. W przypadku cewki

Z1(s)=sL (7.34)
dla kondensatora )
Z = — 7.35
c($) C (7.35)
aw przypadku rezystora
Zr(S)=R (7.36)

316



Saeed & Parfieniuk

Rozpatrujac transformaty zamiast zmian wielko$ci elektrycznych w czasie, ta-
twiej prowadzi¢ obliczenia, ale mozna wyznaczy¢ tylko transformate poszukiwanej
wielkosci. Dlatego finalnym krokiem w analizie obwodu z uzyciem transformacji
Laplace’a jest przeksztalcenie wyniku z dziedziny s w funkcje czasu.

Przyklad 7.3

Wykorzystujgc transformacje Laplace’a, wyznaczy¢ przebieg pradu, ktéry ptynie
w szeregowym potaczeniu RC po dolaczeniu do jego zaciskéw Zrédta napiecia sta-
tego E. Nastepnie poréwnaé wyprowadzenia z zamieszczonymi w podrozdziale

Rozwiazanie
Dotaczenie Zr6dta powoduje skokowa, z 0 na E, zmiane napiecia ugc(f) na zaci-
skach potaczenia RC, czyli:

L E
urc(t) = Eu(r) — Urc(s) = 5
Poniewaz
Urc(s) = Z(s)Ic(s)
gdzie
1
Z(S)=R+—
(s) * sC
to
Urc(s) E E 1
Ic(s) = = =5 T
Z(s) s(R+E) R e

Aby uzyskac wyrazenie na zmiany natezenia pragdu w czasie, nie trzeba obliczac
transformaty odwrotnej na podstawie definicji. Wystarczy zauwazy¢, ze prawy czyn-
nik koricowego iloczynu pasuje do transformaty z wiersza 3 tabeli[7.5| Odpowiednia
funkcje mozna wykorzystac jako podstawe ostatecznego wyniku, tylko trzeba ja
nieznacznie skorygowac:

()= L {Ie(s) = Se e
R
]

Analizujgc obwody, zwykle nie trzeba zastanawiac sie, czy funkcja posiada
transformate albo czy obszar zbieznosci jest ograniczony. W typowych uktadach
wielkosci elektryczne daja sie przeksztatcac z dziedziny czasu do dziedziny cze-
stotliwosci i z powrotem. Niemniej jednak obliczenie transformacji odwrotnej,
ktérej wykonalno$¢ jest pewna, moze by¢ trudne i wymagaé pomystowos$ci oraz
spostrzegawczosci.
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Przyklad 7.4

Wykorzystujac transformacje Laplace’a, wyznaczy¢ prad, ktéry plynie w szerego-
wym potaczeniu RLC po domknieciu obwodu Zr6dtem napiecia stalego E. Poréw-
na¢ wyprowadzenia z zamieszczonymi w podrozdziale

Rozwiazanie
Postepujemy tak jak w przyktadzie ale tym razem

1
Z(S)=R+sL+—
sC

1(s) E E 1
s) = = —.
s(R+sL+) L s2+8s4L

Transformacja odwrotna nie jest jednoznacznie okreS§lona. Konieczne jest rozpa-
trzenie trzech przypadkéw, ktérym odpowiadaja rézne wyniki koricowe:

1. Jezeli
R* 1
—_— < JES—
412 " ILC
to R 1
S+ —s+— = (s+a)2+wf
L ILC
gdzie a = £ iw, =/ 7= — a?. Wtedy
E 1
I(9)=~

L (s+a)2+w$

i wykorzystujac wiersz 8 tabeli[7.5} otrzymujemy:

i) = e *sinw,t

Wy
2. Jezeli
RF 1
412 IC
to
S+ —s+—=(s+a)
czyli
1s) E 1
s)=—-
L (s+a)?
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i mozemy bezposrednio wykorzysta¢ wiersz 5 tabeli[7.5] uzyskujac:

E
i(t)=—=te
(1) I

3. Jezeli
R* 1
—_— > JES—
41?2 " LC
to R 1
P —s+—=(s+ a)z—wi
L IC
gdzie w; = \/a? - 7.
Wtedy
E 1
I(s)=—

L (s+a)2—w§

i wykorzystujac wiersz 9 tabeli[7.5|oraz wzoér (7.11) na przesuniecie w dziedzi-
nie s, otrzymujemy:

E
i(t) = ——e *sinhw;t
wlL

7.8 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowac,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja sg podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

7.8.1 Pytania

Pytanie Q7.1
Wyjasni¢, dlaczego stan nieustalony nie wystepuje w obwodzie czysto rezystancyj-
nym?

Wskazéwka

Oporniki nie mogg magazynowac energii — jest ona w nich tracona. Zatem w obwo-
dzie rezystancyjnym nie ma elementu, ktéry petnitby funkcje Zrédta generujacego
sktadowe przej$ciowe pradow i napiec.
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Pytanie Q7.2
Wykazaé, ze wzor

ugr(t) =Ee 2
opisuje sktadowa przej$ciowa napiecia na oporniku w obwodzie z rys.[7.4j.

Wskazéwka
Poniewaz kondensator i rezystor sg potaczone szeregowo, plynie przez nie ten sam
prad ic (). Wiedzac to, wykorzystujemy prawo Ohma: ug(t) = Ric(#).

7.8.2 Problemy rozwigzane

Problem P7.1
Wykazaé, ze ur(t) = E (1 - e‘Z) w obwodzie z rys. .
Wskazéwka

Pamietajac, ze ug(t) = Riz(¢), nalezy wykorzysta¢ rozwiazanie problemu|P7.9

Problem P7.2
Wyprowadzi¢ wyrazenia, ktére opisuja uc(t), ic(f) i ur(t) w obwodzie z rys.[7.2k.

Rozwiazanie
Nalezy wykorzysta¢ réwnania

(1)
uc(t) = qCC

oraz dae(t
. _44c

lc(l‘)——dt

do powiazania tadunku okreslonego réwnaniem (7.6) z napieciem i prgdem kon-
densatora. Napiecie na rezystorze mozna natomiast okresli¢ na podstawie prawa
Ohma, czyli ug(t) = Ric(¢). W ten sposéb uzyskujemy nastepujace tozsamosci:

uc(n) = 4clt) _ pe-t-tin

C
, dgc(1) E -ty
) = = —— 2
ic(?) az R

ur(t) = Ric(t) = —Ee~ "2/ 4
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Problem P7.3
W obwodzie z rys. Wqucznik S zostat zamkniety w chwili ¢ = 0. Naszkicowac
przebiegi pradu i fadunku, wiedzac, ze uc(t) =100V dla ¢ < 0.

0

S

R || 400 C == 40p

Rysunek 7.12: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Sktadowq przejsciowq pradu, ktéra jest zwigzana z roztadowaniem kondensatora,
opisuje wzor:
U
i(r) = —Ee‘ﬁ = —0,25e 9% [A]
za$ fadunek wyznaczamy z zaleznosci:

q(t) = Cu(t) = 40-107%.100e %5 = 0,004e 7525 [C]

Uzyskane wzory opisuja wykresy pokazane na rys.

a) b)
0 0,004 -
0057 0,003
. 01 )
=, 0,250 02 — 0002
= 015t =
0,001
02
025 - - 0 . 1
0 0,005 0,01 0,015 0 0005 00 0,015
ts] t[s]

Rysunek 7.13: Przebiegi do problemu
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Problem P7.4

W obwodzie z rys. przetacznik S zostal przestawiony w pozycje 1, gdy ¢ = 0%,
anastepnie, gdy ¢ = 15ms, w pozycje 2. Wyznaczy¢ uc(t) dla0* < ¢ < 7 i zilustrowac
wynik wykresem.

a b
) 60k 10k | ) 60k 10k

—|—_z|1: []30k: ’ 10k J:m (|06 vn
[ T [

1
1

ut) [VI a4 .
7 (1 — e 166:6t) 6,43 o500t
2 _
O 1 1 1 1 Il 1
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035
t[s]
Rysunek 7.15: Przebieg do problemu
Rozwiazanie

Podczas tadowania kondensatora napiecie na nim jest okreslone wyrazeniem:
ot
uc(t) = Upp (1-¢ it |

gdzie:

Uy = 21 30-10° =7[V]
™™ 90.103 N

60-30
+10 =30 [kQ]

R =
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Wielkosci te opisuja Zrédto zastepcze, ktére jest rownowazne czesci obwodu pokaza-
nej narys.|7.14b. Rezystancja tego Zrodta okresla stalg czasowa obwodu tadowania
kondensatora:

=-166,7s
RmC
Wobec tego podczas tadowania kondensatora (przetacznik S w pozycji 1)
uc()=7(1-e 1064 v

po 15ms tadowania
uc(0,015) =6,43V

a podczas roztadowania kondensatora (przetacznik S w pozycji 2)
uc(t) = 6,43e72001y

Odpowiedni przebieg pokazano na rys.

Problem P7.5

Okresli¢ prad, tadunek i napiecie kondensatora w obwodzie z rys.[7.2a. Nalezy przy-
jac, ze przetacznik S byt w pozycji 1 od 0" do 1; = 10ms, a potem zostat przestawiony
w pozycje 2. Dane sg: R =30kQ, C=0,5uFi E=6V.

Wskazéwka
Rozwiazanie sprowadza sie do podstawienia podanych wartosci do réwnan, ktére

opisuja przebiegi zwigzane z fadowaniem i roztadowaniem kondensatora, wypro-
wadzonych w podrozdziale

Problem P7.6
Naszkicowac przebieg pradu i,y (#) w obwodzie z rys. dla kazdego z przebiegow
napiecia wej$ciowego ui, (1), ktére pokazano na rys.

ioul(t)

0 L §

Rysunek 7.16: Schemat do problemu
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Rozwiazanie

Odpowiednie przebiegi pradu wyjsciowego pokazano na rys.

b)

A
uin(t)

d)
u,-n(t)

131

0]

14

Rysunek 7.17: Przebiegi napiecia wejsciowego do problemum

a)
A
uin(t)
0 t
©)
A
u,-n(t)
0 f t
a)
A
iout(t) _
-
0 r
©)
A
iout(l) | _
| | — o (r/2
/
0 f t

b)

A
iout(t)

1

[§

T
A
!

‘

o (/2

\

d)
iout(l)

14

Uz

\

A

Rysunek 7.18: Przebiegi natezenia pradu do problemu
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Problem P7.7
Wyprowadzi¢ wzory i (7.10).
Wskazéwka

Nalezy przyjac, ze A = t — f», co umozliwi zastosowanie procedury podobnej do tej,
ktéra postuzyta do rozwigzania problemu

Problem P7.8

W obwodzie z rys. wylacznik S jest na przemian zamykany (pozycja 1) i otwie-
rany (pozycja 2) w chwilach, dla ktérych wt jest caltkowitg wielokrotnoscia 7, po-
czynajac od wt = 0*. Napiecie wejSciowe ma przebieg pokazany na rys. [7.19p.
Zapisa¢ wzor na napiecie wyjéciowe uqy () i naszkicowaé odpowiedni przebieg
dla 0" <wt < 4nm.

a)

I C=0,5pF
Il
"
~) R=2k0[]  woto 45( 2
uin(t) 1 S
b)
'y
uin(?) [V]
10
0 b 21 3n 4 wt [ms]=
-20
©) A
ou(?) [V]
0 b 21 3n 47 wt [ms]=
-30

Rysunek 7.19: Przebiegi do problemu

Rozwiazanie
Napiecie wyjsciowe ma przebieg pokazany narys. . Wyprowadzenie odpowied-
niego wzoru pozostawiamy czytelnikowi.
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Problem P7.9
Wyprowadzi¢ wzory, ktore okreslaja przebiegi ir(f) i uz () w obwodzie z rys.[7.8a.

Rozwiazanie
Napieciowe prawo Kirchhoffa pozwala zapisa¢ bilans napie¢:

dig(n)

Rip(H)+L E
Réwnanie to rozwigzujemy wzgledem pradu iy (), wzorujac sie na rozwigzaniu
réwnania wzgledem uc(t). Otrzymujemy:

i(t) = g (1-¢77") = Imax (1- €71}

gdzie Inax = E/R jest maksymalnym mozliwym natezeniem pradu,a A = L/ R jest
stala czasowa obwodu. Nalezy zauwazy¢, ze iz (t) = 0,gdy ¢t = 0,air(f) — E/R,
gdy t — oco.

Zatem

diz (1) _z
:E A
TR

czyli up(t) = E, gdy t =0, zas ur(t) — oo, gdy t — oo.

ur(t)=_L

Problem P7.10
Powtérnie wykonac zadanie z problemu po zmianie parametréw elementow
na (a) R=200kQiC=10uF oraz (b)R=2kQiC=10pF.

Rozwiazanie
Odpowiednie przebiegi pokazano narys.

a) b)
A

uout(t) [V] " [ ] uout(t) [V] " [ ]
wl [msS wl | msS

0 b 27 3n 4 0| =m ZTcl 3n 4|

_30  p— J— _30 —

Rysunek 7.20: Przebiegi do problemu|P7.10
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Problem P7.11

Naszkicowac przebieg pradu iou:(¢) w obwodzie z rys.[7.16|dla kazdego z przebiegow
napiecia wejsciowego uiy (t), ktére pokazano na rys. Nastepnie poréwnac
przebiegi z rozpatrywanymi w problemie

Rozwiazanie

Odpowiednie przebiegi pradu wyjsciowego pokazano na rys.

a) b)
A
Uin(?) uin(?)
0] f g 0 I g
©) d)
A
uin(t ) Z'{in(t)
0 to b g o] u b g

Rysunek 7.21: Przebiegi napiecia wejSciowego do problemu|(P7.11

a) b)
A
iout(t) _ _ iout(t)
0 1 P 0]
c) d)
iout(t) l’om(f)
0] n h e 0] ;

Rysunek 7.22: Przebiegi natezenia pradu do problemu|[P7.11
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Problem P7.12

W obwodzie, ktérego schemat widnieje na rys.|[7.23@, wylaczniki S; i S» sg na prze-
mian zamykane (ON) i otwierane (OFF). Narysowac przebieg napiecia wyjSciowego
uy (1), gdy napiecie wejsciowe e(t) = Ep sinwtV.

a) b) Y
0...4;: OFF e(®)

#" .. 1,:ON Sl_)( /\ =
i VAV,

e(t) Ry

+

ui () u(?)

\

1‘14r ...t : OFF 0 ‘ t

Rysunek 7.23: Schemat i przebiegi do problemu|[P7.12

Rozwiazanie
Przebiegi napiecia wejsciowego i wyjsciowego pokazano na rys.[7.23p.

Problem P7.13

Naszkicowac przebiegi sktadowej przejsciowej pradu i;(f) opisane wzorami, ktére
podano jako dopetnienie tabeli[7.4}

Wskazéwka

Mozna wspomoéc sie podrecznikiem do analizy matematycznej lub wykorzystac
wykresy podane w tabeli[7.2]dla analogicznego obwodu pradu statego.

Problem P7.14

Wykorzystujac transformacje Laplace’a, wyznaczy¢ prad ptynacy w szeregowym
polaczeniu RL po dolgczeniu Zrédia napiecia stalego E do wolnych zaciskow ele-
mentéw. Wynik i sposéb jego uzyskania poréwnaé z wyprowadzeniami w przykta-

dzie[7.3l
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Rozwiazanie
Postepujemy analogicznie jak w przyktadzie ale tym razem

Z(S)=R+sL

awiec
g B9 _ B _E 1
=76 " sR+sh) L s(s+5)

Aby przeksztalcic to wyrazenie do dziedziny czasu, nalezy wykorzysta¢ pozycje 3
tabeli[7.5|oraz wzor (7:23) na transformate catki. Szukane rozwigzanie ma postac:

t
. _r-1 _E —%t _E . —%t
in()=L {IL(S)}_ffe dt—E(l e )
0

Problem P7.15

Obliczy¢ unilateralne transformaty Laplace’a funkcji x;(f) = tu(t) oraz
X2 (£) = sinh (wo £) u(t).

Rozwiazanie

Transformata pierwszej funkcji jest okreslona nastepujaco:

o0

Xl(s)=ftu(t)e_“dt=fte_”dt:
0

0~

S te—st

o (=5)?

te™st ® 1

o §

)

7z obszarem zbieznos$ci Re {s} > 0.
W drugim przypadku wykorzystujemy tozsamo$¢
ea)() t_ e—a)() t
sinhwg = —

i postepujemy podobnie jak w przyktadzie w odniesieniu do funkc;ji sinus.
Dekomponujemy catke

1 17 1
Xo(8) = —f(e’”"t—e_w”t) e Sldt= —fe_(s_“"’)tdt——fe_(”‘”")tdt
2 2 2
0~ 0~ 0~

i wykorzystujemy wzor na transformate funkcji wyktadniczej:

Xo(8) =

1
2 s—wg 2 s+wg sz—w%
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7.8.3 Quiz

Quiz 7.1

W obwodzie pokazanym na rys. E> > Ej, R jest rzedu kQ, a C — rzedu uF.
W chwiliz = 0 przelacznik S przestawiono w pozycje 1. Pozostawatl on w niej
przez 10ms, az przestawiono go w pozycje 2. Po kolejnych 10ms przetacznik zo-
stal przestawiony w pozycje 3, a po godzinie powrdécit do pozycji 1. Caly ten cykl
wielokrotnie powtarzano. Naszkicowa¢ przebiegi pradu i napiec¢ w gatezi RC oraz
tadunku w kondensatorze.

T

o
+—
=

Rysunek 7.24: Schemat do quizu
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Rozdzial 8

Diody polprzewodnikowe

Wprowadzenie

Wynalezienie elementéw pétprzewodnikowych oraz opracowanie uktadéw scalo-
nych sg uwazane za milowe kroki w rozwoju informatyki, techniki cyfrowe;j i elek-
troniki. Nowe komponenty wyparty uktady elektromechaniczne i lampowe z wiek-
szo$ci zastosowan, pozwalajac zminiaturyzowa¢ urzadzenia, zmniejszy¢ zuzycie
energii, poprawi¢ niezawodnos$¢ i szybko$¢ dziatania, a takze uzyska¢ wieksza
funkcjonalno$¢. Niniejszy rozdziat przedstawia diode, czyli najprostszy element
péiprzewodnikow;ﬂ ktéry znajduje wiele praktycznych zastosowan i stanowi punkt
wyjécia do rozpatrywania tranzystorow.

8.1 Poélprzewodniki

Przewodnictwo substancji zalezy od tego, czy wystepuja w niej wolne no$niki ta-
dunku. W metalach, bedacych dobrymi przewodnikami, atomy tworzg strukture
krystaliczng, wskutek czego ich zewnetrzne elektrony zostajg oswobodzone. Do-
prowadzajgc napiecie, mozna wprowadzi¢ te elektrony w uporzadkowany ruch,
ktéry bedzie przeptywem pradu. W dielektrykach wszystkie elektrony zewnetrzne
s silnie uwikltane w kowalentne wigzania miedzyatomowe, tak Ze nie ma swobod-
nych no$nikéw, ktére moglyby sie przemieszczaé pod wptywem zewnetrznego pola
elektrycznego.

Potprzewodniki sg podobne do dielektrykéw — same z siebie nie oswobadzaja
no$nikéw, ale pod wptywem promieniowania réznego typu, szczeg6lnie cieplnego,
elektrony moga opuszczac wigzania i przechodzi¢ miedzy nimi, pozostawiajac
luki. Luki te s nazywane dziurami i mozna je postrzegac jako swobodne no$niki
tadunku dodatniego.

1 Zanim wynaleziono pétprzewodniki, diody konstruowano w formie lamp elektronowych.
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W czystym potprzewodniku jest tyle samo dziur, ile elektronéw swobodnych,
ale r6wnowage mozna zachwiaé, wprowadzajac domieszke atoméw innego pier-
wiastka. Domieszka wprowadzajgca nadmiarowe wolne elektrony jest nazywana
donorem. Wynikiem jej zastosowania jest pétprzewodnik typu n, w ktérym elek-
trony sa no$nikami wiekszosciowymi, a dziury — mniejszosciowymi. Wskutek do-
mieszkowania akceptorem pojawiaja sie niekompletne wigzania, tak ze liczba dziur
przekracza liczbe elektronéw. Otrzymywany jest polprzewodnik typu p . Najpopu-
larniejszymi p6tprzewodnikami sa krzem i german. Jako donor typowo stosowany
jest fosfor, a jako akceptor — bor.

8.2 Zlacze polprzewodnikowe pn

Po zestawieniu pétprzewodnikéw pi n, tak jak na rys. w poblizu ztgcza naste-
puje rekombinacja swobodnych elektronéw i dziur. Powstaje warstwa zubozona,
gdzie nie ma swobodnych nos$nikéw tadunku, a sie¢ krystaliczna zawiera tylko
jony dodatnie lub ujemne, zaleznie od typu p6tprzewodnika. Pomiedzy dwoma
obszarami nieruchomych fadunkoéw, ktére pozostaly niezneutralizowane, wytwarza
sie pole elektryczne. Pole to przeciwdziata przechodzeniu przez ztacze wolnych
nos$nikéw z pozostatych obszaréw p6tprzewodnikéw, ograniczajac zasieg rekombi-
nacji. Dlatego po osiggnieciu przez warstwe zubozong pewnej szerokosci, ztacze
osiaga stan rownowagi z ustalona r6znicg potencjatéw, ktéra stanowi bariere dla

przeptywu pradu.

a) b) warstwa
zubozona
» n P, (zaporowa) , 7
+ + + + |1 [ - - = + + + v v — —
©,0,6.6.0 ®000a0,| ,6,0,010 6@ @10 & @ |
©,06,0,0.0 000, ,0,0,010 6|® ®10_0
000006 POOO® 0000000 ® 0
(] _ (]
Ur

Rysunek 8.1: Dzialanie ztacza pn (fadunki nieruchome otoczono okregami)

Aby wymusi¢ ruch tadunkéw, trzeba wytworzy¢ zewnetrzne pole elektryczne,
ktére skompensuje bariere potencjatu. Uzyskuje sie to, polaryzujac pétprzewod-
nik w kierunku przewodzenia, czyli doprowadzajac napiecie tak, jak na rys.[8.2a.
Odwrotne przylaczenie Zrédla, czyli polaryzacja w kierunku zaporowym, wzmac-
nia dziatanie izolacyjne zlacza, rozszerzajac warstwe zubozona, co zilustrowano
na rys.[8.2b. Nawet przy polaryzacji zaporowej mozliwy jest przeptyw niewielkiego
pradu wstecznego opartego na parach elektron-dziura, ktére zawsze, cho¢ w matej
liczbie, powstajg pod wplywem temperatury lub promieniowania.
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a) b)
zawgzenie warstwy zubozonej poszerzenie warstwy zubozonej
p n 4 noo,
F_F ¥ _F - F - - - L T
+@+@+@+@+@ CHRCECECECE +@:@ SECNCICHCNC) @:@_
+@+@+@+@_@ CHCECECECE +@|@ CESNCICRCNCNCHCR
R 00 00 0|0 ®® B®
0 0
[, 1l
N !
polaryzacja w kierunku polaryzacja w kierunku
przewodzenia zaporowym

Rysunek 8.2: Wpltyw polaryzacji na ztacze pn

8.3 Dioda prostownicza

Dioda prostownicza jest elementem poétprzewodnikowym, ktérego dziatanie opiera
sie na bezposrednim wykorzystaniu wtasciwosci ztacza prn . Jednak rozpatrujac
diode, zwykle nie méwi sie o tworzacych ja pétprzewodnikach, tylko rozréznia
sie jej zaciski (elektrody): anode i katode. Polaryzacje ztacza nalezy utozsamiac
z polaryzacjg elementu.

Symbol, strukture, podstawowy uktad polaryzacji oraz charakterystyke
pradowo-napieciowg diody pokazano na rys. Zawsze nalezy przyjmowac
zwrot pradu przeciwny do zwrotu napiecia, gdyz dioda jest elementem bier-
nym — jednak w odréznieniu od idealnych RLC jest elementem nieliniowym
(zob. podrozdziat[1.11).

Gdy dioda przewodzi, to mata (utamek V) zmiana napiecia na jej zaciskach
powoduje duza (dziesiatki mA) zmiane pradu. Aby element tak dziatat, musi zostaé
spolaryzowany w kierunku przewodzenia, czyli potencjat anody musi by¢ wiekszy
od potencjatlu katody, a dodatkowo réznica potencjaléw nie moze by¢ mniejsza
od progowego napiecia Ur.

Dla pozostatego zakresu napie¢ prad w galezi z diodg jest znikomy (uA),
czyli element nie przewodzi, tak jakby w odpowiednim miejscu obwodu byta prze-
rwa. Dioda nie przewodzi w szczegdlno$ci wtedy, gdy jest spolaryzowana w kie-
runku zaporowym, ale istnieje warto$¢ napiecia wstecznego, rzedu setek V, po prze-
kroczeniu ktérej nastepuje gwattowny wzrost pradu, tzw. przebicie lawinowe diody.
Zwykle element zostaje wtedy uszkodzony, tracac nieodwracalnie swoje wtasciwosci
w efekcie wzrostu temperatury.

Napiecie progowe zalezy od typu diody oraz materiatu, z ktérego jest ona wyko-
nana. Dla diod krzemowych, stosowanych najczesciej, Ur = 0,6...0,7V, a dla diod
germanowych Ut =0,2...0,3V. Jezeli w obwodzie wystepuja napiecia rzedu dzie-
sigtek i setek V, to mozna zalozy¢, Ze napiecie progowe jest pomijalnie mate, réwne
zeru, gdyz nie wplynie to znaczaco na wyniki analizy.
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a) b) <)
R
anoda
Up
E
katoda
Ip
d)
przebicie lawinowe nieprzewodzenie przewodzenie
- AR s N0 -
IY;
b N uszkodzenie
17 ~J termiczne
Dmax ~

prosta obciazenia

\

E Up

~
uszkodzenie [~ .
termiczne \
diody

sl —

T T
polaryzacja w kierunku zaporowym  polaryzacja w kierunku przewodzenia

Rysunek 8.3: Dioda prostownicza: (a) symbol, (b) struktura, (c) podstawowy uktad polaryza-
¢jii(d) charakterystyka prgdowo-napieciowa

Prad i napiecie na zaciskach diody okreslajq jej punkt pracy (ang. quiescent po-
int), ktéry jest oznaczany symbolem Q — skr6tem od terminu w jezyku angielskim.
Punkt pracy jest ulokowany na przecieciu charakterystyki elementu i tzw. prostej
obciazenia, ktéra reprezentuje pozostaltg czes¢ obwodu. Zmiany napiecia lub rezy-
stancji powoduja przesuniecie punktu pracy na charakterystyce.

Graficzng metode wyznaczania punktu pracy zilustrowano na rys. [8.3d
dla uktadu z rys. [8.3c. Bardziej skomplikowane obwody mozna sprowadzic¢ do ta-
kiej prostej postaci, traktujgc diode jako obcigzenie i okreslajac uktad zastepczy
Thevenina, ktéry odpowiada pozostatym elementom (zob. podrozdziat[3.3).

334



Saeed & Parfieniuk

Zalezno$¢ miedzy wielko$ciami elektrycznymi w diodzie, ktéra jest spolaryzo-
wana w kierunku przewodzenia, mozna przybliza¢ nastepujacym wzorem:

Ip = Isae (eVP/ 97 - 1) 8.1)

gdzie o = %T jest tzw. potencjalem elektrokinetycznym, k symbolizuje statg Bolt-
zmanna, T oznacza temperature w kelwinach, a g — tadunek elektronu. Prad
nasycenia diody, I, zalezy od sposobu jej wykonania i ma natezenie rzedu
10715...10719A. Dla diody krzemowej o temperaturze pokojowej, tzn. gdy T = 300K,
QT =26mV.

W praktyce czesto dopuszczalne jest zastgpienie krzywoliniowej charakterystyki
linig tamana, co mozna zrobi¢ na dwa sposoby, tak jak pokazano narys. Sq to tzw.
modele odcinkowo-liniowe, w ktorych obszar przewodzenia jest reprezentowany
linig nachylong lub pionowa.

W modelu z rys. nachylenie jest okreslone rezystancja dynamiczng diody

_dUp

=4 (8.2)

rd
Ip=Ipq,Up=Upq

ktéra nalezy wyznaczy¢ w punkcie pracy, zakladajac, ze dUp jest niewielkie, rzedu
kilku mV. Model taki jest stosowany do rozpatrywania diod w obwodach, w ktérych
wielkoSci elektryczne nieznacznie oscylujg wokét sktadowych statych.

a) b)
]D ]D

UTZOV

zrodto
napigcia l Ur

przerwa § pobierajace przerwa “r

Pl e T

Rysunek 8.4: Praktyczne uproszczenia pradowo-napieciowej charakterystyki diody prostow-
niczej
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Jezeli zmiany (sygnaly) napiecia i pradu sq znaczne, to mozna przyjmowac,
ze na przewodzacej diodzie wystepuje napiecie progowe niezaleznie od nate-
zenia pradu, czyli rq = 0Q. Odpowiednie przyblizenie charakterystyki pradowo-
napieciowej elementu zostato pokazane na rys.[8.4p.

8.4 DiodaZenera

Symbol, uklad polaryzacji i charakterystyke diody Zenera pokazano na rys.
Gdy element zostaje spolaryzowany w kierunku przewodzenia, zachowuje sie
tak samo jak dioda prostownicza, co nie wzbudza zainteresowania. Jest on prze-
znaczony do pracy przy polaryzacji w kierunku zaporowym, bo wtedy wyka-
zuje specyficzne wlasciwosci: przebicie nastepuje juz przy napieciu rzedu kilku-
kilkudziesieciu woltéw i jest odwracalne, o ile prad wsteczny nie przekroczy maksy-
malnej dopuszczalnej wartosci Iz,,y, rzedu kilku do kilkudziesieciu miliamperdéw.
W zakresie pracy duze zmiany pragdu odpowiadajg matym wahaniom napiecia,
co znajduje zastosowanie w stabilizatorach (zob. podrozdziat[11.5). W zwiazku
z tym dioda Zenera jest nazywana dioda stabilizacyjna lub stabilistorem.

Napiecie stabilizacji jest ustalane podczas produkcji elementu. W diodach po-
wszechnego uzytku wynosi ono od kilku do kilkunastu woltéw, przyjmujac warto$é
ze standardowego ciagu: 3,3; 3,9; 4,7; 5,6; 7,2; 8,1 itd. [V]. Jezeli potrzebna jest
dioda o innym napieciu stabilizacji, to trzeba dobra¢ i potaczy¢ szeregowo kilka
standardowych element6w (zob. problem[P8.16).

8.5 Innerodzaje diod

8.5.1 Wprowadzenie

Laczenie dwoch materialéw o r6znych typach przewodnictwa stanowi podstawe
konstrukcji wielu r6znych elementéw elektronicznych. Wtasciwe domieszkowanie,
zastgpienie jednego z pélprzewodnikéw metalem, czy specyficzna struktura ztacza
pozwalajg uzyskac¢ diody o ciekawych wlasciwosciach, ktére znajduja praktyczne
zastosowania. Ponizej kr6tko omawiamy wybrane odmiany diod, ktérych symbole

pokazano narys.

8.5.2 Dioda elektroluminescencyjna (LED)

W diodzie elektroluminescencyjnej LED (ang. light-emitting diode), ktora jest spo-
laryzowana w kierunku przewodzenia, przeptyw pradu, a dokladniej rekombinacja
elektron6w i dziur, wywoluje emisje promieniowania: ultrafioletowego, podczerwo-
nego lub $wiatta widzialnego. Jest to tzw. zjawisko elektroluminescencji.
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a) b)
R
Uz
E
Iz
)
przebicie nieprzewodzenie przewodzenie
- N0 A N0 -
AT, \ uszkodzenie
17 termiczne
Dmax ~
1 Yz
T L
E 0 Ur Up

)
zakres /

pracy |
(stabilizacji) |

uszkodzenie
termiczne

J

- E/R ‘

‘Fa{d wsteczny|
I rzedu mA|
Zmax

T
polaryzacja w kierunku
Zaporowym

Rysunek 8.5: Dioda Zenera: (a) symbol, (b) podstawowy uktad polaryzacji i (c) charaktery-

styka pradowo-napieciowa

T
polaryzacja w kierunku
przewodzenia

a) b) c) d)
4 AN
dioda elektro- . dioda dioda
. . i
luminescencyjna otodioda tunelowa Schottky’ego
(LED)

Rysunek 8.6: Symbole wybranych diod
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Diody LED maja charakterystyki podobne jak diody prostownicze, ale ich napie-
cia progowe sa wieksze i zalezg od koloru §wiecenia. Na przyktad dla diod czerwo-
nych Ur =1,7...2V, adla zielonych Ur =2,1...3,6V. Maksymalne dopuszczalne
napiecie wsteczne jest niskie, rzedu zaledwie kilku V, dlatego w urzadzeniach ele-
ment czesto jest zabezpieczany przed polaryzacja w kierunku zaporowym, poprzez
polaczenie go ré6wnolegle z przeciwnie skierowang diodg prostownicza. Zawsze
trzeba ograniczac¢ prad przewodzenia diody LED, taczac jg szeregowo z odpowied-
nio dobranym rezystorem.

Dawniej nie znano metod wytwarzania elementéw, ktére Swiecityby na nie-
biesko lub bialoEl, co ograniczalo obszar zastosowan diod LED. Przetom nastapit
dopiero w latach 90. XX wieku i od tego czasu elementy te zastepuja zaréwki i lampy
jarzeniowe, oferujac energooszczednos¢ i wieksza niezawodnosé.

W szczegblnosci diody LED sg stosowane do konstruowania r6znych wyswie-
tlaczy i ekranéw. Elementy §wiecace na biato stuza do podswietlania matryc cie-
ktokrystalicznych (ang. liquid-crystal display: LCD) w telewizorach i monitorach.
Diody $wiecace w kolorach podstawowych stanowig natomiast podstawe zar6wno
niewielkich wys$wietlaczy panelowych, ktére mozna zauwazy¢ w urzadzeniach po-
miarowych, jak i olbrzymich ekran6éw-telebimoéw, ktére sg wystawiane przy ulicach
oraz na koncertach.

Waznym obszarem zastosowania diod LED jest takZze przesylanie informaciji.
Stuza one jako alternatywne dla laseréw Zr6dto swiatta w telekomunikacji §wiatto-
wodowej. Elementy wysylajace promieniowanie podczerwone, ktére nie emitujg
Swiatla widzialnego, sg natomiast powszechnie wykorzystywane w transmisji da-
nych na niewielkie odleglosci, stanowiac podstawe pilotéw RTV i zlacza IrDA.

8.5.3 Dioda Schottky’ego

Diody Schottky’ego wykorzystujq ztacza metal-péiprzewodnik. Elementy te charak-
teryzuje czas przetaczania krétszy niz w innych diodach, w ktérych po zaniknieciu
napiecia prad przestaje ptynac ze znacznym op6Znieniem. Jest to uzyteczne, gdy
przetwarzane sg sygnaty o wielkich czestotliwo$ciach, np. w demodulacji radiowej
i zasilaczach impulsowych. Poniewaz napiecie progowe jest w nich mniejsze niz
w diodach prostowniczych, wynosi okoto 0,2 V, diody Schottky’ego umozliwiaja
tez konstruowanie precyzyjnych prostownikéw.

2 $wiecenie na biato mozna uzyska¢, pokrywajac diode LED, ktéra $wieci w pewnym kolorze,
substancja konwertujaca ten kolor w biel. Powszechnie stosuje sie z6tty fosfor do diody $wiecacej
na niebiesko. Podejscie takie wynika z tego, ze dowolng barwe mozna przedstawic jako ztozenie
koloréw czerwonego (ang. red), zielonego (ang. green) i niebieskiego (ang. blue) — kazdego w odpo-
wiedniej proporcji. Na tej zasadzie opiera sie addytywny model koloru, okreslany akronimem RGB,
stanowigcy postawe dzialania ekranéw LCD oraz kineskopéw w dawnych telewizorach i monitorach.
Biel oraz szaro$ci o r6znej intensywnosci powstaja, gdy kazda z barw podstawowych ma réwny udziat.
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8.5.4 Dioda pojemnosciowa

Z1acze potprzewodnikowe spolaryzowane w kierunku zaporowym reprezentuje
sobg pewng pojemno$¢, ktéra maleje ze wzrostem warto$ci bezwzglednej napiecia
wstecznego. W diodach pojemnos$ciowych (warikapach, waraktorach) specjalne do-
mieszkowanie sprawia, Ze zmienno$¢ pojemnoSci jest szczegélnie duza, tak ze moga
one petnic role elektrycznie przestrajanych kondensatoré6w w obwodach wielkich
czestotliwo$ci, np. w odbiornikach RTV.

8.5.5 Dioda tunelowa

Przy polaryzacji w kierunku przewodzenia dioda tunelowa reprezentuje w pew-
nym zakresie napie¢ ujemna rezystancje: zwiekszanie napiecia obniza natezenie
pradu, co pokazuje rys. Przy polaryzacji przeciwnej element nie wykazuje nato-
miast dziatania zaporowego. Tak specyficzne wlasciwosci znajdujg zastosowanie
we wzmacniaczach i generatorach wielkiej czestotliwo$ci oraz w szybkich uktadach
przetaczajacych i cyfrowych.

a) b) K
Ip
R j
E TUD 0 (} T Up -
Ip
charakterystyka

diody prostowniczej

Rysunek 8.7: Dioda tunelowa: (a) uktad polaryzacji oraz (b) typowy ksztalt charakterystyki
pradowo-napieciowej

8.5.6 Fotodiody

W fotodiodach prad wsteczny jest proporcjonalny do intensywnosci §wiatta pa-
dajacego na zlacze pn . Promieniowanie wywotuje fotojonizacje: uderzajac w pot-
przewodnik, fotony generujg pary elektron-dziura, w zwigzku z czym dziatanie
zaporowe zlgcza jest ostabiane.

Oczywistym zastosowaniem fotodiod jest detekcja promieniowania, takze nie-
widzialnego. W szczegblnos$ci stanowig one podstawe matryc CCD (ang. charge-co-
upled device) do rejestrowania obrazu w aparatach i kamerach cyfrowych.
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Wspdtpracujac z diodami LED, fotodiody umozliwiajg tez przekazywanie sy-
gnatu z jednego obwodu do drugiego za posrednictwem fali $wietlnej, bez ustana-
wiania miedzy nimi potaczenia elektrycznego.Celem tego moze by¢ przesylanie
danych na odlegltos¢, tak jak w przypadku pilota TV, ale nie tylko. Wykorzystujac pot-
przewodnikowe elementy emitujace i wykrywajace promieniowanie, opracowano
bowiem pomystowe i praktyczne rozwigzanie stuzace poprawie bezpieczeristwa
obshugi urzadzen elektrycznych.

Chodzi o optoizolator (transoptor), ktérego schemat widnieje na rys. W tym
uktadzie dioda LED konwertuje wej$ciowy sygnat elektryczny ui, (t) w $wiatlo o ana-
logicznie zmieniajacym sie natezeniu. Promieniowanie pada na zamknietg w tej
samej obudowie fotodiode, ktéra odtwarza przebieg elektryczny uoy(f) = uin (1)
w obwodzie dotagczonym do wyjscia. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ diod uklad znie-
ksztatca sygnaly analogowe, ale doskonale nadaje sie do przekazywania sygnatéw
cyfrowych. W szczegélnos$ci optoizolator moze separowac system komputerowy od
urzadzenia, ktdre ten system ma kontrolowac, tak aby nie bylo potaczenia, ktérym
duze napiecie mogtoby przedostacé sie z tego urzadzenia do uktadu mikroproceso-
rowego, gdzie spowodowaloby uszkodzenia lub zagrazato zyciu operatora.

uin(t) § SZ //: SZ % uoul(’)

Rysunek 8.8: Optoizolator

8.6 Ograniczniki napiecia

Nieliniowo$¢ zalezno$ci miedzy pradem a napieciem na diodzie pozwala wykorzy-
stywac ten element do ksztattowania przebiegow elektrycznych. Jedna z mozliwych
operacji jest ograniczanie (ang. clipping) napiecia, np. w celu zabezpieczenia ob-
ciazenia przed wystapieniem zbyt duzej r6znicy potencjatow.

Szczegblnym przypadkiem ograniczania jest prostowanie, ktére zostalo omo-
wione w podrozdziale poniewaz jest Scisle zwigzane z zasilaniem ukltadéw
elektronicznych. Dziatanie ogranicznika mozna wygodnie opisywac charaktery-
styka przejéciows, ktora przedstawia zaleznos¢ miedzy napieciem wejSciowym
a wyjsciowym. Na przyktad rys.[8.9przedstawia schemat i charakterystyke uktadu
z gérnym ograniczeniem wiekszym od napiecia progowego diody.
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Rysunek[8.9]jednoczesnie wyjasnia graficzna metode okreslania odpowiedzi
uktadu na zadane wejscie. Punkt po punkcie rzutujemy wykres przebiegu wej-
Sciowego na linie tamana, ktéra przestawia charakterystyke. Druga wspé6trzedna
charakterystyki stanowi warto$¢ wyjsciowg w danej chwili.

a) b)
R
Ur B
R uout(l) EE + UT uout(t) =E+ UT
N
+
E uout(z)
uin(t)
R I
tou() SE+ Ur | e = w0
S
C) A A
charakterystyka 1 przebieg
Uou(?) przejsciowa Uou(?) wyjsciowy
E+ UT77 - / \
E+Ur uin(?) 0 !

~Un 0 1U‘vin
T

D)

uin(t) = Upp sin( @t + @)
Un>(E+Ur)

przebieg
wejsciowy

Rysunek 8.9: Ogranicznik napiecia z géry: (a) schemat i (b) objasnienie zasady dziatania
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Dzialanie ogranicznika zalezy od sposobu polaczenia elementéw i od tego,
ktére punkty obwodu stanowig zaciski wyjsciowe. Na przyktad odwrotnie wiaczajac
diode i Zrédio w uktadzie z rys. mozna zmieni¢ znak poziomu ograniczania,
co zostato objasnione na rys.[8.10}

a) b)
R I
R uout(t) >E+Ur l uout(t) = uin(t)
—
+
uoul(t)
i) E >—|:I—l—<
R
Uou(t) <E+ Us UTT Uou(t) =—(E+ Ur)
i
c)
; p charakterystyka przebieg
tou(t) przejéciowa wyj$ciowy

uin(t)

uin(t) = Uiy sin(ax + @)
l]in > (E + UT)

przebieg
wejsciowy

Rysunek 8.10: Ogranicznik napiecia z dotu: (a) schemat i (b) objasnienie zasady dziatania
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Ograniczniki mozna taczy¢ réwnolegle, co pozwala niezaleznie ustali¢ dolny
i gérny poziom ograniczania. W uktadzie z rys. dwa ograniczniki o r6znych
poziomach, E; # E», pracuja naprzemiennie. Kiedy jeden ogranicza sygnat, to drugi
jest wytaczony, gdyz odpowiednia dioda nie przewodzi.

a)
| — ® ®
R
. D, /\D
@ tou()
u;n(t)
T T
b)
A A
Uou(?) charakterystyka Uou(£) przebieg
przejéciowa wyjsciowy
bt T I\
f > \ >
uin(t) 0 \ / !
—(Ey+ Uyg) —-mmmmmmmmmmeeees
— (‘]in
u;n(t)

uin(l) = ljin Sin(w[ + ¢)

przebieg
wejsciowy

Uin>(E, +Ur)

Un> (Ey+Ur)

Rysunek 8.11: Schemat i objasnienie zasady dziatania ogranicznika obustronnego

Aby wyznaczy¢ charakterystyke uktadu ograniczajacego, trzeba rozpatrzy¢ jego
zachowanie dla r6znych pozioméw napiecia wyjsciowego (zob. rys.[8.9pb). Mozna
to robi¢ systematycznie, rozpatrujac punkt po punkcie jeden okres przebiegu wej-
Sciowego, ale mozna tez od razu okresli¢ krytyczny poziom napiecia, ktéry po-
woduje przetaczenie diody, i wywnioskowag, jaki bedzie jej stan dla pozostatych
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warto$ci napiecia wejsciowego. Druga metoda wymaga intuicji oraz dos§wiadczenia,
wiec poczatkujacy nie powinni jej stosowaé. Zawsze nalezy pamietacé, ze caly czas
w obwodzie obowiazuje napigciowe prawo Kirchhoffa, czyli zachodzi bilans napie¢.

Rozpatrujac ogranicznik, zakltada sie, ze obcigzenie dotaczone do wyjsécia
nie wptywa na jego dziatanie: ma bardzo duza rezystancje i nie pobiera pradu.
Mozna to zapewnié, stosujac odpowiednie uktady posredniczace, takie jak wtoérniki
(zob. podrozdziat[9.2).

Dopuszczalne jest zastepowanie prawdziwej charakterystyki diody przyblize-
niem, jezeli latwo$¢ analizy ukladu ograniczajacego jest wazniejsza od doktadno$ci
jej wynikéw.

8.7 Uklady przylegania

Oprécz ograniczania do operacji zwigzanych z formowaniem przebiegu zalicza sie
przesuwanie go wzdluz osi amplitudy, czyli modyfikowanie jego sktadowej state;j.
Mozna to osiggna¢ w spos6b wyjasniony na rys. — taczac Zrédlo sygnatu
szeregowo ze Zrodlem napiecia stalego, ktore ustala przesuniecie. Dzialanie uktadu
opiera sie bezposrednio na napieciowym prawie Kirchhoffa.

E

a) 4| _—
uin(?) @ Uou(?)

b) c)

uin(2) Uou(?)

U: VAV it /\\ /\\ t

—(UntE)

Y

(=]

Rysunek 8.12: Uktad przesuwajacy napiecie w d6t
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Szczeg6lnym przypadkiem zmodyfikowania sktadowej statej jest przyleganie
(ang. clamping), czyli takie przesuniecie przebiegu, ze skrajne wartosci (dolne lub
gbrne) pokrywajg sie z zerem. Do tego celu teoretycznie mozna wykorzystac¢ uktad
przesuwajacy, w ktérym napiecie state jest rowne amplitudzie sygnatu. Jednak
projektujac uktad, zwykle nie wiemy, jaka bedzie amplituda sygnatu, a nawet jezeli
ja znamy, to dobieranie odpowiedniego Zrédta napiecia jest klopotliwe. Przyleganie
mozna realizowa¢ efektywniej w prostszych ukltadach, ktére wykorzystujq diody
i kondensatory zamiast Zrédet.

Schemat uktadu przylegania pokazano na rys. Na kondensatorze odktada
sie napiecie, ktérego amplituda jest rowna warto$ci szczytowej przebiegu wejscio-
wego pomniejszonej o napiecie progowe diody. Jezeli na wejSciu wystepuje napiecie
dodatnie, to dioda jest spolaryzowana zaporowo. Nie przewodzac, zachowuje sie
ona tak, jakby w jej miejscu byla przerwa, czyli odktada sie na niej suma napie-
cia wejSciowego i napiecia na kondensatorze. Kondensator roztadowuje sie wtedy
przez obciazenie, ale nastepuje to bardzo wolno, poniewaz rezystancja obcigzenia
jest duza. Ladowanie kondensatora nastepuje w p6tokresach, w ktérych napiecie
wejSciowe jest ujemne i dioda przewodzi. Element taduje sie szybko, bo prad jest
ograniczony jedynie warto$cig rezystora R i maksymalnym pradem diody. Dlatego
w praktyce mozna zaktadac, ze po pierwszym p6tokresie napigcie na kondensato-
rze jest caly czas ré6wne warto$ci szczytowej z wejscia. Wiaczajac diode odwrotnie,
mozna przesunaé przebieg w przeciwnym kierunku.

a)

() () ZSTuw@) [

b)) c) A
tin(?) Uoul(?)
2Un=Us —
Ui Ui
- 0 -
0 t —Ur t
- l]in

Rysunek 8.13: Uktad przylegania z przesunieciem w gore

345



Saeed & Parfieniuk

Uklady przesuwajace umozliwiajag mierzenie wartosci szczytowej napiecia
zmiennego z uzyciem woltomierza napiecia statego. Sa tez one wykorzystywane
do powielania napiecia. Na rys. przedstawiony zostatl schemat podwajacza
napiecia, ktéry powstaje z dotaczenia detektora szczytowego (zob. problem[P8.18)
do wyjscia uktadu przesuwajgcego.

— || |
R D,

1

Ry

¢,
) DIZXTMDIO) C::/]\ucz(t) ]
2

Rysunek 8.14: Podwajacz napiecia

8.8 Diodowe uklady przelaczajace i bramki logiczne

Przechodzenie diody ze stanu nieprzewodzenia w przewodzenie mozna utozsamia¢
zjej przetaczaniem pod wptywem napiecia wejsciowego. Powigzanie stanéw i odpo-
wiednich pozioméw napiecia z warto$ciami logicznymi , 1” (,prawda”) i ,,0” (,falsz”)
pozwala wykorzysta¢ uktady diodowo-rezystorowe do realizowania prostych wy-
razen algebry Boole’a. W szczegélnoSci mozna opracowaé uktady réwnowazne
bramkom logicznym.

Rysunek[8.15 pokazuje uktad, ktéry spetnia role bramki AND przy zalozeniu,
ze zakres napie€ 0...1,5V odpowiada niskiemu poziomowi sygnatu logicznego, ,,0”,
zakres 4,5...5V — poziomowi wysokiemu, ,,1”, a napiecie zasilajgce wynosi 5 V.
Jezeli niski poziom napiecia jest doprowadzony do przynajmniej jednego wejscia,
to odpowiednia dioda przewodzi, tak ze na wyjsciu mamy sume jej napiecia progo-
wego i warto$ci wejsciowej. Rezystor ogranicza wtedy prad ptynacy przez element
potprzewodnikowy. Jezeli do obydwu wejsé doprowadzone sg napiecia zblizone
do zasilajacego, to zadna z diod nie przewodzi i prawie cale napiecie zasilania
pojawia sie na wyjSciu, pod warunkiem, ze wyjscie jest nieznacznie obcigzone
rezystancja znacznie wieksza od R.

Realizacja bramki OR w logice diodowo-rezystorowej jest tematem pro-
blemu [P8.20] Podejscie to sprawdza sie w praktyce, gdy potrzebna jest pojedyncza
bramka, ale nie nadaje sie do realizacji bardziej skomplikowanych uktadéw cy-
frowych. Przede wszystkim dlatego, ze z diod i rezystoréw nie mozna zbudowac
bramki NOT, a funkcje AND i OR nie wystarczaja do zrealizowania dowolnej funkcji
logicznej. Z drugiej strony utrudnione jest kaskadowe taczenie bramek, bo spadki
napiecia na diodach z kolejnych stopni zacieraja r6znice miedzy wysokim a niskim
poziomem logicznym (zob. problem[P8.20).
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a) b)
+Ucc

g
D, »
N
c) d)
+Ucc +Ucc
a R a, . —— R
D, ¥ D, y
b b

Rysunek 8.15: Bramka AND w logice diodowo-rezystorowej

8.9 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja s podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

8.9.1 Problemy rozwiazane

Problem P8.1

Zapoznac¢ sie z kartami katalogowymi r6znych diod. Nalezy zwr6ci¢ uwage na za-
kres zamieszczonych danych, r6znorodnos¢ wykorzystanych srodkéw przekazu
informacji oraz zwiezto$¢ i uporzadkowana strukture dokumentéw.
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Wskazéwka

Karty katalogowe mozna tatwo znalezZ¢ w internecie, w szczeg6lnosci na interneto-
wych stronach producentéw i sprzedawcéw elementéw elektronicznych. Pomocna
bedzie wyszukiwarka internetowa, ktérej nalezy podac stowa kluczowe, takie jak
»datasheet”, ,diode”, ,junction”, ,LED” czy ,Zener”. Ten sam element moze by¢
produkowany przez rézne firmy i by¢ r6znie, cho¢ zwykle podobnie, oznaczany.
Jednocze$nie ten sam producent moze dostarcza¢ rézne wersje elementu, ktére
r6znig sie obudowg lub parametrami granicznymi. Na przyktad wersja do zasto-
sowan militarnych moze r6znic sie od tej do powszechnego uzytku poszerzonym
zakresem temperatur pracy.

Wskutek globalizacji karty katalogowe sg publikowane najczesciej tylko w je-
zyku angielskim, ktérego znajomos¢ jest niezbedna dla wspo6tczesnego inzyniera
informatyka, elektronika itp., warunkujac dostep do najbardziej aktualnych i wiary-
godnych Zrédel informaciji.

Problem P8.2

Okresli¢ punkt pracy diody w uktadzie pokazanym na rys. Nalezy przyjac,
ze dioda stanowi rozwarcie, gdy Up < 0, a zwarcie, gdy Up = 0. Dane sa: R; = 1kQ,
Rz = 4kQ, El =2V oraz E2 =5V.

— —J
R R,
E
L SZ TUD —_.—E2
1

Rysunek 8.16: Schemat do problemu

Odpowiedz
Uktad nalezy sprowadzi¢ do podstawowego uktadu polaryzacji z jednym rezystorem
ijednym Zrédlem. Ich parametry ustalamy za pomocg twierdzenia Thevenina, trak-
tujac diode jako obcigzenie szukanego obwodu zastepczego. Najpierw okreslamy
napiecie Zrodla zastepczego:

E+E> _ 2+5

Umnw=E>—R)I=E»—R =5-4 =5-56=-0.6
™ = E2—R» 2 2R1+R2 172 [V]

Znak minus wskazuje, ze dioda jest spolaryzowana zaporowo, czyli nie ptynie przez
nig prad. Odklada sie na niej cale napiecie Ury, niezaleznie od warto$ci Ry, wiec
mozna poming¢ obliczanie rezystancji zastepczej.
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Problem P8.3

Zaproponowac uktad do pomiaru pradowo-napieciowej charakterystyki diody i opi-
sac sposdb jego wykorzystania. Pomiar parametréw granicznych wykracza poza
obszar naszych zainteresowan.

Odpowiedz

Najprosciej jest mierzy¢ charakterystyke metodg ,punkt po punkcie”, wykorzystu-
jac uktad pokazany na rys. Za pomocg zasilacza regulowanego stopniowo
zmieniamy napiecie zasilajgce, co wptywa na prad i napiecie na zaciskach diody,
i mierzymy wielko$ci elektryczne za pomocg amperomierza i woltomierza. Zebrane
dane wyznaczajg punkty, przez ktére prowadzimy krzywa. Im wiecej zbadanych
ustawien zasilacza, tym wiecej punktéw i dokltadniejszy wykres. Rezystor powinien
by¢ dobrany odpowiednio do maksymalnego napiecia zasilajgcego, tak by ograni-
czy¢ prad w obwodzie do kilkudziesieciu miliamperéw i zabezpieczy¢ diode przed

uszkodzeniem.
- : : +
R Ip
1 +
£ o] ¥
Rysunek 8.17: Schemat do problemu
Problem P8.4

Obliczy¢ prad i napiecie Ur w ukladzie przedstawionym na rys. Wiadomo,
ze R =10Q, za$ napiecie zasilania, E, moze przyjmowa¢ wartosci 1, 2, 5, 10i 20 V.

E

Rysunek 8.18: Schemat do problemu
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Problem P8.5
Powtérnie wykonac polecenie z problemu po zastgpieniu pojedynczej diody
szeregowym polgczeniem 2, 3 i4 diod.

Problem P8.6
Narysowac przebieg napiecia ug(t) w uktadzie pokazanym na rys. wiedzac,
ze R =200, za$ e(t) = 10sinwt V.

e, R ]| us®

Rysunek 8.19: Schemat do problemu

Wskazéwka
Jest to prostownik jednopotéwkowy, ktéry zostanie doktadniej oméwiony w pod-
rozdziale[11.3l

Problem P8.7
Wyjasdni¢ dziatlanie ukltadu pokazanego na rys. Narysowac charakterystyke
przejsciowaq i przykladowe przebiegi.

a0 () N o)

Rysunek 8.20: Schemat do problemu

Odpowiedz

Jest to ogranicznik z dolnym ograniczeniem réwnym napieciu progowemu diody.
Wykazanie tego z uzyciem wykreséw pozostawiamy czytelnikowi, ktéry moze wzo-
rowac sie na tresci podrozdziatu([8.6]
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Problem P8.8
Powtérnie wykona¢ polecenie z problemu po wiaczeniu diody odwrotnie.

Odpowiedz
Wskutek przetgczenia elementu powstaje ogranicznik napiecia z géry, na poziomie
réwnym progowemu napieciu diody.

Problem P8.9

Obliczy¢ Up, Ug, I oraz rezystancje statyczng diody w ukladzie pokazanym
narys. Dane sa: R =10kQ, r, =30Q oraz E = 20V.

N 1
L~ o

-
Up
- R Uz

Rysunek 8.21: Schemat do problemu

Problem P8.10

Okresli¢ przebieg up(t) w uktadzie pokazanym na rysunku Dane sa: R =200Q,
e(t) =13sinwtmVoraz E=5V.

pY\/ up(?)

Rysunek 8.22: Schemat do problemu|P8.10

Wskazéwka
Nalezy zwréci¢ uwage na r6znice miedzy jednostkami e(?) i E.
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Problem P8.11

Jak zmieni sie dziatanie ogranicznikéw z rys.[8.9]i wskutek odwrotnego wilacze-
nia diody albo Zr6dta? Dla kazdego przypadku narysowac charakterystyke przej-
§ciowa i wynik ograniczania sygnatu sinusoidalnego.

Problem P8.12

Na jakiej zasadzie dziata ogranicznik przedstawiony na rys. Jak zmieni sie
dzialanie uktadu wskutek odwrotnego wiaczenia diody i Zrédia?

unl®) () . o)

T

Rysunek 8.23: Schemat do problemu|(P8.12

Wskazéwka
Jest to ogranicznik napiecia z géry. Poziom ograniczania jest okreSlony réznica
progowego napiecia diody oraz E.

Problem P8.13

Omowic dziatanie diod Zenera w uktadzie pokazanym na rysunku Podac¢
warto$¢ napiecia Up i obliczy¢ natezenie pradu, ktéry ptynie w obwodzie. Dane sa;
R=10Q, E=20V,Uz=5Voraz Ur=0,7V.

Rysunek 8.24: Schemat do problemu|P8.13
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Problem P8.14
Okresli¢ przebieg napiecia na rezystorze w dwoch wybranych ogranicznikach.

Wskazéwka

Nalezy wykorzysta¢ napieciowe prawo Kirchhoffa, ktére obowiazuje w odniesieniu
do napie¢ statych oraz zmiennych. Na jego podstawie stwierdzamy, Ze wystarcza
odjac napiecie wyjsciowe od wejSciowego.

Problem P8.15

Narysowac przebieg napiecia na wyjsciu uktadu z rys. przyjmujac, ze na wej-
$ciu jest sygnal sinusoidalny o amplitudzie 10V. Do czego mozna wykorzystac¢
ten uklad w przypadku, gdy amplituda napiecia wejSciowego jest znacznie wieksza
od napiecia stabilizacji Uz? Dane sa: R =10Q, Uz, =5V oraz Uz, =7V.

N

\ \ Uz
) () ! o)
Uz

e

Rysunek 8.25: Schemat do problemu|(P8.15|

Problem P8.16

Objasnic dziatanie diod stabilizacyjnych w uktadzie pokazanym na rysunku [8.26]
Poda¢ warto$¢ napiecia Up i obliczy¢ natezenie pradu, ktéry pltynie w obwodzie.
Danesg: R=10Q, E=20V, Uz; =5V oraz Uz, =7V.

1
| S

R

U /N

E _1‘-_ Up

Uz I\

Rysunek 8.26: Schemat do problemu(P8.16
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Problem P8.17

Omowic¢ dziatanie ukltadu przesuwajacego napiecie, ktéry pokazano narys.
Jak zmienia sie przebieg wyjSciowy po odwréceniu zaciskéw diody i/lub Zrédta?
Nalezy rozpatrze¢ wszystkie mozliwe konfiguracje.

——j|

C
uin(t)@ o) [
E=15 UinT

Rysunek 8.27: Schemat do problemu(P8.17,

| S

Ry

a) b) ‘
A A
uin() Uou(?)
0 P
E-U
Uin T
—(1,5U;—Ur)
0 PR
—(2,5U;,—Uy)
7l]in
-(3,5Uin—Uy)
c) d)
|| ||
— — _1 }
0 25U.-U | 0 2s5U.-Ur N
in T
Um UTI (]in l
[ 15U, ] T 1,5 U,n—r

Rysunek 8.28: Wykresy i schematy do rozwigzania problemu|P8.17

Wskazowka
Zr6dto napiecia statego powoduje dodatkowe przesuniecie przebiegu wzdtuz osi

amplitudy, co ilustruja wykresy z rys.
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Analiza uktadu obejmuje okreslenie rozkladu napieé¢ na elementach w dwéch
przypadkach: (i) dioda przewodzi, a natadowany kondensator uniemozliwia prze-
plyw pradu (rys.[8.28k), oraz (ii) dioda dziata zaporowo, uniemozliwiajac roztado-
wanie kondensatora (rys.[8.28d). Warto zauwazy¢, ze na kondensatorze wystepuje
napiecie wieksze od obydwu napie¢ Zrédtowych.

Problem P8.18

Jaka jest zasada dziatania uktadu pokazanego na rys. Do czego mozna go
wykorzystaé?

N .
l
Uin(f) ( CT T toul®)

Rysunek 8.29: Schemat do problemu|P8.18

Wskazéwka

Jest to detektor szczytowy. Na wyjsciu rejestruje on maksymalng wartos$¢ sygnatlu
wejSciowego pod warunkiem, ze obcigzenie ma duza rezystancje, co uniemozliwia
roztadowanie kondensatora.

Problem P8.19

Jak wyglada przebieg na wyjsciu i charakterystyka przejSciowa ogranicznika
Z1ysS. gdy (i) Zr6dta maja réwne warto$ci oraz (ii) w miejscu jednego ze Zrédet
jest zwarcie?

Problem P8.20

Jakie napiecie wystapi na wyjsciu szeregowego potaczenia 7 bramek AND, takich jak
narys.[8.15p, gdy wejscie uktadu zostanie zwarte do zera? Nalezy przyjac, ze napiecie
progowe diody wynosi 0,7 V.

Wskazéwka
Chociaz iloczyn zer logicznych powinien wynie$¢ ,,0”, napiecie wyjSciowe bedzie
odpowiadato , 17, gdyz zostanie okreslone 7-krotno$cig napiecia progowego.
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Problem P8.21
Objasni¢ dziatanie bramki, ktérej schemat pokazano na rys. Jest to bramka OR
w logice diodowo-rezystorowe;.

Rysunek 8.30: Bramka OR w logice diodowo-rezystorowej: (a) schemat, (b) tablica prawdy
oraz (c) symbol

Wskazéwka

Na rys. objasniono dziatanie uktadu dla dwéch z czterech mozliwych kombi-
nacji napie¢ wejSciowych. Rozpatrzenie dwdch pozostatych przypadkéw pozosta-
wiamy czytelnikowi.

a) b)
a - a -
D, ¥ D, ¥
Ungr b b ——o o—

Rysunek 8.31: Zasada dziatania bramki OR z rys. (8.30p.
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Rozdzial 9

Tranzystory i ich zastosowania

Wprowadzenie

Chociaz dioda jest bardzo uzytecznym elementem, nie pozwala ona kontrolowac
jednego sygnatu elektrycznego innym. Funkcje te, stanowiaca podstawe dzialania
wzmacniaczy, generatorow i szybkich uktadéw przetaczajacych, oferuje tranzystor.
Wynalazta go w 1948 roku tréjka naukowcéw: W. Shockley, J. Bardeen i W. Brattain,
ktérych osiagniecie zostato wyréznione juz w kilka lat pézniej, w 1956, Nagroda
Nobla z fizyki.

Tranzystor jest elementem z trzema wyprowadzeniami, w ktérym rezystancja
miedzy dwoma zaciskami zalezy od sygnatu doprowadzonego do trzeciej elektrody.
Stad pochodzi nazwa elementu, ktéra jest skrétem od transfer resistor. W poréw-
naniu do prézniowych lamp elektronowych, ktére dawniej stosowano w wyzej
wymienionych uktadach, tranzystor jest znacznie mniejszy i potrzebuje mniej ener-
gii do dzialania.

W niniejszym rozdziale wyjasniono dziatanie tranzystoréw bipolarnych i unipo-
larnych oraz najwazniejszych uktadéw, w ktorych sg one wykorzystywane, zar6wno
analogowych, jak i cyfrowych.

9.1 Tranzystory bipolarne

9.1.1 Budowai dzialanie

Tranzystor bipolarny sklada sie z trzech warstw pétprzewodnika, ktére tworza
dwa ztacza pn zestawione przeciwstawnie, tak jakby dwie diody mialy wspd6lng
anode lub katode. Do kazdej warstwy pétprzewodnika jest przytaczony oddzielny
zacisk tranzystora. Element posiada zatem trzy wyprowadzenia, ktérych nazwy
opisuja petnione funkcje: kolektor (ang. collector: C), emiter (ang. emitter: E) i baze
(ang. base: B).
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Poniewaz zlacza pélprzewodnikowe mozna zestawi¢ na dwa sposoby, rozr6z-
niane sg tranzystory npni pnp, ktérych symbole i struktury wewnetrzne zostaty
pokazane na rys. Typ tranzystora decyduje o zwrotach pradéw i napie¢ polary-
zujacych, ktore sg potrzebne do wprowadzenia go w okreslony stan po wlaczeniu do
uktadu. Typ elementu nie wptywa jednak na wartosci tych wielkos$ci ani na zasade
dziatania i ogélne wlasciwosci tranzystora. Dlatego w dalszych rozwazaniach sku-
pimy sie na tranzystorach npn, ktére mozna uwazac za latwiejsze do analizowania,
poniewaz w odpowiednich uktadach polaryzacji nie wystepuja ujemne potencjaty.

a) b)
CYE CXY[E
B B
c B c B
B B

Rysunek 9.1: Symbol i budowa tranzystora bipolarnego typu (a) npni (b) pnp

Gdy tranzystor jest wltaczony do obwodu, jedna para koricéwek pemi funkcje
wejscia, a druga — wyjScia. Obie pary majg wspdlny zacisk, ktorym moze by¢ kazda
z elektrod. Uzyteczne sa trzy sposoby wilaczenia elementu do obwodu, nazywane
konfiguracjami lub ukltadami pracy, ktére zilustrowano na rys. Zaleznie od
sposobu wlgczenia tranzystora uzyskuje sie uktady o odmiennych wtasciwosciach,
ale w kazdym przypadku tranzystor dziata tak samo.

Rysunek 9.2: Mozliwe sposoby wlgczenia tranzystora npn do obwodu: (a) ,wsp6lna baza”,
(b) ,wspdlny emiter” i (c) ,wspdlny kolektor”
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Analizujac tranzystory npn , przyjmuje sie, ze prady bazy i kolektora wptywaja
do elementu, a prad emitera wyplywa. W tranzystorze pnp prady sg skierowane
przeciwnie. Zawsze zachodzi bilans pradow:

Ig=Ig+ 1 9.1

Kluczowa wlasciwoscia tranzystora jest to, ze prady kolektora i emitera zalezg od
znacznie mniejszego pradu bazy, co jest interpretowane jako wzmacnianie pradu.
W uproszczeniu wzmacniajace dziatanie tranzystora mozna opisa¢ proporcjonal-
noscia prosta

—= 9.2)

gdzie S jest nazywane wspotczynnikiem wzmocnienia pradowego i dla dobrego
tranzystora przyjmuje duzg warto$¢ — kilkadziesiat do kilkuset. R6znica miedzy
natezeniami pradéw siega wiec dwoch rzedéw wielkosci.

Natezenia pragdow kolektora i emitera sg zblizone, czyli nie ma wzmacniania
z perspektywy odpowiednich zaciskéw . Zwigzek miedzy tymi pradami opisuje sie
z uzyciem innego wspoélczynnika:

a_
Ig

9.3)

ale mozna latwo wykazac (zob. problem[P9.2), ze wsp6tczynniki sq bezposrednio
powiazane w nastepujacy sposéb:

f=—o (9.4)

€o oznacza, ze typowo a = 1.

Rysunek[9.3| wyjasnia zjawiska zachodzace wewnatrz tranzystora npn w sta-
nie aktywnym. Zigcze baza-emiter jest spolaryzowane w kierunku przewodzenia,
natomiast zfacze baza-kolektor — w kierunku zaporowym. Chociaz w drugim zla-
czu tworzy sie warstwa zubozona, to plynie tam znaczny prad wsteczny, bliski
pradowi emitera. Opiera sie on na ruchu elektronéw, ktére pod wplywem r6znicy
potencjatéw miedzy emiterem a baza sg wstrzykiwane z obszaru n do p, dyfunduja
do warstwy zubozonej, a stamtad sa wyciggane do kolektora, ktérego potencjat
jest wyzszy od potencjatu bazy.

Prad bazy opiera sie na dziurach, ktére wypelniaja sie wstrzyknietymi elektro-
nami, co nazywa sie rekombinacjg. Odpowiednio domieszkujac pétprzewodnik n
w emiterze i zweZzajac warstwe pélprzewodnika typu pw bazie, mozna spowodowac,
ze rekombinacja zachodzi duzo rzadziej niz dyfuzja elektronéw do obszaru zubozo-
nego, ktoéry otacza zlacze baza-kolektor. Dlatego prad bazy jest znacznie mniejszy
od pradu kolektora. Nie jest on bynajmniej efektem ubocznym omawianych zjawisk,
bo ilo§¢ dziur wprowadzanych do bazy zalezy od zewnetrznego obwodu polaryzu-
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jacego, a jednoczes$nie silnie wplywajq one na intensywno$¢ strumienia elektronéw
przechodzacych z emitera do kolektora. Nieznaczne zmniejszenie liczby dziur w ba-
zie istotnie zwieksza tam kumulacje elektronéw oczekujacych na przejscie, czyli
niezré6wnowazonego fadunku ujemnego, ktéry hamuje wstrzykiwanie kolejnych
elektronéw z emitera. Dlatego zaré6wno prad emitera, jak i kolektora zalezg od
pradu bazy, a nie odwrotnie.

n p n
EERIEEIETEER
© @ @000 @
E —®—®— R ;’» - - C
®® ol
- = = »f;) Dy G = =
® 0 3 0
CXCECN NS CHER R
Y P[0 |9 ® -
Use B warstwa Ucs
zaporowa

Rysunek 9.3: Zasada dziatania tranzystora bipolarnego typu npn

9.1.2 Punkt pracy i polaryzacja

W odréznieniu od diody do opisania tranzystora potrzebne sg przynajmniej dwie
rodziny charakterystyk. Jedna powinna przedstawiac wielkosci elektryczne w obwo-
dzie wejsciowym, druga — w wyj$ciowym. Sposéb wilgczenia tranzystora do obwodu
decyduje, ktére napiecia i prady petnig funkcje zmiennych niezaleznych, a ktére
stanowig parametry. Parametry reprezentuja zwigzki miedzy wielko$ciami w ob-
wodzie wejsciowym i wyjSciowym. Dysponujac wymienionymi dwiema rodzinami
charakterystyk, mozna wyznaczy¢ pozostale: przejéciowa i zwrotna, ktore zwykle sg
pomijanie w kartach katalogowych.

Za podstawowy mozna uwazac zestaw charakterystyk wejsciowych i wyjscio-
wych dla konfiguracji ,wsp6lny emiter”, pokazany na rys. Pierwsza rodzina
wykreséw opisuje dziatanie ztgcza baza-emiter, ktére funkcjonuje podobnie jak
dioda, ale na nachylenie krzywej w obszarze przewodzenia wplywa niezalezne
napiecie kolektor-emiter. Druga rodzina linii przedstawia zwiazek miedzy pradem
kolektora a napieciem Ucg, ktéry zalezy od natezenia pradu bazy.

Pod pojeciem punktu pracy tranzystora rozumiemy pelne zestawienie warto$ci
sktadowych stalych pradéw i napie¢ na zaciskach tranzystora. Wystarcza jednak
podanie trzech wielkosci, najczesciej I, Ic i Ucg, gdyz znajac je, mozna wyznaczy¢
prad emitera i pozostale napiecia miedzy elektrodami.
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b)
Ucg1 < Ucg2 < Ucgs It Aﬂé/
: mAlEZ S I3
=
< <
Ec/Rc &= zakres aktywny
~. Y <
,_><— Ip,
- B=0A
. . T -
0 Ucgeat odciecie Ec Ucg

Rysunek 9.4: Charakterystyki tranzystora bipolarnego npn w konfiguracji ,wspdlny emiter”:
(a) wejsciowa i (b) wyjSciowa

Tablica 9.1: Stan tranzystora npn jako efekt polaryzacji ztacz baza-emiter i baza-kolektor

Stan Polaryzacja baza-emiter | Polaryzacja baza-kolektor
Nasycenia przewodzenie przewodzenie
Zatkania zaporowa zaporowa
Aktywny przewodzenie zaporowa
Odwrotny-aktywny zaporowa przewodzenie

Tranzystor moze znajdowac sie w jednym z czterech stanéw, poniewaz sg w nim
dwa ztacza poétprzewodnikowe, ktére niezaleznie mozna polaryzowaé w kierunku
przewodzenia lub zaporowym. Tabela[9.1| przedstawia zalezno$¢ stanu elementu
od sposobu spolaryzowania zlacz.

Jezeli obydwa ztacza sg spolaryzowane w kierunku przewodzenia, to tranzystor
jest w stanie nasycenia, a gdy sa one spolaryzowane zaporowo, element znajduje
sie w stanie odciecia (zatkania). Przelaczanie tranzystora miedzy tymi skrajnie
r6znymi stanami jest wykorzystywane w technice cyfrowej, co zostanie doktadnie;j
omoéwione w podrozdziale

W uktadach analogowych kluczowa role odgrywa stan aktywny, ktéry wyste-
puje wtedy, kiedy ztacze baza-emiter jest spolaryzowane w kierunku przewodzenia,
a zlacze baza-kolektor — w kierunku zaporowym. Tranzystor wykazuje wtedy wta-
§ciwo$ci wzmacniajace.

Odwrdcenie polaryzacji ztacz wprowadza element w tzw. odwrotny stan ak-
tywny, w ktérym réwniez obserwuje sie¢ wzmacnianie, ale znacznie stabsze niz
w stanie aktywnym. Dlatego odwrotny stan aktywny nie jest wykorzystywany w prak-
tyce i bywa tylko nastepstwem pomylenia emitera z kolektorem. Chociaz symetria
zestawien p6tprzewodniké6w na rys.[9.1|sugeruje, Ze te elektrody sa rownowazne,
to w rzeczywistych elementach r6znia sie one domieszkowaniem, co poprawia
dzialanie tranzystora przy jednej konfiguracji napie¢ kosztem drugie;.
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Na charakterystykach obszary aktywny i nasycenia odgranicza specyficzna
warto$¢ napiecia kolektor-emiter, Ucggat, typowo 0,2...0,35V. Obszar zatkania jest
natomiast wyznaczony zerowym pradem bazy, ktéremu odpowiada minimalne
natezenie pradu kolektora.

Za ulokowanie punktu pracy Q tranzystora w wybranym miejscu charaktery-
styki odpowiada uklad zasilania i polaryzacji, ktéry moze przyjmowac r6zne formy.
Rysunek[9.5|pokazuje uktad, ktéry mozna uwazac za najprostszy, w ktérym obowia-
Zujg nastepujace réwnania:

{ EBZRBIB+UBE 9.5)

Ec =Rclc+ Ucg

Znajac charakterystyki tranzystora, prady i napiecia na jego zaciskach mozna
wyznaczy¢ metodg graficzna, ktérej istote wyjasnia rys. Proste obciazenia, okre-
$lone napieciami zasilania i rezystancjami w obwodach bazy i kolektora na rys.
wskazuja potozenia punktu pracy, ktére dopuszcza obwdd polaryzacji. Charaktery-
styki tranzystora wyznaczajg natomiast ograniczenia na potozenie punktu pracy,
ktére wynikaja z parametréw danego elementu p6tprzewodnikowego. Przeciecia
prostej z krzywymi na jednym wykresie wyznaczaja punkty na drugiej charakte-
rystyce. Punkty te tworzg krzywg (na rysunku zaznaczong linig kropkowa), ktérej
przeciecie z odpowiednia prostg obcigzenia stanowi poszukiwany punkt pracy.

Rysunek 9.5: Podstawowy uktad polaryzacji tranzystora bipolarnego npn w konfiguracji WE

9.1.3 Obliczeniowe modele tranzystora

Analityczne i komputerowe metody analizowania uktadéw z tranzystorami opie-
rajq sie na r6znego rodzaju modelach matematycznych tego elementu. Modele
dokladniejsze wymagaja bardziej skomplikowanych obliczen.

Jezeli mamy obwdd pradu stalego z tranzystorem w stanie aktywnym, to mozna
przyjac, ze ztacze baza-emiter zachowuje sie tak jak przewodzaca idealna dioda
o napieciu progowym 0,7V, za$ miedzy kolektorem a emiterem jest Zr6dto pradu
o natezeniu 1. Ten najprostszy model zilustrowano na rys.
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a)

Rysunek 9.6: Prosty model tranzystora w stanie aktywnym stosowany do analizowania
obwodéw polaryzacji

Inne sytuacje wymagaja podej$¢ bardziej ztozonych. W szczeg6lnosci wtedy,
kiedy interesuje nas oddziatywanie tranzystora w stanie aktywnym na niewielkie
sygnaly zmienne, mozemy zastgpi¢ go modelem malosygnaiowynﬂ pokazanym
narys. Opiera si¢ on na hybrydowej reprezentacji czwornika, z ktérym utozsa-
miamy tranzystor. Poniewaz analiza czw6rnikéw wykracza poza zakres niniejszej
ksigzki, podajemy jedynie relacje miedzy wielko$ciami elektrycznymi w omawia-
nym obwodzie zastepczym:

{ Upe = Nitelp + Rizelce } (9.6)
ic = hoteip + Nooelce '
a)
C e C
h2]eib
B ~ I:I h22e Uce
E B E

Rysunek 9.7: Prosty model tranzystora stosowany do analizowania sktadowych zmiennych
przy niewielkich napieciach wejSciowych

Tak proste modele mozna stosowaé tylko pod warunkiem, ze dopuszczalne
jest oddzielenie analizowania uktadu polaryzacji (sktadowych statych) od rozpa-
trywania sktadowych zmiennych. Najpierw trzeba ustali¢ punkt pracy tranzystora

1 7a male nalezy uwaza¢ sygnaty, ktére sa znacznie mniejsze od pradéw oraz napie¢ polaryzu-
jacych tranzystor i powoduja nieznaczne przesuniecia punktu pracy po charakterystyce pragdowo-
napieciowej elementu, tak Zze mozna zaktadac jej liniowo$¢ w wykorzystywanym zakresie. Na przyktad
jezeli napiecia polaryzacji sa rzedu kilku V, to malym mozna zwykle nazywac napiecie nieprzekracza-
jace kilkunastu mV.
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dla zadanych napie¢ polaryzujacych, wykorzystujac pierwszy model. Nastepnie
drugi model jest rozpatrywany w diametralnie odmiennym uktadzie — po wylacze-
niu Zrédet napiecia i pradu stalego, tak jak przy obliczaniu rezystancji zastepczej
Thevenina (zob. podrozdziat[3.3). Kondensatory nalezy rozpatrywa¢ odpowiednio
do rodzaju wzbudzenia: w pierwszym przypadku trzeba przyjmowac, ze w miejscu
kondensatora jest przerwa, a w drugim, Ze jest zwarcie.

9.2 Wzmacniacze

9.2.1 Ogéblna charakterystyka ukladéw wzmacniajacych

Wzmacniaczem nazywamy uktad, ktéry zwieksza moc sygnatu bez zmiany jego
ksztaltu. Energia pradu statego dostarczana ze Zrodla zasilajacego wzmacniacz jest
przeksztatcana w energie sygnalu wyjsciowego, ktérego przebieg jest okreslony
sygnatem z wej$cia.

Wzmacnianie sygnatu jest potrzebne w wielu sytuacjach. Na przyktad mikro-
fon, przetwarzajac drgania mechaniczne w elektryczne, wytwarza napiecie rzedu
ulamkéw mV, ktoére jest za stabe do rejestrowania czy przesylania. Z kolei glo-
$nik, pelnigcy funkcje odwrotna, musi by¢ sterowany sygnatem jeszcze silniejszym
niz potrzebny do wymienionych operacji. Wreszcie transmisja zar6wno radiowa,
jak i przewodowa, wigze sie z ostabieniem sygnatu, ktére nalezy kompensowac. Dla-
tego wzmacniacze wchodza w sktad wiekszosci urzadzen elektronicznych, nie wyta-
czajac cyfrowych.

Rozréznia sie wzmacniacze napiecia, pradu i mocy, statych i zmiennych, sinu-
soidalnych i impulsowych. Kazde zastosowanie wymaga dedykowanego schematu
i odpowiednich metod projektowych. Zawsze jednak sercem wzmacniacza jest
przynajmniej jeden element czynny, najczesciej tranzystmﬂ

Symbol wzmacniacza pokazano na rys. Podstawowym parametrem uktadu
jest wzmocnienie napieciowe, czyli stosunek amplitud napiecia wejSciowego do wyj-
Sciowego:

Uout
Uin

Poniewaz wzmocnienie moze zmieniac sie w szerokim zakresie, o kilka rzed6w

wielkoSci, czesto przedstawia sie je w decybelach:

ku:

9.7

Out

ku = 20log, = [dB] 9.8)

czyli na skali logarytmicznej, ktéra wprowadzono w rozdziale[6) omawiajac dobro¢
i selektywno$¢ obwodu rezonansowego.

2 Pierwotnie wzmacniacze budowano z uzyciem lamp elektronowych, ale obecnie te przyrzady
sg stosowane tylko w szczeg6lnych przypadkach, takich jak np. nadajniki radiowe o duzej mocy.
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Rysunek 9.8: Symbole wzmacniacza

Ubocznym efektem wzmacniania jest zwykle przesuwanie sygnatu w fazie. Cze-
sto spotyka sie wzmacniacze tranzystorowe odwracajace faze, czyli wprowadzajace
przesuniecie o0 180°.

W niektérych zastosowaniach istotne moze by¢ wzmocnienie mocy :

P out

k, = 10log,,—= [dB] 9.9)

m

Wspétczynnik, przez ktéry mnozony jest logarytm, jest dwukrotnie mniejszy
jak w ([9.8), gdyz moc jest proporcjonalna do kwadratu napiecia, a podniesienie
wielko$ci do kwadratu odpowiada podwojeniu logarytmu.

Impedancja wejSciowa reprezentuje obciazenie, jakie wzmacniacz stanowi
dla zZrédta sygnatu. Impedancja wyjSciowa wzmacniacza okre$la natomiast opty-
malne obciagzenie, ktérego podtaczenie do wyjscia zapewnia dopasowanie mocy
(zob. podrozdziat[5.14).

Rzeczywiste ukltady wzmacniaja maksymalnie i bez znieksztalcen tylko sygnaty
ztozone z komponentéw sinusoidalnych o czestotliwo$ciach z ograniczonego za-
kresu, nazywanego pasmem przenoszenia wzmacniacza. Sktadowe o czestotliwo-
§ciach zbyt matych i zbyt duzych sg wzmacniane stabiej albo wzmacniacz przesuwa
je w fazie tak, ze przebieg wyjSciowy jest znieksztalcony w poréwnaniu do wejscio-
wego. Spowodowane jest to niedoskonatoscig elementéw elektrycznych i elektro-
nicznych, a doktadniej wystepowaniem pasozytniczych pojemno$cii indukcyjnosci.
Dlatego mozna zauwazy¢ analogie miedzy analizg czestotliwo$ciowg wzmacniaczy
i obwodow rezonansowych (zob. rozdziat[6).

Zmiany dziatania wzmacniacza w funkcji czestotliwos$ci sygnatu wejsciowego
przedstawia sie za pomocg charakterystyki czestotliwo$ciowej, ktéra sktada sie
z dwéch czesci. Na jednej, zwanej charakterystykg amplitudowa, przedstawiane sg
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zmiany wzmocnienia, k,, a na drugiej, zwanej charakterystyka fazowa, — zmiany
przesuniecia fazowego, ¢, ktére uktad powoduje w sygnale sinusoidalnym o danej
czestotliwos$ci. Czasem wygodnie jest rozpatrywacé te wielko$ci tacznie, traktujac je
jako modut i argument zespolonej funkcji czestotliwo$ci.

Typowe ksztalty charakterystyk wzmacniacza pokazano na rys. Zawsze
mozna rozr6zni¢ na nich pasmo przenoszenia oraz pozostaty zakres czestotliwo-
$ci nazywany pasmem tlumienia. Pasmo przenoszenia jest okreslone czestotliwo-
§ciami granicznymi, dla ktérych wzmocnienie napieciowe zmniejsza sie o 3dB, czyli
V2 razy w poréwnaniu do swojej wartosci maksymalnej. Z innego punktu widzenia
na granicy pasma przenoszenia moc sygnatu wyjsciowego spada do potowy swojej
warto$ci maksymalnej (zob. podrozdziat[6.2.4). W pasmie przenoszenia przesunie-
cie fazowe powinno by¢ state, ale praktyczne uktady spelniaja to wymaganie tylko
w przyblizeniu.

Wykresy takie jak na rys.[9.9|sg najczesciej sporzadzane z uzyciem logarytmicz-
nej skali osi czestotliwo$ci. Takg reprezentacje charakterystyki czestotliwoSciowej
nazywa sie wykresami Bodeg(ﬂ Skala logarytmiczna pozwala przybliza¢ krzywe
odcinkami prostych o asymptotycznym charakterze.

a) A
k(f) | [dB]
kumax
kumax73
B >
i pasmo przenoszenia Ju S [HZ]
b) s
AN 7]
360
270
180
90
O & S f [HZ
10...10° 10°...10°

Rysunek 9.9: Typowy ogélny ksztalt amplitudowej charakterystyki czestotliwosciowe;j
wzmacniacza

3 Hendrik Wade Bode (1905-1982) — inzynier Bell Laboratories; nie wynalazt wykreséw nazwa-
nych jego imieniem, ale spopularyzowat je, badajac za ich pomocg wzmacniacze ze sprzezeniami
zwrotnymi.
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9.2.2 Zasada dzialania wzmacniacza

Dziatanie wzmacniaczy tranzystorowych wyja$nijmy na przyktadzie prostego
uktadu z rys. [9.10p, w ktérym tranzystor pracuje w konfiguracji ,wspélny emi-
ter”. Na uwage zastuguje obecno$¢ kondensatoréw, ktére powoduja, ze dla napieé
statych uktad zachowuje sie zupelnie inaczej niz dla sygnatéw zmiennych z pasma
przenoszenia. Zgodnie z postulatami przedstawionymi w podrozdziale[9.1jmozemy
te dwa przypadki rozpatrywac oddzielnie, wykorzystujac odmienne uproszczone
modele elementu p6tprzewodnikowego.

Rc Cout Rg

Ca —

uout(t)
uin(t)/]\ RB2E . . Rpy
E E
r L Il 1

c) B

=

=
1
| S

UC C

1 C

uin(®) | Rpi I:I Ry

hizettce(?)

hayein(f) I I
h22e i RC uout(t)
4 . + JT—

Rysunek 9.10: Schematy wzmacniacza z tranzystorem w ukltadzie ,wspélny emiter”: (a) ory-
ginalny, (b) dla sktadowej statej i (c) dla sktadowych zmiennych napie¢

Aby przeanalizowaé oddziatywanie napiec¢ (sktadowych) statych, nalezy rozpa-

trzy¢ uktad polaryzacji z rys.[9.10p. Powstaje on z rys. w wyniku zastapienia
tranzystora modelem z rys. a kondensatoréw — przerwami. Zadaniem Cip i Coyt
jest odseparowanie statych pradéw i napie¢ od Zrédta sygnatu wejsciowego i od ob-
cigzenia wzmacniacza.
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Rozpatrujac sktadowe zmienne napiecia, tranzystor zastepujemy modelem
z1ys.[9.7} przy czym
hite = 1ve hize — 0

9.10
h21e — B hoze — 0 (©.10)

i przyjmujemy, ze kondensatory i Zr6dlo zasilajace reprezentujq soba zwarcia. W wy-
niku tych dziatan otrzymujemy uktad z rys.[9.10, ktory moze wygladac zaskakujaco
dla niektérych czytelnikéw. Rezystory Rg; i Rp2 s dolagczone rownolegle do wejscia,
za$ Rc — réwnolegle do wyjscia. Rezystancja emitera w ogdéle nie oddziatuje na
sktadowe zmienne, gdyz kondensator Cg dezaktywuje Rg, zwierajac zaciski tego re-
zystora dla skladowych zmiennych napie¢. Natomiast dla sktadowej statej napiecia
kondensator stanowi przerwe, a rezystor realizuje sprzezenie zwrotne (zob. podroz-

dzial[9.6).

Uklad polaryzacji ustala spoczynkowy punkt pracy, w ktérym tranzystor znaj-
duje sie wtedy, gdy jest zerowe napiecie na wejSciu wzmacniacza. Oscylacje sygnatu
wejSciowego wywolujgq zmiany napie¢ i pradoéw tego elementu, czyli chwilowe
odchylenia punktu pracy od potozenia bazowego. Chociaz sygnatl rzedu miliwol-
téw, oddziatujac na ztacze baza-emiter, powoduje nieznaczne zmiany pradu bazy,
to tranzystor przeksztatca je w wielokrotnie wigeksze zmiany pradu kolektora i napie-
cia kolektor-emiter, ktére okresla napiecie wyjsciowe. W kontekscie charakterystyk

ilustruje to rys.

Doprowadzenie napiecia wejSciowego o zbyt duzej amplitudzie skutkuje prze-
sterowaniem wzmacniacza. Punkt pracy wykracza wtedy poza obszar aktywny, wiec
sygnal wyjSciowy jest znieksztatcony.

b)
Ic 4

Ec/Rc

T
B !

P i !

PN ; i

i i

i ( i

o . < |

napiecie /] | napigcie | ;
sro ! s !

wejsciowe | ; wyjsciowe ! d

Rysunek 9.11: Wzmacnianie sygnatu w uzyciem tranzystora bipolarnego
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9.2.3 Wtornik emiterowy

Za szczegb6lng odmiane wzmacniacza mozna uwazaé wtérnik emiterowy, ktéry
zwieksza natezenie pradu, nieznacznie zmniejszajac napiecie, zgodnie z nastepuja-
cymi parametrami hybrydowymi:

hiic = The hizc —1
9.11
haic— —(B+1) hooc — 0 ©.11)
Schemat uktadu widnieje na rys.[9.12f, zas$ rys.[9.12b pokazuje odpowiedni
schemat zastepczy dla sktadowych zmiennych, ktéry uzyskano metodg oméwiong
w podrozdziale Narysowanie i rozpatrzenie uktadu zastepczego dla napiec
statych pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

a) —1

—

ui"(t) Rg Cout T uout(t)
L L L
b) B/ L E
‘ hycip(f) 3
uin(?) [] Rp I:Ihzzc [] Re Uoui()
hizc uce(?) i
C ' © L

Rysunek 9.12: Wtérnik emiterowy: (a) schemat oryginalny i (b) schemat zastepczy dla skla-
dowych zmiennych

We wtérniku tranzystor pracuje w konfiguracji ,,wspélny kolektor”, ale trudno
to wywnioskowa¢ bezposrednio na podstawie rys. [9.12a. Schemat zastepczy
Z IYS. pokazuje wyraZniej, ze kolektor stanowi elektrode wspoélng dla wej-
$cia i wyjscia, gdyz elektroda ta zostaje zwarta do masy po wytaczeniu zasilania
na potrzeby analizowania skladowych zmiennych.
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Podobnie jak w przypadku konfiguracji ,,wsp6lny emiter” rezystor Rg realizuje
sprzezenie zwrotne, ale we wtérniku jest ono znaczne silniejsze: cate napiecie
wyjSciowe powraca na wejscie, gdyz sygnat wyj$ciowy jest pobierany z emitera.
Zatem wzmocnienie napieciowe jest bliskie jedno$ci, zawsze nieco mniejsze.

Z kolei wzmocnienie pragdowe jest duze, bliskie §, czyli impedancja obciazenia
decyduje o impedancji wejSciowej wtérnika, ktéra jest B razy wieksza. Dlatego
wtornik jest powszechnie stosowany jako uktad buforowy, ktéry wstawia sie miedzy
Zr6dlo sygnatlu a wzmacniacz, ktérego nieduza impedancja wej$ciowa stanowitaby
dla tego Zrédta zbyt duze obcigzenie.

9.2.4 Wzmacniacz r6Znicowy

Proste uktady tranzystorowe mozna taczy¢ na rézne sposoby. W szczegdlnosci zesta-
wiajac w szereg kilka wzmacniaczy, uzyskuje si¢ wypadkowe wzmocnienie réwne
iloczynowi wzmocnien poszczegd6lnych stopni. We wzmacniaczu przeciwsobnym
dwa tranzystory wspotpracuja w ten sposob, ze jeden odpowiada za wzmacnianie
dodatniej czesci przebiegu wejsciowego, a drugi — za wzmacnianie czesci ujem-
nej, co daje duzg sprawnos¢ energetyczng ukladu. Rozwinieciem tej koncepcji
jest wzmacniacz z tranzystorami komplementarnymi (przeciwstawnymi), ktérego
dotyczy zadanie[P9.4

Wzmacniacz r6znicowy powstaje ze sprzegniecia dwoch jednakowych stopni
wzmacniajacych w konfiguracji ,wsp6lny emiter” za posrednictwem wspo6lnego
obwodu emiterowego, tak jak na rys. Za napiecie wyjSciowe brana jest r6znica
potencjaléw kolektoréw, ktéra jest proporcjonalna do réznicy napieé wejsciowych.
Proporcjonalnosé wynika z tego, ze przy ustalonym potencjale bazy jednego tranzy-
stora zmiana potencjatu bazy drugiego tranzystora powoduje przesuniecie punktéw
pracy elementéw poétprzewodnikowych w przeciwnych kierunkach.

Rysunek 9.13: Schemat wzmacniacza r6znicowego
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Gdy potencjal bazy tranzystora zostaje zwiekszony, to rosng tez natezenia pra-
doéw elektrod. W szczeg6lnoSci zwieksza sie prad kolektora, co powoduje zmniejsze-
nie potencjatu tej elektrody. Jezeli op6r Rg jest duzy w poréwnaniu do rezystancji
z¥acza baza-emiter, to zmiana potencjalu bazy nie wplywa znaczaco na spadek na-
piecia na tym rezystorze, a wiec i na sume pradéw emiteréw. Dlatego prady emitera
i kolektora drugiego tranzystora zmniejszaja sie, a potencjat kolektora rosnie.

Zmniejszanie potencjalu bazy powoduje odwrécenie zmian wielkosci elektrycz-
nych. Jezeli potencjaty baz sg modyfikowane tak, ze jeden ros$nie tyle, ile drugi
maleje, to zmiany napie¢ na kolektorach sa dwukrotnie silniejsze. Jezeli natomiast
bazy sg sterowane tym samym sygnatem, tak ze ich potencjaly pozostajg réwne po-
mimo modyfikacji, to potencjaty kolektoréw zmieniajg sie jednakowo i ich r6znica
jest zerowa niezaleznie od napiecia wejSciowego.

Doktadno$¢ dziatania uktadu zalezy od stato$ci sumy pradéw emiteréw. W pre-
cyzyjnych wzmacniaczach réznicowych miejsce rezystora Rg zajmuje Zrédlo pradu
(zob. zadanie[P9.10).

Wzmacniajgc réznice sygnaléw doprowadzonych do jego wej$¢, wzmacniacz
r6znicowy thumi ich wspoélne sktadowe. Jest to przydatne, poniewaz w praktyce
czesto zdarza sie, ze uzyteczny sygnat musi by¢ wydzielany z sygnalu obejmujacego
dodatkowo silng sktadowsq statq i zakt6cenia.

Wzmacniacz r6znicowy stanowi podstawe bardzo uzytecznej klasy analogo-
wych uklad6éw scalonych — wzmacniaczy operacyjnych — ktére oméwiono w roz-
dziale Na ukladzie tym opiera sie tez technologia cyfrowa ECL (ang. emitter
coupled logic), charakteryzujaca sie szybkim dziataniem.

9.3 Tranzystory unipolarne

9.3.1 Informacje og6lne

Tranzystory unipolarne, inaczej nazywane polowymi lub tranzystorami z efektem
polowym (ang. field-effect transistor: FET), r6znia sie od bipolarnych tym, ze przewo-
dza, wykorzystujac nos$niki wiekszosciowe, ktérymi mogg by¢ dziury albo elektrony.
Inna réznica jest taka, ze tranzystor unipolarny jest sterowany wytgcznie napie-
ciowo. Pole elektryczne o natezeniu zaleznym od potencjatu elektrody sterujace;j,
bramki (ang. gate: G), reguluje liczbe no$nikéw, czyli przewodnictwo, w pétprze-
wodnikowym kanale laczacym dwie pozostate elektrody: Zrédto (ang. source: S)
i dren (ang. drain: D). W niektérych modelach tranzystoréw zZrédto moze petnic¢
role drenu i vice versa.

Istniejg dwa gtéwne typy tranzystoréw polowych: ztaczowe (ang. junction field-
effect transistor: JFET) i z izolowana bramka (ang. isolated gate field-effect transistor:
IGFET). Ze wzgledu na ich strukture, w ktérej wystepuje metal, tlenek i pétprzewod-
nik, elementy z drugiej grupy sa tez okreslane skr6tami MOSFET (ang. metal-oxide
semiconductor field-effect transistor) lub po prostu MOS.
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9.3.2 Tranzystory unipolarne z izolowana bramka (MOSFET)

Tranzystory unipolarne z izolowana bramka majg szczeg6lne znaczenie w informa-
tyce, gdyz stanowia podstawe cyfrowych uktadéw scalonych wielkiej skali integracji
(ang. very large scale integration: VLSI).

Jak pokazano na rys. podstawe tranzystora unipolarnego MOS stanowi
podtoze (ang. base: B) z jednego typu poélprzewodnika, w ktérym osadzone sg
obszary drenu D i Zrédta S. Sa one wykonane z pétprzewodnika o innym typie
przewodnictwa i polaczone z zewnetrznymi wyprowadzeniami. Na podtozu jest
umieszczona warstwa izolacyjna z dwutlenku krzemu, na ktérej znajduje sie ob-
szar bramki G z metalu lub pétprzewodnika, polaczony z trzecim zewnetrznym
wyprowadzeniem. Dielektryk zapewnia, ze nie ma kontaktu elektrycznego miedzy
bramka a Zrédtem i drenem.

a) b)

nMOSFET pPMOSFET

Rysunek 9.14: Symbol i budowa tranzystora unipolarnego MOS z kanalem typu (a) n i (b) p

Dziatanie tranzystora MOSFET obja$niono na rys. Gdy napiecie bramki
jest zerowe, zlacze dren-Zrédto mozna traktowac jako szeregowe potaczenie dwoch
diod, z ktérych jedna jest spolaryzowana zaporowo, wiec blokuje przeptyw pradu.
Doprowadzenie do bramki potencjatu r6znego od zera powoduje w podiozu pod nig
(i pod izolacja) kumulacje no$nikéw tadunku, ktérych typ jest okreslony znakiem
tego potencjalu wzgledem podtoza. Dodatnie napiecie przyciaga elektrony z pod-
toza w poblize bramki, a ujemne odpycha je, co odpowiada utworzeniu warstwy
dziur. Im napiecie wieksze, tym grubsza warstwa no$nikéw.

Wplyw tej tzw. wzbogaconej warstwy no$nikéw, generowanej napieciem bramki,
na przewodnictwo miedzy Zr6dtem a drenem zalezy od typéw pélprzewodnikow.
Dla podtoza typu p ujemne napiecie, powodujgce kumulacje dziur, pogtebia za-
porowa polaryzacje jednego ze ztaczy pn . Napiecie dodatnie na bramce, ktére
przyciaga elektrony miedzy dren i Zrédlo, powoduje utworzenie tzw. kanatu, ktérym
tadunki moga przeptynaé miedzy elektrodami. Im wieksze napiecie, tym szerszy
kanat ilepsze przewodnictwo miedzy drenem a Zrédiem.
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Rysunek 9.15: Zasada dziatania tranzystora unipolarnego MOS z kanalem typu p

Rysunek[9.16|przestawia typowe charakterystyki tranzystora MOSFET. Nalezy
podkreslié, ze tranzystor unipolarny jest sterowany bezprgdowo: w obwodach
bramka-dren i bramka-Zr6dto prad nigdy nie ptynie. Chociaz bramka decyduje
o przewodnictwie miedzy drenem a Zr6dtem, to do wymuszenia przeptywu pradu
w kanale potrzebna jest r6znica potencjatéw miedzy tymi elektrodami, ktéra nie
musi by¢ zwigzana z napieciem bramki. Od napigcia bramki zalezy jedynie warto$¢
progowa napiecia dren-zr6dto, po osiagnieciu ktorej tranzystor wchodzi w stan
nasycenia. Natezenie pradu utrzymuje sie wtedy na ustalonym poziomie pomimo
dalszego zwiekszania réznicy potencjatéw, bo osiagnieto maksymalng przepusto-
wo$¢ kanalu okres§long polaryzacjg bramki.

a) b)
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I D 1 D
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Rysunek 9.16: Charakterystyki tranzystora unipolarnego MOS z kanalem typu p: (a) przej-
Sciowa i (b) wyj$ciowa
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Tranzystory unipolarne MOS sa wrazliwe na tadunki elektrostatyczne. Warstwa
tlenku izolujgca bramke od kanatu jest cienka, ma grubo$¢ rzedu utamka mikro-
metra, wiec charakteryzuje sie stosunkowo nieduzym napieciem przebicia, od 100
do 200V. Tymczasem na ciele czlowieka moga gromadzic¢ sie tadunki w taki sposéb,
Ze powstaje réznica potencjalow siegajaca kilkunastu kilowoltéw. Chociaz pojem-
no$¢ elektryczna ciata jest niewielka i jej roztadowanie nastepuje btyskawicznie,
to zwigzany z tym impuls pragdowy wystarcza, by tranzystor MOS zostat uszkodzony
wskutek zaledwie dotkniecia jego zacisku. Dlatego monterzy urzadzen z takimi
elementami nakladajg specjalne bransolety uziemiajgce. Innym rozwigzaniem jest
umieszczenie na wejSciach i wyjéciach uktadu MOS diodowych uktadéw zabez-
pieczajacych. Nalezy zauwazy¢, ze ten problem zwykle nie wystepuje w uktadach
bipolarnych, ktére sg niewrazliwe na krétkotrwate przebicia.

9.3.3 Tranzystory unipolarne zlaczowe (JFET)

W zlaczowych tranzystorach unipolarnych Zrédto i dren sg przytaczone do tego
samego obszaru pétprzewodnika. Z kolei bramka jest przytaczona do dwéch ob-
szar6w potprzewodnika innego typu, ktére z dwéch stron stykajq sie z obszarem
kanatu. Pokazano to narys.

a) G b) G
D JiL S D JiL S
JFET JFET
z kanalem z kanatem
typu n G typu p G
V4 n
D— n n S p |_| P S

n

T

|

Rysunek 9.17: Symbol i budowa tranzystora unipolarnego JFET: (a) z kanalem typu n
i (b) zkanalem typu p

Dzialanie elementu wyjasnia rys. W poblizu styku pétprzewodnikow ist-
nieja warstwy zubozone, ale sg one na tyle waskie, Zze kanat ze Zrédta do drenu
jest otwarty nawet przy zerowym napieciu bramki. Do wymuszenia przeptywu la-
dunku potrzeba jedynie r6znicy potencjatéw miedzy elektrodami, ktére polaryzuja
kanat. R6znica ta ,$cigga” warstwy w kierunku drenu, ale zasadniczo nie wplywa
na ich szerokosc.
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Rysunek 9.18: Zasada dziatania tranzystora unipolarnego JFET z kanalem typu n

Pojawienie sie na bramce ujemnego potencjatu powoduje poszerzenie warstw,
tak ze kanal zaweza sie i ruch tadunkéw ze Zrédta do drenu jest hamowany. Im
silniejsza jest polaryzacja bramki, tym warstwy sa szersze, a kanat — wezszy. Dla
pewnego progowego potencjatu bramki warstwy sa tak szerokie, ze stykajg sie,
odcinajac dren od Zrédia.

Typowe charakterystyki tranzystora JFET zostaly pokazane na rys. Tak jak
w przypadku MOSFET, prad wyj$ciowy jest sterowany matym napieciem wejscio-
wym, przy czym praktycznie nie ma przeptywu pradu w bramce.

a) b)
A A
]D ]D
g Uss3=0V
Upss = Upssat 2 253
.g
< EIR-E Ussz
Ubsz 8 ((_ zakres nasycenia <
< =/ 0 Ugs:
<
Upsi=0V f
> P - s ~ Usso= Ur .
Ur 0 Uss 0 zakres odcigcia Ups

Rysunek 9.19: Charakterystyki tranzystora unipolarnego JFET z kanatem typu n: (a) przej-
$ciowa i (b) wyjsciowa
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9.4 Tranzystory a wytwarzanie ukladéw logicznych

9.4.1 Ogoblna zasada reprezentowania informacji z uzyciem tranzystora

Tranzystor w stanie nasycenia mozna utozsamiac z przetacznikiem zamknietym,
a w stanie odciecia — z otwartym. Zatem element pozwala reprezentowac jeden bit
informacji. Na podstawie tej obserwacji opracowano kilka technologii wytwarzania
uktadéw logicznych z uzyciem tranzystoréw bipolarnych i unipolarnych.

9.4.2 Realizowanie bramek logicznych za pomoca tranzystor6w bipo-
larnych

Najbardziej znanym sposobem wykorzystania tranzystoréw bipolarnych do reali-
zowania bramek jest technologia TTL (ang. transistor-transistor logic), na ktoérej
opierata sie dawniej popularna rodzina uktadéw scalonych serii 74xx [17].

Rysunek[9.20p pokazuje schemat podstawowej bramki NAND w technologii
TTL, ktora realizuje funkcje logiczng opisana symbolem i tablica z rys. Glow-
nym elementem ukiadu jest tranzystor wieloemiterowy 77, rownowazny dwém
tranzystorom, ktérych bazy i kolektory sg potaczone. Dokonuje sie tego na poziomie
uktadu scalonego, co zmniejsza powierzchnie zajeta przez taki tranzystor i zwigeksza
szybko$¢ dziatania. Tranzystor T» pracuje w konfiguracji ,wspd6lny emiter” jako
wzmacniacz ze sprzezeniem zwrotnym. Tranzystory T3 i T, odpowiadaja za wytwo-
rzenie standardowych poziomoéw napiecia wyj$ciowego i dopasowanie impedancji.
Dioda przy wyjsciu zwieksza prég napiecia, ktérego przekroczenie jest potrzebne
do przewodzenia T3. Pozostate dwie diody zabezpieczaja bramke przed ujemnymi
napieciami wejSciowymi o duzej wartosci bezwzgledne;.

a) b)
+Ucc

130

Rysunek 9.20: Bramka NAND w logice tranzystorowo-tranzystorowej TTL: (a) schemat
rzeczywisty i (b) uproszczony
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a) b)

Rysunek 9.21: Bramka NAND: (a) symbol i (b) tablica prawdy

Jezeli na obydwu emiterach T jest napiecie powyzej 2V, ktére odpowiada logicz-
nej , 17, to zlagcza baza-emiter sg spolaryzowane zaporowo, a ztacze baza-kolektor
przewodzi, utrzymujac T, w stanie nasycenia. Tranzystor T3 jest wytaczony, a Ty —
wlaczony, co oznacza, zZe na wyjsciu jest niewielkie napiecie, ktére odpowiada lo-
gicznemu ,,0”. Jezeli za$ napiecie mniejsze od 2V doprowadzono do cho¢by jednego
emitera T, to odpowiednie zlacze baza-emiter przewodzi, co oznacza wprowa-
dzenie tranzystoréw T, oraz T, w stan odciecia. Tranzystor T3 jest wlgczony, wiec
na wyjsciu jest napiecie z zakresu utozsamianego z logiczna ,1”.

Dla niektérych czytelnikéw bardziej zrozumiaty moze by¢ uproszczony schemat
z rys.[9.20p, stosowany do realizowania bramek wewnatrz uktadu scalonego, ktére
nie sa bezposrednio podiaczone do jego wyjscé.

Technologia TTL umozliwia wytwarzanie nie tylko bramek cyfrowych, ale takze
ztozonych blokéw funkcjonalnych, takich jak przerzutniki, liczniki, rejestry, a nawet
uklady arytmetyczne i pamieci. Istnieja odmiany tej technologii charakteryzujace
sie przy$pieszonym dzialaniem lub zmniejszonym poborem mocy.

Jednakze tylko technologie, ktére wykorzystujg tranzystory unipolarne, po-
zwalajq radykalne rozwigzaé problem nadmiernego rozpraszania energii, co jest
konieczne w uktadach wysokiej skali integracji, takich jak mikroprocesory i pamieci
o duzej pojemnosci.

9.4.3 Realizowanie bramek logicznych za pomoca tranzystor6w unipo-
larnych

Najprostsze koncepcyjnie sg bramki pokazane na rys. w ktérych wykorzy-
stuje sie tranzystory unipolarne jednego typu. Zasada dziatania uktad6éw staje sie
oczywista po wyjasnieniu tego, ze elementy otoczone linig kreskowa petnig funkcje
aktywnego obciazenia pozostalej czesci obwodu, gdzie tranzystory dziataja jako
klucze.

Takie podejscie umozliwia uzyskanie najwyzszej skali integracji, ale wynikowe
uklady scalone sa powolne w poréwnaniu do rozwigzan z tranzystorami bipo-
larnymi. Kompromis miedzy upakowaniem a szybko$cig dzialania uzyskuje sie,
wytwarzajac tranzystory w komplementarnych parach, w tzw. technologii CMOS
(ang. complementary MOS) [5].
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a) b)
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Rysunek 9.22: Bramki w technologii nMOS: (a) NOT i (b) NAND

Bramka NOT w technologii CMOS powstaje z zestawienia tranzystoré6w nMOS
i pMOS w spos6b pokazany na rys.

a) b) ©)
+Upp +Upp I+UDD
i I B T T
A T}—ev=1
— T T
Bl 1

Rysunek 9.23: Bramka NOT w technologii CMOS

Bramke NAND otrzymujemy, zestawiajac dwa inwertery w sposéb pokazany na
Iys. Jeden inwerter obejmuje tranzystory 77 i Tz, a drugi — T3 i 7. Stan niski
na wyjSciu oznacza, ze tranzystory T» i Ty sq wlaczone, a T i T3 — wylaczone.

Rysunek 9.24: Bramka NAND w technologii CMOS
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9.4.4 Pobor energii a przelaczanie bramki

Oprécz upakowania elementéw i szybko$ci dziatania, waznym parametrem scalo-
nych uktadéw cyfrowych jest pobér mocy. Jezeli jest on duzy, to chip nalezy chronié
przed uszkodzeniem w wyniku przegrzania, wiec moze by¢ potrzebny system chlo-
dzacy, ktérego stosowanie bywa ktopotliwe. Dodatkowo duze zapotrzebowane na
energie moze wyklucza¢ wykorzystanie uktadu w urzadzeniach przenos$nych z zasi-
laniem bateryjnym.

Pod tym wzgledem najlepsza jest technologia CMOS, gdyz bramka pobiera
prad tylko podczas przetaczania. W szczegdlnosSci w inwerterze, ktéry zmienit stan,
zawsze jeden z tranzystoréw blokuje przepltyw pradu, ale podczas samej zmiany
pojawia sie impuls pradowy, ktéremu towarzyszy rozpraszanie energii. Im wiecej
przelaczen, tym wiecej ciepta sie pojawia. Dlatego procesory, w ktérych wydajnosé¢
obliczeniowa opiera sie na szybkim taktowaniu, muszg by¢ chtodzone.

9.5 Tranzystory w wytwarzaniu pamieci

9.5.1 Ogo6lna struktura ukladéw pamieciowych

Uklady pamieciowe majg na ogot strukture takqg jak pokazana na rys. Jej pod-
stawowym elementem jest macierz komoérek pamieciowych, z ktérych kazda jest
skojarzona z parg doprowadzen zwanych liniami. Jedna linia odpowiada za uaktyw-
nienie komorki, a wlasciwie za uaktywnienie catego ich rzedu, w ktérym znajduja
sie te zawierajace stowo do odczytu lub zapisu. Bity sktadowane w komérkach
sq przekazywane na wyjscie lub ustawiane za posrednictwem linii kolumn. Wyboru
odpowiednich linii z catej dostepnej puli dokonuje multiplekser sterowany czescig
sygnatéw z szyny adresowej. Pozostate bity adresu stanowig wejscie dla dekodera
wierszy, ktéry ustawia wysoki stan logiczny na tylko jednej linii rzedu.

4 T T T T A
1 1 1 1

macierz
komorek

pamigciowych

/ dek.(').der wierszy \

szyna adresowa

multiplekser kolumn

szyna danych

Rysunek 9.25: Ogélna struktura uktadu pamieciowego
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Na rysunku pominieto bloki mniej istotne z naszego punktu widzenia.
Sa to wzmacniacze odczytu, bufory danych i adresu, a takze modut sterujacy,
ktéry odpowiada za uaktywnianie uktadu pamieciowego i jego przetaczanie miedzy
trybem zapisu a odczytu, odpowiednio do sygnatéw z szyny kontrolno-sterujgcej
systemu komputerowego.

Dokladne omoéwienie dzialania uktadéw pamieciowych i technologii ich wy-
twarzania mozna znaleZ¢ w ksiazkach na temat techniki cyfrowej, np. w 7], dlatego
dalej przedstawiamy tylko fakty niezbedne do wyjasnienia roli tranzystoréw.

9.5.2 Pamigci stale

Pamieci state, ROM (ang. read-only memory), umozliwiaja tylko odczyt danych,
ktére wczesniej zapisano podczas produkcji lub programowania. W pierwszym
przypadku zapis polega na pominieciu pewnych elementéw lub potaczen, kiedy
uktad scalony jest wytwarzany. W drugim przypadku powstaje uktad z pelng ma-
trycg komérek pamieciowych, ktérych stany mozna potem zmieni¢, poddajac uktad
odpowiednim wymuszeniom elektrycznym. Napiecia wieksze niz podczas normal-
nej pracy i dlugotrwaly przeptyw pradu moga powodowac przepalenie polaczen
albo tylko zmienia¢ rozktad tadunku w pétprzewodniku. Dlatego niektére uktady
mozna programowac tylko raz, a inne wielokrotnie.

Rysunek[9.26| pokazuje schematy komérek pamieci ROM w technologii MOS,
ktére przechowujg bity o r6znych wartoSciach. W obydwu przypadkach tranzy-
stor petni funkcje klucza miedzy linig bitu a Zr6dtem napiecia reprezentujacego
poziom logiczny ,1”. W komérce przechowujacej ,0” bramka tranzystora ,wisi” nie-
podlaczona, tak ze klucz jest otwarty i napiecie Zrédtowe nie moze przedostac sie
na linie bitu, na ktérej utrzymuje sie zerowy potencjat niezaleznie od stanu linii
stowa. Sktadowanie bitu ,1” polega na podtaczeniu bramki do linii wiersza, ktérej
uaktywnienie powoduje zamkniecie klucza, czyli przekazanie potencjatu Zrodta
na linie bitu.

a) b)
linia bitu (kolumny)

linia stowa (wiersza)

+Upp +Upp

przerwa w efekcie |—T |—T
przepalenia lub ﬂ \ |!'<l

pominigcia potaczenia

Rysunek 9.26: Komorki pamieci ROM reprezentujace bity (a) ,0” i (b) ,1”
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9.5.3 Pamieci o dostepie swobodnym

W pamieci o dostepie swobodnym, RAM (ang. random-access memory), mozna za-
pisywac i odczytywac dane podczas dziatania systemu komputerowego. Po wytacze-
niu urzadzenia informacja przepada. Pamieci takie konstruuje sie jako dynamiczne
lub statyczne.

9.5.4 Pamieci dynamiczne

Rysunek[9.27]objasnia budowe komérki pamieci dynamicznej — DRAM (ang. dyna-
mic random-access memory). Sktada sie ona z kondensatora podtaczonego do linii
bitu za posrednictwem klucza tranzystorowego, ktory jest sterowany linig wiersza.
Natadowany kondensator reprezentuje logiczng , 1", za$ brak tadunku oznacza ,,0".
Wykorzystujac tak prosta strukture, mozna produkowaé pamieciowe uktady scalone
o duzym stopniu upakowania, ktére sg tarisze i pojemniejsze od opisywanych dalej
pamieci statycznych.

linia bitu (kolumny)

—T linia stowa (wiersza)
Iy

L

Rysunek 9.27: Komorka pamieci dynamicznej w technologii nMOS

Aby zapisa¢ informacje do komérki pamieci DRAM, napiecie na linii bitu jest
ustawiane stosownie do wartoSci bitu. Nastepnie uaktywniona zostaje linia wiersza,
w wyniku czego tranzystor przewodzi, doprowadzajac napiecie z linii bitu (kolumny)
do kondensatora, ktéry taduje sie lub roztadowuje.

W trakcie odczytu informacji uaktywnienie linii wiersza i wlaczenie tranzystora
powoduje, Ze potencjatl z oktadki kondensatora pojawia sie na linii bitu. Specjalny
wzmacniacz odczytu (ang. sense amplifier) poréwnuje ten potencjal z napieciem
progowym i na tej podstawie okresla, czy komérka przechowuje ,1” czy ,,0”. Odczyt
powoduje roztadowanie kondensatora, tak ze informacja zostaje utracona. Z tego
powodu po odczytaniu jest ona zapisywana z powrotem do komorki.

W przeciwienistwie do stanu ,,0”, stan , 1” jest nietrwaly, gdyz kondensator ma
pewng uptywnos¢ i z czasem sie roztadowuje. Konieczne jest cykliczne (z czestotli-
woscia rzedu 100 Hz) od$wiezanie zawarto$ci DRAM, polegajace na sukcesywnym
odczytywaniu kolejnych rzedéw komorek bez wystawiania bitéw na szyne danych.
Zajmuje sie tym zwykle specjalny modut wbudowany w uktad pamieci. Dodatkowo
odswiezenie rzedu nastepuje przy kazdym dostepie do danych.
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9.5.5 Pamieci statyczne

Rysunek [9.28| pokazuje schemat komoérki pamieci statycznej SRAM (ang. static
random-access memory) w technologii CMOS. Uklad obejmuje potaczone krzyzowo
dwa inwertery: pierwszy zlozony z tranzystoréw T; i T3, a drugi — z T» i T;. For-
muja one przerzutnik zatrzaskowy (ang. latch), ktéry moze przechowywac 1 bit
informacji. Przerzutnik jest przylaczony do dwéch komplementarnych linii bitu
za posrednictwem tranzystoréw T5 i Tg, ktdre petnia funkcje kluczy uaktywnianych
sygnatem z linii wiersza.

Sktadowanie ,,1” wymaga utrzymania wyjscia pierwszego inwertera w stanie
wysokim, a drugiego — w niskim. W przypadku ,,0” jest odwrotnie. Zapisanie bitu
polega na wymuszeniu pozadanej konfiguracji napie¢ na liniach bitu i chwilowego
wlaczenia tranzystoréw kluczujacych. Po przetaczeniu sprzezone inwertery same
podtrzymujga osiagniety stan.

linia stowa
(wiersza) S .

Ti] AT
Ts | T
bl i
ek
linia bitu 3 — — 3 zanegowana linia

(kolumny) bitu (kolumny)

Rysunek 9.28: Schemat komérki pamieci SRAM w technologii CMOS

Zaleta pamieci SRAM jest to, Ze pobiera ona bardzo mato energii. Prad ptynie
bowiem w komérce tylko wtedy, kiedy nastepuje dostep do jej zawartoSci. W stanie
spoczynkowym w kazdym inwerterze jeden tranzystor jest zatkany, tak Ze nie ma
$ciezki, ktora prad ptynalby od Zrédla zasilania do masy. Nie ma wiec potrzeby
odswiezania komorek, a dodatkowo sprzezenie zwrotne miedzy inwerterami spra-
wia, Ze odczyt i zapis przebiegajq szybciej niz w przypadku sktadowania bitu jako
tadunku w kondensatorze.

Poniewaz komérke tworzy az sze$¢ tranzystoréw, pamieci SRAM nie mozna tak
efektywnie upakowac w uktad scalony, jak pamieci DRAM. Dlatego jest ona drozsza,
a wytwarzane chipy majg mniejszg pojemnoS¢.
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9.6 Sprzezenie zwrotne

Sprzezenie zwrotne (ang. feedback) polega na tym, ze sygnal wyjsciowy danego
systemu oddziatuje na jego wejscie, tak jak pokazano na rys. CO ZNnaczaco
zmienia wlasciwo$ci uktadu w poréwnaniu do konfiguracji bez sprzezenia.

obwodd bazowy

uin(t) - 1 — uout(t)
+/=

kf uout(t)

obwaod
sprz¢zenia zwrotnego

Rysunek 9.29: Schemat wyjasniajacy istote sprzezenia zwrotnego

Obwéd sprzezenia zwrotnego moze modyfikowaé amplitude i faze przeno-
szonego sygnatu, a dodatkowo zmiany te moga zaleze¢ od czestotliwo$ci. Jezeli
sygnal wejsSciowy i sygnal zwrotny sa w fazie, to obwdd bazowy przetwarza ich sume
i méwimy, Ze sprzezenie zwrotne jest dodatnie. Jezeli przesuniecie fazowe miedzy
sygnatami wynosi 180°, czyli maja one przeciwne znaki, to na wejSciu obwodu
bazowego jest r6znica sygnatéw i sprzezenie zwrotne jest nazywane ujemnym.

Z jednej strony sprzezenie moze mie¢ charakter pasozytniczy, bedac efektem
niedoskonatosci elementéw czy przenikania sie pol elektromagnetycznych z r6z-
nych czesci obwodu. Aby unikngé szkodliwego sprzezenia, trzeba prowadzic Sciezki
w specjalny sposéb, ekranowac fragmenty urzadzen lub dotacza¢ dodatkowe ele-
menty odsprzegajace.

Z drugiej strony sprzezenie zwrotne moze by¢ jednak ustanawiane celowo,
tak aby poprawi¢ lub zmodyfikowa¢ w pozadany sposéb dziatanie uktadu w poréw-
naniu do przypadku otwartej petli sprzezenia. W szczegélno$ci objecie wzmacnia-
cza ujemnym sprzezeniem zwrotnym daje nastepujace korzysci:

e zmniejszenie wrazliwo$ci wzmocnienia na nieznaczne zmiany parametréw
elementéw obwodu, ktére wynikaja z ich starzenia sie, wahan temperatury
czy zastapienia uszkodzonego egzemplarza nowym;

* uniezaleznienie odpowiedzi systemu od charakterystyk uzytych elementéw
aktywnych, co zmniejsza znieksztalcenia;

* poszerzenie pasma przenoszenia, dzieki czemu wzmacniane sg sygnatly o cze-
stotliwoSciach z szerszego zakresu;
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* umozliwienie regulowania impedancji wejsciowej i wyjsciowej, czyli dopaso-
wywania pod tym wzgledem wspoélpracujgcych uktadéw.

Korzysci uzyskuje sie za cene zmniejszenia wzmocnienia i wprowadzenia ryzyka
przechodzenia sprzezenia zwrotnego z ujemnego w dodatnie. Dodatnie sprzeze-
nie powoduje, ze wzmacniacz wzbudza sie, czyli przestaje realizowac¢ swoje za-
danie, a zaczyna wytwarzac oscylujgce napiecie wyjSciowe, ktérego przebieg nie
ma zwiazku z tym na wejsciu. Zjawisko to zwykle jest niepozadane, ale znajduje
zastosowanie, stanowigc podstawe dzialania generatoréw.

9.7 Generatory

Generator jest ukladem, ktéry przetwarza energie pradu statego w energie pradu
zmiennego. Pierwsza jest pobierana ze Zrédla zasilajacego uklad, a druga prze-
nosi sygnat wyjSciowy z generatora do jego obciazenia. W uproszczeniu mozna
powiedzie¢, Ze generator samorzutnie wytwarza sygnat elektryczny, ktérego war-
to$¢ zmienia sie w czasie. Zaciski stuzace do podtaczenia zasilania nie powinny by¢
utozsamiane z wejéciem, ktérego generator zasadniczo nie posiad

9.7.1 Generatory sinusoidalne

W technice analogowej najwieksze znaczenie praktyczne majg generatory napiecia
sinusoidalnego, gdyz takie przebiegi stanowig podstawe modelowania i analizy
wszelkich sygnalow. Teoria szeregéw Fouriera méwi bowiem, ze kazdy sygnat okre-
sowy mozna przedstawi¢ jako ztozenie sktadowych sinusoidalnych o odpowiednich
amplitudach, czestotliwo$ciach i przesunieciach fazowych [11].

Jak wspomniano wcze$niej, przebieg sinusoidalny mozna wygenerowac, obej-
mujac wzmacniacz petlag dodatniego sprzezenia zwrotnego, w wyniku czego po-
wstaje uklad niestabilny z cyklicznie zmieniajacym sie napieciem wyjSciowym.
Odpowiedni schemat pokazano na rys.

Aby wystapily oscylacje, obwdd sprzezenia zwrotnego musi spetnia¢ jedno-
cze$nie dwa warunki dla przebiegu sinusoidalnego o pozadanej czestotliwo$ci.
Po pierwsze sygnaty na wejsciu i wyj$ciu wzmacniacza musza by¢ w fazie, co jest
réwnowazne wymaganiu, by sprzezenie byto dodatnie. Po drugie iloczyn wspé6tczyn-
nikdbw wzmocnienia wzmacniacza i sprzezenia zwrotnego musi by¢ réwny jednosci.
Wymagania te stuza zapewnieniu, ze tylko jedna ze sktadowych sinusoidalnych,
ktére moglyby by¢ wzmacniane, jest podtrzymywana, podczas gdy pozostate sg
ttumione.

4 Istnieja generatory z wyzwalaniem, ktére wytwarzaja sygnat tylko przez pewien czas po zainicjo-
waniu z zewnatrz, po czym wracaja do stanu spoczynkowego.
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~——f wzmacniacz
+Ucc odwracajacy faze —

| dtawik a) C
RBI [ W.CZ. Clvout
' L L
l/ 1 2
™~
L
G G

- | b)
RBZE Ry |G

C) |:| L
obwod % }—
sprzezenia =
C C

1

zZwrotnego

Rysunek 9.30: Schematy generatoréw (a) Hartleya, (b) Colpittsa i (c) Pierce’a

Warunki amplitudy i fazy mozna spelnic¢, opierajac sprzezenie zwrotne na ob-
wodzie rezonansowym LC. Znane sg rézne sposoby odpowiedniego potaczenia
kondensatoréw i cewek, odr6zniajace typy generatoréw. Na rys.|9.30a-c pokazano
obwody rezonansowe, ktére mozna wstawi¢ do schematu z lewej strony tego sa-
mego rysunku, w miejsce obwodu sprzezenia zwrotnego, uzyskujac generatory
Hartleya (z dzielong indukcyjnoscia), Colpittsa (z dzielona pojemno$cia) i Pierce’a
(z rezonatorem kwarcowym, peligcym funkcje indukcyjnosci o duzej dobroci).
W kazdym z uktadéw czestotliwo$¢ oscylacji jest rowna czestotliwo$ci rezonansu
réwnoleglego w zastepczym obwodzie LC.

Nalezy wyjasnic, ze podzial pojemnoSci/indukcyjno$ci umozliwia spetlnienie
warunku amplitudy, okreslajac wspdtczynnik wzmocnienia sprzezenia zwrotnego.
Aby spelni¢ warunek fazy, obw6d rezonansowy wprowadza przesuniecie fazowe
0 180°, ktére dopelnia takie samo przesuniecie we wzmacniaczu odwracajacym.
Sumaryczne przesuniecie jest wiec réwne 360°, czyli tak jakby go nie byto, co jest
tozsame ze zgodnoscia fazy sygnatéw na wejsciu i wyj$ciu wzmacniacza.

Dodatkowa cewka z rdzeniem, tzw. dtawik wysokiej czestotliwo$ci (w.cz.), ogra-
nicza sktadowg zmienna, ktéra przedostaje sie z wyjscia do obwodu polaryzaciji.
Dtawik nie wchodzi w sktad obwodu rezonansowego, wigc nie wplywa na czestotli-
woS$¢ generowanego przebiegu.
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Inna kategoria generatoréw sinusoidalnych wykorzystuje obw6d RC do zapew-
nienia, ze warunek fazy jest spelniony dla tylko jednej czestotliwosci. Przyktad
uktadu tego typu rozpatrzono w podrozdziale[10.10}

Generatory moga opierac sie na r6znych wzmacniaczach, takze na uktadach
z tranzystorami unipolarnymi. Przyktad takiego generatora pokazano narys.

+Ubp
dtawik
W.CZ. C()ll[

uout(t)

I

|||—~

Rysunek 9.31: Schemat generatora Pierce’a z tranzystorem JFET

9.7.2 Generatory impulséw prostokatnych

W technice cyfrowej i automatyce podstawowe znaczenie majg sygnaty impulsowe
i przebiegi prostokatne. Generatory takich sygnatéw sg nazywane przerzutnikami
astabilnymi lub multiwibratorami.

Na rys.[9.32] pokazano schemat symetrycznego multiwibratora astabilnego [13],
w ktérym nastepuje cykliczne przetaczanie tranzystoréw. Kiedy jeden jest zatkany,
drugi jest w stanie nasycenia i odwrotnie. Okres generowanego przebiegu jest
okreslony suma czasu trwania impulsu ¢ i czasu przerwy f,: T = f; + f;,. Czasy te
mozna niezaleznie regulowac , bo zaleza one od parametréw r6znych elementéw:

ti=In2RE C; (9.12)

zas
Ip= In2Rg,C> (9.13)

W urzadzeniach ze scalonymi uktadami cyfrowymi przydatne sa generatory wy-
korzystujace bramki logiczne zamiast elementéw analogowych, ktérych obecnosé
zaburzataby spéjnos$¢ obwodu. Rozwigzania tego typu pozwalajg tez zagospodaro-
wac bramki, ktére pozostatyby niewykorzystane.

Schemat multiwibratora z bramkami NOT pokazano na rys. Inwertery
pemia w nim funkcje liniowych wzmacniaczy szerokopasmowych. Przeksztalcenie
bramki we wzmacniacz, tzw. linearyzacja, polega na sprzezeniu jej wejscia z wyj-
Sciem za poSrednictwem rezystora. Wzmacniacze sg polaczone kaskadowo i objete
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glowna petla sprzezenia zwrotnego, kt6ra stanowi rezonator kwarcowy. Rezonator
ustala czestotliwo$¢ generowanego przebiegu impulsowego.

a) b)
I +Ucc

A

Rei Reo tou(?)

]
Rg,

Cuut UCC

T

\

Rysunek 9.32: Multiwibrator astabilny: schemat i przebieg generowanego napiecia

T Uou(?)

+

Rysunek 9.33: Schemat multiwibratora z bramkami NOT

9.8 Pytania, problemy i quiz
Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,

ze impedancja, reaktancja i rezystancja sa podawane w , pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

9.8.1 Problemy rozwiazane

Problem P9.1
W jakiej konfiguracji pracuje tranzystor w uktadzie z rys.
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ul] I

RBZ RB]
T ¢ T
E
[t
|I

Rysunek 9.34: Schemat do problemu

Wskazéwka

Chociaz mogloby sie wydawac inaczej, nie jest to konfiguracja ,wspoélna baza”.

Problem P9.2
Udowodni¢ zwiazek miedzy wspoétczynnikami a i f.

Rozwiazanie
Zaleznosci i pozwalajg wyrazi¢ prady bazy i emitera jako funkcje pradu

kolektora:
Ic Ic
= — IE = —

B a
Podstawiajgc te wyrazenia do (9.I), otrzymujemy alternatywng posta¢ réwnania na
bilans pradéw:

Iy

1 I
—CZ—C+IC

a p
z ktérej mozna wyeliminowac I¢. Po sprowadzeniu prawej strony do wspélnego
mianownika otrzymujemy wyrazenie:

1
— +
a

=™

1+p
B

=~

ktérego odwrotnos¢

a=P_
1+
zwiezle opisuje zwigzek wspotczynnikow.

Te same operacje datyby wyrazenie (9.4), gdybySmy poprzedzili je przeniesie-
niem Ic na lewg strone réwnania opisujgcego bilans napie¢.
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Problem P9.3

Co to jest uklad Darlingtona (super-alfa)? Jakie sg jego wtasciwosci?

T

Rysunek 9.35: Uktad Darlingtona

Odpowiedz

Uklad Darlingtona tworza dwa tranzystory polaczone w sposéb pokazany
na rys.[9.35] Tranzystor T; pelni role wtérnika emiterowego, natomiast 7> dziata
jako wzmacniacz w uktadzie ,wsp6lny emiter”. Prad wptywajacy do bazy dru-
giego tranzystora jest wynikiem wzmocnienia pradu wejSciowego o f; i jest
wzmacniany o f8,. Dlatego uktad mozna utozsamiac z pojedynczym tranzystorem
o wspoétczynniku B = B B, i duzej rezystancji wejsciowe;.

Problem P9.4

Wyjaséni¢ zasade dzialania wzmacniacza z tranzystorami przeciwstawnymi, ktérego
schemat pokazano na rys.

+Ucc

uoul(t)

uin(?) /I\

|||-o

_UCC

Rysunek 9.36: Schemat do problemu
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Problem P9.5

Zaproponowac uklad do pomiaru charakterystyk tranzystora i opisa¢ sposéb jego
wykorzystania. Nalezy zatozy¢, ze dostepne sg: dwa zasilacze regulowane, dwa
amperomierze, dwa woltomierze oraz nieograniczona pula rezystorow. Pomiar
parametréw granicznych wykracza poza zakres naszych zainteresowan.

Odpowiedz

Podobnie jak w przypadku diody, najprosciej jest mierzy¢ charakterystyki metoda
»punkt po punkcie”. Trzeba jednak duzo wiecej wysitku, a odpowiedni uktad jest bar-
dziej skomplikowany, co wida¢ na rys. Mamy bowiem dwa oddzielne obwody
zasilajaco-pomiarowe: wej$ciowy i wyjSciowy.

A out,

R out

E(‘lllt

Rysunek 9.37: Uktad do mierzenia charakterystyk tranzystora bipolarnego

Rezystory ograniczajg prady ptynace przez tranzystor do kilku ... . kilkudziesieciu
mA, zabezpieczajac w ten spos6b element przed uszkodzeniem. Dwa zasilacze do-
starczajg niezaleznych napiec¢ polaryzujacych baze i kolektor. Jednym amperomie-
rzem mierzymy I, za$§ drugim — Ic. Podobnie, jednym woltomierzem mierzymy
Ugg, a drugim — Ucg. Lepiej jest wlaczy¢ cztery przyrzady na stale, niz przetaczac
jeden miernik uniwersalny z miejsca na miejsce.

Zat6zmy, ze chcemy zmierzy¢ charakterystyke wejsciowq

Iy = f(UBE)lUCE:const.

Za pomocag zasilacza Ej, zmieniamy stopniowo napiecie zasilajgce obw6d baza-
emiter, co wptywa na wszystkie prady i napigcia. W zwigzku z tym po kazdej zmianie
drugim zasilaczem korygujemy napiecie zasilajace obwo6d kolektor-emiter, tak aby
napiecie Ucg wroécito do ustalonej wartosci. Wplynie to nieco na Ig i Ugg, ktére
zmienily sie juz wcze$niej pod wptywem Ej,, ale ich pomiar powinien skutkowa¢
okresleniem nowego punktu charakterystyki, ktéry nie pokrywa sie z wyznaczonymi
wczesniej.

Charakterystyke wyjSciowa mierzymy w analogiczny sposéb, opierajac sie
na wzorze:

Ic= f(UCE)|IB = const.
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Po kilku cyklach czynno$ci nabieramy bieglosci i dziatamy automatycznie. Za-
wsze nalezy jednak zastanawiac sie nad uzyskiwanymi wynikami i aktualnym sta-
nem pracy tranzystora. Jezeli np. widaé, ze tranzystor jest nasycony lub odciety
i dalsze pomiary nie wnoszg nic nowego, to trzeba przej$¢ do nowej krzywej, zmie-
niajac ustalong warto$¢ parametru niezaleznego.

Problem P9.6
Obliczy¢ napiecia Ugp oraz Ucg i prady I oraz I w uktadzie pokazanym narys.
Nalezy przyjaé, ze a = 0,99, Rg =5kQ, Rc =2,5kQ, za§ Ugg = Ucc = 10V

» »
L L

It Ic
RE RC
UEB UCB
“1 I

Rysunek 9.38: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Z napieciowego prawa Kirchhoffa wynikajg nastepujace réwnania:

Ucc = Rcic—Ucs

oraz
Ugg = Rglg+ 0,7
—~~
Uss
gdyz Ugp = Ut w przypadku zlacza przewodzacego. Z drugiego réwnania wyzna-
czamy
_Ug-0,7 10-0,7

I
£ Ry 5-103

=1,86[mA]

oraz
IC =alg=1,84mA

Po podstawieniu tego wyniku do pierwszego réwnania mozemy wyznaczy¢

Ucs=Rclc—Ucc=1,84-2,5-10=-5,4[V]
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Problem P9.7

Dla uktadu pokazanego na rys. wyznaczy¢ punkt pracy tranzystora i zinterpre-
towaé wyniki. Nalezy przyjaé, ze Rg = 2,26kQ, Rc =226Q, E =12Vi  =100.

Rg Rc I E

Rysunek 9.39: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Zaktadamy, ze tranzystor znajduje sie w stanie aktywnym, czyli obowiazuja naste-
pujace réwnania:
E=Rglg+ 0,7
—~
Usk

poniewaz Ugg = Ut dla przewodzacego ztacza, oraz
E=Rclc+Ucg

Z pierwszego wyznaczamy

_E-0,7 12-0,7

= =5[mA
Rg 2,26-103 mA]

Iy
i obliczamy
Ic=BIg=0,5A
Podstawienie tego wyniku do drugiego réwnania daje

Ucg=E-Rclc=12-226-0,5= —101[V]
——

Sprzecznos¢!

czyli btedem byto zalozenie, ze tranzystor jest w stanie aktywnym i wzmacnia prad.
Specyficzna kombinacja warto$ci sprawia, ze mamy tu do czynienia z elementem
w stanie nasycenia. Przyjmujemy wiec

Uce = Ucggat = 0,3V
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i na podstawie drugiego réwnania wyznaczamy

_ E—Ucke _12-0,3

i
¢ Rc 226

=0,052[A]

Wyniki sg niesprzeczne z poprawionym zalozeniem, czyli uzyskaliSmy wlasciwe
rozwigzanie.

Problem P9.8
Powtérnie wykona¢ polecenia z problemu po zmianie rezystancji
Rp = 2,26 MQ. Poréwna¢ nowe wyniki z otrzymanymi poprzednio.

Rozwiazanie
Rozpoczynajac analize tak samo jak poprzednio, otrzymujemy:
_E-0,7 12-0,7

57 Rg  2,26-10°

= 5 [pA]

oraz
Ic = Bl = 0,5mA

Nastepnie obliczamy
Uce=E—Rclc=12-226-0,5-10"2=11,9[V]

Zmniejszenie pradu bazy spowodowalo zatem przesuniecie punktu pracy tranzy-
stora do obszaru aktywnego.

Problem P9.9

Obliczy¢ punkt pracy tranzystora w ukladzie z rys. Jezeli element nie jest
w stanie aktywnym, to jak nalezy zmieni¢ parametry pozostatych elementéw, zeby
ten stan zostat osiagniety? Dane sa: Ry = 2,26 MQ, Ry =200Q, R3 =226Qi E=12V.

1

R,

R,

Rysunek 9.40: Schemat do problemu
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Problem P9.10
Obliczy¢ natezenie pradu Ic w uktadzie z rys. Jak zmieni sie prad po zastapie-
niu Rg i R, zwarciami?

+Ugp

RBl

I

/]\UD S

UBE
RBZ RE

Rysunek 9.41: Schemat do problemu(P9.10

Rozwiazanie
W gateziach z Rg; i Rg, zachodzi nastepujacy bilans napiec:

Ups =Rp11+Up+ Ry (I—Ip)

ajednoczesnie
Upg = Rg1 1+ Ugg + Rg (Ic + Ip)
——

Iy

Zakladajac, ze dioda i zlacze baza-emiter tranzystora maja te same wla$ciwosci
i sg spolaryzowane w kierunku przewodzenia, mozna przyjac, ze Up = Upg, za$ Iy
jest znikome w poréwnaniu do pozostatych pradéw. Wtedy z pierwszego réwnania
otrzymujemy:
_Uss—-Up
Rg; + Rs2

za$ z odjecia rownan stronami wynika, ze:
RBZIZREIC = IC: —1I

Szukany prad I; jest okre$lony tylko parametrami elementéw widocznych
na schemacie, nie zalezy natomiast od elementéw dotaczonych do kolektora.
Uktad oddzialuje na obcigzenie kolektora jak Zrédlo pragdowe. W szczegblno$ci
jezeli Rgy = Ry (wlaczajac przypadek zwaré w miejscach tych rezystoréw), to Ic = I.
Mozna powiedzie¢, ze uklad ,odbija” prad, dlatego jest nazywany ,,zwierciadtem
pradowym”.
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Problem P9.11

Wyznaczy¢ punkt pracy tranzystora w ukladzie z rys. Dane sa: f = 100,
R =2,26MQ, Rc =226, R =200Qi E=12V.

IC i
Ry Re I E

Iy

Rg

Rysunek 9.42: Schemat do problemu
Rozwiazanie

W rozpatrywanym ukladzie

E = Rplg+ Ugg +Rglg
~

0,7V
Wiedzac ponadto, ze Ix = (1 + ) Iy, mozemy obliczy¢

E-0,7
Iy

~ ~ 12-0,7
" Rg+(1+pB)Re  2,26-10%+101-200
oraz

= 4,96 (LA

IC = ﬁIB =0,496 mA
W polaczeniu z réwnaniem

E=Rclc+ Ucg+ IgRg

ktére opisuje bilans napie¢ w oczku obejmujacym kolektor i emiter, wyniki te
pozwalaja obliczy¢

Ucg = E—RcﬁlB —Re(1 +,3)IB =11,79V

Uzyskane natezenia pradéw Ig i I¢ oraz napiecie Ucg $wiadczg o tym, Ze tranzystor
jest w stanie odciecia.
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Problem P9.12
Ktore rezystancje w obwodzie z zadania|P9.11|nalezy zmieni¢ i jak, zeby oddali¢
punkt pracy tranzystora od obszaru odciecia?

Wskazéwka
O takim, a nie innym polozeniu punktu pracy decyduje przede wszystkim znikomy
prad bazy, czyli rezystancja Rg jest zbyt duza.

Problem P9.13
Obliczy¢ punkt pracy tranzystora w uktadzie z rys. Dane s3: = 100,
Rp1 =Rpy =2,26 MQ, Rc =226Q, Rg =200Qi E=12V.

Rg, Rc l E
Ip, Iy l

]BZ

Rgz RE

Rysunek 9.43: Schemat do problemu|P9.13

Rozwiazanie
Rozpoczynamy od zapisania bilansu napie¢ dla oczka obejmujacego Zrédlo oraz
rezystory Rp; i Rpy:

E=Rg11p; + Rp21p2

Nastepnie rozpatrujemy bilans napie¢ w oczku, ktére obejmuje ztacze baza-emiter
oraz oporniki Rp, i Rg:
RpyIgy = 0,7 +Relg
—
Use
Mozemy tez opisac zaleznosci miedzy pradami: Iy = Ig; — Ipp, a Ig = (1 + 8) Ip.
Laczac r6wnania, eliminujemy kolejne niewiadome:

E = Ry (Ig + Ig2) + Re2IB2

I :E_RBlIB: E ___Rm I
B2 Rgy+1g, Rpy1+Rp2, Rp;+Rpy B
R Rg R
B2 p_ TBITB2 b 0,7+ Re(1+B) s

Rg; + Rpy Rg; + Rpy
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R Rp R
— B2 p_0,7=|Q+p)Rp+—21D2%
Rp1 + Rp Rpy + Rp

i ostatecznie otrzymujemy:

B Rp2E—0,7(Rpy + Rpy)
(1+ B)Rg (R + Rp2) + Rp1 Rp>

Iy

Znajac prad bazy, mozemy latwo obliczy¢ prady kolektora i emitera, a potem
napiecie miedzy tymi elektrodami, na podstawie bilansu napie¢:

E= Rcfc + UCE +REIE

Problem P9.14
Do jakiej kategorii wzmacniaczy zalicza sie uktad z rys.[9.44a?

a)

L
b)
B[
uin(f) | Rmi [] Ry ] Rg Uout(?)
c I
Rysunek 9.44: Schematy do problemu
Odpowiedz

Jest to wtornik emiterowy, co widac szczegdlnie wyraZznie po narysowaniu mato-
sygnalowego uktadu zastepczego dla sktadowych zmiennych, ktéry pokazano na
rys.[9.44p. Kondensator Cc odpowiada za zwieranie kolektora do masy i uczynienie
go elektroda wspdlng dla wejscia i wyjscia.
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Problem P9.15

Wykorzystujac model matosygnatowy tranzystora, dla uktadu przedstawionego na
rys.[9.45|wyprowadzi¢ wzory na:

k., = Uout k lout _ Uin _ Uout
u= i= Iin = Tout =
Uin lin lin lout

eg(1)=0

lou(?)
o

Coul 'JI

uout(t) | : RL >> RC
[

|
1

Rysunek 9.45: Schemat do problemu|P9.15

Problem P9.16
Powtérnie wykonac polecenia z problemu [P9.15|dla uktadu z rys.

+Ucc —
Re
l D
. ” iout(z)

c I

l_'_I: Cout
Uou() Ry

RBZE
— = _l_

Rysunek 9.46: Schemat do problemu(P9.16
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Problem P9.17
Objas$ni¢ dziatanie bramek NOR i NAND w technologii DTL (ang. diode-transistor
logic), czyli logice diodowo-tranzystorowej, ktérych schematy pokazano na rys.

a)

D,
a .—%_
y=aib
b N E T
f° 1
L = o
®) +Ucc +Ucc
D,
a .—%_
y=ab
b I L N T
N L~
[ 1
_l_ = =
Rysunek 9.47: Schematy do problemu
Problem P9.18

Omowic dziatanie uktadu, ktérego schemat pokazano na rys. Jest to bramka
NOR w technologii CMOS.

+Ucc
T\ —v
a Il »-

b & >

1

=
g
"1

Rysunek 9.48: Bramka NOR w technologii CMOS

atb
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Problem P9.19

Objasni¢ dzialanie bramek w technologii RTL (ang. resistor-transistor logic), czyli
logice rezystorowo-tranzystorowej, ktérych schematy pokazano narys.

a) b)

+Ucc

&
S
7
|||-o\ -
|||—o%

i
1

|||-09

Rysunek 9.49: Schematy do problemu

Problem P9.20

Omowic dziatanie uktadu, ktérego schemat pokazano narys. Jest to bramka
NOR w technologii nMOS.

+Ucc

e B

Rysunek 9.50: Schemat do problemu (P9.20
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Problem P9.21
Omowic dziatanie przelacznika w technologii CMOS, ktérego schemat pokazano

narys.[9.51}

a) b)
+U,
Db Wejscie 1 Wejécie 2
Ty
rl’"l’n = T3 +Upp —y T
e — _E_ —
7777777 Wejscie =
cyfrowe — )
s |
= Wyjscie

Rysunek 9.51: Schemat do problemu(P9.21} przelacznik sygnaléw analogowych na podsta-
wie sygnatu cyfrowego

Problem P9.22

Przerysowac schemat z rys.[9.32] w taki sposéb, zeby bylo wyraznie widac, ze syme-
tryczny multiwibrator astabilny powstaje z objecia sprzezeniem zwrotnym wzmac-
niacza dwustopniowego.

Wskazéwka
Jako Zrédto inspiracji mozna wykorzystac rys.

Problem P9.23

Wykaza¢, ze we wzmacniaczu, ktérego rezystancja wejSciowa jest rowna wyjéciowej,
zmiana wzmocnienia napieciowego o 20 dB odpowiada zmianie wzmocnienia mocy
010dB.

Problem P9.24
Jak zmienia sie stosunek napiecia wyjsciowego do wejsciowego, gdy wzmocnienie
napieciowe uktadu ro$nie/maleje o0 1, 31 10dB?

Problem P9.25
Jak zmienia sie wzmocnienie napieciowe uktadu w decybelach, gdy napiecie wyj-
Sciowe ro$nie/maleje 10, 100 i 1000 razy?
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Rozdzial 10

Wzmacniacze operacyjne

Wprowadzenie

Uktady scalone sa najczesciej utozsamiane z mikroprocesorami i pamieciami, tym-
czasem wiele z nich jest przeznaczonych do ré6znych innych celéw. W szczeg6lnoSci
miniaturyzowanie i integrowanie elementéw obwodu w jednej obudowie nie jest
stosowane wylacznie w technice cyfrowej. Produkowana jest szeroka gama mniej
lub bardziej specjalizowanych analogowych uktadéw scalonych o zestandaryzo-
wanych parametrach [10]. Po dolaczeniu do takiego chipa wzglednie niewielu
elementéw dyskretnych otrzymuje sie caly gotowy podzespdét urzadzenia RTV, AGD
lub innego, ktéry dawniej obejmowalby setki rezystoréw, kondensatoréw, cewek,
diod i tranzystoréw. Zatem uktady scalone nie tylko pozwalaja opracowywac mate
i lekkie produkty elektroniczne, ale tez utatwiaja i przySpieszajq ich projektowanie
oraz wytwarzanie.

Tematem niniejszego rozdziatu sg wzmacniacze operacyjne, stanowigce roz-
winiecie wzmacniacza r6znicowego. Cho¢ jest to najstarsza i najprostsza katego-
ria analogowych uktadéw scalonych, to wcigz znajduje ona wiele praktycznych
zastosowan. Jest tez interesujaca z punktu widzenia informatyka, gdyz pochodna
wzmachniacza operacyjnego, komparator, stuzy za podstawe przetwornikéw do prze-
ksztalcania sygnatéw analogowych w cyfrowe i odwrotnie, co jest konieczne w wielu
zastosowaniach komputeréw.

O wielkim znaczeniu wzmacniaczy operacyjnych Swiadczy to, ze uktad
tego typu, uA714, ktéry zostal opracowany w przez firme Fairchild w 1968 roku,
jest uznawany za jeden z kamieni milowych w dziejach elektroniki [16].
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10.1 WlasciwoS$ci wzmacniaczy operacyjnych

Wzmacniacz operacyjny (ang. operational amplifier: opamp) jest oznaczany symbo-
lem pokazanym na rys. Uktad ma dwa wejscia i jedno wyjScie oraz dwa zaciski
do podlaczenia dodatniego i uyjemnego bieguna zasilania. Rozréznia sie wejscie
nieodwracajace i odwracajace, oznaczane odpowiednio znakami + i —. Rzeczywisty
wzmacniacz moze posiada¢ dodatkowe wejscia do kompensacji jego charakterystyk.
W rozwazaniach teoretycznych zwykle pomija sie zasilanie uktadu.

a) b)

-—1
" “in Zow
Ud S,
—+ +
@ kd Ud /]\ Uout
X

Rysunek 10.1: Wzmacniacz operacyjny: (a) symbol i (b) uproszczony schemat wewnetrzny

Napiecie na wyj$ciu wzmacniacza operacyjnego zalezy od réznicy sygnatow
wejsciowych, a nie od ich konkretnych wartosci:

Uout = kd (Uin+ — Uin-) = kaUq (10.1)

gdzie U4 symbolizuje sygnat doprowadzony miedzy wejscia ukladu, nazywany
sygnatem réznicowym, zas$ kq jest wspotczynnikiem wzmocnienia takich sygnatéw
charakteryzujacym dany wzmacniacz. Czytelnik powinien domyélac sie, ze sercem
wzmacniacza operacyjnego jest wzmacniacz réznicowy.

Poniewaz zaciski wej$ciowe mozna postrzegac jako jedno wejscie dla sygnatu
r6znicowego, nie jest wymagane, by taczy¢ ktérekolwiek z nich byto bezposrednio
potaczone z masa uktadu.

Jezeli do obydwu zaciskéw doprowadzony jest ten sam sygnat, to méwi sie
0 sumacyjnym (wspo6ibieznym, wspdlnym) sygnale wejSciowym. Na taki sygnat
wzmacniacz powinien odpowiadac zerowym napieciem na wyjsciu. R6znice miedzy
sygnalem r6znicowym a sumacyjnym wyjasnia rys.
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a)

\%._>*
U / /]\ U =ka Uy
RS
Jio >~
Un = U | * b t=0
RS

Rysunek 10.2: Sygnal wej$ciowy wzmacniacza operacyjnego: (a) r6znicowy i (b) sumacyjny

b)

Idealny wzmacniacz operacyjny charakteryzuje sie nastepujacymi wtasciwo-
Sciami:

* Wzmocnienie réznicowych sygnatéw wejSciowych jest nieskonczone,
czyli kq = UUL;“ — 00, w praktyce kq = 10°...10°.

¢ Réznica potencjatéw miedzy zaciskami wejSciowymi wzmacniacza operacyj-
nego jest rowna zeru, Uy — 0.

* Przez zaciski wejSciowe wzmacniacza nie ptyng prady, gdyz impedancja wej-
§ciowa jest nieskoniczenie duza, Zi, — oo, w praktyce siegajaca 1 MQ.

* Wzmocnienie sumy sygnaléw wej$ciowych jest zerowe.
* Impedancja wyj$ciowa jest bardzo mata, w praktyce rzedu 10Q.
* Napiecie niezréwnowazenia (ang. offset voltage) jest zerowe.

Wymienione wymagania dotycza wzmacniacza operacyjnego w ukladzie
bez sprzezenia zwrotnego, ale decyduja o wtasciwym jego dzialaniu w obwodzie
ze sprzezeniem zwrotnym, do czego jest on z zalozenia przeznaczony. Obwaéd sprze-
zenia zwrotnego decyduje o wtasno$ciach wynikowego ukladu, w szczeg6lno$ci
o realizowanej przezen operacji, i pozwala uniezalezni¢ jego charakterystyki, takie
jak wzmocnienie, od stosunkowo niestabilnych parametréw wzmacniacza i kon-
trolowac je zewnetrznymi (zwykle pasywnymi) elementami. Sprzezenie zwrotne
koryguje niedoskonatos$ci wzmacniacza: zmniejsza nieliniowo$¢ jego charaktery-
styk i niezréwnowazenie oraz poszerza pasmo [10].
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We wszystkich rozpatrywanych dalej uktadach bedziemy zaktadaé, ze mamy
do czynienia z idealnym wzmacniaczem operacyjnym, chyba Ze zostanie wyraznie
powiedziane inaczej. W uktadach rzeczywistych warto$ci parametréw odbiegaja
od pozadanych, a napiecie wyjSciowe moze przyjmowac wartosci tylko ze skoriczo-
nego zakresu, ograniczonego poziomami nasycenia, ktére zalezg gtéwnie od na-
piec zasilania. Tlustruje to charakterystyka przej$ciowa wzmacniacza operacyjnego,
ktora pokazano narys.

Na koniec warto wyja$ni¢ pochodzenie nazwy ,operacyjny”. Ot6z poczat-
kowo uktady tego typu byly stosowane niemal wylacznie do przeprowadzania
operacji matematycznych, w szczegélnoSci stanowigc podstawe tzw. kompute-
réw analogowych [2]. Pierwsze wzmacniacze operacyjne zostaty opracowane w la-
tach 40. XX wieku i byly uktadami lampowymi. Szerokie stosowanie tych uktadéw
w elektronice rozpoczeto sie w latach 60., kiedy nauczono sie wytwarzac je w po-
staci monolitycznych uktadéw scalonych, co pozwolito obnizy¢ pobierang moc,
zmniejszy¢ wymiary geometryczne i obnizy¢ koszt produkc;ji.

. | Uaut
nasycenie +

nachylenie okreslone

L wzmocnieniem £,
wzmachianie

(obszar - >
llIIIOWy/ aktywny) Un iezrownowazenia Ud

nasycenie
|

Rysunek 10.3: Charakterystyka przej$ciowa wzmacniacza operacyjnego

10.2 Komparatory

Uktadem bardzo podobnym do wzmacniacza operacyjnego jest komparator, kt6-
rego zadaniem jest poréwnywanie napiec. Jedno z napie¢ ma zwykle charakter
potencjalu odniesienia. Chociaz komparator jest zasadniczo uktadem analogo-
wym, na jego wyjsciu znajduje sie modul, ktéry przeksztatca wynik poréwnania
w napiecie odpowiadajgce jednemu z dwéch pozioméw logicznych w okreslonej
technologii cyfrowej. Dzieki temu sygnat z wyjsScia komparatora moze by¢ poda-
wany bezposrednio na wej$cia uktadéw cyfrowych.
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Symbol komparatora i charakterystyke idealnego ukladu przedstawiono
narys. W odréznieniu od wzmacniacza operacyjnego, komparator powinien
tylko przejSciowo znajdowa¢ sie w stanie aktywnym. Wystgpienie minimalnej
r6znicy miedzy napieciami doprowadzonymi do zaciskéw wejSciowych wystarcza
do wprowadzenia uktadu w stan nasycenia, w ktérym napiecie wyjSciowe przyj-
muje poziom okreslony znakiem réznicy. Ponadto komparator jest przeznaczony
do pracy bez sprzezenia zwrotnego.

Pozwalajac przeksztalcac sygnaly ciagle w dyskretne, w amplitudzie, kompara-
tor stanowi podstawe kilku rodzajéw przetwornikéw analogowo-cyfrowych, ktére
sa tematem podrozdziatu[10.1B.

a) b) “U
out
— U P [
Ud \v >—‘
Uret L]in /T\ T Uout
L 1 TR T
0 U

Rysunek 10.4: Symbol komparatora i jego charakterystyka przejSciowa

10.3 Podstawowe konfiguracje wzmacniajace

Wzmacniacz operacyjny ze sprzezeniem zwrotnym moze realizowaé funkcje
wzmacniacza odwracajacego lub nieodwracajacego. Odpowiednie schematy poka-

Zano narys.

a) R b) R
2 2
Ry 14 R
— f: -
Uin/]\ /]\ 1 ._> /1\
_l_ J_Uout - U /]\ _LUout

Rysunek 10.5: Wzmacniacz operacyjny jako wzmacniacz napiecia: (a) odwracajacy i (b) nie-
odwracajacy
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Analizujac obwody ze wzmacniaczami operacyjnymi, opieramy sie na zaloze-
niu, ze r6znicowe napiecie jest zerowe, czyli miedzy wej$ciem odwracajacym i nie-
odwracajacym wystepuje tzw. zwarcie pozorne. Przyjmujemy mianowicie, ze na oby-
dwu zaciskach wejsciowych jest ten sam potencjat, ale pamietajac, ze do wzmac-
niacza nie wptywaja prady. Poprawno$¢ takich zatozen wynika ze specyfiki wzmac-
niacza operacyjnego.

Wobec tego w ukladzie z rys. polaczenie wej$cia nieodwracajacego z masg
sprawia, ze potencjat zerowy wystepuje tez na wejsciu odwracajagcym. Mozna méwic
0 pojawieniu sie tam ,,masy pozornej”. Z kolei nieskoriczona rezystancja wejsciowa
wzmacniacza, ktéra wyklucza przeptyw pradu przez jego zaciski wejSciowe, powo-
duje, ze ten sam prad ptynie w obydwu gateziach z rezystorami. Jego natezenie jest
zwigzane prawem Ohma z napieciem wej$ciowym:

Uin = Rl (10.2)
i wyjSciowym:
Uout = —Ro1 (10.3)
Wobec tego
Ry
Uout = ——Uin (10.4)
R,
czyli
Uout ~ Ry
k, = =——= 10.5
=g R (10.5)

Znak minus przy wspétczynniku wzmocnienia oznacza, ze uklad z rys. od-
wraca faze sygnatu. Warto tez zauwazy¢, ze R; okresla impedancje wejSciowa
wzmacniacza odwracajacego.

Rozpatrzenie konfiguracji z rys. pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wicze-
nie — zob. problem[P10.6]

Zamiast rezystancji mozna rozpatrywac impedancje galezii zakladac, ze sygnaly
na wejéciu i wyjsciu sg funkcjami czasu. Otrzymuje sie wtedy wzory ogélniejsze, ale
spojne z wyprowadzonym powyzej. W szczegdlnosci zastepujac rezystory Ry i R»
obwodami RLC o impedancjach, odpowiednio Z; i Z,, uzyskujemy:

_ Uout(l) _é

w2 (100

okreslone liczbg zespolong. Poniewaz impedancje zalezg od czestotliwos$ci sygnatu
wejsciowego, wzmocnienie jest faktycznie zespolong funkcja pulsacji:

ky (@) = |ky ()] /38 k@ (10.7)

czyli moze przyjmowaé odmienne wartoéci dla sinusoidalnych (sktadowych) prze-
biegéw wejsciowych o r6znych czestotliwosSciach.

408



Saeed & Parfieniuk

Dogodnie jest rozpatrywa¢ wzmocnienie przebiegu lub jego sktadowej w po-
staci biegunowej, w rozdzieleniu na modut i kat. Modul méwi, jak zmienia sie
amplituda sinusoidy po przej$ciu przez wzmacniacz, za$ kat okresla jej przesunie-
cie fazowe spowodowane dziataniem uktadu. Uzyskane wcze$niej wyrazenie
stanowi szczegblny przypadek (10.7),

R,
ky (0) = Ze” (10.8)
R,
opisujac oddziatywanie wzmacniacza na sktadowsq stata, w = 0.
Dobierajac szczeg6lne wartosci Ry i R, w schematach z rys. lub zastepu-

jac oporniki elementami reaktancyjnymi, mozna uzyskaé uktady o specyficznych
wlasciwosciach.

10.4 Wtérnik napieciowy

Przykltadem uktadu wynikajacego ze zmodyfikowania wzmacniacza nieodwraca-
jacego jest wtornik napieciowy, ktérego schemat pokazano na rys. Jego wia-
Sciwodci i zakres zastosowan sg podobne jak w przypadku wtérnika emiterowego,
o ktérym byta mowa w podrozdziale

R2:0

Ry > ~
-:;E‘E:- ._> /I\ Uoul
! +

Rysunek 10.6: Wtérnik napieciowy ze wzmacniaczem operacyjnym

W szczegblnosci jezeli wzmacniacz operacyjny ma parametry zblizone do ideal-
nego, to napiecie wyjSciowe jest prawie rowne wejSciowemu:

Uout = Uin (10.9)

czyli nie ma wzmacniania. W zamian uzyskujemy bardzo duzg rezystancje wej-
Sciowa, a malg wyjSciowa. W poréwnaniu z wtérnikiem tranzystorowym charak-
terystyki uktadu sg blizsze pozadanym — nieskoriczonej impedancji wej$ciowej,
zerowej impedancji wyjSciowej i wzmocnieniu réwnemu jednosci.
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10.5 Uklad sumujacy

Wzmacniacze operacyjne pozwalajg taczy¢ wzmacnianie sygnatéw wejsciowych
z poddawaniem ich innym przeksztatceniom matematycznym. Jedng z mozliwych
operacji jest sumowanie sygnatéw, ktére mozna realizowaé za pomocg uktadu

pokazanego na rys.

L L L =0A R Y/
R ||r ||R S
Uout
o fu fv = L

DA S—

Rysunek 10.7: Schemat ukltadu sumujacego napiecia (wyznaczajacego sume wazona)

Poniewaz do wzmacniacza nie wptywa prad,
I=Lh+L+13 (10.10)

Ponadto miedzy wejSciami wzmacniacza wystepuje zwarcie pozorne, wiec prady
wejéciowe sg okreslone prostymi wyrazeniami:

U U, Us
h=—, L=—, I=—, (10.11)
Ry Ry R3
za$
Ugut = —RI (10.12)
Laczac wzory, otrzymujemy:
u, U, Us
Uout=—R|—+——+— (10.13)
Ri R Rs

czyli na wyjSciu jest wazona suma napie¢ wejsciowych. Jezeli Ry = Ry = R3 = R,
to uklad realizuje algebraiczne sumowanie napiec.

Sumowanie napie¢ jest wykorzystywane m.in. do miksowania sygnatéw analo-
gowych oraz do ich odtwarzania z reprezentacji cyfrowej (zob. podrozdziat[10.13|
na temat przetwornikéw cyfrowo-analogowych).

Wzmacniacz operacyjny mozna wykorzysta¢ takze do odejmowania napiec.
Poniewaz jest to raczej oczywiste w §wietle dotychczasowych rozwazan, odpowiedni
uktad przedstawiamy posrednio, czynigc go tematem problemu(P10.12
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10.6 Uklad calkujacy

Uktad catkujacy, nazywany réwniez integratorem, pokazano narys. Od wzmac-
niacza odwracajacego r6zni sie on tym, ze w petli sprzezenia zwrotnego wlgczony
jest kondensator zamiast rezystora.

uc(t) = ~ttou(?)
-

I
o

R i(t) A
”in(t) /I\ uout([)

X A1 B

Rysunek 10.8: Schemat odwracajacego uktadu catkujacego

Ten sam prad ptynie przez R i C, zatem jego natezenie mozna opisa¢ dwoma
réwnaniami:

_ Uin )

R (10.14)

i(1)

oraz

duc(r) _ _Cduout(t)
dt dr

Znak minus jest potrzebny, gdyz spadek napiecia na kondensatorze jest skierowany
przeciwnie do napiecia wyjSciowego ugy;(?).

im=C (10.15)

Przyréwnujac prawe strony i catkujac otrzymujemy:

t

1
Uout () = _Ef Uin (D) A1 + Uoyt (0) (10.16)
0

gdzie ostatni sktadnik jest poczatkowym napigciem na kondensatorze. Zaleznos¢
dowodzi, ze uktad wykonuje catkowanie sygnatu wej$ciowego polaczone z jego
odwrdceniem i ewentualnie wzmocnieniem.

10.7 Uklad rézniczkujacy

Zastepujac miejscami R i C w uktadzie catkujacym, uzyskuje sie uktad r6zniczkujacy;,
ktérego schemat pokazano na rys.
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MR(t) = 7uout(t)
-—

R

| — |
| S

C i)y #
>
Miﬂ(t) /I\ uoul(t)

L

—

|||-o

Rysunek 10.9: Schemat uktadu r6zniczkujacego

Poniewaz
. ug(t) Uout ()
R R
ale takze du (1)
. Uin
n==C
(1) i
to d o
Uin (£
Uout(t) = —RC d“t

(10.17)

(10.18)

(10.19)

Napiecie wyjsciowe jest pochodna wej$ciowego i stad wynika nazwa uktadu.

10.8 Przesuwnik fazy

Przesuwnik fazy zostat pokazany na rys.[10.10, Poniewaz nie ma przeptywu pradu
na wejSciach wzmacniacza, to mozna przyjaé, ze C i R, sg polaczone szeregowo

i formuja dzielnik napiecia wejsciowego.

uZ(t) - uout(t)
-

uin(f) — ux(?) R,

| —
7

R, l([) A
— —
| > T
uout(t)

S
Mz(l)
1 =s

Rysunek 10.10: Schemat przesuwnika fazy
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Wskutek zwarcia pozornego napiecie na rezystorze

Rg wCRz
Uz () = ——— Uin(?) = ———— Uin(?) (10.20)
R2 — J oC w CR2 —]
okredla nie tylko potencjat wejécia nieodwracajacego wzmacniacza, ale takze po-
tencjal wejscia odwracajgcego. Dlatego na C i R; dotaczonym do wej$cia jest ten
sam spadek napiecia oraz
Uin (1) — Up(1)

i(t) = R—1 (10.21)

Jednocze$nie w petli sprzezenia zwrotnego

Uy (1) — Uout (1)

()= ——— 10.22
(1) o ( )
czyli
Uin (1) + Uout (2) = 2up (1) (10.23)
Po podstawieniu (10.20) do (10.23):
(,L)CRZ
Uin (8) + Uout () = 2———— uin (1) (10.24)
wCRy —j

mozemy dokonac nastepujacych przeksztalcen:

u (t)—(2 WCRy l)u- ©) (10.25)
out - (,()CRz—] n .
oraz () ®CRy+j j jwCRy—1
+ —
Howd 222 H) ) MW (10.26)
Uin(t) wCR»—j j jwCRy+1
Zatem | —iwCR
I Leir W 2] (10.27)
1+jwCR,
gdzie
0 =arctgwCR, (10.28)

czyli uktad nie zmienia amplitudy sygnatu wejSciowego, a tylko niejednakowo
przesuwa w fazie wchodzace w jego sktad komponenty sinusoidalne. W praktyce
reguluje sie Ry, aby uzyska¢ pozadane przesuniecie tylko sktadowej sinusoidalne;j
o okreSlonej czestotliwosci w.
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10.9 Filtry aktywne

Zadaniem filtréw aktywnych jest wzmacnianie, a przynajmniej przepuszczanie,
sktadowych sinusoidalnych sygnatu, ktérych czestotliwo$ci zawierajg sie w ustalo-
nym zakresie, nazywanym pasmem przenoszenia. Pozostate skladowe powinny by¢
jak najsilniej ttumione.

Rysunek [10.11] pokazuje schemat najprostszego dolnoprzepustowego filtru
aktywnego ze wzmacniaczem operacyjnym. Uktad jest de facto wzmacniaczem od-
wracajacym, w ktérym sprzezenie zwrotne opiera sie na réwnolegltym obwodzie RC.
Wystepowanie masy pozornej pozwala zapisa¢ nastepujace réwnania:

i(f) = i (10.29)

in=- (% +ij) Uout (1) (10.30)

gdzie wyrazenie w nawiasach jest admitancja obwodu RC. Laczac réwnania, otrzy-
mujemy:

uout(t) :_i(l_"_jwc)_l:_ﬂ,; (10 31)
Uin (1) Ry \R Ry 1+jwCR '
a)  —
I_IR
||
R, i(9) & e
—i —>»—
uin(t)T :|> /I\uout(t)
1 -4 X+
b) A
|k, ()|
R/R;
0,707R/Ry - !
0 w=1/RC o

Rysunek 10.11: Najprostszy dolnoprzepustowy filtr aktywny ze wzmacniaczem operacyj-
nym: (a) schemati (b) charakterystyka amplitudowa
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Zalezno$¢ ta uzasadnia przebieg charakterystyki amplitudowej uktadu, ktéra to-
warzyszy schematowi narys. Dla pradu statego (w = 0) uktad jest r6wnowazny
wzmacniaczowi odwracajgcemu, bo kondensator zachowuje sie tak, jakby w jego
miejscu byla przerwa. Im wyzsza czestotliwos¢, tym lepiej kondensator przybliza
zwarcie miedzy masg pozorng a wyjSciem uktadu. Wypadkowa impedancja petli
sprzezenia zwrotnego zmniejsza sie wzgledem warto$ci maksymalnej R, a wraz
z nig maleje wzmocnienie.

Zastepujac prosty obwdéd RC bardziej rozbudowanymi petlami sprzezenia
zwrotnego i stosujac wzmacniacze wielostopniowe, mozna uzyskac filtr innego
typu oraz poprawic selektywnos¢ czestotliwosciowa [10].

W poréwnaniu do pasywnych odpowiednikéw, ktérych dzialanie opiera sie
na rezonansie w obwodzie RLC (zob. rozdziat [6), zaleta filtréw aktywnych jest
brak cewek, ktére sg kosztowne i majg duze gabaryty w ukltadach przeznaczonych
do pracy w zakresie niskich czestotliwosci.

10.10 Generatory

Wzmacniacze operacyjne moga by¢ wykorzystywane do konstruowania generato-
réow przebiegéw sinusoidalnych. Przyktad takiego ukltadu pokazano narys.[10.12
Elementy RC odpowiadajg za spelnienie warunku fazy — dla czestotliwo$ci

1

=— (10.32)
21v3RC

fo

przesuwajg one sygnat sprzezenia zwrotnego w fazie o 180°, dopetniajac do 360°
przesuniecie we wzmacniaczu odwracajacym. Jednocze$nie drabinka RC dokonuje
podzialu napiecia, ktéry jest kompensowany przez odpowiedni doboér rezystora
12R ustalajacego wzmocnienie.

gt

Rysunek 10.12: Schemat generatora sinusoidalnego opierajacego sie na wzmacniaczu
operacyjnym i przesuwniku fazy RC
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Dla poréwnania rys.[10.13|przedstawia schemat najprostszego generatora im-
pulséw prostokatnych, ktérego sercem jest wzmacniacz operacyjny. Wzmacniacz
jest przelaczany miedzy dolnym a gérnym stanem nasycenia wskutek zmian na-
piecia na kondensatorze, ktérego przebieg zostat pokazany linig kreskowa. Kiedy
wyjécie wzmacniacza przyjmuje gérny poziom nasycenia, kondensator taduje sie
przez rezystor R. Napiecie na nim narasta, az przekroczy spadek na rezystorze Rj,
bedacy efektem podzialu napiecia wyj$ciowego w dzielniku obejmujacym R; i Ry.
Wzmacniacz przechodzi wtedy w przeciwny stan nasycenia, co powoduje roztado-
wanie kondensatora, a nastepnie fadowanie do chwili osiggniecia ujemnej wartosci
progowej, kiedy to zaczyna sie nowy cykl przetadowania.

Czestotliwo$¢ oscylacji zalezy od statej czasowej RC oraz od stosunku rezystan-
Cji Rl i Rz!

1

) = (10.33)
2RCIn L
gdzie
__R (10.34)
r= R+ Ry .
a) b) A
uc(t) R uoul(t)
? — Usat
cll - . A I
1 + »
R, T Uoui(?) U o t
= RZ —l— _Usat T

Rysunek 10.13: Generator impulséw opierajacy sie na wzmacniaczu operacyjnym i prze-
suwniku fazy RC

10.11 Przetwornik napiecie-prad

Chociaz wiekszo$¢ obwodoéw jest zasilana ze Zrddet napiecia, to niektére uklady
potrzebuja zrédta pradu. Przedmiotem zadania[P9.10|byta realizacja takiego Zrodta
z uzyciem tranzystora i diody, ale mozna tez wykorzystac do tego celu wzmacniacz
operacyjny.

Rysunek[10.14| pokazuje schemat zrédta pradu, ktére dziata na zasadzie kon-
wersji napiecia w proporcjonalny prad. Latwo dowies¢, ze It = Uy, / R, czyli prad
obcigzenia nie zalezy od obciazenia Ry..

Inne przetworniki napiecie-prad sa rozpatrywane w zadaniach[P10.10]i[P10.11]
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R
| )
R Ly
>
U
K3

Rysunek 10.14: Przetwornik napiecie-prad

10.12 Cyfrowe przetwarzanie sygnalow

W rzeczywistych ukltadach zmiany napiecia i pradu sg ciagle w amplitudzie i w cza-
sie, tak Ze dowolnie krétki odcinek przebiegu reprezentuje generalnie nieskoriczong
ilos¢ informacji. Chociaz odpowiednie uktady pozwalajg przeksztalcac takie sy-
gnaly na rézne sposoby, nawet wykonywac operacje tak wyszukane, jak catkowanie,
to analogowe przetwarzanie ma szereg powaznych wad. Zmiana operacji wymaga
zmodyfikowania ukltadu, a w celu uzyskania wysokiej doktadno$ci trzeba stosowaé
precyzyjne elementy i specjalne obwody kompensacji i stabilizacji. Nawet jezeli
uklad dziala satysfakcjonujaco na poczatku, to z czasem, wskutek starzenia sie ele-
mentéw, moze wymagac kalibracji. Dodatkowo jezeli taczonych jest kilka uktad6w,
kazdy precyzyjny z osobna, to nawet znikome niedoktadnos$ci mogg si¢ kumulowac,
tak ze wypadkowy obwdd jest bezuzyteczny.

Na szczescie w wiekszosci przypadkéw sygnal analogowy mozna zastapic dys-
kretnym przyblizeniem, sygnalem cyfrowym, ktéry obejmuje skoriczong liczbe
prébek w jednostce czasu, przy czym probki moga przyjmowac tylko wartosci
ze skoniczonego zbioru. R6znice miedzy sygnalem analogowym i cyfrowym ilu-

struje rys.[10.15

a) b)
“u‘ 0 4 okres
U I probkowania
" 011 <, krok
010 Sy __1_+ kwantyzacji
001 |
> b t/T
> b.k"d 000 \ - S .
narny 100 indeks
101 probki

R

Rysunek 10.15: Sygnat (a) analogowy (ciagly) i (b) cyfrowy (dyskretny)
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Chociaz za prébkami stoja wielkosci fizyczne, to mozna zaniedba¢ szczeg6towa
interpretacje i po prostu utozsamia¢ prébki z abstrakcyjng sekwencja liczb. Przetwa-
rzanie takich sekwencji mozna sprowadzi¢ do operacji z uzyciem uniwersalnego
cyfrowego komputera, ktérego obwody dzialaja na zasadzie przetaczania, wiec nie
maja wymienionych wcze$niej wad.

Odpowiednia dziedzina nauki i techniki nosi nazwe cyfrowego przetwarzania
sygnalow (ang. digital signal processing: DSP) i zajmuje si¢ ciekawymi oraz praktycz-
nymi zagadnieniami, takimi jak kompresja audio/wideo, rozpoznawanie obrazéw
i mowy, synteza mowy oraz dzwiekowe efekty specjalne. Algorytmy DSP stanowig
podstawe powszechnie uzywanych urzadzerr multimedialnych: telefonéw komor-
kowych, odtwarzaczy muzyki i wideo, telewizoréw i in. Znajdujq tez zastosowania
specjalistyczne, np. w analizie danych pomiarowych, medycznych oraz biometrycz-
nych, czesto w potaczeniu z automatycznym sterowaniem urzgdzeniami.

Niestety ta interesujgca i aktualna tematyka wykracza poza ramy niniejszego
podrecznika. Jednak czytelnik jest goraco zachecany do jej poznania, przy czym
moze positkowac sie szeregiem doskonatych ksigzek, np. [20] i [8].

Dalej wyjasniamy jedynie role wzmacniaczy i komparatoréw w konwers;ji sy-
gnatéw z postaci analogowej do cyfrowej i odwrotnie. Pierwsza operacje wykonuja
przetworniki analogowo-cyfrowe (A/C), a drugg — cyfrowo-analogowe (C/A). Oby-
dwie klasy uktadéw operuja na napieciach i dlatego system przetwarzania musi by¢
wyposazony w dodatkowe urzadzenia, ktére przeksztalcajg inne wielkosci fizyczne,
takie jak natezenie o$wietlenia, drgania mechaniczne, temperature i in. w napiecie
elektryczne i odwrotnie.

Na przyktad mikrofon konwertuje dZzwiek (drgania akustyczne) w napiecie,
a glo$nik wykonuje zadanie przeciwne. Ilustruje to rys. na ktérym pokazano
przemiany informacji zachodzace podczas obrébki audio z uzyciem komputera.

przetwornik
cyfrowo-analogowy glosnik
procesor/pamigé sekwencja o
centralne , napiegcie fala
kodow
lub binarnvch elektryczne akustyczna
karty dzwickowej Y
przetwornik mikrofon

analogowo-cyfrowy

Rysunek 10.16: Przemiany informacji zwigzane z cyfrowym przetwarzaniem dzwieku z uzy-
ciem komputera
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10.13 Przetwornik analogowo-cyfrowy

Na rysunku pokazano réwnolegly przetwornik analogowo-cyfrowy, ktérego
dzialanie opiera sie na bezposrednim poréwnywaniu napieé. W przetworniku
N-bitowym kazdy z 2V — 1 komparatoréw poréwnuje napiecie wejéciowe z innym
poziomem odniesienia. R6wnoodlegte poziomy odniesienia sg wynikiem podziatu
napiecia odniesienia w szeregu jednakowych rezystoréw. Zaleznie od wartosci
napiecia wejSciowego, mniej lub wiecej komparatoréw daje na swoich wyjsciach
jedynki. Konwerter kodéw (koder) upakowuje informacje z wyj$¢ komparatoré6w
w N-bitowe stowo binarne.

Zaletg przedstawionego uktadu jest duza szybko$¢ przetwarzania, ale potrzeba
wielu komparatoréw do uzyskania duzej rozdzielczosci kwantyzacji. Znane sg inne
konstrukcje przetwornikéw analogowo-cyfrowych, wykorzystujace mniej elemen-
tow, ale dzialajace wolniej. Zainteresowanym czytelnikom polecamy specjalistyczne
ksigzki: [9] i [19].

J_ /I\U_ wejscie
U, fl R/2 KN ™ analogowe
5/7 Ut - a
dinns
5 b
3/7 Urer - a|l 5 2 wyjscie
R I:I b {+ % E _bo cyfrowe
=
1/7 User - ap
T R/2 1t

Rysunek 10.17: 2-bitowy réwnolegly przetwornik analogowo-cyfrowy wykorzystujacy
22 — 1 = 3 komparatory

10.14 Przetwornik cyfrowo-analogowy

Podobnie jak w przypadku przetwornikéw analogowo-cyfrowych, istnieje wiele
r6znych przetwornikéw cyfrowo-analogowych, na ktérych oméwienie nie pozwala
ograniczona objeto$¢ niniejszej ksiazki. Do przyblizenia czytelnikowi tego obszaru
zastosowan wzmacniaczy operacyjnych wystarcza jednak 4-bitowy uktad z drabinka
rezystancyjna, ktory pokazano na rys.[10.18]
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Wzmacniacz pelni role sumatora napie¢ dostarczanych z tzw. drabinki R-2R.
Obecno$¢ poszczegbdlnych napie¢ w sumie jest uwarunkowana stanami odpowied-
nich przelqcznikémﬂ ktore przelaczaja napiecia analogowe na podstawie sygnatéw
cyfrowych bs ... by, reprezentujacych 4 bity wejsciowego stowa binarnego.

Specyficzne zestawienie rezystancji odpowiada za dwojkowe stopniowanie war-
to$ci napie¢ na przetacznikach. W kazdym weZle cze$¢ drabinki dotaczona z prawej
strony reprezentuje rezystancje 2R, czyli taka, jaka jest w galezi dolaczonej z gory.
Zatem prad plynacy od strony Zrédta odniesienia jest dzielony na p6t w kazdym
wezZle. Rezystancja catej drabinki widziana ze Zrédla jest réwna R i okresla natezenie
pradu wyplywajacego ze Zrédla.

UOU[

Uref

Rysunek 10.18: 4-bitowy przetwornik cyfrowo-analogowy z drabinka rezystancyjna

10.15 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja s podawane w (2, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

10.15.1 Problemy rozwiazane

Problem P10.1

Korzystajac z kart katalogowych dostepnych w internecie, zapoznac sie z parame-
trami wzmacniacza operacyjnego A714. Chociaz uptyneto 40 lat od skonstruowa-
nia tego uktadu, to wiele firm wciaz produkuje jego odpowiedniki.

1 Konstrukcja przetacznika sygnatéw analogowych jest tematem zadania|P9.21
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Problem P10.2
Czym r6zni si¢ zwarcie pozorne od rzeczywistego?

Problem P10.3

Okresli¢ zalezno$¢ miedzy pradem a napieciem wyj$ciowym w uktadzie pokazanym
narys.[I0.19]

—p—a
+

("

X
Rysunek 10.19: Schemat do problemu
Odpowiedz
Jest to przetwornik prad-napiecie, gdyz Uoyt = —R1.

Problem P10.4

Wyprowadzi¢ zwigzek miedzy napieciem wyjSciowym a napieciami wejSciowymi
w ukladzie z rys.[10.20} Dane sa: Ry = 1MQ, R, =0,1MQiC =1uF.

R, C”

— 1—

Uin1 (7) /\uinz(t) :|>
+

/I\ Uou(?)
L .

Rysunek 10.20: Schemat do problemu
Odpowiedz

Jest to polaczenie wzmacniacza sumujacego z catkujacym

t
Uout (1) = —f (Uin1 () + 10uino (1)) dt
0

Wyprowadzenie wzoru pozostawiamy czytelnikowi.
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Problem P10.5
Obliczy¢ natezenie pradu, ktéry ptynie przez obcigzenie w uktadzie z rys. [10.21
Dane sa: Ry =10kQ, Ry =100Q, Uz =5,6ViUcc =10V.

Ry +Ucc
—J
Rl [L \ Rz
I f
— D,

Rysunek 10.21: Schemat do problemu|P10.5

Rozwiazanie

Na diodzie Zenera i nieodwracajacym wejsciu wzmacniacza jest ustalone napiecie
5,6V. Ze wzgledu na wlasciwosci wzmacniacza operacyjnego to samo napiecie
musi wystepowac takze na jego drugim wejsciu, a wiec i na rezystorze R;. Z prawa
Ohma wynika, ze I, = Uz/R; = 0,56 mA.

Problem P10.6
Dowies¢, ze wzmacniacz nieodwracajacy z rys.[10.5p charakteryzuje sie wspétczyn-

nikiem wzmocnienia U R
out 2

ky = =1+—

Uin Rl

Rozwiazanie
Zwarcie pozorneE] sprawia, ze napiecie wejSciowe wystepuje na wejéciu odwracaja-
cym wzmacniacza operacyjnego. Wobec tego:
Unn=R;1
Uout — Uin = Ro 1

alaczac te réwnania, otrzymujemy:
Uin
Uout = Uin + Ro [ = Uip + RZR_
1

czyli wzmocnienie jest zawsze wieksze od jednosci i zalezne od stosunku rezystancji.
Impedancja wej$ciowa jest nieskoriczenie duza.

2 Poniewaz potencjat wejscia odwracajacego nie jest ustalony i nie musi by¢ zerowy, nie ma pod-
staw, by méwi¢ o masie pozornej, jak w przypadku wzmacniacza odwracajacego z rys.[10.5p.
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Problem P10.7

Jaka rezystancjq wej$ciowq i wyjSciowg charakteryzuje sie wzmacniacz odwracajacy
z1ys.[10.5a2.

Rozwiazanie
Rezystancja wejSciowa jest okreslona ilorazem napiecia wej$ciowego i pradu, czyli
Uin

Rin:T:Rl

Rezystancje wyjsciowa uzyskuje sie, dzielac napiecie wyjsciowe przez prad wyj-
Sciowy, o ktorym zakltadamy, ze wptywa do wzmacniacza:

UOllt —
-1

Rout = R,

Problem P10.8

Jaka rezystancja wejSciowq i wyjSciowq charakteryzuje sie wzmacniacz nieodwraca-

jacy z rys.[10.5b?.

Odpowiedz
Wejscie uktadu jest jednoczes$nie wejSciem wzmacniacza operacyjnego, czyli:
Uin

Rln:Tl:m

U.
Rout=—= =R+ Ry

Problem P10.9

We wzmacniaczu sumujacym z rys. Ry =200kQ, Ry =500kQ, R3 = R=1MQ,
Uy =-2V, U, =3V, za$ Us = 1V. Jakie napiecie jest na wyjsciu?

Odpowiedz
Na wyjsciu wystepuje napiecie 3V. Dowiedzenie tego pozostawiamy czytelnikowi.
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Problem P10.10

Okredli¢ zalezno$¢ miedzy pradem a napieciem wyjSciowym w ukltadzie pokazanym

narys.[10.22]

Ry
R
\ 0
g
_L_ S
Rysunek 10.22: Schemat do problemu(P10.10
Odpowiedz

I, = Uin / R. Jest to alternatywna wersja przetwornika napiecie-prad, ktéry zostat
przedstawiony w podrozdziale(10.11

Problem P10.11
Do czego mozna wykorzysta¢ uktad z rys.|[10.23

I

Rysunek 10.23: Schemat do problemu

Odpowiedz

Jest to Zr6dto pradowe, czyli przetwornik napiecie-prad, gdyz I = Ui,/ R niezaleznie
od pominietej czesci obwodu.
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Problem P10.12
Wykazaé, ze uktad z rys.|10.24|jest wzmacniaczem odejmujacym analogowo.

P
£

Rysunek 10.24: Schemat do problemu|P10.12

Rozwiazanie
Jezeli prady ptyna jak pokazano na schemacie, to

Ui =R+ R) I1 + Upyt

Ul - Uin
L =—
R1 + Rz
a
Upy=(R1+R) I
U
= —=
R1 + Rg
Jednoczes$nie

Uout = Relp —Roy = Ry (I — Ih)
a po podstawieniu wyrazen na natezenia pradow

Uz Ui —Uout

Uout =R
out 2 R+ Ry R+ Ry

Zatem
(R1 + R2) Uin = Rz (U2 = Uy + Uout)
RUout = Rz (U2 — Uy)
i ostatecznie
Uou = 2 (U~ )
out — R, 2 1
czyli uktad wzmacnia réznice napie¢ wejSciowych, przy czym wspétczynnik wzmoc-
nienia jest okre$lony ilorazem rezystancji.
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Problem P10.13
Jakie napiecie pojawi sie na wyjSciu przetwornika cyfrowo-analogowego z rys.{10.18
po wprowadzeniu na wej$cie kombinacji bitéw: a) 0001, b) 0010, c) 0110id) 1110?

Problem P10.14
Ile komparatoréw potrzeba do zbudowania 4-, 8-, 12- i 16-bitowego przetwornika
analogowo-cyfrowego o budowie réwnolegtej, ktéra pokazano na rys.[10.178

Problem P10.15
Jakie urzadzenia sa wykorzystywane do przetwarzania obrazu z uzyciem kompu-
tera? Jak one dziatajg?

Wskazéwka
Chodzi o monitory, drukarki, kamery, aparaty i in. Internet zawiera mnéstwo mate-
rialéw na ich temat.
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Rozdzial 11

Zasilanie urzadzen
elektronicznych

Wprowadzenie

Do dzialania uktady elektroniczne potrzebuja statych napie¢ zasilajacych, a pro-
dukcja i dystrybucja energii elektrycznej opiera sie na obwodach pradu zmiennego.
Dlatego urzadzenia elektroniczne sa wyposazane w zasilacze, ktére przeksztalcaja
napiecie sieciowe 230 Vw niezbedny zestaw napiec statych.

Zasilaczom moga by¢ stawiane r6zne wymagania. W niekt6rych sytuacjach wy-
starcza uzyskanie na wyjsciu napiecia z grubsza przypominajacego state, w innych
istotna jest minimalizacja wahari amplitudy. Zawsze jest pozadana jak najwiek-
sza sprawno$¢ zasilacza, ktérego dziatanie powinno wigzac sie ze stratami energii
znacznie mniejszymi od mocy przekazywanej do zasilanych obwodéw.

W niniejszym rozdziale przedstawiono og6lna strukture zasilacza i oméwiono
bloki, ktére zwykle wchodza w jego sktad: transformator, prostownik, filtr i stabili-
zator. W przypadku tego ostatniego rozpatrzono podstawowe kategorie uktadow
o dziataniu ciggltym i przedstawiono zasade dzialania zasilaczy impulsowych.

11.1 Og6lny schemat zasilacza

W typowym zasilaczu mozna wyr6znic szereg stopni, ktére kolejno przetwarzaja
napiecie, tak ze coraz bardziej przybliza ono docelowe napiecie state. Taka strukture
zasilacza zilustrowano na rys.

Transformator (ang. transformer) przeksztatca napiecie sieci w napiecie o pozio-
mie odpowiednim do dalszej obrébki i separuje uktady dotaczone do jego wyjscia
od sieci energetycznej. Ksztalt przebiegu napiecia nie ulega zmianie — na wyjsciu
transformatora nadal pozostaje sinusoidalny.
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transformator prostownik filtr Stabll.IZElItOI’ uL(?)
napigcia

sie¢ zasilany
energetyczna uktad
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energii)

~
~
~

Rysunek 11.1: Ogélny schemat zasilacza

Prostownik (ang. rectifier) przeksztalca napiecie sinusoidalnie zmienne w prze-
bieg, ktérego warto$¢ chwilowa nadal oscyluje, ale caty czas ma ten sam znak, tak ze
Srednia warto$c jest niezerowa.

Tetnienia wstepnie redukuje filtr wygtadzajacy, ktéry przez cze$¢ okresu maga-
zynuje energie w elementach reaktancyjnych, by nastepnie zwrécic ja do obwodu,
podtrzymujac napiecie na wyjsciu.

Zasilacz niestabilizowany obejmuje tylko transformator, prostownik i filtr. Cho-
ciaz napiecie na jego wyjsciu ulega znacznym wahaniom, ktére dodatkowo zaleza
od obcigzenia, to moze ono nadawac sie do zasilania niektérych mniej wymagaja-
cych urzadzen, takich jak np. wentylatory czy silniczki w zabawkach.

Zasilacz stabilizowany powstaje z dotaczenia miedzy filtr a obcigzenie uktadu
stabilizacyjnego, ktory utrzymuje na wyjéciu zadane napiecie niezaleznie od zmian
napiecia wej$ciowego, obcigzenia i temperatury. Rozréznia sie stabilizatory o dzia-
taniu cigglym i impulsowym. Zasilacze korzystajace z tych drugich tez sg nazywane
impulsowymi. Ze wzgledu na duzg sprawno$¢ uktady impulsowe sg powszechnie
wykorzystywane w sytuacji, gdy obcigzenie pobiera duza moc.

Warto zauwazy¢, ze stabilizatory oraz prostowniki sa uktadami nieliniowymi.
Trudno jest zatem doktadanie scharakteryzowac dziatanie zasilacza.
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Sprawnos$¢ zasilacza, albo danego jego stopnia, méwi, jak duze straty ener-
gii sg zwigzane z dziataniem ukladu. Jest ona okreslona stosunkiem mocy Py,
ktéra zasilacz (stopien) oddaje do obciazenia (stopnia nastepnego), do mocy Py,
kt6ra pobiera on ze Zrodla napiecia wejSciowego (stopnia poprzedniego):

P
n=— (11.1)
Pin

Straty wystepuja w kazdym ze stopni zasilacza, ale zwykle sg najwigksze w stabi-
lizatorach o dziataniu ciggtym. Zostanie to wyjasnione w kolejnych podrozdziatach,
gdzie omawiamy doktadniej poszczegbélne komponenty zasilacza.

Jako$¢ napiecia, ktére jest otrzymywane na wyjsSciu danego stopnia zasilacza,
mozna ocenia¢ wzglednie z uzyciem wsp6tczynnika tetnier

U,
T= pp

= (11.2)
Uavg

gdzie Uy, oznacza miedzyszczytowe napigcie wyjsciowe, a Uayg — Srednig warto$¢
napiecia, tak jak pokazano na rys.

A
Uou(?)

I
LS

A

Rysunek 11.2: Napiecia wykorzystywane do obliczenia wspétczynnika tetnient

Oproécz doktadno$ci, od stabilizatora moze by¢ oczekiwana duza szybko§¢ dzia-
fania, gdy ma on pracowa¢ z napieciem wejSciowym lub obciazeniem mogacym
zmieniac si¢ raptownie i znaczgco.

W niektérych zastosowaniach potrzebne sq zasilacze, ktére utrzymuja na wyj-
$ciu state natezenie pradu, dostosowujac napiecie odpowiednio do obcigzenia. Sta-
bilizatory pradu wykraczajg poza zakres niniejszej ksigzki, niemniej w problemach
i przedstawiono schematy Zrodet pradu, ktére mozna wykorzystywac
w tego typu uktadach.

1 W literaturze mozna spotkac inng definicje wspétczynnika tetnien, ktéra okresla go stosunkiem
warto$ci skutecznej sktadowych zmiennych napiecia wyjsciowego do warto$ci $redniej (sktadowa
stata) tego samego napiecia.
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Niektore zasilacze pozwalaja regulowaé napiecia wyjsciowe. Moga same mierzyc
natezenie pradu oraz napiecie na wyjsciu i wyswietla¢ wyniki pomiaréw, aby utatwié
obstuge.

Uklady zasilajace moga by¢ zabezpieczane przed przegrzaniem, przed przecia-
zeniem pradowym oraz przed zwarciem na wyjSciu. Innym waznym problemem
z zakresu ich projektowania jest ttumienie zakl6ceti — zaréwno przychodzacych
z sieci energetycznej, jak i emitowanych przez dane urzadzenie.

Wszystkie te zagadnienia réwniez wykraczajg poza zakres niniejszego roz-
dziatu, ktérego pozostatg cze$¢ posSwiecamy dokladniejszej charakterystyce blokéw
zrys.[11.1]i przedstawieniu zasady dziatania zasilaczy impulsowych.

Te ostatnig klase uktadéw wynaleziono, poniewaz zasilacze konwencjonalne
z zasady charakteryzujq sie matg sprawnoscia, rzedu 33 %, czyli 2/3 mocy pobieranej
z sieci przez taki uktad jest marnotrawione wskutek wydzielania ciepta na jego
elementach, szczegblnie na elemencie regulacyjnym stabilizatora. R6wnowazny
zasilacz impulsowy oferuje sprawnos$¢ rzedu 80 %.

11.2 Transformator

Zasade dziatania i symbol transformatora przedstawiono na rys. Transfor-
mator jest urzgdzeniem elektromagnetycznym, w ktérym uzwojenia (cewki, dwie
lub wiecej) sa nawiniete na jednym rdzeniu, dzieki czemu wystepuje miedzy nimi
silne sprzezenie magnetyczne. Wymuszajac zmiany pradu w jednym uzwojeniu,
powoduje sie indukowanie sity elektromotorycznej w pozostatych, do ktérych jest
podiaczone obciazenie. Uzwojenie, do ktérego doprowadzono napiecie wejsciowe,
jest nazywane pierwotnym, a to, ktore zasila obcigzenie, nosi nazwe wtérnego.

a) b)

uout(t) _ Zout

rdzen uin(f)  Zin 1y

+

uin(t) uOm(t) Ry Zin Zout

uzwojenie
pierwotne
Zin ZWOJOW

uzwojenie
wtorne
Zout ZWOJOW

Rysunek 11.3: Transformator: (a) zasada dziatania i (b) symbol
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Podstawowym zadaniem transformatora jest zmiana amplitudy napiecia z za-
chowaniem ksztaltu i mocy. W zasilaczach zwykle obniZza on napiecie sieci elektro-
energetycznej do poziomu odpowiedniego dla prostownika, ale sg zastosowania,
takie jak energetyka, zasilanie kineskopéw w analogowych monitorach i TV, gdzie
potrzebne jest zwiekszanie amplitudy.

Modyfikowanie napiecia jest mozliwe, poniewaz sprzezenie uzwojen sprawia,
ze sita elektromotoryczna indukowana w uzwojeniu wtérnym, ey (?), jest propor-
cjonalna do napiecia doprowadzonego do uzwojenia pierwotnego, ujn (). Wspo6t-
czynnik proporcjonalnosci jest okre§lony stosunkiem liczb zqy; i zin Zwojoéw w tych
uzwojeniach:

U,
out _ Zout _ (11.3)
Uin Zin
i nazywany przektadnig transformatora.
Odwrotna proporcjonalno$¢ zachodzi miedzy natezeniami pradéw, ktére ptyna

w uzwojeniach:
Iour 1

- (11.4)
Iin Y
gdyz transformator powinien zachowywac energie
UinIin = Uoutlout (11.5)

W praktyce straty moga jednak siegac¢ 20...30%.

Bardzo wazna korzyscia ze stosowania transformatora jest galwaniczne oddzie-
lenie sieci energetycznej od obwodu dotgczonego do uzwojenia wtérnego. Nie ma
polaczenia, ktérym wysokie napiecie potencjalnie mogloby przedostac sie z sieci
do zasilanego uktadu elektronicznego i porazi¢ uzytkownika.

Tym niemniej w wielu urzadzeniach po otwarciu obudowy pojawia sie ryzyko
przypadkowego dotkniecia, np. waskim $rubokretem, do obwodu wysokonapie-
ciowego. Z tego wzgledu wszelkie naprawy urzadzen elektrycznych nalezy zleca¢
specjalistom, a operacje dozwolone uzytkownikom, takie jak np. wymiana karty gra-
ficznej czy dysku w komputerze, najbezpieczniej jest wykonywa¢ po wyciagnieciu
wtyczki z gniazdka.

11.3 Prostowniki

11.3.1 Prostownik pélokresowy

Najprostszym prostownikiem jest dioda wtgczona w szereg z obcigzeniem, tak jak
pokazano na rys. Pelnigc funkcje specyficznego ogranicznika, doprowadza
ona do obcigzenia napiecie wyprostowane tylko wtedy, kiedy poziom tego napiecia
przekracza napiecie progowe diody. Jezeli napiecie progowe jest znacznie mniejsze
od amplitudy napiecia prostowanego u(t) = Up sinwt, czyli Ur < Uy, to mozna
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zaniedbac¢ napiecie na diodzie i opisac spadek na obcigzeniu nastepujacym wyra-
zeniem:

(11.6)
0, dla #<wt<2n

u(t) = Uy sinwt, dla 0<wt<nm
uL (1) =
Poniewaz obciazenie jest zasilane tylko podczas potowy okresu przebiegu wej-
§ciowego, wiec taki prostownik jest nazywany pétokresowym, pétfalowym lub jed-
nopoléwkowym.

Mozna wykazac (zob. problem[P11.7), Ze warto$¢ Srednia (poziom skltadowe;j
stalej) napiecia wyprostowanego jest okreslona wyrazeniem:

U,
ULavg = 7‘“ ~0,32Un, (11.7)

Warto tez zauwazyc¢, ze maksymalne napiecie wsteczne na diodzie jest rowne
amplitudzie napiecia wejsciowego.

Uin(?) @ u(?) Ry u (1)

u(?)

/ |
RVl

Rysunek 11.4: Prostownik pétokresowy
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11.3.2 Mostkowy prostownik pelnookresowy

Wykorzystanie catego okresu napiecia wejsciowego zapewniajg prostowniki pet-
nookresowe, zwane takze pelnofalowymi lub dwupoléwkowymi. Najpowszechniej
stosowanym uktadem z tej kategorii jest prostownik mostkowy, nazywany takze
uktadem Graetza, ktérego schemat i zasade dziatania przedstawiono na rys.

uin(?) @

u(t)

Ty

u(t)
{ D, ur(f)

Ur
T 1 <’

t [ R
D4 D3
Ur

Rysunek 11.5: Mostkowy prostownik pelnookresowy

Uktad rézni sie od prostownika jednopotéwkowego nie tylko efektywnoScia. Nie-
zerowe napiecie jest doprowadzane do obcigzenia dopiero wtedy, kiedy warto$¢ bez-
wzgledna przebiegu wejSciowego przekracza podwojone napiecie progowe diody.
W kazdej potowie okresu dwie diody sa bowiem spolaryzowane zaporowo, a pozo-
stale dwie — w kierunku przewodzenia i tworza szereg z obciazeniem. Aby druga
para diod przewodzita, na kazdej musi wystapi¢ napiecie progowe.

Zaktadajac, tak samo jak w przypadku prostownika jednopotéwkowego,
ze Ut <« Uy, wyprostowane napiecie mozna opisa¢ wzorem:

Unsinwt, dla O0<wt<nm
u(t) = (11.8)

—Upsinwt, dla n<wt<2n
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Zatem 5
ULavg= —Um =0,64Un (11.9)
T

czyli warto$c¢ Srednia (poziom skladowej statej) napiecia wyprostowanego jest dwu-
krotnie wieksza niz w prostowniku pétokresowym. Nie ma natomiast r6znicy w mak-
symalnym napieciu wstecznym na diodzie, ktore jest rtowne amplitudzie przebiegu
wejsciowego.

Wytwarzane sg gotowe prostowniki mostkowe, w ktérych jedna obudowa miesci
cztery diody potaczone w odpowiedni sposéb. Upraszcza to konstrukcje zasilacza,
ale w przypadku uszkodzenia chocby jednej diody trzeba wymieni¢ caly prostownik,
wiec naprawa jest drozsza w poréwnaniu do uktadu opierajacego sie na czterech
odrebnych diodach.

11.3.3 Prostownik pelmookresowy z transformatorem o dzielonym
uzwojeniu

Prostowanie petnookresowe mozna zrealizowac, wykorzystujac tylko dwie diody.
Potrzebny jest do tego transformator z wtérnym uzwojeniem podzielonym na dwie
czesci o rownych liczbach zwojéw. Dodatkowe wyprowadzenie, tzw. odczep, spo-
miedzy cze$ci uzwojenia wtérnego umozliwia podzielenie napiecia z wyjscia trans-
formatora na dwie réwne czesci, z ktérych kazda jest prostowana w odrebnym
prostowniku pétokresowym. Prostowniki naprzemiennie zasilaja to samo obcia-
zenie, gdyz diody sa potaczone w ten sposéb, ze w kolejnych pétokresach jedna
przewodzi, podczas gdy druga pozostaje spolaryzowana zaporowo. Odpowiedni
uktad i opisang zasade jego dziatania przedstawiono na rys.

Wynik dziatania uktadu jest generalnie taki sam jak w prostowniku mostkowym.
Réznica polega tylko na tym, ze niezerowe napiecie jest doprowadzane do obcigze-
nia wtedy, kiedy warto$¢ bezwzgledna przebiegu na wejsciu przekracza napiecie
progowe diody.

Wykorzystywanie tylko dwéch diod stanowito zalete uktadu w czasach, kiedy
elementy pétprzewodnikowe byly drogie. Obecnie nie jest on jednak praktyczny.
Wykonanie odczepu jest dosy¢ ktopotliwe i znaczaco podnosi koszt transformatora.
Inng wadg uktadu jest to, ze maksymalny spadek napiecia na diodzie spolaryzo-
wanej w kierunku zaporowym jest dwukrotnie wiekszy od amplitudy napiecia na
obciazeniu. Dlatego trzeba stosowac diody drozsze niz w prostowniku mostkowym,
bo musza one by¢ bardziej odporne na przebicie.

Za uzyteczne rozszerzenie oméwionego prostownika mozna uwazac uktad
Z IyS. ktory stanowi podstawe zasilaczy wytwarzajacych pare napie¢ syme-
trycznych (o przeciwnych zwrotach). Jak pamietamy z poprzednich rozdziatéw,
takiego zasilania potrzebuja wzmacniacze operacyjne i wzmacniacze z tranzysto-
rami komplementarnymi.
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Rysunek 11.7: Dwa prostowniki pelnookresowe wspoéldzielace jeden tranformator z odcze-

pem i dostarczajace do obcigzenia dwa symetryczne napiecia
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11.4 Filtry wygladzajace

Oscylacje napiecia na obciazeniu prostownika mozna zmniejszy¢, wykorzystujac
zdolno$¢ elementéw reaktancyjnych do gromadzenia energii i przeciwdziatania
zmianom stanu obwodu elektrycznego (zob. rozdziat[8 na temat stanéw nieustalo-
nych). Poniewaz zmniejszenie tetnieri odpowiada stlumieniu udziatu sktadowych
zmiennych w przebiegu, méwi sie o filtracji dolnoprzepustowej napiecia, a odpo-
wiednie uktady nazywa filtrami wygladzajacymi.

Schematy najprostszych filtréw wygtadzajacych pokazano na rys. Cho-
ciaz wlasciwosci i dziatanie elementéw reaktancyjnych oméwiono szczegétowo
w innych podrozdziatach, to ich funkcjonowanie w kontekscie zasilacza zastuguje
na dodatkowy komentarz.

D
Y filtr
() T”(t) wygladzajcy | KL T”L(t)

(
|

[ | I | I ~A |
1 — | — 1 T 1
| [ L | | L | | L |
I [ I I I I I
I [ I I I I I
== I I = | == = |
I [ I I I I I
 C [ I I C I 0 C C I
I I I I I I I
! I | ! | ! |
T T | T | T |

pojemnosciowy indukcyjny LC typu nt

A
ur (%)

\

Rysunek 11.8: Typowe schematy filtréw wygtadzajacych i efekt ich dzialania

Wtiaczajac kondensator réwnolegle do obcigzenia prostownika, uzyskujemy
pojemnoSciowy filtr wygtadzajacy. Kiedy napiecie u(t) na wyjsciu transformatora
jest wieksze od napiecia na kondensatorze i ros$nie, to dioda przewodzi, a konden-
sator laduje sie ze stalg czasowq rC, gdzie r <« Ry, jest rezystancjg przewodzacej
diody. Kiedy u(t) maleje, to tadunek zmagazynowany w C podtrzymuje napiecie
ur (1) > u(t). Dlatego w drugim przypadku dioda jest spolaryzowana zaporowo
i kondensator roztadowuje sie ze stalq czasowa Ry.C. Z innego punktu widzenia
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mozna moéwié, ze kondensator zwiera szybkozmienne skladowe tetnierr do masy,
ograniczajac ich udziat w spadku napiecia na obcigzeniu.

Napiecie na obcigzeniu jest tym bardziej zblizone do stalego, im wigksza jest
stala Ry C. Poniewaz konstruktor zasilacza nie ma wptywu na rezystancje obcia-
zenia, moze zminimalizowa¢ tetnienia tylko wstawiajgc kondensator o wielkiej
pojemnosci, czyli duzy, ciezki i kosztowny. Innym mankamentem filtréw pojemno-
Sciowych jest to, ze podczas tadowania kondensatora wystepuja chwilowe impulsy
pradowe o natezeniu znacznie wiekszym od wartosci Srednie;j.

Laczac cewke szeregowo z obcigzeniem prostownika otrzymujemy filtr induk-
cyjny. Stanowiac op6r dla sktadowych zmiennych, tym wiekszy, im wieksza ich cze-
stotliwo$¢, indukcyjnos$¢ sprawia, ze tylko cze$¢ tetniert z napiecia wyprostowanego
odktada sie na Ry.. Z innego punktu widzenia sita elektromotoryczna indukcji prze-
ciwdziata zmianom pradu.

W przeciwieristwie do pojemno$ciowych filtry indukcyjne tym lepiej wygtadzaja
napiecie, im mniejsza jest rezystancja obcigzenia. Do dziatania takiego uktadu
potrzebna jest ciggto$¢ pradu w cewce, dlatego stosuje sie go zasadniczo tylko
w prostownikach dwupotéwkowych.

Aby filtr skutecznie thumit tetnienia, cewka musi charakteryzowac si¢ duza
indukcyjnoscia. Zatem najwazniejsza wada tego rozwigzania jest podobna jak
w przypadku filtrowania za pomocg samej pojemnosci: przeszkoda w wykorzy-
staniu ukladu moze okazac¢ sie zbyt duza waga i wymiary potrzebnego elementu
reaktancyjnego.

Ponadeto filtr indukcyjny jest wrazliwy na zmiany obcigzenia, szczeg6lnie na jego
odtaczenie, gdy indukuje sie duza sita elektromotoryczna, ktéra dazy do podtrzyma-
nia pradu i moze spowodowac przebicie elementéw i uszkodzenie uktadu. W nie-
ktérych sytuacjach problemem moze by¢ takze dodatkowy spadek napiecia statego
na rezystancji uzwojenia cewki. Korzystng wtasciwoscia uktadu jest natomiast stata
szeroko$¢ impulséw pradowych.

Zalety filtréw pojemno$ciowego i indukcyjnego mozna uzyskaé¢ w jednym ukta-
dzie, tworzac bardziej ztozone konfiguracje LC. Niestety, niezaleznie od konstrukcji
filtru, do skutecznego ttumienia tetnierl potrzeba kondensatoréw o duzej pojemno-
$ciicewek o duzej indukcyjnosci. Dodatkowo filtry z zasady nie mogg kompenso-
wac zmian napigcia wejSciowego.

11.5 Stabilizatory o dzialaniu ciaglym

11.5.1 Dioda Zenera jako parametryczny stabilizator napiecia

Do stabilizacji napiecia mozna bezposrednio wykorzystaé specyficzne zachowa-
nie diody Zenera spolaryzowanej w kierunku zaporowym, w ukladzie pokazanym

na rys.[11.9a. Rysunek[11.9b pokazuje uzyteczny fragment charakterystyki diody,
nazywany zakresem stabilizacji, czyli odcinek prawie réwnolegly do osi pradu i od-
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powiadajacy napieciu, ktére jest state w przyblizeniu. Dop6ki punkt pracy diody
pozostaje w tym zakresie, utrzymuje ona na swoich zaciskach napiecie Zenera,
ktére jednocze$nie wystepuje na réwnolegle dotaczonym obcigzeniu. Zmiany na-
piecia wejSciowego lub rezystancji obcigzenia powodujg przesuwanie sie punktu
pracy. Dioda Zenera kompensuje je, regulujac natezenie ptynacego przez nig pradu.
Graniczne warto$ci pradu diody wyznaczajq zakres dopuszczalnych zmian napiecia
wejsciowego i rezystancji obcigzenia.

Zaleta uktadu jest niewatpliwie prostota, ale jest ona okupiona licznymi man-
kamentami. Na rezystancji tracona jest duza moc i nie ma mozliwos$ci regulacji
napiecia wyjSciowego. Lepsze wtasciwo$ci majg stabilizatory kompensacyjne, kt6-
rych dzialanie opiera sie na sprzezeniu zwrotnym.

a) b)

charakterystyka uproszczona
---------- charakterystyka rzeczywista
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Rysunek 11.9: Dioda Zenera jako najprostszy stabilizator parametryczny

11.5.2 Réwnolegle stabilizatory kompensacyjne

Ogélny schemat réwnoleglego stabilizatora kompensacyjnego pokazano
na rys. Podobnie jak w przypadku ukladu z dioda Zenera, element re-
gulacyjny ma wspoélne zaciski z obcigzeniem. Jego rezystancja jest funkcjg napiecia
wejsciowego i wyjSciowego, przy czym druga wielko$¢ zalezy od rezystancji. Dlatego
wlasnie méwimy sprzezeniu zwrotnym. Opiera si¢ ono na cigglym poréwnywaniu
napiecia wyj$ciowego z napieciem odniesienia o duzej stato$ci. Sygnat r6znicowy
steruje elementem regulacyjnym.
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Przyktadem realizacji tej koncepcji jest uktad z rys.[11.11f, w ktérym dioda
reguluje napiecie bazy tranzystora, tak ze przewodnictwo miedzy kolektorem a emi-
terem zwieksza sie, gdy napiecie wejSciowe przekracza warto$¢ progowa Uz + Ur.
W ten spos6b zadanie rozpraszania energii przerzucone jest z diody na tranzystor,
ktéry rozprasza najwiecej ciepta wtedy, kiedy prad obciazenia jest najmniejszy.

Inny przyktad réwnolegtego stabilizatora kompensacyjnego pokazano
narys. Zwiekszenie sie napiecia na wyjsciu skutkuje wzrostem potencjatu
bazy wzgledem emitera, czyli zwiekszaja sie natezenia pradéw elektrod tranzystora.
W efekcie wzrasta prad ptynacy przez R oraz spadek napiecia na tym rezystorze,
az zmiana na wyjsciu zostanie odwrécona.

L

Rysunek 11.10: Zasada dzialania réwnolegtych stabilizator6w kompensacyjnych
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Rysunek 11.11: Réwnolegte stabilizatory kompensacyjne
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11.5.3 Szeregowe stabilizatory kompensacyjne

Napiecie mozna takze stabilizowac, tgczac element regulacyjny i obcigzenie sze-
regowo, tak jak na rys. Inaczej niz w stabilizatorze réwnoleglym, ten sam
prad plynie przez element regulacyjny i obciazenie. Zmiana rezystancji elementu
bezposrednio wptywa na napiecie, ktére wystepuje na obcigzeniu.

R

Uin RL Uout
S(Uin, Ry)

1

Rysunek 11.12: Zasada dziatania szeregowych stabilizator6w kompensacyjnych

Przykladem praktycznej realizacji omawianego podejscia jest uktad z rys.
w ktérym dioda Zenera steruje wtérnikiem emiterowym. Tranzystor pracuje w zakre-
sie liniowym i nie powinien wchodzi¢ ani w stan zatkania, ani nasycenia. Tranzystor
pei jednoczesnie funkcje elementu regulacyjnego i uktadu poréwnujacego. Ina-
czej niz w stabilizatorze z rys. dioda stanowi Zrédto napiecia odniesienia.
Ujemne sprzezenie zwrotne kontroluje przewodno$¢ miedzy kolektorem a emi-
terem. Dioda jest zasilana napieciem wej$ciowym (niestabilizowanym). Jest to
korzystniejsze wtedy, kiedy napiecie wyjSciowe jest zblizone do napiecia Zenera.

T

(]in Uoul

1 1

Rysunek 11.13: Wtérnikowy stabilizator szeregowy

W precyzyjniejszych uktadach do poréwnywania napie¢ stosowane sa wzmac-
niacze operacyjne, ktére wzmacniaja réznice potencjatéw. Cze$¢ napiecia wyjscio-
wego jest poréwnywana z napieciem odniesienia i sygnat réznicowy (po wzmocnie-
niu) reguluje rezystancje szeregowg tranzystora dla sktadowych stalych. Schemat
tego typu uwidoczniono na rys.

Zal6zmy, ze napiecie na obcigzeniu zwieksza sie wskutek wzrastania napiecia
wejSciowego lub rezystancji obcigzenia. Proporcjonalnie ro$nie potencjal na od-
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Uin |

2 L

RL Unul

Rysunek 11.14: Szeregowy stabilizator kompensacyjny ze wzmacniaczem operacyjnym

wracajacym wejsciu wzmacniacza, wynikajacy z podzialu napiecia wyjSciowego
w dzielniku ztozonym z rezystoréw R; i R». Napiecie odniesienia, ktére jest doprowa-
dzone do drugiego wej$cia wzmacniacza, pozostaje state, czyli zwieksza sie sygnat
r6znicowy. Wzmacniacz jest odwracajacy, wiec zwiekszenie sygnatu r6znicowego
na jego wej$ciu powoduje obnizenie potencjatu na wyjsciu, czyli r6wniez na ba-
zie tranzystora. Taka zmiana napiecia polaryzujacego ztacze baza-emiter sprawia,
ze ztacze kolektor-emiter przewodzi gorzej, stawia wiekszy op6r. Spadek napiecia
na tym zlaczu rosnie, czyli zmniejsza sie cze$¢ napiecia wejSciowego stanowigca
réznice potencjaléw na obcigzeniu. Poczatkowa zmiana napiecia na obcigzeniu
zostaje skompensowana.

11.5.4 Stabilizatory scalone

Na potrzeby zasilaczy rozwijane sg dedykowane serie elementéw p6tprzewodniko-
wych, w szczeg6lno$ci diody i tranzystory mocy, ktérych parametry sg dostosowane
do regulowania napiec i pradéw. Ponadto wytwarzane sg kompletne stabilizatory
scalone, ktére mozna podzieli¢ na dwie kategorie. Pierwsza tworzg proste chipy
o trzech zaciskach, takie jak rodzina pA78xx, do stosowania w roli lokalnych stabili-
zatoréw matej mocy. Jezeli potrzebna jest wieksza funkcjonalno$¢, w szczegdlnosci
mozliwo$¢ regulowania napiecia stabilizowanego, to mozna stosowa¢ uktady sca-
lone takie jak pA723.

11.5.5 Zastosowania stabilizatoréw o dzialaniu ciaglym

Jak wyjasniono w poprzednich podrozdziatach, stabilizatory o dziataniu ciaglym
utrzymujg zadane napiecie na obcigzeniu, odejmujac od wejsciowej r6znicy po-
tencjaléw spadek napiecia na elemencie p6tprzewodnikowym o zmiennej prze-
wodnoS$ci. Obnizanie napiecia w taki sposob wigze si¢ z duzym marnotrawieniem
energii, ktéra element regulacyjny wydziela jako ciepto. Ponadto nagrzewajacy sie
element trzeba chtodzi¢, wykorzystujac radiatory i wentylatory, co zwieksza koszty
i gabaryty urzadzen.
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Pomimo swoich wad stabilizatory o dziataniu ciagtym sa powszechnie wykorzy-
stywane w kilku, stosunkowo czestych, sytuacjach.

Po pierwsze, nieefektywno$¢ zasilacza nie jest zbyt istotnym problemem,
gdy moc pobierana przez zasilane urzadzenie jest niewielka lub gdy jest ono wita-
czane sporadycznie. Poprawa sprawnosci zasilacza nie ma sensu, bo zamiast przy-
nies¢ realne korzysci, doprowadzi do jego skomplikowania, zmniejszenia nieza-
wodnoSci, a takze zwiekszenia ceny.

Po drugie, stabilizatory o dziataniu cigglym nie generujg wysokoczestotliwo-
Sciowych szumow, ktore moglyby przedostawac sie do zasilanego uktadu. Takie
elektrycznie ,ciche” Zrédla zasilania sa wymagane w urzadzeniach wrazliwych
na szumy, takich jak wzmacniacze audio, odbiorniki radiowe czy precyzyjne urza-
dzenia pomiarowe.

Wreszcie, omawiane uktady stabilizacyjne doskonale spisujq sie w roli lokalnych
stabilizator6éw, gdy state napiecie o szczeg6lnej wartosci jest niezbedne do zasilania
jedynie matego modutu z duzego urzadzenia, przy czym potrzebna moc i dopusz-
czalne straty nie przekraczajq kilku watéw.

We wszystkich tych obszarach zastosowan zaletg stabilizatoréw o dzialaniu cia-
glym jest prostota, ktéra z jednej strony przekltada sie na niezawodno$¢, a z drugiej
— na tatwo$¢ projektowania i uzycia. W niektérych sytuacjach cenna jest tez mozli-
wo$¢ prostej regulacji napiecia wyjSciowego oraz mata bezwladnos$¢ w reagowaniu
na zmiany obcigzenia i napiecia wej$ciowego.

11.6 Stabilizatory i zasilacze impulsowe

Problemy matej sprawnoS$ci i duzych gabarytéw nie dotyczg stabilizatoréw im-
pulsowych, ktére sg obecnie powszechnie stosowane w zasilaczach duzej mocy,
m.in. w zasilaczach do komputeréw osobistych. Dzialanie takich stabilizatoréw
opiera sie na spostrzezeniu, ze ustalong warto$¢ Srednig napiecia na obcigzeniu
mozna uzyskac, przetwarzajgc napiecie state w odpowiednio uksztaltowany ciag
impulséw, ktérego filtrowanie daje przebieg stabilizowany.

Ogdlna zasade stabilizacji impulsowej ilustruje rys. Wejsciowe napiecie E
dochodzi do elektronicznego klucza S, ktéry jest cyklicznie zamykany i otwierany,
w wyniku czego na diodzie pojawia sie cigg impulséw:

{ E dla 0<t<dT
up(t) = (11.10)

0 dla 6T<t<T
gdzie 6 < 1 jest nazywane wspotczynnikiem wypelnienia. Okreslajac stosunek czasu

6T, w ktérym klucz pozostaje zamkniety, do catego okresu T, wspétczynnik de-
cyduje o wartosci §redniej up(¢), ktéra jest rtéwna 0 E, co mozna tatwo wykazac.
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Regulujac wspétczynnik wypelnienia mozna nie tylko zmieniac napiecie wyjSciowe,
ale takze kompensowac jego odchylenia spowodowane zmianami obcigzenia lub
wahaniami napiecia wejsciowego.

S
; ’ ~ .
i L
generator
E impulséw D up(?) c Ry ur(?)
o modulowanej
szerokosci
A
up(t)
E e
5E S(m”” Soff S(m Soff 7777777777
-~ e
dT
A
ui(f)
OF fmeeber—

Rysunek 11.15: Zasada dziatania stabilizatora impulsowego

Na rys. symbol Zrédla napiecia stalego zostal umieszczony tylko
dla uproszczenia. W praktycznych zasilaczach impulsowych punktem wyj$ciowym
jest wyprostowany przebieg sinusoidalny.

Do przeksztalcenia impulséw w przebieg wolnozmienny wystarcza prosty filtr
LC, za posrednictwem ktérego obciazenie jest dolgczane do diody. Zadaniem diody
jest domykanie obwodu R L w momentach bezposrednio po otwarciu klucza,
tak aby napiecie, ktére indukuje sie na cewce w odpowiedzi na gwattowng zmiane
pradu, zasilato wtedy obcigzenie.

Skuteczno$¢ filtracji, a tym samym stabilizacji, mozna poprawié, zwiekszajac
czestotliwo$¢ przelaczania klucza. Ponadto przy wyzszych czestotliwo$ciach do-
brze spisujq sie cewki o niewielkich indukcyjno$ciach i kondensatory o niewielkich
pojemnosciach, ktére sg mniejsze, 1zejsze i tarisze (bo latwiejsze do wykonania)
od elementéw stosowanych w filtrach wygtadzajacych do zasilaczy ze stabilizato-
rami o dzialaniu ciaglym.
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W praktyce czestotliwo$ci przelaczania nie przekraczaja jednak kilkunastu,
kilkudziesieciu kHz, poniewaz za duze tempo sprawia, Ze straty energii na kluczu
znaczaco obnizaja sprawnos$¢ stabilizatora, a trudno jest skonstruowac szybkie
elementy p6lprzewodnikowe o duzej wydajnos$ci energetyczne;.

Wysoka sprawno$¢ stabilizator6w impulsowych wynika z unikniecia strat na ele-
mencie regulacyjnym. Przez wigekszo$¢ czasu klucz elektroniczny jest w stanie zwar-
cia albo rozwarcia, a wtedy zasadniczo nie jest wydzielane na nim ciepto. Znaczace
straty mocy maja miejsce tylko w relatywnie krétkich chwilach przetaczania. To, ze
pozostale elementy stabilizatora nie sg idealne, praktycznie nie ma wptywu na jego
sprawnosc.

Chociaz zasada dziatania zasilacza impulsowego jest prosta, jej praktyczna
realizacja stata sie mozliwa dopiero stosunkowo niedawno. Do sterowania klu-
czem, ktory jest prostym uktadem i zwykle ma forme pojedynczego tranzystora,
potrzebny jest skomplikowany uktad elektroniczny, ktéry formuje impulsy o sze-
roko$ci dynamicznie dostosowywanej do biezacej warto$ci napiecia Zrédlowego
i mocy pobieranej przez obcigzenie. Do tego potrzebne jest sprzezenie zwrotne,
zatem stabilizatory impulsowe stanowig odmiane kompensacyjnych.

Podobnie jak w przypadku stabilizatoréw o dzialaniu cigglym, istnieja spe-
cjalizowane uktady scalone do zasilaczy impulsowych. Ich przykladem jest chip
TDA 2640 do stosowania w zasilaczach odbiornikéw TV.

Doktadniejsza analiza zasilaczy impulsowych wykracza poza zakres niniejszej
ksigzki. Na koniec warto tylko zauwazy¢, ze ich duza sprawnos$¢ wiaze sie niestety
z powaznymi wadami. Stabilizatory impulsowe sg skomplikowane i rozbudowane,
a przez to mniej niezawodne od stabilizatoréw o dziataniu ciaglym. Ponadto prze-
Iaczanie klucza wigze sie z generowaniem wysokoczestotliwo$ciowych zaktécen,
ktérych obecnos¢ wyklucza stosowanie takich stabilizatoréw np. w precyzyjnych
urzadzeniach pomiarowych.

11.7 Zasilanie bateryjne

11.7.1 Wprowadzenie

Zasilanie bateryjne umozliwia korzystanie z urzadzen elektronicznych w miejscach,
gdzie nie ma sieci energetycznej. Nawet tam, gdzie sie¢ jest dostepna, takie zasilanie
w polaczeniu z bezprzewodowa transmisjg sygnatu moze znaczaco poprawiac
komfort uzytkowania np. telefonu stacjonarnego czy stuchawek.

W zasilaniu bateryjnym funkcje Zrédet energii petnig najcze$ciej ogniwa elektro-
chemiczneﬂi do nich ograniczymy dalszg dyskusje. Dostarczana przez nie energia

2 Oprécz ogniw elektrochemicznych produkowane sg ogniwa fotowoltaiczne (baterie stoneczne),
termoelektryczne i jadrowe.
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pradu statego jest wynikiem reakcji chemicznych. Wskutek przeptywu pradu mie-
dzy baterig a obcigzeniem intensywno$¢ reakcji stopniowo zmniejsza sie — bateria
ulega wytadowaniu, ktérego objawem jest zmniejszanie sie napiecia na jej zaci-
skach. Ilustruje to rys. Dlatego urzadzenia wrazliwe na poziom napiecia
zasilajacego muszg by¢ zasilane z baterii za posSrednictwem stabilizatora.

napiecie ogniwa
A[V] I,=02c
Li-Ton

N

Ni-Cd / Ni-MH

N W A

_ czas

-

0 1 2 3 4 5 [h]

Rysunek 11.16: Przebiegi wyladowania akumulatoréw réznych typéw

Pozadane jest, by urzadzenie dziatato jak najdtuzej, korzystajac przy tym z jak
najmniejszych i jak najlzejszych baterii. Postep w tej dziedzinie opiera si¢ na dwoch
réwnolegle rozwijajacych sie podejsciach. Z jednej strony opracowywane sg co-
raz to nowe technologie wytwarzania baterii, ale z drugiej, co jest r6wnie wazne,
wymyslane sa elementy i uklady elektroniczne o zmniejszonym poborze mocy.
Przyktadami rozwigzan z drugiej kategorii sg systemy komputerowe, ktore Sledzg
aktywno$¢ uzytkownika/programoéw i na tej podstawie wylaczaja/wlaczaja swoje
komponenty, oraz technologia CMOS.

11.7.2 Baterie a akumulatory

Baterie sktadaja sie z ogniw, z ktérych kazde obejmuje dwie elektrody zanurzone
w elektrolicie. Pierwiastki i zwigzki chemiczne uzyte do wykonania ogniw okres$lajg
typ baterii i decydujg o jej wlasciwos$ciach oraz cenie. Kazda technologia produkcji
ogniw ma docelowy zakres zastosowan, np. baterie do sprzetu wojskowego musza
niezawodnie dziata¢ w skrajnie niskich i wysokich temperaturach.

Rozréznia sie baterie pierwotne i wtérne. W pierwotnych, ktére zwykle sg nazy-
wane po prostu bateriami, zachodza reakcje nieodwracalne, tak ze ogniwo staje sie
bezuzyteczne po wytadowaniu. We wtérnych, ktére powszechnie sa nazywane aku-
mulatorami, reakcje chemiczng mozna cofna¢, tadujgc ogniwo, czyli wymuszajac
przeptyw pradu w kierunku odwrotnym do tego podczas wyladowania. Kosztem
dostarczenia energii z zewnatrz, za poSrednictwem specjalnego uktadu zwanego
tadowarka, akumulator na powrét staje sie Zrodtem elektrycznym.

Kazdy cykl tadowanie-wyladowanie powoduje pewne zuzycie elektrod i elektro-
lity, tak ze pojemnos¢ akumulatora stopniowo maleje. Po kilkuset cyklach baterie
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trzeba wymieni¢. Dodatkowo niektére typy akumulatoréw wykazujq efekt pamieci,
ktéry jest zwigzany z kumulacja produktéw niedokoriczonej reakcji chemicznej. Po
kilku niepetnych wytadowaniach kolejne petniejsze wytladowanie zachodzi przy
napieciu znacznie nizszym niz powinno, co zilustrowano narys.

A napiecie ogniwa
[Vl

1,5 e wyladowanie normalne ---

P i Nttt \

wyladowanie ogniwa "\
0,5 - i ie wyladowanegow " .
kilkukrotnie wytadowanego w stopief

zaledwie 20% .
: ' : : ‘ » wyladowania
20 40 60 80 100 [%]

Rysunek 11.17: Wplyw efektu pamieci na wyladowanie akumulatora

Nieuzywane baterie i akumulatory ulegajq tzw. samowytadowaniu, ktére jest
szybsze w poczatkowym okresie po wytworzeniu/natadowaniu i w wyzszej tempe-
raturze otoczenia.

Podstawowym parametrem baterii jest napiecie nominalne, podawane na jej
obudowie i osiggane przy wyladowaniu 50%. W przypadku akumulatoréw druga,
réwnie wazng charakterystyka jest pojemnos$¢, mierzona w Ah i okreslajgca nate-
zenie pradu c, ktérego przeplyw powoduje zupetne wytadowanie baterii w ciagu
godziny. Inne natezenia pradéw tadowania i wytadowania podaje sie zwykle jako
wielokrotnosci c.

Maksymalny prad obcigzenia, jaki mozna uzyska¢ z baterii, jest ograniczony jej
rezystancja wewnetrzna. Bateria reprezentuje bowiem Zrédto rzeczywiste, w ktérym
napiecie dostarczone do obcigzenia jest rowne réznicy napiecia Zrédla idealnego
i spadku napiecia na rezystancji wewnetrznej (zob. podrozdziat2.1). Za duzy prad
obciazenia powoduje, Ze spadek napiecia jest znaczny i obniza r6znice potencjatéw
na zaciskach odbiornika energii do zbyt matej wartoSci.

Jezeli potrzebne napiecie lub obcigzalnos¢ pradowa sg wieksze od oferowa-
nych przez dany typ baterii, to mozna potaczy¢ szeregowo lub réwnolegle kilka

egzemplarzy (zob. problem[P11.12).

Przeptyw duzego pradu przez baterie powoduje jej nagrzewanie. Poniewaz
w wiekszo$ci ogniw obudowa jest zamknieta, w efekcie roSnie ciSnienie w jej wne-
trzu, co moze doprowadzi¢ do wybuchu. W zwigzku z tym na obudowach baterii
umieszczane sg ostrzezenia przed zwieraniem zaciskéw, zmiang polaryzacji i ta-
dowaniem ogniw jednorazowego uzytku. Niektére konstrukcje sa tez wyposazone
w wentyle bezpieczenistwa i uklady zabezpieczajace.

446



Saeed & Parfieniuk

Dzialanie baterii zalezy od temperatury otoczenia. W niskich temperaturach
nastepuje spowolnienie reakcji chemicznej i zmniejszenie tak napiecia, jak i pojem-
nosci ogniw. W wyzszych temperaturach jest odwrotnie, a dodatkowo zwieksza sie
niebezpieczenstwo eksplozji i szybciej nastepuje samowyladowanie.

11.7.3 WlaSciwos$ci najpopularniejszych typéw baterii

Do zasilania drobnych urzadzen, takich jak latarki, piloty TV, radioodbiorniki itp.,
powszechnie stosuje sie baterie salmiakowe (Leclanche) i alkaliczne (zasadowe).
Jedne i drugie charakteryzuja sie takim samym napieciem ogniwa nieobciazonego,
czyli 1,5V. Odréznia je rodzaj elektrolitu i wtasciwosci elektryczne (pojemnos¢,
okres przydatnosci do uzycia), ktére sg lepsze w przypadku drugiego typu ogniw.
Problemem, ktéry utrudnia produkcje i decyduje o wyraznie wyzszej cenie baterii
alkalicznych, jest jednak hermetyczne zamkniecie obudowy, ktérej wnetrze musi
by¢ chronione przed dostepem powietrza.

Zupetnie inny typ baterii jest wykorzystywany w komputerach PC do zasilania
zegara czasu rzeczywistego i pamieci ustawien BIOS. Jest to bateria litowa o napie-
ciu 3,5V i czasie zycia od 5 do 10 lat.

W urzadzeniach powszechnego uzytku stosowane sg trzy rodziny akumu-
latoréw: niklowo-kadmowe (ang. nickel-cadmium: Ni-Cd), niklowo-wodorkowe
(ang. nickel-metal-hydride: Ni-MH) i litowo-jonowe (ang. lithium-ion: Li-Ion).

Technologia Ni-Cd jest najstarsza. Baterie takie sq najmniej pojemne, wyka-
zujg silny efekt pamieci i stanowig zagrozenie dla Srodowiska, poniewaz zawieraja
toksyczne substancje.

Akumulatory Ni-MH nie wykazuja efektu pamieci, maja wieksza pojemnosc¢ i sg
przyjazne Srodowisku. Najwiekszg ich zaletg jest jednak ptaska charakterystyka roz-
tadowania (zob. rys.[11.16), ktéra pozwala efektywnie wykorzystywac w zasilaczach
z takimi bateriami stabilizatory o dziataniu ciggtym.

Akumulatory Li-Ion sg dwukrotnie 1zejsze od baterii Ni-Cd i NiMH o tej same;j
pojemnosci. Napiecie nominalne ogniwa tego typu wynosi 3,6V, czyli jest trzy-
krotnie wieksze od napiecia 1,2V, ktére charakteryzuje ogniwa dwéch ostatnich
typéw. Dodatkowo krzywa wytadowania jest nachylona (zob. rys.[11.16), odbiegajac
znaczgco od idealnej, czyli ptaskiej, co sprawia, ze z bateriami litowo-jonowymi
efektywnie wspoétpracujq tylko stabilizatory impulsowe. Innym problemem jest
fatwo$¢ uszkodzenia takich akumulatoréw. Najwazniejszg ich wadg jest jednak
wysoka cena.

Tempo samowyladowania jest rzedu 10% dla Li-ION, 20% dla NiCd i 30% dla
NiMH na miesiac w temperaturze 20°C.
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11.7.4 Ladowanie akumulatorow

Nawet wtedy, kiedy baterie r6znych typé6w maja takie samo napiecie nominalne
i sa zamkniete w jednakowych obudowach, kazdy typ akumulatora wymaga specjal-
nej tadowarki. Uzycie niewlaSciwego urzadzenia moze spowodowac uszkodzenie
ogniwa. Konstrukcja akumulatora decyduje bowiem o zasadach, ktére rzadza pro-
cesem tadowania.

Mozliwe sq dwa podejscia do fadowania akumulatoréw Ni-Cd i Ni-MH: szybkie
(rzedu godziny) i wolne (rzedu kilkunastu godzin). W obydwu przypadkach tado-
warka dziala na zasadzie Zrodta pradowego, ktére wymusza w ogniwie przeptyw
pradu o ustalonym natezeniu.

Podczas tadowania wolnego natezenie pradu jest ograniczone tak, ze nie ma
niebezpieczenstwa uszkodzenia ogniwa, nawet wtedy, kiedy prad ptynie, cho¢
akumulator zostal juz naladowany. Bezpieczne natezenie wynosi od 1/10c¢ do
1/3c dlaNi-Cdiod 1/40c do 1/10c dla Ni-MH. Zaleta takiego tadowania jest
prostota tadowarki, ktéra po prostu ma wymuszacé stata warto$¢ pradu i nie musi
monitorowac stanu akumulatora.

Ladowanie szybkie polega na wymuszeniu przepltywu pragdu o maksymalnym
dopuszczalnym natezeniu (rzedu od 1c¢ do 1,2¢) i btyskawicznym zatrzymaniu
go w momencie, kiedy akumulator wykazuje oznaki natadowania lub przegrzania
i grozi eksplozja. Dlatego temperatura i napiecie baterii musza by¢ caty czas moni-
torowane specjalnym uktadem, ktéry komplikuje tadowarke i podnosi jej koszt.

Akumulatory litowo-jonowe sg bardzo wrazliwe na przetadowanie. Wymuszanie
pradu w natadowanym ogniwie powoduje nieodwracalng korozje elektrod i szybkie
zmniejszenie jej pojemnosci do zera. Dlatego tadowarki do tego typu akumulatoréow
dzialaja na zasadzie Zr6dta napiecia statego z ograniczeniem prgdowym.

Ladowanie odbywa sie w dwoch fazach. Najpierw fadowarka pozwala na prze-
plyw pradu o maksymalnym natezeniu rzedu 1c, ktéry nie powoduje uszkodzenia
ogniw, szybko przekazujac do akumulatora wieksza czes$¢ (ok. 65%) przewidzianej
energii. Potem, po stwierdzeniu, ze ogniwo osiggneto napiecie progowe 4,2V, ta-
dowarka dazy do utrzymania tej wartosci, regulujac odpowiednio pragd. W miare
przekazywania do akumulatora pozostatych 35% tadunku, natezenie pradu jest
stopniowo zmniejszane do zera. Poniewaz spadek natezenia ma charakter wyktad-
niczej funkcji czasu, druga faza jest dluzsza od pierwszej. Catkowity czas tadowania
wynosi ok. dwéch godzin.

Przedstawione wyzej fakty dowodza, Ze skonstruowanie tadowarki nie jest za-
daniem banalnym. Dlatego oferowane sa specjalne uktady scalone, na podstawie
ktérych tatwiej opracowac urzadzenie odpowiednie do danego typu ogniw. Na przy-
ktad firma Texas Instruments produkuje chipy LM3420 i LP3918 przeznaczone
do obstugi akumulatoréw Li-lon, szczegdlnie w telefonach komérkowych.
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11.8 Przetwornice napiecia stalego

Typowe baterie i akumulatory dostarczaja niewielkich napie¢, tymczasem do dzia-
tania niektérych urzadzen, np. lamp btyskowych w cyfrowych aparatach fotogra-
ficznych, potrzebne sa duze réznice potencjatéw. W takich sytuacjach uzyteczne sg
przetwornice napiecia statego (ang. DC-DC converters), ktore przeksztatcajg zasila-
jace je napiecie state w ustalona, wiekszg réznice potencjalow. Uktady takie dzialajq
W ten sposoéb, Ze stale napiecie zasilania jest przeksztalcane w sygnal zmienny, kt6-
rego amplituda jest nastepnie zwiekszana za pomocg transformatora, a wynikowe
napiecie jest prostowane, by ponownie pojawila sie ustalona r6znica potencjatow.
Podobnie jak w przypadku zasilaczy impulsowych, czytelnikéw zainteresowanych
szczeg6tami odsylamy do specjalistycznej literatury [4].

11.9 Pytania, problemy i quiz

Jesli nie powiedziano inaczej, w nastepujacych problemach nalezy przyjmowag,
ze impedancja, reaktancja i rezystancja s podawane w Q, pojemno$¢ w E induk-
cyjno$¢ w H, napiecie wV, a prad w A.

11.9.1 Problemy rozwiazane

Problem P11.1

Jakie napiecie Zenera powinno charakteryzowac diode w stabilizatorze z rys.|11.13
zeby na obcigzeniu wystepowato napiecie 4 V?

Odpowiedz

Poniewaz na obcigzeniu ma by¢ nieduze napiecie, musimy wzig¢ pod uwage,
Ze podczas normalnej pracy stabilizatora na ztaczu baza-emiter tranzystora wyste-
puje spadek napiecia, ktéry wynosi 0,7 Vi jest skierowany przeciwnie do napiecia
na diodzie. Zatem napiecie Zenera musi by¢ odpowiednio wieksze od wyjSciowego,
czyliréwne 4,7 V.
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Problem P11.2
Jaki spadek napiecia wystepuje na obciazeniu w uktadzie z rys.[11.18¢ Nalezy przyjaé,
Ze napiecie wejsciowe jest wieksze od kazdego z napie¢ Zenera oraz ze Uz, > Uy,.

UZZ
— . 1
| N

R
l]in UZ] L UL

Rysunek 11.18: Schemat do problemu|P11.2

Rozwiazanie

Relacje miedzy napieciami sa takie, ze obydwie diody pracuja w zakresie stabilizacji
i na kazdej z nich jest spadek réwny odpowiedniemu napieciu Zenera. Napiecie
na obcigzeniu obliczamy, zapisujac bilans napie¢ w oczku z prawej strony:

Uz1=Uz+ UL

czyli:
UL=Uz1 - Uz

Uktad moze by¢ stosowany do stabilizowania matych (1...2V) i nietypowych
napie¢, gdy nie ma odpowiedniej standardowej diody.

Problem P11.3

Jaki spadek napiecia wystepuje na obcigzeniu w uktadzie z rys. Do czego
mozna wykorzystaé taki uktad? Nalezy przyjac, ze napiecie wejSciowe jest wieksze
od kazdego z napie¢ Zenera.

R Ry
| |
S S

Un Un'/N\ Un/\ R TUL

Rysunek 11.19: Schemat do problemu(P11.3

Odpowiedz
Jezeli Uz, > Uy, to obydwie diody dziatajg jako stabilizatory. Podobnie jak w ukta-
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dzie z problemu|P11.2} jedna odgrywa role stabilizatora wstepnego, ktéry kompen-
suje zmiany napiecia wejSciowego, a druga pelni funkcje stabilizatora zasadniczego,
ktéry kompensuje zmiany obciazenia. Na obcigzeniu wystepuje

UL=Uz

Jezeli Uz, < Uz, to tylko pierwsza dioda pracuje w zakresie stabilizacji. Napiecie
dostarczane za jej poSrednictwem do reszty obwodu jest za mate, by wymusic
przebicie w drugiej diodzie, ktéra wobec tego nie przewodzi. Napiecie na obciazeniu
jest wynikiem podzialu napiecia z pierwszej diody:

" Ry+RL

UL Uz,

Problem P11.4

Jaki spadek napiecia wystepuje na obcigzeniu w uktadzie z rys. Nalezy przyjaé,
Ze napiecie wejsciowe jest wieksze od kazdego z napie¢ Zenera.

W] (e

Un /N N Uz

Rysunek 11.20: Schemat do problemu

Rozwiazanie
Podobnie jak w uktadzie, ktérego dotyczyt problem[P11.2}

UL=Uz1 - Uz

ale réwnanie obowiazuje niezaleznie od relacji napie¢ Zenera.

Ponadto diody dziataja jako r6wnorzedne stabilizatory, podczas gdy w ukta-
dzie z problemu[P11.2] pierwsza dioda kompensuje zmiany napiecia wejsciowego,
a druga kompensuje zmiany obcigzenia.
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Problem P11.5

Ustali¢ dopuszczalny zakres rezystancji obcigzenia Ry, na ktérym stabilizator
Z IysS. jest w stanie utrzymac napiecie Uy, = 10V. Okresli¢ odpowiedni za-
kres natezen pradu I, ptynacego przez obciazenie. Nalezy przyjaé, ze maksymalne
natezenie pradu diody Iz, = 25mA, R =400Q, E =40V, za§ Uz = 10V.

Rysunek 11.21: Schemat do problemu|P11.5

Rozwiazanie
W uktadzie zawsze obowigzuje bilans pradéw:
I=17;+1
a napiecie na obciazeniu jest réwne napieciu na diodzie:
U.=Up
Dopéki dioda pracuje w zakresie stabilizacji
U.=Up=Uyz
czyli
=&

Zakres stabilizacji wyznaczaja dwa graniczne natezenia pradu diody. Minimalne,
Zerowe,

I

I7min = 0A
wystepuje wtedy, kiedy dioda nie wplywa na dziatanie pozostatych elementéw, gdyz
one same utrzymuja na obcigzeniu napiecie Uy, dzieki specyficznej relacji miedzy
E, Ri Ry. W takiej sytuacji natezenie pradu obcigzenia jest maksymalne:
E

I=1T =
bmax R+RLmin
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ajednocze$nie
Uz

RLmin

Imax =
Laczac powyzsze formuly, mozemy ustali¢ odpowiednia rezystancje obciazenia:

U,  E
RLmin R"'RLmin

(E —Uz) Rumin = UzR
U, 10
Z_p_
E-U;, 40-10

Rimin = 100 =33,3[Q]

Gorne ograniczenie zakresu stabilizacji jest okreslone maksymalnym nateze-
niem, Iz,y, ktére moze przyjac prad plynacy przez diode, nie powodujac jej uszko-
dzenia w wyniku wydzielania zbyt duzej mocy i przegrzania.

Ogolnie rzecz biorac, prad ptynie przez diode wtedy, kiedy przejmujac odpo-
wiednig czes$¢ pradu wyptywajacego ze Zrédta, reguluje ona prad w obcigzeniu, tak
aby spadek napigcia na nim byt réwny napieciu Zenera.

Dla ustalonej wartosci napiecia Zrédlowego, prad diody jest najwiekszy, gdy
rezystancja obcigZzenia jest najmniejsza. Wtedy

Uz
I'=Izmax + ILmin = Zmax + 5——
RLmax
ajednoczesnie
E-Uy
I=
R
Po potaczeniu tych réwnan w
Uz E-Ug I
RLmax - R #max
wyznaczamy
E-Uy -1 ,
Rimax=|——=———Izmax| Uz =1(0,075-0,025)""10=200[Q]

Problem P11.6

Zapoznac sie z kartg katalogowg scalonego stabilizatora napiecia np. pA723. Nalezy
zwrdci¢ uwage na to, ze oprocz charakterystyk uktadu sg podane typowe schematy
jego uzycia.
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Problem P11.7
Udowodnié, ze w prostowniku jednopotéwkowym i dwupotéwkowym Srednie war-
to$ci napiecia na obcigzeniu sg takie, jak podano w podrozdziale

Wskazéwka

Wz6r (4.41) stanowi definicje warto$ci Sredniej, za$ przyktady i pokazuja,
jak przeprowadzi¢ obliczenia w przypadku prostowania sinusoidalnego sygnatu
o amplitudzie 1V.

Problem P11.8
Wykaza¢ stusznos§é wzoré6w na warto$c Srednig napiecia wyjsciowego

oraz na warto$¢ skuteczna tetnien
Upp
V3

dla pokazanej na rys. aproksymacji przebiegu napiecia na wyj$ciu prostow-
nika pélokresowego z filtrem pojemnosciowym.

Urms

u (l‘) A

-
oT
Rysunek 11.22: Przebieg napiecia do problemu|P11.8

Rozwiazanie
W celu utatwienia analizy przedstawmy rozpatrywany sygnat jako sume sktadowej
stalej U i tetnien u,(1):

u(t) =U + u (1)

gdzie:
~Upp+57Upp=w1(t)  0<t<8T
u () =
{ g)TTUpp up (1) 6T<t<T
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Aby m6c zastosowac wzor na warto$¢ Sredniq

) T ) T T ) T
Uavg = ?fu(t)dt= ?(f Udt+fur(t)dt) =U+ Tfur(t)dt
0 0 0

0

obliczamy

T oT T
fudﬂdﬁi[uﬂndbh[uﬂﬂdt
0 0 oT
gdzie
6T
Upp 0T sT
ful(t)dt= Z(S—TtZ—Uppt ) ==~ Upp
0
a
T
U, §U,, 17
nde= |- Pp t2 Ppt
f”Z() [ 20-0T " 1-06 lsr
6T
Upp 6Upp Upp 2 5Upp
=— T T 6°T-—L26T
20-0) T1-5 T21-0 1-6
(1-6%)UppT 6(1-6)UppT 1+6 6-1
- =6-—= T=—UyT
2(1-90) * 1-6 ( 2)%m 2 Upp
czyli

T

oT 0-1 1
fur(t)dt: —TUpp'FTUppT: —EUppT
0

1

U
Ung=U+ =

1
EUPPT):U_T

co byto do udowodnienia.

Do obliczenia warto$ci skutecznej tetnieri wedtug wzoru

1 T ] 6T 1 T
Urms = ?[Urz(ﬂdt: ?fu%(t)dt+?fu§(t)dt
0 0 oT
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potrzebne sg kwadraty napiec:

2 2
2 _ pp 2 pp 2
ul(t)—észt —Zﬁt-i'Upp
i
U2 U2 6%U3
ug(t) - pp l'2 _92 pp pp

(1-56)>T? 1-8)T (1-6)?
oraz ich caiki:

oT oT

fuf(t)dt:

0

2 2
Upp B Upp PLU%t
36272 oT PP

— 1 2 2 2 _ 1 2
= S UppOT = Upp8 T+ Up,8T = ZUp, 0T
i

T

T
2 _ UIZ)P 3 5UI§P 2 52U§P
U5 (1) = 1 - 10+ >
o 3(1-6)°T2  (1-8)>*T (1-90)

0T

2 2 2772 2 3772 3772
URT  SULT SPURT  UN, . SPURT S°ULT

= - + -
31-6)% (1-6> @1-672 3(1-6)? (1-6)?
2 2
_ Uz, T (1_63)_(1—5)5UppT
3(1-6)% 1-6)?
U2 T SUA. T
_ pp 2 pp
_m(l—é)(l+6+6)—ﬁ
U2 T SUA.T
:3(1"‘16)(1+5+52)— 1fl:5
1+6+6%-36 , 1-672 , 1 ,
= - = = U2 T=-(1-6U>T
3(1-06) PP T3 _§) PP 3( ) Upp

Na podstawie tych wynikéw uzyskujemy

T
1 2 R 11 2o 1,
T/ut(t)dt_?gUpp6T+?§(l_5)UppT—§Upp
0

/1 U,
Urms = gng = %

(1-6)>
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Problem P11.9

Czy wyniki zadania[P11.8mozna wykorzysta¢ do opisania przebiegu na wyjsciu pro-
stownika petnookresowego z filtrem indukcyjnym? Jezeli nie, to nalezy wyprowadzi¢
odpowiednie wzory.

Problem P11.10

Udowodnié, ze wzoér
Inc Upc

T 4V3fC Um

opisuje warto$¢ skuteczng napiecia na wyjs$ciu prostownika petnookresowego.

Urms

Problem P11.11
Wyprowadzi¢ uproszczony wzor

na warto$c¢ skuteczng napiecia wyjSciowego w prostowniku pétokresowym. Nalezy
przyjaé, ze jednostka Ipc jest mA, a jednostkg C — uF.

Problem P11.12

Zat6zmy, ze dostepne sa dwa identyczne zasilacze stabilizowane, z ktérych kazdy
dostarcza napiecie 1,5V i prad o maksymalnym natezeniu 1A. Czy takie zasilacze
mozna wykorzysta¢ do zasilania urzadzenia, ktére (i) potrzebuje napiecia 3V przy
pradzie 0,3 A albo (ii) napiecia 1,5V przy pradzie 1,5A?

Odpowiedz

W celu powiekszenia napiecia zasilacze Iaczymy szeregowo, a w celu zwiekszenia
obcigzalnoSci pradowej — réwnolegle. Szeregowo mozna laczy¢ zasilacze, ktore
dostarczajq r6zne napiecia. Zasilacze tagczone réwnolegle powinny dostarczac jed-
nakowe, lub przynajmniej zblizone, napiecia, bo inaczej tylko jeden z potgczonych
zasilaczy bedzie dostarczal moc do obcigzenia.
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