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Wstep

Niniejsza ksigzka jest przede wszystkim podrecznikiem akademickim dla studen-
tow tych kierunkéw studiow dziennych i zaocznych, na ktérych obowigzuje mini-
malna liczba godzin obowigzkowych ze statystyki. Ksigzka obejmuje materiat
podstawowy ze statystyki opisowej, od ktorego zaczyna si¢ wykladanie statystyki.
Wytozony tu materiat jest pomyslany jako wyktad z podstaw statystyki realizowa-
ny przy minimum programowym 15 godzin samego wykladu lub 15 godzin wy-
ktadu i 15 godzin ¢wiczen.

Wickszoé¢ wspotczesnych podrecznikow statystyki pobieznie traktuje te czesé
materiatu, podajac przede wszystkim wzory, bardzo skrotowo thumaczac, co one
opisuja i jak interpretowaé wyniki uzyskane przy ich zastosowaniu. By¢ moze
autorzy tych podrgcznikow uwazaja, ze ta czeS¢ wiedzy statystycznej jest bardzo
prosta (to prawda) i student samodzielnie dojdzie do wnioskow interpretacyjnych.
Niestety, jak pokazuje wieloletnie doswiadczenie autorek, kolejne ,reformy”
w systemie edukacyjnym (zwlaszcza coraz wigksze cigcia w podstawach progra-
mowych oraz liczbie godzin) skutkujg coraz wigkszg nieporadnoscia coraz wick-
szej liczby maturzystow w samodzielnym uczeniu si¢, czy bardziej ogoélnie,
w zdobywaniu wiedzy, oraz coraz mniejsza umiejg¢tnoscia koncentracji. W efekcie
na studia masowo przychodza mlodzi ludzie coraz stabiej przygotowani do studio-
wania. Stad idea tej ksigzki. Ma ona na celu wylozenie jak najprostszym jezykiem
podstaw statystyki przede wszystkim osobom, dla ktorych bedzie ona jednym
z narzegdzi do krytycznej analizy informacji, z jakimi bedg sie styka¢ w zyciu za-
wodowym, czy tez prywatnym.

W rozdziale pierwszym podajemy krotka historie statystyki, czyli jak wyewo-
luowata ona do rangi dyscypliny naukowej. W rozdziale drugim wprowadzamy
podstawowe pojecia i definicje uzywane w statystyce. Rozdziat trzeci zapoznaje
Czytelnika z problematyka zbierania materiatu statystycznego oraz ze sposobami
jego prezentacji. Jest z konieczno$ci dosy¢ zwiezlty i ma da¢ Czytelnikowi tylko
pewne pojecie o tej problematyce. Zbieranie i wstepne przetwarzanie danych staty-
stycznych jest bardzo skomplikowanym zagadnieniem, bedacym juz de facto od-
rgbnym i nielatwym dziatem statystyki. Waga tego problemu wynika z faktu,
iz niepoprawnie zebrane 1 przetworzone dane statystyczne moga prowadzic
do fatlszywych wnioskéw. Pozostate rozdziaty, od czwartego do szostego, przed-
stawiajag podstawowe miary uzywane w analizie materialu statystycznego. Sg to
kolejno: miary przecietne, miary dyspersji oraz miary asymetrii i koncentracji.



Przedstawione tu podstawowe miary analizy statystycznej dotycza, co podkre-
slamy, ,,dobrze zachowujacych si¢” rozktadow jednej cechy. Przy pomocy zapre-
zentowanych w podreczniku miar Czytelnik bedzie umiat scharakteryzowaé dany
rozktad oraz okresli¢, na ile jest on standardowy (normalny, czyli podobny do in-
nych — co to doktadniej oznacza, bedzie wyjasniane w trakcie wyktadu), jak tez
wyciagna¢ wnioski w oparciu o analizowane dane dotyczace interesujacego go
zjawiska. By moc analizowa¢ mniej standardowe rozktady (zbiory) danych, Czy-
telnik bedzie musial, jesli zajdzie taka potrzeba, siegna¢ do bardziej zaawansowa-
nego wykladu ze statystyki, przedstawionego w ktoéryms$ z dostepnych na rynku
podregcznikow.

W osobistej opinii autorek najlepszym polskim podrgcznikiem dotyczacym
statystyki opisowej jest podany w spisie literatury podrecznik B. Szulca. Ma on
niestety podstawowg wadg — jest trudno dostgpny. Ostatnie jego wydanie pochodzi
z lat siedemdziesiatych.

Autorki majg nadzieje¢, ze prezentowany podrgcznik okaze si¢ przydatny stu-
dentom w opanowaniu podstaw statystyki. Na koniec pragng podzigkowaé recen-
zentom za szczegotowe uwagi, ktoére pomogly im poprawi¢ klarownos¢ prezento-
wanego tu wyktadu.



1. Przedmiot i historia statystyki

Jak stwierdzil jeden z najwybitniejszych statystykow XX wieku, C.R. Rao
[1994, s. 51]: ,,Statystyka ma dluga prehistorig, ale krotka historig. Jej pochodzenie
mozna wywodzi¢ od poczatkéw ludzkosci, ale dopiero w ostatnich czasach okazata
si¢ ona przedmiotem o wielkim znaczeniu praktycznym”.

Termin ,,statystyka” jest uzywany juz od XVI wieku, jednak jego znaczenie
ewoluowalo, osiagajac dzisiejsze rozumienie pojecia dopiero w koncu XIX
i W poczatkach XX wieku. Aby doj$¢ do wspotczesnej definicji i przedmiotu staty-
styki, przes$ledzmy najpierw ,,prehistorie” i ewolucje tego pojecial.

Starozytnos¢:

2000 r. p.n.e.,, Chiny  (Czasy dynastii Sia) — istniejg $wiadectwa o przeprowa-
dzaniu spisow ludnosci.

1500 p.n.e. Stary Testament — Ksigga Liczb informuje o przeprowa-
dzonych w tym okresie spisach ludnosci.

1122-256 r. p.n.e., Chiny (Dynastia Czou) — ustanowiono oficjalne stanowisko dla
0soby odpowiedzialnej za prace statystyczne i nazwanej
,Szih-su”, czyli ksiegowy?.

578-543 p.n.e., Rzym  Serwiusz Tuliusz, krol Rzymu, ustanawia obowiazek
przeprowadzania spisu ludno$ci. Urzednicy rzymscy,
zwani cenzorami®, mieli sporzadzaé raz na pie¢ lat rejestr

1 W wiekszosci polskich podrecznikéw nie ma zbyt duzo, o ile w ogole, informacji na ten temat.
Polecamy tu prace Langego [1975, s. 58-69], Rao [1994, s. 51-56], Ostasiewicza [2011, s. 13-15],
Puchalskiego [1978, 5.15-17], Yule’a i Kendalla [1966], w oparciu o ktdre prezentujemy tu skrocony
rodowod statystyki. Podajemy tu Pafistwu tylko wybrane fakty i osoby z bogatej historii statystyki.
Wktad w rozwdj tej dyscypliny wniosto bardzo wielu uczonych i nie sposob poda¢ ich wktadu
do nauki w tak krotkim przegladzie.

2 Rao [1994, s. 52].

3 Stowo to pochodzi od lacinskiego censere oznaczajacego ,,szacowanie”. Z czasem przeksztalcito sie
w slowo census i oznaczato ,,spis ludnosci”, a wspolczesnie okresla si¢ nim np. kazdy spis robiony
w skali calego panstwa. W Polsce np. dokonuje si¢ tzw. spisow powszechnych, spisoéw rolnych,
spisow mieszkan i innych. Samym stowem censor okres$lano w starozytnym Rzymie jednego z dwdch
urzednikéw wybieranych co piec lat i nadzorujacych przeprowadzanie spisow ludnosci i 0szacowanie
majatku.



300 p.n.e. Indie

247-195 p.n.e. Chiny

74 p.n.e. Rzym
5 p.n.e. Rzym

Czasy nowozytne:
1086 n.e. Anglia

IX-XI1 w. Rosja

obywateli i stanu ich posiadania dla celow podatkowych
i wojskowych?,

Zarejestrowane na piSmie dowody na istnienie juz wcze-
$niej systemu rejestrow administracyjnych i statystyk
urzedowych.

Cesarz Liu Pang uznaje statystyke (spisy) za tak wazna,
iz ,,(...) powierzyt jg pieczy swojego pierwszego ministra
— byla to tradycja, ktora trwata w Chinach dtugi czas™®.
Ostatni regularny spis.

Cezar August rozszerza spis ludnosci na cate Imperium
Rzymskie. Od tego czasu: ,,Nie ma wzmianek o spisach
ludnosci dokonywanych gdziekolwiek w $wiecie za-
chodnim przez wiele wiekéw po upadku Imperium
Rzymskiego. Znane dzisiaj regularne okresowe spisy
ludnosci zaczely sie dopiero w XVII w8,

Na rozkaz Wilhelma sporzadzono ksigge tzw. Doomsday
Book, bedaca spisem posiadtosci wraz z informacjg o ich
obszarze, wartosci itp.

Tworzone sa spisy tzw. dymow, plugow itp. dla celow
podatkowych, jako forma ewidencji posiadtosci.

1 i, _S—

4 Chodzito, jak we wszystkich tego typu spisach w starozytnosci i czasach pozniejszych takze,
0 okreslenie liczby mezczyzn zdolnych do stuzby wojskowe;.

5 Rao [1994, s. 52].
6 Rao [1994, s. 53].

8



XII1 Italia (Wenecja) ,,(...) zaczeto prowadzi¢ poprawng ewidencje, rachun-
kowos¢, ktore potrzebne byly do pewnego przewidywa-
nia, oceny sytuacji iwyciagniecia z tego wnioskow
do dziatania™’.

1581 lub 15898 Wlochy G. Ghislini®, wioski historyk i mgz stanu, uzywa po raz
pierwszy stowa statystyka. Odniost je do ,.(...) rachunku
,»civile, politics, statistica e militare scienza™®. Wiedze
O stanie panstwa nazwal statystykq, tworzac nazwe
od wloskiego stowa stato oznaczajacego panstwo. Gene-
ralnie uwaza sie¢, ze wlasnie stad wywodzi si¢ etymologia
stowa statystyka'!, aczkolwiek jego znaczenie bylo inne
niz wspoélczesne.

1596-1597 Indie Najlepiej znane zestawienie statystyki urzedowej o Indiach
za rzadow cesarza Akbara dokonane zostato przez jego
ministra Abula Fazla. Zawiera szczegétowy opis tego,
o posiadato Imperium oraz co si¢ w nim dziato od stro-
ny gospodarczej, jak np. ceny, wielkosci plonow, zarobki
W réznych zawodach, rodzaje zasiewow i hodowli.

Zardéwno dotychczas sporzadzane ,,spisy statystyczne”, jak i opisy stanu pan-
stwa na nich bazujace byty, co najwyzej, ,,fotografiami” pewnego stanu panstwa,
nie wykorzystywano tych informacji do bardziej skomplikowanych analiz, na pod-
stawie ktorych mozna by bylo wyciagna¢ ogodlniejsze wnioski o spoleczenstwie
czy gospodarce. Byly glownie informacjami dla rzadzacych wykorzystywanymi
do celow podatkowych i militarnych. Rao okreslit funkcje statystyki z tamtych
czasow jako ,,(...) oczy i uszy rzadu”'?,

Jak wida¢ z powyzszego krotkiego przegladu, statystyka wyksztalcata si¢ jako
nauka spoleczna powigzana ze sprawami panstwa, a zwlaszcza z analizami gospo-
darczymi.

" Puchalski [1978, s. 15].

8 Pierwsza data wg Ostasiewicza [2011, s.14], wg Puchalskiego [1978, s. 15] druga.

9 Pisownia nazwiska nie jest jasna, tu podajemy nazwisko za Ostasiewiczem [2011, s. 14], ale np.
u Puchalskiego [1978, s. 15] podane jest nazwisko Gihlini G. Na wioskiej stronie Wikipedii nazwisko
tego meza stanu jest podane w obu formach: http://it.wikipedia.org/wiki/Storia_della_statistica.

10 Za Puchalskim [1978, s. 15].

11 Stowo stato jest zwigzane ze $redniowiecznym facifiskim stowem status oznaczajacym paristwo,
stan. Uwaza si¢, ze to tacinskie status zostato wykorzystane do ukucia nazwy statystyka jako dziedzi-
ny zajmujacej si¢ opisem stanu gospodarczego, spotecznego i politycznego panstwa. Swiadczy o tym
podobienstwo tej nazwy w wigkszosci jezykow europejskich: statistica (wloski), statistik (niemiecki),
statystyka (polski) statistika (rosyjski), statistique (francuski), statistics (angielski).

12 Rao [1994, s. 54].



XVII wiek, Europa — arytmetycy polityczni

1620-1674 Anglia J. Graunt jako pierwszy podjal probe wykorzystania
zbioru danych liczbowych do wyciagnigcia bardziej
ogoblnych wnioskow niz tylko dotyczacych obiektow opi-
sywanych przez te liczby. Skonstruowal on, w oparciu
0 rejestry ko$cielne dotyczace zgondw, pierwsze tablice
umieralno$ci, wykazujac na ich podstawie pewne prawi-
dlowosci w zgonach ludnosci, czyli badanych obiektow.

1623-1687 Anglia W. Petty uwazany jest za tworce arytmetyki politycz-
nej3, czyli nauki, ktora ,,(...) zajmowa¢ si¢ bedzie licze-
niem zjawisk spotecznych oraz ustalaniem w tych zjawi-
skach liczbowo ujetych prawidtowosci™4,

Prace Graunta i Petty’ego®® byly podstawg powstania szkoty nazywanej szkotg
arytmetykow politycznych. Jak stwierdza Lange'®: , Arytmetycy polityczni byli
wlasciwie pierwszymi statystykami”, dodajmy — w dzisiejszym tego stowa znacze-
niu. Arytmetycy polityczni zastgpili bowiem opis werbalny opisem liczbowym
oraz ,,zaproponowali”, by traktowac analizowane zjawiska jako procesy masowe,
a reprezentujace je liczby jako przejawy tych proceséw i na tej podstawie szukaé
prawidtowosci w procesach spotecznych (w owym czasie gtéwnie demograficz-
nych). Wnioski przez nich wyciggane nie zawsze byly poprawne, ale wynikato to
najczesciej z braku wiarygodnych i kompletnych danych. Mozna powiedziec,
ze wprowadzili oni wnioskowanie do analizy proceséw spoleczno-gospodarczych
oparte na danych statystycznych. Wnioskowanie za$ jest uwazane za jedng
z podstawowych cech badania naukowego. Z czasem termin arytmetyka polityczna
zostat zastgpiony pojeciem statystyka, uzywanym do czasow wspotczesnych.

1660 Niemcy H. Conring wygtasza po tacinie pierwszy udokumento-
wany wyklad o nazwie Statystyka, jest to jednak wyktad
opisowy. Jak stwierdzit K. Pearson®’, liczby w tych wy-
ktadach'® pojawily sie tylko jako numery stron.

13 Polityczna” oznaczato wowczas ,,panstwowa”, od greckiego stowa polis — panstwo.

14 Lange [1975, s. 60].

15 W. Petty zaliczany jest do prekursoréw klasycznej ekonomii politycznej, jako jeden z pierwszych
zajat si¢ bowiem badaniem (szukaniem) praw ekonomicznych rzadzacych gospodarka. Uzywat w tym
celu prostej analizy danych statystycznych, stad tez uznaje si¢ go za jednego z pierwszych statysty-
kéw w dzisiejszym tego stowa znaczeniu.

16 Lange [1975, s. 60].

17 Jeden z najznakomitszych statystykow przetomu XIX i XX wieku zyt w latach 1857-1936, angiel-
ski uczony uwazany za jednego z tworcow statystyki matematycznej. Zatozyl pierwszy w §wiecie
wydziat statystyki (Department at University College London).

18 Opublikowano je kilkadziesigt lat poznie;.
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1695 Anglia

XVI11 wiek
1707-1767 Niemcy

1719-1772 Niemcy

Tabelaryzm

Ch. Davenant (brytyjski polityk i urzednik w randze
generalnego inspektora handlu zagranicznego, autor dziet
z dziedziny ekonomiczno-militarnej) podaje definicj¢ na-
ukowa arytmetyki politycznej. Jest ,(...) to teoria lub
zasady rozumowania o sprawach dotyczacych rzadzenia
— nie jak u panstwoznawcoOw w oparciu o0 syntetyczne
oceny o charakterze metafizyczno-moralnym i politycznym,
lecz na podstawie danych liczbowych iw oparciu
0 specjalng metode rozumowania™®®. Statystyka jest tu
wigc nadal nauka o panstwie, czy bardziej o spoteczen-
stwie, ale wnioski sg wyciggane w oparciu o dane licz-
bowe przy zastosowaniu specyficznej metody badawczej.

J. P. Siissmilch® (pastor niemiecki, uznawany za pre-
kursora statystyki demograficznej w Niemczech) oglasza
pracg, w ktorej porzadkuje materiaty liczbowe z reje-
strow parafialnych, wykazujac znane wspodtczesnie pra-
widtowosci demograficzne dotyczace umieralnosci i za-
wierania matzenstw. Przede wszystkim za$§ wskazuje
na ,.istnienie” prawa wielkich liczb, czyli na to, ze sa
prawidlowosci, ktore mozna wychwyci¢ tylko poprzez
analize duzej ilosci obserwacji tych samych zjawisk spo-
tecznych czy ekonomicznych (np. zgony, narodziny,
konsumpcija itp.).

G. Achenwall, historyk i prawnik — jemu jako pierw-
szemu przypisuje si¢ uzycie (1749) stowa statystyka
na okreslenie nauki o ,,0sobliwo$ciach panstwowych”,
do ktorych zaliczal miedzy innymi warunki naturalne,
ustréj panstwa, ludno$¢, gospodarke. Statystyka jest wigc
dla niego i jemu podobnych badaczy procesem groma-
dzenia danych liczbowych dotyczacych panstwa lub jego
czescei 1 opisu werbalnego tych danych.

Z czasem zauwazono, ze podawanie danych ,,surowych”, nieprzetworzonych nie
sprzyja uzyskaniu ogélnego obrazu zjawiska czy wylapaniu prawidtowosci. Nie-
ktorzy badacze zaproponowali porzadkowanie danych statystycznych dotyczacych

19 Za Luszniewicz [1973, s. 10].
20 Mozna tez spotka¢ zapis jego nazwiska jako Suessmilch w transkrypcji na niegermanskie jezyki.
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panstwa w postaci tablic podajacych najwazniejsze informacje dotyczace ludnosci,
obszaru, majatku, armii. Badaczy (statystykow) ukltadajacych takie tabele nazwano
tabelarystami.

1726-1727 Rosja Kirgilow zapoczatkowal tabelaryzm, opracowujac jako
pierwszy opis Rosji w postaci tabel.
1741 Dania J. P. Anchersen opracowat tabele dla Danii.

Tabelarysci, w przeciwienstwie do arytmetykow politycznych, proponuja opis
liczbowy, ale nie proponuja metody badawczej. Sa wiec raczej spadkobiercami
nurtu opisu werbalnego panstwa, cho¢ ich propozycja uzywania danych w formie
tabelarycznej jest aktualna do dzi$. U tabelarystow nastgpuje utozsamienie proce-
su gromadzenia i zestawiania danych w tabele 7 pojeciem statystyki.

1770 Anglia Wychodzi angielskie wydanie ksigzki barona von Biel-
felda, w ktorym jeden z rozdzialow jest zatytulowany
Statystyka i zawiera definicje tego pojecia jako: ,,Nauki,
ktora uczy nas, jaki jest polityczny uktad wszystkich
wspélczesnych panstw w znanym $wiecie”?. W ten spo-
sob termin statystyka trafia do Anglii.

1791-1795 Anglia J. Sinclair, angielski wydawca i organizator pierwszego
rachunku statystycznego Szkocji wprowadza w swoim
pisSmiennictwie na grunt angielski przejete z niemieckie-
go pismiennictwa pojecia statystyka i statystyczny jako
badania statystyczne, czyli badania dotyczgce ludnosci,
warunkow politycznych, produkcji kraju iinnych spraw
parstwa®. Poniewaz Anglicy wyrazili zaskoczenie sto-
wem ,,statystyka”, w jednej z prac ttumaczy sie, dlaczego
propaguje stowo niemieckie, a nie angielskie. Termin ten
przyjat sie, tak jak Sinclair miat nadziej¢, na state w cza-
sopismiennictwie angielskim, aczkolwiek jego znaczenie
zmienito si¢ w ciggu pot wieku?.

1796-1874 Belgia A. Quetelet, belgijski uczony uwazany za pierwszego
badacza, ktory zaproponowal szerokie, systematyczne
stosowanie statystyki jako metody badawczej do nauk
spolecznych, zbieral wszelakie dane o spoleczenstwie
i okre§lal rozklad czestoSci wystgpowania poszczegél-
nych odmian warto$ci zjawiska, ,,tworzac” co$, co

2L Cytat za Yule, Kendall [1966, s. 18].
22 Cytat za Yule, Kendall [1966, s. 19].
23 Blizej patrz Yule, Kendall [1966, s. 19].
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1797 Anglia

1800 Francja

1821-1896 Niemcy

1830-1850

1834

wspotcze$nie nazywamy rozktadem normalnym cechy.
Rao [1994, s. 55] przytacza przyktad uzycia przez niego
takiego rozkladu do analizy zasi¢gu uchylania si¢ od po-
boru do wojska we Francji. W tamtych czasach poborowi
podlegali mezczyzni powyzej pewnego wzrostu. ,,Przez
poréwnanie rozktadu wzrostu tych, ktorzy ustuchali we-
zwania do poboru, z aktualnym rozkladem wzrostu
W populacji generalnej obliczyt, ze ponad 2000 mez-
czyzn uchylito si¢ od poboru, pozorujac, ze ich wzrost
jest nizszy od minimalnego”. Byl tez propagatorem ba-
dan statystycznych na forum mig¢dzynarodowym, to pod
jego wptywem Ch. Babbage zalozyt towarzystwo staty-
styczne w Londynie (1834 r.). Jak stwierdza Rao [1994,
s. 55]: ,,Wspotczesne pojecia ekonomii i demografii, jak
produkt narodowy brutto, tempo wzrostu i rozwoju oraz
przyrost ludnosci, sg spuscizng po Quetelecie i jego
uczniach”.

Encyclopedia Britannica — w wydaniu trzecim wymie-
nia si¢ pojecie statystyka jako ,,stowo wprowadzone
ostatnio, aby wyrazi¢ obraz lub zwiezly opis jakiego$
krolestwa, hrabstwa lub gminy”?4.

Powstanie pierwszego ,,urzedu statystycznego” na Swie-
cie, czyli Centralnego Urzedu Statystycznego we Francji.
E. Engel, niemiecki statystyk i ekonomista, analizuje
metodami statystycznymi dochody i wydatki rodzin ro-
botniczych i okresla wystepujace pomigdzy nimi prawi-
dlowosci, znane do dzi$ jako krzywe (prawa) Engla.
Powstawanie urzedow statystycznych w wielu krajach
europejskich.

Powstanie stynnego, istniejacego do dzisiaj, Royal Stati-
stical Society?® w Anglii.

Proces ,,ustalania si¢” definicji stowa statystyka nadal jednak nie jest zakon-
czony. Artykuly pierwszego tomu czasopisma statystycznego? wydanego w latach
1838-1839 ,,(...) majg przewaznie charakter numeryczny, ale oficjalna definicja
nie mOwi nic o metodzie. ,,Statystyka”, czytamy, ,,mozna nazwac, uzywajac stow

24 Za Rao [1994, s. 54].

% Krélewskie Towarzystwo Statystyczne.
% The Journal of the Royal Statistical Society”- najstarsze i jedno z najbardziej prestizowych, wy-
chodzace do dnia dzisiejszego, czasopismo statystyczne §wiata.
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programu Royal Statistical Society, dziedzing zajmujacg si¢ ustalaniem i zbiera-
niem tych faktow, ktore oblicza si¢ dla przedstawienia warunkow i perspektyw
spoteczenstwa”, dodaje si¢ jednak, Ze ,,statystyka najczgsciej postuguje si¢ liczba-

mi 1 yjgciami tabelarycznymi

1”27, Uznaje sig, ze pod koniec XIX wieku i na poczat-

ku XX stowo statystyka uzyskuje wspotczesne znaczenie (a wlasciwie znaczenia).

1853

1885

Odbywa si¢ I Miedzynarodowy Kongres Statystyczny
w Brukseli. Kongresy takie miaty stuzy¢ (i do dzisiaj
stuza) przede wszystkim do osiagniecia zgody co do po-
je¢ i definicji zbieranych danych oraz ujednolicenia me-
tod ich zbierania, tak by byty one porownywalne miedzy
poszczegbdlnymi panstwami.

Powstaje Miedzynarodowy Instytut Statystyczny (In-
ternational Statistical Institute), zadaniem ktorego jest
realizacja uchwal kongreséw statystycznych, czuwanie
nad jednolitoscia w metodach opracowywania statystyk
(zbioréw danych) i tworzenia wskaznikow statystycz-
nych.

W formie podsumowania, przedstawiono na rysunku 1.1 uproszczony schemat
procesu tworzenia si¢ pojecia Statystyka oraz dyscypliny naukowej zwanej staty-
styka we wspotczesnym tego stowa rozumieniu.

27 Yule, Kendall [1966, s. 20].
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Spisy pafistwowe o ludno: Z
krolestwa, miasta) robione na uzytek wiadz

Rachunek prawdo-
podobienstwa

\ 4

Arytmetyka polityczna jako
nauka o wykrywaniu prawidto-
wosci w procesach spofeczno-
gospodarczych na podstawie
badania liczb opisujacych pan-

I Przejecie nazwy = ="~
: statystyka

Rysunek 1.1. Proces tworzenia si¢ pojecia statystyka

Zrédto: opracowanie wiasne.
Jak wynika z powyzszego schematu, statystyka zasadniczo sktada si¢ z dwoch

podstawowych dziatow: statystyki opisowej (bedacej przedmiotem wyktadu
W niniejszym podreczniku) oraz statystyki matematycznej.
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Statystyka w Polsce

W Polsce, jak w wielu innych krajach, w 1470 roku sporzadzono szczegdtowy
inwentarz dobr koscielnych diecezji krakowskiej podany przez Jana Dlugosza.
J. K. Haur® opracowat i ogtosit w 1675 roku wzor zestawienia szacunku plonow,
ktorg to prace mozna uwazac za pierwszg polska prace ze statystyki w dzisiejszym
tego slowa znaczeniu.

Uwaza sie jednak, ze poczatki statystyki polskiej ,,(...) przypadaja na okres
polskiego Oswiecenia (1780-1820)”. Edward Rosset (1968) sadzi, ze ,,(...) w tym
wiasnie czasie zakwitta w Polsce nowa galaz wiedzy — statystyka w jej dzisiejszym
rozumieniu, to znaczy nauka postugujaca si¢ jezykiem liczb”. Za pionierow tak
rozumianej statystyki uwaza si¢ Fryderyka Moszynskiego (1755-1817), Tadeusza
Czackiego (1765-1813), Stanistawa Staszica (1755-1826) oraz Wawrzynca Suro-
wieckiego (1769-1827)"%,

W okresie Sejmu Czteroletniego (1788-1792) przeprowadzono w Polsce,
Z inicjatywy Moszynskiego, jeden z pierwszych na $wiecie spisow ludnosci, obej-
mujacych ludno$¢ miejska i wiejska z pominicciem szlachty i duchowienstwa.
Moszynski podjat tez inicjatywe zatozenia i prowadzenia przez wiadze koscielne
stalej ewidencji urodzen i zgondéw dla zapewnienia aktualizacji danych spisowych.
W koncu XVIII wieku wiele miast polskich posiadato juz spisy ludnosci (m.in.
Krakow, Warszawa). ,,Swoimi inicjatywami doprowadzil do powstania zorgani-
zowanego systemu ewidencji ludnosci i niektorych rzeczowych elementow gospo-
darki narodowej”®. W 1807 roku Stanistaw Staszic wydat (bezimiennie) prace
pt. O statystyce Polski, a w 1845 Tadeusz Czacki Statystyke Polski. Obaj autorzy
postugiwali sie, wspotcze$nie uznanymi za poprawne, metodami zbierania danych
liczbowych i grupowaniem statystycznym. W 1918 roku w Warszawie powstat
Glowny Urzad Statystyczny.

Niezaleznie od rozwoju statystyki
w koncu XVI i poczatkach XVII wieku
rozwija si¢ galagz matematyki nazwana
teorig prawdopodobienstwa®!. Jej korzenie
tkwig w ludzkich sktonnosciach do hazar-
du. Gracze w kosci lub karty, pragnac
wymysli¢ (ustali¢) sposéb na zdobycie
wielkiej wygranej, czynili olbrzymie ilosci
obserwacji i probowali dokona¢ uogoélnien

28 Za Puchalskim [1980, s. 13].

29 7a Domanskim [2004 1, s. 67-75].

%0 Ibid. s. 66.

31 W uproszczeniu jest to gatgz matematyki zajmujaca si¢ zdarzeniami losowymi, czyli takimi, wy-
stapienie ktorych mozna okresli¢ tylko z jakim$ prawdopodobienstwem.
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pozwalajacych na zdobycie majatku. A Ze byli wérdd nich wielcy matematycy, jak
Galileusz (1564-1642), Blaise Pascal (1623-1662), Pierse de Fermat (1601-1665),
Jan Bernoulli (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754) rezultatem ich docie-
kan bylo powstanie nowej dyscypliny matematycznej — rachunku prawdopodo-
bienstwa. W Polsce za pioniera rachunku prawdopodobienstwa uwaza si¢ Jana
Sniadeckiego (1756-1830)%.

Istotny wzrost zainteresowania rachunkiem prawdopodobienstwa notuje si¢
w XIX stuleciu, a wynikat on z potrzeby stosowania metod rachunku prawdopodo-
bienstwa i wyodrebnionej z niego statystyki matematycznej do udzielania ubezpie-
czen majatkowych i ubezpieczen na zycie.

Statystyka opisowa i statystyka matematyczna wyksztalcaty si¢ wigc jako
dwie odrebne dziedziny. Pierwsza na gruncie nauk spotecznych, druga na gruncie
matematyki. Z czasem zlaly si¢ tak silnie, ze wspotcze$nie uwaza si¢ je za jedna
dyscypling — statystyke, a roznica w metodzie badania wynika z typu badania.
W zwigzku z powyzszym wyodrebni¢ mozna dwa rodzaje badan statystycznych:
opis statystyczny i wnioskowanie statystyczne.

Jezeli celem badania jest opis calej zbiorowosci, to obliczane sa wowczas
pewne parametry zbiorowosci czy wskazniki charakteryzujace t¢ zbiorowos¢ (takie
jak $rednia lub $rednie). Mozna wowczas okresli¢ stan interesujacego zjawiska
W badanej zbiorowosci oraz wykry¢ prawidlowosci w jej rozwoju. Uzyta metoda
nazywana jest opisem statystycznym lub mozna stwierdzi¢, ze uzywa si¢ narzedzi
statystyki opisowej do analizy zjawiska w danej populacji. Jezeli natomiast bada-
na jest tylko czes$¢ zbiorowosci, a wyniki majg by¢ uogdlnione na catg zbiorowos¢,
wowczas badanie bazuje na wnioskowaniu statystycznym i jest podstawowym
narzedziem statystyki matematycznej.

Z czasem ze statystyki opisowej wyodrebnita sig, przede wszystkim na uzytek
nauk spolecznych, kolejna gataz statystyki, nazwana statystyka ekonomiczno-
spoleczna, ,,zajmujaca si¢” konstrukcja wskaznikow ekonomicznych oraz dostar-
czajaca metod analizy dynamiki zjawisk ekonomiczno-spotecznych. Relacje po-
migdzy poszczegdlnymi dziatami statystyki przedstawione zostaly na schemacie
zaprezentowanym na rysunkul.2.

32 zainteresowanych blizej poczatkami rozwoju statystyki na ziemiach polskich odsytamy do wspo-
mnianego juz artykutu prof. Domanskiego [2004 s. 67-75].
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Rachunek
prawdopodobienstwa SR
I 1.1 I | |
Statystyka matematyczna Statystyka opisowa
Whioskowanie Statystyka
statystyczne ekonomiczno-spoteczna

Rysunek 1.2. Relacje pomiedzy dziatami statystyki

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze statystyka rozwijata si¢ trzema nurtami,
ktére na poczatku XX wieku zlaty sie w jeden, niezalezny od typu badan, czy to
panstwoznawczych, czy spotecznych. Statystyka wyodrebnita si¢ jako samodzielny
dziat nauki i zaczeta stuzy¢ wszystkim pozostatym dyscyplinom naukowym. Mimo
takiego zespolenia nadal wystepujg trzy podstawowe sposoby rozumienia stowa
.. Statystyka”.

Pierwszy z nich traktuje te¢ dyscypling jako zestaw danych liczbowych odno-
szacych sie do pewnej zbiorowosci (np. statystyka przemystu zawiera dane w po-
staci tablic opisujgcych rozwdj i strukture przemystu w pewnym okresie i na okre-
slonym obszarze). Pierwotnie pojecie to stosowano tylko do danych opisujacych
panstwa, a wigec do danych spoleczno-gospodarczych. Dopiero z czasem tg nazwa
zaczeto okreslac takze dane liczbowe uzywane w innych dziedzinach. Wspdicze-
Snie uiywa si¢ go do zbioru uporzgdkowanych danych 7 dowolnej dziedziny.

Drugi spos6b rozumienia terminu statystyka okresla ja jako warto$¢ charak-
teryzujgca dang zbiorowos$¢ (parametr), ktora zostala otrzymana w wyniku
operacji matematycznych na danych liczbowych. Przyktadem moga by¢ $rednie
wielko$ci dochodéw ludnosci w poszczegdlnych panstwach. Nazwy tej uzywa sie
gléwnie na gruncie statystyki matematycznej dla okreslenia parametrow opisu
catej populacji.

Trzeci sposdb rozumienia traktuje jg jako ,,nauke o metodach badan poswie-
conych liczbowo wyrazalnym wlasciwo$ciom zbiorowosci” [B. Szulc, s. 13].

W tym tez ostatnim znaczeniu statystyka jest wyktadana jako przedmiot aka-
demicki, jak tez jest przedmiotem niniejszego podrecznika.

Definicji statystyki jako nauki jest wiele 1 kazdy autor definiuje ja nieco ina-
czej, aczkolwiek wszystkie te definicje majg wspdlne jadro. Ponizej przytaczamy
wigc definicje encyklopedyczna, ktéra w nastgpnym rozdziale rozwiniemy.
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Statystyka®® jest to: ,,nauka zajmujaca si¢ metodami badania przedmio-
tow i zjawisk w ich masowych przejawach oraz ich iloSciowg lub jako$ciowa
analiza z punktu widzenia dyscypliny nauk, w ktoérej zakres wchodza”.

Kluczowe pojecia

Statystyka
Statystyka opisowa
Statystyka matematyczna
Opis statystyczny
Whnioskowanie statystyczne
Statystyka ekonomiczno-spoteczna
Teoria (rachunek) prawdopodobienstwa

Pytania kontrolne

Skad wywodzi si¢ pojecie ,,statystyka” i co ono pierwotnie oznaczato?

Jakie byly etapy w rozwoju statystyki na §wiecie?

Na jakie podstawowe dziaty dzielimy statystyke?

Jak przebiegal rozwoj statystyki w Polsce?

Z jakimi dziedzinami powigzana jest statystyka?

W czym tkwi podstawowa réznica pomigdzy statystyka opisowa a matematyczng?
Co jest podstawowym celem statystyki jako nauki?

NogakrowdE

33 Mata Encyklopedia Statystyki, s. 592.
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2. Podstawowe pojecia statystyki

Zanim zostang przedstawione podstawowe narzedzia opisu statystycznego, ko-
nieczne jest wyjasnienie kilku poje¢ zwigzanych z ta dziedzing nauki. Zacznijmy
od pojecia procesu masowego.

Procesy masowe sa to zjawiska, ktore zachodza czgsto i/lub dotycza wielu
obiektow, jak np. urodzenia, zgony, akty kupna, sprzedazy, produkcja. Zjawiska te
podlegaja pewnym prawom (prawidtowosciom), ktore mozna dopiero wychwycic,
badajac obiekty podlegajace tym zjawiskom, tylko w znacznych ilosciach, a nie
pojedynczo. Przykladowo obserwacja jednego nabywcy (konsumenta) nic nie po-
wie nam o prawidtowos$ciach rzadzacych popytem na dobra konsumenckie. Bada-
nia przeprowadzone na tysigcach konsumentéw pozwolity uchwyci¢ pewne prawi-
dtowosci® | rzadzace” aktami kupna dobr. Obserwacje tysiecy konsumentéw po-
zwolity na przyklad stwierdzié, ze generalnie popyt na dane dobro zalezy ujemnie
od ceny tego dobra, czyli podnoszac ceng dobra ograniczamy popyt (ilo$¢ nabywa-
nego produktu) i odwrotnie — jesli chcemy sprzeda¢ wigcej dobra, to powinnismy
obnizy¢ jego cene®.

Prawa, czy tez prawidlowosci, ktore mozna uchwyci¢ tylko obserwujac
znaczng liczbe obiektéw, nazywamy prawidlowosciami statystycznymi
(lub masowymi). Proces masowy mozna utozsamia¢ wiec z prawidtowoscig ma-
sowa, jesli takowa istnieje. Na proces masowy, zwany tez procesem statystycz-
nym lub stochastycznym, oddziatuja dwie grupy czynnikow ksztattujacych go:
czynniki glowne (zwane tez systematycznymi) i czynniki uboczne (czgsto nazywane
czynnikami losowymi lub przypadkowymi), co ilustruje rysunek 2.1.

Czynniki glowne Czynniki uboczne

Proces statystyczny lub proces masowy

Rysunek 2.1. Proces statystyczny

Zrédto: opracowanie wiasne.

34 Dlatego bedziemy nazywa¢ je prawidlowo$ciami statystycznymi.
3 Przy zalozeniu tzw. warunku ceteris paribus, czyli Ze pozostate czynniki wplywajace na popyt
pozostaja niezmienione i mozemy abstrahowa¢ od ich wptywu.
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Czynniki gléwne sa to czynniki dzialajagce jednakowo na wszystkie badane
obiekty w analizowanym zjawisku. Przyktadowo, badajac popyt gospodarstw do-
mowych na dany typ dobra, za czynnik glowny okreslajacy, ile danego dobra kon-
sument nabedzie w jednostce czasu, uznaje sie cene i/lub doch6d konsumenta®,

Druga grupa to czynniki uboczne, ktore nie dziataja jednakowo na wszystkie
jednostki lub dzialajg tylko na niektdére, co powoduje, ze elementy zbiorowosci
maja zrdznicowane warto$ci cechy pomimo wptywu tych samych czynnikéow
gléwnych. Przyktadem czynnikdéw ubocznych dziatajacych na popyt gospodarstw
domowych, przy zatozeniu, zZe istnieje jeden czynnik glowny (cena), sg na przy-
ktad indywidualne upodobania konsumpcyjne cztonkow gospodarstwa domowego
czy ich struktura wiekowa.

Gdyby na zjawisko dziataly tylko przyczyny gléwne, wspolne wszystkim jed-
nostkom, wowczas kazdy pojedynczy proces przebiegatby identycznie i statystyka
bylaby niepotrzebna. Wnioski o zjawisku mozna by byto wyciagna¢ w oparciu
0 obserwacj¢ jednego obiektu i przenie$¢ na wszystkie obiekty zbiorowosci. Byta-
by to zalezno$¢ deterministyczna. Z drugiej strony, gdyby dane zjawisko ksztat-
towaly tylko czynniki uboczne (losowe), wowczas nie bylibySmy w stanie wykry¢
zadnych prawidtowo$ci — zalezno$¢ bytaby chaotyczna w potocznym tego stowa
znaczeniu (czyli nie byloby zaleznosci).

Tam, gdzie obiekty badanej zbiorowosci podlegajg zar6wno dziataniu czynni-
ka gtéwnego (czynnikéw glownych), jak i niejednakowym wplywom czynnikow
ubocznych, wykrycie prawidtowos$ci w badanym procesie wymaga zbadania jak
najwickszej liczby jednostek, by uchwyci¢ prawidtowos$¢ przebijajacg si¢ przez
dzialanie czynnikow ubocznych. Prawidtowos¢ ta bedzie reprezentowata sktadnik
systematyczny zjawiska, za$ dzialanie czynnikéw ubocznych bedzie reprezento-
wane przez sktadnik losowy. O takiej zalezno$ci mowimy, ze jest statystyczna
lub stochastyczna.

Prawidlowos¢ statystyczna = skladnik systematyczny + skladnik losowy

Zarowno wowczas, gdy proces jest deterministyczny, jak i wtedy, gdy jest
chaotyczny, statystyka nie znajduje zastosowania. W pierwszym przypadku jest
niepotrzebna, poniewaz wystarczy obserwacja jednego obiektu, by wiedziec,
co bedzie si¢ dziato z pozostatymi, zas§ w drugim nie ma zastosowania, poniewaz
w procesach chaotycznych przebadanie calej zbiorowosci nie da nam informacji,

3 Mozemy prowadzié¢ badanie, zakladajac, ze istnieje jeden czynnik gloéwny, lub przyjaé, ze jest ich
wiecej, gdyz zasadniczo sposob badania jest taki sam. O roéznicach w sposobach badania wynikaja-
cych z ilo$ci czynnikow gtéwnych bedzie mowa w nastepnej czesci podrecznika, dotyczacej analizy
wigcej niz jednej cechy i zwigzkéw migdzy cechami.
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jakim prawom ta zbiorowos$¢ podlega, gdyz takich praw tam nie ma. Oznacza to
brak istnienia czynnika (czynnikdéw) gtownego ksztaltujacego zjawisko, a jedynie
oddziatywanie realizowane przez znaczng ilo$¢ czynnikéw ubocznych, z ktoérych
zaden nie przewaza na tyle, by go nazwaé gtéwnym. Mozemy teraz rozszerzy¢
pojecie statystyki jako nauki w stosunku do definicji z poprzedniego rozdziatu.

Statystyka to nauka o metodach analizy zbiorowosci podlegajgcych dziataniu pra-
widlowosci masowych (statystycznych). Stuzy wykrywaniu prawidfowosci, ktore
istniejq, ale nie sq bezposrednio widoczne wskutek dziatania czynnikow losowych
i ich uchwycenie wymaga zbadania duzej liczby obiektow. Im wigcej obiektow zba-
damy, z tym wigkszq precyzjg jestesmy w stanie okresli¢ istniejgcq prawidtowosé
w badanym procesie.

W wiekszosci dyscyplin naukowych odkrywane tam prawa to prawa staty-
styczne okreslane poprzez analize procesow masowych. Przykladem takich praw
(zaleznosci) sa na przyktad prawa Engla wykorzystywane w ekonomii, moéwigce
0 zaleznos$ciach pomiedzy popytem na dobra a dochodami konsumentéw, w fizyce
prawa termodynamiki, w demografii za$ cata analiza opiera si¢ na prawidtowo-
$ciach statystycznych, podobnie jak w biologii.

Zdefiniuyjmy teraz kolejne podstawowe pojecia, ktorych bedziemy uzywali
w dalszych cze$ciach podrecznika. Aby wykry¢ prawidtowosci statystyczne
w procesach masowych, badamy duze zbiory obiektéw. Podstawowym wymogiem
niezbednym do poprawnego okreslenia istnienia prawidlowosci statystycznej jest
jednorodno$¢ badanej populacji ze wzglgdu na badang ceche. Oznacza to,
ze wszystkie badane obiekty musza podlega¢ tym samym czynnikom gléwnym
okreslajacym badang cechg.

Zbidr obiektow podlegajacych badaniu nazywamy zbiorowoscia calkowita
lub populacja generalng. Jezeli wszystkie obiekty podlegajg badaniu, mowimy
0 badaniu calosciowym (catkowitym), np. wszyscy studenci Politechniki Biato-
stockiej zbadani pod katem uzyskanych ocen w trakcie semestru czy wszyscy pra-
cownicy pewnej korporacji analizowani ze wzgledu na otrzymywane zarobki. Jeze-
li badaniu, z réznych wzgledow®’, podlega cze$¢ populacji, méwimy o badaniu
czesciowym. Czes¢ zbiorowosci podlegajaca badaniu nazywana jest zbiorowoscia
czeSciowa (czastkowa, podpopulacjg) lub proba. Przykladem proby sg studenci
Wydzialu Zarzadzania, stanowigcy podpopulacje studentéw Politechniki Biato-
stockiej, czy pracownicy na przyktad dziatu marketingu, stanowiacy zbiorowosc¢
czgsciowa wszystkich pracownikow przedsigbiorstwa.

37 Na ogét ze wzgledu na koszty bada si¢ tylko cze$é populacji, gdy jest ona duza lub gdy badanie
jest niszczace (np. jako$¢ wyprodukowanych konserw, wytrzymatos¢ liny wspinaczkowej).
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Préby z kolei dzielimy na losowe i nielosowe. Poniewaz niniejszy podrecznik
traktuje tylko o metodach badania catej populacji, nie bgdziemy omawiaé blizej
rodzajow prob i problemow z tego wynikajgcych®.

Obiekty w populacji podlegajace badaniu nazywamy jednostkami staty-
stycznymi. Przyktadem jednostki statystycznej jest kazdy student Wydzialu Za-
rzadzania Politechniki Biatostockiej czy kazdy pracownik okre$lonego przedsie-
biorstwa, lub tez kazdy produkt podlegajacy kontroli jakosci.

Kazda populacja generalna badana jest pod katem okreslonej wlasciwosci, na-
zywanej cechg statystyczng. Cecha statystyczna jest to interesujaca badacza
whasnosé, ktora réznicuje jednostki statystyczne w populacji. Przyktadem moze
by¢ ocena z egzaminu ze statystyki studentéw danego roku zarzadzania, zarobki
kazdego z pracujacych w Polsce, liczba turystoéw przyjezdzajacych w ciagu roku
do poszczegolnych krajow $wiata, oceny studentoéw uzyskane na zaliczeniach
W konkretnym semestrze czy liczba wadliwych produktéow w réznych ich par-
tiach®.

Kolejnym pojeciem powigzanym z badaniem statystycznym jest liczebnosc.
Jako liczebno$é rozumiana jest liczba jednostek statystycznych majacych dang
ceche w badanej populacji lub podpopulacji. Przyktadowo liczba studentéw
w PB, liczba studentow Wydzialu Zarzadzania PB, liczba studentdéw, ktorzy uzy-
skali konkretnego typu oceny na egzaminie z przedmiotu statystyka, liczba pra-
cownikow o danym typie wyksztalcenia.

Przyporzadkowanie poszczegélnym odmianom cechy ich liczebnosci lub
czestosci wystepowania w zbiorowosci, czyli podanie (ustalenie), jak dana ce-
cha rozklada si¢ w populacji, nazywane jest podaniem rozkladu statystyczne-
go cechy.

Przyktadem podania rozktadu cechy jest okreslenie, jakie uzyskali oceny (ce-
cha) poszczegélni studenci (jednostki statystyczne) na egzaminie ze statystyki
W semestrze letnim roku 2017 sposrdd wszystkich 100%° przebadanych studentow
(populacja 1 jej liczebno$¢) kierunku zarzadzanie, co przedstawiono ponizej
w tabeli 2.1.

38 Proba losowa spelnia pewne wymogi, w zwiazku z czym moze shizyé do wyciggania wnioskow
0 prawidtowos$ciach w calej populacji, a nie tylko w badanej czgsci. Jak latwo si¢ domysli¢, proba
nielosowa nie moze stuzy¢ do wyciggania wnioskéw o tym, co dzieje si¢ poza nig. Bardziej dociekli-
wemu czytelnikowi rekomendujemy zajrzenie do dowolnego podrecznika o wnioskowaniu staty-
stycznym.

39 Zauwazmy, Ze zawsze nalezy bardzo precyzyjnie okresli¢, kto lub co jest obiektem badania, czyli
jednostka statystyczna, i nalezy do badanej populacji oraz w jakim momencie lub przedziale czasu
przeprowadza si¢ badanie.

40 Liczbe sto przyjeto dla wygody.
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Tabela 2.1. Szereg statystyczny

Ocena Liczebnosé¢ Szereg skumulowany

Xi ni Nisk
15 15

22 15+22=37

3,5 18 37+18=55

4 32 55+32=87

45 8 87+8=95

5 5 95+5=100

Zrodto: dane umowne.

Powyzsza tabela przedstawia gtownego ,,bohatera” na pewnym etapie badania
statystycznego. Jest nim uporzgadkowany zbidr obserwacji danej cechy staty-
stycznej tworzacy szereg statystyczny. Rozklad statystyczny jest wiec jedno-
cze$nie tozsamy z Szeregiem statystycznym.

Przedmiotem badania w powyzszym przyktadzie przedstawionym w tabeli 2.1
jest rozktad ocen studentéw na egzaminie ze statystyki w semestrze letnim roku
2017. Badanie jest catkowite, bo dotyczy wszystkich studentow, ktorzy przystapili
do egzaminu w danym terminie, czyli jest to tez badana populacja generalna. Jed-
nostka statystyczng jest kazdy student, a badang cechg jest jego ocena z egzaminu.

Aby utworzy¢ szereg statystyczny (czyli okresli¢ rozktad cechy), nalezy do-
kona¢ pomiaru warto$ci cechy*) dla kazdej jednostki statystycznej. Gdy mamy
zrobiony pomiar cechy w zbiorowos$ci, otrzymujemy nieuporzadkowany, wstepny
zbiér danych. Nieuporzadkowane dane z pomiardow statystycznych nazywamy
danymi surowymi. Trudno jest na ich podstawie znalez¢ to, czego szukamy, czyli
prawidlowos¢ statystyczna. Surowe dane wygladaja zazwyczaj chaotycznie i nalezy
je uporzadkowac. W zalezno$ci od sposobu uporzadkowania danych rozroéznia-
my dwa rodzaje szeregow statystycznych: szeregi proste i szeregi rozdzielcze.

Szeregi proste — skladajg si¢ z uporzadkowanych monotonicznie** warto$ci
cechy, na przyktad ocen z kolokwium: 2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,
4,4,4,4,5/5,5,5.

Szeregi rozdzielcze — sg to szeregi uporzadkowane, zawsze sktadajace si¢
dwoch kolumn®, W pierwszej kolumnie podaje si¢ wszystkie odmiany cechy wy-

41 Lub w przypadku cechy niemierzalnej okresli¢ jej odmiane.

42 W przypadku cechy opisowej uporzadkowanej wedhug dowolnego klucza, np. alfabetycznie
lub odnosnie poszczegdlnych odmian cechy, np. w przypadku koloru oczu: brazowy, brazowy, bra-
Zowy, ..., brazowy, niebieski, niebieski, niebieski, ...niebieski, zielony, zielony, zielony, zielony, ...,
zielony.

43 Zakladamy tu badanie jednej cechy naraz.
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stepujace w badanej populacji. W drugiej kolumnie podaje si¢, jak czesto poszcze-
gblne odmiany cechy wystepuja. Czesto$¢ wystepowania okre§lamy badz liczba
jednostek statystycznych, badz ich procentem (udzialem) w populacji. W powyz-
szym przyktadzie w tabeli 2.1 mamy jeszcze trzecig kolumng. Zawiera ona skumu-
lowane, czyli zsumowane kolejno, liczebnosci z kolumny drugiej. Szereg taki na-
zywamy szeregiem skumulowanym. Jest to monotonicznie uporzadkowany zbior
odmian danej cechy statystycznej oraz dodawanych sukcesywnie czgstosci wyste-
powania kolejnych odmian cechy. Skumulowane czgstosci informuja nas, ile jed-
nostek statystycznych ma warto$¢ cechy nie wigksza od danej wartosci. Czgsto
nazywa si¢ szereg skumulowany dystrybuantg empiryczna.

Analizujgc dane prezentowane w tabeli 2.1, mozna stwierdzi¢, ze na przyktad
co najwyzej czworke otrzymalo 87 studentow. Zauwazmy tez, ze w ostatnim wier-
szu zapisana jest catkowita liczebno$¢ zbiorowosci — W analizowanym przyktadzie
to 100 studentow. Jezeli szereg jest zapisany w formie czesto$ci wzglednych, a nie
liczebnos$ci, wowczas czgstos¢ catkowita bedzie rowna jedynce lub stu procentom

Badajac zbiorowosci statystyczne, mamy do czynienia z réznymi rodzajami
cech statystycznych. W zalezno$ci od przyjetego kryterium cechy statystyczne
dzieli si¢ na pewne typy i podzial ten ma zasadniczy wplyw na sposob przetwarza-
nia zebranego materiatu statystycznego. Podstawowym, najbardziej istotnym po-
dziatem jest podziat na: cechy mierzalne i niemierzalne inaczej nazywane od-
powiednio ilo$§ciowymi i jako$ciowymi.

Cechy niemierzalne to wtasnosci jednostek statystycznych zbiorowosci, kto-
rych nie da si¢ zmierzy¢, a jedynie mozna opisa¢. Poszczegdlne odmiany cechy
niemierzalnej okreslamy stowami. Przyktadami cech niemierzalnych sa na przy-
ktad pte¢, wyksztatcenie, kolor oczu, upodobania i odczucia konsumentow w ba-
daniach rynkowych opisywane stowami typu: tadne, brzydkie, podoba sie, nie po-
doba, nie mam zdania.

Cechy mierzalne to wtasnosci badanych obiektow, ktorych wartos¢ mozna
bezposrednio zmierzy¢, czyli przypisa¢ im liczbg. Mogg one wystgpowaé w dwodch
formach. Pierwsza z nich jest warto$¢ wyrazona w liczbach bezwzglednych (czgsto
uzywa si¢ pojecia ,,w poziomach”), jak na przyktad wzrost, waga, ptaca, liczba
przybytych do danego regionu turystow w okreslonej jednostce czasu, wielkos¢
zysku, wielko$¢ produkcji, sprzedazy czy liczba dzieci w rodzinie. Druga forma
to wskazniki, czyli liczby wzgledne, na przyktad liczba studentéw na tysigc miesz-
kancow w poszczegolnych krajach europejskich, wielkos¢ dochodu narodowego na
glowe mieszkanca, dochdd na gospodarstwo domowe, liczba wadliwych produk-
tow przypadajacych na milion wytworzonych produktow. W przypadku wskazni-
kéw nalezy dokona¢ podwoédjnego pomiaru w poziomach: odrgbnie dla licznika
i mianownika, a nastepnie podzieli¢ je tak, aby uzyska¢ ceche w interesujacej nas
postaci. Cechy przedstawiane w postaci wskaznikow (relacji) sa bardzo uzyteczne
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we wszelkich poréwnaniach, zasadniczo jednak ich analiza przebiega podobnie jak
analiza cech wyrazonych w liczbach bezwzglednych, w zwigzku z czym w dalszej
czesci pracy bedziemy wykorzystywac, dla uproszczenia, pojgcie cechy mierzalnej
przedstawionej w postaci liczb bezwzglednych.

Wartosci cech mierzalnych moga pochodzi¢ zaréwno ze zbioru liczb rzeczy-
wistych, jak i jego czeSci, ograniczonej do liczb catkowitych lub naturalnych. Ce-
chy mierzalne czgsto nazywane sa zmiennymi, cho¢ pojecie to wykorzystywane
jest cze$ciej na gruncie statystyki matematycznej. Jednak w sensie matematycznym
nasze cechy takze sg zmiennymi, poniewaz przyjmujg zmieniajace sie wartosci*.

Bioragc pod uwage, jakie warto$ci moga przyjmowac, cechy ilosciowe (mie-
rzalne) dzielimy na ciagle i skokowe.

Cechy ciagle przyjmuja warto$ci z przedzialu liczb rzeczywistych, jak na
przyktad wzrost, waga, zysk, place. Cechy te moga wiec mie¢, przynajmniej teore-
tycznie, nieskonczona liczbe odmian.

Cechy skokowe, inaczej zwane dyskretnymi, przyjmuja przeliczalng liczbe
warto$ci, czyli z dziedziny liczb catkowitych, a w naukach spotecznych najczgsciej
z dziedziny liczb naturalnych. Przyktady to chociazby liczba dzieci w rodzinie,
liczba oséb w gospodarstwie domowym, liczba sprzetu AGD w gospodarstwie
domowym, liczba postow w sejmach réznych krajow, liczba kwater turystycznych
w gminach. Schematycznie klasyfikacja cech zostata przedstawiona na rysunku 2.2.

Cecha statystyczna
1
1 1
Niemierzalna (jako$ciowa) Mierzalna
(ilosciowa)
1 I‘ 1
Cecha ciasta Cecha skokowa
i (dyskretna)

Rysunek 2.2. Klasyfikacja cech statystycznych

Zrodto: opracowanie wilasne.

Podzial na cechy ciagte 1 skokowe w praktyce nie do konca jest jednoznacz-
ny*. Wynika to z kilku faktow. Pierwszym z nich jest to, iz cechy, ktore z punktu
widzenia matematycznego sg ciagle, w praktyce statystycznej staja si¢ ,,nieciggte”,

4 Oczywistym jest faktem, ze gdyby wszystkie jednostki statystyczne mialy te sama wartosé cechy,
nie bytoby potrzeby uzycia metod statystycznych.

4 Szersze omowienie problemu mozna znalezé np. w podreczniku Szulca [1967 i nast. Wydania,
rozdziat 1].
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poniewaz pomiar empiryczny dostarcza skonczonej liczby obserwacji. Biorac
przyktadowo wagge cztowieka, mozna uznaé, ze jest to cecha ciagla z przedziatu od
0 do, powiedzmy, 300 kg, czyli moze przyjmowac nieskonczenie wiele wartosci
W tym przedziale. W praktyce jednak, mierzac na przyktad cata Iudnos¢ Polski,
otrzymamy skonczong liczb¢ pomiaréw zwigzang z liczbg ludnosci, czyli zbior
»hieciagly”.

Kolejnym czynnikiem wprowadzajacym nieciagtos$¢ jest dokladno$¢ pomia-
ru. Pozostajac przy przyktadzie wagi cztowieka, mozemy okresli¢ ja tylko z pewna
doktadno$cia zwigzang z dokladnoscia przyrzadu pomiarowego. Jezeli pomiaru
dokonuje si¢ z doktadnosciag do dekagramoéw, wowczas pomigdzy dwoma pomia-
rami wagi z doktadnos$cig do jednego dekagrama nie bedzie wynikdéw posrednich.
Zatem obserwacja empiryczna materiatu statystycznego wprowadza nieciaglosc,
z punktu widzenia matematyki.

Z odwrotng sytuacja mozemy mie¢ do czynienia w przypadku cechy skoko-
wej. Jesli cecha, teoretycznie skokowa, ma tak duzo odmian, Ze jej analiza em-
piryczna jest, praktycznie rzecz biorgc, niemozliwa badz klopotliwa, wowczas
W badaniu statystycznym przyjmuje sie ja za ciagla®. Przykladem tego sg, prak-
tycznie, wszystkie cechy prezentowane w ujeciu warto$ciowym, takie jak np. do-
chody, ptace, wydatki. W tym przypadku pomiar dokonywany jest z doktadnoscia
do jednego grosza*” i w praktyce cechy te traktuje si¢ jako ciggle. Innym nieco
przypadkiem jest traktowanie cechy dyskretnej jako ciagtej, jesli jej liczba odmian
jest bardzo duza, przy czym skrajne wartosci wystgpuja bardzo rzadko. Wowczas,
konstruujac rozklad cechy (szereg), czesto tworzy si¢ szereg jak dla cechy ciaglej,
otrzymujac ,,lepszy”, z punktu widzenia badacza i celu badania, rozktad tejze ce-
chy. Taka cechg okresla si¢ czesto jako quasi-ciagla. Przyktadem moze by¢ analiza
liczby dzieci w rodzinie. Powiedzmy, ze badanie wykazalo, iz w badanej miliono-
wej populacji najmniejsza liczba dzieci to zero, a najwigksza to pigtnascioro, przy
czym rodzin o liczbie dzieci ponad o$mioro jest bardzo mato, po kilka do kilku-
dziesigciu. Szereg dla pigtnastu odmian cechy bedzie mato czytelny i czesto kon-
struuje si¢ taki rozktad jako rozklad cechy ciggtej®. Innym przyktadem zmienne;
quasi-ciggltej moze by¢ analiza liczby mieszkancow w miastach polskich wykona-
na w okres§lonym momencie. W przykladzie tym wystgpuje nieograniczona prak-
tycznie liczba mozliwych wariantow (od kilkudziesigciu tysiecy do kilku milionéw
mieszkancoéw), przy jednocze$nie znacznie mniejszej liczbie miast. Ta zmienna

46 W nastepnym rozdziale pokazemy, jaki to ma wptyw na tworzenie szeregu statystycznego.

47 Na przyklad zarobki przybierajg warto$ci rowne pelnym groszom, ale w przedziale od 1000
do 2000 ztotych liczba odmian, jakie moga one przyja¢, wynosi az 100 001 (...)” [B. Szulc 1967, s. 20].
4 Jest to uproszczony, dla celow dydaktycznych, przyktad uciaglenia zmiennej dyskretnej. Nalezy
mie¢ $wiadomos¢, ze przy tylko pigtnastu odmianach cechy szereg powinno si¢ przedstawi¢ jako
szereg cechy skokowej.
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jest skokowa, bo zbidr wartosci jest zbiorem przeliczalnym, ale powinna by¢ anali-
zowana jak ciggla. Blizej o problemach konstrukcji rozktadu cechy bedziemy mo-
wi¢ w nastgpnym rozdziale.

Okreslenie wiec, czy cecha mierzalna jest ciggla czy skokowa, nie zawsze jest
zgodne z teorig matematyki i czesto jest to decyzja badacza, jak traktowaé dang
zmienng. Zalezy ona w znacznej mierze od zebranego materiatu statystycznego
oraz celu wykorzystania badania i zwigzanej z tym doktadnosci, z jaka badacz chce
opisac¢ strukture populacji pod wzgledem badanej cechy.

Rozwazmy nastepujacy przyktad, ktory ukaze pewne putapki mogace mieé
miejsce, jezeli rozpoczyna si¢ badanie statystyczne bez podstaw teoretycznych.

Przykdad 2.1

Dziadek zabrat dwojke swoich wnukow na spacer do zoo. Po drodze spotkali zapa-
lonego statystyka-amatora. Ten z pasjg postanowit pyta¢ przechodniéw o wzrost,
by okresli¢ sredni wzrost populacji bywalcow ZOO. Poniewaz pierwszymi napo-
tkanymi osobami byli wlasnie nasi spacerowicze, wigc podali nastgpujace warto-
$ci: 176 cm, 110 cm, 98 cm. Statystyk-amator policzyl momentalnie $rednig?,
ktora wyniosta 128 cm. Czy ta $rednia data jaka$ informacje naszemu ,,statystyko-
wi”’? Te wyliczenia nie reprezentuja przeciez ani wzrostu dziadka, ani wzrostu
wnukow.

Wykonana analiza jedynie potwierdzita amatorstwo naszego statystyka, gdyz
nie wzigl pod uwage warunkéw, w jakich stosuje si¢ statystyke: koniecznej
jednorodnosci populacji oraz duzej liczby obserwacji, w zwigzku z czym wynik
jego badania nie ma sensu. Nie mozemy na jego podstawie wyciagna¢ sensownych
wnioskéw. Analizowane dane nie reprezentuja jednej populacji, lecz dwie: popu-
lacje ludzi dorostych i dzieci. Mozna w tym przypadku analizowa¢ je zamiast py-
ta¢ o wiek, pyta¢ o liczbg zjedzonych lodoéw czy wykonanych krokow od domu

4 Pojecie $redniej szerzej zostanie omoéwione w kolejnym rozdziale, na tym etapie traktujemy ja jako
sumg wartosci podzielong przez ich liczbe.
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do zoo (pod warunkiem, ze dzieci szty spokojnie, a nie skakaty z radosci wokot
idagcego wolnym krokiem dziadka). Jednak nadal populacja ta jest zbyt mata, by
dato si¢ uchwyci¢ prawidtowos¢ statystyczna.

Kluczowe pojecia

Proces masowy Cecha statystyczna
Proces statystyczny Liczebnos¢
Prawidlowo$¢ masowa lub statystyczna Rozktad cechy
Czynnik glowny Szereg statystyczny
Czynnik uboczny Szereg prosty
Sktadnik systematyczny Szereg rozdzielczy
Sktadnik losowy Szereg skumulowany
Zbiorowos¢ statystyczna Cecha mierzalna
Populacja generalna Cecha niemierzalna
Zbiorowos¢ czgsciowa Cecha jako$ciowa
Podpopulacja Cecha ilosciowa
Jednostka statystyczna Cecha ciagtla i quasi-ciagta
Cecha skokowa

Pytania kontrolne

1. Jakie przyczyny sktadaja si¢ na powstanie zjawiska masowego?

Kiedy stosujemy statystyke opisowa jako narzgdzie badania?

3. Czy przyczyny uboczne, oddzialujace na poszczegolne jednostki procesu ma-
sowego, moga uniemozliwi¢ sformutowanie prawidtowosci statystycznej?

4. Kiedy czynnik uboczny, sktadajacy si¢ na strukture zjawiska masowego, moze
by¢ uznany za nieistotny (nie majacy wptywu) w procesie ksztaltowania pra-
widtowosci statystycznej?

5. W czym tkwi podstawowa réznica pomiedzy statystyka opisowa a matema-
tyczng?

6. Na czym polega roznica pomiedzy ilo§ciowymi cechami: ciagla i skokowa?

7. Jaka (kiedy, w jakich warunkach) ceche okreslamy jako quasi-ciggla?

8. 0d jakiego pojecia tacinskiego pochodzi stowo statystyka?

9. Jakie znasz sposoby rozumienia stowa Statystyka (podaj trzy)?

10. Na jakie trzy glowne galezie dzieli si¢ statystyke?

11. Co oznaczalo pierwotnie stowo statystyka?

12. Podaj nazwisko jednego znanego statystyka polskiego.

13. Kiedy stosujemy statystyke matematyczng jako narzedzie badania?

14. Zdefiniyj czynnik gldéwny procesu masowego i podaj przyktad.

15. Zdefiniuj czynnik uboczny procesu masowego i podaj przyktad.

n
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16. Kiedy nie mozna zastosowa¢ statystyki jako metody badania zjawiska?
17. Co oznacza stowo liczebnos¢ w statystyce?
18. Co oznacza stowo czestos¢ w statystyce (cho¢ nie tylko w statystyce)?

Polecenia

Dokoncz ponizsze zdania:

Podstawowym celem statystyki jako nauki jest .............ccooiiiiiiiiiiinn.
Podaj przyktad zjawiska masowego .........c.coooiiiiiiiiii e
Badanie pelne rozni si¢ 0d czeSCIOWEZO0 tYM, Z€ ...vvvvvveeiiniiiiiiiinieiennanne
Badanie reprezentacyjne jest to badanie oparte na ..............cooeeiiiiiiiiiiiiinnn
Badanie pelne przeprowadza si¢ w oparciu 0 zbiorowo$§¢ ................oiininl,
Badanie czg¢$ciowe przeprowadza si¢ w oparciu 0 zbiorowos¢ .....................
Cecha skokowa jest to cecha, ktdrej warto§ci ...........ocevvviiiiiiiiinninn...
Cecha ciagla jest to cecha, ktorej warto$Ci ..........ccoevieviiiiniviiiiiiiian,
9. Cecha mierzalna jest t0 CEChA .........vviiiiriii i
10. Cecha niemierzalnajesttocecha ...........cooovviiiiiiiiiiii e
11. Cecha StatyStyCzZna JEST 10 ..vouvirritententeee st et et e e teier e e e eteeaeaenenes
12. Jednostka statyStyCzna JESt t0 ......o.evuiiniieiiti i
13. Zbiorowos$¢ statystyCczna JEST £0 ....uuueeneiti e
14. Szereg StatyStyCZNY JEST T0 .. .uuenett ettt e et
15. Przyktadem zbiorowosSci statyStyCznej Jest .....o.vvveeiriririiieiieireneenennnes
16. Przyktadem jednostki statystycznej JeSt ........covvvrinririiiiiiiiinieeiereiennnn
17. Przyktadem cechy StatyStyCznej Jest ......c.oovvriiiiiiiiiniiiiieie e e e

18. Przykladem procesu masowego JESt ......ouvvuerniiniiniitiaeieeee e eiaieaaeans

19. Przyktadem cechy statystycznej jakoSciowej jest ........ooeviviiiiiiiiiiniiinannnnn.

20. Przykladem cechy statystycznej ilosciowej ciaglej jest .........coovviiiiiinnnn,
21. Przyktadem cechy statystycznej ilosciowej skokowej jest ........oovvvvvinnnnnn...

22. Przyktadem cechy statystycznej niemierzalngj jest ..........oevviririnennennnnn.

19. Przyktadem cechy statystycznej quasi-cigglej jest .......coevviviiiiiiiiiiinnn

NSO ®WNE
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3. Prezentacja danych statystycznych

Statystyka zajmuje sie, jak to juz zostalo stwierdzone w poprzednich rozdziatach,
analiza zjawisk zachodzacych masowo. Zebranie i analiza duzej ilosci danych
wymaga zastosowania szeregu jasno sprecyzowanych metod i narzgdzi. W niniej-
szym rozdziale zostaly przedstawione podstawowe sposoby gromadzenia informa-
cji statystycznej czyli danych, formy i metody prezentacji zgromadzonego materia-
hu statystycznego, a przede wszystkim zasady konstrukcji poprawnego szeregu
statystycznego, czyli rozktadu cechy.

3.1. Pomiar w statystyce, czyli skale pomiarowe

Pomiar w statystyce oznacza w pewnym uproszczeniu, ze kazdej jednostce zbio-
rowosci statystycznej przyporzadkowuje si¢ ,,wartos¢” badanej cechy. Jednak nie
zawsze jest to warto$¢ liczbowa. W przypadku cech niemierzalnych stowo ,,war-
to$¢” oznacza werbalne okreslenie odmiany cechy (dlatego powyzej wzigto je
W cudzystow).

Biorgc pod uwage, jakie sa mozliwe operacje na wynikach pomiaru,
S. Stevens zaproponowal® cztery podstawowe skale pomiarowe: nominalng, po-
rzagdkowg (inaczej rangowa), przedzialowy i ilorazowg. Kazda kolejna skala umoz-
liwia dokonanie dodatkowych operacji w stosunku do skali poprzedniej (stabszej).

Ponizej omowimy ich wtasnosci.

3.1.1. Skala nominalna

Najstabsza ze skal — skala nominalna — dotyczy cech jakosciowych, czyli nie-
mierzalnych. Postugujac si¢ nig, mozna jedynie podzieli¢ obiekty na podzbiory
wedlug badanej cechy, czyli okresli¢, jakg odmiane cechy ma dany obiekt. Nie
mozna w tym przypadku uporzadkowa¢ obiektow wartosciujaco, np. badajac kolo-
ru oczu grupy studentow, nie okreslimy, ze kto§ ma wigcej lub mniej ,.koloru” czy
ze kto$ jest lepszy ze wzgledu na dany kolor oczu.

%0 Szerzej patrz np. H.M. Blalock [1975, rozdziat 2].
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Tabela 3.1. Rozktad pitci pracownikow zaktadu A

Pte¢ Liczba obicktow
kobieta 200
mezczyzna 300

Zrédlo: dane umowne.

Przyktadami cech, dla ktorych stosowana jest skala nominalna, sa: pte¢, wy-
znanie, kierunek studidéw, stan cywilny, status zawodowy czy spoteczny, grupa
krwi, miejsce zamieszkania czy urodzenia. Tabele 3.1 i 3.2 prezentujg przyktady
cech, ktore zmierzono w skali nominalnej®.

Tabela 3.2. Rozktad wyznania mieszkancow regionu XYZ

Wyznanie Liczba 0sob
Katolickie 277
Prawostawne 322
Muzulmanskie 102
Inne 30
Bez wyznania 266

Zrodto: dane umowne.

Skala nominalna jest wykorzystywana do opisania struktury zbiorowosci,
jak réwniez do grupowania jednostek. Mozna jej uzy¢ takze w przypadku cech
mierzalnych, gdy interesuje nas tylko struktura rozktadu cechy, a nie jej wartosci.

3.1.2. Skala porzadkowa

Skala porzadkowa jest skalag mocniejsza od poprzedniej. Oznacza to, ze mozna
wykonywaé w niej te same dziatania co w skali nominalnej, jak réwniez dodatko-
wo umozliwia rangowanie, czyli porzadkowanie obiektow przy pomocy relacji
mniejsze lub wigksze wedlug znaczenia, wielkosci czy natgzenia. Badane obiekty
sa wowczas uszeregowane w pewnym, ustalonym przez badacza, porzadku. Po-
migdzy cechami mierzonymi na skali porzadkowej nie mozna okresli¢ odleglosci
(réznicy) pomiedzy poszczegdlnymi wartosciami cechy, a jedynie wskazac, ktory
element jest mniejszy (nizszy, gorszy) od innego. Przykltadami cech mierzonych
w skali porzadkowej sa: poziom wyksztatcenia, klasa spoteczna, status zawodowy,
sita reakcji na bodziec czy ocena produktu, opinie i poglady na okreslony temat.

51 Dodajmy tez, ze nie da si¢ ich ,,zmierzy¢” w zadnej innej skali.
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Biorgc pod uwage, przyktadowo, rozktad poziomu wyksztalcenia przedsta-
wiony powyzej w tabeli 3.3, mozna uporzadkowaé go od najnizszego do najwyz-
szego, ale nie jest si¢ w stanie stwierdzi¢, jaka jest roznica miedzy kolejnymi po-
ziomami w sensie nastgpujacym: czy wyksztatcenie wyzsze jest ,,dalej” czy ,,bli-
zej” $redniego niz wyksztalcenie gimnazjalne. Mozemy tylko okresli¢, Zze na przy-
ktad dwie jednostki maja takie samo wyksztatcenie lub jedna ma wyksztatcenie
wyzsze (nizsze) od drugie;j.

Tabela 3.3. Rozklad wyksztalcenia pracownikdéw pewnego przedsigbiorstwa

Poziom wyksztatcenia Liczba jednostek
pracownikow N
podstawowe 120
gimnazjalne 80
$rednie 200
wyzsze 50

Zrodto: dane umowne.

Skala porzadkowa wykorzystywana jest bardzo czgsto w réznego rodzaju ba-
daniach ankietowych zwigzanych z preferencjami konsumentow. Przyktad takiego
zestawienia podano w tabeli 3.4. Tu rowniez mozna okresli¢, ze dany produkt zo-
stat oceniony bardzo wysoko lub bardzo nisko, ale nie ma mozliwo$ci wyznaczenia
réznicy w ocenach.

Tabela 3.4. Rozktad ocen smaku jogurtu firmy X

Ocena smaku jogurtu |Liczba ocen (ni)
Bardzo smaczny 110
Smaczny 200
Nie mam zdania 120
Niesmaczny 90
Bardzo niesmaczny 100

Zrodto: dane umowne.

3.1.3. Skala przedzialowa

Skala przedzialowa, nazywana tez interwatowa, pozwala dodatkowo na wylicza-
nie odleglosci pomigdzy obiektami mierzonych réznica wartosci cechy. Oznacza
to, ze mozliwe jest dodawanie i odejmowanie warto$ci cech, gdyz s one wyrazane
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w zbiorze liczb rzeczywistych. Pozwala to rowniez na porzadkowanie obiektow
Z uzyciem relacji: mniejsze, wigksze lub réwne. Jednak nalezy pamigtaé, Zze nie
mozna przy uzyciu pomiaru w tej skali liczy¢ ilorazéw wartosci cech, czyli okre-
sla¢, ile razy jedna warto$¢ jest wigksza (mniejsza) od drugiej, poniewaz zero
na tej skali jest okreslane umownie przez tworce skali. Klasycznym przyktadem
takiej skali jest pomiar temperatury.

Tabela 3.5. Pomiar temperatury powietrza w okre§lonym momencie

Miasto Temperatura w °C Temperatura w oF
Biatystok 25 77
Gdynia 18 64,4
Katowice 32 89,6
Wenecja 38 100,4
Sewilla 40 104

Zrodto: dane umowne.

W tabeli 3.5 mamy przyktad pomiaru w skali przedziatowej. Zawarte sg w niej po-
miary temperatury w pigciu miastach. Pomiaru dokonano raz w skali Celsjusza (°C),
a drugi raz w skali Fahrenheita (°F). Z prezentowanych danych dotyczacych tempe-
ratury wyznaczonej w stopniach Celsjusza (°C) wynika, ze: pomiedzy Biatymsto-
kiem i Katowicami jest rdznica temperatur taka sama jak pomiedzy Bialymstokiem
i Gdynig (7°C), za$ w Sewilli temperatura jest wyzsza niz w Gdyni i jest to najwiek-
sza roznica temperatur. Uzywajac skali Fahrenheita®®, mozemy nadal stwierdzi¢ to
samo co w przypadku skali Celsjusza, czyli: pomi¢dzy Biatymstokiem i Katowi-
cami jest roznica taka sama jak pomigdzy Bialymstokiem i Gdynig (12,6°F), za$
w Sewilli temperatura jest wyzsza niz w Gdyni i nadal jest to najwigksza roznica
temperatur. Nie mozna tu jednak stwierdzi¢, ze w Sewilli jest 1,6 (40/25 = 1,6) razy
cieplej niz w Biatymstoku. Skala Celsjusza daje inny wynik niz zastosowanie skali
Fahrenheita. W ostatnim przypadku iloraz ten wynosi 1,35 (104/77 = 1,35).

Niemoznos¢ obliczania ilorazu w przypadku skali interwalowej wynika z braku
zera absolutnego na skali przedziatlowej. Jest ono na tej skali umowne. Brak zera
absolutnego nie oznacza, ze cecha o warto$ci zero nie wystgpuje, na przyktad tem-
peratura 0°C oznacza istnienie cechy temperatury o przypisanej warto$ci zero, przy
ktoérej ma miejsce pewien proces fizyczny.

52 przeksztalcenie zamieniajace temperature podang w stopniach Celsjusza (Tc) na temperature
w stopniach Fahrenheita (Tf ) opisuje nastgpujacy wzor:T, =32+ 2.T,. Analogiczne przeksztalcenie

mozna zapisaé, dokonujac odwrotnej transformacji: T :%-(‘l‘f _32).
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Innym przyktadem skali przedziatowej jest rok urodzenia. Zero w kalendarzu
chrze$cijanskim oznacza istniejaca rzeczywiscie datg, umownie przyjeta jako
punkt odniesienia. Nie mozemy powiedzie¢, Ze zero oznacza niewystgpowanie
cechy, ale jest jednym z jej wariantoéw. Do innych przyktadow pomiaru w skali
interwatowe]j naleza: data zajsScia zjawiska czy indeksy spoteczne (poziom ubo-
stwa, korupcji).

3.1.4. Skala ilorazowa

Najmocniejszg skalg jest skala ilorazowa, na ktorej oprocz dziatan juz wymienio-
nych mozna oblicza¢ ilorazy (stosunki) wartosci cech. Zatem, oprocz dodawania
i odejmowania, mozliwe jest tez mnozenie i dzielenie. Na tej skali istnieje zero
absolutne niezalezne od badacza. Zerowa warto$¢ cechy oznacza w tym przypadku
jej brak (niewystepowanie zjawiska). Przyktadami zastosowania skali ilorazowej
sg pomiary: ptac, dochodow, wydatkow i tym podobnych danych ekonomicznych
w ujeciu warto§ciowym, jak rowniez takich cech, jak waga, wzrost, wiek, ceny
towardow i uslug, czas trwania zjawiska (produkcji, dostawy, wykonania ustugi),
liczba turystow, liczba hoteli itp. Szereg przedstawiony w tabeli 2.1 (rozktad ocen)
jest przyktadem cechy mierzonej w skali ilorazowe;.

Ogolnie rzecz biorgc, skale pomiarowe, w zaleznosci od ilosci mozliwych
do wykonania dziatan, dzieli si¢ na slabe, do ktorych naleza skale nominalna
i porzadkowa, oraz skale mocne (silne), tworzone przez skale przedziatlows i po-
rzagdkowa. To, ktora skala pomiaru zostanie uzyta, zalezy zarowno od specyfiki
cechy, jak tez od celu badania. Cechy, ktore mozna mierzy¢ na skali mocnej, mozna
takze mierzy¢ na skalach stabszych, np. gdy nie interesujg nas doktadne wartosci
cechy, a jedynie pewne przedziaty (np. dochody: niskie, $rednie, wysokie), woOw-
czas pomiar jest dokonywany w skali porzadkowej, a nie ilorazowej. Nigdy nato-
miast nie moZemy dokonywaé przejscia odwrotnego, czyli cechy mierzone tylko
W skalach niiszych traktowaé tak, jakby byly mierzone w skalach wyZszych.

3.2. Material statystyczny — zbieranie i wstepne przetwarzanie

Zebranie materialu statystycznego i jego przetwarzanie powinno by¢ realizowane
w kilku nastepujacych po sobie krokach. Kroki te $ciSle zwigzane sg z zadaniami,
jakie pelni statystyka. Kazde badanie powinno by¢ poprzedzone okresleniem jego
celu i zakresu. Dopiero wowczas mozna przeprowadzi¢ obserwacje¢ jednostek po-
pulacji. Nastepnie na ich podstawie konstruowany jest szereg lub tworzone sg sze-
regi statystyczne (gdy analizie podlegajg przynajmniej dwie cechy), a uzyskany
material jest opracowywany poczatkowo w formie tablic czy wykreséw. W oparciu
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o utworzony szereg obliczane sg nastepnie pewne charakterystyki, ktorych wyniki
podlegajg analizie. Schematycznie dziatania te zostaly przedstawione na rysunku 3.1.

1. Okreslenie celu prowadzenia badania statystycznego }
LV
2. Obserwacja jednostek populaciji,
czyli zbieranie materiatlu statystycznego
A9

w oparciu o dane surowe (wyjsciowe)

4. Opracowanie zebranego materiatu statystycznego
w oparciu o skonstruowany szereg statystyczny
w formie tablic, wykresow i pewnych charakterystyk opisowych

U

p— - — n— n—

3. Konstrukcja szeregu lub szeregdéw statystycznych V

5. Analiza wynikow

.~/

Rysunek 3.1. Etapy badania statystycznego

Zrédto: opracowanie wiasne.

Czytajac opisy poszczegodlnych etapow, mozna wysnu¢ wniosek, ze ostatni
krok jest najprostszym, bo najkrotszym w opisie elementem. Nic bardziej mylnego.
Jest to etap, ktory wymaga od badacza posiadania ogromnej wiedzy, jak tez do-
glebnego przemyslenia, zwlaszcza w przypadku, gdy analizowane s3 nietypowe
dane lub badaniu podlega szeroki ich zestaw. W dobie szybko postepujacej kompu-
teryzacji wiele dziatan moze by¢ zastgpionych przez odpowiednio dobrane pro-
gramy, jednak mimo zastosowania nawet najlepszych i najnowocze$niejszych
z nich, nadal w gestii badacza pozostaje kilka kluczowych elementow, w tym prze-
de wszystkim decyzja o sposobie zbierania danych, wybor obliczanych charaktery-
styk, a zwlaszcza analiza otrzymanych wynikow. Zaden funkcjonujacy obecnie
program nie jest w stanie samodzielnie tego dokonac.

3.2.1. Rodzaje szeregdw statystycznych

Pierwszym etapem badania statystycznego, jak wspomniano powyzej, jest zebranie
materiatu statystycznego. Po okresleniu celu i zakresu badania mierzy sie, w przy-
padku cechy ilosciowej, warto$¢ cechy u kazdej jednostki statystycznej badanej
populacji (np. wzrost kazdego studenta PB) lub okresla odmiang cechy w przypad-
ku cechy jakosciowej (np. kolor oczu kazdego studenta PB). Otrzymujemy zbior
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danych okreslany mianem danych surowych. Surowy materiat statystyczny stano-
wi nieuporzadkowany zbior liczb i nie da si¢ w oparciu o niego przeprowadzié
analizy 1 wycigga¢ wnioski co do prawidlowosci w rozkladzie cechy. Aby to bylo
mozliwe, nalezy dane surowe usystematyzowaé, czyli przedstawi¢ w postaci sze-
regu statystycznego, a wigc de facto skonstruowac rozktad cechy. Sposob kon-
strukcji szeregu statystycznego zalezy w gldéwnej mierze od typu cechy statystycz-
nej.

Podstawowym podziatem szeregoéw statystycznych jest Kryterium czasu. Jesli
pomiar cechy dokonywany jest w kolejnych momentach na jednej i tej samej jed-
nostce, wowczas moOwimy o Szeregu czasowym lub inaczej dynamicznym
(chronologicznym). Przyktadem takiego szeregu moze by¢ pomiar dochodu budzetu
panstwa w Polsce w kolejnych latach, ktdry zostat przedstawiony w tabeli 3.6.

Tabela 3.6. Dochdd budzetu panstwa w Polsce w latach 2005-2010

Rok Dochdd budzetu pafistwa [w min z4]
2005 179772
2006 197 640
2007 236 368
2008 253 547
2009 274183
2010 250 303

Zrédto: Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2011,
Gloéwny Urzad Statystyczny, Warszawa 2011, s. 57.

Jesli pomiar cechy dokonywany jest w jednym momencie lub okresie na wielu
jednostkach statystycznych, wowczas moéwimy o szeregach (danych) przekrojo-
wych. Przyktadem szeregu skonstruowanego dla tego typu danych moze by¢ pomiar
przeci¢tnych miesiecznych wydatkow przypadajacych na jedna osobe w Polsce
W poszczegolnych wojewodztwach w 2010 roku, przedstawiony w tabeli 3.7.

Tabela 3.7. Przeci¢tne miesi¢czne wydatki na jedng osobe w Polsce w 2010 roku

Wojewodztwo Wydatki na 1 osobg [w z1]
Dolnoslaskie 1018,93
Kujawsko-pomorskie 923,63
Lubelskie 825,53
Lubuskie 972,30
Lodzkie 1035,64
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Wojewodztwo

Wydatki na 1 osobe [w zt]

Matopolskie 949,82
Mazowieckie 1299,85
Opolskie 1021,90
Podkarpackie 820,00
Podlaskie 850,56
Pomorskie 999,05
Slaskie 1005,93
Swigtokrzyskie 831,70
Warminsko-mazurskie 866,15
Wielkopolskie 901,27
Zachodniopomorskie 964,94

Zrodto: Rocznik Statystyczny Wojewodztw 2011,
Gltoéwny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012, s. 330.

Jesli badanie taczy pomiar w przestrzeni (przekrojowy) z pomiarem w czasie,
wowczas mowimy o danych przekrojowo-czasowych lub panelowych®. Przy-
ktadem bedzie pomiar wytworzonego produktu narodowego brutto w poszczego6l-

nych wojewddztwach w latach 1990-2000, ktory przedstawiono w tabeli 3.8.

Tabela 3.8. Produkt narodowy brutto w poszczegdlnych wojewddztwach w latach 2005-2009

Produkt narodowy brutto [w mln zt]

Wojewodztwo
2005 2006 2007 2008 2009
Dolnoslaskie 76943 85774 96 385 103412 110 448
Kujawsko-pomorskie 46469 50217 55414 59 624 61 721
Lubelskie 38388 40849 45504 50 285 51082
Lubuskie 23455 24942 27 473 28893 30 358
Lodzkie 61110 65628 73117 79195 81869
Matopolskie 71748 78789 86 974 95016 99 509
Mazowieckie 210219 229212 255 560 275 375 293974
Opolskie 22405 23338 26 478 29 240 29 680

53 Wielu autoréw uzywa pojecia ,,dane” na okreslenie szeregu, czyli uporzadkowanego zbioru da-
nych. W biezacej literaturze zamiast pojgcia ,,szereg” autorzy uzywaja pojecia dane. Autorki wolg
uzywac stowa szereg jako kategorii o wezszym znaczeniu, oznaczajacej dane uporzadkowane w tenze

szereg, cho¢ wielu autorow uzywa tych poje¢ zamiennie.

38




Produkt narodowy brutto [w min zt]

Wojewodztwo
2005 2006 2007 2008 2009
Podkarpackie 37319 39894 43823 48 385 50 684
Podlaskie 22909 24427 27321 29 047 30903
Pomorskie 55 602 60250 66 962 70 341 76 243
Slaskie 130 442 137959 153 066 167 823 175 324
Swigtokrzyskie 24794 27084 30424 34051 34747
Warminsko-mazurskie 28 153 29977 32681 35214 37076
Wielkopolskie 92 813 98806 109 028 118 478 127 361
Zachodniopomorskie 40533 42887 46 529 51 052 52 389

Zrodlo: Rocznik Statystyczny Wojewddztw 2011, Gtowny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012, s. 90;
Rocznik Statystyczny Wojewédztw 2009, Gtowny Urzad Statystyczny, Warszawa 2010, s. 88; Rocznik

Statystyczny Wojewodztw 2008, Gtoéwny Urzad Statystyczny, Warszawa 2009, s. 84.

Uporzadkowany material statystyczny podlega dalszej obrobce. Przy wielu
jednostkach statystycznych konstruowany jest szereg rozdzielczy, inaczej szereg
strukturalny. Przypominamy, zZe jest to szereg statystyczny przedstawiony w for-
mie dwukolumnowej (dwuwierszowej) tablicy statystycznej. W pierwszej kolum-
nie podawane sg poszczeg6lne odmiany cechy lub czas pomiaru, w drugiej za$
kolumnie odnotowuje sig¢, ile jednostek w badanej zbiorowosci ma dang odmiang
cechy. Tak uporzadkowany szereg nazywany jest empirycznym rozkladem cechy
w badanej populacji lub probie. Przyktady roznych typow rozktadow w schema-

tycznej postaci przedstawiono na rysunku 3.2.
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Rysunek 3.2. Przyktady rozktadow: a) symetryczny, b) umiarkowanie asymetryczny
(asymetria prawostronna umiarkowana), c) silnie asymetryczny (asymetria silna lewostronna),
d) rozktad réwnomierny, e) rozktad typu U, f) rozktad bimodalny, g) lewostronny rozktad skrajnie
asymetryczny (typu L), h) prawostronny rozktad skrajnie asymetryczny (typu J)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Ponizej przedstawiamy przyktady prezentujace rdzne typy rozktadow teore-
tycznych w oparciu o dane rzeczywiste. Prezentowane szeregi rozdzielcze zostaty
wzbogacone 0 wykresy, nazywane histogramami, ktorych konstrukcja szczegoto-
WO zostanie opisana W rozdziale nastgpnym.

Przykdad 3.1

Ponizsza tabela przedstawia wiek bezrobotnych zarejestrowanych w 2000 roku w Polsce.

Tabela 3.9. Bezrobotni zarejestrowani wedtug wieku w 2000 roku w Polsce

Wiek (w latach) Liczba bezrobotnych (w tys.)
24 lata lub mniej 823,5
25-34 713,2
35-44 656,5
45-54 461,9
55 lat i wigcej 47,5

Zrédto: Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
Gltoéwny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012;
zrédto dostepu:http://mww.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny rp_2012.pdf, s. 241.

W analizowanym przyktadzie badang populacja sa osoby zarejestrowane jako
bezrobotne w Polsce w 2000 roku. Jednostkg statystyczng jest jeden czlowiek,
ktory w 2000 roku byt zarejestrowanym bezrobotnym. Cecha, jaka jest brana pod
uwage w niniejszej analizie, jest wiek, za$ jednostka pomiaru cechy lata®.

900 A\
800
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600
500
400
300
200
100
0 : |

24 latlub 25-34 35-44 45-54 55 lati

mniej wiecej

Wykres 3.1. Bezrobotni zarejestrowani wedtug wieku w 2000 roku w Polsce

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie; Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
Glowny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012;
zrodio dostepu: http://ww.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny_rp_2012.pdf, s. 241.

% Co oznacza, podkreslmy, ze pomiar jest prowadzony z dokladnoscia do jednego roku.
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Analizujac liczebnos$ci badanego szeregu, mozna zauwazy¢, ze malejg one syste-
matycznie. Dodatkowo mozna to zaobserwowaé na wykresie 3.1. Taki ksztatt hi-
stogramu $wiadczy o skrajnej asymetrii®.

Przyktad 3.2

Ponizsza tabela prezentuje dane dotyczace ludnosci w wieku 15 lat i wigcej wedtug
wieku na podstawie spisu w 2011 roku.

Tabela 3.10. Ludno$¢ w wieku 15 lat i wigcej wedtug wieku na podstawie spisu w 2011 roku

Wiek (w latach) Liczba ludnosci (w tys.)
15-24 5223,6
25-34 6 393,6
35-44 51717
45-54 5376,5
55-64 5284,0
65 lat i wigcej 5230,2

Zrodto: Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
Glowny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012;
zrodto dostepu: http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny_rp_2012.pdf, s. 225.

Analizowang w tym przyktadzie zbiorowosciag sa osoby, ktore ukonczytly
co najmniej 15 lat i uczestniczyly w 2011 roku w spisie ludnosci. Jednostka staty-
styczna jest kazda osoba uczestniczaca w spisie z 2011 roku, ktéra ma 15 lub wie-
cej lat. Analizowang cechg jest wiek, zas jednostka pomiaru wieku sg lata.

55 Komentarza wymaga domkniecie przedzialéw — do tego wrocimy w kolejnym podrozdziale, gdzie
zostang oméwione podstawy konstrukcji szeregu rozdzielczego.
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Wykres 3.2. Ludno$¢ w wieku 15 lat i wigeej wedtug wieku na podstawie spisu w 2011 roku

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
Glowny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012;
zrodto dostepu: http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny_rp_2012.pdf, s. 225.

Zaréwno analiza liczebno$ci zawartych w tabeli 3.10, jak tez ksztattu wykresu 3.2
wskazuje, ze jest to rozklad prawie rownomierny. Jedynie jeden shupek goruje
(co prawda w niewielkim stopniu) nad pozostatymi stupkami. Przekracza on warto$¢
6 tys. 0sob, za$ pozostate sa prawie stale, oscylujac wokot liczebnosci 5 200-5 300 tys.
0s0b.

|

Przykiad 3.3

Ponizsza tabela 3.11 prezentuje rozktad powierzchni [m?] dziatek rekreacyjnych
przeznaczonych na sprzedaz na Mazurach w 2000 roku.

Tabela 3.11. Powierzchnia [m?] dziatek rekreacyjnych przeznaczonych na sprzedaz na Mazurach w 2000 roku

Powierzchnia Liczba dziatek
250-300 13
300-350 18
350-400 26
400-450 24
450-500 19

Zrodto: Rocznik Statystyczny wojewédztwa podlaskiego 2002, Warszawa 2002, s. 153.

W opisanym przykladzie analizowang zbiorowoscig sg dziatki przeznaczone
na sprzedaz na Mazurach w 2000 roku. Jednostka statystyczng jest kazda z dziatek
oferowanych na sprzedaz w 2000 roku, zlokalizowana na Mazurach. Cecha staty-
styczng jest w tym przypadku powierzchnia dziatki, a jednostka pomiaru metry
kwadratowe.
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250-300 300-350 350-400 400-450 450-500

Wykres 3.3. Powierzchnia [m?] dziatek rekreacyjnych przeznaczonych na sprzedaz
na Mazurach w 2000 roku

Zr6dto: opracowanie whasne na podstawie Rocznik Statystyczny wojewddztwa podlaskiego 2002,
Warszawa 2002, s. 153.

Przedstawiony wykres 3.3 reprezentuje rozktad o umiarkowanej asymetrii le-
wostronnej (analizujac ksztatt, mozna zauwazy¢, ze obie strony wykresu nie sa
symetryczne wzgledem jego srodka — po lewej stronie wysokos$ci stupkow repre-
zentujacych liczebnosci poszczegodlnych klas zaczynaja si¢ od nizszej wartoSci
i rosng szybciej niz po prawej stronie).

|

Przyktad 3.4

Tabela przedstawia rozktad zgondéw mezczyzn wedtug wieku w Polsce w 1959
roku.

Tabela 3.12. Rozktad zgonéw mezczyzn wedtug wieku w Polsce w 1959 roku

Wiek Liczba mezczyzn (w tys.)
0-4 18,0
5-9 0,8

10-14 0,7

15-19 1,3

20-24 2,0

25-34 2,4

35-44 3,6

45-54 8,2

55-64 21,3

Zrodto: Rocznik statystyczny 1961, GUS, Warszawa 1961, s. 36, tabl. 26 (46).
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Analizowang w podanym przykladzie zbiorowos$cig sg mezczyzni, ktorzy
zmarli w 1959 roku w Polsce. Jednostkg statystyczng jest kazdy mezczyzna, ktory
umart w Polsce w 1959 roku. Cechg brang pod uwagg w podanym zestawieniu jest
wiek tych o0sob, natomiast jednostka pomiaru wieku — lata.

——
0 | :

0-4 49 10-14 15-19 20-24  25-34 35-44 45-54 55-64
Wykres 3.4. Rozktad zgonow mezcezyzn wedhug wieku w Polsce w 1959 roku
Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie: Rocznik statystyczny 1961,

GUS, Warszawa 1961, s. 36, tabl. 26(46).

Podany powyzej wykres 3.1 prezentuje przyktad rozktadu okre§lanego jako
rozklad U (rysunek 3.2e). Na wykresie mozna zaobserwowac, ze dwa skrajne
przedzialy maja najwicksze liczebnos$ci, czyli najwigcej mezczyzn (czyli chlop-
cow) umarto w 1959 roku w wieku od 0 do 4 lat i pomigdzy 55 a 64 rokiem Zycia.

|

Przykdad 3.5

Struktura pracujacych z wyksztalceniem wyzszym wedlug wieku w IV kwartale
2001 roku na 100 oséb.
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Tabela 3.13. Rozktad pracujacych z wyksztatlceniem wyzszym wedtug wieku
w 1V kwartale 2001 roku na 100 0séb

Wiek pracujacych Liczba 0s6b pracujacych
z wyksztalceniem wyzszym z wyksztalceniem wyzszym (na 100 osob)
15-24 47
25-34 20,1
35-44 14,4
45-54 15,2
55-64 20,0
64 i wigcej 17,5

Zrédto: Maly Rocznik Statystyczny Polski 2002, tabl. 5 (90), s. 142.

W przytoczonym przyktadzie zbiorowoscig sa osoby pracujace w IV kwartale
2001 roku podawane w przeliczeniu na 100 oséb. Jednostka jest jeden zatrudniony
w IV kwartale 2001 roku w przeliczeniu na 100 oséb. Cechg statystycznag jest wiek
pracujacych, za$ jednostkg pomiaru — lata.

20
16
12

4

15-24 25-34 35-44 45-54 55-64 641 wigcej

Wykres 3.5. Pracujacy z wyksztatceniem wyzszym wedtug wieku w IV kwartale 2001 roku
na tys. osob

Zrodto: opracowanie wilasne.

Wykres 3.5 przedstawia przyktad rozktadu okreslanego jako bimodalny, czyli
posiadajacy dwa szczyty (wigcej informacji o tym znajdzie si¢ w rozdziale o mia-
rach przecigtnych).

|

46



Przyktad 3.6

Tabela 3.14 prezentuje wiek kobiet skazanych prawomocnie przez sady po-
wszechne za przestgpstwa Scigane z oskarzenia publicznego w 1992 roku.

Tabela 3.14. Rozktad wieku kobiet skazanych prawomocnie przez sady powszechne
za przestepstwa $cigane z oskarzenia publicznego w 1992 roku

Wiek skazanych kobiet Liczba kobiet
20-25 1166
25-30 965
30-35 1280
35-40 1664
40-45 1584
45-50 1149
50-55 591
55-60 760

Zrodto: Rocznik statystyczny GUS 1993, GUS, tabl. 21 -(147), s. 94.

Przytoczone dane dotycza zbiorowosci kobiet skazanych w 1992 roku prawo-
mocnie przez sady powszechne za przestgpstwa $cigane z oskarzenia publicznego.
Jednostka statystyczng jest kazda kobieta skazana prawomocnie w 1992 roku przez
sad powszechny za przestepstwo $cigane z oskarzenia publicznego. Badang cecha
jest wiek tych kobiet, za$ jednostkg pomiaru sg lata.

1800
1600
1400
1200
1000 - I Y Y [ R PESS——
sco4 | I I I 1| |
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400 -
200 A
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20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60

Wykres 3.6. Wiek kobiet skazanych prawomocnie przez sady powszechne
za przestgpstwa $cigane z oskarzenia publicznego w 1992 roku

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Powyzszy przyktad nietypowego rozktadu prezentuje rozktad, ktory uznaje si¢
za ztozenie dwoch rozktadow typu U.
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3.2.2. Konstrukcja szeregu rozdzielczego

Celem otrzymania empirycznego rozktadu cechy nalezy dokonac¢ klasyfikacji (gru-
powania) jednostek statystycznych w populacji wedlug wartosci cechy. W przy-
padku cech skokowych o niewielkiej liczbie mozliwych odmian jednostki klasyfi-
kuje sie wedtug wartosci cechy, to znaczy, ze kazda odmiana cechy stanowi odreb-
ng grupe jednostek statystycznych zwang klasg. Przykladem takich cech moga
by¢: liczba dzieci w rodzinie, liczba izb w mieszkaniu, liczba 0os6b w gospodar-
stwie domowym, ilo$¢ sprzgtu AGD w uzytkowaniu gospodarstwa domowego.
Tworzenie szeregu statystycznego bedzie w takim przypadku polegato na okresle-
niu klas badanej cechy oraz podaniu, ile jednostek statystycznych nalezy do danej
klasy. Jest to rownorzedne podaniu empirycznego rozktadu cechy.

Przyktad 3.7

Na pewnej niewielkiej uczelni postanowiono zbadac, z jak licznych rodzin pocho-
dzg ich studenci, przeprowadzono zatem badanie polegajace na zapytaniu kazdego
studenta, ile ma rodzenstwa. Po dodaniu do liczby podanej przez studenta jednosci
otrzymano, ile dzieci jest w danej rodzinie. Okazato si¢, ze najwigksza liczba ro-
dzenstwa wynosila cztery, co oznacza, ze rozpictos¢ wartosci badanej cechy (licz-
ba dzieci w rodzinie) wynosi od jeden do pigciu. Po zliczeniu, ile 0s6b znajduje si¢
w poszczegolnych klasach cechy, otrzymane dane przedstawiono w formie tabeli
3.15 prezentujacej w pierwszych dwoch kolumnach szereg statystyczny rozktadu
liczby dzieci w rodzinach studentow tej uczelni.

Tabela 3.15. Rozktad liczby dzieci w rodzinie studenta uczelni X

Kumulacja Kumulacja
Warto$é cechy | Liczebnoéé CZ@St?\_éé Czestosé liczebrllg)léci CZQSt‘ﬁfi
Xi ni W= [w %] ey :zni Wy :zwi
i=1 i=1
1 892 0,262 26,2 0 0,000
2 1157 0,340 34,0 892 0,262
3 798 0,234 234 2049 0,602
4 435 0,128 12,8 2 847 0,836
5 121 0,036 3,6 3282 0,964
Razem 3403 1,000 100,0 3403 1,000

Zrédto: dane umowne.
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Kolumny pierwsza i druga powyzszej tabeli prezentujg rozklad cechy liczba
dzieci w rodzinie studenta. Kolumny trzecia i czwarta to alternatywne mozliwosci
przedstawienia liczebno$ci poszczegdlnych odmian cechy w postaci czgstosci
w zapisie dziesigtnym (kolumna trzecia) lub procentowym (kolumna czwarta).
Przedostatnia i ostatnia kolumna (piata i szosta) przedstawiaja odpowiednio sku-
mulowane liczebnosci i czestoscei, ktore interpretuje si¢ jako liczbg jednostek staty-
stycznych posiadajacych ceche do danej wartosci Xi.

Liczba zero w pierwszym wierszu w piatej 1 szostej kolumnie tabeli 3.15
oznacza, ze nie ma studentéw pochodzacych z rodzin o liczbie dzieci mniejszej
niz jeden (mniej niz jeden w podanym przypadku moze oznacza¢ jedynie zerowa
liczbe dzieci — jest to sytuacja oznaczajaca, ze niec ma w danej rodzinie dzieci,
€0 oznacza niemozliwe do zajscia w naszym przekladzie zdarzenie, bo badany
student tez jest dzieckiem swoich rodzicéw). Dla wartosci X1 = 2 liczebno$¢ sku-
mulowana oznacza liczbe studentdow o liczbie dzieci w rodzinie ponizej dwdch
(awiec liczbe rodzin posiadajacych doktadnie jedno dziecko). W tym wierszu
wielko$¢ 892 oznacza liczbe studentéw pochodzacych z rodzin o liczbie dzieci
do dwoch, ale bez dwoch. Nastepna warto$¢ skumulowana 2049 oznacza liczbe
studentéw z rodzin o liczbie dzieci ponizej trzech itd.

W tabeli 3.15 podano szereg wyjsciowy cechy oraz szereg skumulowany,
gdyz oba najczesciej si¢ podaje razem. Formalnie, zgodnie z jedng z dwoch moz-
liwych definicji, szereg skumulowany, zwany tez dystrybuanta empiryczna,
mozna przedstawic tak jak w tabeli 3.16a lub cz¢éciej, gdy nie prowadzi to do nie-
porozumien zwigzanych z interpretacjg wynikow, jak w tabeli 3.16b. Wyjasniajac
roéznice pomigdzy obiema tabelami, nalezy zaznaczy¢, ze nawias otwarty ,,)” kon-
czacy zapis w tabeli 3.16a oznacza, ze kraniec przedzialu nie jest wilaczony
do przedziatu, zas nawias domknigty ,,|” oznacza, ze obiekty o warto$ciach row-
nych krancowi przedziatu sa do niego zaliczane. Warto rowniez podkresli¢ r6znice
w sposobie konstrukcji liczebno$ci skumulowanej. I tak w przypadku postaci sze-
regu zamieszczonego w tabeli 3.16a sumowane sg w kolumnie drugiej liczebnos$ci
poprzedzajace dany wiersz, za§ w wersji 3.16b brana jest pod uwage, oprocz li-
czebnosci poprzedzajacych, rowniez liczebnos¢ w biezacym wierszu.
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Tabela 3.16. Rozktad liczby dzieci w rodzinie studenta uczelni X — szeregi skumulowane

a. Kumulacja b. Kumulacja
Wartos$¢ cechy liczebnosci Wartos¢ cechy liczebnosci
do bez x; k=1 do xi tacznie z Xi k

[-20, xi] Nksk = zni [0, xi] Nksk = 2 N

i=1 i=1
do1l 0 do1l 892
do 2 892 do2 2 049
do3 2 049 do3 2 847
do4 2 847 do4 3282
do5 3282 do5 3403

Razem lub do 6 3403 Razem

Zrodto: dane umowne.
|

W przypadku cech skokowych o znacznej liczbie mozliwych odmian oraz
w przypadku cech ciaggtych o teoretycznie nieskonczonej liczbie odmian jednostki
klasyfikujemy w pewne przedzialy warto$ci cechy zwane przedzialami klasowy-
mi. Wszystkie mozliwe warto$ci cechy dzieli si¢ wowczas na przedziaty klasowe,
przy czym podzial ten (1) musi by¢ ciagly, tzn. nie mozna w nim opusci¢ zadnej
odmiany cechy. Nastepnie wszystkie jednostki populacji sg zaliczane do ktdregos
z przedziatow klasowych. Klasyfikacja jednostek musi by¢ (2) rozlaczna i (3)
zupelna. Roztacznos¢ w tym przypadku oznacza, ze jedna jednostka nalezy tylko
i wylacznie do jednego przedziatu klasowego, zupetno$¢ zas, ze zadna jednostka
nie zostanie pominieta w klasyfikacji (4). Zaden tez przedzial klasowy nie moze
by¢ pusty, czyli mie¢ zerowg liczebnos¢.

Szeregi rozdzielcze z przedziatami klasowymi nazywa si¢ Szeregami wielo-
stopniowymi. Konstrukcja takiego szeregu nie jest sprawa trywialng i o ile mozna
znalez¢ w literaturze wskazowki, jak konstruowac szereg rozdzielczy, to nie sa one
jednoznacznie obowigzujace z powodu réznorodnosci obszarow badawczych oraz
wigzacych si¢ z tym danych statystycznych. Nie ma ,,praw” czy ,,twierdzen” okre-
slajacych sposob konstrukcji szeregu. Jest to zagadnienie, w ktorym decydujacy
w duzej mierze jest cel badania oraz doswiadczenie i1 subiektywny osad badacza
konstruujacego szereg.
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Przyktad 3.8

Zapytano uczniéw jednej z biatostockich szkot o ocene, jaka otrzymali z ostatniego
sprawdzianu z matematyki. Wyniki byly nastepujace: 5; 4; 5; 3; 2; 3; 5; 5; 5, 6; 1, 2; 4; 4;
1;1;2;5;3;3;4;3;1;2,6,4,4,3,4,3;3, 3,4, 1,53, 2,2, 2, 3, 1,4, 1, 6; 4, 5;, 4, 3; 3; 2.

Chcac dokona¢ analizy otrzymanych w ten sposob danych w pierwszym kroku
nalezy okresli¢ zbiorowo$¢, jednostke statystyczna, jednostke pomiaru i ceche oraz
dokonac¢ jej klasyfikacji.

Zatem badang populacje stanowig uczniowie jednej z biatostockich szkoét pi-
szacy okreslonego dnia sprawdzian z matematyki, za$ jednostka statystyczng jest
kazdy z piszacych sprawdzian uczniéow. Cecha, ktora zréznicowala zbiorowosé
ucznidw, jest ocena uzyskana ze sprawdzianu z matematyki wyrazona w postaci
punktow skali ocen. Jest to cecha skokowa przyjmujaca wartosci ze skali ilorazowej.

Po dokonaniu powyzszej klasyfikacji nalezy przystapi¢ do uporzadkowania
otrzymanych warto$ci w porzadku rosngcym lub malejagcym. W tym wypadku zo-
stal zastosowany pierwszy z nich, co doprowadzilo do otrzymania nastgpujacego
zbiorudanych: 1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,
3,4,4,4,4,4,4,4,4/4 4,4 5/5/5/5/5,5/5,5,6,6,6.

Dzigki uporzadkowaniu tatwiej jest skonstruowaé szereg rozdzielczy cechy.
Wida¢é, ze w analizowanym przyktadzie wystepuje sze$¢ wariantow cechy: warto-
$ci oceny od 1 do 6 wilacznie. Dlatego utworzona tabela bedzie miata sze$¢ wierszy
numerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi ie{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Wskazany
numer wiersza z szeregu rozdzielczego cechy dyskretnej zawiera przynajmniej
dwa podstawowe elementy: x; (i-ta odmiana cechy i jej warto$¢) oraz n; (liczebnosé
i-tej odmiany cechy). Liczebnos¢ catej populacji oznaczana jest na ogdt symbolem
nlub N. Czgsto zamiast liczebnosci lub jako uzupehienie informacji podaje si¢
czgstos¢  wystepowania cechy (nazywang takze frakcja lub procentem),
a oznaczana jako fi lub wi. czesto$¢ wystepowania cechy jest istotna, gdy porownu-
jemy rozktady o r6znych ilosciach jednostek statystycznych.

Tabela 3.17. Rozktad ocen ze sprawdzianu z matematyki

. . Czgstos¢
Ocena ze sprawdzianu z matematyki | Liczba uczniéw n.
Xi N W, = —
N

1 7 0,14

2 8 0,16

3 13 0,26

4 11 0,22

5 8 0,16

6 3 0,06
Razem 50 1,00

Zrodto: dane umowne.
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W omawianym przykladzie otrzymano szereg rozdzielczy cechy dyskretnej
przedstawiony w tabeli 3.17. Wida¢, ze najliczniejszg grupe stanowili uczniowie,
ktorzy otrzymali oceng¢ 3, za§ najmniej bylo tych, ktorzy sprawdzian napisali
na najwyzsza note.

|

Przyktad 3.9

Dane dotycza wagi 100 studentek kierunku zarzadzanie (dane umowne):

52; 46; 50; 53; 59; 58; 54, 55; 53; 52; 52; 53; 49; 61; 59; 57, 49; 63; 57; 56; 54, 51,
61; 64; 56; 49; 59; 57; 63; 49; 48; 52; 67; 57; 56; 61; 51; 47; 50; 58; 50; 52; 52; 57;
54: 57; 55; 54; 64:; 69; 53; 47; 61; 54; 61; 59; 58; 51; 48; 53; 55; 56; 58; 65; 55; 49;
54; 44; 53; 45; 57; 58; 53; 55; 54; 60; 49; 48; 57, 60; 52; 47, 57; 58; 60; 55; 46; 48;
54; 53; 57, 53; 55; 59; 48; 53; 53; 51, 52; 57.

Zbiorowos¢ statystyczng stanowia tu wszystkie (w liczbie sto) studentki kie-
runku zarzadzanie. Jednostkami statystycznymi sg pojedyncze studentki, za§ mie-
rzong cechg statystyczng waga ich ciata. Jest to cecha mierzalna (ilosciowa), cig-
gla. Jednostka pomiaru sa kilogramy.

Biorac pod uwage fakt, ze badaniu poddano 100 kobiet ze wzgledu na ceche
ciggla, nalezy utworzy¢ szereg rozdzielczy przedziatowy.

Po ustawieniu danych w porzadku rosngcym
@ otrzymujemy:
44; 45; 46; 46; 47, 47, 47, 48; 48; 48; 48; 48; 49; 49;
‘ 49; 49; 49; 49; 50; 50; 50; 51; 51; 51; 51; 52;
52;52:52; 52; 52; 52; 52; 53; 53; 53; 53; 53; 53; 53;
53; 53; 53; 53; 54; 54; 54; 54; 54; 54; 54; 54; 55; 55;
\\ 55; 55; 55; 55; 55; 56; 56; 56; 56; 57; 57; 57; 57; 57;
‘ 57,57, 57; 57; 57; 57, 58; 58; 58; 58; 58; 58; 59; 59;
59; 59; 59; 60; 60; 60; 61; 61; 61; 61; 61; 63; 63; 64;
64; 65; 67; 69.

Warto tu zauwazy¢, o czym byla mowa przy definiowaniu rodzajow cech,
ze waga jest cechg ciagla, ale ze wzgledu na ograniczenia wynikajace z zastosowa-
nego pomiaru z doktadnos$cig do petnych kilograméw®® utworzono zestaw warto$ci
dyskretnych. Ich réznorodno$¢ sprawia, ze nie mozna ich traktowac podczas gru-
powania w ten sam sposob jak w poprzednim przyktadzie 3.2. W tym przypadku
nalezy zbudowac szereg rozdzielczy przedzialowy. Pierwszym krokiem przy bu-

% Intuicyjnie traktujemy wage jako ceche ciagta, albowiem teoretycznie nie ma zadnych ograniczen
na jej warto$¢ (poza zerem). Waga przybiera wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych, jedynym ogra-
niczeniem jest doktadnos¢, z jaka jesteSmy w stanie jg zmierzy¢.
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dowie takiego szeregu jest okreSlenie liczby klas®’, jakie wyodrebnimy w zbiorze.
Mozna skorzysta¢ z jednego z ponizszych wzoréw rekomendowanych w literatu-
rze:

k =1+3,322logn. (3.2

Przedstawione wzory (3.1) i (3.2) nalezy traktowa¢ jedynie jako podpowiedzi doty-
czace liczby tworzonych klas. Do okreslenia liczby klas w analizowanym przyktadzie wy-
brano wzor (3.2) i otrzymano za jego pomoca: k =1+ 3,322log100= 7,644~ 7 Klas.

Kolejnym krokiem jest ustalenie rozpigtosci przedzialow, do czego wykorzystano
wzor:

h:M (3.3)

gdzie:

Xmax — warto$¢ najwieksza badanej cechy,

Xmin — Warto$¢ najmniejsza badanej cechy.
Podstawiajac dane, otrzymano:

_ 69-44

h =3,571~4.
7
Granice pierwszego przedziatu utworzono w nastgpujacy sposob:
X]ﬂ = Xiin _% h,
X, =% +h,

gdzie x, oznacza poczatek pierwszego przedziatu, zas x,jego koniec.
Kolejne przedziaty (dlai =2, 3,...., k) wyznacza si¢ nastepujaco:

X, = X, »

X =X +h,
1 0

przy czym X; oznacza poczatek i-tego przedziatu, za§ X jego koniec.

57 Podajemy tu ogélny schemat konstrukcji, by da¢ czytelnikowi pewne pojecie o procesie konstrukcji
szeregu. Poprawna konstrukcja szeregu nie jest sprawa prostg i wymaga duzej wiedzy i doswiadcze-
nia. Informacje na ten temat mozna znalez¢ w Bak 1 in.[2001].
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Zatem dla analizowanych danych otrzymano:
X, =44-1.4=42,

X, =42+4=46,
Xy, =X, =46,
X,, =46+4 =50,
X, =X, =66,
X, =66+4=70.

Dla tak wyznaczonych granic przedziatow® pogrupowano dane, a wyniki
przedstawiono w tabeli 3.18 (dwie pierwsze kolumny). Nalezy w tym miegjscu
przeprowadzi¢ sprawdzenie poprawnosci przeprowadzonego grupowania. Ko-
niecznos$¢ przeprowadzenia takiego postgpowania jest spowodowana tym, ze wy-
boru zaréwno liczby klas, jak irozpigtosci przedziatow dokonuje sie, bazujac
W znacznej mierze na intuicji badacza i jego do§wiadczeniu.

Grupowanie jest przeprowadzone poprawnie, gdy réznica pomigdzy srodkami
poszczegblnych przedziatdow a Srednimi arytmetycznymi warto$ci cech zakwalifi-
kowanych do przedziatéw nie przekracza potowy rozpigtosci przedziatu (dotyczy
to wylgcznie szeregu o rownej rozpigtosci przedziatdow)®®. Wyliczenia z tym zwig-
zane zostaty przedstawione w tabeli 3.18.

Tabela 3.18. Wyliczenia niezb¢dne do utworzenia szeregu i sprawdzenia poprawno$ci grupowania
danych dotyczacych wagi studentek

Przedzialy Pomiary nalezace Licze- Suma ) Sredgia Srodek 1% —%|
X -1 do poszczegblnych przedziatow | bnosé |z przedziatow przec_izmlu przedziatu |
o Xi o 2 X; Xi Xi
42-46 44; 45; 2 89 44,50 44 0,50
46; 46; 47; 47, 47, 48; 48; 48;
46-50 48: 48: 49: 49: 49: 49: 49- 49: 16 767 47,94 48 0,06
50; 50; 50; 51; 51; 51; 51; 52;
52;52;52;52;52;52; 52; 53;
50-54 53 53 53. 53. 53 53 53. 53. 26 1352 52,04 52 0,04
53; 53;
54; 54; 54; 54; 54; 54; 54, 54,
55; 55; 55; 55; 55; 55; 55; 56;
54-58 56: 56 56. 57: 57 57 57- 57+ 30 1668 55,60 56 0,40
57; 57, 57; 57; 57; 57.

%8 Opis sposobu domkniecia granic przedzialu zostanie oméwiony dalej.
59 Bgk i in.[2001].

54



Przedzialy Pomiary nalezace Licze- Suma ) Sredgia Srodek 1% —%|
X —% ] do poszczegblnych przedziatow | bnosé |z przedziatow prze(jmaiu przedziatu |
o Xi ni 2 X Xi Xi
58; 58; 58; 58; 58; 58; 59; 59;
58-62 59; 59; 59; 60; 60; 60; 61; 61; 19 1128 59,37 60 0,64
61; 61; 61;
62-66 63; 63; 64; 64; 65; 5 319 63,80 64 0,20
66-70 67; 69; 2 136 68 68 0
Suma 1,84

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Po zsumowaniu réznic wystepujacych pomiedzy suma poszczegolnych warto-
$ci zakwalifikowanych do utworzonych poprzednio klas a ich $rodkiem otrzymano
liczbe 1,84. Wynik ten jest nizszy od potowy rozpigtosci przedziatu, czyli od warto$ci
2 (0,5-h =0,5-4 = 2). Zatem przeprowadzone grupowanie nalezy uznac za poprawne.

Tabela 3.19. Szereg rozdzielczy (rozktad empiryczny i dystrybuanta empiryczna) wagi studentek

i, %1 ni fi Nisk fisk
42-46 2 0,02 2 0,02
46-50 16 0,16 18 0,18
50-54 26 0,26 44 0,44
54-58 30 0,30 74 0,74
58-62 19 0,19 93 0,93
62-66 5 0,05 98 0,98
66-70 2 0,02 100 1,00
Suma 100 1,00

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Pelng forme¢ szeregu rozdzielczego przedziatlowego utworzonego dla wagi
analizowanej grupy kobiet przedstawiono w tabeli 3.19. Zawarta tam zostata row-
niez cze$¢ dotyczaca konstrukeji zarowno rozktadu empirycznego, jak tez dystry-
buanty. Zastosowano w tym przypadku jedna z kilku dostgpnych dla badacza form
grupowania danych zwigzanych z domknigciem przedzialow. Pierwsza z opcji,
zastosowang powyzej, jest forma domknigcia przedziatu od dotu, a pozostawienia
otwartego od gory.
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Tabela 3.20. Przyktady szeregu rozdzielczego wagi studentek przy réznym domknigciu przedziatow

a. i, %1 ni b. i, =x,1 ni
42-46 2 42-45 2
46-50 16 46-49 16
50-54 26 50-53 26
54-58 30 54-57 30
58-62 19 58-61 19
62-66 5 62-65 5
66-70 2 66-69 2
Suma 100 Suma 100

Zrodlo: dane umowne.

Innym wyj$ciem jest pozostawienie otwartego dolnego kranca przedziahu,
a zamknigcie goérnego. Wowczas szereg przyjmowaltby posta¢ przedstawiong
w tabeli 3.20a. Mozna tak postgpi¢, gdyz dolny kraniec pierwszego przedziatu byt
przesunigty o potowe rozpigtosci.

Mozna réwniez przedstawi¢ szereg w postaci przedzialdow domknigtych obu-
stronnie — tabela 3.20b. Taka forme¢ szeregu rozdzielczego stosuje si¢ jedynie
W odniesieniu do cech, ktore przyjmuja catkowite wartosci lub podawane sg ze
scisle okreslong doktadnoscia (np. z doktadnoscia do miejsc dziesigtnych). W tym
przypadku nalezy pamigta, ze uprzednio wyznaczona rozpigtos¢ h=4 oznacza
liczbe jednostek pomiaru cechy mieszczacych sie¢ w danym przedziale. Dlatego
nalezy do okreslenia krancow (poza pierwszym dolnym, ktéry wyznacza si¢ tak,
jak podano powyzej) zastosowa¢ nastgpujacy schemat:

X, =X, TN=Xg, +1,
x, =% +h-L.
Nalezy zaznaczy¢, ze w sytuacji gdy stykamy si¢ ze zbudowanym szeregiem
rozdzielczym, nie przeprowadzajac samodzielnego grupowania, rozpigtos¢, ktora

wykorzystuje si¢, konstruujac niektére z podanych w dalszej czegsci podrgcznika
miar statystycznych, powinna by¢ wyznaczona nastepujaco:
h=X, ~Xiy,

Powyzszy sposob wyznaczania rozpigtosci mozna zastosowa¢ w przypadku
kazdego z powyzej zaprezentowanych sposobow domknigcia przedzialow w szere-
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gu rozdzielczym. Jednak w odniesieniu do dwdch poprzednich (tabela 3.19 i 3.20a)
mozna skorzysta¢ rowniez ze wzoru:

h=x —X .

Niezaleznie od przyjetego sposobu grupowania kazdorazowo dla danych sze-
regow rozpigtos¢ w badanym przyktadzie wynosi 4 kg.
[ |

3.3. Graficzna prezentacja danych statystycznych

Niezmiernie wazng role¢ w analizie statystycznej odgrywa graficzna prezentacja
danych statystycznych. Dzicki wykresom mozna przeprowadzi¢ nie tylko wstepng
analizg zjawiska czy zbiorowosci, ale takze dokona¢ doboru odpowiednich para-
metrow opisu rozktadu cechy. Jest to przydatne zwtaszcza wtedy, gdy operujemy
duza liczba danych.

Analizg wykresu mozna poréwna¢ do ogladania zdjecia. Gdy zobaczymy
zdjgcie, znacznie lepiej jesteSmy w stanie wyobrazi¢ sobie dang osobg (jak ona
wyglada), niz stuchajac jedynie jej opisu. Poza tym wyobrazenie wygladu powstate
w wyniku ogladania zdjecia zazwyczaj znacznie blizsze jest prawdziwemu wize-
runkowi. Podobnie jest z wykresami — pozwalaja one ,,zobaczy¢”, jak wyglada
rozktad danej cechy w zbiorowosci (szeregi przekrojowe), czy tez jak dane zjawi-
sko zachowuje si¢ w czasie (szeregi czasowe).

Wybdr wykresu powinien by¢ dostosowany do danych, jakie majg na nim zo-
sta¢ przedstawione. Graficzng prezentacje danych mozna wykonywaé zarowno
dla cech ilo$ciowych, jak i jako$ciowych. Jednak dla tak réznych typow danych
dobiera si¢ r6zne wykresy i inaczej si¢ je interpretuje.

Istnieje wiele roznych typow wykresow. W literaturze przedmiotu mozna spo-
tka¢ podzial na wykresy wymiarowe, wykresy iloSciowe i kartogramy®. Podziat
ten zostal przedstawiony schematycznie na rysunku 3.3.

60 B. Szulc [1972, s. 47-57].
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[ Wykresy ]
I I ]

[ Wykresy wymiarowe ] [ Wykresy ilosciowe ] [ Kartogramy ]

Wykresy liniowe ]

Wykresy powierzchniowe ]

Wykresy objetosciowe ]

Rysunek 3.3. Rodzaje wykresow

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie B. Szulc [1972, s. 47].

Wykresy wymiarowe tworzone sg przewaznie z rdéznego rodzaju figur geo-
metrycznych proporcjonalnych do przedstawianych zjawisk. Do najczesciej wyko-
rzystywanych nalezy zaliczy¢ odcinki (wykresy liniowe), kwadraty, prostokaty,
kota i inne figury dwuwymiarowe lub obrazy symbolizujace badane zjawisko (wy-
kresy powierzchniowe) oraz figury przestrzenne, takie jak prostopadtos$ciany, wal-
ce, ostrostupy (wykresy objetosciowe). Tworza tego typu wykresy, zwlaszcza
w przypadku powierzchniowych i obj¢tosciowych, by okresli¢, czy bedzie zmianie
ulegat jedynie jeden, dwa czy trzy wymiary prezentowanej figury.

W sytuacji gdy badacz decyduje si¢ na wykres powierzchniowy, powinien
pami¢taé, ze jeden z wymiardw zmieniany jest proporcjonalnie do wielkosci zjawi-
ska, za$ oba wymiary proporcjonalnie do pierwiastkow kwadratowych tych wiel-
ko$ci. Pierwszy ze sposobow najczgsciej prezentowany jest w postaci wykresu
sktadajacego si¢ z prostokatow o jednakowych podstawach i zmieniajacych sig
wysokos$ciach lub z prostokatow o jednakowych wysoko$ciach i zmieniajacych sie
podstawach. W ten sposob ta forma wykresu przypomina wykres liniowy.

Przyktad 3.4 (kontynuacja 3.2)

Bioragc pod uwagg dane dotyczace wynikow sprawdzianu z matematyki (przyktad
3.2), mozna wykona¢ rézne wykresy wymiarowe (wykresy 3.7-3.9) obrazujace
otrzymane wyniki. W celu przejrzystosci zapis liczbowy wartosci ocen zastgpiono
ich opisem stownym.
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celujaca

bardzo dobra
dobra

dostateczna

dopuszczajaca
niedostateczna

Wykres 3.7. Oceny ze sprawdzianu z matematyki (wykres liniowy)
Zrodto: opracowanie whasne.
Wykres 3.7 jest wykresem liniowym, w ktorym liczba ocen uzyskanych przez

ucznidw jest obrazowana przez dtugos$¢ odcinka. Latwo mozna z niego odczytac,
iz najwiecej byto ocen dostatecznych, za§ najmniej celujacych.

liczba uczniow

Wykres 3.8. Oceny ze sprawdzianu z matematyki
(wykres powierzchniowy — prostokaty o rownych podstawach)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Kolejny wykres (3.8) prezentuje przyktad wykresu powierzchniowego — zmia-
nie ulega jedynie wysokos$¢ prostokatow, ich podstawy pozostajg state. Tak przyje-
ta forma sprawia, ze wykres ten jest zblizony pod katem jego interpretacji do wy-
kreséw liniowych. Wykres powierzchniowy, w ktérym zmianie ulega jedynie je-
den z wymiaréw, to jedna z najczesciej wykorzystywanych form graficznej prezen-
tacji danych. Powodem jego popularnosci jest fakt, iz oko ludzkie najlepiej radzi
sobie z poréwnywaniem figur pod katem tylko jednego wymiaru. Znacznie trud-
niej przychodzi nam porownywanie powierzchni, nie wspominajac juz o porow-
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nywaniu objetosci. Dlatego te typy znacznie rzadziej sg uzywane (wyjatkiem jest
powierzchniowy wykres kotowy). Dlatego tez, tworzac wykresy, warto pami¢tac,
zeby sztucznie nie dodawa¢ wymiaréw, tworzac wykresy objetosciowe w sytuacji
gdy wystarczy wykres powierzchniowy lub liniowy, czyli gdy zmianie ulega jedy-
nie jeden wymiar.

6% 14%

H niedostateczna

u dopuszczajaca
16% H dostateczna

= dobra

bardzo dobra

H celujgca
26%

Wykres 3.9. Oceny ze sprawdzianu z matematyki (wykres powierzchniowy)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Ostatni z prezentowanych wykreséw (3.9) jest szczegdlnym wykresem po-
wierzchniowym, w ktorym poréwnuje si¢ powierzchnie wycinkow kota. Jego wy-
jatkowos$¢ polega na tym, ze porownywanie powierzchni wycinka kota sprowadza
si¢ faktycznie jedynie do porownywania jednego wymiaru. Wynika to stad, iz pola
wycinkow jednego kota (bo maja one ten sam promien) sa zalezne wprost propor-
cjonalnie jedynie od wielkosci kata (lub dtugosci tuku), czyli ocena dokonywana
jest jednowymiarowo.

Warto rowniez zwroci¢ uwage na dodatkowe zalety wykorzystania wykresow
kotowych. Daja one mozliwo$¢ prezentowania czesto$ci wystepowania kazdej
z cech w odniesieniu do calej zbiorowosci. Jeden rzut oka i widzimy strukture roz-
ktadu cechy w populacji.

|

Wykresy ilo§ciowe powstaja poprzez wielokrotne uzycie odpowiedniego
symbolu reprezentujacego przyjeta jednostke, zatem tworzac go, nalezy najpierw
dobra¢ jej wielkos¢. Jako symbol najczgéciej wybiera si¢ figure geometryczng
lub obrazek przedstawiajacy pogladowo dane zjawisko (np. sylwetka samochodu
jako jednostka produkcji samochodéw w kolejnych latach w pewnej firmie). Bar-
dzo jest to wygodne zwlaszcza przy prezentacji cech jakosciowych.

Na wykresie 3.10 przedstawiono przyktad takiego wykresu opracowanego
dla danych z tabeli 3.3, prezentujacej poziom wyksztalcenia pracownikow pewnego
przedsiebiorstwa. Za jednostke (jedna postac cztowieka) przyjeto 10 zatrudnionych.
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Wyksztalcenie:
podstawowe gimnazjalne Srednie wyisze

m m I
m mn mm
m mn
mom o mm

Wykres 3.10. Poziom wyksztalcenia pracownikoéw pewnego przedsigbiorstwa (wykres ilo§ciowy)

T

10 os6b
zatrudnionych

=i o == o == o =10)

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Kartogramy to rodzaj wykresu wykonywanego na mapach, obrazujacego te-
rytorialne wystepowanie danego zjawiska. Powstaja one poprzez umieszczenie
figur, symboli graficznych w odpowiedniej liczbie lub wielko$ci na poszczegdl-
nych jednostkach terytorialnych, lub tez poprzez nadanie barw lub zakreskowanie
obrazujace nat¢zenie zjawiska. Przyklady kartogramow zostaly przedstawione
na wykresach 3.11i 3.12.

820 - 889
[ ]889 - 957
[ 957 - 1026
[ 1026 - 1094
[ 1094 - 1163
I 1163 - 1231
I 1231 - 1300

Wykres 3.11. Przecigtne miesigczne wydatki na jedng osobg w Polsce w 2010 roku

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: Rocznik Statystyczny Wojewédztw 2011,
Glowny Urzad Statystyczny, Warszawa 2012, s. 330.

61



Pomorskie

Dolnoslaskie I H

I 2005
[ 2006
I 2007

2008

[ 2009
Wykres 3.12. Produkt narodowy brutto w poszczegdlnych wojewodztwach w latach 2005-2009

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie: Rocznik Statystyczny Wojewddztw 2011, Gtowny Urzad
Statystyczny, Warszawa 2012, s. 90; Rocznik Statystyczny Wojewodztw 2009, Gtowny Urzad Statystyczny,
Warszawa 2010, s. 88; Rocznik Statystyczny Wojewddztw 2008, Gtowny Urzad Statystyczny,
Warszawa 2009, s. 84.

Opisane powyzej typow wykresow mogg przybiera¢ rozne formy w zaleznosci
od specyfiki danych, ktore majg obrazowac. I tak omowione poprzednio cechy,
po pogrupowaniu ich wartoéci w szeregi rozdzielcze, moga by¢ przedstawione
w szczegolnej formie graficznej. Do tego celu najczesciej wykorzystywany jest
wykres stupkowy (tzn. wymiarowy, powierzchniowy), nazywany histogramem.
Histogram jest ,,(...) uporzadkowanym zbiorem prostokatow, ktérych pod-
stawy spoczywaja na osi odcietych i sa wyznaczone przez odcinki odpowiada-
jace kolejnym przedzialom warto$ci zmiennej, a ktorych wysokosci odpowia-
daja natezeniom liczebnosci lub czestosci w kolejnych klasach”8!. Nalezy pod-
kresli¢, ze histogram mozna konstruowac tylko dla szeregow rozdzielczych prze-
dziatowych. Dla szeregdbw rozdzielczych punktowych stosuje sie wykresy stupko-
we (np. takie jak wykres 3.8), ktore nie moga by¢ nazwane histogramem, gdyz
szeroko$¢ stupka nie ma w ich przypadku znaczenia. Przy pomocy wykresow stup-
kowych przedstawia si¢ réwniez strukture populacji ze wzgledu na ceche niemie-
rzalng (wykres 3.13). Takiego wykresu takze nie mozemy nazwaé histogramem.

61 B. Szulc [1972, s. 95].
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Wykres 3.13. Poziom wyksztalcenia pracownikoéw pewnego przedsi¢biorstwa (wykres stupkowy)

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Ponizej przedstawmy przyktad histogramu utworzonego dla danych wczesniej
pogrupowanych w szereg rozdzielczy przedziatowy.

Przyktad 3.5 (kontynuacja 3.3)

Wykorzystujac dane dotyczace wagi studentek kierunku zarzadzanie oraz pogru-
powanie tych danych w szereg rozdzielczy (tabela 3.19), otrzymamy histogram
przedstawiony na wykresie 3.14.

35 A
30 A
25 A
20 A
15 A
10
5.

liczba kobiet

'\\\\\\\\\\ &\

42 46 50 54 58 62 66 70
waga [kg]

Wykres 3.14. Waga studentek kierunku zarzadzanie (histogram zwykty)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych umownych.

Nie jest to jedyna forma wykresu, jaki moze by¢ utworzony dla tego typu sze-
regu. Do konstrukcji histogramu mozna wykorzystywaé zardwno dane zgrupowane
w szereg rozdzielczy przedziatlowy zwykly, jak tez w formie skumulowanej, tak
jak to zostato przedstawione na wykresie 3.15. Ponadto w obrazowaniu danych
przedstawianych w formie histogramu mozna stosowac, jak wspomniano powyzej,
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zarowno liczebnosci, jak i czgstosci. W obu przypadkach ksztatt wykresu pozosta-
nie identyczny, zmianie ulega jedynie jednostka na osi liczbowej QY.

100 A
90
80
70
60
50
40
30 -
20 -
10 -

0 H

skumulowana liczba kobiet

waga [kg]

Wykres 3.15. Waga studentek kierunku zarzadzanie (histogram skumulowany,
reprezentujacy takze dystrybuantg empiryczng)
Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

[ ]

Innym typem wykresu tworzonego na podstawie danych z szeregu rozdziel-

czego przedzialowego jest wielobok liczebnos$ci (czgstosci). Tworzony jest on

poprzez potaczenie odcinkami punktow, ktorych wspotrzedne (X, y) tworzone sa

przez srodki przedzialu warto$ci zmiennej w danej klasie (wspdirzedna X) oraz

odpowiadajacej przedziatowi liczebnos$ci lub czestosci (wspotrzedna y). Dodatko-

wo dokladane sa dwa punkty skrajne reprezentujace $rodek przedziatu, ktory po-

przedza pierwszy przedziat lub nastgpuje za ostatnim (wspodtrzedna Xx), oraz zero
(wspétrzedna y = 0).

Przyktad 3.6 (kontynuacja 3.3)

Korzystajac z tabeli 3.14 i z wykresu 3.15, skonstruowano wielobok liczebnosci
obrazujacy rozktad wagi studentek kierunku zarzadzanie. Zostat on przedstawiony
na wykresie 3.16.
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Wykres 3.16. Waga studentek kierunku zarzadzanie (wielobok liczebnosci)

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

7

6

Analogiczny wielobok liczebno$ci moze zosta¢ opracowany w postaci skumulo-
wanej, z tg rdznica, ze nie dodajemy punktu po ostatnim przedziale. Na wykresie 3.17
przedstawiono skumulowany wielobok liczebnosci dla analizowanego przyktadu.

skumulowana liczba kobiet
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68
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7

2

Wykres 3.17. Waga studentek kierunku zarzadzanie (skumulowany wielobok liczebnosci,

dystrybuanta empiryczna)

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.
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Wykonujgc wykresy, zwlaszcza na poczatku edukacji statystycznej, mozna
popeti¢ szereg btedéw zarowno koncepcyjnych, jak tez zwigzanych z interpreta-
cja otrzymanych wykreséw. Dotad omawialismy konstrukcje szeregéw o jednako-
wej rozpietosci przedziatow. Czesto jednak, ze wzgledu na specyfike cechy, kon-
struuje sie szeregi o nierdbwnych rozpigtosciach przedziatow®? Taka sytuacja sprzy-
ja powstawaniu bledéw interpretacyjnych przy konstrukcji histogramu oraz anali-
zie szeregu opartej o liczebnosci poszczeg6élnych przedziatow, bez uwzglednienia
réznic w rozpietosciach przedzialow. Czesto prowadzi to do btednych wnioskow.
Zilustrujmy to ponizszym przyktadem 3.7.

Przykiad 3.7

Tabela 3.21 przedstawia powierzchni¢ uprawy ziemniakéw w indywidualnych
gospodarstwach rolnych (liczba gospodarstw uprawiajacych ziemniaki zostata
podana w tys.) w Polsce w 2002 roku.

Tabela 3.21. Powierzchnia uprawy ziemniakéw w indywidualnych gospodarstwach rolnych
wedhug grup obszarowych

Powierzchnia upraw ziemniakéw [w ha] Liczba gospodarstw uprawiajacych ziemniaki [w tys.]
1-2 227,2
2-5 385,3
5-10 325,0
10-20 217,1
20-50 74,0
>50 8,1

Zrodlo: GUS. Zréznicowanie regionaine rolnictwa, opracowanie pod kierunkiem
prof. dr hab. Jozefa Zegara, Warszawa 2003, tabl. 7.5, s. 163.

W oparciu o dane zawarte w tabeli 3.21 wykonano wykres obrazujacy rozktad
powierzchni upraw ziemniakow w indywidualnych gospodarstwach rolnych (wy-
kres 3.18).

62 Pomijamy problem konstrukcji tego typu szeregéw jako bardziej zaawansowany i skupimy sie
wylacznie na interpretacji wynikow.
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Wykres 3.18. Powierzchnia uprawy ziemniakow w indywidualnych gospodarstwach rolnych
wedtug grup obszarowych

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Analizujac wykres 3.18, mozna btgdnie wywnioskowaé, ze najczesciej wyste-
puja gospodarstwa majace 2-5 ha upraw ziemniakow. Jednak, aby modc to stwier-
dzi¢ poprawnie, nalezy najpierw uwzgledni¢ fakt, iz mamy tu do czynienia z nie-
roéwna rozpietoscia przedziatéw. Wobec tego by¢ moze przedzial drugi jest licz-
niejszy niz pierwszy, poniewaz jest trzy razy wigkszy. W takim przypadku nalezy
przeliczy¢ liczebnosci z uwzglednieniem roéznej szerokosci przedziatow i dopiero
wtedy mozna okresli¢, ktore powierzchnie przewazaja. Nalezy wigc wowczas wy-
znaczy¢ histogram dla nate¢zenia liczebnosci w przedziatach, czyli relacji liczby
jednostek statystycznych do rozpigtosci tych przedzialow. Zestawienie: histogramy
liczebnosci z histogramem natg¢zenia liczebnos$ci przedstawiono na wykresie 3.19.
Przerywana linig zaznaczono stupki, gdzie liczebnosc¢ jest przedstawiona jako wy-
sokos¢, zas zakreskowane stupki przedstawiaja natgzenie liczebnosci w przelicze-
niu na 1 ha powierzchni upraw ziemniakéw w gospodarstwie.

Wykres zakreskowany powstal w nastepujacy sposob: po podzieleniu prze-
dzialéw na jednakowe jednostki (w tym przypadku byt to 1 ha) wielkos$ci stupkow
zmniejszono tyle razy, ile razy ta jednostka miescila si¢ w szerokos$ci przedziatu
cechy. Przyktadowo drugi przedzial miat rozpigtos¢ od 2 do 5 ha, czyli odcinek
odzwierciedlajacy 1 ha mieScil si¢ w nim trzy razy. Zatem wysokos¢ drugiego
shupka zostata trzykrotnie zmniejszona.

Analizujac nowo utworzony wykres, mozna stwierdzi¢, ze w przedziatach jed-
nohektarowych z zakresu od 2 do 5 ha powierzchni upraw ziemniakéw liczba go-
spodarstw wynosifa §rednio okoto 128,43 tys. gospodarstw. Nalezy tez zauwazyc¢,
ze najwicksze natgzenie liczebnosci bylo w przedziale gospodarstw o najmniej-
szych powierzchniach upraw od 1 do 2 ha. Wida¢ stad, ze wysoka liczebno$¢
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w drugim przedziale zwigzana byta z jego szerokoscia, a nie z faktyczng najwigk-
sza wystepowalno$cig®.

Liczba gospodarstw [w tys.]
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Wykres 3.19. Powierzchnia uprawy ziemniakéw w indywidualnych gospodarstwach rolnych

wedlug grup obszarowych (zakres do 50 ha)

Zrédto: opracowanie wiasne.
|

Oprocz wskazanego powyzej problemu konstrukcji wykresu i jego interpreta-
cji moga wystapi¢ rowniez inne, dotyczace nie tylko histogramu, ale tez innych
typow diagramow. Przyktadowo, chcac porownaé kilka wykresow, nalezy pamie-
ta¢ o odpowiednim dobraniu skali (niezaleznie od formy wykresu), gdyz rézne
skale moga prowadzi¢ do btednych interpretacji. Ponizszy przyktad obrazuje, jakie
btedy mozna wowczas popehic.

Przyktad 3.8

Tabela 3.22 przedstawia produkt krajowy brutto w Polsce w latach 1995-2003
w min zt. Wykorzystujac te dane, wykonano wykres, ktory nastepnie przedstawio-
no w dwoch réznych skalach.

83 Blizej o tej procedurze powiemy przy omawianiu dominanty w rozdziale 4.
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Tabela 3.22. PKB w Polsce w latach 1995-2003

Lata Produk[iv kﬂg\% brutto
1995 329 567,10
1996 414 424,70
1997 504 133,00
1998 589 361,30
1999 652 517,10
2000 723 886,30
2001 760 595,30
2002 780 449,60
2003 814 969,00

Zrédto: opracowanie wiasne.

Analiza danych zawartych w tabeli 3.22 pozwala zauwazy¢, ze wartos¢ PKB
w analizowanym przedziale czasowym systematycznie rosnie. Aby okresli¢ szyb-
ko$¢®, z jakag zmieniato si¢ PKB, przyjrzyjmy si¢ dwom wykresom przedstawio-
nym na wykresie 3.20.

Pierwszy z dwu przedstawionych wykreso6w pozwala przypuszczac, ze wzrost
PKB w analizowanym przedziale czasowym byt do§¢ dynamiczny. Do odmienne-
go wniosku co do szybko$ci zmian mozna dojs$¢, obserwujac uwaznie drugi z wy-
kresow. Tym razem mozna byloby sadzi¢, ze wzrost PKB przebiegal systematycz-
nie i powoli (przyrosty wydaja si¢ mate). Kat nachylenia krzywej jest znacznie
mniejszy niz na poprzednim wykresie, co moze zosta¢ zinterpretowane jako
znacznie wolniejsze przyrosty. Jednak jest to btedne rozumowanie, gdyz w przy-
padku obu wykresow przebieg jest doktadnie taki sam. Dlatego tez nie mozna za-
pomina¢ o innych niz graficzne rodzajach analiz statystycznych. W tym przypad-
ku, jedynie wyliczajac odpowiednig miar¢ dynamiki, mozna stwierdzi¢, czy wzrost
byt szybki czy wolny.

64 W nastepnym rozdziale podamy, jak mierzy¢ dynamike okreslong wstepnie jako szybko$¢ zmiany.
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Wykres 3.20. PKB w Polsce w latach 1995-2003 w dwdch roznych skalach

Zrodto: opracowanie wilasne.

|

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze wykonujac wykresy, zwlaszcza w przy-

padku gdy bedziemy je poréwnywac, nalezy pamigta¢ o jednakowych skalach.

Zastosowanie réznorodnych formatow wykresow moze prowadzi¢ do mylnych

wnioskéw. Podobnie rzecz ma si¢ w sytuacji, gdy na jednym rysunku umieszczane

sa rozne wykresy. Jezeli sa one niezwigzane ze sobg, wowczas moze to powodo-
wac ztudne skojarzenie o zwigzku pomi¢dzy cechami.
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Kluczowe pojecia

Skale pomiarowe, skala nominalna, porzadkowa, przedziatowa, ilorazowa
Badanie statystyczne, dane surowe, szereg uporzadkowany
Szereg rozdzielczy: prosty, przedziatowy
Szereg czasowy, szereg przekrojowy
Dystrybuanta empiryczna
Histogram, wielobok, liczebno$¢

Pytania kontrolne

W jakich skalach dokonywane sa pomiary?
Jakie sg etapy badania statystycznego?
Co to jest szereg rozdzielczy?

Czym r6zni si¢ szereg rozdzielczy cechy skokowej od szeregu rozdzielczego

cechy ciagtlej?

Jakie sa typy wykresow i czym si¢ one charakteryzuja?

Co to jest histogram?

Dla jakich zmiennych mozliwe jest wykonywanie histogramu?

W postaci jakich szeregéw rozdzielczych przedstawiamy ilosciowe cechy
skokowe?

W postaci jakich szeregéw rozdzielczych przedstawiamy ilosciowe cechy
ciagte?
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4. Miary przeci¢tne opisu zbiorowosci

Pelny opis zbiorowos$ci za pomoca wszystkich danych zawartych w tablicach oraz
wykresOw zawiera czgsto zbyt wiele szczegotowych informacji. Nie nadaje si¢ tez
do porownywania dwoch lub wiecej zbiorowosci czy cech. Aby uchwyci¢ podsta-
wowe wilasnos$ci populacji i zwigzle je przedstawi¢, uzywa sie wiec pewnych miar
nazywanych parametrami opisowymi zbiorowosci statystycznej. Parametry
W statystyce opisowej sa to pewne stale warto$ci charakteryzujace calg popu-
lacje, obliczone na podstawie szeregu statystycznego®. Porownujac populacje,
poréwnujemy przede wszystkim te parametry.

Przyktadowo, chcac porownaé poziom plac w dwoch wojewodztwach, nie
mozemy analizowa¢ po kolei poszczegoélnych ptac czy przedziatéw placowych
W szeregach statystycznych lub wybra¢ losowo po jednej osobie z wojewodztwa
i porownac¢ ich ptace. Poréwnania takie nic nam nie powiedza o réznicach w pta-
cach w tych zbiorowosciach jako catosciach.

Do tego celu statystycy zaproponowali uzywanie parametrow, ktore zwiezle
pokaza rozklad cechy w zbiorowos$ci oraz umozliwig poréwnania. Podstawowe
miary takiego opisu przedstawia schemat na rysunku 4.1.

[ Miary przeci¢tne ]
I
I 1
e Y
Klasyczne [ Pozycyjne

e ) )

= Srednia arytmetyczna = Dominanta

= Srednia harmoniczna = Kwantyle
_ = Srednia seometrvczna )

Rysunek 4.1. Podziat miar przecigtnych

Zrédto: opracowanie wiasne.

85 Zwracamy uwage Czytelnika, Ze wartoéci parametréw obliczone na podstawie rozkladu empirycznego
moga nie reprezentowac rzeczywistej cechy wystepujacej w badanej populacji.
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Podstawowymi miarami opisujgcymi calg zbiorowo$¢ oraz umozliwiajgcymi
poréwnania zbiorowos$ci w czasie 1 przestrzeni sg miary przeci¢tne. Pomijajac in-
dywidualne roznice w ptacach badanych jednostek obu wojewddztw, porownanie
przecigtnych ptac w badanych wojewoddztwach jest znacznie efektywniejszym
sposobem okreslenia, ktore wojewddztwo ma wyzszy poziom plac®. Podzial
na miary $rednie zostatl przedstawiony na rysunku 4.1. W dalszej cze$ci zostanie
przedstawiony szczegotowy opis kazdej z nich.

4.1. Miary klasyczne

Miary przecietne opisuja zbiorowos$¢ statystyczna, abstrahujac od réznic pomiedzy
poszczegblnymi jednostkami zbiorowosci. Jezeli uzywamy miar przecictnych
do poréwnan na przyktad dwoch populacji, wowcezas traktujemy te populacje tak,
jakby wszystkie jednostki statystyczne mialy t¢ samg warto$¢ cechy — warto$¢
przecietng.

Srednie klasyczne reprezentuja wypadkowe wszystkich wystepujacych
W zbiorowosci wartosci cechy, zar6wno skrajnie wysokich czy niskich, jak
i tych sSrodkowych. Maja wiec charakter abstrakcyjny. Moga przyjmowac war-
tosci niespotykane w danej zbiorowosci lub niemozliwe do wystgpienia w przy-
padku cechy skokowej, jak na przyktad srednia liczba dzieci w rodzinie niebe¢daca
liczba catkowita (np. wynoszaca 2,7).

Jezeli badana zbiorowos¢ jest niejednorodna ze wzgledu na badana ceche,
wowczas Srednia nie bedzie poprawnie odzwierciedlala tendencji centralnej,
na przyktad rozktadu wagi czy wzrostu w zbiorowosci kobiet i mezczyzn, ponie-
waz zardéwno waga ciata, jak i wzrost ,,zaleza” od plci. Srednia w tym wypadku
bedzie sztucznym parametrem bez wlasciwej interpretacji. Zbiorowo$¢ niejedno-
rodna ze wzgledu na dziatanie przyczyn gtownych, ksztattujacych badang ceche,
musimy podzieli¢ tak, by do badania trafity jednostki ksztaltowane przez ten sam
czynniki gtéwny. W przypadku wagi i wzrostu osob dorostych nalezatoby prze-
prowadzi¢ badanie odrgbnie dla kobiet i mezczyzn.

4.1.1. Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna jest to suma wartosci cechy®” wszystkich jednostek staty-
stycznych podzielona przez liczbe jednostek w tej zbiorowosci. Mowi wiec nam,
jakq wartos¢ cechy miataby kazda jednostka statystyczna w populacji, gdyby

8 Aczkolwiek poprawne okreslenie, w ktorym wojewodztwie ludziom zarabia sie lepiej, zalezy
jeszcze od paru innych miar, o ktérych powiemy w dalszej czgéci wyktadu.
67 Te sume bedziemy nazywali funduszem cechy.
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wszystkie jednostki musialy mieé te samqg wartos¢ przy istniejgcym funduszu cechy.
Mowi nam, ile funduszu cechy przypadloby na kazda jednostke w zbiorowosci,
gdyby fundusz podzielono po rowno.

Uczulamy jednak czytelnika w tym miejscu na to, ze obliczane w badaniach
statystycznych warto$ci parametrow (w tym przypadku $redniej) w rzeczywistosci
moga nie wystepowaé¢ w badanym rozkladzie. Przykltadem niech bedzie $rednia
arytmetyczna ocen wynoszaca 4,4. Wiadomo, ze ocena 4,4 nie istnieje w przyjetej
w Polsce skali ocen.

Srednig (niewazong) z szeregu prostego liczy sie jako sume wartosci cechy
wszystkich jednostek podzielong przez liczbg tych jednostek. Wyznaczona jest ona
Ze wzoru:

g St Ko bt Xt A Xy :iixp (4.1)
N N =
gdzie:
X  —érednia arytmetyczna,
X1y Xoy vy X, ..y Xy — Obserwacje pewnej cechy X,
N - liczba obserwacji czyli, liczba jednostek statystycznych w badanej popula-
cji,

ixi — suma po wszystkich warto$ciach cechy w zbiorowosci lub jej czgsci (zwana
i=1
funduszem cechy).
Powyzszy wzoér powinien czytelnikowi by¢ znajomy, albowiem wlasnie w ten
sposob liczy sie $rednig ocen na koniec semestru lub roku.

Przyktad 4.1

Zapytano dziesigciu studentow, z ilu osob sktada si¢ ich rodzina (oni, rodzice
i rodzenstwo). Otrzymano nast¢pujace odpowiedzi: 2, 3, 1,4, 6,4, 5, 4, 3, 4.
Srednia arytmetyczna (przecigtna) liczby osob w rodzinie w badanej zbioro-
wosSci wynosi wigc:
X+ X+ + X+t X 2+3+1+4+6+4+5+4+3+4 36

X = =—=3,6 osoby.
N 10 10

Jak wida¢, w tym przypadku przecigtna w badanym zbiorze jest liczba
W rzeczywisto$ci nie wystepujaca.
|
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Sredniq arytmetyczng dla szeregu jednostopniowego (tzw. $rednia wazona)
wyznacza si¢ ze wzoru:

X =

. . . . k
X -+ X, n2+...|4\|rxi n+...+X N, :%ZXJ‘“ 4.2)
=1

gdzie:

k — ilo$¢ przedziatow cechy lub odmian warto$ci w przypadku cechy dyskretnej
(i=12..k),

n; — liczebno$ci w poszczegdlnych przedziatach lub frakcja (procent) wystapienia

Kk
danej wartosci cechy dyskretnej, przy czymzl“ni =N-.
=
Liczebnosci te nazywamy wagami cechy. Mowia one, jaka jest czestos¢ wy-
stepowania danej odmiany cechy w populacji, czyli jak wazna jest dana warto$¢
cechy. Stad tez nazwa $rednia wazona dla tak liczonej przecigtnej. Uwazny czytel-
nik zauwazy, ze oba wzory r6znig si¢ tylko formg zapisu, a nie istotg liczenia §red-
niej. W przypadku $redniej wazonej uzywamy dodatkowo mnozenia zamiast tylko
dodawania warto$ci cech®,
Dla szeregu, w ktorym zamiast liczebnos$ci korzysta si¢ z czestosci, $rednia
arytmetyczng liczy si¢ zgodnie ze wzorem:

k
X=%-fi+%- f+.+% fi+.+x-f =D xf, (4.3)
i=1

gdzie:

f, = % — czestos¢ wystepowania danej wartosci cechy dlai=1, 2, ..., k.

Wzér (4.3) powstal przez podzielenie kazdego sktadnika sumy ze wzoru (4.2)
przez liczebno$¢ ogdlna N, co pokazano ponizej:

o n n n
X :xl-%+x2-ﬁz+...+xi -N+...+xk 'ﬁkle‘ f%-f+ X f+o+x%-f.

Przyktad 4.2

Uporzadkujmy dane surowe, na podstawie ktorych liczylismy w przykladzie 4.1
$rednig liczbe 0sOb w rodzinie, tworzac nastgpnie szereg jednostopniowy.

68 W przypadku szeregu prostego, gdy mamy powtarzajaca sie warto$¢ cechy, dodajemy je do siebie
(np.2+2+2+3+4+4=17), zaS w przypadku szeregu jednostopniowego najpierw mnozymy
warto$¢ cechy przez ilo$¢ wystapien, a potem dodajemy do siebie wyniki mnozenia (2 X 3+3x1+4x2=17).
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Tabela 4.1. Licznos$¢ rodzin grupy studentow

Wartos$¢ cechy Liczebnosci Laczna ilo$¢ 0sob Czgstosé “
Xi ni Xi Ni fi=ni/N t

1 1 1 0,1 0,1

2 1 2 0,1 0,2

3 2 6 0,2 0,6

4 4 16 04 1,6

5 1 5 0,1 05

6 1 6 0,1 0,6

Suma 10 36 1 3,6

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.
Korzystajac ze wzoru (4.2), mozna otrzymac:
)_(_Xl‘nl+X2'n2+...+X|'n|+...+X6'n6_
N
1-1+1-2+3-2+4-4+5-1+6-1 36
= 0 = 0 =3,6 osoby.

Podstawiajac do wzoru (4.3), otrzymamy:
X=XF+X% 0+ +Xf+.+Xf=
=1-01+2-01+3-0,2+4-0,4+5-01+6-01=3,6 osoby.

|

Podkresimy to jeszcze raz, Sredniej wazonej uzywa sig, gdy dane sq uporzqd-
kowane w szereg jednostopniowy o powtarzajgcych si¢ wartosciach cechy. Waga-
mi W tym przypadku sq liczebnosci lub czestosci, z jakimi wystepujg poszczegdlne
odmiany cechy®.

W przypadku cechy cigglej informacje o rozktadzie podaje si¢ w formie szere-
gu rozdzielczego przedzialowego. Jezeli nie mamy dodatkowych informacji, wow-
czas nie wiemy, jakie konkretnie wartosci cechy i z jaka czesto$cig wystepuja
w danym przedziale. Bez tej dodatkowej informacji lub bez dodatkowego zatoze-
nia nie jesteSmy w stanie okresli¢ funduszu wartosci cechy w przedziale klaso-
wym, a co za tym idzie, policzy¢ $redniej. Standardowo zaktada si¢ wigc, ze war-

89 Nie jest to jedyny sposob okrelania wag przy konstrukcji éredniej arytmetycznej. Przyktadem
niech bedzie sposob liczenia $redniej na dyplomie licencjackim, gdzie wagi sa okre§lone przez Rade
Wydziatu ($rednia jest liczona z oceny z pracy dyplomowej, wyniku egzaminu i §redniej ze studidw).
Innym przyktadem moze by¢ sposéb liczenia sredniej ze studiow na niektdrych uczelniach. Liczy si¢
ja jako $rednig arytmetyczna wazona, gdzie wagami sa punkty ECTS.
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tosci cechy z danego przedzialu sa reprezentowane przez $rodek przedziatu™.
Mnozy si¢ je przez liczebnos$¢ przedziatu, otrzymujac przyblizong sume wartosci
cechy w danej klasie. Jest to przyblizony sposéb obliczania $redniej. Zostal on
przedstawiony wzorem (4.4) przy wykorzystaniu liczebnos$ci jako wag oraz wzo-
rem (4.5) z czgstosciami jako wagami:

0 (o] 0 0
XN XN, XN X N, 1o
X = vy 272 i k k:_zxknw (4.4)
N N =
0 0 0 0 kK o
X=Xy f+x,f+ax f+o4x . f =D xf, (@5
i-1

gdzie:
0o
X; — srodek i-tego przedzialu (i =1, 2, ..., k).

(1) Przyjecie srodkow przedziatow powoduje na ogodt niedoszacowanie sum war-
tosci cechy w klasach poprzedzajacych przedziat z najwigkszg liczebnoscia,
przeszacowanie za$ w klasach nastepujacych po klasie o maksymalnej liczeb-
nosci. W przypadku szeregu o symetrycznym rozktadzie cechy btedy te znosza
si¢. Im silniejsza wiec jest asymetria™ rozktadu cechy, tym wigkszy popetnia-
my blad, obliczajac $rednig w oparciu o $rodki przedziatow. Wzorow (4.4)
i (4.5) nie nalezy zatem stosowa¢ do tzw. silnie asymetrycznych szeregow ce-
chy ciaglej, czyli rozkladow typu L, J oraz U. Takie szeregi nalezy badac
W oparciu o szersze informacje, najlepiej majac do dyspozycji dane wyjscio-
we??, dla ktorych szereg zostat skonstruowany. Srodek przedziatu jest doktad-
nym reprezentantem cechy jedynie wtedy, gdy poszczegoélne wartosci cechy sa
rozmieszczone w przedziale rownomiernie lub w $rodku tegoz przedziatu. Ma-
jac natomiast dodatkowe informacje, mozemy policzy¢ $rednie wartosci cechy
W przedzialach, a nastgpnie na ich podstawie obliczy¢ Srednig dla catej zbiorowo-
$ci.

0 przypomnijmy, ze $rodek odcinka o kraficu doln X5 oraz gornym X, wyznacza sie jako ich
yp jmy. ym Xy gorny h WY el

Srednia arytmetyczna: %(Xa + Xb) . W przypadku szeregoéw statystycznych dolnym krancem przedzia-

tu jest jego poczatek, za$ jako koniec brany jest dolny kraniec przedziatu kolejnego.

"1 Asymetrie, na razie, rozumiemy intuicyjnie jako brak symetrii. Pojecie symetrii powinno by¢ znane
czytelnikowi z lekcji matematyki. Definicj¢ i sposob pomiaru asymetrii w statystyce podamy pozniej.
72 Je$li mamy dane surowe, to wszystkie parametry powinno sie liczy¢ z tychze danych (poza domi-
nantg). Zatem wzory 4.4 lub 4.5 i podane na nast¢gpnych stronach stosujemy, gdy nie mamy dostgpu
do danych surowych.
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(2) Kolejny problem przy analizie cechy cigglej moze wystgpié, gdy skrajne prze-
dzialy szeregu rozdzielczego nie sg domknigte. Nie mozna w takim przypadku
okresli¢ $rodka przedziatu. Jesli nie mamy informacji o rozkladzie cechy
W otwartym przedziale, na przyktad §redniej warto$ci cechy w klasie otwarte;j,
wowczas mozemy domkna¢ sztucznie ten przedzial pod dwoma warunkami:
(2a) znamy goérna (dolna) granice rozktadu cechy, czyli wiemy, jak domknaé

przedzial;

(2b) domykany przedzial ma nieznaczng liczebnos¢ wzgledna, wiec nawet
wyolbrzymiajac rozpigtos¢ przedziatu, popelnimy maty btad przy liczeniu
sredniej ze wzgledu na bardzo mata wage w obliczaniu catkowitej $red-
niej, sztucznie ustalonego $rodka.

Powstaje pytanie, co mozna uzna¢ za nieznaczng liczebnos¢ wzglgdna. Nie ma
na to jednoznacznej odpowiedzi. W literaturze na ogdt mozna spotkaé poglad, ze
nie powinna to by¢ liczebno$¢ przekraczajaca 5%-10% populacji. Wybor wartosci
granicznej jest subiektywna decyzja badacza, nalezy jednak pamigtaé, ze im wigk-
sza jest liczebno$¢ wzgledna domykanego przedziatu, tym wickszym btedem be-
dzie obarczona obliczona $rednia.

Przyktad 4.3 (kontynuacja 3.3)

Wréémy do szeregu rozdzielczego wagi studentek, ktory skonstruowaliSmy
W poprzednim rozdziale, i obliczmy ich $rednig wage. Jak mozna bylo zaobser-
wowac, analizujac wykres 3.4 populacja studentek jest zbiorem w miarg jednorod-
nym, o rozktadzie wagi posiadajagcym dosy¢ wyrazny punkt skupienia jednostek
statystycznych oraz o domknigtych przedziatach skrajnych. Wobec tego mozemy
dla tego szeregu obliczy¢ $rednig arytmetyczng. Najwygodniej jest dokonywaé
obliczen w formie tablicy, w ktorej kolejne kolumny reprezentuja sktadowe uzyte-
go do obliczen wzoru.

Tabela 4.2. Rozktad wagi studentek zarzadzania — obliczanie $redniej arytmetycznej

I.Xio _XilJ Ni ;i ?(ini
42-46 2 44 88
46-50 16 48 768
50-54 26 52 1352
54-58 30 56 1680
58-62 19 60 1140
62-66 5 64 320
66-70 2 68 136
Suma 100 5484

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Podstawiajac do wzoru (4.4) i korzystajac z wyliczen zawartych w tabeli 4.2,
otrzymamy nastepujaca srednig:

k o
D>oxin,
X=11 5484—5484 ~ 54,8 Kkg.
N 100

Zatem z przedstawionych wyliczen wynika, ze §rednia waga badanych studen-
tek kierunku zarzadzanie wynosi 54,8 kg.
|
Przyktad 4.4

W tabeli 4.3 przedstawiono liczbe sklepow w Polsce wedtug wojewodztw w 2002
roku.

Tabela 4.3. Liczba sklepow wedlug wojewodztw w 2002 roku w Polsce

Liczba sklepow Liczba
w wojewodztwach (w tys.) wojewodztw

10-20
20-30
30-40
40-50
50-60
60-70

P P P Wwo o

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wyznaczmy $rednig liczbe sklepéw w wojewodztwach w 2002 roku.

Mimo Ze wyznaczenie Sredniej jest formalnie mozliwe, nie powinno si¢ jej
wyznaczaé, gdyz w tym przypadku mamy do czynienia z szeregiem, w ktorym
brak jest jednego wyraznego punktu (przedzialu) skupienia — ta zbiorowos$¢
nie jest jednolita. Praktycznie rzecz biorac, mozna uznaé, ze szereg ten sktada sie
z co najmniej dwoch populacji reprezentowanych przez jednostki w pierwszych
trzech przedziatach jako jedna populacja i nastepne trzy jako druga, o znacznie
réznigcych si¢ liczebno$ciach i1 $rednich poziomach wartoSci cechy. Powyzszy
szereg nazywamy szeregiem skrajnie asymetrycznym?, Jak wida¢ na wykresie 4.1,
liczebnosci kolejnych odmian cechy (przedziatdéw) sa nierosngce w miar¢ wzrostu
warto$ci cechy, jest to wiec szereg monotoniczny ',

73 Doktadniej o tym zjawisku i jego pomiarze powiemy w rozdziale o asymetrii.
4 W matematyce uzywa sie pojecia ,,funkcja monotoniczna” i stad mamy pojecie szeregu monoto-
nicznego.
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Liczba wojewodztw
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L
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Liczba sklepéw w wojewodztwach (w tys.)

Wykres 4.1. Liczba sklepow wedtug wojewddztw w 2002 roku w Polsce

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Tworzac wielobok na podstawie powyzszego histogramu, otrzymuje si¢ krzy-
wa nierosnaca i dla takich szeregdw nie nalezy liczy¢ Sredniej arytmetycznej, jest
ona bowiem przy takim rozktadzie miarg sztuczng, nie reprezentujgca poprawnie
caltej zbiorowosci. Nie jest ona w takim przypadku miarg skupienia zbiorowosci,
czyli punktem, wokot ktorego skupiaja sie jednostki (a zatem i wartosci ich cechy),
a tak interpretujemy $rednig arytmetyczng. Takie rozklady powinny by¢ opisane
(reprezentowane) innymi miarami tendencji centralnej niz $rednia.

|

Przyktad 4.5

Zmierzono czas biegu na 60 m dla 30 uczniow w pewnej szkole $redniej. Otrzy-
mane wyniki przedstawiono w tabeli 4.4.

Tabela 4.4. Czas biegu na 60 m uczniow szkoty sredniej

Czas biegu na 60 m Liczba
(w sekundach) uczniow

6,0-7,5 2
7,5-8,0
8,0-8,5
8,5-9,0
9,0-9,5
9,5-10,0
10,0-10,5

N B 01O W

Zrodlo: dane umowne.

Jaki byl sredni czas biegu na 60 metrow wsrod ocenianych uczniow szkoly
sredniej?
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Zanim mozna bedzie podstawi¢ do wzoru na $rednig arytmetyczng wazong
szeregu rozdzielczego zmiennej ciggtej (czasu biegu na 60 m jest zmienng ciagly),
nalezy wyznaczy¢ $rodek kazdego przedzialu i przemnozy¢ je przez odpowiednia
liczebnos¢ (zwazyc¢). Ze wzgledu na to, Ze nie bylo w tresci przyktadu zasugero-
wanego sposobu domknigcia przedzialow, przyjeto dolne domknigcie. Wyliczenia
przedstawiono w tabeli 4.5.

Tabela 4.5. Czas biegu na 60 m ucznidéw szkoty $redniej — wyznaczenie $redniej

lxio _Xilj ni X ;)(i n;
6,0-7,5 2 6,75 13,50
7,5-8,0 3 7,75 23,25
8,0-8,5 6 8,25 49,50
8,5-9,0 8 8,75 70,00
9,0-9,5 5 9,25 46,25
9,5-10,0 4 9,75 39,00

10,0-10,5 2 10,25 20,50
Suma 30 262,00

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Podstawiajgc otrzymane w tabeli 4.5 wyliczenia do wzoru (4.4), wyznaczamy
srednig arytmetyczng:
i 0
Xi Iy
Y=H—=@=8,733 S.
N 30
Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze powyzsza §rednia jest zanizona przez
dwie obserwacje odbiegajace od reszty (pierwszy, znacznie szerszy od pozostatych
przedzial). Dlatego tez nalezy si¢ zastanowi¢ nad tym, czy w tym przypadku
wszystkie obserwacje pochodza z jednej populacji, uwzgledniajacej na przyktad
uczniow tylko jednej (rocznikowo) klasy. Jezeli okaze sig, ze obserwacje odstajace
rzeczywiscie nalezg do innej zbiorowosci (np. sa to uczniowie z nizszej klasy niz
wigkszos$¢ badanych), wowczas analizie powinni zosta¢ poddani jedynie ci, ktorzy
stanowig wigkszo$¢ (bez warto$ci odstajacych). Jednak w przypadku, gdy nie uda
si¢ takiego rozdzielenia dokonaé, powinno si¢ przeprowadzi¢ badanie dla catej
populacji, wykorzystujgc w tym celu miary pozycyjne.
Jezeli w badanym przyktadzie ustalono, dlaczego te dwie obserwacje odstajg
od reszty (np. pomiary dotyczg ucznidow mtodszych rocznikowo), nalezy wyelimi-
nowac pierwszy wiersz z tabeli (4.4)), a wowczas wyliczenia dotyczace Sredniej

wygladajg nastgpujaco:
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in ni
LG 2485
N 28

Zatem otrzymana warto$¢ $redniej, zgodnie z poprzednimi przypuszczeniami,
jest wyzsza (o 0,142 sekundy) od wyliczonej poprzednio. Podajemy dla ilustracji
problemu bardzo uproszczony przyktad, w rzeczywisto$ci badacz musiatby doko-
na¢ bardziej doglebnej analizy i by¢ bardziej ostrozny we wnioskowaniu, ze od-
rzucone obserwacje sg nietypowe.

———=8875s.

|

Pokazalismy czytelnikowi, jak obliczy¢ §rednig arytmetyczng dla roznego ro-

dzaju szeregdw. Na zakonczenie omawiania $redniej arytmetycznej podamy kilka

najwazniejszych, i bardzo przydatnych w bardziej zlozonych analizach wtasnosci
tejze $rednie;.

Wiasnosci Sredniej arytmetycznej:

1. c=c

Srednia ze stalej jest rowna tej state;.

2. (xtc)=X=c.

Powyzsza wlasnos$¢ oznacza, ze jezeli do kazdej wartosci szeregu dodamy lub
odejmiemy stata, srednig nowego szeregu mozemy policzy¢ jako $rednig szeregu
wyjsciowego powigkszong lub pomniejszong o t¢ stala. Dodanie (odjecie) statej C
powoduje przesunigcie szeregu o C jednostek na osi odcietych X, a tym samym
przesunigcie $redniej o tyle samo jednostek. Aby to udowodni¢, wystarczy wyko-
na¢ nastgpujace przeksztatcenie:

Z(x +o)n, Zk:(xi n, +cn;) ZX.”. ch cyon,

(xtc)=12 = =X+ —=X=*C

Wtlasnos$¢ ta oznacza, iz suma wazonych odchylen wartosci cechy od $redniej
arytmetycznej tej cechy w zbiorowosci jest zawsze rowna zeru. Latwo to wykazac,
dokonujgc prostych przeksztatcen przedstawionych ponize;j:
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Wilasno$¢ ta oznacza, ze jezeli zbiorowo$¢ podzielono na m przedzialow war-
tosci cechy i dla kazdej z nich obliczono $rednig arytmetyczng, woéwczas §rednig
dla catej zbiorowosci mozna obliczy¢ jako $rednig arytmetyczng ze $rednich gru-
powych™, wazonych liczebno$ciami n, ; poszczegllnych grup. Oznacza to, ze

srednia sumy jest rowna wazonej sumie $rednich. Jest to wynik nastgpujacego po-
stepowania dowodowego. Zatézmy, ze mamy m grup w populacji, w kazdej grupie
wystepuje k odmian cechy zmiennej Xi o liczebnosciach (wagach) ny;,n,;,....,ny;
odpowiednio. Zatem kazda $rednia grupowa jest obliczana jako:

k k

PR LI

v _ i=l _ =1

X ==
n; j

=1

Srednig w catej populacji (dla wszystkich grup lacznie) obliczymy jako:

SAby zaznaczy¢, ze $rednia jest liczona jako $rednia ze $rednich grupowych, dodajemy jeszcze jedna

kreske nad symbolem $redniej X lub, jak niektorzy autorzy, mozna uzyé symbolu X,
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_ _j= i= _j= _T
- m k - m_ k - m =X
22N, 220 2N,
j=1 i=1 j=1 i=1l j=1

5. CX=CX.

Srednia dla szeregu wartosci, ktory pomnozono przez stata c, jest rowna ,,sta-
rej” sredniej szeregu wyjsciowego pomnozone;j ta statg lub przez jej odwrotnos¢
(gdy c<1):

k k k
dooxn Doexn €Y Ixn,
cX = i=1 — =1 —_i=l =cX
N k k
20 2N
i-1 i-1
Podsumujmy teraz nasza wiedze o Sredniej arytmetycznej:

1. W miare dobrze charakteryzuje ona zbiorowo$¢ w przypadku, gdy populacja
jest jednorodna wzgledem badanej cechy, czyli poszczegélne jednostki nie
r6znig si¢ od siebie istotnie warto$ciami cechy. Srednia jest wowczas punktem,
wokot ktorego skupiajg si¢ wartosci cechy wigkszosci jednostek zbiorowosci.

2. W przypadku gdy szereg jest wielostopniowy, przyjecie $rodka przedziatu
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zamiast $redniej w przedziale powoduje, ze popelniamy btad in minus (niedo-



szacujemy sumy warto$ci cechy) w przedziatach przed $rednig, za$ in plus
(przeszacujemy) za $rednig. W szeregach symetrycznych te btedy znosza si¢
i otrzymujemy poprawng warto§¢ S$redniej dla szeregu wielostopniowego.
W przypadku szeregdw asymetrycznych popelnimy jednak powazny blad sza-
cunku, tym wigkszy, im bardziej asymetryczny jest szereg. Nie mozna wigc
uzywac wzoru (4.4) 1 (4.5) do silnie asymetrycznych szeregéw (nalezy siegnac
do surowych danych lub, gdy ich brak, ograniczy¢ analize do miar polecanych
do takich szeregow).

Liczac $rednia, wykorzystuje si¢ warto$ci cechy kazdej jednostki statystyczne;.
Brak danych o jakiejkolwiek wartosci cechy wyklucza w zasadzie mozliwos$¢
obliczenia $redniej. Powaznym problemem zatem staje si¢ szereg z otwartymi
przedziatami skrajnymi, ktorych nie mozemy domkng¢. Nie mozna domkng¢
przedziatdw o nieznanych warto$ciach granicznych i/lub gdy przedziaty te sa
zbyt liczne. Za okreslenie ,,liczne” przyjmuje si¢ zwyczajowo liczebnosci wy-
noszace ponad 5% lub 10% catej populacji.

. Nie ma wigkszego sensu interpretacyjnego liczenie $redniej dla skrajnie asyme-
trycznego szeregu jednostopniowego, cho¢ jest to mozliwe. Srednia nie repre-
zentuje w takim przypadku tendencji centralnej (punktu skupienia) zbiorowo-
sci. Po prostu takiej tendencji nie ma w tego typu szeregach.

Srednia arytmetyczna jest wrazliwa na skrajne wartoéci cechy w populacji
(szeregu), ktére moga by¢ uznane za przypadkowe. W takich przypadkach na-
lezy ostroznie interpretowac $rednig, majac §wiadomos¢, ze jej warto$¢ moze
by¢ zaburzona przez te skrajne warto$ci. Warto$¢ $redniej przesuwa si¢ bo-
wiem w strong tych skrajnych warto$ci. Jezeli ich nietypowos¢ wynika z przy-
padku, srednia ksztalttowana pod ich wptywem bedzie przesunigta w strong nie-
typowych (skrajnych) obserwacji i nie bedzie dobrze reprezentowata tendencji
centralnej w populacji.

4.1.2. Srednia harmoniczna

Kolejng przecigtng miarg klasyczng jest $rednia harmoniczna. Jest ona miarg
wykluczajaca si¢ ze $rednig arytmetyczng, co znaczy, ze jesli zachodza warunki
do stosowania jednej z nich, to nie mozna zamiennie uzy¢ drugie;j.

Srednig harmoniczng stosujemy, gdy wartosci cechy sq podane w formie od-

wrotnosci, tj. gdy wartosci jednej zmiennej sq podane w przeliczeniu na stalq jed-
nostke innej zmiennej (czyli sq wskaznikami natezenia — np. osoba/km?) lub wyra-
zone w postaci ztozonej (np. 7 zi za sztuke, 80 km na godzing), zas wagi (czyli li-
czebnosci) sq w jednostkach licznika tej cechy (w przypadku predkosci waga byta-
by w km).
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To, ktorej Sredniej nalezy uzy¢, zalezy od postaci danych, jakie mamy do dys-
pozycji. Blizej pokazemy to na jednym z ponizszych przyktadow.

Tak jak w przypadku $redniej arytmetycznej, $rednig harmoniczng mozemy
przedstawi¢ wzorem na $rednig niewazong, wazong oraz, w przypadku cechy cig-
glej, w oparciu o $rodki przedziatow.

Ogoblny wzor na $rednig harmoniczng ma postac’®:

N , (4.6)

im

i1 X

YH:H:

gdzie i to odwrotno$¢ badanej cechy, ni — wagi (liczebnosci lub czestosci, z jaka
1
wystepuja poszczegolne odmiany cechy).
Po drobnym przeksztatceniu widzimy, ze §rednia harmoniczna jest odwrotno-
$cig $redniej arytmetycznej liczonej dla odwrotno$ci wartosci cechy:

=20 4.7)

Przyktad 4.6

Samochdd jechat na kolejnych kilometrowych odcinkach drogi z nastgpujacymi
predkosciami: 90, 100, 110, 120, 115, 80. Jaka byta §rednia predko$¢ samochodu?
Z definicji $redniej jest to stata predkos¢, z jaka samochdd musiatby jechac, by
przeby¢ te sama droge w tym samym czasie:
$rednia predkosé (V) = przebyta droga (s) / czas (t).
Przebyta droge s znamy — samoché6d zmieniat predkosé co kilometr pigc razy,
czyli s =5 km. Nie wiemy, jak dtugo jechal, ale jest to mozliwe do wyliczenia po

S
przeksztalceniu wzoru na predko$¢ do postaci 1= v Z tego wzoru mozna wyli-

czy¢ czas, w jakim samochod przejezdzat kolejne kilometrowe odcinki, ktore na-
stepnie nalezy zsumowac:

6 W literaturze uzywa si¢ paru symboli na oznaczenie $redniej harmonicznej. Podane tu symbole
Xp oraz H sa najczesciej spotykane.
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1km Ikm 1km 1km 1km 1km
t=t +t, +t,+t, +t, +t; = km + Kkm + km + km + km + -
100 110 120 115 80
godz godz godz godz godz godz
Zatem $rednia predko$¢ wynosi:

_ 1km+1km+1km+1km+1km+1km

S S 17 S . S o SR o B
00 100 M 110 B 100 BT g5 BT go B
godz godz godz godz godz godz
B 6 km B
0,01111godz + 0,01godz + 0,0091godz + 0,0083godz + 0,0087 + 0,0125godz
__ BKM  _100,5km/ godz.
0,0597godz

Z powyzszych wyliczen wynika, ze $rednia predkos¢ samochodu na tej pig-
ciokilometrowej trasie wynosita 100,5 km/godz. i zostala policzona jako $rednia
harmoniczna.

|

Aby zrozumie¢ konstrukcje $redniej harmonicznej, nalezy przyjrze¢ si¢ doko-
nanemu podstawieniu do wzoru, z ktérego wyliczono §rednig predkos¢. W liczniku
znajduje si¢ N = 5 km i s3 to zsumowane jednostki statystyczne (kilometry), ktore
obserwujemy pod wzgledem posiadanej cechy, czyli predkosci. Jest to wigc nasza
zbiorowos¢ statystyczna. W mianowniku mamy sume¢ odwrotnosci cechy (pred-
ko$¢) mnozong przez liczbe jednostek statystycznych, czyli liczbe kilometrow
przebytych z ta predkoscig. Poniewaz kazda predkos¢ wystepowata tylko raz
(zmiana co kilometr), mozemy powiedzie¢, ze $rednia predko$¢ samochodu zostata
wyliczona jako niewazona srednia harmoniczna:

He N (4.8)

k 1
2

Przyktad 4.7

Zmodyfikujmy przyktad 4.6 w nastgpujacy sposob: samochod jechat 4 km
z predkoscig 90 km/godz., 6 km z predkoscig 100 km/godz., 10 km z predkoscia
110 km/godz., 20 km z predkoscia 120 km/godz., 10 km z predkoscig 115
km/godz. i 30 km z predkoscia 80 km/godz. Jaka byta srednia predkos¢ samochodu
na badanym odcinku drogi?
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Wykonujgc analogiczne do poprzedniego przyktadu wyliczenia otrzymujemy:

4km+ 6km+10km+ 20km+10km-+ 30kat

""T4on Gm  10wm 20k 10km 30k
905 100 KM 190 BT 1o T~ 145 KAT gy KT
godz godz godz godz godz godz
B 80km 3
0,0444godz + 0,06godz + 0,0909godz + 0,1667godz + 0,087 + 0,375godz
= _ 80km =97,1km/ godz.
0,824g0dz

W tym przypadku uzyto $redniej harmonicznej wazonej, wagami za§ byty
liczby kilometrow (ni) przejechane z poszczegdlnymi predkosciami (Xi).
|
Jak juz wspomniano, o tym, czy nalezy zastosowac $rednig arytmetyczng czy
harmoniczng decyduje posta¢ danych, na podstawie ktorych jest ona obliczana.
Okreslenie, ktora $rednig nalezy zastosowac, bez pewnej wprawy w czytaniu da-
nych moze by¢ klopotliwe. Znacznie wygodniej jest podejs¢ do problemu niejako
od konca, czyli obliczy¢ $rednia, biorac pod uwage definicje $redniej dla badane;j
cechy, a nastepnie okresli¢, ktéra $rednig zastosowalisSmy, tak jak w powyzszych
przyktadach.

Przyktad 4.8

W pewnym domu okazato sig
0 poranku, ze nie ma cukru. Cala
rodzina byta sfrustrowana, ponie-
waz wszyscy stodzili i bardzo nie
lubili gorzkich ptynéw. Drobna
dyskusja, w nerwowej atmosferze
pospiechu, skonczyla si¢ ustale-
niem, ze cukier kupi wracajacy
najwczesniej ze szkoty syn. Cata
rodzina jednak uznata, wracajac po
kolei do domu, ze nie nalezy do niego mie¢ zaufania, albowiem jest duze prawdo-
podobienstwo, ze zapomni o kupnie cukru. Wobec tego na wszelki wypadek, wra-
cajagc do domu, mama kupita kilogram cukru za 4 zi, babcia kilogram za 3,6 zi,
siostra delikwenta kupita kilogram za 4,4 zl, dziadek kilogram za 4,8 zt i ojciec,
ktory kupit kilogram najdrozej — za 6,4 zt. Syn, ktory miat wroci¢ najwczes$niej,
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wrocil jako ostatni, poniewaz wybrat sie z kolegami na mecz i kompletnie zapo-
mniat o cukrze i wczesniejszym powrocie. Pominmy awanturg, jaka z tego tytutu
rozpetata sic w domu. Za karg pit gorzka herbate przez nastgpny tydzien. My zas
policzmy, ile $rednio kosztowat kilogram zakupionego przez cata rodzing cukru.

Zacznijmy od definicji $redniej ceny P 7"
$rednia cena (P ) = warto$¢ towaréw (W) / ilo§¢ towarow (Q).

Policzmy najpierw, ile rodzina zaptacita facznie za cukier (czyli warto$¢ towaru — w):
w=1kg - 4,0 zZt/kg+1kg- 3,6 zt/kg +1kg - 4,4 zt/kg +1kg - 4,8 ZA/kg +1kg - 6,4 zt/kg = 23,2 zt.
Ilos¢ zakupionego cukru (q) wyniosta pig¢ kilogramow, bo pig¢ osoéb kupito po
kilogramie cukru, wiec q = 5 kg. Zatem §rednia cena wyniesie:

1kg~4,0 ZWkg+ 1kg-3,6 ke + Lker: 4.4 Zlker Lk 4,8 21/kg = kg 6,4 Zlkeg
5kg B

ﬁ:

= %z}/kg =4,64 ztkg.
W tym przypadku, jak wida¢ z podstawienia, nalezato uzy¢ $redniej arytme-
tycznej. Srednia cena cukru zakupionego przez poszczegolnych cztonkéw rodziny
wyniosta 4,64 z1. O tym, ze uzyjemy $redniej arytmetycznej, wiemy juz wczesniej,
analizujgc dostepne dane. Nasza cecha ,,cena jednostkowa” jest ilorazem wartosci
do ilosci, czyli zt/kg, za§ wagg jest ilos¢ kupionych przez poszczegdlnych czton-
kéw rodziny kilogramow cukru. Dla uproszczenia obliczen przyjeto, ze kazdy ku-
powat po kilogramie i jest to jednostka, ktéra znajduje si¢ w mianowniku jednostki
pomiaru cechy (czyli ceny). Stad wnioskujemy, ze mozna i nalezy uzy¢ $redniej
arytmetycznej. Gdyby problem byl sformutowany nastgpujaco: obliczyé srednig
ceng kupionego cukru, wiedzgc, ile kazdy z rodziny zaptacil (waga), ale nie wie-
dzqc, ile kilogramow cukru kupif, wowczas musieliby§my uzy¢ $redniej harmo-
nicznej.
|

Przyktad 4.9

Wszyscy w rodzinie (z poprzedniego przyktadu), nie tylko lubig pi¢ stodka popo-
tudniowa herbate, ale uwielbiajg tez razem z tym napojem delektowac si¢ $wiezo
upieczong szarlotka. Mama zaoferowata, ze takowa upiecze, pod warunkiem,
ze zostang kupione jabtka. W ramach rekompensaty za poprzednie zapominalstwo
i pozne wracanie ze szkoty syn zdeklarowat, ze kupi jabtka. Po zajeciach wrocit

" Zamiast okreslenia cechy litera X uzyjemy najbardziej popularnego i w ekonomii, i w statystyce
symbolu ceny — p, od angielskiego price.
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z siatkg pelng owocow, na ktore wydat 4 zt. Pamigtal, Ze cena jabtek wynosita 3,20 zb/kg.
Pozostali cztonkowie rodziny, pamigtajac poprzednie wydarzenia, rowniez kupili jabtka
w drodze powrotnej. I tak babcia wydata 5,10 zt (cena jablek wynosita 3,00 zi/kg),
dziadek zaptacit 3,90 zt (cena 2,60 zt/kg), tata — 3,00zt (cena 3,00 zt/kg), siostra
3,50 zt (cena 2,80 zt/kg), za§ mama 8,50 zt (cena 3,40 zl/kg). Zakupiona ilos¢ ja-
btek starczyta rodzinie nie na jedna, ale na kilka szarlotek upieczonych przez ma-
me¢ w kolejnych dniach. Jednak sprawdzmy, jaka byla $rednia cena kupionych
przez rodzing jablek.

Pamigtajac, ze cena jest to warto$¢ towaréw podzielona przez ich ilo$¢, naj-
pierw obliczmy, jakg kwotg tacznie wydali cztonkowie rodziny na jabtka do szar-
lotki:

w=4,0021+5,1021+39021 + 3,00 21 +3,50 21 +8,50z1 = 28,00 Z{ .

Nastepnie wyznaczmy ilo§¢ zakupionych jabtek (ilos¢ oblicza si¢ jako sume ilora-
zo6w wydanej kwoty i ceny jednostkowe;j):

4,00zt 5,10zt 3,90zt 3,00zt 3,50zt 8,50 zt
= + + + +

3,202—1 3,OOZ—1 2,602—1 3,00Zi 2,802—1 3,4OZ—1

kg kg kg kg kg kg
Te same wyliczenia otrzymujemy, podstawiajgc dane dotyczace kwoty wydanej na
jabtka i ich ceny jednostkowej do wzoru na Srednig harmoniczng:
W 4,00z1+5,10z1 + 3,90 z1 + 3,00 zl + 3,50 zI + 8,50 zl B
p= q 4,00,2(+ 5,10,2{’+ 3,90,2'1’+ 3,002z N 3,50,241’+ 85Qz

3202 3002 2602 300% 2807 340%
kg kg kg kg kg kg

B 28,00 z+ _2800z .., 7
1,25kg+1,70 kg+1,50 kg+1,00 kg+1,25 kg+2,50 kg 9,20kg kg

Zatem S$rednia cena zakupionych jabtek wynosita 3,40 zt/kg i jak tatwo zau-
wazy¢, uzyto tu Sredniej harmonicznej. Wagami za$ sg kwoty wydane na zakup
poszczegdlnych ilosci jablek.

|

Przyktad 4.10

Planowane jest potaczenie miasta X z sgsiadujgcym miasteczkiem Y. W miescie X
mieszka 100 000 osob, zas w Y jedynie 5 000. Pierwsza z miejscowosci ma ge-
sto$¢ zaludnienia na poziomie 2 500 osob/km?, za$ druga 1 000 osob/km?. Jaka
bedzie Srednia gestos¢ zaludnienia potaczonego miasta?
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W tym przypadku wskazaniem do wyznaczenia przecigtnej gestosci zaludnienia
jest zastosowanie $redniej harmonicznej, gdyz nasza cecha ,,gesto$¢ zaludnienia”
jest wskaznikiem natezenia (osoby/km?), za$ wagi cechy (liczba ludnosci w po-
szczegodlnych miastach) sg wyrazone w jednostkach z licznika cechy (osoby). Po-
dobnie jak poprzednio, zacznijmy od zdefiniowania cechy ,,gesto$¢ zaludnienia”.
Jest to, jak wiadomo, liczba ludzi przypadajaca na jednostke powierzchni danego
terytorium.

liczba 0sdb

Gesto§¢=———.
powierzchnia

Stosujac wzor (4.6), otrzymujemy nastgpujaca gestos¢ zaludnienia:

H = N 100 000 osdb +5 000 os6b 105 000 os6b
~n 100 000 oséb 50000s6b 40 km? +5 km?

n
— +
; x. 2500 0s6b/km? 1000 os6b/km?

=2333,33 0s6b / km”.

Zatem przedstawiony wynik oznacza, ze w nowo utworzonej miejscowosci $rednia
gesto$¢ zaludnienia wynosi¢ bedzie 2 333 osoby/km?.

Przyktad 4.11

Rozwazymy podobng sytuacje jak w poprzednim przykladzie, ale dotyczaca pota-
czenie miasta A z sgsiadujgcym miastem B. Miasto A zajmuje powierzchni¢ 30 km?,
za$ B 50 km?. Gesto$¢ zaludnienia w pierwszej z miejscowosci wynosi 1 500 osob/km?,
a w drugiej 1 000 osob/km?. Jaka bedzie $rednia gesto$¢ zaludnienia miasta po-
wstatego z potaczenia obu miejscowosci oraz wiaczenia do niej niezaludnionego
obszaru 20 km? znajdujgcego si¢ pomigdzy nimi?

W tym przyktadzie do wyznaczenia przecigtnej gestosci zaludnienia powinniSmy
zastosowac $rednig arytmetyczng, gdyz cecha gesto$¢ zaludnienia (osoby/km?) ma
wagi wyrazone w jednostkach z mianownika cechy (czyli km?). Stosujemy wiec
wzor:

lludn _ 30.kim? 1500 0sOhkAT +50 k2 - 1000 0sOhKAT + 20 kifi? - 0 0sObAKAT _

X =
POW. 30 km? +50 km? + 20 km?
45000 0s6b+50 000 0s6b+0 0sdb 95000 0s6b 950 0s6b
100 km? 100 km? km?

W utworzonej miejscowosci $rednia gesto$¢ zaludnienia bedzie wynosié
950 0s6b/km?,
|
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4.1.3. Szereg czasowy — pojecia wstepne

Ze wzgledu na to, ze $redniej geometrycznej najczesciej uzywa si¢ do analizy sze-
regdw czasowych, zanim jg zdefiniujemy, wprowadzimy najpierw pewne niezbed-
ne pojecia i definicje zwigzane z szeregami czasowymi. U podstaw analizy dyna-
miki procesow spoteczno-gospodarczych lezy konstrukcja szeregéw czasowych,
zwanych tez chronologicznymi. Szereg czasowy tworzy si¢ w oparciu o0 momen-
ty lub okresy. Pomiar zjawisk w momentach dotyczy stanu zjawiska w okreslo-
nym punkcie czasu, zmierzong wielkos¢ okre§lamy jako zasob, np. spis ludnosci,
spis rolny, spis mieszkan, liczba bezrobotnych w wojewoddztwie zarejestrowanych
w konkretnym dniu miesigca jakiego$ roku. W kazdym z takich badan ustala si¢
liczbe jednostek (ludno$ci, zwierzat, mieszkan, bezrobotnych) na konkretna date.
Pomiar zjawisk w okresach obejmuje sume¢ jednostek badanego zjawiska, ktore
wystapity na danym obszarze w ciaggu okreslonego czasu, np. roku, kwartalu, mie-
sigca, dnia. Taki pomiar okresla si¢ jako pomiar strumienia, np. wielko$¢ produkeji
wytworzonej w ciggu kwartalu, miesieczna sprzedaz w handlu detalicznym, ilo$¢
urodzen w ciggu roku. Wybor jednostki czasu zalezy od specyfiki zjawiska i od
potrzeb, dla ktérych prowadzi si¢ badanie. Na og6t tez pomiarow dokonuje sie
w tych samych momentach’ i okresach jednakowej dtugosci’®. Utatwia to poréw-
nania miedzyokresowe.

Teoretyczny szereg czasowy przedstawia si¢ jako cigg, w ktorym kazdej ob-
serwacji cechy x u danej jednostki statystycznej przypisuje si¢ numer (t) okreslaja-
cy kolejnoéé, w jakiej dokonano pomiaru, otrzymujac zbior postaci®:

X1, X2, X3, ...... Xt-1, Xty Xt+1, ..., XT,
gdzie x: to poszczegbdlne elementy szeregu czasowego, T — ostatni badany okres,
czyli liczebno$¢ populacji okresow.

Jezeli interesuje nas dynamika zjawiska, czyli jak zmieniaty si¢ wartosci cechy
Z okresu na okres, wowczas mozemy uzy¢ na przyktad stopy wzrostutt:

8 Dwa najbardziej popularne momenty w pomiarach zjawisk spoleczno-ekonomicznych to 30 VI
i 3111, podstawowe za$ okresy pomiaru to rok, kwartat, miesiac na poziomie zaréwno makro-, jak
i mikroekonomicznym.

™ Przy pomiarze prowadzonym w oparciu o okresy kalendarzowe nalezy pamictaé, ze odstepy po-
mig¢dzy nimi nie sa jednakowe. Luty na przyktad rézni si¢ od stycznia o 3 dni, co stanowi prawie 10%
dlugosci stycznia. Tam, gdzie nie ma to wigkszego znaczenia, mozemy zaniedbaé t¢ rdéznicg i stoso-
wac jednostke¢ miesige, ale w wielu zastosowaniach nalezy to korygowa¢. Czgsto, na przyktad
w bankowosci, przyjmowano umownie, ze kazdy miesigc ma 30 dni.

80Jezeli interesuje nas pomiar dynamiki zmian stypendium studenta, musimy najpierw zaobserwowag,
ile wynosito stypendium studenta w poszczegdlnych okresach jego studidw (zatézmy, ze badamy
3lata studidw licencjackich, co daje sze$¢ obserwowanych semestrow). Otrzymamy wowczas
np. szereg postaci: x1=400 z1, xo=400 zt, Xx3=440 zt, Xx4=462 z1, xs=346,50 zt, X6=415,80 zt, czyli T=6.
81 Jest to podstawowa miara dynamiki proceséw w czasie, cho¢ nie jedyna.
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gdzie:
Xt — poziom zjawiska w momencie t,
Xti — poziom zjawiska w momencie t-i opéznionym o i okresow w stosunku do t.
Stopa wzrostu mowi nam, ile razy poziom cechy w momencie t wzrést
w stosunku do momentu (t-i) (punktu odniesienia) lub jaki procent wartosci
poprzedniej stanowi warto$¢ w momencie t.
Ze stopa wzrostu jest Scisle zwigzane tempo wzrostu.
Moéwi ono nam, o ile co$ przyrosto pomiedzy momentem t i (t-i).

I":m:i_h:i_lzlt/t_I —1
X X X X

lub jesli dane sa w ujeciu procentowym, r = I;;,_; — 100.

Przyktad 4.12

Student Wydzialu Zarzadzania otrzymywal przez sze$¢ semestrow stypendium

naukowe wynoszace kolejno: X1=400 zl, x2=400 zl, x3=440 zl, xa=460 z,

X5 =350 zl, X¢ = 420 zk. Nalezy wyznaczy¢, jak zmieniala si¢ kwota stypendium.
Kolejne stopy wzrostu beda wynosity odpowiednio:

_ X, _ 400zt
217 x, 400zt
_ X 440z
¥ x, 400zt Lt
X, 460zt
=2 =1,0455;
X, 440zt t
X 3502 _ ) 2eng
X, 460 zt
_X% _40z_
% 380zt

Zastosowano tu jeden ze sposobow liczenia stopy wzrostu, czyli tzw. tancu-
chowg stopg wzrostu. Porownujemy tu okres biezacy do poprzedniego (czyli i = 1),
co oznacza, ze porOwnujemy zmiany stypendium kazdorazowo w stosunku
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do poprzedniego semestru. Zauwazmy tez, ze na podstawie T = 6 obserwacji war-
tosci stypendium skonstruowaliSmy n = 5 miar dynamiki, czyli szereg stop wzrostu
liczy teraz pig¢ obserwacji. Otrzymane miary interpretujemy nastepujaco: stypen-
dium w drugim semestrze w stosunku do pierwszego nie wzrosto (o1 = 1), w trze-
cim semestrze w stosunku do drugiego stypendium wzrosto Iz = 1,1 raza lub mo-
zemy powiedzie¢, ze stanowi 110% stypendium z poprzedniego okresu (lub 1,1
stypendium poprzedniego okresu). Analogicznie stypendium w czwartym seme-
strze wzrosto 1,0455 raza lub wynosito 104,55% stypendium z okresu poprzednie-
go. W semestrze pigtym stypendium spadto i wynosi 0,7609 lub 76,09% stypen-
dium z semestru poprzedniego. W szostym okresie stypendium znow relatywnie
wzrosto 1,2 raza lub stanowito 120% tego, co student otrzymywal w poprzednim
semestrze (ale uwaga — wzrost tylko w stosunku do semestru pigtego).

Tempa wzrostu najczgsciej podaje si¢ w ujeciu procentowym, co jest wygod-
niejsze W interpretacji, wobec tego tempa wzrostu stypendium w powyzszym
przyktadzie b¢da wynosity odpowiednio:

r: = l,n—1 = 1-1 = 0 (stypendium nie zwigkszylo si¢);

r;=ls-1=1,1-1=0,1 lub r; = 110%-100 = 10% (stypendium wzrosto o 10%
w stosunku do poprzedniego okresu);

r3=las—1 =1,0455-1 = 0,0455 lub r3 = 143%-100% = 104,55%—-100% = 4,55%;

rs = lsz—1 =0,7609-1 = 0,2391 lub rs = 154%-100% = 76,09%-100% = —23,91%
(stypendium zmalato 0 23,91% w stosunku do poprzedniego okresu);

rs=lgs—1 = 1—1,2 = 0,2 lub s = lgi5%—-100% = 120%—-100% = 20% (stypendium
wzrosto o 20% w stosunku do poprzedniego okresu).

4.1.4. Srednia geometryczna

Srednia geometryczna, tak jak poprzednio prezentowana $rednia arytmetyczna,
mowi nam, ile tgcznego funduszu cechy przypada na jednostke statystyczng zbio-
rowosci, aczkolwiek w tym przypadku fundusz cechy ma inng definicjg. Jesli uzy-
wamy $redniej geometrycznej do obliczenia $redniej stopy (lub tempa) wzrostu,
wowczas mowi nam, jaka stopg wzrostu (lub tempo) musialoby mie¢ badane zja-
wisko, by osiggnaé poziom okresu koncowego, rosngc w kolejnych okresach
tak samo. Funduszem cechy jest taczny iloczyn stop (temp) wzrostu w badanym
okresie.
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Stosuje si¢ ja w dwoch przypadkach:

1) gdy wystepuja znaczne réznice migdzy obserwowanymi warto$ciami cechy®,
gdyz jest mniej wrazliwa na warto$ci ekstremalne (nietypowe) niz $rednia
arytmetyczna, mozna wiec jg stosowaé zamiast Sredniej arytmetycznej®,

2) przede wszystkim jednak jest uzywana do analizy zmiennych multiplikatyw-
nych®, zwlaszcza do danych w postaci liczb wzglednych, np. stop i temp wzro-
Stu — jest to powszechnie uzywana miara dynamiki procesow.

Srednia geometryczna prosta (niewazona) wyznaczana jest z nastepujacego
wzoru:

Xy = X Ko Xona Xy (4.9)

gdzie x; — dane w postaci liczb bezwzglednych lub stop wzrostu (i =1, 2, ..., n).

Jezeli poszczegdlne obserwacje wystepuja wiecej niz jeden raz, korzysta sie,
jak w przypadku poprzednio omawianych $rednich, z wag. Wowczas wzor (4.9)
ma nastgpujgca postac :

(4.10)

gdzie xi — jak wyzej, za$ nj — czgsto$¢ wystepowania odmiany X, czyli waga

izk:ni =n,
i=1

Jezeli dane sg w postaci liczb bezwzglednych, a nas interesuje $rednia stopa
wzrostu, wowczas mozna zastosowac nastepujacy wzor laczacy obliczanie stop
wzrostu i liczenie $redniej:

82 W szeregu sg tak zwane warto$ci odstajace, nietypowe, np. mamy sto 0sob o wzroscie pomiedzy
1,6 ma 1,9 m oraz jedna o wzro$cie 2,1 m. Ta ostatnia osoba zostanie uznana za nietypowa w bada-
nej populacji. Uwzglednienie jej wzrostu wptynie na podwyzszenie $redniej. Jezeli jest to jednostka
spoza badanej populacji (np. badamy wzrost polskich studentow, a zmierzono takze wzrost studiuja-
cego w Polsce masajskiego studenta) lub btad w pomiarze, jej uwzglednienie ,,zafalszuje” prawdziwa
$rednig i nalezaloby t¢ obserwacje odrzuci¢. Z drugiej strony, jesli odrzucimy t¢ jednostke, a jest to
poprawny pomiar i jednostka pochodzi z badanej populacji, wowczas popetnimy btad, odrzucajac
taka obserwacje.

8 Interpretujemy ja analogicznie do $redniej arytmetycznej: rozdziela ona réwnomiernie na wszystkie
jednostki populacji fundusz cechy bedacy w tym przypadku iloczynem wszystkich wartosci cechy.

84 Zmienna multiplikatywna to zmienna, ktéra dla danego zbioru elementéw ma warto$¢ funduszu
cechy rowny iloczynowi wartosci przypisanych wszystkim elementom sktadowym zbioru. Sredniej
arytmetycznej uzywamy do zmiennych addytywnych, czyli takich, ktérych warto$¢ funduszu cechy
jest sumg warto$ci cechy poszczeg6lnych jednostek w zbiorze.
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X, (4.11)
gdzie:
Xt — warto$ci analizowanej cechy w kolejnych jednostkach czasu t =1, 2, ..., n
Zauwazmy, ze powyzszy wzor sprowadza si¢ do postaci:

L. SR :n\’/X:". (4.11a)
X X X4 X

Obliczanie stopy wzrostu za pomoca $redniej geometrycznej na podstawie sze-
regu wartosci bezwzglednych sprowadza si¢ do obliczenia stopy wzrostu pomiedzy
okresem pierwszym i ostatnim oraz wyciagnigcia pierwiastka stopnia rownego
iloéci elementéw mnozonych pod pierwiastkiem. Jesli wyjéciowo mamy n okre-
sOw, to na tej podstawie tworzymy (n-1) stop wzrostu i z tego stopnia jest wycia-
gany pierwiastek.

Przykiad 4.13 (kontynuacja przyktadu 4.12)

W poprzednim przyktadzie obliczyliSmy stopy wzrostu stypendium studenta
w ciagu trzech lat. Ustalmy teraz, jaka byta $rednia stopa wzrostu tegoz stypen-
dium, czyli jak szybko ono zmienialo sig.

Mamy nastepujace stopy wzrostu: I = 1; lan =1,1; las=1,0455; ls4 = 0,7609;
leis = 1,2. Poniewaz wartosci cechy sa miarami dynamiki, musimy uzy¢ $redniej
geometrycznej w postaci wzoru (4.11):

X =190 Lyp s lsra - g5 =31-11-1,0455-0,7609-1,2 =

= {/1,0501 =1,0070.

Zauwazmy, ze to samo uzyskamy, gdy uzyjemy danych wyjsciowych w po-
staci poziomoéw stypendium:

s —olXe Xs Xa Xs Xs _ \%400 440 460 350 420 _ \%420
P V% X X X X V400 400 440 460 350 400

/420

=3/1,05 =1,007.
400

Mozemy wigc powiedzie¢, ze stypendium studenta w tym przypadku rosto
$rednio co semestr przy stopie wzrostu 100,7% i aby nie tamac sobie jezyka, pro-
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Sciej jest powiedzie¢, ze srednio stypendium wzrastato o 0,7% (co wyliczylismy
jako 100,7%-100%).
|
Podsumowujac przedstawione w niniejszym podrozdziale podstawy wy-
znaczania $rednich klasycznych, nalezy podkresli¢, Ze sa one miarami stuzacymi
do sumarycznej charakterystyki rozktadu cechy w zbiorowosci statystycznej. Swo-
je zadanie spelniajg jednak tylko wtedy, gdy zbiorowos¢ jest jednorodna pod
wzgledem badanej cechy, czyli jednostki zbiorowosci skupiaja sie wokot przeciet-
nej. Jednorodno$¢ zbiorowosci wynika z tego, ze na wszystkie jednostki dzialajg
te same przyczyny gtdéwne. Wowczas $rednie reprezentujg w przyblizeniu dziatanie
sktadnika systematycznego ksztaltujacego rozklad wartosci analizowanej cechy
W badanej zbiorowosci. Odchylenia cechy od poziomu $redniego u poszczegdlnych
jednostek za$ wynikaja z dziatania przyczyn przypadkowych, ubocznych (loso-
wych). Postugiwanie si¢ sredniag w zbiorowosci niejednorodnej jest bledem, po-
niewaz $rednia w tym przypadku da fatszywy obraz rzeczywistej struktury zbioro-
wosci i moze by¢ podstawa btgdnych wnioskéw co do przyczyn ksztaltujacych
rozktad danej cechy®,

Przyktad 4.14

Wezmy do naszych rozwazan zbiorowo$¢ pracownikdéw niewielkiego przedsie-
biorstwa: dziesigciu szeregowych pracownikow zarabia pomiedzy 600 zt a 1500 zt
oraz dwoje (szef i ksiggowa) zarabiaja po 5000 zh. Srednia ptaca liczona
dla wszystkich nie bedzie dobrg miarg tego, jak wygladajg ptace w tej firmie, po-
niewaz mamy do czynienia z mata, niejednorodna ptacowo zbiorowoscia. Srednia
dla calej zbiorowosci wyniesie znacznie ponad 2000, gdy tymczasem szeregowy
pracownik moze liczy¢ na nie wigcej niz 1500 zt (np. przy przyjmowaniu do pra-
cy). W tym przykladzie mamy dwie odrgbne grupy ptacowe i dla kazdej z nich
nalezy policzy¢ $rednig niezaleznie. Jedna srednia bedzie charakteryzowata po-
prawnie rozktad plac pracownikow szeregowych, druga kierownictwa.

|

Przyktad 4.15

Wréémy do przyktadu dziadka, ktory zabrat dwojke swoich wnukéw na spacer
do zoo i po drodze spotkali zapalonego statystyka-amatora. Ten po nieudanej pro-
bie analizy wzrostu z rownie wielkim zapalem postanowil pyta¢ przechodniow
0 wiek. Nasi spacerowicze podali nastgpujace wartosci: 62, 4, 6. Statystyk-amator
ponownie policzyt $rednia, ktora wyniosta 24 lata. Czy mozemy na podstawie tak

8 Lange (1975) podaje interesujacy przyktad na ten temat (zacieranie réznic klasowych ), s. 156 i nast.
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policzonej $redniej wysnu¢ jakie§ wnioski o populacji odwiedzajacych zoo? Nie.
Wykonana analiza ponownie potwierdzita amatorstwo naszego statystyka, gdyz
badana populacja jest zbyt malo liczna. Cheac okresli¢ $rednig wieku osob odwie-
dzajacych zoo, statystyk-amator powinien przebada¢ znacznie wigkszg liczbe 0sob.

[ |

4.2. Miary pozycyjne

Przecietne pozycyjne sq to parametry, ktorych wartoS¢ jest zwigzana z pozycjq
(miejscem) zajmowanym w zbiorowosci.

Rodzaje tych miar przedstawia schemat na rysunku 4.3. Wyodrebniamy dwa
rodzaje miar pozycyjnych: dominantg i kwantyle.

Przecigtne
miary pozycyjne
]
| |

[ Dominanta ] [ Kwantyle ]

—[ Kwartyle
—[ Kwintyle
—[ Decyle
—[ Percentyle
—[ Promile

Rysunek 4.2. Podzial przecigtnych miar pozycyjnych

\ J \ J V~——J

Zrédto: opracowanie wiasne.

Sposob ich liczenia i interpretacj¢ zaczniemy od omowienia dominanty.
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4.2.1. Dominanta

Dominanta jest to wartos¢ cechy najczeSciej wystepujaca w badanej zbioro-
wosci. Dominanta stuzy poprawnie jako miara przecigtna w rozktadach o wyraznej
tendencji do skupiania si¢ jednostek zbiorowosci wokot jakiej$ jednej wartosci
cechy®. Nie moze wiec wystgpowacé w skrajnych przedziatach. O takich szeregach
(rozktadach), w ktérych wystepuje jeden punkt skupienia, czyli dominanta, méwi-
my, ze sg jednomodalne®’.

W szeregach cechy skokowej wyznacza si¢ ja bardzo prosto jako ceche, ktora
jest reprezentowana najliczniej lub z najwigksza czestotliwoscig. W przypadku
cechy ciaglej problem jest bardziej skomplikowany. Przedstawmy wiec najpierw
przyktady okres$lania dominanty w rozktadach cech skokowych.

Przyktad 4.12

Przebadano tacznie sto gospodarstw domowych w Bialymstoku, pytajac o liczbe
telefonéw (odrgbnych numeréw) w rodzinie. Dane dotyczace badania zostaty
przedstawione w tabeli 4.6.

Tabela 4.6. Liczba aparatéw telefonicznych w rodzinie

Liczba aparatow telefonicznych | Liczba gospodarstw domowych
Xi ni
5
10
20
45
20

A~ WOWDNE O

Zrédto: dane umowne.

Wyznaczymy dominante liczby aparatow telefonicznych w badanych gospo-
darstwach Bialegostoku.

Analizujgc dane zawarte w tabeli 4.6, wida¢, ze najczgséciej wystepujaca liczba
w badanej zbiorowosci gospodarstw sg trzy telefony. Latwo to zauwazy¢, jezeli
spojrzy si¢ na wykres 4.2 otrzymany z uzyskanych danych.

8 podobnie jak $rednia arytmetyczna.
87 Czyli jednodominantowe, jest to polski odpowiednik angielskiej nazwy dominanty mode wprowa-
dzonej przez angielskiego statystyka K. Pearsona w 1895 r.
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Wykres 4.2. Liczba aparatéw telefonicznych w gospodarstwach domowych

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Analizujac wykres 4.2, wida¢, ze badany szereg ma jeden, bardzo wyrazny,
szczyt. Wlasnie o tak wygladajacym szeregu mowi sig, ze jest jednomodalny.
|
Kolejny przyktad zilustruje problem zwigzany z wyznaczaniem dominanty
w przypadku szeregu, ktory nie jest jednomodalny.

Przykdad 4.13

W tablicy 4.7 przedstawiono rozklad liczby oséb w gospodarstwach domowych
w Polsce w 1998 roku.

Tabela 4.7. Gospodarstwa domowe w Polsce w 1998 roku

Liczba 0s6b w gospodarstwie Liczba gospodarstw domowych [w tys.]
Xi Ni
1 2188
2 2673
3 2427
4 2632
51 wiecej 2050

Zrodto: Maly rocznik statystyczny Polski 2002, tabl. 9(71), s. 118.

Korzystajac z przedstawionych danych, nalezy wyznaczy¢ dominante liczeb-
nos$ci gospodarstw domowych w Polsce w 1998 roku.

Na podstawie definicji dominanty mozna by stwierdzi¢, ze w Polsce w 1998 roku
dominowaty gospodarstwa domowe dwuosobowe. Jednak zanim sformutuje si¢ taki
whniosek, nalezy przyjrzeé si¢ wykresowi 4.3 przedstawiajgcemu ten szereg.
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Wykres 4.3. Gospodarstwa domowe w Polsce w 1998 roku (w tys.)
Zrédto: Obliczenia whasne na podstawie danych z Maly rocznik statystyczny Polski 2002, tabl. 9(71), s. 118.

Poszczegbdlne odmiany cechy wystepujg z bardzo podobnymi liczebnos$ciami
(czegsto$ciami). Wyraznie wida¢, ze szereg ten nie jest jednoznacznie szeregiem
jednomodalnym. Jest to przyktad szeregu (rozktadu cechy), w ktérym nie ma zde-
cydowanie jednej wartosci dominujacej. Liczebnosci poszczegolnych odmian ce-
chy sa, praktycznie rzecz biorac, roztozone réwnomiernie. Jednostki zbiorowosci
(tu: gospodarstwa domowe) nie wykazuja tendencji do skupiania si¢ wokot jednej
wartosci cechy. Do opisu takiego szeregu nie nalezy wigc uzywaé¢ dominanty, al-
bowiem tu jej tak naprawde nie ma. Zauwazmy takze, iz liczenie $redniej arytme-
tycznej jako punktu, wokot ktorego skupiajg sie jednostki statystyczne, takze nie
ma racji bytu, poniewaz nie ma tu takiego punktu, a wiec choc¢ srednia jest mozli-
wa do policzenia, to nie bedzie ona poprawnie reprezentowala zbiorowosci.

|

W przypadku cechy ciagtej nie mozna podaé, ktéra odmiana cechy wystepuje
najczesciej, a jedynie mozna okres§lic dominujacy przedziat. Jest to przedziat war-
tosci cechy o najwigkszej liczebnosci lub czestosci. Nalezy jednak pamieta¢ o bar-
dzo waznym zatozeniu, ze szereg jest podzielony na klasy o jednakowej rozpie-
tosci. Jesli mamy przedzialy o rdznej rozpigtosci, wowczas duza lub mata liczeb-
no$¢ przedzialu moze wynikaé z jego rozpigtosci. Im szerszy jest przedzial, tym
wigce] jednostek statystycznych moze si¢ w nim ,,zmiesci¢” i stad moze wynikaé
dominacja danego przedziatu. W takim przypadku nie mozemy wyznaczy¢ prze-
dzialu dominujacego. Jak sobie poradzi¢ z taka sytuacja, powiemy po omowieniu
sposobu liczenia dominanty w szeregach o rownej rozpigtosci przedziatow.
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Bardzo czgsto interesuje nas nie dominanta w formie przedzialu liczbowego,
a jej punktowa, konkretna warto$¢. Mozemy jg wowczas obliczy¢, przy pewnych
zatozeniach, ze wzoru interpolacyjnego przedstawionego ponize;j:

Ny, —nN
D=Xp+ DD -hy, (4.17)
? (Np —Np_1) +(Np —Np,) >
gdzie:
Xop — dolna granica przedziatu dominanty,
Np — liczebno$¢ przedziatu dominanty,

Np-1 — liczebno$¢ przedziatu poprzedzajacego przedziat dominanty,
Np+1 — liczebnos¢ przedziatu nastgpnego po przedziale dominanty,
ho —rozpigtos¢ przedziatu dominanty.

Wzér interpolacyjny® jest skonstruowany przy zalozeniu, ze przedziat domi-
nanty oraz dwa sasiednie brane pod uwagg przedziaty maja jednakowa rozpigtosé.
Poniewaz warto$¢ dominanty nie zalezy od absolutnych liczebnosci, lecz od ich
proporcji, z powyzszego wzoru takze mozemy skorzysta¢, gdy zamiast liczebnos$ci
mamy czestosci w poszczegdlnych klasach:

fo—f
D =X+ DD -h,, (4.18)
° (fo—fo)+(f5—Tf5.0) °

gdzie:

fo — czestos¢ przedziatu dominanty,

fou1 — czestos$¢ przedziatu poprzedzajacego przedzial dominanty,
fo+1 — czesto$¢ przedziatu nastgpnego po przedziale dominanty.

Przykiad 4.14 (kontynuacja przyktadu 3.3)

Wréémy do przyktadu 3.3 i wyznaczmy dominujaca wagg studentek. Rozktad wagi
przypominamy w tabeli 4.8.

8 Konstrukcja wzoru interpolacyjnego oparta jest na zafozeniu, ze dominanta jest liczona jako mak-
simum funkcji kwadratowej. Stad wynikaja pozostale zatozenia i wnioski, bgdace pochodnymi spo-
sobu konstrukeji wzoru: konieczno$¢ rownej rozpigtosci przedzialow czy niemozno$é liczenia do-
minanty, gdy najliczniejszy jest ktorys$ z przedzialow skrajnych. W tym ostatnim przypadku nie jest
spelnione matematyczne zatozenie o dominancie jako maksimum funkcji kwadratowej. Rozktad,
w ktorym dominanta jest w skrajnym przedziale, reprezentuje matematycznie funkcj¢ monotonicz-
na (czyli o wartosciach stale niemalejacych lub nierosnacych).
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Tabela 4.8. Rozktad wagi studentek kierunku zarzadzanie

|.XI 0 - Xll J Ni fi
42-46 2 0,02
46-50 16 0,16
50-54 26 0,26
54-58 30 0,30
58-62 19 0,19
62-66 5 0,05
66-70 2 0,02
Suma 100 1,00

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Biorgc pod uwage dane przedstawione w tabeli 4.8, nalezy w pierwszym kroku
sprawdzi¢, czy spetnione sq zafoZenia wymagane przy wyznaczeniu dominanty,
tj. rowna rozpietos¢ przedziatow, jedno maksimum w rozkiadzie (jednomodalnosé)
i niewystepowanie dominanty w skrajnym przedziale®.

Wszystkie te warunki sg spetnione (stata rozpigto$¢ przedzialow wynoszaca
4 kg, liczebnosci systematycznie rosng przy zwigkszaniu wagi do pewnego prze-
dzialu w $rodku, a nastgpnie sukcesywnie maleja, co sugeruje jednomodalnosc).
Zatem mozna zastosowa¢ wzor interpolacyjny (4.17) do wyznaczenia dominanty:
Np —Np_4 30-26

-hy =54+ .
(Np —Np_y) +(Np —Np.y) (30—26) +(30-19)

D=Xyp+

_ 54+% -4 =54+1,067 =55,067 =551 kg.

Wykorzystujac czestos¢ (wzor 4.18), otrzymuje si¢ identyczna wartosc:
fo—Tou hy =54+ 0,30-0,26 _
(fo — o)+ (fp — Tpuy) (0,30-0,26) +(0,30—-0,19)

:54+%-4:54+1, 067 = 55,067 =55,1 kg.

89 Jest to oznakg zjawiska zwanego skrajng asymetrig rozkladu, o czym bedziemy méwi¢ w jednym
z dalszych rozdziatow.
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Zatem dominantg, czyli wagg, wokot ktorej skupialy si¢ wagi badanych
dziewczat, bylo w zaokragleniu®® 55 kg. Jednak jest to pewne przyblizenie,
bo gdyby wrdci¢ do zebranych danych wyjsciowych (przyktad 3.3), to mozna by
zauwazy¢, ze waga 55 kg wystapita jedynie 7 razy i nie byla to warto$¢ najliczniej-
sza. Do najczgsciej wystepujacych nalezaly dwie wartosci: 53 i 57, ktore pojawity
si¢ az 11 razy. Zatem, jak juz wspomniano powyzej, warto$ci wyznaczane ze Wzo-
ru 4.17 czy 4.18 sa pewnym przyblizeniem (interpolacja) tego, co dzieje si¢
W zbiorowosci, sg zwiezla forma opisu zbiorowosci, a nie warto$cia, ktéra rzeczy-
wiscie wystgpita najwigcej razy. Czgsto moze si¢ wrgcz zdarzy¢, ze otrzymana
liczba w danym szeregu zupetnie nie wystgpita, o czym juz wspominali$my.

Oprocz wyznaczania dominanty z wzorow 4.17 czy 4.18 identyczny rezultat
otrzymamy, stosujac interpolacje graficzng. Zostata ona przedstawiona na wykresie 4.4.
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Wykres 4.4. Graficzne wyznaczenie dominanty

Zrodto: opracowanie wilasne.

Graficzne wyznaczanie dominanty odbywa si¢ etapami, z ktorych pierwszym
jest wskazanie najwyzszego ,,stupka”, czyli najliczniejszego przedziatu cechy, przy
jednakowych rozpigto$ciach przedzialdéw. Wewnatrz wybranego stupka taczy sig
wewnetrzne katy w jego gornej czesci z miejscem styku przeciwlegltych bokow
z odpowiednio kolejnym i poprzednim stupkiem. Otrzymany w ten sposob punkt
przecigcia rzutuje si¢ na 0§ OX 1 otrzymang na niej warto$¢ odczytuje. Jest to wha-
$nie poszukiwana warto$¢ dominanty. Jak tatwo zauwazy¢, warto$¢ zaznaczona
na osi X wykresu 4.4 odpowiada wyliczonej na podstawie wzoru wartosci domi-
nanty D = 55 kg.

|

0 Prosze zauwazy¢, iz pomiar byt z doktadnoscia do kilograma stad wynik zaokraglamy do petnych
kilograméw.
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Jak juz wczesniej powiedziano, w przypadku nieréwnych przedziatéw nie mo-
zemy bezposrednio poda¢ dominujgcego przedzialu cechy, poniewaz wystepujaca
tu najwicksza liczebno$¢ moze wynikac z wigkszej rozpietosci przedziatu. Do wy-
znaczenia najliczniejszego przedziatu uzyjemy wigc nie liczebnosci, a nat¢zenia
liczebnoéci®. Najpierw nalezy obliczy¢ natezenia liczebnoéci w poszczegdlnych
klasach cechy, okresli¢ przedzial dominanty, a nastepnie skorzysta¢ z ponizszego
wzoru interpolacyjnego:

k, —k
D=Xyp+ L hy, (4.19)
(kD - kD—l) + (kD - kD+1)
- . hl nl hmin yro . -
gdzie k, =n;:——=—""" oznacza gesto$¢ i-tego przedziatu, przy czym h,; — jest
min i

szerokos$cig najmniejszego przedzialu — traktujemy go jako szerokos¢ jednostkowa
i przeliczamy wszystkie przedzialy na jednostke przedziatu minimalnego. Czyli de
facto stwierdzamy, ile razy dany przedziat jest wigkszy od minimalnego. Dzielgc
przezen liczebnosci, otrzymujemy zaggszczenie jednostek statystycznych przypa-
dajace na wzorcowy (jednostkowy) przedzial. Jako punktu odniesienia mozemy
uzy¢ takze przedzialu maksymalnego — wynik koncowy, czyli przedzial dominujg-
cy, bedzie ten sam.

Przyktad 4.15

W tabeli 4.9 przedstawiono rozktad dochodoéw osob korzystajacych z pewnego
biura turystycznego:

Tabela 4.9. Grupy dochodowe klientow biura turystycznego

Grupy dochodowe (w tys. zt ) Liczba klientow biura turystycznego
do 1 000 25
1 000-2 000 59
2 000-5 000 126
5000-10 000 82
10 000-15 000 26
15 000-25 000 12
25000 i wigcej 1

Zrodto: dane umowne.

%1 Mozna powiedzie¢, ze liczymy co$ w rodzaju gestoéci zaludnienia przedziatu jednostkami staty-
stycznymi. Najgesciej ,,zaludniony” przedziat bedzie przedziatem dominujacym.
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Jakie dochody dominowaty wsrdd klientdw tego biura turystycznego?

Aby wyznaczy¢ dominante, nalezy w pierwszym kroku sprawdzi¢, czy podany
szereg ma rowne rozpigtosci przedziatdw. W tym przypadku warunek ten nie jest
spetniony, podane liczebnosci nalezy wiec przeksztatci¢ na natgzenia liczebnosci
(gestos¢). W tym celu znajdujemy przedzial o najmniejszej rozpigtosci, w tym
przypadku wynoszacy 1 000 zt%, a nastgpnie wyznaczamy ilorazy biezacej rozpie-
tosci 1 minimalnej (hi/ hmin). Potem dzielimy liczebno$ci w przedziatach przez

iloraz rozpigtosci, otrzymujac natezenie liczebno$ci bedace podstawa wyboru
przedzialu dominanty. Obliczenia te przedstawiono w tabeli 4.10.

Tabela 4.10. Grupy dochodowe klientow biura turystycznego
— wyznaczenie nat¢zenia liczebnosci przedziatow

Xio 7Xi1 i hi h:iin k= h:iin
0-1 000 25 1000 1 25,0
1 000-2 000 59 1000 1 59,0
2 000-5 000 129 3000 3 43,0
5 000-10 000 82 5 000 5 16,4
10 000-15 000 26 5 000 5 5,2
15 000-25 000 12 10 000 10 1,2
25 000 i wigcej 1 ? ? ?

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Uwzgledniajac jedynie liczebnosci i nie biorac pod uwagg rdéznych rozpigtosci po-
szczegblnych przedzialdw, mozna dojs¢ do mylnego wniosku, ze dominanta w tym
przyktadzie znajduje si¢ w trzecim przedziale. Jednak po wyznaczeniu natgzenia li-
czebnosci (gestosci) widzimy, ze najgesciej ,,zaludniony” jednostkami statystycznymi
jest przedziat drugi. Oznacza to, ze to on dominuje i dominanta znajduje si¢ w drugim
przedziale o gestosci ki=59. Zatem, podstawiajac do wzoru (4.19), otrzymujemy:

-hp =1000+ -1000 =
(kp —kp_1) +(kp —kp.1) (59-25) +(59-43)

=1 OOO+%1 000=1 680 zt.

D=Xyp+

W badanej zbiorowosci dominowaty zatem dochody w wysokosci 1680 zt.
|

92 Zauwazmy, ze mamy otwarty przedziat dolny, ale jak wiadomo, dochody nie moga by¢ ujemne,
wigc za dolng granice przyjeto dochdd zerowy. W przypadku gérnego przedziatu otwartego, ponie-
waz jest on najmniej liczny, a zdecydowanie szerszy od minimalnego, spokojnie mozemy go wyklu-
czy¢ jako przedziat dominanty i zignorowac fakt, ze jest otwarty.
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Przyktad 4.16

Badano czas oczekiwania na wydanie positku w jednej z restauracji. Od 10 do 12 minut
czekato 10 oso6b, natomiast od 14 do 16 minut 12 klientoéw. Wyliczono, ze domi-
nanta oczekiwania wynosita 13,2 minut. Ile oséb czekato na danie od 12 do 14
minut?

W zadaniu pojawia si¢ informacja o najczestszym czasie oczekiwania, zatem
nalezy tu wykorzysta¢ wzor 4.17, za pomoca ktérego wyznacza si¢ dominante.
Podstawiajac podane w tresci zadania dane i dokonujac na nich niewielkich prze-
ksztalcen, mozna wyznaczy¢ liczbe 0sob czekajacych od 12 do 14 minut, czyli
liczebnos¢ przedziatu dominanty (Np).

D=132
Xop =12
N, =10 — D=Xypp+ o ~Moy hy =
n B _12 (Np —Np4) +(Np —Np4)
D+1 —
h, =14-12=2

np, —10

= 132=12+ :
(np —10) +(ny —12)

n, =16.

Z przedstawionych powyzej obliczen wynika, ze od 12 do 14 minut czekato
na danie 16 klientow restauracji.
|
Przykdad 4.17
W tabeli 4.11 przedstawiono liczbg sklepéw w Polsce wedlug wojewodztw w 2002 roku.
Nalezy poda¢ dominujaca liczbg sklepow.

Tabela 4.11. Liczba sklepow wedtug wojewddztw w 2002 roku w Polsce

Liczba sklepow Liczba
W wojewodztwach (w tys.) wojewodztw
10-20 5
20-30 5
30-40 3
40-50 1
50-60 1
60-70 1

Zrédto: opracowanie wiasne.
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W powyzszym szeregu nie mozna wyznaczy¢ dominanty, gdyz jest on skrajnie
asymetryczny. W dwodch pierwszych przedziatach wystepuja najwigksze i iden-
tyczne liczebnosci, a w nastepnych liczebno$ci monotonicznie malejg. Réwniez
fakt, iz jest to zbiorowo$¢ o matej liczebnosci (w Polsce jest jedynie 16 woje-
wodztw, a to one stanowig populacje w tym przykladzie), stanowi dodatkowy pro-
blem podczas wyznaczania dominanty.

=
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Liczba sklepéw w wojewodztwach (w tys.)

Liczba wojewodztw

o P N W b~ 01 o
-

60 70

Wykres 4.5. Liczba sklepow wedtug wojewddztw w 2002 roku w Polsce

Zrodto: opracowanie wilasne.

Mata liczebno$¢ populacji sprawia, ze gdyby pojawita si¢ roznica jednej jed-
nostki®® pomiedzy przedzialami, bytaby ona trudno interpretowalna w ujeciu bez-
wzglednym. Rdznica taka moglaby by¢ znaczaca, ale takze mogtaby by¢ wartoscia
przypadkowa, tzn. dana jednostka mogta trafi¢ do innego przedziatu cechy przy
nieco innym sposobie konstrukcji szeregu.

]

Na zakonczenie omawiania dominanty podsumujmy warunki jej wyznaczania:

e szereg wielostopniowy musi mie¢ rowne przedzialy klasowe, a jesli nie ma,
nalezy zastosowac wzor z przeksztalconymi przedziatami (4.19);

e nie mozna dominanty wyznacza¢, gdy cecha nie wykazuje tendencji do sku-
piania si¢ jednostek wokot jakiej$ wartosci® lub wykazuje tendencje do sku-
piania sie wokot kilku warto$ci (szeregi wielomodalne); nie mozna jej stoso-
wac w przypadku, gdy szereg jest skrajnie asymetryczny, co rozpoznajemy po
najwigkszej czesto$ci wystgpowania cechy lub przedziatu cechy skrajnych,
gdyz jest to sprzeczne z definicjag dominanty jako punktu skupienia; przy tym
nie da si¢ obliczy¢ wartosci wystepujacej najczesciej dla szeregu wielostop-
niowego skrajnie asymetrycznego o otwartych przedziatach klasowych;

93Sugerujaca istnienie dominanty w danym przedziale.
%Gdy rozktad jest rownomierny.
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e w przypadku malo licznych przedzialow klasowych (i mato réznigcych sie
liczebnos$ci) szeregu rozdzielczego dominanta moze by¢ przypadkowa warto-
$cig, nalezy wiec by¢ bardzo ostroznym podczas jej obliczania i interpretacji,
zwlaszcza w przypadku szeregdw cechy ciagle;j.

Zauwazmy, ze wickszo$¢ powyzszych warunkow (problemow) wystepuje tak-
ze przy obliczaniu $redniej, dlatego wiedzac, ze wystepuja problemy (zastrzezenia)
przy obliczaniu $redniej mozemy spodziewac si¢ podobnych problemoéw przy kon-
strukcji dominanty.

4.2.2. Kwantyle

Kwantyle sg to parametry, ktore dzielg zbiorowos¢ na dwie czesci w okreslo-
nych proporcjach.

Mozna je stosowaé zawsze®, nawet gdy w szeregu wielostopniowym skrajne
przedzialy sa otwarte lub nierowno rozpiete. Szereg nalezy jedynie uporzadkowac
wedtug rosnacych (lub malejacych) wartosci cechy. Mozna powiedzie¢, ze kwantyle
sg ostatnig deska ratunku, gdy nie mozna policzy¢ pozostalych miar przecigtnych.

Ogolnie wz6r® na dowolny kwantyl rzedu p (0 < p < 1) Q, dla szeregu
rozdzielczego przedzialowego mozna zapisaé nastepujaco:

Qp=x0,p+:°p {p-N—k_pzlniJ, (4.20)

Qo

gdzie:
k,  —numer klasy, w ktorej znajduje si¢ kwantyl rzgdu p,

Xo,p —Ppoczatek przedziatu kwantyla,
th — rozpigtos¢ przedziatu kwantyla,
Ng, - liczebno$¢ przedziatu kwantyla,

p-N - pozycja kwantyla,
k,-1

Zni - suma liczebnosci poprzedzajacych przedziat kwantyla.
i-1

% Doktadniej méwiac, prawie zawsze. Nie mozna ich policzyé tylko wtedy, gdy dany kwantyl znaj-
dzie si¢ w pierwszym, otwartym przedziale szeregu rozdzielczego i nie mozna go domknac.

% Wzér jest wyprowadzony przy zatozeniu, Ze jednostki znajdujace si¢ w klasie kwantyla sg roztozo-
ne w niej rownomiernie, czyli ze jest stata, taka sama réznica w wartosciach cechy pomigdzy tymi
jednostkami.
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Do najbardziej popularnych kwantyli naleza: kwartyle, kwintale, decyle i cen-
tyle, inaczej percentyle.

Kwartyle Qi to wartosci ¢wiartkowe. W sumie wszystkie dzielg zbiorowos¢
na cztery rowne czesci. Pojedynczy kwartyl dzieli zbiorowo$¢ w proporcji 1:3 lub
2:2 Iub 3:1. Sg one najbardziej popularne w zbiorowosci kwantyli.

Najpopularniejszym kwartylem jest kwartyl drugi, ktory jednoczes$nie jest pia-
tym decylem i pig¢dziesiatym centylem. Kwartyl drugi Me = Q, zwany mediana,
czyli wartoS$cia Srodkowa, dzieli szereg na dwie czesci pod wzgledem liczebnosci
(czestosci) jednostek statystycznych. Polowa zbiorowosci ma warto$¢ cechy nie
wigkszg od warto$ci mediany, a druga polowa zbiorowosci ma warto$¢ cechy nie
mniejszg od warto$ci mediany®. W przypadku cechy mierzalnej precyzyjne okre-
$lenie mediany zalezy od typu cechy (skokowa czy ciagta) oraz liczebnosci popu-
lacji (parzysta czy nieparzysta).

weeeetttftifiiiifif

0% 50%

Wykres 4.6. Graficzne przedstawienie mediany (kwartyla drugiego)

Zrédto: opracowanie wiasne.

W przypadku do cechy skokowej obliczenie mediany polega na wskazaniu
jednostki srodkowej w zbiorowosci 1 okresleniu, jaka warto$¢ cechy ma badana
jednostka. W przypadku zbiorowosci o nieparzystej liczbie jednostek okreslamy
srodkowa jednostke bezposrednio, za§ w przypadku parzystej liczebnosci zbioro-
wosci jako mediang okreslamy, nieistniejacg w rzeczywistosci, jednostke o warto-
$ci cechy rownej $redniej z cech dwoch sasiednich srodkowych jednostek. Wzor,
za pomoca ktorego okreslana jest mediana cechy skokowej, przedstawia si¢ naste-
pujaco:

Xyt s dla N nieparzystych
2
Me = XN+ Xni2 !

ZTT, dla N parzystych

(4.21)

gdzie Xys1 to wartos¢ cechy jednostki statystycznej o numerze (N+1)/2.
2

97 Powyzsza definicja jest poprawna przy zatozeniu, ze w zbiorowosci wartosci cechy nie powtarzaja sie.
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Przy wigkszych liczebnie zbiorowo$ciach dane sg zazwyczaj podane w formie
szeregu rozdzielczego, czyli uporzadkowane. Wowczas okreslenie mediany spro-
wadza si¢, w przypadku cechy skokowej, do podania klasy cechy, w ktorej znajdu-
je si¢ jednostka srodkowa lub, przy parzystej liczebnosci, jednostki $rodkowe.
W tym ostatnim przypadku moga si¢ one znajdowaé zardbwno w jednej klasie, jak
i w dwoch sgsiednich.

Przyktad 4.18

Nauczyciel uporzadkowat oceny z kolokwium dziewigciu studentow: 2; 2; 3; 3;
3,5 4; 4, 45; 5. Dla N =9 jednostkg $rodkowg jest student o numerze
(N+1)/2=5. Pigta osoba w uporzadkowanym powyzej szeregu otrzymala ocen¢

rowna Xs = 3,5. Mediang w tym szeregu jest wigc ocena wynoszaca trzy z plusem.
Oznacza to, ze co najmniej potowa badanych studentéw otrzymala ocene trzy
Z plusem lub nizsza i co najmniej potowa oceng trzy z plusem lub wiecej. Zau-
wazmy, ze piaty student jest czeScig wspolng obu podzbioréw badanych studentéw
(zarowno tych, ktérzy otrzymali co najwyzej ocen¢ 3,5, i tych, co otrzymali
co najmniej 3,5).

Przy interpretacji wyniku mediany nalezy pamie¢tac o tym, ze ponizej i powy-
zej mediany jest tyle samo jednostek zbiorowos$ci, bo to jest warto$¢ cechy jed-
nostki §rodkowej. Lacznie z jednostka medianowa powinno to stanowi¢ calosé
zbiorowosci. Jest to istotne zwlaszcza w przypadku cechy skokowej. Gdyby tak
w prezentowanym przyktadzie powiedziano, btednie, ze potowa (50%) analizowa-
nych studentow miata wartosci ocen nizsze od oceny dostatecznej plus, a polowa
wyzsze, wowczas shuchajgca uwaznie osoba moglaby zapytaé¢: A co z osobami
majacymi trzy plus? Wynikatoby z tego bowiem, ze badana zbiorowo$¢ ma wiecej
niz 100% jednostek, co jest oczywiscie bzdurg®. Zatem warto$¢ jednostki media-
nowej powinna by¢ uwzgledniona w obu cze$ciach zbiorowosci albo w zadnej*.

|

Przyktad 4.19

Kontynuujac poprzedni przyktad, zalézmy, ze jeden student byt nieobecny i pisat
kolokwium w odrgbnym terminie. Nauczyciel uwzglednit takze jego ocene w pre-
zentowanym zestawieniu i otrzymal wowczas nastepujacy szereg uporzadkowa-

% 50% 0s6b powyzej i 50% 0sob ponizej mediany plus jednostka medianowa daja razem 100%
zbiorowosci plus jedna osoba.

9 Mozna wyliczong warto$¢ mediany wynoszaca 3,5 zinterpretowaé jeszcze nieco inaczej. Oceng
ponizej 3,5 otrzymato tyle samo studentdow co ocene powyzej 3,5. Uwazny czytelnik zauwazy, ze nie
piszemy, ile jednostek statystycznych bylo powyzej i ponizej mediany. Bylo ich tyle samo, ale nie
tworzg one catej populacji, gdyz brakuje w nich osoby majacej ocene srodkowa.
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nych ocen: 2; 2; 3; 3; 3,5; 4; 4; 4; 4,5; 5. Liczebno$¢ zbiorowosci wzrosta o jedng
jednostke, czyli wynosi 10.

Teoretycznie potowa to pigc, ale jesli przyjmie si¢ jako mediang oceng pigtego
studenta, wowczas nalezy uznac, ze mediang jest ocena wynoszaca 3,5. Z definicji
mediany wynika, ze z jej lewej strony musi by¢ tyle samo jednostek co z prawej
(aczkolwiek moga mie¢ te same warto$ci cechy). W tym przypadku przed piata
jednostka w zbiorowosci jest czterech studentow, za$ za nig pigciu. Tak okreslona
mediana nie spelnia zatozenia o podziale zbiorowosci na dwie réwne czgsci. Po-
dobng sytuacje otrzyma si¢, gdy za mediang przyjmie si¢ oceng szdstego studenta.
Otrzymane zostang wowczas proporcje o odwrotnych liczebnosciach przed i za
drugim kwartylem. Jesli jednak jako warto§¢ mediany przyjmiemy oceng nieistnie-
jacego studenta o numerze (5+6)/2 = 5,5 i przypiszemy mu warto$¢ cechy wyno-
szaca Me = Xs5= (Xs+Xe)/2 = (3,5 + 4)/2 = 3,75, otrzymamy parametr spetniajacy
wymogi definicyjne. W sprawozdaniu nauczyciel napisze, ze potowa studentow
otrzymala oceng¢ co najwyzej 3,75, za§ druga potowa studentéw w badanej grupie
otrzymala ocen¢ wynoszacg co najmniej 3,75. Poniewaz taka ocena nie istnieje,
bardziej precyzyjnie mozna zinterpretowaé, w tym przypadku, ten wynik nastepu-
jaco: potowa studentow otrzymata co najwyzej ocene trzy z plusem, a druga poto-
wa co najmniej cztery. Pierwsza interpretacja (liczba 3,75) jest bezpieczniejsza,
bo zawsze prawdziwa, druga wymaga pewnej wprawy w analizie danych.

Uwaga:

W przypadku zmiennej skokowej o powtarzajacych si¢ wartosciach cechy niekto-
rzy Czytelnicy moga mie¢ problemy interpretacyjne z mediang, jak i ogolnie
z kwantylami. Zmienmy nieco liczby w powyzszym przyktadzie. Zat6zmy, ze stu-
denci otrzymali nastgpujace oceny: 2; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 4; 5; 5. Latwo zauwazy¢,
ze jednostka $rodkowa to, jak poprzednio, student o numerze pigtym, ale mediana
w tym przypadku wynosi cztery. Ponizej wartosci mediany mamy dwie odmiany
cechy (dwojka i trojka) i jedng wigksza od niej (piatka). Wobec tego zachodzi py-
tanie, czy ocena czworkowa to warto$¢ srodkowa. Otdz tak. Prosze bowiem zau-
wazy¢, ze to, co jest istotne w definicji mediany, to liczba jednostek statystycznych
ponizej jednostki medianowej, ktora musi si¢ rownac liczbie jednostek powyzej
jednostki medianowej. Wobec tego w tym przypadku oceng co najwyzej cztery
otrzymala przynajmniej polowa studentéw, podobnie jak ocen¢ co najmniej cztery
otrzymala réwniez co najmniej polowa studentow. Zauwazmy, ze ocena cztery jest
cze$cig wspolng obu tych czesci danej zbiorowosci.

|
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Przykiad 4.20 (kontynuacja 4.13)

Wrdoémy teraz do przyktadu o liczebnosci gospodarstw domowych w Polsce
w 1998 roku (przyktad 4.13). Ustalono juz, ze w tym rozktadzie nie ma dominanty.
Wyznaczmy teraz mediang liczby oséb w gospodarstwach domowych. Najwygod-
niej jest to zrobi¢ poprzez utworzenie skumulowanego szeregu liczebnosci. Klasa
cechy, w ktorej skumulowane liczebno$ci osiggng numer srodkowej jednostki, jest
klasa mediany. Gdy liczba jednostek jest nieparzysta, mediang jest ta wtasnie war-
to$¢ cechy.

Tabela 4.12. Gospodarstwa domowe w Polsce w 1998 roku — wyliczenia pomocnicze

Liczba os6b w gospodarstwie Xi 1 2 3 4 51 wigcej

Liczba gospodarstw domowych (w tys.) n; 2188 2673 2427 2632 2050

Liczebnos$ci skumulowane (w tys.) Nsk 2188 4 861 7 288 9920 11970

Liczebnos$ci skumulowane (w %) 18,3 40,6 60,9 82,9 100

Zrodlo: obliczenia whasne na podstawie danych z:
Maly rocznik statystyczny Polski2002, tabl. 9(71), s. 118.

W omawianym przyktadzie analizowanych jest N = 11 970 gospodarstw, wigc
brana pod uwage liczebnos¢ jest liczba parzysta. Zgodnie ze wzorem (4.21) $rod-
kowymi jednostkami beda wigc gospodarstwa o numerach n;= 11 970/2=5 985 oraz
n,= (11 970+2)/2 =5986. W klasie x = 2 jest skumulowanych 4 861 gospodarstw,
zatem nalezy przejs¢ do nastgpnej klasy, w ktorej zostaje przekroczona polowa
liczebno$ci populacji. Poniewaz jednak wartoSci cechy powtarzajg si¢ wsrod jed-
nostek statystycznych, mediang jest dowolna jednostka z tej klasy. Stad w przy-
padku duzych zbioréw danych skokowych przedstawionych w postaci szeregu
rozdzielczego numer jednostki $rodkowej mozemy okresli¢ jako n/2, albowiem
wszelkie obliczenia na podstawie danych pogrupowanych sg przyblizone. Jeszcze
lepiej wida¢ to, obserwujac ostatni wiersz tabeli 4.12, w ktorym znajduja sie sku-
mulowane czgstosci w ujeciu procentowym. Trzecia klasa zawiera skumulowane
juz ponad 60,9% populacji. Obie jednostki srodkowe znajduja si¢ wigc w klasie
0 wartosci cechy X = 3 osoby. Maja t¢ sama warto$¢ cechy, zatem mozna powie-
dzie¢, ze co najmniej polowa gospodarstw domowych w Polsce w 1998 roku liczy-
a sobie co najwyzej trzy osoby, jak tez co najwyzej potowa liczyta co najmniej
trzy osoby®,

|

100 Co do interpretacji — patrz: uwaga do przyktadu 4.18, gdyz mamy tu do czynienia z powtarzaja-
cymi si¢ warto$ciami cechy.
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1

Formalnie wigc jednostke Srodkowa i mediane!®! znajduje sic w klasie,

dla ktérej po raz pierwszy zachodzi ponizsza nierdéwnos¢: n(xi)zﬂ lub alterna-
2

tywnie w pierwszej klasie cechy, w ktorej warto§¢ skumulowanej czestosci
wzglednej (dystrybuanty empirycznej) jest rowna co najmniej 0,5 (czyli 50%)
F, (Xi)ZO,S. W powyzszym przykladzie te nierdwnosci sg spetnione (czyli prze-
kraczaja potowe liczebnosci w klasie trzeciej), stad mediang jest troje dzieci.

W przypadku szeregu rozdzielczego przedzialowego bezposrednio mozemy
okresli¢ tylko przedzial mediany, jako ten, w ktorym liczebnos$¢ jednostek staty-
stycznych przekracza potowe populacji. Je§li potrzebujemy mediany w postaci
jednej liczby, musimy skorzysta¢ ze wzoru interpolacyjnego 4.20 przystosowanego
do podziatu kwartylowego, czyli dla p=1/2, co przedstawia ponizszy wzor:

ky—1
Q2=Me=x0Q2+hQ2 (%_len'] (422)

n

Q
gdzie:
Xoq, — dolny kraniec przedziatu, w ktorym znajduje si¢ mediana;
hyg, —T0Zpigtos¢ przedziatu mediany;
Ny, - liczebnos¢ przedziatu mediany;
ko1

z n; —suma liczebnosci przedziatdw poprzedzajgcych przedziat mediany.
i-1

Przechodzimy teraz do wstgpnego zdefiniowania pozostatych kwartyli (bez
powtarzajacych sie cech).

Kwartyl pierwszy Qi (zwany takze dolnym) jest to ta warto$¢ cechy, ktora
dzieli zbiorowo$¢ w proporcji 1:3, czyli 25% zbiorowos$ci ma warto$¢ cechy
do warto$ci kwartyla pierwszego wigcznie, a 75% zbiorowosci ma warto$¢ cechy
rowna wartosci kwartyla pierwszego lub wyzsza.

101 W wigkszo$ci znanych autorkom podrecznikéw mediana jest definiowana standardowo, tak jak
przedstawiono to we wstepnej, ogolnej definicji, bez uwzglednienia faktu, ze wartosci cechy skoko-
wej moga si¢ powtarza¢. Formutujac powyzsza definicje¢, uwzgledniajaca powtarzalnos¢ cechy wsrod
wigcej niz jednej jednostki statystycznej, autorki wzoruja si¢ na sposobie definiowania mediany
podanym w podre¢czniku J. Podgorskiego (s. 53).
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Wykres 4.7. Graficzne przedstawienie kwartyla pierwszego

Zrodlo: opracowanie wilasne.

W przypadku cechy skokowej postepujemy podobnie jak w przypadku me-
diany. Wystarczy wskaza¢ warto$¢ cechy jednostki, ktora ,,stoi” w szeregu upo-
rzagdkowanym od najmniejszej wartos$ci cechy do najwigkszej, w miejscu dziela-
cym populacje w proporcjil:3. Aczkolwiek ze wzgledu na to, ze dzielimy liczeb-
no$¢ proby przez cztery, na ogot nie otrzymamy jako numer kwartyla liczby cat-
kowitej. Kwartyl bedzie wigc wowczas reprezentowany przez nieistniejaca jed-
nostke o wartosci cechy bedacej srednia miejsc sasiednich, tak jak w przypadku
mediany przy parzystej liczebnosci proby'%2,

W przypadku powtarzajacych si¢ liczebnosci cechy, podobnie jak przy media-
nie, zdefiniujemy kwartyl pierwszy formalnie nastepujaco: wartos¢ kwartyla
pierwszego znajduje si¢ w klasie, dla ktérej po raz pierwszy zachodzi ponizsza

nierownosc: n(xi)z % , lub alternatywnie w pierwszej klasie cechy, w ktorej war-
tos¢ skumulowanej czestosci wzglednej (dystrybuanty empirycznej) jest rowna
co najmniej 0,25 (czyli 25%): F,(x)>0,25.

Natomiast w przypadku cechy ciaglej, tak jak przy medianie, bezposrednio
mozna poda¢ jedynie przedzial kwartyla, czyli granice w jakich zawiera si¢ szu-
kany parametr. Do okreslenia jego konkretnej warto$ci uzywamy wzoru interpo-
lacyjnego 4.20 przeksztatconego do ponizszego wzoru przy zatozeniu, ze p=1/4:

N k-1
Q1=X0Ql+&-[——znij, (4.23)
n 4 I
Q

gdzie:

Xoq, — dolny kraniec przedziatu, w ktorym znajduje si¢ kwartyl pierwszy;

h
n

oo, — Tozpigtos¢ przedziatu kwartyla pierwszego;

0g, — liczebnos¢ przedziatu kwartyla pierwszego;

102 Mozna tez wyznaczyé warto$é kwartyla nie jako zwykla $rednig sasiednich wartoéci cechy, po-
miedzy ktorymi wypada miejsce kwartyla, a jako §rednig wazona, przy czym wagami sg tu proporcje
odlegtos$ci numeru miejsca kwartyla od sasiednich numeréw jednostek.
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kfni — suma wszystkich liczebnosci (kumulacja) przedzialow poprzedzajacych

i=1
przedziat kwartyla pierwszego.

Kwartyl trzeci Qs (zwany takze gornym) jest to ta wartos¢ cechy, ktora dzieli
zbiorowo$¢ w proporcji 3:1, czyli 75% zbiorowos$ci ma warto$¢ cechy do wartosci
kwartyla trzeciego wlacznie, a 25% zbiorowo$ci ma warto$¢ cechy rowng lub po-
wyzej warto$ci kwartyla trzeciego. Podobnie jak w przypadku poprzednich kwarty-
li, dla cechy skokowej wskazuje si¢ warto$¢ cechy jednostki dzielacej zbiorowosé
w podanych proporcjach.

W przypadku powtarzajacych si¢ liczebnosci cechy, podobnie jak przy media-
nie i kwartylu pierwszym, zdefiniujemy kwartyl trzeci formalnie nastgpujaco:
warto$¢ kwartyla trzeciego znajduje si¢ w klasie, dla ktdrej po raz pierwszy zacho-

dzi ponizsza nierd6wnos$¢: n(xi)z 37 lub alternatywnie w pierwszej klasie cechy,
w ktorej wartos¢ skumulowanej czestosci wzglednej (dystrybuanty empirycznej)
jest rowna co najmniej 0,75 (czyli 75%): Fn(xi )Z 0,75.

W przypadku szeregu przedzialowego uzywamy przeksztatconego przy p=3/4

wzoru (4.20):
kg—1
Q3:x0%+nk-(ﬁ—2nij, (4.24)

IANE

gdzie:
Xoq, — dolny kraniec przedziatu, w ktorym znajduje si¢ kwartyl trzeci;

hyg, — rozpigtos¢ przedziatu kwartyla trzeciego;

Nyg, — liczebnos¢ przedziatu kwartyla trzeciego;

k-1
z n, — skumulowane liczebno$ci przedziatlow poprzedzajacych przedzial kwartyla
i=1

trzeciego.

Przykiad 4.20 (kontynuacja)

Wyznaczmy pozostale kwartyle rozktadu. Aby to zrobi¢, nalezy najpierw wyznaczy¢
ich pozycje. I tak kwartyl dolny znajduje si¢ na miejscu N/4 = 11 970/4 = 2 992,5, zas
kwartyl gorny na miejscu o numerze 3N/4 = 3-11 970/4 = 8 977,5. Gospodarstwo
domowe 0 numerze 2 992.5 znajduje si¢'® w klasie cechy x = 2.W tym przypadku

103 poniewaz wynik dzielenia nie jest liczbg catkowita, bierzemy pod uwage gospodarstwa o numerze
2992 i 2993, ktore maja te sama warto$¢ cechy.
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wigc Q1 =2, co oznacza, ze co najmniej 25% gospodarstw domowych sktada si¢
Z co najwyzej dwoch osob, zas co najwyzej 75% sktada si¢ z co najmniej dwoch
0s0b.

Pozostaje jeszcze wyznaczy¢ warto$¢ kwartyla trzeciego. Szukamy gospodar-
stwa o numerze 8 978 i znajdujemy w klasie cechy x = 4. Oznacza to, ze co naj-
mniej 75% wszystkich gospodarstw w Polsce w 1998 roku mialo nie wigcej niz
czterech czlonkow, a co najwyzej 25% co najmniej czterech.

|

Zauwazmy, ze w przypadku kwartyli najwygodniej jest korzystac¢ z szeregu
skumulowanego o liczebnosciach w ujeciu procentowym (lub jako frakcje), albo-
wiem te liczby pokazujg nam na pierwszy rzut oka miejsca kwartyli.

Przykiad 4.21 (kontynuacja przyktadu 3.3)

Biorac pod uwage wage studentek kierunku zarzadzanie przedstawiong w tabeli
4.13, nalezy wyznaczy¢ wszystkie kwartyle.

Tabela 4.13. Rozktad wagi studentek — okre$lenie pozycji kwartyli

(Xio - Xil) ni Nisk
42-46 2 2
46-50 16 18
50-54 26 44
54-58 30 74
58-62 19 93
62-66 5 98
66-70 2 100
Suma 100

Zrodto: opracowanie wilasne.

Zanim przystapimy do wyznaczenia kwartyli, nalezy ustali¢ ich pozycje.
W analizowanym szeregu liczebnos¢ wynosita 100, czyli jest parzysta, w tym
przypadku mamy jednak do czynienia z cechg ciagla o nieznanych doktadnie war-
tosciach wewnatrz przedzialéw. Branie wigc dwodch sasiednich jednostek staty-
stycznych, jak w przypadku cechy skokowej przy parzystej zbiorowosci, 1 usred-
nianie warto$ci ich cech nie ma sensu'®, zatem miejsca poszczegdlnych kwartyli
okreslamy po prostu jako:

104 Chyba ze jedna jednostka znajdzie sie w tym przedziale, a druga w nastepnym, co teoretycznie
moze si¢ zdarzy¢.
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N 100 .
Ng, :Z:T_ZS czyli Q =X,
N 100 i
NQ2 2527_50 C2y|l Q2=X50’
NQBZ%:3 200_75 czyli Q=X

Patrzac na tabele 4.13, widzimy, ze warto$¢ kwartyla pierwszego znajduje si¢
w trzecim przedziale, gdyz w pierwszym znajduje si¢ tacznie osiem jednostek,
element dziewiaty, dziesiaty itd. az do osiemnastego wiacznie tworzy przedziat
drugi, za§ dziewigtnasty, dwudziesty itd. do czterdziestego czwartego znajduja si¢
w trzeciej klasie. Zatem jednostka dwudziesta piata takze si¢ tam znajduje. Po
okresleniu pozycji kolejnym krokiem jest wyznaczenie wartosci kwartyli i ich in-
terpretacja. W odniesieniu do kwartyla pierwszego wykorzystujemy wzor (4.23):

4 4
n |=50+—-(25-18) =50+ — -7 =50+1,077 = 51,1kg.
Q = Xoq, + ( Z J 26 ( ) 26 g

Wyznaczona powyzej warto$¢ oznacza, ze 25% przebadanych kobiet miato
wage 51,1 kg lub mniejsza, a 75% wazyto co najmniej 51,1 kg. Inaczej moéwiac,
€O czwarta przebadana studentka wazyta co najwyzej 51,1 kg.

Analogicznie wyliczamy mediang. Wiemy, ze przy stu jednostkach kwartyl
drugi jest na pozycji piecdziesiatej. Zatem znajduje si¢ on w czwartej klasie szere-
gu z tabeli 4.13 (znajduja si¢ tam jednostki od czterdziestej czwartej do siedem-
dziesiatej trzeciej wiacznie). Wartos¢ mediany zostata wyliczona na podstawie
wzoru (4.22) nastepujaco:

Q=

Zn 54+ (50— 44) =54+ .6 =54+ 0,800 = 54,800 KO-
30 30

Otrzymany wynik oznacza, ze 50% przebadanych studentek wazyto do 54,800 kg
wlacznie, a 50% wazylo 54,8 kg lub wigcej. Zatem co druga studentka wazyta
€0 najwyzej (co najmniej) 54,8 kg.

Pozycjg trzeciego kwartyla jest siedemdziesiaty piaty element, wigc jest to
drugi element z piatej klasy szeregu z tabeli 4.16. W tym przypadku zastosowanie
znajduje wzor (4.24):

kg1

4 4
= 3 n |=58+-—-(75-74)=58+—-1=58+0,211="58,2 kg.
Qs = Xpq, + [ Z J 19 ( ) 19 g
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Warto$¢ wyznaczonego kwartyla trzeciego oznacza, ze 75% wszystkich prze-
badanych kobiet wazylo 57,2 kg lub mniej, a 25% wazylo 57,2 kg lub wiecej. Ina-
Czej rzecz ujmujac, co czwarta studentka wazyla co najmniej 57,2 kg.

Uwaga:

Zauwazmy, ze w przypadku zmiennej przedziatowej (ciagtej) interpretacja kwanty-
li jest prostsza. Stad pewna roznica pomiedzy zapisem dla zmiennej skokowe;j
W poprzednich przyktadach i dla zmiennej ciaglej w niniejszym przyktadzie. Wy-
nika ona z faktu, ze w przypadku zmiennej ciaglej prawdopodobienstwo zaobser-
wowania konkretnej warto$ci cechy jest praktycznie zerowe, czyli obserwacja
rowna doktadnie wartosci kwartyla najprawdopodobniej nie zostata zarejestrowana.

Oprocz warto$ci wyznaczonych zgodnie z przedstawionymi wzorami estyma-
cyjnymi mozna réwniez warto$ci kwartyli obliczy¢ graficznie. W tym przypadku
nalezy wykona¢ wykres liczebnosci lub czestosci skumulowanej. W naszym przy-
ktadzie przedstawia go rysunek 4.8.

A

100

75

50

25

skumulowana liczba kobiet

0 4|I f T T T T T T 1
42 46 50Ql 54Q2 58Q3 62 66 70

waga [kg]

Wykres 4.8. Graficzne wyznaczanie kwartyli

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na wykresie przedstawiamy skumulowany histogram wagi. Nastepnie taczy-
my konce przedziatow, tak jak narysowano to na wykresie 4.8, tworzac krzywa
skumulowang. Nastgpnie na osi rzednych (OY) zaznaczamy odcinki o dlugosci
odpowiednio N/4 (25%), 2N/4 (50%) i 3N/4 (75%). Z kazdego punktu podzialu
odcinka poprowadzimy prostg rownolegta do osi odcietych (OX). Ostatnim etapem
jest zrzutowanie punktéw przecigcia prostych rownoleglych z krzywa skumulowa-
ng na o$ wartosci cechy (OX). Odczytane stad wartosci daja kwartyle. Analizujac
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wyniki otrzymane na rysunku 4.8, widzimy, iz majg one warto$ci zgodne z otrzy-
manymi uprzednio wynikami.
|

Przyktad 4.22 (kontynuacja 4.5)

Analizujac dane dotyczace czasu biegu na 60 m dla 30 uczniow w pewnej szkole
$redniej, nalezy wyznaczy¢ miary pozycyjne. Aby te wyliczenia byly mozliwe
do wykonania, w tabeli 4.14 przedstawiono liczebnosci skumulowane dla badane-
go szeregu. Przyjeto, podobnie jak przy wyliczeniach dotyczacych sredniego czasu
biegu, ze przedziaty domknigte sg od dotu.

Tabela 4.14. Czas biegu na 60 m uczniéw szkoty $redniej — wyliczenia dotyczace kwartyli

Czas biegu na 60 m . ., Skumulowana
Liczba uczniow . o

(w sekundach) liczba uczniow
6,0-7,5 2 2
7,5-8,0 3 5
8,0-8,5 6 11
8,5-9,0 8 19
9,0-9,5 5 24
9,5-10,0 4 28
10,0-10,5 2 30

Zrodto: dane umowne.

Wyliczenia nalezy rozpocza¢ od okreslenia pozycji danej miary, czyli pozycji
uczniéw, dla ktorych czasy biegu sa wartosciami poszczegodlnych kwartyli. Wy-
znaczamy nastepujaco:

N 30
N, =—=2"=75;
@ 4 4
Ng =ﬂ=@=15;
2 2 2
Ny =3By
4 4

W pierwszym i drugim przedziale znajduje si¢ lgcznie pigciu ucznidow, a wigc
uczen o numerze n=7,5 jest dopiero w przedziale trzecim. Warto$¢ kwartyla
pierwszego jest wigc wartoscig z trzeciego przedzialu. Podobnie wyznaczamy
pozycje mediany, ktorag znajdujemy w przedziale czwartym, za$ kwartyl trzeci
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W pigtym. Podstawiajgc odpowiednio do wzorow (4.23), (4.22) i (4.24), otrzymu-
jemy nastepujace wartosci kwartyli:

k1

Q= x0Q1+—-[——Zn] 8+— (7,5-5)=8+0,21=8,21s;

[——Zn] 8,5+%-(15—11):8,5+0,25:8,755;

h k-1
Qs = Xoq, + nQ3 -(3—'\'— Zni] = 9+0—§’-(22,5—19) =9,5+0,35=9,85s,
Qs i=1

Otrzymana warto$§¢ kwartyla pierwszego oznacza, ze 25% analizowanych
uczniéw dystans 60 m pokonuje w czasie 8,21 sekundy lub krotszym, a 75%
w czasie co najmniej 8,21 sekund. Potowa badanych uczniow ukonczyta bieg
W czasie nie przekraczajacym 8,75 sekundy, a pozostata potowa biegla co najmniej
8,75 sekundy. 75% ucznidow potrzebowato na pokonanie dystansu 60 m co najwy-
zej 9,85 sekundy, a dla 25% ten czas wynosit 9,85 sekund Iub wigce;.

|

Przyktad 4.23

Podczas corocznego badania szkolnego zebrano dane o wzroscie grupy 8-letnich
chtopcoéw. Ilu ich byto, jezeli wiadomo, ze potowa z nich miata co najmniej
137 cm wzrostu, a 55 miato co najwyzej 134 cm wzrostu? Chlopcow o wzroscie od
134 do 138 byto 24.

W tresci zadania pojawia si¢ informacja o wzroscie potowy 8-latkow, czyli
0 medianie (Me). Wykorzystujac wzor (4.22) i podstawiajac do niego dane z zada-
nia, mozna wyznaczy¢ liczbg przebadanych chtopcoéw z badanej grupy wiekowe;.

Me =137

Xoq, =134

2 k,—1

D n =55 = Me=xOQ2+hQ2-[%—ZniJ:
i1 Q, i1

th =138-134=4

nQ2 = 24
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= 137:134+(ﬂ—55ji = N =146.
2 24

Odpowiedz: Zbadano 146 chtopcéw majacych osiem lat.
|
Podsumowanie oméwionych miar $rednich

= Srednig arytmetyczng i dominante nalezy liczy¢ tylko dla rozkladow sy-
metrycznych lub o stabej asymetrii.

= Kwartyle!® mozna policzy¢ zawsze i nie ma zadnych ograniczef na ich
stosowanie (poza przypadkiem kwartyli w pierwszym przedziale, gdy jest
on otwarty).

4.2.3. Przecietne pozycyjne wyzszych rzedow

Na rysunku 4.2 podano najbardziej popularne kwantyle. Jak juz wspomniano,
omoéwione powyzej kwartale dzielg zbiorowo$¢ na cztery cze$ci. Kwintyle z Kolei
analogicznie dzielg zbiorowo$¢ na pig¢ czesci, czyli skok przy podziale wynosi
20%. Decyle za$ dziela populacj¢ na dziesi¢¢ czgsci, percentyle (centyle) na sto,
a promile na tysiac.

Dla przyktadu przedstawimy ponizej jeszcze jeden z popularniejszych sposo-
bow podziatu (i pomiaru) duzych zbiorowoéci, a mianowicie podzial decylowy'®®
czyli na dziesie¢ czesci. Ponizszy rysunek przedstawia przyklad definicji decyla
drugiego.

-------------------------------------------------

20%
0 Q210 80%

Wykres 4.9. Graficzne przedstawienie decyla drugiego

Zrodto: opracowanie wilasne.

Decyl drugi dzieli zbiorowo$¢ na dwie czesci w proporcji 2:8, czyli co najmniej
20% zbiorowos$ci ma warto$¢ cechy do wartosci decyla drugiego wiacznie, a co

105 Dotyczy to takze ogdlnie wszystkich kwantyli.

1%6Znane czytelnikowi zastosowania decyli to okre§lanie wynikéw egzaminu gimnazjalnego czy
maturalnego (cho¢ w tym ostatnim przypadku ma miejsce pewna korekta, co jest gorng warto$cia
wyniku — tworzy si¢ tzw. podzial staninowy, ale nie zmienia to idei podziatu na decyle).
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najmniej 80% zbiorowosci ma warto$¢ cechy rowng lub powyzej wartosci decyla
drugiego.

Zatem wzor interpolacyjny na warto§¢ decyla drugiego ma teraz nastepujaca
postac szczegdlowa:

ky—1
Q10 = %oq,,, + Mo -(Z—N— Zni} (4.25)

an 10 10 i=1

gdzie k, — numer klasy decyla drugiego, za$ pozostale oznaczenia sg analogiczne
do oznaczen we wzorach na kwantyle.

Przyktad 4.24

Obliczmy drugi decyl wagi studentek. Mozemy skorzysta¢ z szeregu skumulowa-
nego uzytego do obliczen kwartyli, zamieszczonego w tabeli 4.14.
Decyl drugi to wartos¢ cechy jednostki o numerze:
2N 200 .
=——=——=20 czyli =X,

Q210 10 10 Yy QZ,lO 20
ktora znajduje si¢ w trzecim przedziale odmiany cechy, czyli 50-54 kg. Podsta-
wiamy dane do wzoru 4.25 i otrzymujemy:
4 (2-100

=50+—.| == _18|=50,3kaq.
Qo 26 | 10 j J

Wiemy teraz, ze 20% studentek wazylo co najwyzej 50,3 kg, zas 80% co naj-

mniej tyle.
|

Kolejnym przyktadem kwantyli sg centyle (lub percentyle). Dzielg one zbio-
rowos¢ na sto czesci, czyli sa to znane czytelnikowi ze szkoty procenty.

Przyktadowo centyl piaty dzieli zbiorowo$¢ na dwie czeSci w proporcjach
5:95, czyli 5% zbiorowosci ma wartos$ci nizsze lub rowne wartosci centyla pigtego,
za$ 95% populacji ma warto$¢ rownag lub wigksza od wartosci centyla. Wzor inter-
polacyjny na warto$¢ centyla pigtego przyjmuje nastepujacg postaé szczegotows:

5N ‘&
Qs 100 = %00, 10, "‘M ( Zni j, (4.26)

an 100 ﬁ - i=1

gdzie K;— numer klasy centyla piatego, za$ pozostale oznaczenia sg analogiczne
do oznaczen uzytych we wzorach na pozostate kwantyle.
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Z centylami mozna si¢ spotka¢ migdzy innymi w gabinetach lekarzy pedia-
trow. Sg one uzywane do opisu populacji dzieci na kolejnych etapach rozwoju
i shuza do poréwnan ich rozwoju. Lekarze wyznaczaja takie parametry rozwoju
dziecka, jak wzrost, waga, obwdd glowy, zaznaczajac je na siatkach centylowych
dla dzieci okreslonego wieku. Siatki centylowe powstaly na podstawie badan
wiekszej grupy dzieci. Przykladowo, jezeli dziecko ze wzgledu na wzrost osiaga
centyl 75, oznacza to, ze 75% dzieci z wcze$niejszych badan miato wzrost wyno-
szacy tyle co badane dziecko lub mniejszy, a jedynie 25% bylo takiego samego
wzrostu lub wyzsze. Siatki te stuzg takze do sprawdzania, czy dane dziecko nie ma
jakichs$ opoznien w rozwoju.

Przyktad 4.25

Sprawdzmy, jaka co najwyzej wage z analizowanego przez nas powyzej przyktadu
mialo 5% studentek. Obliczmy zatem warto$¢ centyla piatego zwigzanego z jed-
nostka o numerze 5 (bo 5N/100=5):

Q100 =46+%-(5—2) = 46,75 kg.

Zatem 5% studentek wazylo co najwyzej 46,75 kg lub mniej, za$ 95% co naj-

mniej tyle lub wiece;.
|

Ostatnim prezentowanym przyktadem kwantyli sa promile (tac. pro mille — na
tysigc). Dzielg one zbiorowos¢ na tysigc czgsci, oznaczane symbolem %eo.

Przyktadowo promil 6smy dzieli zbiorowos¢ na dwie czesci w proporcji
8:992, co oznacza, ze 8%o (lub 0,8%) zbiorowosci ma wartosci nizsze lub rowne
warto$ci tego promila, zas 992%o (lub 99,2%) populacji ma warto$¢ rowng lub
wigkszg od warto$ci promila 6smego. Wzor interpolacyjny na warto$¢ promila
O6smego przyjmuje nastgpujacg postac:

he, 8N ‘&
_ o 5| 4.27
Q8,1000 XOQs,looo No, o0 1000 ; I ( )

gdzie kg— numer klasy promila 6smego, za$ pozostale oznaczenia sa analogiczne

do oznaczen we wzorach na kwantyle.
Promile uzywane sg do analizy duzych zbiorowosci oraz opisu rzadkich pro-
cesow. Sa bardzo popularne w analizach demograficznych.
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Przyktad 4.26

Wyznacz na podstawie ponizszej tabeli, dotyczacej wieku kobiet skazanych pra-
womocnie przez sady powszechne za przestgpstwa Scigane z oskarzenia publicz-
nego w 1992 roku, promil dwudziesty pierwszy i trzysta pigtnasty.

Tabela 4.15. Rozktad wieku kobiet skazanych prawomocnie przez sady powszechne
za przestepstwa $cigane z oskarzenia publicznego w 1992 roku

Wiek skazanych kobiet Liczba kobiet Skumulowana liczba kobiet
20-25 1166 1166
25-30 965 2131
30-35 1280 3411
35-40 1664 5075
40-45 1584 6 659
45-50 1149 7808
50-55 591 8399
55-60 760 9159

Zrodo: opracowanie whasne na podstawie: Rocznik statystyczny GUS 1993, GUS, tabl. 21 (147), s. 94.

Ponizej zostaly zaprezentowane wyliczenia dotyczace wartosci dwudziestego
pierwszego promila zwigzanego z jednostka o numerze 192 (bo 21-N/1000 =
192,34), ktora znajduje si¢ w pierwszym przedziale:

5
Qu11000 =20+ 1166 '(192, 34— 0) =20,82.

Zatem 2,1% skazanych prawomocnie przez sady powszechne za przestgpstwa $ci-
gane z oskarzenia publicznego w 1992 roku kobiet miato co najwyzej 20,8 roku.

Podobne wyliczenia mozna wykona¢ w odniesieniu do trzechsetnego pigt-
nastego promila, ktéry dotyczy jednostki o numerze 2885 (bo 315-N/1000
=2885,085), znajdujacej si¢ w trzecim przedziale:

5
—30+——(2885,085-2131)= 32,95,
Q315,1000 1280 ( )

Oznacza to, ze 31,5% analizowanych kobiet miato mniej niz 33 lata.
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Kluczowe pojecia

Parametry opisowe
Srednie klasyczne: $rednia arytmetyczna, $rednia harmoniczna, $rednia geometryczna
Srednie pozycyjne: dominanta, moda, kwartyle, mediana, decyle, centyle, promile
Stopa wzrostu, tempo wzrostu

Pytania kontrolne

1. Czy do opisu szeregu czasowego mozna uzy¢ $redniej harmoniczne;j?

2. Czy Séredniej arytmetycznej i geometrycznej mozna uzywaé zamiennie
w szeregach przekrojowych?

3. Czy Séredniej arytmetycznej i harmonicznej mozna uzywaC zamiennie
w szeregach przekrojowych?

4. Jakiej sredniej nalezy uzy¢, gdy szereg czasowy jest w postaci stop lub temp
wzrostu?

5. Jak nazwiemy rozktad, w ktorym nie ma dominanty? Podaj co najmniej jeden
typ.

6. Jak nazwiemy rozktad, w ktoérym jest wigcej niz jedna dominanta?

7. Jaki procent populacji zawiera si¢ migdzy kwartylem pierwszym i trzecim?

8. O czym mdéwi nam Srednia stopa wzrostu?

9. Jaka jest roznica pomigdzy tempem a stopa wzrostu?

10. Kiedy nie mozna do opisu populacji uzy¢ sredniej arytmetycznej?

11. Kiedy nie mozna do opisu populacji uzy¢ dominanty?

12. Kiedy nie mozna do opisu populacji uzy¢ mediany?

13. Kiedy nie mozna do opisu populacji uzy¢ kwartyla pierwszego?

14. Kiedy nie mozna policzy¢ $redniej arytmetyczne;j?

15. Kiedy nie mozna policzy¢ dominanty?

16. Kiedy nie mozna policzy¢ mediany?

17. Kiedy nie mozna policzy¢ kwartyla pierwszego?

18. Kiedy nie mozna policzy¢ kwartyla trzeciego?
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5. Miary dyspersji

Miary dyspersji, czyli rozproszenia, sq to takie charakterystyki opisowe rozktadu
cechy mierzalnej, ktore mierzq stopien zrozmnicowania wartosci badanej cechy
W tym rozkiadzie.

Mowiac o zréoznicowaniu, mamy na mysli odpowiedz na pytanie, jak bardzo
roéznia si¢ wartosci zmiennej w badanej populacji lub jak te réznice sa duze. Rozni-
ce absolutne mogg by¢ bowiem identyczne, ale moga mie¢ zupelnie inne znaczenie
wzgledne, np. stuztotowa roznica w zarobkach w populacji o $rednim zarobku
500 zt i taka sama réznica w populacji o Sredniej ptacy 1000 zt to z punktu widze-
nia zainteresowanych zarobkami r6zne warto$ci.

Miary zmiennos$ci

Klasyczny obszar
zmiennos$ci

Rysunek 5.1. Podziat miar zmiennoéci

Zrédto: opracowanie wiasne.

Absolutne Wzgledne
I I
I ] I 1
Klasyczne ‘ Pozycyjne Klasyczne Pozycyjne
" Rozstep ‘ Odchylenie Klasyczny l Pozycyjny
¢wiartkowe WSP‘.’*CZY“,n!k wspotczynnik

| Odchylenie AINEHOSE] zmiennosci

przecigtne -

Pozycyjny obszar
— zmiennosci

Wariancja i
H odchylenie

standardowe

127



Stosuje sie wiec dwa rodzaje miar rozproszenia: absolutne (wyrazone w jed-
nostkach naturalnych badanej cechy) oraz wzgledne, czyli stosunkowe (wyrazone
w relacji do jakiego$ poziomu wartosci cechy w badanej populacji). Zarowno mia-
ry wzgledne, jak i absolutne dzielimy na miary klasyczne i pozycyjne w zaleznosci
od punktu odniesienia. W miarach klasycznych punktem odniesienia jest jakas$
srednia klasyczna, najczesciej Srednia arytmetyczna, za§ w drugim przypadku
punktem odniesienia sa §rednie pozycyjne, najczesciej kwartyle, a przede wszyst-
kim mediana. Podstawowy podzial najbardziej popularnych miar dyspersji przed-
stawia schemat umieszczony na rysunku 5.1.

Przedstawione na rysunku 5.1 miary nie sg jedynymi, dzieki ktérym mozemy
okresli¢ zmienno$¢ badanej cechy. W literaturze mozna spotka¢ wiele innych,
ale te opisywane w niniejszym podrgczniku sg uznawane za podstawowe i najcze-
$ciej wyznaczane.

5.1. Klasyczne miary dyspersji

Najprostsza z miar dyspersji, a wi¢c 1 dajacg najmniej informacji, jest rozstep. Jest
to réznica pomi¢dzy najwieksza i najmniejsza wartoscig cechy w zbiorowosci:

R =X = Xosin- (5.1)
Przyktad 5.1

Stopa rejestrowanego bezrobocia na koniec roku w Polsce w latach 2003-2012
wynosita odpowiednio (w %)*": 20,0; 19,0; 17,6; 14,8; 11,2; 9,5; 12,1; 12,4; 12,5;
13,4. Wyznacz rozstep migdzy rejestrowanymi na koniec kazdego roku stopami
bezrobocia w badanym okresie.

Najwieksza stopa bezrobocia rejestrowang na koniec roku w analizowanym
okresie czasu byla warto§¢ 20%, za$ najnizsza 11,2%. Zatem rozstep wynosit:

R =X o = X = 20%—-11,2% =8,8%.

Roznica migdzy najnizsza a najwyzsza stopa rejestrowanego na koniec kazde-
go roku bezrobocia w latach 2003-2012 wynosita 8,8 punktu procentowego%.
|

107 Stopa bezrobocia jest to, w uproszczeniu, liczba 0sob bezrobotnych podzielona przez liczbe 0sob
w wieku produkeyjnym aktywnych zawodowo. Zrodto danych:
http://www.stat.gov.pl/gus/wskazniki_makroekon_PLK_HTML.htm.

108 Zwracamy uwage czytelnika, Ze jezeli dane s3 w postaci jednostek %, wéwczas, jak w podanym
przyktadzie, réznic¢ migdzy warto$ciami podajemy jako punkty procentowe. Punkty procentowe
oznaczajg roznicg w ujgciu procentowym, podczas gdy stowo ,,procent” oznacza iloraz dwéch liczb.
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Klasyczne miary zmiennoS$ci stanowia wypadkowa odchylen wszystkich
wartosci cechy od jakiego$ ustalonego poziomu. MozZna wiec je przedstawic¢
W postaci Sredniej — sa to wiec Srednie odchylenia od pewnej stalej, na ogél
Sredniej arytmetycznej. Najwygodniejszg i najprostszg miarg rozproszenia cechy
wokot poziomu przecigtnego bytoby wigc srednie odchylenie wszystkich wartosci
cechy od $redniej w populacji. Jednak, jak juz wykazalismy w poprzednim roz-
dziale, wlasnos$cig $redniej arytmetycznej jest, iz suma odchylen cechy od tejze
$redniej jest zawsze rowna zeru, gdyz odchylenia dodatnie i ujemne zawsze si¢
znoszg. Mamy wigc pewien problem z konstrukcja takiej miary, co ilustruje poniz-
szy przyktad.

Przyktad 5.2

Zebrano dane dotyczace wydatkow ponoszonych przez grupe pieciu przyjaciot
na sniadanie. Otrzymano nastepujacy zestaw danych (w zt): 5, 3, 2, 4, 4, dla ktore-
go $rednia wyniosta:

n
QI SRR AL A g Y1)
n4s 5 5

Popatrzmy, co bedzie si¢ dziato, gdy zsumujemy odchylenia od tej $redniej:
Zn:(xi -X)=[(5-3,6)+(3-3,6)+(2-3,6)+(4-3,6)+(4-3,6) |=

i=1
=(1L,4+(-0,6)+(~16)+0,4+0,4) =0zt
|

Jak wida¢ z powyzszych obliczen, dodane odchylenia poszczegdlnych wydat-
kéw wzajemnie si¢ znosza i w sumie otrzymujemy, zgodnie z teorig, warto$¢ ze-
rowg odchylen. Liczenie $redniego odchylenia wydatkéw od wydatku $redniego
nie ma sensu, albowiem po podzieleniu przez liczbe przyjaciot nadal otrzymujemy
zero. Sytuacja taka zawsze ma miejsce, dlatego aby okresli¢ stopien zroznicowa-
nia, nalezatoby zastosowac ,,sztuczke” eliminujaca problem znoszenia si¢ znakow.
Mozemy to uczyni¢, gdyz nie interesuje nas w tej chwili, czy poszczegdlne warto-
$ci cechy sa powyzej czy ponizej sredniej (a wiec znak odchylenia). Nas interesuje,
jak bardzo one odchylajg si¢ od ustalonego poziomu, czyli na przyktad $redniej
arytmetycznej. W matematyce znak liczby usuwa si¢ na dwa sposoby. Pierwszy
z nich to wziecie modutu danej liczby, drugi za$ to podniesienie tej liczby do kwadratu.
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5.1.1. Odchylenie przeci¢tne

Jak wspomniano wyzej, aby ,,0bej$¢” problem znakéw odchylen od $redniej, po-
wodujacych zerowanie si¢ sumy odchylen od $redniej arytmetycznej, mozna uzy¢
dwodch sposobow, co w efekcie daje nam dwie miary dyspersji. Pierwszy z nich
to pominigcie znakdéw, czyli sumowanie warto$ci bezwzglednych odchylen. Bada-
cza nie interesuje bowiem, czy odchylenie jest in plus (warto$¢ cechy jest powyzej
$redniej arytmetycznej) czy in minus (warto$¢ cechy ponizej Sredniej arytmetycz-
nej). Interesujaca jest jedynie wielko$¢ odchylenia. Otrzymuje si¢ w ten sposob
miar¢ zwang odchyleniem przecigtnym. Miara ta jest intuicyjna i wygodna w in-
terpretacji.

Odchylenie przeci¢tne mierzy Srednia bezwzglednej warto$ci odchylen
wartosci cechy od jej poziomu Sredniego.

W zaleznoséci od postaci szeregu, z jakiego jest wyznaczane, korzysta si¢
z roznych postaci wzoru (podobnie jak przy Sredniej arytmetycznej). I tak dla pro-
stego szeregu punktowego stosowany jest nastepujacy wzor:

n

d =12|xi ~X|. (5.2)

ni=

W przypadku szeregu rozdzielczego punktowego korzystamy z ponizszej po-
staci (wazonegj):

d =%Z|xi ~X|-n, (5.3)

za$ dla przedzialowego z nastgpujace;:

k

a=1y

Nz

0

Xi—X|-n.. (5.4)

Zauwazmy, iz przedstawione wzory na odchylenie przecigtne sa prawie iden-
tyczne z wzorami przedstawionymi w poprzednim rozdziale, omawiajgcym pojecie
sredniej arytmetycznej. Widzimy wigc, ze odchylenie przecigtne jest tez Srednig
arytmetyczng. Jedyna roéznica polega na tym, ze cecha, dla ktorej liczymy teraz
srednig, jest w postaci bezwzglednych odchylen od $redniej, czyli jest szeregiem
przeksztatconym.

Przykiad 5.3 (kontynuacja 5.2)

Biorac pod uwage dane dotyczace wydatkow grupy przyjaciot na $niadanie, usred-
nione roznice modutdw poszczegodlnych warto$ci wynosza:
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i ~X|= %[|5—3,6|+|3—3,6|+|2—3,6|+|4—3,6|+|4—3,6|]=

i=1

:sll—\

:%(1,4+0,6+L6+0,4+O,4):%'4,4=O,88 7.

Oznacza to, ze wydatki co do wartosci bezwzglednej kazdego z przyjaciot od-
chylaty sie przecigtnie od sredniej arytmetycznej dla catej grupy o 88 groszy.

Przykiad 5.4 (kontynuacja 4.18)

Wrdéémy do przyktadu ocen otrzymanych przez studentéw na kolokwium i okresl-
my stopien ich zrdznicowania. Przypomnijmy, Ze otrzymane oceny byly nastepu-
jace: 2;2;3;3;3,5;4;4;4;4,5; 5.

Zanim wyznaczona zostanie miara dyspersji, musimy wyznaczy¢ S$rednig
Z ocen:

X==) x = 1 —(2+2+3+3+35+4+4+4+45+5) = L 35= 35.
n 10 10

Zatem przecigtnie studenci otrzymali ocene dostateczng z plusem. Aby mozna
bylo wyznaczy¢ odchylenie przecigtne, nalezy policzy¢ rdznice pomiedzy po-
szczegblnymi warto$ciami a otrzymang Srednig ocen. Wyliczenia te, dla wygody,
przedstawiliSmy w tabeli 5.1.

Tabela 5.1. Oceny z kolokwium — wyliczenia zwigzane z odchyleniem przecietnym

Xi X —X |Xi —)_(l
2 -15 1,5
2 -15 1,5
3 -0,5 0,5
3 -0,5 0,5
35 0,0 0,0
4 0,5 0,5
4 0,5 0,5
4 0,5 0,5
45 10 1,0
5 15 15
Suma 0,0 8,0

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Uwzgledniajac otrzymany w tabeli 5.1 wynik koncowy, odchylenie przecigtne
wyznaczane ze wzoru (5.2) jest nastepujace:

Z|x x| 80 0,8.

Wyliczona warto$¢ oznacza, ze przecigtnie oceny badanych studentéw co do
warto$ci bezwzglednej roznity si¢ od Sredniej o 0,8 punktu (stopnia).
|

Przykiad 5.5 (kontynuacja przyktadu 3.3)

Biorgc pod uwage wage studentek kierunku zarzadzanie przedstawiong w tabeli 4.8,
nalezy wyznaczy¢ odchylenie przecigtne. W przykladzie 4.3 wyznaczono $rednig
wagi, ktora wyniosta 54,84 kg. Wyliczenia dotyczace odchylenia przecigtnego
przedstawiono w tabeli 5.2.

Tabela 5.2. Rozktad wagi studentek — obliczenia zwigzane z odchyleniem przecigtnym

(0]

i, =) ni ;)(i ;i_)'( Xj=X|n;
42-46 2 44 -10,84 21,68
46-50 16 48 - 6,84 109,44
50-54 26 52 —2,84 73,84
54-58 30 56 1,16 34,80
58-62 19 60 5,16 98,04
62-66 5 64 9,16 45,80
66-70 2 68 13,16 26,32
Suma 100 409,92

Zrodto: opracowanie wilasne.

Aby wyznaczy¢ odchylenie przecietne, nalezy otrzymang sume¢ 409,92 pod-
stawi¢ do wzoru (5.4), dzielac jg przez liczbe obserwacji:

k

Z

=1

0

Xi— 0 -409,92 =4,0992 ~ 4,10 kg.

Otrzymany wynik oznacza, ze przeci¢tna waga studentek kierunku zarzadza-
nie co do warto$ci bezwzglednej odchyla si¢ od $redniej wagi o 4,10 kg.
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Odchylenie przecigtne jest jednak rzadko uzywane, zwtaszcza gdy chce si¢
uzy¢ miary dyspersji do konstrukcji innych miar. Ze wzgledu na modut nie jest ono
wygodne w dalszych operacjach matematycznych, cho¢ jest to, podkreslmy, miara
bardzo intuicyjna w interpretacji i w sumie prosta obliczeniowo. Mozna jej $miato
uzywac, jesli nie zamierzamy jej wykorzysta¢ do budowy innych miar.

5.1.2. Wariancja i odchylenie standardowe

Drugim sposobem ominigcia problemu znakéw odchylen od $redniej jest, jak juz
powyzej zaznaczono, ich eliminacja poprzez podniesienie poszczegdlnych roéznic
do kwadratu. Otrzymuje si¢ w ten sposob kolejna miarg dyspersji cechy wokot
poziomu $redniego. Sumujac podniesione do kwadratu odchylenia od $redniej
i dzielgc przez liczbe jednostek statystycznych (czyli usredniajac), otrzymujemy
najbardziej popularng miar¢ rozproszenia — wariancje. Nie nadaje si¢ jednak ona
do interpretacji oraz do porownan ze $rednig, poniewaz jej miana s3 zawsze
W kwadratach jednostki cechy. Bezposrednio interpretowalna miarg rozproszenia
warto$ci cechy jest pierwiastek z wariancji zwany odchyleniem standardowym.
Ma ono wartos¢ tego samego rzedu co badana cecha oraz jest w takich samych
jednostkach miary.

Jezeli badacz chce poréwnaé dyspersje cechy roznych zbiorowosci, wowczas
wystarczy uzy¢ do tego celu wariancji. Pierwiastkowanie sprowadzajgce wariancje
do odchylenia standardowego nie jest niezbedne, poniewaz wiasnosci odchylenia
standardowego wynikajg z wlasno$ci wariancjil®., Zatem wariancja jest jednym
Z najwazniejszych parametréw uzywanych w statystyce i dyscyplinach ze statysty-
ka zwigzanych. Smiato mozna powiedzie¢, ze jest to jeden z najwazniejszych pa-
rametrow w analizie statystycznej, zarbwno w teorii, jak i w praktyce.

Omoéwienie wariancji nalezy zacza¢ od podania jej definicji. Wariancja jest
to Srednia arytmetyczna z kwadratéw odchylen warto$ci cechy od Sredniej
arytmetycznej tej cechy w calej zbiorowosci. Wyznaczana jest ona, podobnie jak
miary przecigtne, roznie, w zaleznos$ci od postaci szeregu statystycznego. I tak dla
szeregu prostego cechy skokowej stosowany jest wzor:

o2 =D?(X) =8 =%Zn:(xi -x)’, (5.5)
i=1

za$ dla szeregu rozdzielczego jeden z dwoch ponizszych:

109 7Zbiorowo$é o wickszej wariancji ma takze wieksze odchylenie standardowe niz druga poréwny-
wana populacja.
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O‘f:DZ(X):Sf:%zk:(Xi—ani, (56)
i=1
L

ol=D*(X)=¢=
n—-14

k (% —%)"n,, (5.7)
=1

gdzie oZ,D*(X),s2,8? — alternatywne oznaczenia wariancji w literaturze; uzy-
wamy tylko jednego z tych symboli, by ,,poinformowac” , ze liczymy wariancje.

Pierwszego z wymienionych (wzor (5.6)) nalezy uzywa¢ w przypadku, gdy
szereg ma duza liczebno$¢ (n > 30), zas wzoru (5.7) do szeregéw o niewielkiej
liczebnosci (n < 30). W tym drugim przypadku uwzgledniamy fakt, iz wykorzysta-
li$my juz raz dany szereg do policzenia $redniej arytmetycznej. Mowimy, ze straci-
liSmy jeden stopien swobody. Nieuwzglednienie tej poprawki powoduje tzw. ob-
cigzenie wariancji, czyli obarczenie jej btedem. Bedzie ona zanizona. W przypadku
duzych zbiorowosci nie gra to roli, albowiem btad jest nieznaczny. W przypadku
matej liczby badanych jednostek btad moze by¢ na tyle duzy, ze moze prowadzic¢
do niepoprawnych wnioskéw bazujacych na tej wariancji. Generalnie problem ten
wystepuje w przypadku badan prowadzonych w oparciu o préby statystyczne,
wowczas nalezy bra¢ pod uwage wzor (5.7). W niniejszym podreczniku mamy
do czynienia wylgcznie z opisem statystycznym, czyli catymi populacjami, wobec
tego nie bedziemy korzysta¢ ze wzoru (5.7). Sygnalizujemy tu jedynie istnienie
tego typu problemu.

W przypadku szeregdw rozdzielczych przedziatowych stosujemy wzor:

1&(e Y
Dz(x):stEZ(xi—Xj n,. (5.8)
i=1

Poniewaz uzycie $rodkoéw przedziatow, podobnie jak w przypadku $redniej,
wprowadza pewien blad!®, rekomenduje si¢ uzycie (zwlaszcza przy matej liczeb-
nosci szeregu) tzw. poprawki Shepparda:

h2
2 =SZ o

Sskor X 12 !

(5.9)

gdzie h — rozpietos¢ przedziatu. Poprawki tej uzywa sie do doktadniejszego poli-
czenia wariancji w przypadku szeregow przedziatowych.

10 K téry jednak nie znosi sie, jak w przypadku $redniej, ze wzgledu na podnoszenie roznic do kwa-
dratéw i eliminacj¢ ujemnych odchylen.
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Podstawowe wlasnoS$ci wariancji:

1. D*(X)>0 - nieujemnos¢.
Wilasno$¢ ta wynika z faktu, ze sumowane sg kwadraty odchylen od $rednie;j.
Wariacja réwna si¢ zeru jedynie w przypadku, gdy szereg jest staly, czyli
wszystkie jednostki statystyczne majg t¢ sama wartos¢, co powoduje, ze od-
chylenia od $redniej sg zerowe.

2. Wariancj¢ mozna roztozy¢ na roznic¢ Srednich arytmetycznych:

D?(X) =x2 — (XY

Jest to roznica pomiedzy Srednig policzona dla kwadratéw cechy a kwadratem
sredniej szeregu wyjsciowego. Jest to jedna z najczeSciej wykorzystywanych
wlasno$ci wariancji. Ponizej zostanie przeprowadzony dowod tej wlasnosci:

DZ(X):%Z::(Xi —X)%n, :%iz::(nixf —onxx+n (X)) =

3, Dz(ﬁ}DZ(X) (lub D?(cX)=c*-D*(X)).

Wtasno$¢ ta oznacza, ze podzielenie (pomnozenie) szeregu przez statg ¢ (c>1)
powoduje zmniejszenie (zwigkszenie) wariancji o t¢ samg wartos¢ C, ale
w drugiej potedze'!!. Dowdd tej wlasnosci przedstawiono ponizej (dla uprosz-
czenia przeprowadzono go w odniesieniu do szeregu niewazonego):

o380 2] o -

11 W przypadku c<I bedzie to odpowiednio przy dzieleniu zwigkszenie wariancji, a przy mnozeniu
zmniejszenie wariancji.
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4. D*(X £c)=D?(X) — wariancja szeregu, do ktérego dodano (odjeto) stata,
nie zmienia si¢, dodanie stalej do kazdej wartoSci cechy przesuwa wartosci
cechy w uktadzie wspotrzgdnych wzdtuz osi X, nie zmieniajac zakresu jej

zmienno$cit'%:
D?(X +¢) =%§”:((xi +6)-(xZ0)) =%§”:((xi se-(xc) =23 (x - %) = D¥(X).

= =) N

5. D*(X)= DJ-Z(X) +D? (X_j) U3 _ jezeli badang zbiorowo$¢ podzielono na m

grup (podpopulacji), to ogdlna wariancja cechy X moze by¢ roztozona na
dwie skladowe: $rednig arytmetyczna z wariancji wewnatrzgrupowych oraz
wariancj¢ grupowych $rednich arytmetycznych (wariancj¢ mig¢dzygrupowa).
Wagami sg liczebnosci poszczegdlnych grup:

m m ,_ —\2

3'D?(X)n,, Z(xj—i) n,

D?(X)=D?(X)+D*(X;) =2— + 1 . (5.10)
I’].J- n_j

=L =

Inaczej mozna tez ten wzor zapisac jako:
1&G. =y 13
sfzﬁz(xj—x) n, +ﬁZsfnj. (5.10 a)
j=L j=L

lub gdy grupy sa numerowane (indeksowane) wierszami, uzywamy w zapisie nu-
meru wiersza i

s? = %i(x —i)z n, +%isﬁni. (5.10 b)
i=1 i=1

Oba zapisy sg rownoprawne, albowiem to, jak uktadamy dane w tabeli, jest
wyborem badacza i nie wptywa na wyniki obliczen, co oznacza, ze mozemy su-
mowa¢ po wierszach (i) lub kolumnach (j) w zaleznosci od sposobu konstrukcji

m m
tabeli z danymi. Przypomnijmy tez, ze Zn, i :Zni, =n, za§ X; to $rednie
=L i—L

12 Przypomnijmy, ze zmieni $rednig arytmetyczng o te stalg ¢ (zwickszy lub zmniejszy), ale nie
zmieni rozrzutu wartosci cechy wokot sredniej.

113 Jest to bardzo istotna wlasno$¢, majgca zastosowanie w analizie statystycznej dwoch (lub wigcej)
cech.
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Z poszczeg6lnych grup, X — $rednia dla catej populacji, a DJ-Z(X) to wariancje

W poszczegolnych grupach.

Jak juz wspomniano, wariancja nie jest miarg, ktdrej opis mozna interpreto-
wac. Wiasciwa interpretowalng miarg dyspersji jest odchylenie standardowe wy-
znaczone zgodnie ponizszym wzorem:

= JD*(X) Iub s =+/57. (5.12)

Formalnie interpretacja odchylenia standardowego nie jest zbyt intuicyj-
na, albowiem jest to pierwiastek ze $redniego kwadratu odchylen od $redniej
arytmetycznej. Jezeli rozklad jest w miare standardowy (zblizony do normal-
nego), wowczas mozna stosowaé, z duza doza ostroznosci, powszechnie wyste-
pujaca w podrecznikach ponizszg interpretacje odchylenia standardowego.

Odchylenie standardowe mowi nam, o ile srednio wartosci cechy poszcze-
gblnych jednostek zbiorowosci réznia si¢ od Sredniej w zbiorowosci.

W podanych ponizej przyktadach bedziemy wobec tego stosowac uproszczona
interpretacje.

Przyktad 5.6 (kontynuacja 5.2)

Analizujac dane zwigzane z wydatkami grupy przyjaciot na $niadanie, wariancja
wyznaczana jest nast@puj aco (zgodnie ze wzorem (5.5)):

=—Z - [5 3,6) + (3—3,6)2+(2—3,6)2+(4—3,6)2+(4—3,6)2}=

=%(1,42+o,62+J,62+o,42+o,42)=%.(L96+o,36+2,56+o,16+o,16):%-5,2:1,04 7

Otrzymany wynik wyrazony jest w ztotowkach do kwadratu, dlatego trudno
go zinterpretowa¢ merytorycznie. W zwigzku z tym nalezy otrzymang wartos¢
spierwiastkowaé, obliczajac w ten sposdb odchylenie standardowe:

s, =1/s? =+/L04 =1,0198~1,027.

Obliczylismy, ze $rednio wydatki przyjaciot roéznily si¢ o 1,02 zt od $redniego
wydatku wynoszacego (przypomnijmy) 3,6 zt. Informacja o $redniej i odchyleniu
standardowym w zbiorowosci daje nam dobre pojecie o tym, co sie dzieje z cechg
u wigkszosci jednostek populacji. Blizej o tym za chwile, gdy zdefiniujemy tzw.
typowy obszar zmienno$ci cechy.

|
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Przykiad 5.7 (kontynuacja 4.18)

Wréémy do przyktadu ocen otrzymanych przez studentow na kolokwium i okresl-
my stopien ich zmienno$ci. Przypomnijmy, ze oceny przedstawiaty si¢ nastepuja-
co: 2;2;3;3;3,5;4; 4; 4;,4,5; 5. Ich $rednia wyniosta 3,5.

Wyliczenia zwigzane z wariancja w tym przykladzie, podobnie jak w po-
przednim, bazujg na wzorze 5.5. Analogicznie do odchylenia przecietnego nalezy
zacza¢ od wyznaczenia réznic pomiedzy poszczegdlnymi ocenami a $rednig ocen.
Wyliczenia zostaty przedstawione w tabeli 5.3.

Tabela 5.3. Oceny z kolokwium — wyliczenia zwigzane z wariancjg

Xi X; —X (x; —x)?
2 -15 2,25
2 -15 2,25
3 -0,5 0,25
3 -05 0,25
35 0,0 0,00
4 0,5 0,25
4 0,5 0,25
4 0,5 0,25
45 1,0 1,00
5 1,5 2,25
Suma 0,0 9,00

Zrédto: opracowanie wiasne.

Otrzymang w tabeli 5.3 sume¢ kwadratow odchylen od $redniej wstawiamy
do wzoru na wariancje (5.5) i otrzymujemy:

1& 1
$2==3"(x —X) =—-9=0,9 (stopnia)?,
. n-:l(' T (stopnia)

I
a nastgpnie wyznaczamy odchylenie standardowe:
s, =+/s? = /0.9 =0,94868 ~ 0,95 stopnia.
Wyliczona warto$¢ oznacza, ze przecigtnie oceny dziesieciu studentow roznity

si¢ od Sredniej o 0,95 stopnia.
|
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Przyktad 5.8 (kontynuacja przyktadu 3.3)

Wréémy do przyktadu (3.3), gdzie badano rozktad wagi studentek. Wyznaczmy
teraz, o ile $rednio ta waga réznita si¢ od wagi Sredniej wynoszacej 54,84 kg. Za-
czniemy, jak zawsze, od obliczenia wariancji. Pomocnicze obliczenia zawarte zo-
staty w tabeli 5.4.

Tabela 5.4. Rozktad wagi studentek — obliczenia zwigzane z wariancjg

o] _ 9 2
b, =) ni ;)(i Xi=X [xi—i] n;
42-46 2 44 ~ 10,84 235,01
46-50 16 48 -6,84 748,57
50-54 26 52 -2,84 209,71
54-58 30 56 1,16 40,37
58-62 19 60 5,16 505,89
62-66 5 64 9,16 419,53
66-70 2 68 13,16 346,37
Suma 100 2 505,45

Zrédto: opracowanie wiasne.

Podstawiajac sume z tabeli 5.4 do wzoru (5.8), otrzymujemy:
=—Z[x. J n, =% 2505,45 = 25,0545 (kg)>.

Wynik ten nalezy jeszcze przeksztalci¢ na odchylenie standardowe:

5, =+/s2 =+/25,0545 = 5,00545 ~ 5,01kg.

Obliczylismy, ze $rednio studentki maja wage rdzniacg si¢ od $redniej popula-
cyjnej wynoszacej 54,84 kg o 5,01 kg.
|

Przykiad 5.9 (kontynuacja 4.4)

Biorac pod uwage dane dotyczace czasu biegu na 60 m dla 28 ucznidw w pewnej
szkole $redniej, nalezy wyznaczy¢ odchylenie standardowe otrzymanych wyni-
kow. Wiadomo, ze $rednia czasu biegu wynosi 8,875 sekundy (przyktad 4.5).

Aby wskaza¢, jaka byla dyspersja czasu biegu uczniow, nalezy rozpocza¢ od
wyliczenia wariancji. Wyniki z tym zwigzane przedstawiono w tabeli 5.5.
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Tabela 5.5. Czas biegu na 60 m uczniéw szkoty sredniej — wyznaczenie wariancji

o _ o 2

(Xi 0 - Xil) ni ;)(i Xj—X [Xi—xj N
7,5-8,0 3 7,75 -1,125 3,797
8,0-8,5 6 8,25 -0,625 2,344
8,5-9,0 8 8,75 -0,125 0,125
9,0-9,5 5 9,25 0,375 0,703
9,5-10,0 4 9,75 0,875 3,063
10,0-10,5 2 10,25 1,375 3,781
Suma 28 13,813

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Podstawiajac otrzymane w tabeli 5.5 wyliczenia do wzoru (5.8), wyznaczymy
wariancje:

180 V¥ 1
2==) :[xi—xj 0y =—--13813=0,493s%
n 28

a nastgpnie odchylenie standardowe:

s, =+/s? =4/0,493 =0,702s.

Otrzymana warto$¢ odchylenia standardowego oznacza, ze przecig¢tnie czasy
biegu analizowanych uczniéw réznity sie od $redniej biegu o 0,702 sekundy.
|

Przyktad 5.10

Przedsigbiorstwo X posiada trzy linie produkcyjne. Na kazdej z nich wytwarzany
jest ten sam wyrob. Poddano analizie czas produkcji wybranego elementu na po-
szczeg6lnych li

Tabela 5.6. Czas produkcji wybranego elementu

Sredni czas wykonania Odchylenie standardowe Liczba pomiar6w
Linia [w min.] czasu wykonania [w min.] [w szt.]
)_(i Si n
| 25 2,1 240
1 20 2,2 160
11 22 19 100

Zrédto: dane umowne.
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Korzystajac ze zgromadzonych w ten sposob danych, nalezy wyznaczy¢ Sred-
nig i odchylenie standardowe czasu wytwarzania analizowanego elementu dla ca-
lego przedsigbiorstwa.

Pierwsza miarg, jaka nalezy wyznaczyc¢, jest srednia arytmetyczna czasu pro-
dukcji wybranego elementu, jednak ze wzgledu na fakt, Ze liczba pomiaréw
dla kazdej linii byta inna, uzyjemy $redniej wazonej (wzor (4.2)), gdzie wagami
sa ilo$ci wytworzonych produktow na kazdej linii produkcyjnej. Wyliczenia po-
mochnicze przedstawiono w tabeli 5.7.

Tabela 5.7. Czas produkcji wybranego elementu — wyliczenia pomocnicze

Linia X Si N X %-X (>‘<i - i)z n sy
| 25 2,1 240 6 000 2,2 11616 1058,4
I 20 2,2 160 3200 -2,8 12544 7744
11 22 19 100 2200 -0,8 64,0 361,0
Suma 500 11 400 2480,0 21938

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Podstawiajac do wzoru (4.2), otrzymujemy nast¢pujaca srednig czasu wytwa-
rzania produktu dla calego przedsigbiorstwa:

k
X =12>-<ini =L 11400=228min.
n& 500

Wykorzystalismy tu trzecig wtasno$¢ §redniej arytmetycznej, czyli mozliwosé
jej policzenia jako $redniej ze srednich grupowych. W kolejnym kroku policzono
wariancje $rednich grupowych (dla poszczegolnych linii) i $rednig z wariancji cza-
su realizacji badanego wyrobu na kolejnych liniach.

Wariancja $rednich, czyli dyspersja $rednich czasow produkcji dla poszcze-
golnych linii wokoét sredniego czasu produkcji dla catego zaktadu, wyniosta:

= o 1,y 1 .
D*(X.)=s?(X.)==) (X —X)'n =——-2480,0=4,96 (min)2.
(X)=s" (%) =2 (% =% =g (min)

Srednia z wariancji grupowych, czyli usredniona wariancja dla wszystkich li-
nii Iacznie, wynosi:

1L 1
D3(X)==%"s?n =—=—.21938=4,39 (min)2
?(X) nZl 200 (min)
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Suma tych dwoch sktadowych tworzy wariancje czasu realizacji wyrobu
dla catego przedsi¢biorstwa (wzoér (5.10)) i wynosi:

, I = I, .
2 =EZ(Xi ~%fn, +HZSi n, = 4,96+ 4,39 = 9,35 (min)?,
i-1 i=1
za$ odchylenie standardowe:

5, =+/s2 =+/9,35 = 3,06 min.

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze S$redni czas produkcji badanego wyrobu
W przedsigbiorstwie wynosi 22,8 minut, za$ przeci¢tnie poszczegdlne czasy pro-
dukcji roznity sie od czasu sredniego o 3,06 min.
|
Przejdzmy teraz do nastgpnego pojecia, w ktorym potaczymy informacje
0 $redniej i odchyleniu standardowym w nowa miare, dajaca jeszcze wiecej infor-
macji o rozktadzie cechy w zbiorowosci.

5.1.3. Typowy obszar zmienno$ci i wspolczynnik zmiennoSci

W oparciu o $rednig i odchylenie standardowe lub przecigtne wyznaczany jest ty-
powy obszar zmiennoS$ci badanej cechy. Jest on konstruowany jako przedziat,
krance ktorego wyznaczamy jako: X +S, (lub X +d,), czyli $rednia plus i minus

odchylenie standardowe ($rednia plus i minus odchylenie przecigtne), co pehiej
zapisuje sie jako:

X =S, <Xy, <X+S,, 5.12a)
X—d, <Xy, <X+d,. (5.12b)

Laczac informacje o $redniej z jej odchyleniem standardowym (lub przecigt-
nym), otrzymujemy znacznie pelniejszy obraz rozktadu.

Obszar typowy méwi nam, z jakiego przedzialu warto$ci przyjmuje po-
nad polowa jednostek statystycznych badanej zbiorowosci, czyli co najmniej
pi¢cdziesiat procent plus jedna jednostka''*,

Jezeli rozktad badanej cechy jest rozkladem normalnym?S, wowczas klasycz-
ny typowy obszar zmiennosci zawiera 2/3 jednostek statystycznych z populacji.

114 Jest to powszechnie przyjmowana interpretacja obszaru typowego, o ile w ogble autorzy podrecz-
nikoéw go interpretuja. Nie do konca jednak jest jasne, skad si¢ wzigto podane 50%. Autorki nie zna-
lazty zrodta tego stwierdzenia.

115 Dokladniej o rozkladzie normalnym Czytelnik moze dowiedzie¢ si¢ z podrecznikow statystyki
matematycznej. Podanie postaci funkcyjnej rozktadu wymagaloby wprowadzenia poje¢ z zakresu
rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej, wiec to pominiemy. Ksztalt krzywej
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Uczulamy Czytelnika, ze jest to prawda tylko w przypadku rozktadu normalnego.
W wielu ksigzkach niestety nie podaje si¢ tego zatozenia, co moze wprowadzac
Czytelnika w btad i wyrobi¢ przekonanie, Ze jest to zawsze prawda.

Absolutne miary dyspersji niezbyt nadaja si¢ do przeprowadzania porownan
dyspers;ji tej samej cechy w réznych zbiorowosciach i kompletnie nie nadaja si¢ do
porownan dyspersji roznych cech w tej samej zbiorowosci ze wzgledu na rdzniace
si¢ poziomy S$rednie zjawiska irézne miana cech. Sama wariancja w miare po-
prawnie pokaze, w ktérym szeregu ta sama cecha jest bardziej lub mniej zr6znico-
wana, pod warunkiem ze $rednie poziomy w obu szeregach znacznie si¢ nie r6znig

W przypadku takich porownan uzywa si¢ wzglednych miar zmiennosci, ktore
s niemianowane i odnosza si¢ do przecigtnego poziomu zjawiska (zjawisk)
W populacji (populacjach). Najcze$ciej poziom przecietny jest reprezentowany
przez sredniag arytmetyczna, ale w wielu wypadkach rekomenduje si¢ uzycie me-
diany, zwtaszcza tam, gdzie $rednia niezbyt dobrze reprezentuje badane zjawi-
sko''®. W klasycznej postaci wspotczynnik zmiennosci wystepuje w dwoch wer-
sjach, w zaleznosci od tego, czy uzyto odchylenia przecigtnego, czy standardowe-
go jako miary dyspersji. I tak, gdy obliczono odchylenie przecigtne stosowany jest
nastepujacy wzor:

d

V, = mlOO%, (5.13)

za$ w przypadku, gdy uzyto odchylenia standardowego, mamy*!’:

V, = >100%. (5.14)
%]

Im wyzsza jest, warto§¢ wspoOtczynnika zmiennosci, tym cecha jest silnigj
zréznicowana w danej zbiorowosci. Podkreslmy, ze tych wspotczynnikéw uzywa
si¢ zamiennie, albowiem majg podobng interpretacje. Mowia nam, jak cecha roz-
ktada si¢ wokot Sredniej arytmetycznej. W badaniach empirycznych czgsto chcemy
okresli¢ site zroznicowania zbiorowo$ci w kategoriach stabe, umiarkowane, silne.
Nie ma w literaturze jednoznacznego podzialu wartosci wspotczynnika zmiennos$ci

rozktadu normalnego przypomina dzwon, cz¢sto wigc nazywa si¢ go krzywa dzwonowa lub krzywa
Gaussa. Okazato sig, ze wiele zjawisk zachodzacych w przyrodzie, a nastgpnie w naukach spotecz-
nych ma rozktad zgodny z krzywa tego rozktadu, dlatego okreslono go jako ,,normalny” (rozumiany
jako norma). Bez dalszych szczegdlowych wyjasnien przyjmujemy wiec, ze jest to pewien wzorco-
wy, czesto spotykany typ rozktadu, do ktorego wiele zjawisk jest odnoszonych.

116 Przypomnijmy, ze ten problem byt omawiany przy opisie $redniej arytmetycznej i dominanty.
H7Warto w tym miejscu podkreslié, ze wspotczynnik zmiennosci nie jest liczony, gdy $rednia wynosi
zero, co wynika z podstawowych zasad matematyki.
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na przedziaty, ktore bedziemy interpretowaé w kategoriach sity. Na ogo6t przyjmuje
si¢, ze wspolczynnik zmiennosci do 10% oznacza stabe zrdznicowanie cechy
W zbiorowosci, wspotczynniki powyzej 100% uznaje si¢ za informujace o bardzo
silnym zréznicowaniu cechy. Warto$ci pomiedzy tymi liczbami interpretuje si¢
na ogét jako zmienno$¢ umiarkowang do silnej. Interpretacja ta jest oparta
na badaniach empirycznych, a wiec sitg rzeczy rozmyta i dyskusyjnal’®, Na tym
jednak etapie opisu pozostawimy ja w takiej postaci.

Przyktad 5.11 (kontynuacja 5.2)

Kontynuujac analize wydatkow na $niadanie grupy przyjaciot, wyznaczymy obszar
typowy 1 wspotczynnik zmiennosci tych wydatkow. Przypomnijmy, Ze $rednia
i odchylenie standardowe wynosity odpowiednio 3,6 zt oraz 1,02 zt. Korzystajac
ze wzoru (5.12), otrzymujemy:

X =8, <Xy <X+S,,
3,60-1,02 < X, <3,60+1,02,
258 <Xy, <4,62 71.

Zatem wigkszo$¢ przyjaciot (czyli ponad potowa badanych) wydato na $nia-
danie od 2,59 do 4,62 zt. Biorac pod uwage obserwacje uwzgledniane w oblicze-
niach: 5, 3, 2, 4, 4, tatwo mozna zauwazy¢, ze trzy z pigciu obserwacji znajduje si¢
w obliczonym obszarze. Stanowi to 60% obserwacii.

Obliczmy teraz za pomocg wzoru (5.14) wspotczynnik zmiennosci:

V, = %100% - l—02100% = 28,3%.

Otrzymana warto$¢ oznacza, ze zroznicowanie przyjaciot ze wzgledu na wy-
datki na $niadanie jest umiarkowane. Otrzymany wynik daje mozliwo$¢ porowna-
nia dyspersji wydatkéw na $niadanie na przyktad z kosztem obiadu czy kolacji.
Zaktadajac, ze wydatki na obiad po analogicznych obliczeniach daty $redni koszt
obiadu 12 zt z odchyleniem standardowym 1,8 zt, daje to wspotczynnik zmienno-
$ci Vs = 15%. Wspotczynnik zmiennosci wydatkow na $niadanie jest zdecydowanie

118 Cho¢ cze$¢ autoréw wyraza poglad, ze ze stabg dyspersja mamy do czynienia, gdy Vs< 20%. Nie
jest to kwestia jednoznaczna i zalezy od typu badania, rodzaju badanych cech i subiektywnej oceny
badacza. Z problemem tym badacz spotyka si¢ zwlaszcza w badaniach poréwnawczych typu takso-
nomicznego i wigcej na ten temat czytelnik znajdzie w podrgcznikach z analizy wielowymiarowej
czy w monografiach przedstawiajacych konkretne badania poréwnawcze wielu cech i zbiorowosci,
np. Panek [2009], Mtodak [2006].
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wyzszy niz wspotczynnik wydatkéw na obiad, co oznacza, ze koszt $niadania sil-
niej roznicuje badanych przyjacidt, przy czym zréznicowanie to jest umiarkowane.
W przypadku obiadow przyjaciele wydaja znacznie bardziej zblizone do siebie
sumy i mozna uznac, ze koszty te sg stabo zroznicowane.
Gdybysmy z kolei chceieli porowna¢ otrzymany wynik z inng grupg przyjaciot
i gdyby dla tej drugiej grupy wspotczynnik zmiennosci wydatkéw na $niadanie
wynidst na przyktad 46%, to moglibySmy stwierdzi¢, ze grupa druga jest bardziej
zréznicowana pod wzgledem wydatkow niz nasza wyjSciowa grupa przyjaciot.
Wydatki w grupie drugiej bowiem rdznig si¢ znacznie bardziej pomigdzy przyja-
ciolmi niz w grupie pierwszej.
|

Przykiad 5.12 (kontynuacja przyktadu 3.3)

Biorac pod uwage wage studentek kierunku zarzadzanie przedstawiong w tabeli
4.11, nalezy wyznaczy¢ obszar typowy oraz wspotczynnik zmienno$ci. W przykta-
dzie 4.3 wyznaczono $rednig wagi, ktora wyniosta 54,84 kg. Wyliczenia dotyczace
odchylenia standardowego, ktore wyniosto 5,01 kg, przedstawiono w przyktadzie
5.7. Stosujac wzor (5.12), otrzymujemy:

X =8, <Xy, <X+S,,
94,84 -5,01< x,, <54,84+5,01,
49,83 < Xy, <59,85kg.

Otrzymany zakres oznacza, ze ponad potowa badanych studentek kierunku za-
rzadzania ma w zaokragleniu wagg w przedziale od 49,8 kg do 59,9 kg. Chcac
sprawdzi¢, czy rzeczywiscie ponad potowa badanych miata wage nalezaca
do otrzymanego przedziatu, nalezy wroci¢ do danych szczegdétowych (przyktad
3.3). Do wskazanego obszaru wagowego nalezato 67 dziewczat ze 100 branych
pod uwage, co daje 67% wszystkich obserwacji. Zatem stwierdzamy, ze znacznie
ponad potowa badanych miata wage z obliczonego typowego obszaru zmiennos$ci.

Wyznaczmy takze wspotczynnik zmiennosci:

Vv, :5—;100%:55&100%:9,1%.

Otrzymana warto$¢ oznacza, ze zroéznicowanie analizowanych studentek
ze wzgledu na ich wagg jest bardzo stabe czyli studentki majg wagi dosy¢ zblizone
do $redniej populacyjnej, a co za tym idzie, i do siebie.

|
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Przykiad 5.13 (kontynuacja 4.4)

Uwzgledniajac dane dotyczace czasu biegu na 60 m dla 28 ucznidéw w pewnej
szkole $redniej, nalezy wyznaczy¢ obszar typowy i1 wspotczynnik zmiennosci.
Wiadomo, Ze $rednia czasu biegu wynosi 8,875 sekundy (przyktad 4.5), za§ odchy-
lenie standardowe 0,702 sekundy (przyktad 5.8). Obszar typowy wyznaczamy
nastepujaco:

X-8, < Xyp < X+S,,
8,875-0,702 < X, <8,875+0,702,
8173 < Xyp < 9,577 sek.

Otrzymany przedziat wskazuje, ze wigkszo$¢ (ponad polowa) branych
pod uwage uczniow pokonato dystans 60 metrow w czasie od 8,173 sekundy
do 9,577 sekund.

Wskaznik zmiennos$ci wynosi:

S 0,702

V, =2100% = ——=100% = 7,9%.
X 8,875

Otrzymany wynik oznacza bardzo stabe zréznicowanie analizowanej grupy
uczniow ze wzgledu na czas biegu na 60 metréw. Otrzymany wynik mozna po-
réownaé z innymi osiggnieciami tych mtodych ludzi w innych dziedzinach sportu
(np. dtugos¢ skoku w dal, czas biegu na 1000 metrow, dtugo$¢ rzutu pitkg lekar-
ska), czy tez odnies¢ je do wynikow uczniéw innych klas.

|

Przykiad 5.14

Dane przedstawione w tabeli 5.8 przedstawiaja powierzchni¢ (cecha X) i licz-
be mieszkancoéw poszczegodlnych wojewodztw (cecha Y).

Tabela 5.8. Podstawowe dane dotyczace wojewodztw w 2010 roku

el Powierzchnia Liczba ludn’oéci
[w tys. km?] [w tys. 0s6b]
Dolno$laskie 19,947 2878
Kujawsko-pomorskie 17,972 2070
Lubelskie 25,122 2152
Lubuskie 13,988 1011
Lodzkie 18,219 2534
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e Powierzchnia Liczba ludn’os’ci
[w tys. km?] [w tys. 0sOb]
Matopolskie 15,183 3310
Mazowieckie 35,558 5243
Opolskie 9,412 1029
Podkarpackie 17,846 2104
Podlaskie 20,187 1188
Pomorskie 18,310 2240
Slaskie 12,333 4636
Swigtokrzyskie 11,711 1266
Warminsko-mazurskie 24,173 1427
Wielkopolskie 29,826 3419
Zachodniopomorskie 22,892 1693
OGOLEM 312,679 38 200

Zroédto: Rocznik Statystyczny Wojewodztw, 2011.

Na podstawie podanych informacji nalezy okresli¢, ktéra z badanych cech sil-
niej réznicuje wojewoddztwa: liczba ludno$ci czy powierzchnia.

Wyznaczenie poszczegdlnych miar nalezy rozpoczaé od s$redniej. Wiedzac,
7e laczna powierzchnia Polski to 312 679 km?, ktorg w 2010 roku zamieszkiwato
38 200 tys. ludnosci, $rednia powierzchnia wyznaczona ze wzoru 4.1 wynosi:

n
X = EZXi _ 1 312679-19542 tys. km?,
n< 16

zas srednia liczba ludnosci:

o 13 1
y==) Yy, =—-38200=23875tys.
n< 16

Przypomnijmy interpretacj¢ $redniej arytmetycznej. Otrzymane wyniki ozna-
czaja, ze gdyby kazde wojewddztwo miato taka sama powierzchnie i liczbe ludno-
$ci, to wartosci te bylyby rowne wyliczonym $rednim arytmetycznym, czyli $red-
nia powierzchnia jednego wojewodztwa w Polsce to 19 542 km2 W 2010 roku
srednio wojewodztwo zamieszkiwato 2 387,5 tys. osob.

W kolejnym kroku policzmy wariancje i odchylenie standardowe. Niezbgdne
wyliczenia pomocnicze zostaty ujete w tabeli 5.9.
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Tabela 5.9. Dane dotyczace wojewodztw — wyliczenia pomocnicze

Wojewoddztwo X Xj—X (Xi—)_()2 Yi yYi-y (yi—Y)Z
Dolnoslaskie 19,947 0,4 0,164 2878 490,5 240 590,25
Kujawsko-pomorskie 17,972 -1,6 2,465 2070 -317,5 100 806,25
Lubelskie 25,122 5,6 31,136 2152 -235,5 55 460,25
Lubuskie 13,988 -5,6 30,847 1011 | -1376,5 | 189475225
Lodzkie 18,219 -1,3 1,75 2534 146,5 21 462,25
Matopolskie 15,183 -4.4 19,001 3310 9225 851 006,25
Mazowieckie 35,558 16,0 256,512 5243 28555 | 8153880,25
Opolskie 9,412 -10,1 102,617 1029 | -13585 | 184552225
Podkarpackie 17,846 -1,7 2,876 2104 -283,5 80 372,25
Podlaskie 20,187 0,6 0,416 1188 | -1199,5 | 1438800,25
Pomorskie 18,310 -1,2 1,518 2240 -147,5 21756,25
Slaskie 12,333 -7,2 51,97 4 636 22485 | 5055752,25
Swigtokrzyskie 11,711 -7,8 61,325 1266 | -1121,5 | 125776225
Warminsko-mazurskie 24,173 4,6 21,446 1427 -960,5 922 560,25
Wielkopolskie 29,826 10,3 105,761 3419 10315 | 106399225
Zachodniopomorskie 22,892 34 11,223 1693 -694,5 482 330,25
OGOLEM 312,679 701,027 | 38200 23 486 806,00

Zrédo: opracowanie whasne na podstawie: Rocznik Statystyczny Wojewodztw, 2011,

Korzystajac z przedstawionych w tabeli 5.9 wyliczen, obliczamy wariancje
i w konsekwencji odchylenie standardowe powierzchni wojewodztw:

== z = 701 027 = 43,814 (tys. km?)?,

5, = \/5_2 = J43814 = 6,619 tys. km?

oraz liczby ludnosci:

== z =— 23 486806 =1467 925,38 (tys. 0sob)?,

s, =./sZ =+/146792538 =121158tys. 0s6b.
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Otrzymana warto$¢ odchylenia standardowego oznacza, ze przecigtnic woje-
wodztwa rdznig si¢ od Sredniej powierzchni ($redniej liczby ludnosci) o plus/minus
6,619 tys. km? (o plus/minus 1 211,58 tys. 0s6b). Zatem wspoiczynniki zmienno$ci
dla powierzchni wojewodztw i liczby ludnosci wynosza odpowiednio:

Vspow _ 3100% _ 6,619 tys km2

X 19,542 tys. km? 00~ o9

v :STVIOO% _1 211,58 tys. os.

100% =50, 7%.
y 2 387,50tys. 0s.

Z przedstawionych wyliczen wynika, ze wojewodztwa sg silniej zréznicowane
ze wzgledu na liczbe zamieszkujacej je ludnosci niz powierzchni¢. Za§ w przypad-
ku obu cech dyspersje te sag umiarkowane.

|

5.2. Pozycyjne miary dyspersji

Zmiennos$¢, czy tez dyspersje mozna takze badac, dysponujac jedynie pozycyjnymi
miarami opisu zbiorowosci. W tym celu wykorzystuje si¢ przede wszystkim kwar-
tyle. Podstawowa miara okre$lajaca zréznicowanie w oparciu o kwartyle jest
odchylenie ¢wiartkowe. Wyznaczane jest ono ze wzoru:

Q3 _Ql — (Me_Q1) + (Qa B ME)
2 2 ’

gdzie Q1, Me, Qs to odpowiednio kwartyl pierwszy, mediana i kwartyl trzeci.

Otrzymana warto$¢ odchylenia ¢wiartkowego wyznaczana jest jako potowa
ro6znicy pomiedzy skrajnymi wartosciami cechy w srodkowej potowie uporzadko-
wanej zbiorowosci. Inaczej jest to srednia rozpietos¢é cechy w drugiej i trzeciej
¢wiartce. Bada ona jedynie dyspersje cechy u 50% Srodkowych jednostek zbioro-
wosci, co sprawia, ze jest rzadko stosowana.

Znajduje ona wykorzystanie glownie wowczas, gdy analizowany szereg po-
siada otwarte przedziaty lub jest skrajnie asymetryczny (czyli gdy nie mozemy lub
nie powinni$my liczy¢ $redniej arytmetycznej).

Korzystajac z wyliczen zwigzanych z odchyleniem ¢wiartkowym, mozna wy-
znaczy¢ pozostate miary zmiennos$ci, takie jak pozycyjny obszar typowy czy pozy-
cyjny wspotczynnik zmiennosci. W obu tych miarach srodkiem ciezkosci (punk-
tem odniesienia) jest mediana. Zastepujac nig srednig ze wzoru (5.12), za§ odchy-

Q=

(5.15)
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leniem ¢wiartkowym odchylenie przecigtne Iub standardowe, otrzymujemy typo-
Wy pozycyjny obszar zmiennoSci:

Me—Q <X, <Me+Q. (5.16)

Otrzymany przedziat wskazuje, w jakim zakresie znajduje si¢ wickszo$¢ ob-
serwacji z dwoch srodkowych ¢wiartek badanej zbiorowosci'®.
Zamieniajagc miary klasyczne na pozycyjne we wzorze (5.14), wyznaczamy

pozycyjny wspolczynnik zmiennoSci:

Q 100%. (5.17)

V, =<
Me

Q

Wspolezynnik ten informuje, jakie jest zroznicowanie, ze wzgledu na ana-
lizowana ceche Srodkowej czesci badanej zbiorowosci, czyli jednostek pomie-
dzy kwartylem pierwszym a trzecim.

Przykiad 5.15 (kontynuacja 4.13)

Wracajac do przyktadu o liczebnosci gospodarstw domowych w Polsce w 1998
roku (przyktad 4.13), wyznaczymy odchylenie ¢wiartkowe, pozycyjny obszar
zmienno$ci 1 pozycyjny wspolczynnik zmiennosci. Na podstawie wczesniejszych
wyliczen wiadomo, ze mediana (Me) wyniosta 3 osoby, kwartyl pierwszy (Q1)
to 2 osoby, za$ trzeci (Q3) to 4 osoby w gospodarstwie domowym. Podstawiajac te
dane do wzoru (5.15), otrzymujemy:
_%-Q _4-2 2 _
Q > D) Losoba.

Otrzymany wynik oznacza, ze przeci¢tnie liczba osob w gospodarstwie do-
mowym w Polsce w 1998 roku w obszarze zawg¢zonym do dwoch srodkowych
¢wiartek roznita si¢ od mediany o jedna osobe. Podstawiajgc otrzymany wynik
do wzoru (5.16), otrzymujemy obszar typowy wynoszacy:

Me-Q <X, <Me+Q,
3-1< Xyp <3+1],

2< Xyp < 4 0s06b.

19 Przy czym jezeli rozklad jest asymetryczny, o czym za chwile, to Me nie lezy w $rodku odcinka
(Q1;Q3), a to oznacza, ze ten przedziat zawiera rowniez obserwacje spoza centralnej potowy.
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Oznacza on, ze wigkszo$¢ gospodarstw domowych z dwoch Srodkowych
¢wiartek, czyli ponad 25% populacji, w 1998 roku sktadato si¢ z 3 osdéb. Wspot-
czynnik zmienno$ci wyznaczymy za$ nastgpujaco:

1

Vo = g100% =—-100% = 33,3%.
Me 3

Otrzymany wynik §wiadczy, ze zréznicowanie liczebnos$ci gospodarstw do-

mowych w obszarze pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem jest umiarkowane.
|

Przyktad 5.16 (kontynuacja przyktadu 3.3)
Biorac pod uwagg wage studentek kierunku zarzadzanie oraz korzystajac z wyli-
czen dotyczacych kwartyli (Q, = 51,08 kg, Me=54,80kg, Q, =58,21kg), nalezy
wyznaczy¢ pozycyjne miary zmiennosci.

Odchylenie ¢wiartkowe wynosi:
Q,-Q 5821-51,08 7.3

2 2

Otrzymany wynik oznacza, ze przecigtnie waga studentek z zakresu pomigdzy

pierwszym a trzecim kwartylem roznila si¢ od mediany wagi o 3,57 kg. Wobec
tego pozycyjny obszar typowy wynosi:

Q= ~357kg.

Me—Q < X, <Me+Q,
54,80-3,57 < X, <54,80+3,57,
51,23 < X, < 58,37 kg.

Wiekszosé¢ studentek, ktorych waga zawierata si¢ w obszarze pomiedzy pierw-
szym a trzecim kwartylem, wazyla od 51,23 kg do 58,37 kg'®. Uwzgledniajac
dane wyjsciowe stuzace do konstrukcji szeregu, stwierdzamy, ze 55 studentek
ma wage z wyznaczonego pozycyjnego obszaru typowego (tabela 3.18). Jest tez on

120 zauwazmy, ze obszar typowy w tym przypadku de facto to odcinek pomiedzy Q1 a Q3. Goérny
kraniec obszaru typowego nieznacznie wychodzi poza Qs (czyli poza 50% centralnych obserwaciji),
co si¢ czesto zdarza w przypadku szeregow asymetrycznych. W omawianym przypadku przekrocze-
nie jest nieznaczne (niewiele ponad Q3s=58,21) i moze wynika¢ z zaokraglen. Istotne przekroczenie
jednego z krancoéw srodkowego odcinka (Srodkowych 50% obserwacji) $wiadczy o asymetrii $rod-
kowej rozktadu.
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znacznie wezszy od obszaru typowego wyznaczonego na podstawie miar klasycz-

nych (49,83 < X, < 59,85kg).

Pozycyjny wspotczynnik zmienno$ci wyznaczany jest nastgpujaco:

Vo =-2100% = 2279 1000, 6, 506,
Me 54,80kg

Zréznicowanie studentek ze wzgledu na wage w zakresie powstatym po od-
rzuceniu 25% najnizszych i 25% najwyzszych wartosci jest bardzo stabe. Przy
czym zmienno$¢ w §rodkowej czesci zbiorowosci jest nizsza niz przy uwzglednia-
niu wszystkich pomiarow (V, =9,1%).

|

Przyktad 5.17 (kontynuacja 4.5)

Analizujac dane dotyczace czasu biegu na 60 m dla 30 ucznidow w pewnej szkole
sredniej, nalezy wyznaczy¢ pozycyjne miary zmiennosci. Dla podanego szeregu
wyznaczono warto$ci kwartyli, ktore wyniosty: Q, =8,21s, Me=8,75s, Q; =9,85s.

Odchylenie ¢wiartkowe czasu biegu na 60 metréw wyznaczane jest nastgpujaco:

Q,-Q 985-821 164

Otrzymana warto$¢ odchylenia ¢wiartkowego oznacza, ze przecigtnie ucznio-
wie, ktorzy pokonali dystans 60 metrow, mieli wyniki r6éznigce si¢ od mediany
00,82 sekundy. Warto$¢ ta zostanie wykorzystana do wyznaczenia pozycyjnego
obszaru typowego:

Q= =0,82s.

Me—Q <X, <Me+Q,
8,75-0,82 < Xyp <8,75+0,82,
7,93< Xyp <9,57s.

Wigkszo$¢ uczniow, ktorych czas biegu na 60 metréw zawierat si¢ w obszarze
pomigdzy pierwszym a trzecim kwartylem, ukonczyta ten bieg w czasie pomiedzy
7,93 sekundy a 9,75 sekundy.

Pozycyjny wspotczynnik zmienno$ci wynosi:

Q 0,82

100% = ——100% =9, 4%.

vV, =—
Me 8,75

Q
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Zatem zréznicowanie ucznidow w $rodkowej cze$ci zbiorowosci ze wzgledu

na czas biegu na 60 metrow jest bardzo stabe.

U wdE

Kluczowe pojecia

Zmiennos$¢, dyspersja, zroznicowanie
Rozstep
Odchylenie przecietne
Wariancja

Odchylenie standardowe

Odchylenie ¢wiartkowe
Klasyczny typowy obszar zmiennosci
Pozycyjny typowy obszar zmienno$ci
Klasyczny wspotczynnik zmiennos$ci
Pozycyjny wspotczynnik zmiennos$ci

Pytania kontrolne

Co badajg miary zmienno$ci?

Jak klasyfikuje sie miary dyspersji?

Jakie zalozenia towarzysza klasycznym miarom zmiennos$ci?

Jaka jest tre$¢ poznawcza rozstepu?

Jaka cze$¢ populacji jest analizowana za pomoca odchylenia ¢wiartkowego?
Ile jednostek statystycznych miesci si¢ w klasycznym, typowym obszarze
zmiennos$ci?

Ile jednostek statystycznych miesci si¢ w typowym medianowym obszarze
zmiennos$ci?
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6. Miary asymetrii i koncentracji

Przedstawione w poprzednich rozdziatach miary statystyczne miaty na celu okre-
slenie tendencji centralnej rozktadu cechy bez wchodzenia w szczegoly danego
rozkladu'®® oraz sposobu rozkladu poszczegdlnych odmian cechy wokot miary
centralnej, czyli sity rozproszenia wartos$ci cechy. Kolejnym etapem analizy jest
okreslenie sposobu rozproszenia cechy wokot miary centralnej, czyli zbadanie,
jaka czg$¢ jednostek statystycznych ma wartosci cechy przekraczajace (powyzej
lub ponizej) poziom przecigtny oraz w jakim stopniu sa one skoncentrowane
wzgledem poziomu przecigtnego lub czy sg roztozone rbwnomiernie w catej bada-
nej zbiorowosci. O sposobie rozlozenia poszczegdlnych wartosci cechy wokot
miary centralnej mowig nam tzw. miary asymetrii, za§ o stopniu skupienia wokot
warto$ci przecigtnej lub rownomiernos$ci roztozenia wartosci cechy w zbiorowos$ci
miary koncentraciji.

6.1. Miary asymetrii

Pojecie symetrii czy jej braku w rozkladzie (co w statystyce nazywamy asymetrig)
jest terminem wzigtym z geometrii. Uzywali§my juz tego pojecia intuicyjnie
W rozdziale 4. Podstawowa informacj¢ o symetrycznosci lub asymetrycznosci roz-
ktadu mozna uzyska¢, porownujac miary tendencji centralnej. Szereg symetryczny
charakteryzuje si¢ tym, Ze wystgpuje w nim tyle samo jednostek ponizej co powy-
Zej wartosci Sredniej arytmetycznej. Sprowadzajac problem do analizy parame-
trow, mozemy powiedzie¢, ze dominujg wartosci cechy réwne Sredniej aryt-
metycznej?.

Popatrzmy na wykres 6.1 przedstawiajacy rozktad liczby dzieci w rodzinie
w przebadanej populacji n = 1000 rodzin. Zauwazmy, ze czgsto$¢ wystepowania
poszczegdlnych odmian cechy przed $rednig rozktadu jest zwierciadlanym odbi-
Ciem czestosci powyzej $redniej.

121 Cheace wiedzieé, w ktorym miescie ludzie maja wyzsze zarobki, pordwnamy $rednie zarobki, a nie
zarobek kazdej jednostki statystycznej jednego miasta z zarobkami jednostek drugiego miasta.
122 Przypominamy, ze w niniejszym podreczniku omawiamy rozktady proste, czyli jednomodalne.
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Wykres 6.1. Rozktad liczby dzieci w rodzinie

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Jak wida¢ z powyzszego wykresu (6.1), srednia (oraz réwna jej dominanta
i mediana) wynosi dwoje dzieci i takich rodzin jest pigéset. Po jednym dziecku ma
tyle samo rodzin co trojke dzieci, czyli po sto piecdziesiat. Tyle samo tez rodzin
(sto) nie ma dzieci co ma ich czworo. Taki rozktad nazywamy symetrycznym, moz-
na powiedzie¢, ze wystepuje tu idealna symetria (co wynika z faktu, ze jest to
sztuczny przyktad). W rzeczywistosci spoteczno-gospodarczej nie wystepuja roz-
ktady idealnie symetryczne. Te ostatnie wystepuja w teorii i stgd moéwimy o roz-
ktadach teoretycznych i empirycznych. Te ostatnie opisuja realne procesy, obser-
wacja ktorych jest czgsto wycinkowa, obarczona btgdem pomiaru i agregacji da-
nych zwigzanej migdzy innymi z konstrukcja szeregu statystycznego. Stad rozkta-
dy empiryczne nie sg idealne, takie jak zaktada teoria. Problem ten dotyczy zarow-
no rozktadow cech skokowych, jak i cechy ciagle;j.

Graficzna prezentacja problemu symetrii i jej braku dla cechy cigglej zostata
przedstawiona na rysunku 6.2 a. Wida¢ na nim, ze wartosci cechy rozktadajg si¢
z jednakowa czestotliwoscig po obu stronach wartosci $redniej, ktora jest jedno-
cze$nie warto$cia dominujgca oraz mediang ()_( =Me= D). Przykladem takiego
rozkladu symetrycznego ciaglego jest rozklad normalny, nazywany réwniez roz-
ktadem Gaussa. Jego wykres nosi czesto nazwe, ze wzgledu na swoj ksztalt, krzy-
wej dzwonowej. Jest to jeden z najwazniejszych rozktadow w badaniach staty-
stycznych, jako ze odzwierciedla on rozklad wielu naturalnych cech, takich
jak wzrost czy waga ludzi okre§lonego wieku i ptci czy okre§lonego gatunku zwie-
rzat. Wiele zjawisk ekonomicznych rdwniez ma ksztalt krzywej dzwonowe;.
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Jest to rozktad, wlasnosci ktorego zostaly bardzo szczegdtowo opracowane
od strony teoretycznej. Duza cze$¢ narzedzi analizy statystycznej bazuje na nim
lub na rozktadach pochodnych. Posiada on wygodne wiasnosci, do ktorych zalicza
si¢ fakt symetryczno$ci, mowiacy, iz jego $rednia, mediana i dominanta sg rowne,
tworzace maksimum rozktadu. W oddaleniu od tej wartosci znajdujg si¢ punkty
przegigcia, ktore obejmujg obszar zawierajacy 2/3 calej zbiorowosci (ok. 68%).
Natomiast w zakresie pomigdzy wartosciami X—3S, i X+3S, (Srednia

plus/minus trzy odchylenia standardowe) miesci si¢ prawie cala zbiorowos$é
(99,7%)'3. Zatem, jezeli nie zna si¢ obszaru zmienno$ci danego rozktadu,
a posiada jedynie informacje o jego podstawowych parametrach, to zgodnie z za-
sada trzech sigm mozna przyjaé, ze jest to wskazany zakres zmiennosci powstaty

przez przesunigcie $redniej o trzy odchylenia standardowe w obie strony*?4,

a) A

Ni

X <Me<D

.
>
Xi

Rysunek 6.1. Przedstawienie réznych typoéw rozktadow: a) rozktadu symetrycznego, b) rozktadu
0 asymetrii lewostronnej, ¢) rozkladu o asymetrii prawostronnej

Zrédto: opracowanie wiasne.

123 Tzw. twierdzenie o trzech sigmach (sigma — litera oznaczajaca odchylenie standardowe).
124 Szczegbtowo rozktad ten jest omawiany w podrecznikach wnioskowania statystycznego.
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Szereg, ktory nie jest symetryczny, nazwiemy szeregiem asymetrycznym. Be-
dzie wigc to kazdy szereg, w ktorym odmiany cechy powyzej (lub ponizej) sredniej
bedq wystepowaly czesciej niz ponizej (lub odpowiednio powyzej).

Cecha charakterystyczng takich szeregdw jest fakt, iz dominanta i mediana nie
sa rowne Sredniej arytmetycznej. Istnienie tej réznicy bedzie wige dobrym wskaz-
nikiem istnienia badz nie symetrii w szeregu statystycznym (rozktadzie).

Jezeli dominanta i srednia arytmetyczna (oraz automatycznie mediana) po-
krywajq sie, wowczas mowimy, ze szereg jest symetryczny. Jezeli dominanta i Sred-
nia arytmetyczna rozniq sie od siebie, oznacza to, ze szereg jest asymetryczny.

Rozrézniamy w zwigzku z tym dwa rodzaje asymetrii:

— asymetri¢ dodatnia, czesto zwana prawostronna,
— asymetri¢ ujemna czesto zwang lewostronna.

Asymetria rozkladu jest dodatnia, gdy w rozkladzie przewazaja (czyli
dominuja) jednostki o wartosci cechy ponizej sredniej, co mozna zapisa¢ jako:
X>D, czyli X—D >0, co oznacza, ze bardzo wysokie warto$ci cechy wystepuja

rzadziej niz niskie. Graficznym wyrazem tego jest dlugi ,,ogon” na wykresie roz-
ktadu, taki jak na rysunku 6.1c. Na tym wykresie ,,ogon” usytuowany jest z prawej
strony patrzacego, stad czeste okreslenie rozktad prawostronny.

Analogicznie asymetria rozkladu jest ujemna, gdy w rozkladzie przewaza-
ja (czyli dominuja) jednostki o warto$ci cechy powyzej Sredniej, co mozna
zapisa¢ jako: X <D, czyli X—D <0, co oznacza, ze bardzo niskie warto$ci cechy
wystepuja rzadziej niz wysokie, czesciej wystepuja wartosci powyzej Sredniej.
Graficznym wyrazem tego jest dtugi ,,ogon” na wykresie rozktadu, taki jak na ry-
sunku 6.1b. Ogon ten na wykresie jest z lewej strony patrzacego, stad czeste okre-
$lenie rozktad lewostronny.

Podsumowujac, mozemy mie¢ trzy rodzaje ustawien $redniej i dominanty
(aco za tym idzie — i mediany) wzgledem siebie, co wykorzystuje si¢ do kon-
strukcji podstawowego wskaznika asymetrii:

W=X-D. (6.1)

1. Jesli X=D, to W =0, co oznacza, ze rozklad jest symetryczny?, przy
czym (X =Me=D).

2. Gdy W=X-D<0, oznacza to, ze rozklad jest asymetryczny ujemnie

($rednia z lewej strony dominanty), czyli wystepuje asymetria lewostronna,
przy czym zachodzi relacja X < Me< D, co przedstawia rysunek 6.1 b.

125 Jest to pewne uproszczenie, albowiem jezeli rozklad jest symetryczny, to W = 0,
ale W = 0 nie jest rownowazne symetrii.
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3. Gdy W=X—-D>0, oznacza to, ze rozktad jest asymetryczny dodatnio

($rednia z prawej strony dominanty), czyli wystepuje asymetria prawostronna,

przy czym zachodzi relacja'?® X > Me> D), co przedstawia rysunek 6.1 c.

Za pomocg tego wskaznika mozna okres$li¢ istnienie symetrii rozkltadu
lub asymetrii i jej rodzaj (mozna tez spotkaé pojecie ,,kierunek asymetrii”). Jednak
ze wzgledu na to, iz warto$¢ wskaznika zalezy od jednostek pomiaru cechy (wyra-
zony jest w jednostkach bezwzglednych), nie nadaje si¢ do poréwnan oraz do
okreslania sily tejze asymetrii.

W tym celu przeksztatcamy go do postaci wzglednej poprzez podzielenie
przez jedng z dwoch klasycznych miar dyspersji, eliminujac w ten sposob jednostki
miary oraz uzyskujgc pewien punkt odniesienia umozliwiajacy, do pewnego stop-
nia, ocen¢ sity asymetrii. W ten sposdb tworzony jest wspotczynnik asymetrii.
Miara ta informuje nie tylko o kierunku, ale réwniez o sile asymetrii. Ze wzgledu
na fakt ujgcia w niej zaréwno miar klasycznych ($redniej i odchylenia standardo-
wego), jak i pozycyjnych (dominanty) nazywany jest mieszanym wspoélczynni-
kiem asymetrii (sko$no$ci) i wyznaczany nastepujaco:

Xx-D
A= S

(6.2)

X

lub

A =X (6.3)
g :
Jak wida¢, punktem odniesienia moze by¢ odchylenie standardowe (najcze-
sciej) lub odchylenie przecigtne. Pamigtajac, ze odchylenie przecigtne jest zawsze
mniejsze od standardowego, wnioskujemy, ze wspodtczynnik asymetrii oparty
na odchyleniu przecietnym bedzie zawsze wykazywat wigksza asymetri¢ niz opar-
ty na odchyleniu standardowym. Wspotczynnik ten dla szeregu symetrycznego
ma warto$¢ rowna zero. Nie ma on gornej granicy, w zwiazku z czym interpretacja
sily asymetrii jest umowna. Im dalej od zera, tym asymetria rozktadu jest silniej-
sza. Przypominamy, ze znak moéwi nam o kierunku asymetrii, a nie o sile.
Jak twierdzi Szulc (1967, s. 246), miara ta jedynie przy bardzo silnej asymetrii
przekracza warto$¢ 1. Jednak nalezy pamigtaé, ze nie daje on poprawnych wyni-
kow, gdy w analizowanym szeregu wystepuja problemy z dominantg i/lub $rednig
omoéwione w rozdziale czwartym.

126 Eleganckie i proste wyjasnienie tych relacji czytelnik znajdzie w podreczniku Szulca (1967,
s. 196-200).
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Omawiany miernik jest bezuiyteczny'”, gdy rozklad jest skrajnie asyme-
tryczny, czyli gdy dominanta jest wartoscig skrajng rozkladu, co oznacza de facto
jej brak, biorgc pod uwage definicje dominanty.

Podczas wyznaczania stopnia asymetrii mozna réwniez skorzysta¢ z innej
wlasnosci rozktadu, a mianowicie tej, ze w rozktadach symetrycznych wszystkie
nieparzyste momenty centralne sq rowne zeru, stad tez wielko$¢ kazdego momentu
nieparzystego moze stuzy¢ jako miara braku symetrii, czyli asymetrii.

Wyjasnijmy sobie wobec tego pojecie momentu. Moment jest to parametr
opisujacy rozklad. W statystyce istnieja dwa podstawowe typy momentow:
zwykle i centralne.

Momentem zwyklym r-tego rzedu nazywamy parametr opisu rozkladu
zmiennej bedacy $rednig arytmetyczng wartosci cechy podniesionych do m-tej
potegi. Dla prostego szeregu punktowego zapisujemy moment zwykly jako:

m=12ﬁ. (6.4)
N

Dla punktowego szeregu rozdzielczego przybiera posta¢ wzoru na $rednig wa-
zong:

m:%Zﬂmlwlm:iﬁﬂ (6.5)
i=1

W przypadku szeregéw rozdzielczych przedziatlowych stosujemy jeden ze
znanych juz czytelnikowi zapisow:

1 (oY K /o'
mf:ﬁ;(xij n lub mr:Z(xi) f,. (6.6)

i-L
Warto zaznaczy¢, ze dla r = 1 moment zwykty pierwszego rzgdu ma postaé

1 .. o . .
m, = —ZXi N, czyli jest to znana czytelnikowi Srednia arytmetyczna. W odnie-
i=L
sieniu do kolejnej wartosci r =2 moment zwykly drugiego rzedu ma postaé

1 : . . . .
m, =—in2 N, (ten moment, jak i nastgpne nie maja swych nazw). Dla r =3
=)
: , 185 .
moment zwykly trzeciego rzedu ma posta¢ m, = — Z X;'n; itak dalej.
i—1

127 Daje bowiem niepoprawny wynik lub jest nie do policzenia (w przypadku braku dominanty).
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Momenty zwykte rzedow wyzszych niz jeden sg wykorzystywane do oblicza-
nia tzw. momentow centralnych (o czym za chwile) w prostszy sposob niz z defi-
nicji.

Jezeli znane s3 momenty zwykle rzedu drugiego i pierwszego, to moga one
stuzy¢ do wyliczenia wariancji, gdyz wariancja jest r6znica momentu zwyktego
rzgdu drugiego i kwadratu momentu zwyktego rzedu pierwszego ($redniej):

S =M, —m;. (6.7)

Momentem centralnym rzedu r-tego nazywamy $rednig arytmetyczng z od-
chylen warto$ci cechy od jakiejs statej ¢ podniesionych do potegi I

== (% c), (6.8)

N

Stata c jest wybranym punktem odniesienia (punktem centralnym) analizy
rozkladu. Najczgsciej jest to zwykta srednia arytmetyczna, ale moze to by¢ dowol-
ne wybrana stata’®., We wzorach podanych ponizej za t¢ stalg przyjmiemy wiec
najpopularniejszy punkt centralny, czyli §rednig arytmetyczna.

Podobnie jak w przypadku momentéw zwyklych, zapis momentu centralnego
zalezy od typu cechy i szeregu. Dla prostego szeregu cechy skokowej wzor wygla-
da nastgpujaco:

=2 (%)

Nz

Dla punktowego szeregu rozdzielczego

Kk
y,=12(xi—>‘<)“ni lub ﬂrzzk:(xi—i)' f.. (6.9)

N3 i1

W przypadku szeregow przedziatlowych stosowany jest jeden z ponizszych
WZOrow:

M, lek:(oi—)_() n, lub g, zzk:(;(i—i) f.. (6.10)

NSz i-1

Wobec tego pierwszy moment centralny dla r=1 zawsze wynosi

13 - . . : . .
== (Xi - X) =0,co wynika z omawianych w rozdziale 4 wlasnosci $redniej
n

128 Nip. dominanta; czesto w przypadku silnej asymetrii rozktadu rekomendowana jest mediana.
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arytmetycznej. Drugi moment centralny (r = 2) jest, jak tatwo zauwazy¢, znang juz
Kk

czytelnikowi wariancja: 4, = DZ(X) = %Z(Xi —7)2 n.
i=L

W rozdziale pigtym, przy omawianiu wlasnosci wariancji, bylo powiedziane,
ze miar¢ t¢ mozna roztozy¢ na roznicg dwoch Srednich. Teraz mozemy wyrazic si¢
precyzyjniej, mowiac, iz mozna ja roztozy¢ na réznice dwoch momentéw zwy-
ktych®: 1, =s%(x) = D?(X) = x* = (X)?. Jest to, jak widaé, réznica pomiedzy
drugim momentem zwyklym a pierwszym podniesionym do kwadratu, aczkolwiek
do zapamigtania proponujemy formule: Wariancje liczymy jako roznice pomiedzy
Sredniq z kwadratow cechy a kwadratem Sredniej arytmetycznej rozkladu.

Jak wspomniano powyzej, pierwszy moment centralny jest zawsze rowny ze-
ro, drugi jest zawsze nieujemny (gdyz jest sumg kwadratow), wigc do badania
asymetrii rozktadu mozemy uzy¢ dopiero momentu trzeciego. Przyjmowanie przez
dany parametr wartosci zar6wno dodatnich, jak i ujemnych jest nam niezbedne,
jesli dany moment ma okresla¢ rodzaj asymetrii. Przypomnijmy bowiem,
ze Z asymetria mamy do czynienia woéwczas, gdy jednostki w rozktadzie skupiaja
si¢ blizej dolnej lub gornej granicy tegoz rozktadu. Stad odchylenia od $redniej
w rozktadzie asymetrycznym nie begda takie same powyzej i ponizej tej $redniej.
Pierwszy moment centralny, jak wiemy, zeruje si¢ zawsze, stad aby wychwyci¢,
po ktorej stronie $redniej odchylenia jednego znaku przewazaja nad odchyleniami
drugiego znaku, musimy do analizy wzia¢ trzeci moment centralny. Zainteresowa-
ny czytelnik znajdzie w podrg¢czniku Szulca (1967, s. 234-236) analize pokazujaca,
ze znak trzeciego momentu centralnego zalezy od rodzaju asymetrii rozktadu.
Szulc pokazuje tez, ze warto$¢ bezwzgledna trzeciego momentu centralnego rosnie
wraz ze wzrostem asymetrii rozkladu. Reasumujgc, wartos¢ trzeciego momentu
centralnego mowi nam o sile asymetrii, zas jego znak o kierunku.

Moment centralny rzedu trzeciego jako miara bezwzgledna (w jednostkach ce-
chy podniesionych do trzeciej potegi) nie jest dobry do porownan rozkladow,
zwlaszcza ze jego warto$¢ zalezy od stopnia rozproszenia rozktadu. Wobec tego
do analizy uzywamy miary wzglednej, czyli wspdlczynnika asymetrii postaci:

A=%. (6.11)

X

129 Nie bedziemy blizej tego omawia¢, ale wszystkie momenty centralne mozna przedstawic¢ jako
sum¢ momentow zwyktych, co jest wykorzystywane w obliczeniach, jako Ze momenty zwykle sa
prostsze obliczeniowo. Wlasnos$¢ ta byta istotna zwlaszcza wowczas, gdy obliczen dokonywano
rgcznie, a nie za pomocg programéw obliczeniowych.
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Dzielgc trzeci moment centralny przez odchylenie standardowe w trzeciej po-
tedze likwidujemy miana cechy oraz, co wazniejsze, eliminujemy wpltyw stopnia
rozproszenia cechy na wielko$¢™® momentu centralnego s, . Otrzymali$my w ten
sposob klasyczny wspolczynnik asymetrii.

W zalezno$ci od postaci szeregu moment centralny rzedu trzeciego wyznacza-
ny jest wedlug jednego z ponizszych wzordw:

1 n
1y :EZ(Xi -xY’, (6.12)
Hy == (% —X)'n, lub %:Zk:(xi—x)3 f, (6.13)

1 & (o 3 k /o 3
,u3=—2( i—)_() n, lub /,13:Z(Xi—7) f.. (6.14)

N i-1

Jak juz powiedziano, momenty centralne mozna wyznaczy¢ za pomocg mo-
mentow zwyklych. Moment centralny rzedu trzeciego w zaleznosci od momentdéw

zwyklych wyznaczamy wedhug ponizszej formuty®!:

L, =M, —3mm, +2m’, (6.15)

Niestety, klasyczny wspotczynnik asymetrii ma dolng, lecz podobnie jak mie-
szany nie ma gornej gramnicy wartosci, czyli zawiera si¢ pomiedzy OS| ,us| <0,
W praktyce*?najczesciej przyjmuje on warto$ci z przedziatu [-2; 2]. Podobnie jak
w przypadku mieszanego wspoétczynnika, zero oznacza symetri¢ rozktadu, za$
wartos$ci r6zne od zera jej brak. Przy czym warto$¢ np. +1 oznacza t¢ samg site
asymetrii, ale r6znigce si¢ kierunki. Warto$ci przekraczajace 2 lub mniejsze od —2
informuja o bardzo silnej asymetrii badanego rozktadu.

Ostatnig z miar asymetrii, jakg tu omoéwimy, bedzie pozycyjny miernik asy-
metrii bazujacy na kwartylach. Idea miary jest nastgpujaca: pomigdzy kazdym
kwartylem znajduje si¢ 25% jednostek populacji, w przypadku symetrii rozktadu te
jednostki roztozone sg na réwnych odcinkach obszaru zmiennosci cechy. Jezeli

130 Zauwazmy, ze im cecha jest bardziej rozproszona (ma wickszy zakres zmiennosci), tym warto$¢
parametru 443 jest wigksza. Porownujac wigc dwa rozklady o tej samej asymetrii, ale r6znej dyspersji,

mozemy wyciagna¢ mylny wniosek, ze r6znia si¢ one sita asymetrii.

181 Czytelnik moze tatwo przekona¢ si¢ o tym, wychodzac od definicji momentu i podnoszac
do sze$cianu zawarto$¢ nawiasu. Po drobnych przeksztalceniach otrzymamy sum¢ momentow zwy-
ktych. Przeksztatcenia te mozna znalez¢ w podrgezniku Szulea [1967, s. 237-238].

132 patrz szerzej: Szulc [1967, s. 242].
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odcinki nie sg réwne 1 na przyktad kwartyl pierwszy jest bardziej oddalony od me-
diany niz kwartyl trzeci, oznacza to, ze jednostki te, zajmujac dtuzszy odcinek
obszaru zmiennosci, wystepujg rzadziej pomiedzy kwartylem pierwszym i drugim.
Wystepuje wige tu po lewej stronie mediany ,,ogon”, jednostki statystyczne sg tu
rzadziej zaggszczone niz w ¢wiartce trzeciej (czyli pomigdzy mediang a kwartylem
trzecim). Stad pozycyjny wskaznik asymetrii przyjmuje postac:

W, = (Q, ~Me)— (Me-Q). (6.16)

Oznacza to istnienie asymetrii w rozkladzie, ale uwaga: jest to asymetria
W Srodkowej czesci zbiorowoSci. Miara ta ,,nie widzi”, co si¢ dzieje ponizej kwar-
tyla pierwszego i powyzej trzeciego. Poniewaz, podobnie jak przy poprzednich
miarach, wskaznik pozycyjny zalezy od dyspersji cechy oraz jako miara bez-
wzgledna jest wyznaczany w jednostkach cechy, nie nadaje si¢ on do poréwnan
i interpretacji w kategoriach sity. Dlatego tez przeksztalca si¢ go do postaci
wzglednej dzielac przez podwojone odchylenie ¢wiartkowe. Otrzymujemy w ten
sposob pozycyjny wspolczynnik asymetrii:

_%— (Q3_Me)_(Me_Q1) _ Q3—2Me+Q1
Ay = 20~ ,(@Q—Me)+(Me=Q) ~ (Q,~Me)+(Me-Q,)’ (6.17)
2

Nalezy podkresli¢, ze pozycyjny wspdtczynnik asymetrii mozna stosowac,
gdy szereg jest skrajnie asymetryczny. Mozna powiedzie¢, ze jest to miara bedaca
ostatnig deskg ratunku, gdy nie jesteSmy w stanie policzy¢ Sredniej i/lub dominan-
ty. Miara ta ma ograniczony zakres zmiennosci i przyjmuje warto$ci z zakresu

od zera do +1 (OS ‘/-\Q‘ <1 ) Oznacza to, ze mozna precyzyjnie okresli¢ nie tylko

kierunek, ale i site asymetrii. Analogicznie do poprzednich miar otrzymana war-
tos$¢ zero oznacza brak asymetrii w Srodkowej czesci rozkladu. Skrajng asyme-
tri¢ w $rodkowej czesci rozktadu wyznacza jej warto$¢ rowna *1, ujemna wartos$¢
miary oznacza asymetri¢ ujemna, czyli lewostronng, dodatnia za§ asymetri¢ pra-
wostronng. Nalezy jeszcze raz podkreslic, ze pozycyjny miernik asymetrii wskazuje
na istnienie bgdz brak asymetrii jedynie w Srodkowej czesci zbiorowosci (pomig-
dzy kwartylem trzecim i pierwszym).

Przykiad 6.1_(kontynuacja 3.3)

Odwotujac si¢ do przedstawionego poprzednio przyktadu dotyczacego wagi stu-
dentek kierunku zarzadzanie, okreSlmy stopien jego asymetrii. Wiemy juz,
ze §rednia waga studentek wyniosta 54,84 kg (przyktad 4.3), za$ odchylenie stan-
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dardowe 5,01 kg (przyktad 5.8). Wyliczenia zwigzane z momentem centralnym
rzedu trzeciego przedstawiono w tabeli 6.1.

Tabela 6.1. Rozktad wagi studentek — obliczenia zwigzane z momentem centralnym rz¢du trzeciego

0 3
(Xio _Xil) ni ;i Xj—X [;i—ij n;

42-46 2 44 -10,84 —2 547,52
46-50 16 48 —6,84 -5120,22
50-54 26 52 —2,84 —595,56
54-58 30 56 1,16 46,83
58-62 19 60 5,16 2610,37
62-66 5 64 9,16 4 558,24
66-70 2 68 13,16 4 558,24
Suma 100 2 795,02

Zrédto: opracowanie wiasne.

Poniewaz otrzymana w ostatniej kolumnie suma jest dodatnia, oznacza to,
ze asymetria rozktadu jest dodatnia, czyli prawostronna. Swiadczy o tym dodatni
znak momentu centralnego rzedu trzeciego:

AN L 2795,02 = 27,95 (kg)®
= — Xi— X ni:—- , = , .
s ( ) 100 (kg)

i-1
Aby okresli¢, jaka jest sita asymetrii, nalezy otrzymany wynik podzieli¢ przez
odchylenie standardowe w trzeciej potedze:

_Hs 2135 4 onp

s; (501

lub dla wygody interpretacyjnej A= &3100% =22,2%.
S

X

Wartos¢ 0,222 $wiadczy o stabej asymetrii rozktadu wagi studentek kierunku
zarzadzanie. Oznacza to, ze wigkszo$¢ studentek ma wage nizsza, niz wskazuje
$rednia, jednak réznica ta nie jest zbyt duza, gdyz sita asymetrii jest niewielka.

Korzystajac z wyznaczonej poprzednio dominanty wagi studentek wynoszacej
55,07 kg (przyktad 4.14), wyznaczamy mieszany wspotczynnik asymetrii:

p XD _5484-55067 0,227
s 5,01 5,01

X

=-0,045.
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Otrzymany w tym wypadku wynik §wiadczy o nieznacznej asymetrii lewostron-
nej rozkladu wagi analizowanych studentek. W sumie mozna uznaé rozktad za syme-
tryczny, o wyniku ré6znym od zera mogly bowiem zadecydowac bledy zaokraglen.

Pozostaje jeszcze sprawdzié, jaka jest asymetria w srodkowej czgsci rozktadu.

W tym celu, korzystajac z wyliczonych uprzednio kwartyli Q =51,08 kg,
Me=5480kg, Q,=58,21kg (przyktad 4.21) i odchylenia ¢wiartkowego
Q =3,57 kg (przyktad 5.16), wyznaczamy pozycyjny wspotczynnik asymetrii:
A, = Q,—-2Me+Q, 58,21-2-54,80+51,08
2Q 2-3,57

=-0,043.

Otrzymana warto$¢ wspotczynnika wskazuje, ze w srodkowej czesci rozktadu,
pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem, wage studentek cechuje znikoma asy-
metria lewostronna.

35 4
30 -
25
20
15
10

N\

N

liczba kobiet

N

N

waga [kg]

Wykres 6.2. Histogram zwykty wagi studentek

Zrodlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Podsumowujac otrzymane wyniki, warto zwrdci¢ uwage, ze klasyczny i mie-
szany wspOlczynnik asymetrii 16znig si¢ od siebie. Jednak obie miary roznig si¢
na tyle mato od zera, Ze mozna je zinterpretowa¢ w kategoriach braku asymetrii,
przy czym zauwazmy takze, ze roéznice migdzy nimi mogg czgsciowo wynikaé
z btedoéw zaokraglen oraz faktu, ze szereg jest przedziatowy. Potwierdza to réw-

niez ponownie zamieszczony powyzej wykres rozkltadu wagi studentek (rysunek
6.2).
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Przyktad 6.2

Tabela 6.2 przedstawia liczbg pracujacych wylacznie lub gtdownie w gospodar-
stwach rolnych w czerwcu 2010 roku.

Tabela 6.2. Pracujacy wytacznie lub gtéwnie w gospodarstwach rolnych w czerwcu 2010 roku

Gospodarstwa o powierzchni uzytkow Liczba pracujacych
rolnych (w ha) (W tys. 0s0b)
do 1,00 3121
1,01-1,99 268,7
2,00-4,99 551,7
5,00-9,99 498,6
10,00-14,99 2554
15,00-19,99 132,5
20,00-49,99 194,2
50,00 i wigcej 92,3

Zré6dto: [Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rolnictwa 2011, [zrodto dostepu]
http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_rolnictwa_2011.pdf, s. 114.

Na podstawie otrzymanych danych nalezy wyznaczy¢ asymetrie tego rozktadu.

Analizujac tabele 6.2, mozna zauwazy¢, ze szereg ma oba krance wartosci ce-
chy (zarowno dolny, jak i gorny) otwarte. Poniewaz pierwszy zakres obejmuje
gospodarstwa rolne o powierzchni do 1 ha, wigc mozna go domkna¢ od dotu war-
toscia 0 ha (gospodarstwo musi posiada¢ powierzchnig, aby nazywac je gospodar-
stwem). Dla celow dydaktycznych® domkniemy goérny przedzial wielkoscig
100 ha (mozemy tak postapi¢, gdyz liczebnos¢ tej klasy nie przekracza 10% li-
czebnosci pracujacych).

W tabeli 6.3 przedstawiono wyliczenia pomocnicze do konstrukcji klasyczne-
go wspotczynnika asymetrii.

133 W realnym badaniu domknigcie to nie byloby takie oczywiste (i raczej niepoprawne) bez dodat-
kowej informacji o wielkosci najwigkszego gospodarstwa.
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Tabela 6.3. Pracujacy wytacznie lub gtéwnie w gospodarstwach rolnych w czerwcu 2010 roku —
wyliczenia pomocnicze

(0] 2 0 3
b, %) f X, X f %-% [xi—i] f [xi—i] f,
0,00-1,00 | 0135 | 05 | 0068 | -10544 15,009 158,252
1,01-1,99 0,117 15 0,176 -9,544 10,657 -101,713
2,00-4,99 0,239 3,5 0,837 -7,544 13,602 -102,613
5,00-9,99 0,216 75 1,620 -3,544 2,713 -9,615
10,00-14,99 0,111 12,5 1,388 1,456 0,235 0,343
15,00-19,99 0,058 17,5 1,015 6,456 2,417 15,607
20,00-49,09 | 0,084 | 350 | 2,940 23,956 48,207 1154,841
50,00-100,00 | 0,040 | 750 | 3,000 63,956 163,615 10 464,148
Suma 1,000 11,044 256,455 11 262,746

Zrodlo: opracowanie wilasne na podstawie [Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rolnictwa 2011,
[Zrodto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_rolnictwa_2011.pdf, s. 114.

Wyliczenia zwigzane z wyznaczeniem asymetrii rozktadu rozpoczeto od oblicze-
nia niezbednych miar klasycznych. W drugiej kolumnie wyznaczono czestosci, w
trzeciej srodki przedzialow, nastepnie za$ iloczyny czestosci i srodkdéw przedzia-
fow. Otrzymana w ten sposob czwarta kolumna postuzyla do obliczenia $redniej
arytmetycznej rozktadu, ktora wyniosta X =1,044 ha. Wykorzystujgc te informacje
w kolejnych kolumnach, wyznaczono roéznice pomiedzy wartoscig cechy reprezen-
towana przez Srodek przedziatu a $rednig arytmetyczng. Roznica ta podniesiona
odpowiednio do potggi drugiej i trzeciej oraz po pomnozeniu przez odpowiadajace
czgstosci  dala momenty centralne rzedu drugiego i trzeciego. Zatem

n n

=5 =) (% —X) f;=256,455 ha?, za§ =) (% —X)f =11262,746 ha’.
i=1 i=1

Moment centralny rzedu drugiego jest wariancjg, wigc odchylenie standardowe

wyniosto sz\/y_ =./256,455 =16,014 ha. Oznacza to, ze przecigtnie wielko$¢

gospodarstw, w ktorych zatrudniani sg pracujgcy tam wyltacznie lub gltéwnie, rézni
si¢ od $redniej powierzchni o £16,014 ha. Odchylenie standardowe jest wigksze od
$redniej, zatem zmiennos$¢ wielkosci gospodarstw, w ktorych zatrudniani sg pracu-
jacy, jest bardzo wysoka, co pokazuje takze wspotczynnik zmiennoSci:

S 16,014

V =2100% = ——-+--100% =145%.
X 11,044
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Korzystajac z otrzymanych w tabeli 6.3 wyliczen, obliczamy klasyczny
wspotczynnik:

A_ &3 _ 11262,7436 _2.742.
Sy (16, 014)

Asymetria rozktadu powierzchni gospodarstw, w ktorych pracuja zatrudnieni
tam glownie lub wylacznie, jest bardzo silna i prawostronna (dodatnia). Oznacza
to, ze dominuje zatrudnienie w gospodarstwach o wielko$ci ponizej $redniej aryt-
metycznej.

Warto w tym miejscu rozwazy¢ sytuacje, gdy posiadamy informacje dotycza-
ce najwigkszego gospodarstwa w Polsce w 2010 roku. Wiedzac, ze wartos¢ mak-
symalna wyniosta 6950 ha, czyli przyjmujac jako gérny kraniec badanego szeregu
7 000 ha, otrzymuje si¢ wartos¢ wspotczynnika asymetrii rowng 4,693. Wynik ten
oznacza jeszcze silniejsza (skrajna) asymetri¢ prawostronng.

Kontynuujac analize przyktadu w tabeli 6.4, przedstawiamy wyliczenia po-
mocnicze niezbedne do wyznaczenia wspdiczynnika asymetrii mieszanego i pozy-
cyjnego.

Tabela 6.4. Pracujacy wyltacznie lub gtéwnie w gospodarstwach rolnych w czerweu 2010 roku —
wyliczenia pomocnicze

b, =%, ) fi hy ki fisk
0,00-1,00 0,135 1 0,135 0,135
1,01-1,99 0,117 1 0,117 0,252
2,00-4,99 0,239 3 0,080 0,491
5,00-9,99 0,216 5 0,043 0,707
10,00-14,99 0,111 5 0,022 0,818
15,00-19,99 0,058 5 0,012 0,876
20,00-49,99 0,084 30 0,003 0,960
50,00-100,00 0,040 50 0,001 1,000

Suma 1,000

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie
[Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rolnictwa 2011,
[zrodio dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_rolnictwa_2011.pdf, s. 114.

Podczas obliczenia mieszanego wspotczynnika asymetrii musimy wyznaczy¢
dominantg. Jednak, jak tatwo zauwazy¢, nie mozemy uzy¢ standardowego wzoru
interpolacyjnego, poniewaz szereg ma przedziaty o nierownej rozpigtosci. Musimy
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wiec przeksztalci¢ liczebnos$ci rozktadu do nat¢zenia liczebnos$ci, by moc skorzy-
sta¢ ze wzoru 4.19. W tabeli 6.4 wyznaczono w czwartej kolumnie gestosci k;.
W trakcie obliczen rozpigtosci przedziatow zostaty one zaokraglone do liczb cal-
kowitych (roznice si¢galy jednej setnej). Analizujac wyliczone gestosci w po-
szczegdlnych przedziatach, stwierdzamy, ze rozklad jest monotoniczny, czyli
skrajnie asymetryczny. Najwyzsza gestos¢ zatrudnienia znajduje si¢ w pierwszym
przedziale, co oznacza brak dominanty. W efekcie stwierdzamy, ze wyznaczenie
mieszanego wspotczynnika asymetrii jest niemozliwe.

Ostatnia kolumna w tabeli 6.4 prezentuje czestosci skumulowane. Wynika
Z niej, ze kwartyl dolny znajduje si¢ w drugim przedziale, mediana w czwartym,
za$ kwartyl gorny w pigtym. Ich warto$ci wynoszg odpowiednio:

k-1

Q= [0 25— ij
k,—1

Me = Xgpe + [05 Zf] (05 0,491) =5,208 ha;
kg1

Q, = (o 75— Zf} 10+— (0,75-0,707) =11,937 ha.

Pomocniczo wyznaczono réwniez odchylenie ¢wiartkowe:

Q= Q;—-Q, 11937-1,983

=4,977 ha.
2 2

Ostatecznie wspolczynnik pozycyjny asymetrii wynosi:
(Q;—Me)-(Me-Q)) Q,-2Me+Q, 11,937-2-5,208+1,983
2Q Q-Q 2-4,977

Whynik dodatni oznacza, ze w zawg¢zonym do dwoch $rodkowych ¢wiartek ob-
szarze powierzchni gospodarstw rozklad liczby tam zatrudnionych posiada umiar-
kowang asymetri¢ prawostronng.

W przedstawionym przyktadzie wartosci obu wspotczynnikow wyraznie roz-
nig si¢ od siebie. Wynika to z faktu, iz jak wspomniano powyzej, opisujg one asy-
metri¢ w réznych zakresach. Pierwszy obejmuje catg populacje, drugi tylko jej
srodkowg cz¢$¢. Dobrg ilustracja bedzie w tym momencie przyjrzenie si¢ histo-
gramowi zwyklemu (jasnoszary) i histogramowi gestosci (ciemnoszary) wykona-
nymi dla badanego rozktadu, ktére zostat przedstawione na wykresie 6.3.

Ay = —0,352.
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Wykres 6.3. Histogram pracujacych wytacznie lub gtéwnie w gospodarstwach rolnych w czerwcu
2010 roku wedtug powierzchni gospodarstwa

Zrédo: opracowanie wiasne na podstawie: [Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rolnictwa 2011,
[Zrédto dostepu] http://iwww.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_rolnictwa_2011.pdf, s. 114.

Analizujgc ten wykres, dostrzegamy, ze w obu przypadkach®** wykres rozkta-
du gestosci liczby pracujacych wylacznie lub gtéwnie w gospodarstwach rolnych
ze wzgledu na ich powierzchnig jest skrajnie asymetryczny. Ograniczajac oglad do
obszaru pomiedzy pierwszym a trzecim kwartylem, widzimy, ze rzeczywiscie
asymetria tego obszaru jest nizsza.

|

Przykiad 6.3

Tabela 6.5 przedstawia rozktad wieku postéw VI kadencji do Sejmu Rzeczypospolitej
Polskiej. Korzystajac z tych danych, wyznaczmy asymetrie rozktadu tego wieku.

Tabela 6.5. Postowie VI kadencji Sejmu Rzeczypospolitej Polskiej wedtug wieku (stan na poczatek kadencji)

Wiek (w latach) Liczba postow
21-29 20
30-39 79
40-49 156
50-59 162

60 lat i wigcej 43

Zrédto: [Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
[zrédto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny rp_2012.pdf, s. 120.

134 7wykty histogram i oparty na gestosci.
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Zanim zostang wyznaczone poszczegolne wspotczynniki asymetrii, warto przyj-
rze¢ si¢ histogramowi wieku postoéw, ktory przedstawiono na wykresie 6.4. Ponie-
waz gorny przedziat byt niedomknigty, ograniczono go dla celow dydaktycznych
wartoscig 69 lat (w przedziale znajduje si¢ mniej niz 10% liczebnosci postow).
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Wykres 6.4. Histogram wieku postow VI kadencji Sejmu Rzeczypospolitej Polskiej (stan na poczatek kadencji)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie:
[Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
[zrodto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny rp_2012.pdf, s. 120.

Analizujagc wykres 6.4, tatwo mozna zauwazy¢, ze rozklad wieku postow
V1 kadencji cechuje niezbyt silna asymetria lewostronna. Aby doktadnie okresli¢
jej warto$¢, nalezy wyznaczy¢ klasyczny wspotczynnik asymetrii. Wyliczenia po-
mocnicze z tym zwigzane przedstawiono w tabeli 6.6.

Tabela 6.6. Postowie VI kadencji Sejmu Rzeczypospolitej Polskiej wedtug wieku
(stan na poczatek kadencji) — wyliczenia pomocnicze

0 0 0 0 2 0 ¥
I.Xi 0 XilJ fi Xi X fi Xi X [Xi —)_(J fi [Xi —)_(] fi fisk

21-29 0,044 25,5 1,122 | -22,302 21,885 -488,072 0,044
30-39 0,172 35,0 6,020 | -12,802 28,189 -360,879 0,216
40-49 0,339 45,0 15,255 -2,802 2,662 -7,458 0,555
50-59 0,352 55,0 19,360 7,198 18,238 131,274 0,907
60-69 0,093 65,0 6,045 17,198 27,507 473,061 1,000
Suma 1,000 47,802 98,481 -252,074

Zrodlo: opracowanie wlasne na podstawie:

[Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
[Zrodto dostepu] http:/Mmnww.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny_rp_2012.pdf, s. 120.
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Wyliczenia pomocnicze rozpoczgto od obliczenia, podobnie jak we wczesniej-
szym przykladzie, czestosci (dla wygody obliczen), a nastepnie srodkow przedzia-
tow i $redniej arytmetycznej. Wyniosta ona X =47,8 lat, co oznacza, ze $rednio
postowie na IV kadencj¢ Sejmu mieli prawie 48 lat. W kolejnych kolumnach poli-
czone zostaly momenty centralne rzedu drugiego i trzeciego. Wyniosty one odpo-
wiednio: 1, =98,48 lat 2 i g, =-252,07 lat. Pierwiastek z wariancji (momentu

centralnego rzedu drugiego) stanowi odchylenie standardowe, ktére wyniosto:
S, =+ =+/98,48 =9,92 ~10 lat. Otrzymana warto$¢ oznacza, ze przecigtnie wiek
postow réznit sie od sredniej ich wieku o 10 lat, co oznacza, ze zrdznicowanie

postow ze wzgledu na wiek jest dosy¢ stabe [V =5 —2100% = %100% = 21%]

Powracajac do asymetrii, klasyczny wspotczynnik asymetrii wyznaczono na-
stepujaco:

A=to 29207 _ 4 o5g

ss (9,92)

Powyzszy wynik oznacza, ze rozktad wieku postow VI kadencji jest lewo-
stronnie asymetryczny, za$ sita asymetrii jest niewielka. Dominuja postowie po-
wyzej $redniego wieku, aczkolwiek roznica nie jest znaczna. Przedstawione wyli-
czenia potwierdzily wnioski z analizy wykresu 6.4.

Nastepnie wyliczamy dominantg, ktéra znajduje si¢ w czwartym przedziale
(mozemy przeprowadzi¢ te wyliczenia, nie przeksztatcajac liczebnosci w czestose,
gdyz jedynie przedziat pierwszy ma inna, chociaz niewiele odbiegajaca od pozo-
stalych rozpietos$¢, i nie sgsiaduje on z przedziatem branym pod uwage podczas
wyznaczania dominanty):

fo—fou 0,352-0,339

D=Xp + hy =50+ -10=50,48
(fo — fo1)+(fp — o) (0,352 —0,339) + (0,352 0,093)

lat.

Zatem dominujacy wiek analizowanych postow skupiat si¢ wokot wartosci
50,5 lat. Laczac t¢ informacje z klasyczng $rednig i odchyleniem standardowym,
otrzymujemy mieszany Wsp()iczynnik asymetrii:

-D 47 80-50,48

= =-0,270.
A= 9,92

X

Otrzymana warto$¢ jest zblizona do wyznaczonej poprzednio miary klasycz-
nej, oznaczajac stabg lewostronng asymetri¢ wieku postow. Zanim wyznaczymy
warto$¢ pozycyjnego wspotczynnika asymetrii, policzymy poszczegdlne kwartyle
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(dolny znajduje sie w trzecim przedziale, podobnie jak mediana, a kwartyl gorny
w czwartym):

k-1
Q = Xoq, hQ [025 Zf] 40+

3 -(0,250-0,216) = 41,00 lat;

k,—1
Me = Xgy, + Me (05 ZfJ 40+

39 -(0,500 - 0,216) = 48,38 at;

5+ (0.750-0,555) = 55,54 lat

ke-1
[o 75— Z f, ] 50+
Pomocniczo wyznaczone zostato rowniez odchylenie ¢wiartkowe:
Q;—Q 5554-41,00
2 2
Ostatecznie wspolczynnik pozycyjny asymetrii wyniost:

A, = 2Me+Q1 55,54-2-48,38+41,00
2Q 2-7,27

=-0,015.

Asymetria rozktadu wieku postow VI kadencji w srodkowej czesci zbiorowo-
$ci jest w znikomym stopniu lewostronna.
|

Przyktad 6.3'%

Zmierzmy réznymi sposobami asymetri¢ rozkladu wysokosci polowoéw w pewnej
spotdzielni rybackie;j.

Tabela 6.7. Zatogi spoldzielni rybackiej nr 3 wedtug wysokosci polowow

(Xoi —x1i] | 0-10 | 10-20 [ 20-30 | 30-40 [ 40-50 | 50-60 | 60-70 | 70-80 [ 80-90 | Razem

N 46 46 46 47 5 4 3 2 1 200

Zrédto: B. Szulc, Statystyka dla ekonomistow. Opis statystyczny, Panstwowe Wydawnictwo
Ekonomiczne, Warszawa 1967, s. 247.

Badanie asymetrii nalezy rozpocza¢ od utworzenia wykresu. Zostat on przed-
stawiony na wykresie 6.5.

1357 adanie pochodzi z podrecznika Szulca (1967, s. 247).
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Wykres 6.5. Histogram wielkos$ci potowow spotdzielni rybackiej

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie: B. Szulc, Statystyka dla ekonomistow. Opis statystyczny,
Panstwowe Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa 1967, s. 247.

Zacznijmy od wyznaczenia poszczegolnych miar. W tabeli 6.8 przedstawiono
niezbe¢dne wyliczenia.

Tabela 6.8. Wyliczenia dotyczace danych o zatogach spétdzielni rybackiej

0 0 0 o 2 0 ¥

b, =) ni X XN, X —X [Xi_)_(] N [Xi_)_(j N Nisk

0-10 46 5 230 -17,95 14 821,32 —266 042,69 46
10-20 46 15 690 -7,95 2907,32 —-23 113,19 92
20-30 46 25 1150 2,05 193,32 396,31 138
30-40 47 35 1645 12,05 6 824,52 82 235,47 185
40-50 5 45 225 22,05 2431,01 53 603,77 190
50-60 4 55 220 32,05 4108,81 131 687,36 194
60— 70 3 65 195 42,05 5 304,61 223 058,85 197
70-80 2 75 150 52,05 5418,41 282 028,24 199
80-90 1 85 85 62,05 3 850,20 238 904,91 200

Suma 200 4590 45 859,52 722 759,03

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie: B. Szulc, Statystyka dla ekonomistéw. Opis statystyczny,
Panstwowe Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa 1967, s. 247.
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Srednia wyniosta: X = 425—0900 =22,95 tony, co oznacza, ze $rednio zalogi towi-

ly 22,95 tony ryb. Momenty centralne rzgdu drugiego i trzeciego wyniosty odpo-

_ 4585952 _ 229,30 tony? i u, = 122759,03 =3613,80 tony®. Za-
200 200

tem odchylenie standardowe wyniosto: s, =4/361380 =1514 tony. Oznacza to, ze
przecietnie wielko§¢ polowow réznita si¢ od sredniej potowu dla badanych zatog
0 15,14 tony, co oznacza, ze zroznicowanie zalog ze wzgledu na wielko$¢ poto-

woOw jest umiarkowane (V = %100% = 66%]. Klasyczny wspotczynnik asy-

wiednio: g,

metrii wynosi:
A 3613, 82) _
(15,14)

Wynik ten oznacza silng asymetri¢ prawostronna, co mozna zaobserwowac
na wykresie 6.5.

Aby mozna bylo wyznaczy¢ mieszany wspolczynnik asymetrii, nalezy wyli-
czy¢ dominantg. Jednak patrzac na wykres 6.5, musimy dojs¢ do wniosku, ze war-
to$¢ dominanty nie powinna by¢ wyznaczana, gdyz nie ma wyraznie dominujgcego
przedziatu. Réznica pomigdzy czwartym przedzialem a trzema poprzednimi jest
znikoma 1 moze by¢ przypadkowa. Jednak na potrzeby niniejszego zadania wy-
znaczmy ja:

47-46

D=30+
(47— 46) + (47 -5)

-10=30,23tony.

Zatem mieszany wspolczynnik asymetrii wynosi:

A 22,95-30,23

=-0,481.
1514

Wyliczenia wskazuja na umiarkowang asymetri¢ lewostronng, co jest nie-
prawdziwe, gdy spojrzy si¢ na wykres 6.5. Wniosek ten jest btedny, gdyz bazuje
na dominancie, ktora w tym rozktadzie de facto nie wystepuje (btgdnie przyjeto
przedzial, w ktorym si¢ ona znajduje).

Wyliczmy teraz kwartyle, na podstawie ktoérych wyznaczymy pozycyjny
wspotczynnik skosnosci. Kwartyl pierwszy znajduje si¢ w drugim przedziale, me-
diana w trzecim, a kwartyl trzeci w czwartym przedziale. Ponizej przedstawilismy
wyliczenia dotyczace wartosci kwartyli:
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Q, =10+ i—g (50— 46) = 10,87 tony;
10
Me= 20+E -(100-92) = 21,74tony;

Q, = 30+% -(150-138) = 32,55at,

Stad odchylenie ¢wiartkowe wynosi:

o 3255-1087 o0,

Zatem pozycyjny wspotczynnik asymetrii wynidst:

32,55-2-21,74+10,87

= =-0,003~0.
% 2-10,84

Otrzymana warto$¢ wskazuje na rozklad symetryczny, co jest widoczne
na wykresie 6.5. Jezeli odrzucimy 25% najnizszych wielkosci potowow i 25%
najwyzszych, to w tym obszarze widoczny jest szereg symetryczny.
|
Podany powyzej przyktad wskazuje, ze nalezy ostroznie dobierac i interpreto-
wac rozne miary opisujgce zbiorowos¢. Zawsze przed ich wyznaczeniem nalezy
si¢ zastanowi¢, czy powinniSmy je liczy¢. Nalezy rowniez zwraca¢ uwage na to,
jak wyglada wykres, gdyz wnioski z wykresu i obliczen nie powinny by¢ sprzeczne.

6.2. Miary koncentracji

Koncentracja w potocznym jezyku oznacza skupienie czego$. W podobnym zna-
czeniu bedziemy uzywali tego pojegcia w statystyce. Stowa tego uzywa si¢ jednak
dwojako na okreslenie dwoch réznych problemow.

Pierwsze znaczenie obejmuje stopien skupienia wartosci cechy wokoét sredniej
arytmetycznej danego rozktadu — miarg tego stopnia jest parametr zwany kurtoza
| zwigzany z nim parametr zwany ekscesem. Shiza one do poréwnania stopnia
skupienia badanego rozktadu cechy z pewnym rozktadem uznanym za wzorcowy —
czyli rozktadem normalnym.

W drugim, bardziej powszechnym zastosowaniu termin ,,koncentracja” jest
uzywany w statystyce na okreslenie nierownomiernosci roztozenia ogdlnej sumy
warto$ci cechy (funduszu cechy) pomigdzy poszczegdlne jednostki zbiorowosci —
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podstawowg miarg tak rozumianej koncentracji sg krzywa Lorenza i wspotczyn-
nik Lorenza.

Ponizej omowimy oba rodzaje ,,koncentracji”, aczkolwiek od razu zaznaczmy,
ze kurtoza i eksces majg mniejsze znaczenie w analizach statystycznych. Uzywane
sg na ogot jako miary dodatkowe w analizie rozktadu cechy.

6.2.1. Miara skupienia wzgledem wartosci przecietnej — kurtoza i eksces

Do okreslania stopnia skupienia badz rozproszenia cechy wokot $redniej stuzy
czwarty moment centralny. Bezposrednio, podobnie jak moment drugi i trzeci,
nie nadaje si¢ on do interpretacji i porownan. Przeksztalcamy go wobec tego
do postaci wzglednej, dzielagc przez odchylenie standardowe w czwartej potedze,
co umozliwia uproszczenie jednostek pomiaru oraz normalizuje ten moment
ze wzgledu na dyspersje cechy.® Miernik ten nosi nazwe kurtozy i zapisujemy go
W postaci:

=4 (6.17)

gdzie czwarty moment centralny, w zalezno$ci od typu cechy, wyznaczany jest
jako czwarta potega roznic pomi¢dzy warto$ciami cechy lub srodkami przedziatow
i $rednig arytmetyczna.

Przypomnijmy wiec, ze dla szeregu prostego czwarty moment centralny obli-
czamy wedtug wzoru:

13 4
==Y (%-%)". (6.18)
N5
W przypadku szeregu rozdzielczego cechy skokowej stosujemy jeden z poniz-
szych wzorow:

k
y4=52(xi—>—<)“ni lub u4=i(xi—¥)“ f, (6.19)

n i=1 i=1

za$ do cechy ciaglej przedstawionej w postaci szeregu rozdzielczego przedziato-
wego stosujemy:

136 podobnie jak przy poprzednich miarach wzglednych, odchylenie standardowe jest tu jednostka
odlegtosci od $rednie;.
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k

0o 4 0 4
;Q:Eimi—xjnimb/hzzxm—i)ﬂ. (6.20)

[ Ry =1

Moment centralny rzedu czwartego moze by¢ rOwniez wyznaczony jako kom-
binacja momentoéw zwyktych rzedu od pierwszego do czwartego zgodnie z poniz-
Szym wzorem:

4, =m, —4mm, +6m,m?—3m*. (6.21)

Poniewaz kurtoza nie jest miarg unormowana, czyli nie jest znany zakres moz-
liwych jej warto$ci (ze wzgledu na parzysta potege wiadomo jedynie, ze jej warto-
Sci sg wieksze od zera®’), wiec nie mozna okresli¢, czy stopien koncentracji jedno-
stek populacji wokoét $redniej jest duzy czy maty. W tym celu porownuje si¢ wyli-
czong kurtozg z rozktadem uznanym za wzorcowy, czyli z rozkladem normalnym,
dla ktérego ma ona warto$¢ rowna liczbie trzy. Ro6znica pomigdzy warto$cig kurto-
zy rozktadu badanego a rozktadu normalnego nazywa si¢ ekscesem:

K=k-3. (6.22)

Wobec tego jezeli kurtoza rozktadu badanego k = 3, to eksces jest rowny zeru,
co informuje nas, ze badany rozktad ma takg samg koncentracje jednostek wokot
sredniej jak wzorcowy rozktad normalny.

Jezeli kurtoza rozktadu badanego k > 3, to eksces jest dodatni: K=k—-3>0,
co oznacza, ze analizowany szereg jest leptokurtyczny, czyli smuklejszy niz roz-
ktad normalny. Oznacza to, ze warto$ci cechy sg bardziej skupione wokot $redniej
niz w rozktadzie normalnym®®,

Jezeli kurtoza rozktadu badanego k < 3, to eksces jest ujemny: K=k -3<0,
co oznacza, ze rozktad jest platokurtyczny, czyli bardziej sptaszczony niz rozktad
normalny. Oznacza to, ze warto$ci cechy sa mniej skupione wokot $redniej niz
w rozkladzie normalnym?®3 .

137 Kurtoza réwna zero oznacza trywialny przypadek rozktadu, w ktorym wszystkie jednostki maja te
samag wartos$¢ cechy, co oznacza zerowe odchylenia od $redniej, co jest mato interesujace i nie ma tu
co bada¢. Jako ze w liczniku wspotczynnika koncentracji mamy odchylenia od $redniej, w parzystej
potedze suma odchylen jest zawsze dodatnia.

138 Bystry czytelnik jednak zauwazy, patrzac na rysunek 6.2, ze zakres zmienno$ci cechy w rozkla-
dzie leptokurtycznym jest wigkszy niz w rozkladzie normalnym. Jak wida¢ na rysunku, ,,ogony”
rozktadu leptokurtycznego si¢gaja dalej niz rozkladu normalnego, ale maja jednoczesnie nizsza wy-
soko$¢, co oznacza, ze jest w nich mniej jednostek statystycznych niz w rozktadzie normalnym.

139 Odwrotnie wiec niz w rozktadzie leptokurtycznym mamy w rozktadzie platokurtycznym do czy-
nienia z mniejszym zakresem zmiennosci (,,ogony” s3 krotsze, ale ,,grubsze” niz w rozktadzie nor-
malnym), ale wigkszym rozproszeniem wokoét srednie;.
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Na rysunku 6.2 przedstawiono poréwnanie rozktadow: normalnego, platokur-
tycznego oraz leptokurtycznego.

N;

— rozktad normalny (K = 0)

......... rozktad leptokurtyczny (K > 0)
- - - rozktad platokurtyczny (K < 0)

Rysunek 6.2. Przedstawienie réznych typow rozktadéw: normalnego, platokurtycznego
i leptokurtycznego

Zrédto: opracowanie wiasne.

O rozktadzie platokurtycznym méwi sie, ze jest on sptaszczony w poréwnaniu
do rozktadu normalnego w srodkowej czesci (nizsza i szersza srodkowa cze$c), ale
zawezony (krotszy) w ,,ogonach” wykresu. Rozktad leptokurtyczny jest wezszy
i wyzszy w porownaniu do rozktadu normalnego w $rodkowej czgsci i jednocze-
$nie wydtuzony na brzegach wykresu.

Niektorzy autorzy*® zamiast pojecia miara koncentracji sugerujg uzycie okre-
$lenia miary splaszczenia rozktadu jako lepiej oddajacych to, o czym moéwi kurto-
za i eksces.

Podsumowujac, nalezy zaznaczy¢, ze kurtoza jest miarg nalezaca do przedzia-
tu jednostronnie domknietego (0 < k < 00)141, czyli nie ma gornej granicy i dlate-
go bezposrednio nie jesteSmy w stanie zinterpretowaé¢ wyniku w kategoriach stop-
nia (sity) koncentracji wokot sredniej. Do interpretacji uzywamy wiec ekscesu,
stosujac jako punkt odniesienia kurtoze rozktadu normalnego wynoszaca trzy
(k = 3). W ten sposéb jestesmy tylko w stanie okresli¢, czy badany rozktad jest

140 patrz: Zelias i in., Steczkowski, Malina.
141 Istnieje $cislejsze ograniczenie kurtozy, a mianowicie jest ona niewicksza od liczby obserwacji.
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mniej lub bardziej skupiony (bardziej lub mniej sptaszczony) wokdt swojej Sred-
niej niz rozktad normalny.

Rozktad leptokurtyczny jest wysmuklony w stosunku do normalnego, co
oznacza, ze wartosci cechy jednostek takiej populacji sa skupione silniej wokot
sredniej w srodkowej czesci rozktadu niz w rozktadzie normalnym, ale wigksza
jest dyspersja cechy na krancach. Zatem $rednia w rozktadzie leptokurtycznym
dobrze reprezentuje taka zbiorowos¢.

Rozklad platokurtyczny jest sptaszczony w stosunku do normalnego, czyli
warto$ci cechy jednostek takiej populacji sa mniej skupione wokot sredniej rozkta-
du $rodkowej czesci niz w rozktadzie normalnym, ale dyspersja cechy jest mniej-
sza niz w rozktadzie normalnym. Zatem $rednia w rozktadzie platokurtycznym
stabiej reprezentuje takg zbiorowosc.

Stopien koncentracji rozktadu wokot $redniej bada si¢ dla rozkladow syme-
trycznych i umiarkowanie asymetrycznych. W przypadku silnej asymetrii liczenie
koncentracji nie ma sensu, poniewaz $rednia arytmetyczna jest, w przypadku cechy
cigglej, przektamana z powodu sztucznie przyjetych $rodkoéw przedziatow jako
reprezentantow cechy. W przypadku obu rodzajow cech $rednia nie odzwierciedla
takze poprawnie rozktadu cechy w populacji. Gdy rozktad jest skrajnie asyme-
tryczny lub réwnomierny, §rednia arytmetyczna jest sztucznym tworem niczego
nie reprezentujacym.

Przyktad 6.4 (kontynuacja 3.3)

Odwotujac si¢ ponownie do przyktadu opisujacego wage studentek kierunku za-
rzadzanie okre§lmy stopien koncentracji tej wagi wokot wartosci $redniej. Wiado-
mo, ze $rednia waga studentek wyniosta 54,84 kg (przyktad 4.3), zas odchylenie
standardowe 5,01 kg (przyktad 5.8). Wyliczenia niezbedne do wyznaczenia mo-
mentu centralnego rzedu czwartego przedstawiono w tabeli 6.9.

Tabela 6.9. Rozktad wagi studentek — obliczenia zwigzane z momentem centralnym rzedu czwartego

0 4
b, —%,) ni ;i Xi=X [;i’i] M
42-46 2 44 -10,84 27 615,13
46-50 16 48 - 6,84 35022,28
50-54 26 52 -2,84 1691,40
54-58 30 56 1,16 54,32
58-62 19 60 5,16 13 469,53
62-66 5 64 9,16 35 200,75
66-70 2 68 13,16 59 986,50
Suma 100 173 039,91

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Otrzymana w ostatniej kolumnie suma po podzieleniu przez liczebno$¢ okresla
warto$¢ momentu centralnego rzgdu czwartego:

1 (o ) 1
== Xi—X | n, =—-173039,91=1730,40 kg*.
o nZ( j '~ 100 )

Wyznaczajac kurtoze, nalezy otrzymany wynik zestandaryzowaé, czyli po-
dzieli¢ przez odchylenie standardowe w czwartej potedze:

k=Fa 173090 247

4

s (5,01)°

Otrzymany wynik moze by¢ jeszcze przeksztatcony na eksces:
K=k-3=2,747-3=-0,253.

Ujemna warto$¢ ekscesu informuje nas, ze badany rozktad jest platokurtyczny,
czyli sptaszczony wokot wartosci sredniej w poréwnaniu do rozktadu normalnego.
Oznacza to, ze koncentracja warto$ci wagi studentek wokoét $redniej wagi w bada-
nej grupie jest w niewielkim stopniu mniejsza, niz miatoby to miejsce, gdyby roz-
ktad byt zgodny z rozktadem normalnym.

|

Przykiad 6.5 (kontynuacja 6.2)

Przypomnijmy przyktad 6.2 dotyczacy rozktadu wielkosci gospodarstw, w jakich
pracujg zatrudnieni wylgcznie lub glownie w gospodarstwach rolnych w 2010 ro-
ku. Pamigtajac, ze $rednia rozktadu wyniosta X =1,044 ha, za$ odchylenie standar-
dowe s, =16,014 ha, okre$lmy stopien koncentracji wokot $redniej wielkosci go-
spodarstwa.

Analizujac wykres 6.1 tego rozkladu, widzimy, ze jest to rozktad jednomodal-
ny, chociaz nie mozna bylo dla niego wyznaczy¢ dominanty. Jednomodalnosé¢
oznacza, ze mozliwe jest okreslenie stopnia koncentracji wokot wartosci $redniej.
Wyliczenia nalezy rozpocza¢ od okreslenia momentu centralnego rzedu czwartego.
Pomocnicze obliczenia przedstawiono w tabeli 6.10.
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Tabela 6.10. Pracujacy wylacznie lub gtéwnie w gospodarstwach rolnych w czerwcu 2010 roku —
wyliczenia pomocnicze

o _ o 4
b, =%, f X Xi=X [xi—i] f
0,00-1,00 0,135 0,5 -10,544 1 668,612
1,01-1,99 0,117 1,5 -9,544 970,750
2,00-4,99 0,239 35 7,544 774,113
5,00-9,99 0,216 7,5 -3,544 34,074
10,00-14,99 0,111 12,5 1,456 0,499
15,00-19,99 0,058 175 6,456 100,759
20,00-49,99 0,084 35,0 23,956 27 665,371
50,00-100,00 0,040 75,0 63,956 669 245,049
Suma 1,000 700 459,227

Zrédo: opracowanie wiasne na podstawie: [Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny Rolnictwa 2011,
[Zrodio dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_rolnictwa_2011.pdf, s. 114.

Suma z ostatniej kolumny, ze wzgledu na wykorzystanie czestosci, tworzy
moment centralny rzedu czwartego: x, =700459,227 ha*. Obliczajac kurtozg,
nalezy warto$¢ momentu podzieli¢ przez czwartg potege odchylenia standardowego:

(o Ma 700450227 0 oo,

s, (16,014)"

a nastepnie przeksztalci¢ kurtoze w eksces:
K=k—-3=10,651-3=7,951.

Otrzymalismy dos$¢ wysoka dodatniag wartos¢ ekscesu, co $wiadczy o tym,
ze badany rozktad jest wysmuklony w §rodkowej czesci i rozciagnigty w ogonach,
czyli jest to rozktad leptokurtyczny. Pracujacy wylacznie lub gtdéwnie w gospodar-
stwach byli zatrudnieni w gospodarstwach o powierzchni znacznie bardziej zblizo-
nej do $redniej powierzchni, niz miatoby to miejsce w przypadku rozktadu normal-
nego.

|

Przyktad 6.6 (kontynuacja 6.3)

Wracajac do przyktadu 6.3 o wieku postéw VI kadencji do Sejmu, nalezy zbadac,
czy srednia dobrze odzwierciedla badany rozktad, czyli policzy¢ stopien koncen-
tracji wieku. ObliczyliSmy juz, ze $rednia wynosi X =47,801at, a odchylenie stan-
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dardowe S, =10 lat. Wyliczenia pomocnicze zwigzane z wyznaczeniem momentu
centralnego rzedu czwartego przedstawiono w tabeli 6.11.

Tabela 6.11. Postowie VI kadencji Sejmu Rzeczypospolitej Polskiej wedlug wieku (stan na poczatek
kadencji) — wyliczenia pomocnicze

o o 4
(Xio _Xil) fi ;)(i Xi—X [Xi—)_(j fi
21-29 0,044 25,5 -22,30 10 881,08
30-39 0,172 35,0 -12,80 4 617,09
40-49 0,339 45,0 -2,80 20,84
50-59 0,352 55,0 7,20 945,96
60-70 0,093 65,0 17,20 8 139,48
Suma 1,000 24 604,45

Zr6dlo: opracowanie whasne na podstawie: [Dokument elektroniczny] Rocznik Statystyczny
Rzeczypospolitej Polskiej 2012,
[zrodto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/RS_rocznik_statystyczny rp_2012.pdf, s. 120.

Poniewaz w tym przypadku réwniez podczas wyliczen skorzystaliSmy z czg-
stosci zamiast liczebno$ci, suma z ostatniej kolumny jest juz momentem central-
nym rzgdu czwartego 4, =24604,45 (lat)*. Tloraz obliczonej warto$ci i czwartej

potegi odchylenia standardowego tworzy warto$¢ kurtozy:

k=ta 2460445 5 0

sc (9,92)°
Zatem eksces wynosi:
K=k-3=2,541-3=-0,459.

Ujemna warto$¢ ekscesu $wiadczy o tym, ze badany rozktad jest sptaszczony
w srodkowej czeSci 1 pogrubiony w ogonach. Rozklad wieku postow na sejm
VI kadencji jest wigc platokurtyczny. Ma on nieco nizsza koncentracje wokot war-
tosci $redniej niz rozktad normalny, czyli wiek poszczegolnych postow jest mniej
skupiony wokot $redniej, niz bylby w przypadku normalnosci rozktadu.
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6.2.2. Miara Lorenzal#?

Omowmy teraz sposob mierzenia koncentracji w drugim tego stowa znaczeniu,
bardziej zblizonym do intuicyjnego rozumienia tego pojecia, czyli jako stopnia
nierdownomierno$Ci'*® rozkladu wartosci funduszu cechy pomiedzy poszczegdlne
jednostki badanej populacji. Jest to miara o znacznie wigkszym znaczeniu niz kur-
toza i moze by¢ stosowana do kazdego rodzaju rozktadu, bez wzgledu na stopien
jego asymetrii.

Wprowadzmy najpierw pewne pojecie, ktore utatwi dalsze objasnienia.

Fundusz cechy jest to warto$¢ zsumowanych poszczegélnych wartosci cechy
posiadanej przez kazda jednostke statystyczng w zbiorowos$ci. W przypadku oma-
wianego tu stale przyktadowego rozktadu wagi studentek funduszem cechy ,,waga”
jest suma wag poszczegolnych kobiet, czyli ile one waza tacznie. Wtasnie fundu-
szu cechy uzyliSmy do policzenia $redniej arytmetycznej tejze wagi.

Badanie koncentracji jest to wiec badanie, jak fundusz cechy w populacji jest
podzielony pomiegdzy poszczegolne jednostki statystyczne populacji.

Jezeli calym funduszem cechy dysponuje jedna jednostka, mowi si¢ wowczas
o0 koncentracji absolutnej, natomiast jezeli wszystkie jednostki dysponujg taka
samg sumg wartos$ci cechy, wowczas wystepuje brak koncentracji, czyli fundusz
cechy rozktada si¢ rownomiernie pomiedzy poszczeg6lne jednostki.

Aby lepiej zrozumie¢ pojecie koncentracji absolutnej i jej braku, rozwazmy
ponizszy przyklad. Powiedzmy, ze wydziat dostaje od sponsora dwa tysiace zto-
tych miesi¢cznie jako fundusz stypendialny z przeznaczeniem na stypendia nau-
kowe dla dziesigciu najlepszych studentéw. Jak zostanie podzielona ta suma, zale-
zy tylko od wydziatu. Jesli owe dwa tysigce ztotych (czyli caty fundusz) bedzie
dostawata jedna, najlepsza osoba, wowczas wszystkie pienigdze przeznaczone na
stypendia bedg skoncentrowane absolutnie na jednym studencie. Jesli wydziat po-
dzieli t¢ sume rowno pomigdzy dziesigciu najlepszych studentéw, wowczas kazdy
student dostaje tyle samo, czyli dwiescie ztotych. Oznacza to, ze fundusz stypen-
dialny jest roztozony rownomiernie. Jezeli wysokos¢ stypendium zostanie zrdzni-
cowana W zaleznos$ci od jakiego$ kryterium®*, otrzyma si¢ wowczas posredni sto-
pien koncentracji funduszu stypendialnego.

Jest to najprostszy przyktad wyjasniajacy pojecie koncentracji. Oczywiscie
w praktycznych zastosowaniach sprawa jest nieco bardziej skomplikowana, po-

142 W literaturze mozna spotka¢ dwa sposoby pisania tego nazwiska. Np. Lange [1975, s. 188 i nast.]
pisze o krzywej Lorentza, w Malej Encyklopedii Statystyki [1976, s. 278 i nast.] oraz w Stowniku
termindw statystycznych Kendalla i Bucklanda [1986, s.77] jest mowa o krzywej Lorenza, podobnie
w pdzniejszych polskich podrecznikach autorzy uzywaja zapisu krzywa (lub miara) Lorenza.

143 Lub réwnomiernosci jako zwierciadlanego odbicia problemu.

144 Na przyktad wysokosci $redniej oceny z egzaminéw w poprzednich dwoch semestrach.
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niewaz analizowane dane sg szeregami Statystycznymi znacznie bardziej rozbudo-
wanymi, czgsto w postaci przedziatowej, co komplikuje nieco tego typu badanie,
niezbedne sa bowiem pewne dodatkowe informacje, nie zawsze podawane przez
konstruktorow szeregow cechy ciaglej. W przypadku jednak szeregow, co do kto-
rych dysponujemy pelnymi informacjami, zbadanie koncentracji funduszu cechy
miarg Lorenza jest sprawa dosy¢ prosta.

Najpopularniejszymi problemami makroekonomicznymi, przy analizie ktd-
rych bada si¢ stopien koncentracji zjawiska (cechy), sa: stopien koncentracji do-
chodow ludnosci, bogactw ludnosci, wielkosci gospodarstw rolnych w danym kra-
ju, liczby ludnosci w miastach czy wielkos¢ produkcji w zaktadach danej branzy.
Na szczeblu mikroekonomicznym bardzo popularnymi zagadnieniami, zwtaszcza
w dydaktyce, sa: badanie stopnia koncentracji mocy elektrowni, tonazu floty mor-
skiej, tozek szpitalnych w szpitalach okreslonej wielkosci, badanie wielkosci
sprzedazy w okreslonej wielkosci sklepach i sieciach handlowych. W badaniach
rynku tego typu miary koncentracji mozna uzywac do analizy stopnia opanowania
rynku przez okre§lone marki czy firmy.

Idea pomiaru stopnia koncentracji cechy wedlug Lorenza jest bardzo prosta.
Poréwnuje si¢ czgstos¢ wystgpowania jednostek statystycznych w roznych prze-
dziatach® warto$ci cechy z udziatami sumy warto$ci cechy w poszczegdlnych
przedziatach'*® odniesionymi do funduszu cechy w calej zbiorowosci. Czyli po-
rownuje sie, jakim procentem funduszu cechy calej zbiorowosci dysponuje jaki
procent jednostek statystycznych uporzadkowanych wedlug wartosci. W tym celu
tworzymy dwa szeregi skumulowane: odsetek funduszu cechy w poszczegolnych
przedziatach cechy oraz odsetek jednostek statystycznych z tych przedziatdow. Na-
stepnie na osi odcigtych (o$ X) odktadamy skumulowane odsetki jednostek staty-
stycznych a na osi rzednych (0§ Y) odkladamy skumulowany procent funduszu
cechy w dyspozycji tych jednostek. Jezeli rozktad jest rownomierny, woéwczas
danemu odsetkowi jednostek statystycznych bedzie towarzyszyt taki sam odsetek
funduszu cechy. Wykresem takiej sytuacji bedzie przekatna kwadratu®*’ 100% na
100%.

145 Lub o réznych odmianach cechy, gdy jest skokowa.

1460piszemy badanie koncentracji na podstawie szeregu przedziatowego, albowiem jest to najczesciej
wystepujacy typ badania. Dla cech skokowych obliczenia wygladaja analogicznie.

147 Najczesciej dla wygody odsetki podaje sie w procentach; jezeli pozostajemy przy zapisie dziesiet-
nym, wowczas nalezy o tym pamigtac i skorygowaé obliczenia, przesuwajac odpowiednio przecinki,
powstanie bowiem kwadrat 1x1, a nie 100%x100%.
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Rysunek 6.3. Przyktad koncentracji zerowej

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Rysunek 6.3 ilustruje sytuacje, gdy wszyscy studenci z naszego przyktadu dostaja
teg sama sume jako stypendium, fisc — skumulowany odsetek studentéw otrzymuja-
cych stypendium danej wysokosci, zisk — skumulowany odsetek funduszu stypen-
dialnego otrzymywanego przez dany procent funduszu stypendialnego. Pierwszych
10% studentéw dostaje 10% funduszu stypendialnego, nastgpne 10% studentow
dostaje réwniez 10% funduszu, co po kumulacji daje odpowiednio 20% populacji
otrzymujacej 20% funduszu i tak dalej. W efekcie, jak widzimy na wykresie 6.6,
krzywq ilustrujqcq brak koncentracji jest wtasnie przekgtna kwadratu koncentracyi,
zwana krzywg rownomiernego rozktadu.

Zisk
100 fisk Zsk
90 10% 10%
80 20% 20%
70 30% 30%
60 40% 40%
50 50% 50%
40 60% 60%
30 70% 70%
20 80% 80%
10 90% 90%
0 : I E iy 100% 100%

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 f,

Wykres 6.6. Krzywa Lorenza dla koncentracji zerowej

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 6.4 przedstawiono z kolei drugg, krancowg sytuacj¢ koncentracji
absolutnej.
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Rysunek 6.4. Przyktad koncentracji absolutnej

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 6.4 widzimy, ze 10% studentow otrzymuje caly fundusz stypen-
dialny (100% pieniedzy), a pozostali nic. Krzywg ilustrujaca t¢ sytuacje jest tama-
na oparta o bok kwadratu na osi X oraz o niemal prostopadly do niego prawy bok
kwadratu (wykres 6.7).

Zi [$] fis sk
100 A 10% 0%
90 A 20% 0%
80 - 30% 0%
70 - 40% 0%
60 1 50% 0%
50 1 60% 0%
gg 1 70% 0%
0, 0,
10 -
0 — I 100% 100%

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
fisk [%]

Wykres 6.7. Krzywa Lorenza dla koncentracji absolutnej

Zrodlo: opracowanie wilasne.
Na og6l mamy do czynienia z sytuacja posrednia, kiedy fundusz stypendialny

nie jest ani rownomiernie roztozony, ani absolutnie skoncentrowany. Przyktadowa
sytuacje przedstawiono na rysunku 6.5.
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Rysunek 6.5. Przyktad koncentracji posredniej

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Utworzona krzywa znajdzie si¢ pomiedzy linia réwnomiernego podziatu
a krzywa absolutnej koncentracji. Im bardziej krzywa koncentracji odbiegnie
od linii réwnomiernego podziatu (wybrzuszy si¢ w strong osi X i prawego boku
kwadratu), tym silniejsza koncentracj¢ cechy w zbiorowosci bedzie reprezentowa-
fa. Wielkosci tego odchylenia od linii braku koncentracji mozemy wigc uzy¢ jako
miary sity koncentracji cechy. Dobrg miarqg wielkosci koncentracji jest wiec pole
pomiedzy przekgtng kwadratu koncentracji (brak koncentracji) a krzywg koncen-
tracji posredniej, zwang krzywq Lorenza.

Pole utworzone dla omawianego przyktadu przedstawiono na wykresie 6.8.

Zig [%0]

100 A fisk Zsk
90 10% 5%
80 4 20% 10%
70 | 30% 15%
60 - 40% 20%
50 - 50% 30%
40 - 60% 40%
30 A 70% 50%
20 A 80% 65%
10 1 90% 80%

0 A T T : T T r > 100% 100%

0 10 20 30 40 50 6 70 80 90 100
fisk [%0]

Wykres 6.8. Krzywa Lorenza dla koncentracji posredniej
Zrédlo: opracowanie wilasne.
Ideg tej miary koncentracji zwi¢zle objasnia Lange!*® [1975, s. 191]: ,,Krzywa

koncentracji (albo wiclobok koncentracji) oddala si¢ od linii rdwnomiernego roz-
ktadu tym wigcej, im bardziej nierownomierny jest rozktad wartos$ci zmiennej

148 Jeden z najbardziej znanych polskich ekonomistow.
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miedzy jednostki zbiorowosci statystycznej. Jest tak dlatego, ze im wigkszy jest
stopien koncentracji tych wartos$ci u niektorych jednostek, tym powolniejszy jest
wzrost krzywej koncentracji z poczatku, gdy dodajemy jednostki o matych warto-
sciach zmiennej, a tym silniejszy pozniej, gdy zaczynamy dodawac jednostki,
u ktorych sa skoncentrowane wysokie wartosci zmiennej. Dlatego przy wigkszej
koncentracji krzywa koncentracji jest ,,bardziej wklesta” w stosunku do linii réw-
nomiernego rozktadu”.

W skrajnym przypadku krzywa ,idzie” po osi X i dopiero w punkcie
fisx = 100% skacze do punktu o wspétrzednej zisk = 100%, pokazujac, ze caty fun-
dusz cechy jest skoncentrowany w ,,rekach” jednej jednostki lub zbioru jednostek.
Wiemy wigc, ze gdy brak jest koncentracji, wartos¢ miary powinna wynosic zero,
a w przypadku absolutnej koncentracji wynosi ona niemal 100%. Aby odkry¢ to,
wystarczy popatrze¢ na szeregi skumulowane liczebnosci i funduszu cechy oraz na
wykres krzywej. W przypadku koncentracji posredniej jesteSmy w stanie, patrzac
na wykres, stwierdzi¢, ze takowa istnigje, ale jesli chcemy okresli¢ stopien koncen-
tracji dokladniej, musimy wyznaczy¢ miare liczbowg'*®.

Jak juz wspomniano, im wigksza jest koncentracja, tym bardziej krzywa Lo-
renza odchyla si¢ od linii rownomiernego podziatu. Stad dosy¢ oczywisty wniosek,
ze wielko$¢ pola pomiedzy nimi bedzie dobrze reprezentowac sile koncentracji,
ze im wigksze jest pole, tym silniejsza koncentracja. Znacznie jednak wygodniej-
sze jest przeksztalcenie bezwzglednej miary, jaka jest pole figury, do postaci
wzglednej. Pole koncentracji badanej cechy odnosimy do pola koncentracji abso-
lutnej, jako maksymalnie mozliwej do uzyskania, i w ten sposob otrzymujemy
miar¢ wzgledng moéwigca nam, jak ,daleko” otrzymany wynik jest ,odlegly”
od warto$ci maksymalnej wynoszacej sto procent (lub jeden w zapisie dziesiet-

nym).

149 A tak jest najczeSciej. Zwlaszcza w przypadku poréwnaf i ocen wygodniej jest postuzy¢ sie licz-
bami, by okresli¢, czy co$ jest duze czy mate albo ktora zbiorowos¢ lub ktora cecha ma silniejsza
(stabsza) koncentracje.
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100%
Linia rownomiernego podziatu
wartosci cechy pomigdzy
poszczegodlne przedziaty

Krzywa Lorenza

=

Skumulowany fundusz cechy

Y

0%lo A 100%
Skumulowana czgsto$¢ wystepowania jednostek

Rysunek 6.6. Krzywa Lorenza

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Zatem aby okresli¢, jaka jest sita koncentracji, nalezy obliczy¢ pole figury
znajdujacej sie pomiedzy krzywa Lorenza a linig réwnomiernego podziatu OB
(rysunek 6.6). Jezeli wielkos$¢ tego pola okreslimy jako Pk, fundusz cechy i czg-
stos$¢ skumulowang przedstawimy w postaci procentowej, wowczas miara Lorenza
przyjmie postaé:

K ——Pk

L — 1

5000

gdzie warto$¢ z mianownika oznacza wielkos$¢ pola trojkata ponizej linii réwno-

miernego  podziatu, to jest potowe pola kwadratu  koncentracji

(PA =%-a2 =%-100%-100%=5000%%) .

(6.23)

Niestety, na og6t nie znamy postaci analitycznej krzywej Lorenza, a dysponu-
jemy jedynie wielobokiem (krzywa tamang) koncentracji i nie mozemy bezposred-
nio obliczy¢ interesujgcego nas pola koncentracji (Px). Obchodzimy ten problem,
obliczajac najpierw pole pod krzywa koncentracji w sposob przyblizony, a nastep-
nie, pamigtajac, ze maksymalne pole koncentracji to P = 5000, interesujace nas
pole Py obliczamy jako réznice pomigdzy polem maksymalnym a polem pod krzy-
wa koncentracji, co zapiszemy jako:
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K, = Prax—P _ R _5000-P 1 P
Pax P.ax 5000 5000
lub w zapisie dziesigtnym
P.—-P P -P
K =" = :0’5 =1-2P.
Pmax Pmax 0’ 5

Na podstawie powyzszego zapisu tatwo tez zauwazy¢ i zapamigtac, dlaczego mia-
ra koncentracji Lorenza jest ograniczona i w jakich znajduje si¢ granicach. Minimalne
pole figury w geometrii euklidesowej wynosi zero (pole prostej), a maksymalne w tym
przypadku to pole potowy kwadratu o boku o wymiarze 100%. Stad, przypomnijmy,
miara Lorenza zawiera si¢ w przedziale: 0 < K, <100% lub w alternatywnym zapisie
w przedziale: 0< K, <1.

Pozostaje pytanie, jak obliczy¢ pole P pod wielobokiem koncentracji. Problem
jest dosy¢ prosty do rozwigzania. Jak tatwo zauwazy¢ na rysunku, pole pod wielo-
bokiem (krzywa tamang) mozemy roztozy¢ na sumg pol trapezow. Podstawami
tych trapezow sa odcigte przeprowadzone w poszczegdlnych punktach kumulacji
funduszu cechy, a wysokosciami sg liczebnosci wzgledne (odsetki) poszczeg6l-
nych przedzialéow cechy (lub odmian cechy skokowej). Latwiej bedzie to zrozu-
mie¢ na ponizszym przyktadzie 6.8.

Przykitad 6.8

Tabela 6.11 przedstawia dane dotyczace polskich miast wedlug ich wielkosci
i liczby ludnosci je zamieszkujacej (stan na dzien 31.12.2011 r.). Korzystajac
z zawartych tam informacji, nalezy zbada¢ site koncentracji ludnosci w polskich
miastach, stosujac z miarg Lorenza.

Tabela 6.12. Miasta wedtug liczby mieszkancow (stan na dzien 31.12.2011 r.)

Miasta o liczbie ludno$ci (w tys.) Liczba miast Ludnos$¢ w danym typie miasta (w tys.)
do 5 317 970,8
5-10 183 1304,0
10-20 185 2700,9
20-50 136 4264,0
50-100 48 32504
100-200 22 3005,6
200 i wiecej 17 7890,1
Razem 908 23 385,8

Zrédto: [Dokument elektroniczny] Rocznik Demograficzny 2012,
[zrodto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_demograficzny _2012.pdf, s. 82.
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Whyliczenia zwigzane z okre§leniem poziomu koncentracji nalezy rozpocza¢ od wyznacze-
nia czestoscei (fi) 1 odsetka catkowitego funduszu cechy w danym typie miasta (z;) przedsta-
wionych w formie procentowej. Czesto$¢ wyznaczana jest jako iloraz liczebnosci
z poszczegolnych klas iogolnej liczebnosci zbiorowosci. W analizowanym przyktadzie
W pierwszym wierszu czgstos$¢ ta wyznaczana jest jako iloraz liczby miast majacych poni-

7ej 5 tys. mieszkancow przez liczbe wszystkich miast (fl = %.100% = 34,9%)

w drugim — liczby miast, w ktorych jest od 5 do 10 tys. mieszkancow, podzielona przez
liczbe wszystkich miast [ f,= % .100% = 20,1%) itd.

Analogicznie nalezy postapi¢ z tacznym funduszem cechy. W analizowanym przy-
kladzie funduszem cechy jest taczna liczba ludnosci zamieszkujaca poszczegdlne rodzaje
miast. | tak w pierwszym rodzaju miast, czyli majacych mniej niz 5 tys. mieszkancow,
mieszka lgcznie 970,8 tys. osob, czyli z, = 9708 -100% = 4,2%, co 0znacza,

233858
ze W 2011 roku w miastach o liczbie ludnosci ponizej pigciu tysigcy mieszkato 4,2% ogotu
ludnosci mieszkajacej w polskich miastach. Laczna liczba mieszkancow miast majacych

od 5 do 10 tys. mieszkancow wynosi 1 304,0 tys. osob, wigc Z, = % -100% = 5,6%,

czyli w tej grupie znajduje sie 5,6% ogdtu ludnosci miejskiej. Analogiczne obliczenia wy-
konuje si¢ dla pozostatych klas cechy. Wszystkie niezbedne obliczenia, tacznie z opisany-
mi powyzej, przedstawiono w tabeli 6.13 w czwartej i pigtej kolumnie.

Tabela 6.13. Miasta wedtug liczby mieszkancow (stan na dzien 31.12.2011 r.) — wyliczenia pomocnicze

) _ Ludnogé ' Ludnos'.é w'danym Skumulowana Skumulowana
Miasta Liczba " Liczba typie miast liczba miast ludno$¢ w mia-
o liczbie miast | W MIASEC | iastw % | w % ludnodci W % ogd- | stach w % ludnosci
ludnoscei i) migjskiej ogotem fem miast migjskiej
L) ni Xi fi Zi fiSk ZiSk
do5 317 970,8 34,9 4,2 34,9 4,2
5-10 183 1304,0 20,1 5,6 55,0 9,8
10-20 185 27009 20,4 11,5 75,4 21,3
20-50 136 4 264,0 15,0 18,2 90,4 39,5
50-100 48 32504 53 13,9 95,7 534
100-200 22 3 005,6 24 12,9 98,1 66,3
200 i wigcej 17 7890,1 1,9 33,7 100,0 100,0
Razem 908 | 23385,8 100,0 100,0 Os X (019

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie: [Dokument elektroniczny] Rocznik Demograficzny 2012,
[Zrédto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_demograficzny 2012.pdf, s. 82.
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Otrzymang czestos¢ 1 tagczny fundusz cechy w ujeciu procentowym dla po-
szczegdlnych odmian cechy kumulujemy. Kumulacje te umieszczono w dwoch
ostatnich kolumnach tabeli 6.11. W oparciu o te dwie ostatnie kolumny wykresla-
my krzywa'® Lorenza, co przedstawia wykres 6.9, przy czym przypomnijmy,
ze teraz, nietypowo w stosunku do poprzednich wykresow®®!, skumulowang czg-

stos¢ T odktadamy na osi X , za$ skumulowany fundusz cechy Z™ na osi Y.

Zisk J
[%]
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>

80

60

40 1

20 A

P, | P

0 20 7P, 40 60 80 100 fig [%]

.

Wykres 6.9. Krzywa Lorenza koncentracji liczby mieszkancéw w polskich miastach

Zrodto: opracowanie whasne na podstawie: [Dokument elektroniczny] Rocznik Demograficzny 2012,
[zrodto dostepu] http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik_demograficzny _2012.pdf, s. 82.

Analizujac wykres 6.9, mozna zauwazy¢, ze pole figury utworzonej przez
krzywa Lorenza i lini¢ rownomiernego podziatu zajmuje wiecej niz poloweg po-
wierzchni trojkata znajdujacego si¢ ponizej podziatu przekatnej kwadratu, co ozna-
cza, ze obliczana miara Lorenza powinna wynosi¢ wiecej niz 50% (lub 0,5 w zapi-
sie dziesietnym) i ze jaka$ koncentracja ludnosci w miastach wystepuje. Aby ja
doktadnie okresli¢, nalezy policzy¢ pole figury koncentracji Pk. Jednak, jak juz
powiedziano, zdecydowanie tatwiejszym zadaniem jest wyznaczenie pol trapezow
ponizej krzywej Lorenza, oznaczonych na rysunku 6.6 jako symbole od Pido P;
(przy czym pierwszy z nich jest trapezem zdegenerowanym, czyli trojkatem).

150 Wiagciwie bardziej poprawnie nalezatoby powiedzieé: wielobok Lorenza.
151 Nietypowo$éé polega na tym, Ze na poprzednich wykresach czestosci, liczebnos$ci, kumulacje li-
czebnosci czy kumulacje cze¢stosci byty odkladane na osi OY.
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Pierwszg figura znajdujacg si¢ ponizej krzywej Lorenza jest trojkat. Zatem jego
pole wyznaczane jest nastepujaco®®?:

plzlahzlsz fl:1.4,2.34,9=73,29.
2 2 2

Pozostate pola obliczamy, stosujgc wzor na pole trapezu®®:

P =%(a+b)h=%-(zf" 291, :%-(4,2+9,8)-20,1:140,70;

P =2 (@ + 7)1, = (8.8+21,3)-20,4=317,22
1 sk sk 1 -
P, = (& +2)f, = (21,3+39,5) 15,0= 456,00
1 sk sk 1 .
|Z>5:E.(z4 +2 )f5:E-(39,5+53,4)-5,3=246,19,

P =2 +78)f, =5 (53,4+66,.9)2,4~143.64

P :%.(zgk 2T, :%-(66,3+100,0)-1,9:157,99.

Catkowita suma wyznaczonych pdl to:
7
P=) P =153503.
i=L

Zatem pole koncentracji pomiedzy linig rownomiernego podziatu a krzywa
Lorenza wynosi:

7
R, =5000-P =500—> P =5 000153503 =3 464,97,

i=1

Stad miara Lorenza obliczona ze wzoru (6.23) wynosi:

152 Nalezy skorzystaé ze wzoru na pole trojkata, obliczane jako polowa iloczynu diugosci podstawy
i wysokosci.
153 Przypomnijmy, pole trapezu to potowa iloczynu sumy dlugoéci podstaw i wysokosci.
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P 100% = 3 464,97 100% = 0,693-100% = 69,3%

5000 5000,00 7 omTeR
Koncentracja na poziomie 69,3% oznacza, ze ludnos¢ w Polsce w 2011 roku

wykazywata spora koncentracje w duzych miastach.

KL=

Przyktad 6.9 (kontynuacja 3.3)

Wracajac do prezentowanego uprzednio przyktadu dotyczacego wagi studentek,
obliczmy poziom koncentracji wagi w rozumieniu miary Lorenza. Cofnijmy si¢ do
przyktadu 3.3, w ktorym konstruowali§my szereg rozdzielczy przedzialowy. Aby
mozna bylo wyznaczy¢ miar¢ Lorenza, nalezy wyznaczy¢ fundusz cechy
dla kazdego przedziatu®®*. W analizowanym przykladzie byl on obliczany jako
element badania poprawnosci grupowania. W tabeli 6.14 przedstawiono szereg
rozdzielczy z uwzglednieniem funduszu cechy.

Tabela 6.14. Waga studentek kierunku zarzadzanie — przypomnienie

Pomiary nalezace Suma facznej wagi
Przedzialy do poszczegdlnych Liczebnos¢ W poszczegdlnych
przedziatow przedziatach
b, =%, Xi ni T X
42-46 44; 45 2 89
46, 46; 47, 47, AT, 48,
46-50 48, 48; 48; 48; 49, 49; 16 767
49; 49; 49; 49

50; 50; 50; 51; 51; 51;

51;52;52;52;52; 52;

50-54 52; 52; 52; 53; 53; 53; 26 1352

53; 53; 53; 53; 53; 53;
53; 53

54; 54; 54; 54; 54; 54;
54; 54; 55; 55; 55; 55;
54-58 55; 55; 55; 56; 56; 56; 30 1668
56; 57; 57;57; 57; 57;
57;57;57;57; 57; 57

1% Zauwazmy, ze w wyjsciowym szeregu informacji o tacznej wadze w przedziatach nie posiadamy.
MusieliSmy ja utworzy¢ na podstawie danych surowych. To pokazuje problem z zastosowaniem
miary Lorenza. Jesli mamy szereg bez tej informacji i nie mamy dostgpu do danych surowych,
nie jesteSmy w stanie uzy¢ miary Lorenza. ,,Sztuczka” ze $rodkami przedziatéw da przektamane
wyniki i nie rekomendujemy jej, wbrew niektérym podrecznikom.
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Pomiary nalezace Suma facznej wagi
Przedzialy do poszczegodlnych Liczebno$¢ W poszczegdlnych
przedziatow przedziatach
(Xio %) Xi ni XX
58; 58; 58; 58; 58; 58;
59; 59; 59; 59; 59,60;
58-62 60; 60; 61; 61; 61; 61; 19 1128
61
62-66 63; 63; 64, 64; 65 319
66-70 67; 69 136

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Przedstawione w tabeli 6.14 wyniki moga teraz zosta¢ wykorzystane do okre-
$lenia poziomu koncentracji wagi studentek w badanej zbiorowosci. Czgstosc
i faczny fundusz cechy w procentowej postaci zostaly przedstawione w tabeli 6.15.

Tabela 6.15. Waga studentek kierunku zarzadzanie — wyliczenia pomocnicze miary Lorenza

b, =) ni YX fi[9%] 2[%] fisk [%] Zisk [%]
42-46 2 89 2 16 2 16
46-50 16 767 16 14,0 18 15,6
50-54 26 1352 26 24,8 44 40,4
54-58 30 1668 30 30,6 74 71,0
58-62 19 1128 19 20,7 93 91,7
62-66 5 319 5 58 08 975
66-70 2 136 2 25 100 100,0
Suma 100 5 459 100 100,0

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Dwie ostatnie kolumny z tabeli 6.14 sa wspotrzednymi punktow umieszczo-
nych na wykresie 6.4. Punkty te po polaczeniu linia utworzyty krzywa Lorenza.
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Wykres 6.10. Krzywa Lorenza koncentracji wagi studentek kierunku zarzadzanie

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych umownych.

Analizujgc wykres 6.10, mozna zauwazy¢, ze pole utworzone pomigdzy linig
rownomiernego podziatu a krzywa Lorenza jest niewielkie, zatem waga do$¢ row-
nomiernie rozklada si¢ w badanej grupie kobiet. Aby precyzyjnie okresli¢ stopien
koncentracji, nalezy wyznaczy¢ wielkos¢ pola utworzonej figury. Zastosowano
w tym przypadku, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, schemat postgpowania
polegajacy na wyznaczeniu pol figur powstatych ponizej krzywej Lorenza i odjeciu
ich sumy od pola trojkata. Pierwszg figurag znajdujacg sie ponizej krzywej Lorenza
zawsze jest trojkat, zas kolejne to trapezy. Ich pola zostaty obliczone nastgpujaco:

H:%.z.w:],ao;
P :1.(L6+15,6)-16=137,60;
P, ==-(15,6+40,4)- 26 = 728,00;
P, ==-(40,4+71,0)-30 =1 671,00;

-(71,0+91,7)-19 =1 545, 65;

'\”HN“_\I\JH—‘
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Zatem pole utworzonej figury pomigdzy linig réwnomiernego podziatu
a krzywa Lorenza wynosi:

7
R, =5000-> P =5 000-4 754,35 = 245,65,

i=1
za$ miara Lorenza wyznaczona ze wzoru (6.23) to:

P 24565

KL - = =
5000 5 000,00

Otrzymany wynik na poziomie 0,05 (lub 5%) informuje nas, ze waga studen-
tek w badanej zbiorowosci, praktycznie rzecz biorgc, nie jest skoncentrowana
W jakims$ przedziale cechy i jest roztozona dos¢ rownomiernie w badanej populacji.
Mozna to zauwazy¢, $ledzac, jakim czgstosciom wystepowania poszczegolnych
odmian cechy odpowiadaja jakie udzialy funduszu cechy, czyli patrzac na kolumny
czwartg 1 pigtg tabeli 6.13. Latwo zauwazy¢, ze procenty udziatdéw sa w obu ko-
lumnach zblizone, co odpowiada brakowi koncentracji.

|

Kluczowe pojecia

Rozklad (szereg) symetryczny
Asymetria dodatnia, prawostronna
Asymetria ujemna, lewostronna
Rozktad normalny
Wskaznik sko$nosci
Wspotczynnik asymetrii
Rozktad leptokurtyczny
Rozktad platokurtyczny
Kurtoza
Eksces
Linia réwnomiernego podziatu
Krzywa Lorenza, wielobok liczebnosci Lorenza

Pytania kontrolne

1. Czym charakteryzuje si¢ szereg symetryczny?
Jakie znasz wskazniki asymetrii rozktadu?
3. Czym si¢ roznig wskazniki i wspotczynniki asymetrii rozktadu?

no
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Jaka relacja zachodzi miedzy dominanta, $rednig arytmetyczng i mediang
w przypadku: asymetrii lewostronnej rozktadu, asymetrii prawostronnej roz-
ktadu, rozktadu symetrycznego? Podaj interpretacje, ilustrujac ja przyktadem.
Zbadano ze wzgledu na wzrost dwie druzyny koszykoéwki. W pierwszej
wskaznik asymetrii wyniost 0,52, za§ w drugiej 0,45. Ktorg druzyne koszy-
kowki (biorac pod uwage jedynie wzrost) powinien wybraé trener? Odpo-
wiedz uzasadnij.

Zbadano zawarto$¢ substancji smolistych (szkodliwe dla zdrowia) w wypala-
nych papierosach tej samej marki wytwarzanych przez dwie rézne fabryki.
Otrzymany rozklad zawartosci dla pierwszego wytworcy cechuje umiarkowa-
na asymetria ujemna (lewostronna), za$ dla drugiego — dodatnia (prawostron-
na). Majac wybor wytworcy, ktoérego nalezy wybrac i dlaczego?

Co to jest moment zwykly i centralny w statystyce? Czym si¢ one r6znig?

Co nazywamy kurtoza?

Do czego stuzy kurtoza (co mierzy)?

. Co jest punktem odniesienia w interpretacji kurtozy badanego rozktadu?
. Co nazywamy krzywg Lorenza?
. Co nazywamy miarg (wskaznikiem) Lorenza?
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