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Rozwigzania zadan konkursowych - klasy pierwsze
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1. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace rownanie:
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gdzie |r| oznacza najwieksza liczbe catkowita k taka, ze k < r. Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.
Z réwnosci z zadania wynika, ze x jest liczba catkowita. Zauwazmy, ze \_’Q—UJ =

lub B—CJ = 221 W zaleznosci od parzystosci liczby z. W szczegdlnosci, dla kazdego
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Podobnie otrzymujemy, ze L%J > — %. Podstawiajac to do rownania

z zadania, otrzymujemy
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Wynika stad, ze z < 23. Podobnie, skoro czes¢ catkowita jest nie wieksza od liczby, to
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wiec x > 0.
Pozostaje sprawdzi¢ liczby 0,1,2,...,23. Okazuje si¢, ze rozwiazaniami sa liczby
0,4,6,8,9,10,13,14,15,17,19, 23.
Rozwigzanie.

Z rownosci z zadania wynika, ze x jest liczba catkowita. Zapiszmy z = 12q + r,
gdzie q,r sa calkowite oraz 0 < r < 11. Réwnanie z zadania zamienia sie na

(6+4+3)g+ EJ + {gJ + EJ =12q +r,

o=r=(lal =[5+ [5))-

Podstawiajac kolejno r = 0,1,...,11, otrzymujemy 12 rozwiazan jak powyzej.

czyli na rownanie

2. Udowodnij, ze jesli liczby a, b, sa dodatnie to
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Rozwigzanie.



Niech x = a + 20 oraz y = b + 2a. Woéwczas

2y —x 20—y
a= , b=
3 3
Zatem
a b a b 2y—x 2zx-—y
+ =—+-=
a+2b b+2a x y 3z 3y
1 2
— (2 ot ) =2 (2 Y
3\ 7 Y 3\y =«
Poniewaz dla dodatnich z,y mamy
Ti¥so
y

wiec
a . b 2 5
a+2b b+2a " 3

Co nalezalo dowiesé.

3. Trojkaty ABC i A'B'C’ sa takie, ze <BAC = <B'A'C’', <BCA = <B'C'A’ oraz
|BC| + |AC| = |B'C'| + |A’C"|. Udowodnij, ze te trojkaty sa przystajace.
Rozwigzanie.

Poniewaz

<BAC = aB'A'C' oraz <BCA=<B'C'A,

to trojkaty ABC i A’B'C" sa podobne (cecha kat—kat). Niech k oznacza skale podo-
bieistwa. Wtedy
|A'C"| =k - |AC), |B'C'| = k- |BC|.

Dodajac powyzsze réwnosci, otrzymujemy
|A'C"| +|B'C'| = k(JAC| + | BCY).
7 zalozenia mamy
|AC| + |BC| = |A'C'| + |B'C|.

Stad
|AC| + |BC| = k(|JAC| + |BC|).

Poniewaz |AC| + |BC| > 0, wiec
k=1.

Skala podobienistwa jest réwna 1, zatem odpowiednie boki sa réwne i trojkaty sa
przystajace:
NABC = NA'B'C'.

4. Udowodnij, ze nie istnieje liczba catkowita n > 2 oraz liczba pierwsza p taka, ze
liczba 2P 4 3P jest n-ta potega liczby catkowite].
Rozwigzanie.



Dla p = 2 liczba 2P + 37 = 13 nie jest n-ta potega liczby catkowitej. Dalej w roz-
wigzaniu zaktadamy, ze p > 2, zatem p jest nieparzysta. Korzystajac z tozsamosci

a" —b" = (a—b)(a" + a2+ Fab" )
wnosimy, ze
W43 =3 — (=2 =5-(3 1 —32.24... —3.2"P 4 2071y,
czyli 5 dzieli 2P + 3P. Rozwazmy liczbe
M=3"1-3"2.24...-3.2072 4 2P
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby catkowitej k£ > 1
F=B-2=(5-2)-(5-2)...-(5—2) =bay + (—1)"- 2%,

gdzie ay jest pewna liczba catkowita.
Wynika stad, ze k-ty sktadnik liczby M jest postaci

(—1)F1 3R 2 = (1) (Bay g 4+ (1) 20 R) 28 = by 4 20

gdzie by jest liczba catkowita. Po zsumowaniu wynika stad, ze M jest suma liczby
podzielnej przez 5 oraz p skladnikow réwnych 2P~ czyli

M =5q+p-2°P71,
Stad wynika, ze
2 43P =25¢+5-p- 2L

Widzimy zatem, ze jesli p # 5, to liczba 2P 4 3 jest podzielna przez 5, ale nie jest
podzielna przez 25. Tym samym nie moze byé¢ potega liczby catkowitej o wyktadniku
> 1. Pozostaje sprawdzi¢ przypadek p = 5. Jednak 2° + 3% = 32 + 243 = 275 = 25 - 11

nie jest potega liczby calkowite;j.



