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Rozwigzania zadan konkursowych - klasy drugie

28 marca 2026 r.

1. Niech N bedzie najmniejsza liczba catkowita dodatnia podzielna przez kazda z liczb 2,4, 6, . . ., 100.
Niech M bedzie najmniejsza liczba catkowita dodatnia podzielng przez kazda z liczb 1, 3,5, ..., 49.
Ile wynosi liczba wymierna N/M? OdpowiedZ uzasadnij.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez py = 2, po = 3, p3 = 5, ..., pr = 97 liczby pierwsze mniejsze od 100. Wtedy
N jest postaci

N =pi*...p,

gdzie ay jest najwieksza liczba taka, Ze istnieje liczba w zbiorze {2,4,...,100} podzielna przez
py¥. Podobnie, liczba M jest postaci

M:plf...pzk

gdzie by, jest najwieksza liczba taka, ze istnieje liczba w zbiorze {1,3,...,49} podzielna przez
i

Zauwazmy, ze by = 0, bo zadna liczba z drugiego zbioru jest niepodzielna przez 2. Podobnie,
a; = 6, bowiem najwieksza potega pojawia sie w liczbie 64.

Twierdzimy, ze a;, = by dla kazdego k > 2. Rzeczywiscie, zalozmy, ze p* dzieli liczbe
n € {2,4,...,100}. Niech n = 2¢-m, gdzie m jest liczba nieparzysta. Skoro py jest nieparzyste,
to py* dzieli m. Ponadto m < n/2 = 50 oraz m jest nieparzyste, wiec m € {1,3,...,49}. To
pokazuje, ze ap < by. W drugg strone, zaldézmy, ze pZ’“ dzieli liczbe m € {1,3,...,49}. Wtedy
liczba 2m réwniez jest podzielna przez pzk i2m € {2,4,...,100}, zatem by < aj. To tacznie
pokazuje, ze ay = by.

Otrzymujemy zatem

N a1—bi, as—bo ag—by, a1—b;

AL <Py =D =2° = 64.

2. Trojkat ostrokatny ABC' wpisany jest w okrag o. Wysokosci tego trojkata opuszczone z wierz-
chotkéw A, B, C, przecinaja okrag o w punktach D, E, F'. Okazuje sie, ze odcinki DE i AB
sa rownolegte oraz odcinki FF' i BC' sa rownolegte. Uzasadnij, ze réwniez odcinki DF i AC' sa
rownolegte.

Rozwigzanie.

Skorzystamy w tym rozwiazaniu z faktu, ze trzy wysokosci w dowolnym tréjkacie przecinajg
sie w jednym punkcie.

Oznaczmy przez H punkt przeciecia wysokosci w trojkacie ABC, zatem punkt H lezy na
odcinkach AD, BE, C'F. Skoro DE i AB sa rownolegle, a prosta F'H jest prostopadta do AB,
to F'H jest tez prostopadita do DE. Podobnie, skoro EF' jest rownolegte do BC, a prosta DH
jest prostopadta do BC', to DH jest tez prostopadta do F'F. To implikuje, ze H jest punktem



przeciecia dwoch wysokosci w trojkacie DEF. 7 powyzszego faktu wynika, ze rowniez trzecia
wysokos¢ przechodzi przez H, czyli prosta EH zawiera wysokos¢ opuszczona z E w trojkacie
DEF. To znaczy, ze EH jest prostopadte do DF i jednoczes$nie, z definicji do AC, zatem AC
1 DF' sa rownolegte.

Sposob 11
Oznaczmy o = <BAC, p = <ABC, v = BCA. Skoro

D lezy na wysokosci opuszczonej z wierzchotka A, to
<DAB = 90 — . Skoro katy <DAB oraz <DEB sa D
oparte na tym samym tuku, to

<DEB = <DAB = 90 — 8.

Skoro E lezy na wysokosci opuszczonej z wierzchotka B, Ja
to <EBA =90 — a. A B

7 zatozenia zadania wynika, ze DFE jest rownolegte do

AB. Zatem katy DEB oraz EBA sa naprzemianlegte,

wiec 90 — =90 — a, stad 5 = a. F

Podobnie wnioskujac, z rownolegtosci EF i BC' otrzymujemy, ze 8 = ~. Zatem trojkat ABC
jest réwnoboczny, a to znaczy, ze i DF i AC' sa réwnolegte.

3. Dla ktorych liczb n zbior {1,2,...,n} mozna rozbi¢ na trzy roztaczne podzbiory o réwnych
sumach liczb w nich wystepujacych? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.
n(n+1)
2
musi by¢ podzielna przez 3. Zauwazmy, ze n musi by¢ postaci 3k lub 3k + 2. Dlan = 3k + 1
suma S — (3k+1)2(3k:+2)

Sprawdzamy przypadki matych wartosci n:

Jesli zbiér ma by¢ podzielony na trzy podzbiory o réwnych sumach, to jego suma S =

nie jest podzielna przez 3.

e n = 2: suma wynosi 3, wiec kazda cze$¢ mialaby sume 1 — niemozliwe,
e n = 3: suma wynosi 6, wiec kazda cze$¢ miataby sume 2 — niemozliwe.
Dla n > 5 warunek jest juz wystarczajacy. Dla n = 5,6,8,9 mamy podzialy:

{1,2,3,4,5} ={1,4} U{2,3} U {5};
{1,2,3,4,6} = {1,6} U{2,5} U {3,4};
{1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,3,8} U {2,4,6} U{5,7};
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {1,5,9} U {2,6,7} U {3, 4, 8}.

Konstrukcje mozna dalej przeprowadzi¢ indukcyjnie: jesli mamy podziat
{1,2,3,...,n} = A, UB,UC,
na sume roztgcznych podzbioréw o réwnych sumach, to zbiory
Ape=A,U{n+1,n+6} Bhis =B, U{n+2n+5} Crre=CrU{n+3,n+4}

daja odpowiedni podzial zbioru {1,2,3,...n,n+1,...,n+ 6}.



4. Dane sa dwie funkcje f(z) = 2z i g(x) = x — 1. Poczatkowo na tablicy zapisana jest liczba
1. W kazdym kroku Anna wykonuje nastepujaca procedure: jesli na tablicy zapisana jest liczba
n, to Anna $ciera ja i zapisuje f(n) lub g(n), wedle wyboru. Uzasadnij, ze istnieje ciag krokow,
po ktorych na tablicy pojawi sie liczba 2026. Jaka jest najmniejsza liczba krokéw, by otrzymac
20267 Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.

Liczbe 2026 mozna otrzymac na przyktad w ten sposob: Anna uzywa 11 razy funkcji f,
otrzymujac na koniec 2!' = 2048. Nastepnie uzywa ona 22 razy funkcji g, by otrzymaé 2026.

By otrzymac najmniejszg liczbe krokéw, musimy doktadniej przyjrzeé sie catemu procesowi.
Gdyby Anna uzywala tylko funkcji f, startujac z 1, otrzymataby po prostu 2*.

Kazde uzycie funkcji g zmniejsza aktualna warto$¢ o 1. Trzeba jednak pamietaé, ze jesli
po takim uzyciu wykonamy jeszcze kilka razy funkcje f, to to ,jodjete 1”7 takze zostanie potem
podwojone.

Zatozmy wiec, ze pewne uzycie funkcji g nastgpito w chwili, gdy do konca catego ztozenia
pozostato jeszcze dokltadnie ¢ uzyé¢ funkeji f. Wtedy to pojedyncze odjecie 1 wptynie na wynik
konicowy nie o 1, lecz o 2!, bo zostanie jeszcze t razy podwojone.

Jesli zatem funkcje g zastosowano kolejno w takich miejscach, ze po odpowiednich uzyciach
pozostawalo jeszcze tq,ts, ..., ts funkcji f, to wynik koricowy jest rowny

oF —ofv ot — | 2b,
Czyli
n=2F- "2k
i=1
Stad
b —p=) 2h
i=1
Prawa strona jest suma poteg dwojki, po jednej za kazde uzycie funkcji g.
W przypadku n = 2026 bierzemy k£ = 11, bo
219 < 2026 < 2.

Wtedy
2t 9026 = 2048 — 2026 = 22 = 16 + 4 + 2 = 2* + 22 + 21,

Dla n = 2026 mamy
210 = 1024 < 2026 < 2048 = 2!,

wiec potrzeba co najmniej k = 11 uzy¢ funkcji f. Ponadto
2048 — 2026 =22 =16 + 4 + 2,

co ma 3 jedynki w zapisie binarnym, wiec potrzeba co najmniej 3 uzy¢ funkeji g.
Zatem
r(2026) = 11 + 3 = 14.

Konstrukcja w 14 krokach:
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