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1. Na tablicy napisano liczby catkowite dodatnie a; < as < ... < a,, tak, ze utworzyly one ciag
geometryczny. Po dopisaniu jednej liczby (w pewnym miejscu, niekoniecznie na koricu) powstat
ciag arytmetyczny. Dla jakich n > 1 jest to mozliwe? OdpowiedZ uzasadnij.
Rozwigzanie.

Dlan = 3 jest to mozliwe: z ciagu geometrycznego 1, 2, 4 mozna utworzy¢ ciag arytmetyczny
1,2, 3, 4. Dla n = 1,2 wystarczy wzia¢ poczatkowe wyrazy tego samego ciagu.

Pokazemy, ze dla n > 4 odpowiednia konstrukcja nie jest mozliwa. Skorzystamy ze znanej
nieréwnosci pomiedzy Srednimi: jesli b < ¢ sa liczbami catkowitymi dodatnimi, to

b;%m. (1)

(Nier6wnos¢ ta jest prawdziwa, bowiem ¢ — Vbe = 1(y/c — vb)? > 0.)
Przypomnijmy, ze jesli ay < axy1 < agio sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, to

Qi1 = L;’““, za$ jesli geometrycznego, to axy1 = \/arars2. Z nieréwnosci (1), wynika, ze nie

jest mozliwe, by ap < agr1 < agio tworzyly jednoczesnie ciag arytmetyczny i geometryczny.

Ta obserwacja pozwala szybko uzyskaé¢ sprzecznosé, jesli n > 5. Istotnie, mamy wtedy ciagi
geometryczne aq, as, az oraz as, a4, as i na mocy uwagi powyzej w kazdy z nich musimy wstawic¢
nowy element, co nie jest mozliwe.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek n = 4. Mamy wtedy podciagi a1, as, as i as, as, as, wiec nowy

az+as

element musimy wstawi¢ pomiedzy ap a as. Niech ten nowy element nazywa si¢ b = 23

Z warunku ciggu arytmetycznego mamy wtedy

7b+a4 as +ay (1)

as 5 > 5 > \/Qo0y4 = a3,

zatem sprzecznosc.

2. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie w punkcie H. Wyznacz miare kata
ACB, jesli wiadomo, ze |CH| = |AB|.

Rozwigzanie.
Oznaczmy przez D, E punkty przeciecia wysokosci opuszczo-

nych z wierzchotkow A, B, odpowiednio, z bokami BC', C'A,
patrz rysunek. Zauwazmy, ze E

<DAB =90° — <ABC = <HCD.

Trojkaty ABD oraz CHD sa rowniez prostokatne, wiec sg
podobne na mocy cechy kat-kat-kat. Z zalozenia wynika, ze
|AB| = |CH|, wiec skala podobieristwa wynosi 1: trojkaty 5 KD C
ABD i CHD sa przystajace.

Wynika stad, ze |[AD| = |C'D|. Trojkat ADC' jest wiec prostokatny rownoramienny, a zatem
<IBCA = 45°.




3. Wykaz, ze istnieje wiecej niz 20262°% trojek roznych liczb catkowitych dodatnich takich, ze
suma dowolnych dwoch sposréd nich jest kwadratem liczby catkowitej dodatniej.
Rozwigzanie.

Szukamy liczb naturalnych a, b, ¢ takich, ze

a+b=p? a+c=¢, b+c=1?

dla pewnych liczb naturalnych p, g, r.
7 tego uktadu otrzymujemy
o P+ — 1
B 2
Wybierzmy dla n > 3

: b

p=2n-—1, q=2n, r=2n+1.
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Sa to rézne liczby naturalne, a ponadto
a+b=(2n—1)% a+c=(2n)% b+c=(2n+1)%

Zatem suma dowolnych dwoch sposrod liczb a, b, ¢ jest kwadratem liczby naturalne;j.
Poniewaz dla kazdego n > 3 otrzymujemy taka trojke, istnieje ich nieskoriczenie wiele.

4. Dany jest trojkat ABC' i dwaj gracze. Pierwszy gracz wybiera punkt X na boku AB, drugi
gracz wybiera punkt Y na boku BC'i w konicu gracz pierwszy wybiera punkt Z na boku AC.
Celem pierwszego gracza jest otrzymanie trojkata XY Z o najwiekszym polu, a celem drugiego
jest otrzymanie trojkata o mozliwie najmniejszym polu. Jakie najwicksze pole moze zapewnic¢
gracz pierwszy? Odpowied? uzasadnij.
Rozwigzanie.

Niech [ XY Z] oznacza pole trojkata XY Z.

Strategia gracza pierwszego: Pierwszy gracz wybiera
punkt X jako érodek odcinka AB. Nastepnie drugi gracz
wybiera pewien punkt Y na boku BC'. Pierwszy gracz
wybiera potem punkt Z jako srodek odcinka AC.

7 twierdzenia Talesa wynika, ze odcinki X Z oraz BC
sa réwnolegle oraz ze punkty A i Y lezg w tej samej
odlegtosci od prostej XZ. Zatem

XY Z] = [XAZ] = }L[ABC].

To pokazuje, ze pierwszy gracz moze zapewni¢ pole %[ABC’] niezaleznie od dzialan drugiego
gracza.



Pozostaje pokazaé, ze nie moze on zapewni¢ sobie wiekszego pola. W tym celu gracz drugi
stosuje nastepujaca strategie wybraé punkt 'Y tak, by odcinek XY byt rownolegty od AC.
Rowniez w tym przypadku z twierdzenia Talesa wynika,
ze wybor punktu Z nie ma znaczenia. W pordéwnaniu
W powyzsza sytuacja musimy jednak wprowadzi¢ para-

metr. Niech
B |AX| B |ICY|

"7 JAB| " |BC|
Niech h bedzie dlugoscia wysokosci opuszczonej z B
w trojkacie ABC. Z twierdzenia Talesa otrzymujemy, ze
Z lezy w odlegtosci (1 —r) - h od prostej XY. Ponadto
z tego samego twierdzenia, | XY| =1 - |AC].

Obliczamy stad, ze

1
(XY Z] :§~(1—r)oh~r'|AC| =(1-7r)-r-[ABC].
Jednakze zachodzi (1 —r) - r < (1 — %) . % = %, zatem gracz drugi moze powstrzymacé gracza
pierwszego przed uzyskaniem wiecej niz 1/4 pola.



