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1. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajace rownanie:

HEHE

gdzie |r| oznacza najwieksza liczbe catkowita k taka, ze k < r. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie. Lewa strona rownania jest liczba catkowita, wiec x jest tez liczba caltko-
wita. Niech ¢,r beda ilorazem i reszta z dzielenia x przez 6, czyli niech x = 6q + r,
gdzie 0 < r < 6. Réwnanie przyjmuje postac

r r
r 9 _J:
{3q+2J+Lq+3 6q + r

Poniewaz dla dowolnej liczby catkowitej m i liczby rzeczywistej a zachodzi réwnosé
|m + a] =m+ |«a], otrzymujemy

o= 3]+l -

.Dlar=20,1,...,5 otrzymujemy nastepujace rozwigzania:

r 0 1 2 3 4 5

g 0 -1 -1 —1 —1 -2
r 0 =5 —4 -3 —2 —7

2. Wyznacz wszystkie pary (p, q) liczb pierwszych spetniajacych rownanie:
p? —2¢° = 17.

Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze para (p, q) = (5, 2) spelnia rozwazane rownanie. Jesli ¢ > 2,
to q, jako liczba pierwsza, jest postaci ¢ = 2k 4 1. Tak wiec

PP =2+ 17=2-(2k +1)> + 17 = 8k? + 8k + 19 = 4(2k> + 2k + 4) + 3.

Jednak p = 2] + 1 dla pewnej liczby naturalnej [, czyli p*> = 41> + 41 + 1. Oznacza to,
ze p? daje reszte 1 z dzielenia przez 4, za$ prawa strona powyzszej rownosci daje reszte
3. Tak wiec (p,q) = (5,2) jest jedyna para spelniajaca rownanie p* — 2¢? = 17. O



3. W trojkacie ABC' kat przy wierzchotku A jest prosty. Punkt D jest srodkiem boku
BC, za$ E jest punktem stycznosci z bokiem BD okregu wpisanego w trojkat ABD.
Jakie sa miary pozostatych katow trojkata ABC, jesli wiadomo, ze E jest srodkiem
odcinka BD? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.

Oznaczmy przez F' i G punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABD z bokami
AD i AB, odpowiednio. Poniewaz E jest srodkiem odcinka BD mamy réwnosci

\DF| = |DE| = |EB| = | BG|.

Poniewaz D jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC mamy rownosé |AD| =
|BD|, czyli |AF|+ |FD| = |DE| + |EB|. Z powyzszych réwnosci wynika, ze |AF| =
|EB|. Ostatecznie

|AB| = |AG| + |GB| = |AF| + |BE| = |AF| + |ED| = |AF| + |DF| = |AD|.
Stad trojkat ABD jest rownoboczny oraz |[<ABC| = 90°, |[<ACB| = 30°.

4. Niech z,y, z,t beda czterema liczbami rzeczywistymi takimi, ze

r+y=z+t oraz |rv—y|<|z—-1t.

Wykaz, ze xy > zt. O]
Rozwigzanie, I sposob. Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zatozyé, ze x < y oraz z < t.

. o . . . r+ zZ+1
7Z zalozen wynika ze przedzialy [z,y] i [z,t] maja wspolny srodek s = Yy _ 5

Rozwazmy liczby dodatnie a = s —x =y —sorazb=s—z=1t—s. Wowczas a < b,
a’? < b? oraz

vy=(s—a)(s+a)=5—a’>>s>—b=(s—b)(s+b) =zt

Rozwigzanie, II sposéb. 7 zalozen wynika, ze | — y|* < |z — t]?, czyli
22+ — 2y < 2% 4+ 17 — 22t

7Z drugiej strony (x +y)? = (2 + t)?, czyli
22 4 y? 4 2zy = 22 + 2 + 22t

Odejmujac stronami od powyzszej nieréwnosci ostatnia rownosé otrzymujemy:

—dry < —4zt, czyli zy > 2t



