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1. Wyznacz wszystkie trojki parami réznych dodatnich liczb catkowitych (k,m,n) dla ktérych
zachodzi nier6wnosé

7
E? +m?+n?® < 5 (k+m+n)
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.
Bez zmniejszania ogdlno$ci mozemy zalozy¢, ze k < m < n. Jesli n = 3, to oczywiscie k = 1

7
im =2 oraz 12+22—|—32:14:§(1+2+3).

Niech dalej n > 4. Mamy tozsamo$é
a\? «a
r? —ar = (x — —) —

a wiec
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Rozwazana nier6wnos¢ jest zatem réwnowazna nastepujace;j
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Poniewaz n > 4, wicc lewa strona powyzszej nieréwnosci jest wicksza od
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Zatem tylko trojka (1,2,3) spelnia nieréwnosé (1). ]

2. W trojkacie ABC punkt D jest srodkiem boku AB, zas punkt F lezy na boku BC i spehia
rownos¢ |BE| = 2|CE|. Wykaz, ze jesli katy <DAFE i <ADC sa rowne, to trojkat ABC' jest
prostokatny.

Rozwigzanie.




Oznaczmy przez G punkt przeciecia AE z C'D oraz przez F $rodek odcinka BE. W trojkacie
ABE odcinek F'D taczy $rodki bokow, wiec jest rownolegly do AE. Poniewaz E jest srodkiem
odcinka CF i DF||[EG punkt G jest srodkiem odcinka C'D. Z zalozenia wynika, ze trojkat
ADG jest rownoramienny, a stad |GA| = |GD| = |GC|. Punkty A, D, C leza wiec na okregu
o srodku G, ktorego srednica jest C'D. Kat <BAC jest zatem prosty. ]

3. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x,y spetniajace uktad réwnan
rT+y=2
(@ +y)(@* +y*) = 4.
Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie, sposéb 1. Przyjmijmy oznaczenie t = zy. Mamy zaleznosci: 22 + y? = (z + y)? —
20y = 4 — 2t oraz 2* + y* = (z +y)(2* — zy + y*) = 2+ (4 — 3t). Drugie rownanie ukladu
7
przyjmuje postac¢ (4 —2t)(8 —6t) = 4, czyli 3t? =10t +7=0. Stad t = 1 lub t = 3 Mamy wiec

dwa uktady réwnan:

lub 7
Ty =1 Ty = g .

Pierwszy uklad, po podstawieniu y = 2 — z, sprowadza si¢ do réwnania (z — 1)? = 0, czyli

{az+y:2 Tty=2

r =y = 1. Drugi uklad sprowadza sie do réwnania x? — 2x + — = 0, ktére nie ma pierwiastkow

rzeczywistych. Ostatecznie jedynym rozwiazaniem rozwazanego uktadu jest z =y = 1.

Rozwigzanie, sposob II. Bezposrednie podstawienie y = 2 — x do drugiego rownania daje réw-
nanie:
(227 — 4x + 4)(62% — 127 + 8) = 4,

a w konsekwencji
3zt — 122% 4 222% — 202 + 7 = 0.

Poniewaz z = 1 jest pierwiastkiem powyzszego rownania wykonujac dzielenie przez z — 1
otrzymujemy rozktad na czynniki:

(z —1)(32° —92° + 132 — 7) = 0.

Zauwazmy, ze x = 1 jest rowniez pierwiastkiem drugiego czynnika, a wiec réwnanie przyjmuje
postac
(x —1)*(32° — 62 +7) = 0.

Tréjmian kwadratowy 322 — 62 + 7 nie ma pierwiastkow rzeczywistych, gdyz 6 —4-3 -7 < 0.
Tak wiec jedynym rzeczywistym pierwiastkiem rozwazanego roéwnania jest ¢ = 1, a zatem
r=y=1

Rozwigzanie, sposob III. Przyjmijmy z =t + 1. Wowczas y = 2 — xz = 1 — t. Zauwazmy, ze
Pyt =@yt —ay+y?) =2(E+ D)+ (E-DE+HD) +(1-1)7) =203+ 1)

oraz
Pyt =t+1)2+ (1 -t =22 +2



Drugie rownanie uktadu przyjmuje zatem postac:
E+ 1B +1) =1

Poniewaz t2+1 > 11 3t> 4+ 1 > 1, powyzsze réwnanie zachodzi tylko dla t = 0. Stad z = y = 1.

4. Niech k bedzie dodatnia liczbg catkowita niepodzielng przez 3. Wykaz, ze dla dowolnej liczby
catkowitej m liczba

(m+1)2+(m+2)%+m+3)*+...+(m+ 9% —1)2+ (m+ 9k)?
nie jest potega liczby calkowitej, tzn. nie jest postaci n!, gdzie n,l sa liczbami calkowitymi
il>1.

Rozwigzanie. Poniewaz mamy tozsamo$ci:

1 D(2n+1
1+2—0—...+n:n<nT+) oraz 12+22+...+n2:n<n+ )6(n+ )

rozwazana w zadaniu suma jest rowna:

S =9km® +2m(1+2+...+9k) + (1* + 2> + ... + (9k)?)
3k(9k 4+ 1)(18k + 1)
2

1
=3 (3km2 + 3km(9k + 1) + §l<;(9lc +1)(18k + 1))

= 9km?* + 9km(9k + 1) +

Z zalozenia wynika, ze liczba w nawiasie jest niepodzielna przez 3. Zatem 3 | S, lecz 32 1 S.
Stad wnosimy, ze S nie jest potega liczby caltkowitej. m

Uwaga. Fakt, ze liczba 12422 +. ..+ (9k)? jest podzielna przez 3 i niepodzielna przez 9 mozna
uzasadnié¢ bez znajomosci sumy kwadratoéw kolejnych liczb naturalnych. Liczba ta jest suma 3k
sktadnikow postaci

(30 +1)2+ (30 +2)% + (3 + 3)% = 27i% + 360 + 14,

gdzie i = 0,1,...,3k — 1. Sktadniki te daja reszte 5 przy dzieleniu przez 9. Stad wynika, ze
rozwazana suma kwadratow jest podzielna przez 3, lecz nie jest podzielna przez 9, bo 9 1 3k - 5.



