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1. Liczby catkowite dodatnie a, b, c sg takie, ze kazda z liczb

a+b b+c a+c

) )

c a b

jest tez catkowita. Udowodnij, ze

6<a+b+b+c+a+c<8'
c a b

Rozwigzanie. Bez zmniejszania og6lnosci mozemy zaltozy¢, ze a < b < c¢. Rozwazmy najpierw

przypadek, gdy a # c¢. Wtedy a + b < 2¢, a wiec ath jest dodatnia liczbg catkowita mniejsza
od 2. Zatem ath =1, czylia+b=c

Poniewaz liczba b Z € _ 262— ¢ + %b jest catkowita, wiec m = %b jest tez catkowita.
7 tych samych powodéw liczba n = -4 jest tez catkowita. Ich iloczyn to mn = 2_a . 2—b =4,

a
wiec albo obie sa rowne 2 albo jedna jest rowna 1, a druga 4. Zatem m + n € {4,5}. Stad

otrzymujemy
a+b b+c a+c 2b+a 2a+Db 20 2a
+ + =1+ + =3+ —+—F—=3+m+nec {78}
c a b a b a b

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy a = b = c¢. Wtedy

a+b b+c a-+c
- +

=2+24+2=06.
c a b

[]

2. W trojkacie ABC' dwusieczna kata <BAC przecina bok BC w punkcie D. Udowodnij, ze
|AD| < \/|AB| - |AC]|.

Rozwigzanie, sposob 1.

C

D

A B

X

Obliczamy, ze |[<ADB| = 180° — |<<ADC| = |<DAC| + |<ACD| > |<ACD|, wigc na odcinku
AB istnieje punkt X taki, ze |[<ACD| = |[<ADX|. W szczegolnosci |AX| < |AB|. Poniewaz
AD jest dwusieczng kata <BAC, trojkaty ADC oraz AX D sa podobne. Mamy wiec

|AD|  |AX]

|AC| — |AD|



Stad otrzymujemy |AD|* = |AC| - |AX| < |AC| - |AB], czyli |AD| < \/|AB| - |AC]. O

Rozwigzanie, sposcb II. Przyjmijmy standardowe oznaczenia: |[<BAC| = «, |AB| = ¢, |BC| =
a, |AC| = b. Niech |AD| = d oraz |CD| = x. Zauwazmy, ze dowodzona nier6wnosé¢ jest
prawdziwa gdy b = ¢ (tzn. dla trojkata rownoramiennego). Dalej bedziemy zaktadac, ze b # c.
7 twierdzenia o dwusiecznej w trojkacie otrzymujemy

|AC|  |AB| . b c
= czyli — = :
icD| —1BD] Y T a—a
) ab ac . . . ,
Stad obliczamy |CD| = = = oraz |BD| = a —z = . Z twierdzenia cosinusow
b+c b+c

zastosowanego do trojkatow ADC' i ADB wynika, ze

a dF+V -2 P+ (a—1)
cos — = =
2 2bd 2cd ’

czyli
c(d® +b* — %) = b(d* +* — (a — 1)?).

Podstawiajac obliczong warto$¢ x, po przeksztatceniach (z uwzglednieniem zatozenia b # ¢),

o be[(b+¢)?—a®] B a?
o e ()

Stad wynika nieréwnosé d? < be. O

otrzymujemy

Rozwigzanie, sposob I1I Poniewaz pole trojkata ABC' jest suma poél trojkatow ABD i AC'D
mamy réwnosc:
1

1
Ebcsina = §cdsin% + ibdsin %.

Q@ Q@
Korzystajac z tozsamosci sin a = 2sin 5 cos 5 otrzymujemy

2bc cos % = bd + cd.

o} ) . o Do . o .
cos 5 Poniewaz 0 < 5 < 90° zachodzi nieréwnosé 0 < cos 5 < 1, wiec

2be
Stad d =
% b+c

Vi
db+—\/_( )/2\/_

W ostatnim kroku skorzystaliSmy z nieréwnosci miedzy srednimi arytmetyczna i geometryczna,

€ Ve 0

czyli

7

3. Niech n > 1 bedzie dang liczba naturalng. W kwadraty D wpisujemy znak “+” lub “—
Wykaz, ze jest co najmniej 2! sposobéw wpisania znakéw tak, ze otrzymujemy prawdziwa

L2 13 ][ ]» -

nier6wnoscé

Dla jakich n liczba tych sposobow jest wicksza od 2"~1? Odpowiedz uzasadnij.



Rozwigzanie.
Uktad znakéw dla ktorego otrzymujemy prawdziwa nieréwnosé nazwiemy uktadem popraw-
nym. Wzorzec nierownosci z zadania mozemy zapisa¢ w postaci:

(12 ]3] ]...[ (-1

Dl > 1.

Rozwazmy licznik utamka z lewej strony:

CJL ]2 13[ ][ Jta—1) (1)

7

Liczba sposobow wpisania znakow “+7 lub “—” w powyzsze kwadraty (ktorych jest n — 1)
jest réwna 2"!. Zauwazmy, ze dla dowolnego ukladu znakéw “+” lub “—” w (1) w ostatnim
kwadracie mozna dobra¢ znak tak by rozwazana nieréwnos¢ byta prawdziwa. Jesli bowiem liczba
otrzymana w (1) jest nieujemna, to w ostatnim kwadracie mozemy wpisa¢ “+”, a otrzymany
uktad bedzie poprawny. Jesli liczba w (1) jest niedodatnia, to w ostatnim kwadracie mozemy

114

wpisa¢ “—". Stad wida¢, ze liczba uktadéw poprawnych jest co najmniej réwna liczbie sposobow
wpisania znakéw “+7 lub “—” w (1), a wiec 2"~ 1. W szczegolnoscei, jesli w (1) mozna otrzymac

zero, to liczba poprawnych uktadow przekracza 27 1.

Zauwazmy, ze dla n = 2 mamy prawdziwg nieréwnosé¢ w dwoch przypadkach; gdy w kwadraty
wpisujemy dwa plusy lub dwa minusy. Rowniez dla n = 3 mamy dokladnie potowe poprawnych
uktadow (tzn. cztery). Odpowiadaja im nastepujace ciagi kolejnych znakow: — — — — + —,
+—+ oraz ++-+. W pozostaltych czterech uktadach znakéw otrzymujemy nieréwnosci fatszywe.

Udowodnimy, ze liczba poprawnych uktadéw jest wicksza od 2"~! dla wszystkich liczb calko-
witych n > 4.

Gdy n =4 1lubn =5, to w (1) mozna otrzymac zero, gdyz np. 1+2—3 =0oraz 1 —2—-3+4 =
0. Zatem, na podstawie powyzszych uwag, w tych przypadkach liczba poprawnych uktadow
przekracza 2" 1.

Zauwazmy, ze jesli n > 5, to

(n—1)n

142+...+(n—1)= 5

> 2n.

Tak wiec, jesli w (1) wpiszemy w kazdym kwadracie “4”, to w ostatnim kwadracie mozemy
wpisa¢ zarowno “—" jak i “4”. Rzeczywiscie, zachodza nieréwnosci

1+24+...4(n—=1)]—n>n oraz [1+2+...+(n—1)]+n > 3n.

Tak wiec liczba poprawnych uktadow jest wicksza od 2"~ dla n > 4. O

4. W nieskoniczonym ciagu arytmetycznym
a, a+r, a+2r, ..., a+nr, ...

a
gdzie r # 0, pewne trzy (niekoniecznie kolejne) wyrazy tworza ciag geometryczny. Wykaz, ze —
r

jest liczba wymierna.



Rozwigzanie. Jesli a = 0, to liczba % = 0 jest wymierna. Dalej zaktadamy, ze a # 0. Przypus¢my,
ze istnieja nieujemne liczby catkowite k < m < n takie, ze liczby a + kr, a +mr, a + nr tworza

ciag geometryczny. Wowczas

(a+mr)? = (a+ kr)(a+ nr).
Stad a® + 2amr + m?*r? = a* + anr + akr + mnr?, czyli

a(k +n —2m) = r(m? — nk).

Gdyby obie strony powyzszej rownosci byly réwne 0, mielibyémy: k& +n = 2m oraz m? = kn.
Wowcezas
(k—n)* = (k+n)*—4kn = (2m)* —4m* = 0,

wiec k = n, wbrew zalozeniu. Zatem k +n — 2m # 0, wiec

a m? — nk
r  k+4+n-—2m

jest wymierna. O



