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Zadanie 1.

Zadanie 2.

Zadanie 3.

Zadanie 4.

1. KOMBINATORYKA

W turnieju szachowym uczestniczy 30 zawodnikéw (gra kazdy z kazdym jedna partie).
Wykazaé, ze w dowolnej chwili trwania turnieju pewnych dwdéch szachistow rozegrato
tyle samo partii.

Rozwigzanie.

Jesli w danej chwili pewien zawodnik nie rozegrat zadnej partii, to liczba partii roze-
granych przez kazdego z zawodnikéw nalezy do zbioru 29-elementowego {0, 1, 2, ..., 28}.
Zawodnikow jest trzydziestu, wiec pewnych dwdch rozegrato te sama liczbe partii.
Podobnie, jesli kazdy z zawodnikéw rozegral przynajmniej jedna partie, to liczba
partii rozegranych przez kazdego z trzydziestu zawodnikéw nalezy do zbioru 29-
elementowego {1,2,...,28,29}. W tym przypadku réwniez znajda sie przynajmniej
dwaj zawodnicy, ktérzy rozegrali te sama liczbe partii. O
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Wykazaé, ze wsréd dowolnych 101 liczb catkowitych istnieja dwie ktorych réznica jest
podzielna przez 100.

Rozwiqzanie

Wsréd dowolnych 101 liczb catkowitych istnieja przynajmniej dwie dajace taka sama
reszte z dzielenia przez 100, bo wszyskich mozliwych reszt jest 100. Roéznica tych
liczb jest podzielna przez 100. 0

W kazdym sposrdod 500 koszy znajduja sie jablka, przy czym w koszu miesci sie nie
wiecej niz 240 jablek. Wykaza¢, ze w przynajmniej trzech koszach jest taka sama
liczba jabtek.

Rozwiqzanie

Powiemy, ze dwa kosze sa tego samego typu, jesli znajduje sie w nich taka sama liczba
jablek. 7 zalozen wynika, ze mamy co najwyzej 240 typéw koszy. Gdyby bylo co
najwyzej dwa kosze kazdego typu, to tacznie mielibysSmy co najwyzej 2 x 240 = 480
koszy. Stad wynika, ze musza istnie¢ przynajmniej trzy kosze tego samego typu. U

Xk ok

W trzydziestoosobowej klasie 20 uczniow uczy sie jezyka angielskiego, 14 niemieckiego
oraz 10 francuskiego. Zadne dziecko nie uczy sie wszystkich trzech jezykéw, a oSmioro
nie uczy sie zadnego z tych jezykéw. Ilu uczniéw uczy sie zaréwno jezyka niemieckiego
jak i francuskiego?

Rozwiqzanie

Oznaczmy przez A, F, N zbiory, ktérych elementami sa odpowiednio uczniowie uczacy
sie jezyka angielskiego, francuskiego oraz niemieckiego. Z zalozen wynika, ze |A U
FUN| =22oraz |AN FNN| =0 (przez | X| oznaczamy liczbe elementéw zbioru
X). Z zaleznosci (zwanej zasada wlaczen i wylaczen)

JAUFUN|=|A|+|F|+|N|—-|ANF|—|ANN|—|FNN|+|[ANFNN|

[sprébuj ja uzasadni¢!] wynika, ze |[ANF|+|ANN|+|FNN|=20+10+14—-22 = 22.
Z drugiej strony zbiory AN F, AN N, FFN N sa parami rozlaczne oraz zawarte w



zbiorze 22-elementowym A U F'U N. Stad wnosimy, ze
(ANF)UANN)U(FNN)=AUFUN,

czyli kazdy uczen uczacy sie jakiegos z jezykéw uczy sie dokladnie dwéch jezykow.
Tak wiec 20 = |A| = |[ANF|+|AN N| oraz |[FNN| =22 —20 = 2. O
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Zadanie 5. Wewnatrz kwadratu o boku 1 umieszczono pewna ilos¢ okregéw o sumie obwodow
rownej 10. Wykazaé, ze istnieje prosta przecinajaca przynajmniej 4 okregi.

Rozwiqzanie

Niech A, B,C, D beda kolejnymi wierzchotkami kwadratu oraz di,ds,...,d, beda
dlugos$ciami $rednic okregow. Mamy rownos$é¢ wdy; + wdy + - -+ + wd,, = 10. Stad
di +dy +---+d, = 10/ > 3. Rozwazmy rzuty prostopadle okregéw na bok AB
kwadratu (wzdluz boku AD). Rzuty te wyznaczaja na boku AB rodzine odcinkéw o
tacznej dtugosci dy+dy+- - -+d,, > 3. Stad wnosimy, ze pewien punkt X boku AB jest
nakryty przynajmniej czterema odcinkami. Prosta prostopadia do AB przechodzaca
przez X przecina oczywiscie te okregi (jest ich przynajmniej 4), ktérych rzuty na bok
AB zawieraja punkt X. O

Zadanie 6. Ile réznych (nieuporzadkowanych) par roztacznych podzbioréw posiada zbiér sktadajacy
sie z 2003 elementow?

Rozwigzanie

Niech X = {x1,29,..., 22003} bedzie danym zbiorem skladajacym sie z 2003 ele-
mentéw. Zauwazmy, ze kazda para uporzadkowana (A, B) roztacznych podzbioréw
zbioru X wyznacza jednoznacznie tréjke uporzadkowana (A, B, C') parami roztacznych
podzbioréw, gdzie C = X \ (A U B) jest dopemieniem podzbioru A U B (czyli
AUBUC = X). Aby wyznaczy¢ liczbe takich uporzadkowanych tréjek zauwazmy,
ze kazdy element x; nalezy do doktadnie jednego ze zbioréw A, B lub C. Stad widac,
ze takich tréjek jest tyle ile ciagéw 2003-wyrazowych o wyrazach A, B lub C, a wiec
32903, [Kazdemu elementowi x; przyporzadkowujemy jedna z liter A, B lub C.] Dwie
tréjki uporzadkowane (A, B, C') oraz (B, A, C'), gdzie przynajmniej jeden ze zbiorow
A lub B jest niepusty wyznaczaja te sama pare (nieuporzadkowana) rozlacznych
podzbioréw zbioru X. Zatem liczba takich par jest réwna
32003 -1 32003 + 1

1=
2 * 2

Zadanie 7. Wewnatrz tréjkata réwnobocznego o boku 1 wybrano pie¢ punktéw. Wykazac, ze
odlegtosé miedzy pewnymi dwoma punktami jest mniejsza od 1/2.

Rozwiqzanie

Oznaczmy przez A, B, C' wierzcholki rozwazanego trojkata rownobocznego oraz przez
K, L, M srodki jego bokow. Laczac punkty K, L, M odcinkami otrzymujemy podziat
tréjkata ABC' na cztery tréjkaty réwnoboczne o boku 1/2 kazdy. Wtedy przynaj-
mniej dwa sposréd wybranych punktéw naleza do jednego z mniejszych tréjkatow.
Poniewaz wybrane punkty nie leza na brzegu tréjkata ABC, wiec zaden z tych



Zadanie 8.

Zadanie 9.

Zadanie 10*.
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dwoch punktow nie jest wierzchotkiem mniejszego trojkata. Stad wynika, ze od-
legto$¢ miedzy nimi jest mniejsza od 1/2. O
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Czy szachownice 10 x 10 mozna pokry¢ 25 jednakowymi ptytkami w ksztalcie:
a) prostokata rozmiaréw 1 x 47
b) litery T skladajacej sie z czterech kwadratéw 1 x 17
c) litery L sktadajacej sie z czterech kwadratéw 1 x 17

Rozwigzanie

Do kazdej z czesci zadania rozwazymy inne kolorowanie pél szachownicy.

maman

/m/m m/n R .

m7m/AanAm. %Ifl/l
7/’ 7mmm
m7m/AanAm. mmm
7/’ mmm
l%l%-%l%-% mmm
//’m/A mmm
I%I/l/l/!% mmm
/m//n A 7/

b) <)

W przypadku a) kazda plytka nakrywa cztery pola pomalowane dwoma kolorami,
przy czym po dwa pola tego samego koloru. Wynika stad, ze gdyby istnialo pokrycie
calej szachownicy, to pltytki nakrylyby parzysta liczbe pol kazdego koloru. Jednak w
tym przypadku na szachownicy mamy po 25 pél kazdego koloru.

W przypadkach b) i ¢) pola szachownicy pokolorowane sa dwoma kolorami, przy
czym liczba pol kazdego z koloréw jest parzysta. Jednak kazda z plytek nakrywa
nieparzysta liczbe pol tego samego koloru. Do pokrycia calej szachownicy potrzeba
25 plytek. Stad wynika, ze w kazdym z przypadkéw b) i ¢) nie istnieja zadane
pokrycia. O

Na ile sposobéw mozna wybra¢ m + n kul sposréd 2m jednakowych kul biatych i 2n
jednakowych kul czarnych?

Rozwiqzanie

Zatézmy, ze m < n. Wtedy 2m < m +n < 2n. Rozwazmy dowolny uktad zlozony
z m + n kul i niech b oraz ¢ oznaczaja odpowiednio ilos¢ kul biatych i czarnych w
tym uktadzie. Wtedy b + ¢ = m + n oraz b moze przyjmowaé¢ wartosci ze zbioru
{0,1,...,2m}. Ponadto, jesli 0 < b < 2m,tom+n—>b < m+n < 2n, a wiec
istnieje uktad ztozony z b kul bialych i m +n — b kul czarnych. Mamy zatem 2m + 1
wszystkich mozliwych ukladéw. Podobnie rozumujemy, gdy n < m. Ostateczna
odpowiedz mozemy podaé¢ w postaci 2k + 1, gdzie k = min{m,n}. O

X 3k ok

Na konkurs matematyczny przybylo n uczniéw. Sa wsrod nich osoby znajace sie
wzajemnie, przy czym kazde dwie osoby znajace sie nie maja wspélnych znajomych
oraz kazde dwie osoby nie znajace sie maja dokladnie dwoch wspdélnych znajomych.
Wykaza¢, ze kazdy z uczniow ma taka sama liczbe znajomych wsrod uczestnikow
konkursu.



Rozwiqzanie

Rozwazmy dwie osoby A i B znajace sie. Niech Ay, Ay,..., A; oraz By, B, ..., B,
beda wszystkimi znajomymi A i B, odpowiednio. Zgodnie z zalozeniem, zbiory
{A1, Ay, ... A} oraz {By, B, ..., By} sa rozlaczne. Dla dowolnej liczby natural-
nej ¢ < [, osoby B i A; nie znaja sie, a wiec maja doktadnie dwéch wspdlnych
znajomych. Jedna z nich jest osoba A. Druga musi by¢ jedna sposréd znajomych
osoby B, a wiec By dla pewnej liczby naturalnej k(i) < m. Udowodnimy, ze jesli
i # j, to k(i) # k(j). Istotnie, jesli k(z) = k(j), to osoby A oraz By(; maja trzech
wspolnych znajomych: B, A; oraz A;, co jest niemozliwe, bo przeciez A i By;) nie
znaja sie. Tak wiec liczby k(1),k(2),...,k(l) sa parami rézne i naleza do zbioru
{1,2,...,m}. Stad wynika, ze I < m. Analogicznie dowodzimy, ze m < [ (rozwazajac
pary oséb A i B;). Ostatecznie m = [.

Niech teraz C'i D beda dowolnymi osobami nie znajacymi sie. Zgodnie z zalozeniem
maja one doktadnie dwoéch wspélnych znajomych: E i F. Rozwazajac pary oséb
znajacych sie: C'i F oraz D i E oraz korzystajac z udowodnionego wyzej przypadku
stwierdzamy, ze osoby C, E oraz D maja taka sama liczbe znajomych. 0

* %k %



Zadanie 11.

Zadanie 12.

Zadanie 13.

2. ZADANIA ARYTMETYCZNE

Wykazaé, ze jesli p > 3 jest liczba pierwsza, to liczba p? — 1 dzieli sie przez 24.
Rozwiqzanie

Poniewaz p > 3, wiec p jako liczba niepodzielna przez 3 daje reszte 1 lub 2 z dzielenia
przez 3. Oznacza to, ze jedna z liczb p+1 lub p—1 jest podzielna przez 3, czyli p?—1 =
(p+1)(p—1) dzieli sie przez 3. Liczby p— 11 p+1 sa kolejnymi liczbami parzystymi,
wiec kazda z nich jest podzielna przez 2 i doktadnie jedna przez 4. Ostatecznie p? — 1
dzieli sie przez 3 oraz 8, a wiec przez 24. 0

) 3k %k

a) Wykazaé, ze jesli z,y sa liczbami catkowitymi oraz 3 dzieli 2 + y2, to liczby x i
y sa podzielne przez 3.
b) Wyznaczy¢ wszystkie liczby caltkowite x,y, z speliajace réwnanie 22 + y* = 322

Rozwigzanie

a) Poniewaz (3k + 1)? = 3(3k* + 2k) + 1 oraz (3k +2)* = 3(3k* + 4k + 1) + 1, wiec
kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 3 moze dawacé reszte 0 lub 1. Stad z
tatwodcia wnioskujemy, ze liczba 22 + y? przy dzieleniu przez trzy daje reszte reszte
zero tylko w przypadku, gdy reszte zero daja liczby 2 i y%. Zatem liczby x i y sa
podzielne przez 3.

b) Oczywiscie liczby © = y = z = 0 speliaja réwnanie. Przypu$émy teraz, ze tréjka
(x,v, 2) liczb calkowitych, nie wszystkich réwnych zero, spelia réwnanie z? + y* =
322, Bez zmniejszania ogdélnosci mozemy zatozyé¢, ze x # 0. Wérédd wszystkich
takich tréjek wybierzmy taka, ze liczba |z| jest najmniejsza. Z czesdci a) wynika, ze
xr = 3x1, y = 3y; dla pewnych liczb caltkowitych x1,y;. Podstawiajac do réwnania
otrzymujemy 927 + 9y? = 322. Stad 3(x? + y?) = 22, czyli 2 = 32; dla pewnej liczby
catkowitej z;. Uwzgledniajac to w ostatnim réwnaniu, otrzymujemy z? + y? = 322.

Tréjka (21,91, 21) spehia nasze réwnanie, lecz |1 = 5|2| < |z|, whrew wyborowi

tréjki (x,y, z). Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze jedynym rozwiazaniem réwnania

w liczbach catkowitych jest z =y =2 = 0. 0J
k sk ok

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n® — n jest podzielna przez
120.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze n° —n = (n — 1)n(n + 1)(n® + 1) oraz 120 = 3 - 5- 8. Wsréd kolejnych
trzech liczb catkowitych dokladnie jedna jest podzielna przez 3, wiec 3 dzieli n® —n
dla dowolnej liczby n € N. Niech teraz n = 5k+r, gdzie r € {0,1,2,3,4} oraz k € N.
Jesli r = 0,1 lub 4, to odpowiednio liczby n, n — 1 oraz n + 1 sa podzielne przez 5.
Jesli za r = 2 lub 3, to liczba n? + 1 jest podzielna przez 5. Stad dla dowolnej liczby
naturalnej n liczba n® — n jest podzielna przez 5. W koncu zauwazmy, ze jesli n jest
liczba parzysta to liczby n — 1, n + 1 oraz n? + 1 sa nieparzyste, a wiec n®> — n jest
podzielna przez 8 tylko wtedy, gdy n jest wielokrotnoscia 8. Jesli zas n jest liczba
nieparzysta, to n — 1, n 4+ 1 oraz n? + 1 sa parzyste a wiec n® — n dzieli sie przez 8.
Ostatecznie 120 dzieli liczbe n® —n jedli n jest liczba nieparzysta lub wielokrotnoscia
liczby 8. 0
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Zadanie 14.

Zadanie 15.

Zadanie 16.

Zadanie 17.

a) Czy liczba postaci 4k + 3 (k € N) moze byé¢ przedstawiona w postaci sumy
kwadratéw dwoch liczb catkowitych?

b) Wykazaé, ze jesli kazda z liczb a, b jest suma kwadratéw dwéch liczb catkowitych,
to ab jest takze suma kwadratow dwoéch liczb catkowitych.

Rozwiqzanie

a) Podobnie jak w zadaniu 12 mozna wykazac, ze reszta z dzielenia przez 4 kwadratu
liczby calkowitej moze byé réwna 0 lub 1. Stad reszta z dzielenia przez 4 liczby 22 +y?
moze by¢ réwna 0, 1 lub 2.

b) Wystarczy zauwazy¢, ze zachodzi nastepujaca tozsamosé:

(2% + ) (22 + 1) = (vz — yt)* + (at + y2)*

Suma cyfr liczby trzycyfrowej A jest rowna 7. Wykazaé, ze 7 dzieli A wtedy i tylko
wtedy, gdy A ma rowne cyfry dziesiatek i jednosci.

Rozwigzanie

Niech A = abc = 100a+10b+ ¢ bedzie liczba trzycyfrowa taka, ze a+b+c = 7. Wtedy
2a+2b+2c = 14 oraz A — 14 = 100a + 100+ ¢ — 2a — 2b — 2¢ = 7(14a + b) + (b — ¢).
Stad A jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 7 dzieli b—c. Jednak z zalozen
wynika, iz 0 < b, ¢ < 6, a wiec b — ¢ dzieli sie przez 7 tylko wtedy, gdy b = c. O

* 3k ok

Na ile sposobéw mozna przedstawi¢ liczbe 2003 w postaci sumy pewnej ilodci kolej-
nych liczb naturalnych?

Rozwigzanie
Rozwazmy k kolejnych liczb naturalnych n,n+1,...,n 4+ k — 1 takich, ze
n+n+1)+---+(n+k—1)=2003.

Zauwazmy, ze przestawiajac kolejnos¢ skladnikéw w lewej stronie ostatniej réwnosci
otrzymujemy n+(n+1)+---+(n+k—1) = (n+n+---+n)+1+2+---+(k—1)) =

nk+ k(k; D — k(%;k_l) . Zadanie sprowadza si¢ zatem do wyznaczenia wszystkich liczb
naturalnych k,n spehliajacych réwnanie

k(2 E—1

("+) — 2003.

Liczba 2003 jest jednak pierwsza (co mozna sprawdzi¢ bezposrednio). Poniewaz
k > 1 oraz jedna z liczb g, 2”+Tk_1 jest catkowita, z powyzszej rownosci otrzymujemy,
ze albo g =1i2n+k—1=2003, albo k£ = 2003 i 2”+Tk_1 = 1. W drugim przypadku
otrzymujemy ujemna wartosé¢ n. Ostatecznie k = 2 i jedynym przedstawieniem liczby
2003 w postaci sumy kolejnych liczb naturalnych jest 2003 = 1001 + 1002. 0

X 3k ok

Wykazaé¢, ze jesli a,b sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, to réwnanie
ax + by = ab nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych x, y.



Zadanie 18.

Zadanie 19.

Rozwiqzanie
Zalézmy, ze liczby naturalne x, y spelniaja rownanie ax + by = ab. Wtedy
a(b — x) = by oraz b(a — y) = ax.

Poniewaz liczby a, b sa wzglednie pierwsze, wiec z powyzszych rownosci wynika ko-
lejno, ze a dzieli y oraz b dzieli z. Ogznacza to, ze y > a oraz x > b. Tak wiec
ax+by > ab+ba = 2ab > ab. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze réwnanie axz+by = ab
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych. 0

% 3k %

Rozwiaza¢ w liczbach calkowitych réwnania:
a) ry =z +y,

b) 6x2 + by* = 74,

c) o3+ 23 + 42° = 6xyz.

Rozwiqzanie

a) Rozwazane réwnanie mozna napisa¢ w postaci (x — 1)(y — 1) = 1. Stad wynika,
zealboxr—1=1iy—1=1,alboxr—1=—-1iy—1= —1. Otrzymujemy zatem
dwa rozwiazania z =y =2 lub x =y = 0.

b) Réwnanie mozna przeksztatci¢ do postaci 6(x* — 4) = 5(10 — y?). Stad wida¢, ze
liczby 22 — 4 oraz 10 — 3? sa tych samych znakéw oraz 5 dzieli 22 —4 i 6 dzieli 10 — /2.
W przypadku gdy z? —4 > 0 mamy 10 —y? > 0, czyli y* < 10. Stad y* € {0,1,4,9}.
Wtedy liczba 10 — y? jest podzielna przez 6 tylko dla y? = 4, czyliy = —2 lub y = 2.
Z tatwoscia obliczamy, ze w tej sytuacji x = —3 lub « = 3. Pozostaje do rozpatrzenia
przypadek, gdy 22 — 4 < 0. Wtedy jednak 5 nie dzieli 22 — 4. Ostatecznie mamy

cztery rozwiazania: r=-3 b 477 -3 ub 47 3 b 477 3
y=—2 Yy =2 y=—2 Yy =2.

c) Zauwazmy, ze jesli tréjka (z,y, z) liczb catkowitych spehia réwnanie z3 + 2y3 +
423 = 6xyz, to x jest liczba parzysta. Podstawiajac # = 21 otrzymamy 43 + 3> +
223 = 6x,1y2. Stad widaé, Ze y jest liczba parzysta i podstawiajac y = 2y; otrzymamy
223 + 43 + 23 = 61y, 2. Zatem liczba z tez jest parzysta i po podstawieniu z = 22
otrzymujemy x3 + 2y3 + 423 = 6x1y,21. Wykazalismy zatem, ze jesli tréjka (z,vy, 2)
spelia réwnanie 23 + 2y3 + 423 = 6xzyz, to wszystkie liczby z,y, 2 sa parzyste i
oczywiscie tréjka (3,4, 5) speia réwniez to réwnanie. To samo mozna powiedzie¢
o ostatniej trojce liczb. Kontynuujac rozumowanie stwierdzamy, ze liczby x,y, z sa
podzielne przez dowolnie wielka potege dwdjki. Stad wynika oczywiscie, iz jedynym
rozwiazaniem jest tréjka (0,0,0). O]

) 3k %k

Liczba A zapisana w systemie siddemkowym ma trzy cyfry, za$ zapisana w systemie
dziewiatkowym ma te same trzy cyfry, ale wystepuja one przeciwnym porzadku. Jaka
to liczba?

Rozwigzanie

Mamy A=a-7*+b-T+c=c-92+b-9+a, dla pewnych a,b,c € {0,1,2,3,4,5,6}.
Stad otrzymujemy 40c+b = 24a, czyli b jako liczba podzielna przez 8 musi by¢ rowna
zeru. Tak wiec be = 3a, a po uwzglednieniu ograniczen otrzymujemy a = 5, ¢ = 3.
Ostatecznie A=5-72+0-7+3=3-92+0-9+ 5 = 248. O

X %k ok
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Zadanie 20*. Wykaza¢, ze istnieje 100-cyfrowa liczba podzielna przez

2100w zapisie dziesietnym
ktorej wystepuja tylko cyfry 11 2.

Rozwigzanie

I sposob. Udowodnimy, ze jesli A = G,aG,_1...0a%...a109 jest dowolna liczba natu-
ralng i pewna jej cyfra a; jest rézna od 11 2, to do A mozna doda¢ liczbe postaci
m - 219 taka, ze liczba A = A +m - 21% jest postaci:

blbl—l e 16Lk_1 ...a10ag lub blbl—l e 2ak_1 ... a10agp.

Tak wiec do A mozna dodaé pewna wielokrotnosé liczby 2'°° tak, aby A miala iden-
tyczne jak A cyfry do pozycji k-tej (liczac z prawej strony) i (k + 1)-sza cyfre réwna
1 lub 2. Cyfra jednosci potegi dwdéjki moze by¢ 2,4, 8 lub 6. Z latwoscia zauwazamy,
ze cyframi jednodci liczb 2100, 21012102 9103 ga odpowiednio 6,2,4,8. Stad widaé,
ze przyjmujac za m jedna z czterech wartosci: 10%,2 - 10% 4 - 10%, lub 8 - 10* jako
(k 4 1)-sza cyfre w liczbie A mozna uzyskaé¢ jedynke, jesli a; jest nieparzysta oraz
dwojke, jesli a; jest parzysta. Poniewaz dodawana liczba konczy sie k zerami, wiec
liczby A i A maja takie same ostatnie cyfry do k-tej wlacznie.

Z udowodnionej wtasnosci wynika, ze istnieje liczba B = by ... b1gobgg . .. b1by po-
dzielna przez 2'%° ktérej kazda z ostatnich 100 cyfr jest réwna 1 lub 2 (procedure
dodawania wielokrotnosci 2'%° mozemy rozpocza¢ np. od A = 219). Wtedy

bgg...blbo =B — 10100'65...17100
jest poszukiwana liczba 100 cyfrowa.

11 sposob. Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje n-cyfrowa
liczba A,, podzielna przez 2™ w ktorej zapisie dziesietnym wystepuja wylacznie cyfry
1 lub 2. Z latwoscia zauwazamy, ze A = 21 Ay = 12 spehiaja nasze twierdzenie dla
n = 1,2 . Podamy metode konstruowania liczby A, .1 przy pomocy liczby A,. Niech
A, =m - 2" Przyjmijmy
10"+ A, jesli m =2k + 1,
T 2.10m 4+ A, jedli m o= 2k,

Z okreslenia wynika, ze liczba A, powstaje przez dopisanie do A, z lewej strony
cyfry 1 lub 2, a wiec jest liczba (n + 1)-cyfrowa. Ponadto w przypadku, gdy m = 2k
mamy A, = 210" + A, = 2" . (5" + k). Natomiast jedli m = 2k + 1, to
Apir = 10"+ (2k+ 1) - 2" = 2" - (5" + 2k + 1). Oczywiscie 5™ + 2k + 1 jest liczba
parzysta, a wiec 2"t jest dzielnikiem A, ;. To koniczy dowdd. O

* %k %



Zadanie 21.

Zadanie 22.
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3. FUNKCJE, WIELOMIANY, ROWNANIA I NIEROWNOSCI

Wyznaczyé a,b tak aby wielomian z* + 2° + 222 + az + b byl kwadratem innego
wielomianu.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze
(A2z? + Bz + C)? = A%z* + 2ABa2® + (2AC + B2 + 2BCx + C?.
Nalezy wiec dobra¢ A, B, C,a,b tak aby
(A% =1
2AB =1
{2AC + B* =2
2BC =a
(C% =b.

Z tatwoscia obliczamy: A = +1, B = :l:%, C = :I:% oraz a = %,b = ‘61—2. OJ

* 3k ok

Wykazaé, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢, x,y, 2 zachodza nieréwnosci:

a) %—i—bz—i—cQ > ab — ac + 2bc,

b) a? 4+ b* + ¢* > ab + ac + be,

c) a®+b*+c® < 2(ab+ ac+ be), gdzie a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw tréjkata. Czy ta
nierownos¢é jest prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢?

d) Va2 +02+ 2+ a2+ 2+ 22> /(a+2)2+ (b+y)2+ (c+ 2)2

Rozwigzanie

a) Wystarczy zauwazy¢, ze

a 2 g2
0< <§—b+c> :Z+62+cz—ab+ac—2bc.

b) Nier6wnos$é¢ wynika stad, ze
1
0< 5 [(a =0+ (b—c)*+ (c—a)’] =

=a?>+ b+ —ab—be — ac.

c) Liczby a, b, ¢ sa dlugo$ciami bokéw tréjkata, wieca+b—c¢ >0, a+c—b > 0 oraz
b+ c—a > 0. Stad otrzymujemy

O0<a(b+c—a)+blatc—b)+cla+b—c)=
= 2ab + 2ac + 2bc — a® — b* — 2,

czyli a® + b? + ¢® < 2ab + 2ac + 2be. Nieréwnosé ta nie zachodzi dla dowolnych liczb
dodatnich. Wystarczy rozwazy¢ na przyklad a = b =1 oraz ¢ = 5.

d) Rozwazana nieréwnosé jest réwnowazna nastepujacej

ar 4+ by +cz < Va2 + 02+ 22 +y2 + 22

Otrzymujemy ja przez obustronne podniesienie pierwszej do kwadratu i redukcje
wyrazéw podobnych. Kladac A = a®>+b?+c?, B = ax+by+cz oraz C = 22 +y* + 22
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Zadanie 23.

Zadanie 24.

wystarczy wykazaé, ze B?> < AC. Mozemy zalozy¢, ze A > 0 (przypadek A = 0 jest
oczywisty). Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej t:

0< (at+z)*+ (bt +y)*+ (ct+2)* =

2 2
—At? +2Bt+C = A (t+§) _B-Ac

A A?

Nieréwnosc:
LB T B’ -AC 0
A A2 -
zachodzi dla wszystkich ¢ € R. Podstawiajac t = —% otrzymamy B? < AC, co
nalezalo udowodnié.
OJ
Uwaga. Uzywajac identycznych argumentéw jak wyzej mozna wykazaé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistch xq, xs, ..., z, oraz yi,¥ys, ..., y, zachodzi nieréwnosc:

xlyl—i-xgyg—l—---—i-xnyng\/x%+x§+---+x%~\/y%—l—y%—i—---—l—yg.

Nosi ona nazwe nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza- Buniakowskiego.

X 3k ok

Wyznaczy¢ wszystkie pary (z,y) liczb dodatnich spetniajace réwnanie:

T n Y 1
1'4 + y2 y4 + ZL‘2 xy

Rozwiqzanie

2

Z nieréwnosci (22 — y)? > 0 oraz (y* — x)*> > 0 wynika, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych x, y

ot 4+ y? > 227y oraz yt 4 2% > 2%,
przy czym obie nieréwnosci staja sie réwnogciami wtedy i tylko wtedy, gdy 22 = y
oraz y* = x. 7Z latwodcia sprawdzamy, ze wsréd liczb dodatnich warunki te spelniaja
tylko liczby x = y = 1. Korzystajac z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy

x Y T Y 1
+ < + = —.
xt+y? yt4a? T 22%y 2% ay
Stad jedynym rozwiazaniem réwnania w liczbach dodatnich jest z =y = 1. 0
% %k Xk
a) Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, zo, . . . , x, zachodzi nier6wnosé:

21+ 22+ 2| | [z 4+ .
b) Wykazaé, ze jesli x # 1, to
k|
l+x+a’+- 42" ="—r
r—1
c) Wykazaé, ze réwnanie
4 ax" P ar" -+ apx +a, =0,

gdzie a; € {—1,0,+1} nie ma rozwiazan w zbiorze (—oo, —2) U (2, +00).
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Rozwiqzanie

a) Jesli 1 + xo + - - - + x, = 0, to oczywiscie nier6wnos¢ zachodzi. Zalézmy, ze x1 +
Ty + -+ x, # 0. Z definicji wartosci bezwzglednej wynika, ze warto$¢ bezwzgledna
ilorazu dwdéch liczb jest ilorazem warto$ci bezwzglednch oraz dla dowolnej liczby
rzeczywistej a zachodzi nieréwnosé: a < |a|. Mamy wiec

Ti+Tp+ -+ Ty

1: =
T+ 22+ -+ 2,
X1 ) Tn
Ti+ax+--+x, T1tao+---+a2, T+ T+ -+ Ty
24 2| [ _
I 7 T i it 21 N AR B SO S T

ol el + -+ e
|21+ o 4wy |

Stad wynika, ze

|21+ 2o+ x| S|+ @+ 4 2.
b) Przyjmijmy S =1+ 2 4+ 22 + - + 2. Wtedy
rS=rv+22+- -+ =0+t +2") + (2" 1)
=9 +2" 1.

Stad (z —1)S = 2™ — 1, czyli S = AR |

z—1

¢) Przypusémy, ze x, jest pierwiastkiem rozwazanego réwnania. Z a) i b) wynika, ze

|zo|" = |ag] = |a1:p6‘_1 + agmg_Q + ot an_1mo + ay| <
< ag|[zo]™ ™" + [az||zo|" > 4 - - + |an—1||zo| + |an| <
|@o[" — 1

< ’1'0’”71+‘x0’n72+"'+‘x0’+1 = ‘l’ | 1
ol —

Zauwazmy, ze jesli |xg| > 2, to |xg| — 1 > 1 oraz ‘T;O‘r__ll < |xo|™ = 1 < |xo|™ Na

podstawie powyzszej nieréwnosci otrzymujemy zatem, ze |xg| < 2.

O

Zadanie 25. a) Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, z zachodzi nieréwnos¢:

T4y 42 < /322 4+ y? 4 22).
b) Wykazaé, ze nierownosé

Vr+14++v2x—3+ 50 -3z <12

zachodzi dla wszystkich wartosci x € R, dla ktorych lewa strona jest okreslona.
Rozwigzanie
a) Korzystajac z nieréwnosci 2ab < a® + b? otrzymujemy
(x+y+2)?=2"+y*+ 2>+ 2wy + 2yz + 222 <
<24+ + 22+ (@YD) + (P2 + (27 +2%) =32+ v+ 2P).

Stad oczywiscie wynika, ze x +y + 2 < 1/3(22 + y? + 22).
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Zadanie 26.

Zadanie 27.

Zadanie 28.

b) Podstawiajac w nieréwnosci a) w miejsce x, y, z liczby vz + 1,122 — 3, /50 — 3z
odpowiednio, otrzymujemy

Vor+1+v2r—3++v50—3z <
< 3[(x+1)+ (22 — 3) + (50 — 3z)] = V3 - 48 = 12.

Czy istnieje funkcja f: Z — 7Z taka, ze

f(f(z)) =z + 1 dla kazdego x € Z,
gdzie Z oznacza zbiér liczb catkowitych.
Rozwigzanie

Przypusémy, ze funkcja f istnieje. Dla liczby calkowitej z niech y = f(x—1). Zgodnie
4 zalogeniem mamy « = f(f(z — 1)), cayli f(z) = £(f(f(x— 1)) = F(F) =y + 1
Stad f(x) = f(x — 1) + 1. Z réwnosci tej z tatwoscia wynika, ze dla dowolnej liczby
catkowitej z, f(x) = f(0) + x. W szczegdlnosci mamy zatem z + 1 = f(f(z)) =
F(f(0) +z) = f(0)+ (f(0) +x) = 2f(0) + . Stad otrzymujemy 2f(0) = 1, co jest
niemozliwe poniewaz wartosci funkcji f sa liczbami calkowitymi. Nie istnieje zatem
funkcja o zadanych wiasnosciach.

Uwaga. Zauwazmy, ze funkcja f(z) =z + % okreslona na zbiorze liczb wymiernych
spetia zaleznosé¢ f(f(z)) = = + 1.
OJ

Niech liczby x,y beda takie, ze x > y oraz xy = 1. Udowodnié¢, ze zachodzi
nierOwnoscé: ) )

AV S 0a,

Tr—Yy

Rozwiqzanie
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci otrzymujemy
2 2 2
x°+ T — + 2x 2x 2
y_(z-y) Yoy + 2
x—y x—y x—y x—y

O
k ok k
Rozwigzaé uklad rownan:
Ty Tz yz
= a? = b7 = C7
Tty T+ z y+z

gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami rzeczywistymi.
Rozwiqzanie

Rozpatrzymy osobno dwa przypadki.
1. Wérdd liczb a, b, ¢ nie ma zera.
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Odwracajac kazde z rownan otrzymamy uktad:

sty =g X+Y=1

14i=12 réwnowazny uktadowi X+Z=1

s Ti=c Y+7=1
gdzie X = i, Y = é, Z = % Odejmujac dwa pierwsze réwnania stronami otrzymu-
jemy Y — Z = % — % Dodajac to réwnanie do trzeciego uzyskujemy

2abc

1/1 1 1 _ab—i—bc—ac
a ¢ b)) ’

Dalej z tatwoscia stwierdzamy, ze
2abc 2abc 2abc

r= — y: —

ab + ac — bc’ ab + bc — ac’ z_ac+bc—ab’

o ile ab+ ac — bc # 0, ab + bc — ac # 0 oraz ac + bc — ab # 0.

2. Przynajmniej jedna z liczb a, b lub ¢ jest réwna zeru.

Niech przykladowo a = 0. Wtedy z pierwszego réwnania wynika, ze dokladnie jedna
z liczb x lub y musi by¢ réwna zeru (ze wzgledu na mianownik). Z dwdch ostatnich
rownan wynika wowczas, ze b = 0 lub ¢ = 0. Przypadek b = ¢ = 0 zajs¢ nie moze, bo
wtedy co najmniej dwie sposrédd liczb x,y, z byly by réwne zeru. Przypusémy wiec,
ze b =01ic# 0. Wowczas z ostatniego réwnania wynika, ze z = -*=. Uklad ma
zatem nieskonczenie wiele rozwiazan postaci:

r € R\ {0,c} r=0
y=20 lub y € R\ {0,c}
7= 2 =¥

r—cC y—

Podobna analize przeprowadzamy w pozostatych przypadkach: (a #01ib=c=0)

oraz (b#0ia=c=0).
0J

Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢ ze wykresy funkcji
y=ax+0b, y = bx +c, y=cr+a

maja punkt wspélny. Wykazacé, ze a = b = c.

Rozwiqzanie

Wspéhrzedne (z,y) punktu przeciecia wykreséw spehiaja uktad réwnan:

ar+b=y
br+c=vy
cr+a=1y

Odejmujac stronami réwnania drugie od pierwszego, trzecie od pierwszego i trzecie
od drugiego otrzymujemy kolejno:
(a—bx=c—b, (a—cxr=a—-b oraz (b—c)x=a—c.
Z réwnosdci tych wynika, ze jesli wsrdd liczb a, b, ¢ jest para liczb réwnych, to wszystkie
trzy sa rowne. Zalézmy wiec, ze liczby a, b, ¢ sa parami rozne. Wyliczajac x z kazdego
z rOwnan otrzymujemy
c—b a—-b a-c

I:a—b:a—c—b—c'
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Stad (a —c)?>=(a—b)(b—c¢), (a—b)*=(b—c)(c—a), (b—c)*=(b—a)la—c), a

wiec

(a—c)P+(a=b2+b—-c=(@—-b)b—c)+(b—c)c—a)+(b—a)(a—rc)=

Zadanie 30.

=ab+ac+bc—a®> -1 -2 =

= —la—cP +(a =) + (b~

Otrzymujemy (a — ¢)?> + (a — b)®> + (b — ¢)> = 0, co przy naszym zalozeniu jest
niemozliwe. Ostatecznie a = b = c. O

Wyznaczy¢ zbiér punktéw plaszezyzny, ktérych wspéhrzedne (x, y) spelniaja nieréwnosé:

2 -2t — 9 — /(1 —22)24 (1 —32)2>0.

Rozwiqzanie

Przeksztalémy powyzsza nierownos¢ do postaci
(1-2%)+ (1= ) > T = 2P + (1=

Zauwazmy, ze

VI =222+ (1 —92)2>1—22 oraz /(1 —22)24+ (1 —y2)2>1—y>
Zatem, jesli liczby x,y spemiaja zadana nieréwnosé, to (1 —z?) + (1 —¢y?) >1—x
i(l—-22)+(1—-9%) >1—9y%: Stad1—2*>>011—y* > 0, czyli punkty (z,y)
naleza do kwadratu (bez brzegu) K = {(z,y) : |z| < 1,]y| < 1}. Z drugiej strony,
dla dodatnich liczb a, b zachodzi nier6wnosé¢ a + b > /a? 4+ b? (uzasadnij!), a wiec
wspohrzedne punktéw kwadratu K speiaja zadana nieréwnosc.

2

0J



Zadanie 31.

Zadanie 32.

Zadanie 33.
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4. ZADANIA GEOMETRYCZNE

Na przekatnej BD kwadratu ABC'D wybrano punkt E. Punkty Oy, O sa odpowied-
nio $rodkami okregéw opisanych na tréjkatach ABE, ADE. Dowiesé, ze czworokat
AO1EQO, jest kwadratem.

Rozwigzanie

Rozwazmy okrag opisany na tréjkacie AED.
Zauwazmy, ze ZADE = 45°. Poniewaz
ZAOLF jest katem srodkowym okregu opar-
tym na tym samym tuku co kat wpisany
ZADE, wiec ZAOsE = 90°. Ponadto
0,A = O9F, zatem AAOoFE jest pros-
tokatnym tréjkatem rownoramiennym. 7
tych samych powodéw AAOE jest pros-
tokatnym tréjkatem réwnoramiennym. Oba
tréjkaty maja wspdlna przeciwprostokatna,
wiec sa przystajace. Stad widac, ze AO;EQO,
jest kwadratem.

Na plaszczyznie wybrano cztery punkty tak, ze nie leza one ani na jednej prostej
ani na jednym okregu. Wykaza¢, ze pewien z tych punktéw polozony jest wewnatrz
okregu do ktorego naleza trzy pozostate.

Rozwigzanie

Oznaczmy wybrane punkty przez A, B, C, D. Mozliwe sa dwa przypadki.

1. Punkty A, B,C, D sa wierzchotkami czworokata wypuklego. Poniewaz na tym
czworokacie nie mozna opisa¢ okregu, wiec sumy jego przeciwleglych katéw sa rézne
od 180°. Jedna z tych sum jest wtedy wieksza od 180°. Przypu$émy, ze LA+ £ZC >
180°. Okrag opisany na tréjkacie ABD zawiera wtedy punkt C.

2. Punkty A, B, C, D nie sa wierzchotkami czworokata wypuktego. Wtedy pewne
trzy sposréd nich sa wierzchotkami tréjkata zawierajacego czwarty punkt. Okrag
opisany na tym tréjkacie spelnia warunki zadania.

Uwaga. SkorzystaliSmy z charakteryzacji czworokata na ktérym mozna opisaé okrag.

Wierzcholki czworokata wypuktego leza na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy
sumy jego przeciwleglych katow sq rowne 180°. 0J

) 3k %

Dwusieczne AK i BM katow tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie O. Wykazad,
ze jesli OK = OM, to albo ZBAC = ZABC albo ZACB = 60°.

Rozwigzanie

Oznaczmy tradycyjnie miary odpowiednich katéw trojkata ABC przez a, f3,7v. Z
zalozen wynika, ze tréjkat KOM jest réwnoramienny. Niech § bedzie miara kata
przy jego podstawie K M. Zauwazmy, ze ZAMB = 180° — (a + (3/2) oraz ZAKB =
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Zadanie 34.

180° — (/2 + ). Sumujac katy czworokata ABK M otrzymamy
o+ B+ [180° — (a+ 3/2)] + [180° — (/2 + B3)] + 26 = 360°.

Stad obliczamy

a+
T

5:

Oznaczmy przez L, N rzuty prostopadte punktu O na proste BC' oraz AC. Wtedy
punkty L, N sa potozone albo po tej samej stronie prostej K M albo po przeciwnych
jej stronach. Rozwazmy pierwsza sytuacje.

Poniewaz ON = OL oraz OK = OM, wiec tréjkaty prostokatne OKL i OMN sa
przystajace. W szczegélnosci LK = MN. Ponadto L, N sa punktami stycznosci
okregu wpisanego w tréjkat ABC. Stad CL = CM. Widzimy zatem, ze CM = CK
oraz Z/CMK = ZCKM, czyli ZAKC = ZBMC. Tréjkaty AKC oraz BMC' sa
zatem podobne. Stad wynika, ze o = 3.

Rozwazmy przypadek, gdy punkty L, N sa polozone po przeciwnych stronach
prostej K M. 7 przystawania tréjkatéw OKL i OMN wynika, ze ZNOL = ZMOK.
Mamy zatem ZONL = ZOLN = §. Trojkaty ABC oraz LNC maja wspolny kat
v, wiec ZLNC + ZNLC = « + (. Sumujac przeciwlegte katy (proste) czworokata
LONC' otrzymujemy

180° = ZONC + ZOLC =26+ LLNC + ZNLC =

+ 3
:25+04+6:2-a75+a+ﬂ=§(04+ﬂ).
Stad wynika, ze o + § = 120°, a wiec v = 60°. O
k sk ok

Punkty A, B, C, D naleza do okregu o promieniu R i dziela go na cztery rowne czesci.
Wykazaé, ze jesli X jest dowolnym punktem tego okregu, to suma AX?* + BX* +
CX* + DX* nie zalezy od polozenia punktu X.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego faktu pomocniczego:
(*) Jesli trogkat réwnoramienny ma ramiona dlugosci b oraz kat miedzy tymi ramion-
ami «, to kwadrat jego podstawy jest réwny 2b*(1 — cos ).
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Istotnie, oznaczajac przez D rzut wierzchotka C' na prosta AB, z tatwoscia wyz-
naczamy AD = +bcosa w zaleznosci od tego czy kat « jest rozwarty, czy ostry.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata BC'D otrzymujemy:

BC? = b*sin” a + b*(1 — cosa)? = b*(1 +sin” a + cos® a — 2 cos @) =

= 2b*(1 — cos ).

Wracajac do zadania zauwazmy, ze

punkty A, B,C,D sa oczywiscie wierzchotkami
kwadratu wpisanego w okrag. Wybierzmy D
dowolny punkt X na okregu. Bez zmniejsza-
nia ogdlnosci mozemy zatozyé, ze X lezy na tuku
pomiedzy punktami B i C. Niech ZBOX = «.
Wtedy ZAOX = 90° + o, LXOC = 90° —
a oraz ZDOX = 180° — a. Stosujac (*) do
tréjkatow réwnoramiennych (o ramionach dugosci
R): NAOX,ABOX,ACOX oraz ADOX otrzy-

mujemy:

= 2R*(1 — cos(90° + a)) = 2R*(1 + sin )
BX? =2R*(1 — cosa)
CX?=2R*(1 — cos(90° — a)) = 2R*(1 — sina)
(

DX? =2R*(1 — cos(180° — a)) = 2R*(1 + cos ).

Stad dalej wynika, ze
AX*+ BX*+ CX*+ DX* =

= 4R (1 +sina)® 4+ (1 — cosa)? + (1 —sina)? + (1 + cosa)?] =

= 4R*[1 + 2sina + sin’a + 1 — 2cos a + cos” a+
+1—2sina+sina+ 1+ 2cosa + cos®a] =
= 24R*.




20

Uwaga. Uzywajac tych samych argumentéw jak w dowodzie (*) mozna wykazaé
tzw. Twierdzenie cosinusow:
Jezeli a, b, c sq dtugoSciami bokow trojkata i o jest katem lezacym naprzeciw boku o
dtugosci a, to

a’? = b+ ¢* — 2bccos a.

* %k %k

Zadanie 35. Okrag o jest styczny do dwdch bokow tréjkata ABC oraz do dwdéch jego srodkowych.
Wykazaé, ze trojkat ABC' jest rownoramienny.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacych wlasnosci okregu:
(a) Jezeli ramiona pewnego kata sa styczne do okregu o, to odcinki od wierzchotka
kata do punktow stycznosci sq rownych diugosci.
(b) W czworokat wypukly mozna wpisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci
jego przeciwlegtych bokow sq rowne.
Przypusémy, ze okrag o jest styczny do bokow AB,
AC oraz srodkowych CK i BL (por. rysunek
obok). Przyjmijmy oznaczenia: AC = b, AB =
¢,CL = m., BL = m;. Okrag o jest wpisany w
czworokat AKOL, wiec
AK +OL =0OK + AL.
O jest punktem przeciecia srodkowych, wiec OL =
%mb, OK = %mc. Mamy zatem réwnosc:
1 1 1 1

gmc + 56 = §mb + 5().

Z drugiej strony zauwazmy, ze

g+mb:CL+LB:(CS—LS)+(BR+RL):OQ—LR+BR+LR:

—=CQ+ BR = (CK — KQ) + (BK + PK) :CK+BK:mc+§.
Zatem my —m, = %(c —b). Z wczesniej wyprowadzonej zaleznosci wynika natomiast,
ze my, —me = 3(b— ¢). Ostatecznie b = c. O

* %k %k
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Cieciwa okregu jest oddalona od jego $rodka o d. W kazdy z dwoch segmentéw
sktadajacych sie z cieciwy oraz tuku okregu wpisano kwadrat, ktérego dwa wierzchotki
leza na cieciwie oraz dwa na okregu. Obliczy¢ roznice dlugosci bokéw kwadratow.

Rozwigzanie.

Niech R,y,xr beda odpowiednio dlugos$ciami
promienia okregu, oraz bokéw kwadratow
wpisanych w segmenty. Zalézmy, ze x* < y.

B

Rozwazymy tréjkaty prostokatne OMB i OLA, h
gdzie M,K sa rzutami srodka O okregu na
odpowiedne boki kwadratéw (zob.  rysunek).
Mamy OM = iy, BM =y —d, AL = iz oraz .
OL = x + d. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do
tych trojkatow otrzymujemy: —

1 .

R =y’ + (y— d)? \
4 A
1
R? = Z:cz + (x + d)*.

Odejmujac powyzsze réwnosci stronami otrzymujemy

Lo 9 2 2

0=20" -2 +(y—d)° ~(z+d)" =
1
=7 -a)y+a)+(y+a)ly -z -2d) =
5
=(y+ux) (Z(y—m) —2d> .

Stad obliczamy y — x = %d. O

Wykazaé¢, ze w dowolnym tréjkacie suma diugosci jego srodkowych jest mniejsza od
obwodu oraz wieksza od 3/4 obwodu tego tréjkata.

Rozwigzanie

Niech ABC' bedzie danym tréjkatem o bokach
AB = ¢, BC = a i CA = b. Oznaczmy przez
Mg, My, M. dhugosci srodkowych poprowadzonych
kolejno z wierzchotkow A, B, C. Rozwazmy punkt
C'" symetryczny do C wzgledem spodka M
srodkowej CM. Wtedy CC" = 2m,.., AC' = BC =
a. Z nieréwnosci tréjkata zastosowanej do ACC'B
otrzymujemy 2m,. < a-+b. Z tych samych powodéw
2my, < a + c oraz 2m, < b+ c. Po dodaniu tych ke A 5
nierownosci stronami uzyskujemy

Mg +mp +me < a+b+c
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Zadanie 38.

Zadanie 39.

Niech S bedzie punktem przeciecia srodkowych.
Wiadomo, ze S dzieli kazda srodkowa w stosunku
2: 1. Tak wiec AS = 2m,, BS = 2my,, CS = 2m,.
Stosujac nieréwnosc¢ trojkata do AASB, ABSC' i
ACSA otrzymujemy kolejno:

2
—Myg + gmb >c

3

2 +2 -
me 3mc a

2 + > b
—m. + =My .
3 3

Dodajac te nieréwnosci stronami uzyskujemy

3
ma+mb+mc>1(a+b+0).

Promien okregu wpisanego w dany trdjkat jest rowny 1. Wykazacd, ze pewna wysokosé
tego tréjkata ma dlugos$é nie mniejsza niz 3.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez O $rodek okregu wpisanego w
trojkat ABC.  Wtedy trojkaty AOB, BOC i
COA maja wysokosci rowne diugosci r promienia
okregu. Dodajac ich pola otrzymamy pole S
trojkata ABC', czyli S = %ar + %br + %cr. Stad
28
r=——":
a+b+c

Bez zmniejszania ogoélnosci mozemy zalozy¢, ze
a < b < c. Przez hg, hy, he oznaczmy dlugosci
wysokosci trojkata opuszczone odpowiednio na
boki BC, AC oraz AB.
Poniewaz r = 1 mamy 25 = a + b + c¢. 7Z drugiej strony 25 = ah,, czyli ah, =
a+b+c> 3a. Stad h, > 3.

OJ

Dane dwa kwadraty podzieli¢ na czesci tak aby mozna bylo z nich zlozy¢ jeden
kwadrat (wykorzystujac do tego kazda czesé).

Rozwiqzanie

Zalézmy, ze kwadraty maja boki dtugosci a, b (przy czym a < b). W przypadku, gdy
a = b wystarczy kazdy z kwadratow podzieli¢ przekatna na dwa prostokatne tréjkaty
réwnoramienne. 7 czterech takich tréojkatow mozna oczywiscie zbudowaé kwadrat.

Niech teraz a < b. Mniejszy kwadrat umie$émy wewnatrz wiekszego tak aby ich srodki
sie pokrywaly i boki byly parami réwnolegle. Podzielmy wiekszy kwadrat dwiema
prostymi prostopadlymi (por. rysunek ponizej) przechodzacymi przez jego $rodek na
cztery przystajace czworokaty: I, I, IIT i IV. Kazdy czworokat ma dwa prostopadie
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boki dhugosci b_T“ oraz “T*b Réznia sie one oczywiscie o a. Stad wynika, ze uktadajac

czworokaty I, II, III i IV tak jak pokazano ponizej, wewnatrz otrzymamy kwadrat o
boku a.

Zadanie 40. Wewnatrz danego kata wybrano punkt. Poprowadzi¢ przez ten punkt prosta wyci-
najaca z kata trojkat o mozliwe najmniejszym polu.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez O punkt lezacy wewnatrz

danego kata /X AY. Niech D bedzie punktem

symetrycznym do A wzgledem O. Poprowadzmy v
przez D proste réwnolegte do ramion kata. Otrzy-
mamy w ten sposoéb réwnolegtobok ABDC w
ktorym O jest punktem przeciecia przekatnych.
Udowodnimy, ze prosta BC wycina z kata
ZXAY trojkat o najmniejszym polu. W tym
celu poprowadZzmy przez O dowolna prosta (por.
rysunek obok). Oznaczmy przez E,F, K, L
punkty przeciecia tej prostej z ramionami kata
oraz prostymi w ktérych zawarte sa boki
rownolegtoboku ABC'D. Zauwazmy, ze tréjkaty
AKF i EDL sa przystajace. Stad wynika, ze

1 1
Sakr = §(SABCD + Scrr + SeK) > §SABCD = Sapc.

W powyzszych nieréwnosciach réwnosé zachodzi wtedy, gdy L = C'i K = B, czyli
w sytuacji gdy E'F' pokrywa sie z BC'. 0J

% 3k %
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Zadanie 41.

Zadanie 42.

Zadanie 43.

5. ZADANIA ROZNE

Czy na plaszczyznie mozna wybra¢ 6 punktéw i potaczyé je nieprzecinajacymi sie
odcinkami, tak aby kazdy punkt byt polaczony z doktadnie czterema innymi?

Rozwigzanie.

Odpowiedz jest pozytywna. Przykladowa konfiguracja jest pokazana na rysunku
ponizej. Zauwazmy, ze mozna ja otrzymaé rzutujac na podstawe krawedzie $cietego
czworoscianu z wybranymi przekatnymi scian bocznych.

Na plaszczyznie dany jest zbior n-punktow o tej wiasnosci, ze wsréd kazdych czterech
punktow pewne trzy sa wspotliniowe. Udowodni¢, ze w tym zbiorze jest przynajmniej
n — 1 punktow lezacych na jednej prostej.

Rozwiqzanie

Przypusémy, ze nie wszystkie punkty naszego zbioru leza na jednej prostej. Wtedy,
zgodnie z zalozeniem, istnieja cztery punkty A, B, C, D sposréd ktérych trzy leza na
jednej prostej, a czwarty poza nia. Zalézmy, ze A, B, C leza na prostej ¢ oraz D & (.
Rozwazmy dowolny inny punkt X naszego zbioru. Oczywiscie wystarczy wykazac,
ze X € (. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy w czwérce {A, B, D, X} punkty
A, B, D nie sa wspolliniowe, a wiec X musi naleze¢ do dokladnie jednej z prostych
AD lub BD. Zalézmy, ze X lezy na prostej AD (rozumowanie, gdy X lezy na prostej
BD jest analogiczne). Rozwazajac punkty {B,C, D, X} stwierdzamy, ze X nalezy
do dokladnie jednej z prostych BD lub C'D. Jednak jedynym punktem wspdélnym
prostych AD i BD jest D oraz jedynym punktem wspélnym prostych AD i C'D jest
D. Oznacza to, ze X = D, whrew zalozeniu. Tak wiec wszystkie punkty naszego
zbioru (ewentualnie poza punktem D) leza na prostej /. O

* 3k ok

Prostokat rozmiarow 2n x 2m pokryto catkowicie kostkami domino rozmiaréw 1 x 2.
Czy na to pokrycie mozna natozy¢ druga warstwe kostek domino tak, ze zadna kostka
drugiej warstwy nie lezy calkowicie na pewnej kostce pierwszej warstwy?

Rozwigzanie

Odpowiedz jest pozytywna. Wystarczy rozwazy¢ podzial prostokata na kwadraty
rozmiaréw 2 X 2 i druga warstwe kostek potozy¢ nakladajac po dwie kostki na kazdy
z kwadratow 2x 2. Zauwazmy, ze pelne pokrycie kwadratu 2 x 2 uzyskamy ktadac dwie
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Zadanie 45.

Zadanie 46.
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kostki poziomo lub pionowo. Tak wiec, jesli w obrebie danego kwadratu 2 x 2 sa dwie
poziome (pionowe) kostki pierwszej warstwy, to w drugiej warstwie nalezy potozy¢
odpowiednio dwie kostki pionowo (poziomo). Jesli zas w obrebie danego kwadratu
2 X 2 nie ma zadnej lub jedna pela kostka pozioma (pionowa) pierwszej warstwy, to
w drugiej warstwie nalezy potozy¢ odpowiednio dwie kostki pionowo (poziomo). O

) 3k %

Odcinek dhugoscei 1 pokryto catkowicie pewna (skoniczona) iloscia innych odcinkéw.
Wykazaé¢, ze wsréd odcinkéw pokrywajacych mozna wybraé¢ pewna ilo$¢ odcinkow
parami roztacznych o tacznej dtugosci nie mniejszej niz 1/2.

Rozwigzanie

Rozwazany odcinek dlugosci 1 utozsamimy z przedzialem I = [0, 1] na osi liczbowej.
Odcinek pokrywajacy nazwiemy zbednym jesli po usunieciu go z ukltadu odcinkow
pokrywajacych pozostate nadal pokrywaja w calosci przedziat I. Bez zmniejszania
ogblnosci mozemy zatozy¢, ze w ukladzie pokrywajacym nie ma odcinkéw zbednych.
Taki uktad mozna otrzymac¢ z dowolnego ukladu, przegladajac po kolei wszystkie
odcinki pokrywajace i usuwajac ewentualnie zbedne. Ponumerujmy teraz kolejne
odcinki-przedzialy pokrywajace I zaczynajac od lewej strony przez [ly, p1], [l2,p2], - - -,
1, Pn). Wtedy nie moze sie zdarzy¢, ze dla pewnego i > 1, l; = l;11, bo w przeciwnym
razie jeden z przedziatéw [l;, p;] lub [l;11, piy1] jest zbedny. Tak wiec iy < ly < -+ < I,.
Udowodnimy, ze dla i = 1,2,...,n — 2 przedzialy [l;, p;] oraz [l;12, pi12] sa roztaczne.
W przeciwnym razie mielibysmy l; 1o < p;. Zauwazmy, ze wtedy p; < pi+2 (bo inaczej
przedzial [l;1 2, piro] jest zbedny). Z drugiej strony popatrzmy na przedzial [l;41, pii1]-
Jesli pir1 < pire, to oczywiscie przedzial [I;,1,piy1] jest zbedny, a jesli p;io < pi, to
przedzial [l; 1o, piyo] jest zbedny. Ostatecznie zbiory

N = [li,pr1] U lls,ps] U ..., P = [ly,p2] U [ly, pa] U . ..
sa sumami parami roztacznych przedzialéw. Poniewaz N U P = I, taczna suma
dhugosci przedziatéw z N lub P musi by¢ nie mniejsza niz 1/2. O
* k%

Ile dzielnikéw ma liczba 2"3™5% gdzie m, n, k sa nieujemnymi liczbami catkowitymi?
Rozwigzanie

Wykorzystamy twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczby naturalnej na czynniki
pierwsze (por. Dodatek A). Wynika z niego, ze d jest dzielnikiem liczby 2"3™5% wtedy
i tylko wtedy, gdy d = 2m3™ 5k gdzie 0 < n; <n, 0 <m; <m, 0 <k <k. Stad
wynika, ze liczba 2"3™5% ma tyle réznych dzielnikéw ile jest tréjek nieujemnych liczb
calkowitych (ny,mq,k;) spemiajacych powyzsze nieréwnosci. Poniewaz mni,mq, k;
moga przyjmowaé niezaleznie od siebie odpowiednio n + 1,m + 1,k + 1 réznych
wartosci, wiec mamy (n + 1)(m + 1)(k + 1) takich tréjek. O

* % %k

W pola kwadratowej tablicy n x n wpisano liczby calkowite nieujemne tak, ze jesli
na przecieciu pewnego wiersza i kolumny stoi zero to taczna suma liczb tego wiersza

i tej kolumny jest nie mniejsza niz n. Wykaza¢, ze suma wszystkich liczb wpisanych

w pola tablicy jest nie mniejsza niz $n?.
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Zadanie 47.

Rozwiqzanie

Rozwazmy sumy liczb wystepujacych w poszczegdlnych wierszach i kolumnach tabli-
cy. Niech m bedzie najmniejsza z nich i wybierzmy ten wiersz (lub kolumne), dla
ktérej suma liczb wynosi m. Zalézmy, ze jest to wiersz W (dla kolumny rozumowanie
jest analogiczne). Jedli m > %, to suma liczb wystepujacych w kazdym wierszu jest
nie mniejsza niz 3, a stad wynika, ze suma liczb wystepujacych w tablicy jest nie
mniejsza niz n-g = %2 Niech wige, m < 5. Wtedy w wierszu W wystepuje co najmniej
n —m zer (bo m jest suma n nieujemnych liczb catkowitych). Z zalozenia wynika,
ze suma liczb kazdej kolumny zawierajacej zero w miejscu przeciecia z wierszem W
jest nie mniejsza niz n — m. Ponadto, zgodnie z okresleniem liczby m, sumy liczb
wystepujacych w pozostalych kolumnach sa nie mniejsze niz m. Sumujac zatem
kolumnami wszystkie liczby tablicy otrzymamy, ze laczna suma jest nie mniejsza niz

2

2 2
(n—m)2+m2:2m2—2mn+n2:2{(m—%) —1—%} 2%.

Tlloczyn dziesieciu (niekoniecznie réznych) liczb naturalnych jest réwny 1010, Jaka
najwieksza warto$¢ moze przyja¢ suma tych liczb?

Rozwiqzanie
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b zachodzi nieréwnos¢
(a—=1)(b—1) =0,
ktora jest rownowazna nieréwnosci
a+b<ab+ 1.

Wykorzystamy ja wielokrotnie do oszacowania sumy dziesieciu liczb naturalnych.

T+ Tyt a3t Tt a5+t x0 < (DT + 1) a3t rt a5+ T0 =

Zadanie 48.

(r1x9 +x3) + s+ a5+ -+ 20+ 1 < (zgws+ 1) +ax4+a5+---+x0+ 1=
(x1mox3 +x4) + x5+ -+ 210+ 2 < (T122x304 + 1) + x5+ -+ 10+ 2 =
(r1297304 +5) + -+ 210+ 3 < -+ - < x1X0x3 ... 210 + 9.

Otrzymalidmy zatem nieréwnosé

Ty +@xo+ -+ 210 <Xy Ty + 9,

czyli w naszej sytuacji 21 + 2o+ -+ 210 < 1019 49. Stad dlaz; =29 = - - =29 = 1
oraz 19 = 10'° otrzymujemy najwieksza warto$é sumy, ktéra jest réwna 10 + 9.
O
¥k k

Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosc:
[Vn+Vn+1] = [Vin + 2],

gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby .

Rozwiqzanie

Z nieréwnosci miedzy srednimi arytmetyczna i kwadratowa dla liczb a,b (por. Do-

datek B) wynika, ze
a+b< /2 (a?+b?).
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Niech z = v4n+2. Wtedy n = # oraz wykorzystujac powyzsza nieréwnoscé
otrzymujemy

x2—2 2+ 2
\/ﬁ+\/n+1=\/ 1 +\/ 1 <

2_9 219
§\/2(x4 —f—xz— )z\/ﬁ:x.

Udowodniliémy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
VnH+vn+1<Van + 2.

W szezegblnoscei [vn 4+ v/n + 1] < [V4n + 2].
Poniewaz reszta z dzielenia przez 4 kwadratu liczby catkowitej moze by¢ réwna 0
lub 1, liczba v/4n + 2 nie jest catkowita. Zatem przyjmujac k = [v/4n + 2|, otrzymu-

jemy k < v/4n + 2. Stad jedli [y/n + vn + 1] < [V4n + 2], to
VnH+vn+1<k<Vian+2.

Podnoszac obustronnie ostatnie nieréwnosci do kwadratu otrzymujemy

2n+1+2y/n(n+1) < k* < 4n +2,

czyli
2v/n(n+1)<k*—2n—1<2n+1,
oraz
An? +4n < (K* —2n —1)* < 4n® +4n + 1.

Ostatnie nieréwnosci sa jednak niemozliwe bo skrajne strony sa kolejnymi liczbami
naturalnymi. Tak wiec musi zachodzi¢ réwnoscé:

[Vn+vVn+ 1] = [Vin + 2].

Obliczy¢ sume wszystkich liczb, ktére mozna otrzymaé z liczby 1234567 dokonujac
wszystkich mozliwych przestawien cyfr.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dowolna z rozwazanych liczb ma postac

A6a502030301G0 = a10°% + a510° + a410* + a310% + a210% 4+ a110 + a,
gdzie (ag, a1, as, ag, a4, as, ag) jest pewna permutacja liczb 1,2,3,4,5,6, 7. Dla dowol-
nych 0 < i < 6,1 < j < 7 mamy dokladnie 6! liczb powyzszej postaci takich, ze
a; = j. Stad wynika, ze suma S wszystkich takich liczb jest réwna:

S=6l(1+2+3+4+5+6+7)-10°+6/(1+2+3+4+5+6+7)-10°+
+61(1+24+3+4+5+6+7)-10"+6/(1+2+3+4+5+6+7)-10°+
+6/(1+2+3+4+5+6+7)-10°+6!(1+2+3+4+5+6+7)-10+
+6/(14+2+34+4+5+647)="720-28-(10°+10° +10* + 10* + 10> + 10 + 1) =
= 72028 - 1111111 = 22399997760.
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Zadanie 50. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R, spehniajace warunek:
f@)+ )
TY) = ————=,
f(zy) py
o ile tylko z 4+ y # 0.
Rozwigzanie

Podstawiajac = 0,y = 1, otrzymujemy

50 = 50 1) = LOEIE gy 4 1),

czyli f(1) = 0. Ponadto dla dowolnej liczby 2 # —1 mamy

B _f@)+ @) _ f(=)
f(@) = fla 1y = TOEHD o,
skad wynika, ze xf(z) = 0 dla z # —1, a wiec f(z) = 0 dla wszystkich x # —1,0.

Zauwazmy réwniez, ze

“1 @AY

—1 = 2 . — —
f0)+f(2) _ f(0)
pu— . 2 pu— pu—
50) = 02 = {O2TE _TO)
a wiec f(0) = 0. Ostatecznie, tylko funkcja zerowa spelmia warunki zadania. O

) 3k %k
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Dodatek A

O ROZKLADACH LiczB CALKOWITYCH NA CZYNNIKI

Oznaczmy przez N, Z odpowiednio zbiory wszystkich liczb naturalnych oraz catkowitych,
czyi N = {1,2,3,...} oraz Z = {--- — 3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Ponizej przedstawimy
podstawowe arytmetyczne wtasnosci liczb catkowitych. Kluczowym narzedziem, do ktérego
bedziemy sie odwolywaé¢ w wielu rozumowaniach, bedzie intuicyjnie jasna zasada

Zasada minimum: Dowolny niepusty podzbior zbioru liczb naturalnych zawiera liczbe naj-
mmniejszq.

Twierdzenie 1. [Algorytm dzielenia z reszta] Dia dowolnych liczb caltkowitych a i b,
gdzie b # 0, istnieje doktadnie jedna para liczb catkowitych q i r taka, Ze

a=qb+r oraz 0<r <|b|.

Dowaod. Dowodd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze obie liczby a i b sa naturalne. Pozostale
przypadki mozna z tatwoscia stad wyprowadzi¢. Na poczatek zauwazmy, ze jesli a < b, to
wystarczy przyja¢ ¢ = 0 oraz r = a, a jesli a = b, to ¢ = 1,r = 0 spelniaja teze twierdzenia.
Przypusémy, ze dla ustalonej liczby b > 1 istnieja liczby a > b dla ktérych twierdzenie
nie zachodzi. Zgodnie z zasada minimum mozemy wsréd nich wybraé liczbe najmniejsza.
Oznaczmy ja przez ag. Wtedy jednak dla liczby ag — b istnieja ¢, r takie, ze

ag—b=qgb+r oraz 0<r<b.

Stad ag = (¢ + 1)b+ r, co przeczy okresleniu liczby ay.
Pozostaje uzasadnié¢ jednoznaczno$é pary ¢, r. Niech wiec ¢/, ' beda takie, ze a = gb+1r =
qb+ 1" oraz 0 < ¢ < b. Wtedy

lg—d'lb=1(g—¢)|=|r—71"| <b.

Powyzsza nieréwnos¢ jest mozliwa tylko wtedy, gdy ¢ = ¢/, a w konsekwencji musi réwniez
zachodzié réwnosé r = r'. O

Liczbe g nazywa sie ilorazem, zas r reszta z dzielenia a przez b. Jesli r = 0, to mowimy,
ze liczba a jest podzielna przez b. Czesto zapisuje sie to krétko: b | a.

Przypomnijmy, ze liczbe naturalna p > 1 nazywa sie pierwsza, jesli jest ona podzielna
tylko przez 1 oraz p. Korzystajac z zasady minimum z tatwoscia mozna wywnioskowac, ze
kazda liczba naturalna > 1 posiada dzielnik bedacy liczba pierwsza. Jezeli a i b sa réznymi
od zera liczbami calkowitymi, to najwieksza liczbe naturalna d dzielaca je obie nazywa sie
najwiekszym wspolnym dzielnikiem i oznacza (a,b). Jesli (a,b) = 1, to méwi sie, ze liczby a
i b sa wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 2. Jesti liczba naturalna d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb catkowitych
a 1 b, to istniejq liczby catkowite x,y takie, Ze

d=azr + by.

Dowdd. Rozwazmy zbiér A = {ax + by : x,y € Z}. Naszym celem jest wykazanie, ze d € A.
Zauwazmy, ze zbiér A ma nastepujace wlasnosci:

(1) uyve A = u—wveA,

2QQueA teZ = t-ueA
Istotnie, jesli u = azy + by; oraz v = axy + bys, to u — v = a(xy — x2) + b(y2 — Y1) € A oraz
t-u=a(try) +b(ty1) € A.

Zbioér A zawiera oczywiscie liczby naturalne. Zgodnie z zasada minimum mozemy wybraé

najmniejsza liczbe naturalna dy € A. Rozwazmy dowolna liczbe u € A i podzielmy ja z
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reszta przez do. Wtedy u = qdo + 7, gdzie ¢ € Z oraz 0 < r < dy. Z (1) oraz (2) wynika, ze
r =u— qdy € A. Poniewaz jednak dy jest najmniejsza liczba naturalnag w A, wiec r = 0.
Oznacza to, ze wszystkie liczby z A sa podzielne przez dy. Z drugiej strony jest jasne, ze
a=a-14b-0€ Aorazb=0a-0+0b-1€ A. Tak wiec dy | aidy | b, czyli dy jest wspSlnym
dzielnikiem a i b takim, ze

dy = ax + by,
dla pewnych x,y € Z. Prawa strona powyzszej réwnosci jest podzielna przez kazdy wspolny
dzielnik a i b, a wiec dy jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem tych liczb. O

Whniosek 3. Liczby catkowite a i b sq wzglednie pierwsze wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieja
liczby catkowite x,y takie, zZe
ar + by = 1.
O

Whniosek 4. [Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki]| Jezieli liczby calkowite a i b sq
wzglednie pierwsze oraz c jest liczba catkowitq taka, Ze a | be, to a | c.

Dowod. Na mocy Twierdzenia 2 istnieja liczby catkowite z,y takie, ze ax + by = 1. Z
zalozenia wynika, ze a | bey, ale bey = ¢(1—ax) = c—ax. Ostatecznie, a | (c—ax)+ar =c. O

Whniosek 5. Jezeli liczby catkowite a 1 b sq wzglednie pierwsze oraz c jest liczba catkowitq
taka, Ze a|cib|c, toab]|c.

Dowadd. Podobnie jak wyzej, dobierzmy liczby catkowite x,y tak aby ax 4+ by = 1. Niech
k € Z, bedzie taka, ze ¢ = ak. Wtedy ¢ = ak -1 = ak - (ax + by) = a(akzx) + abk. Z réwnosci
tej i zalozenia wynika, ze b | a(akz). Z Zasadniczego Twierdzenia Arytmetyki (Wniosek 4)
otrzymujemy b | akz, czyli akxz = bl dla pewnej liczby calkowitej . Tak wiec ¢ = ab(l + k),
co konczy dowdd. 0

Twierdzenie 6. [Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozkladu| KazZda liczba
naturalna n > 1 jest albo liczba pierwsza, albo iloczynem liczb pierwszych. Jezeli

n=pip2...-Pr = 192 - - - 41,

gdzie liczby p1,p2y .- Pk Q1, G2, - - -, Q1 SG pierwsze, to k = | oraz po ewentualnej zmianie
numeracyi p; = q; dlai=1,2,... k.

Dowadd. Najpierw udowodnimy istnienie rozkladu. Przypus$émy, ze istnieja liczby nie bedace
ani liczbami pierwszymi, ani iloczynami liczb pierwszych. Zgodnie z zasada minimum
mozemy wybra¢ najmniejsza taka liczbe ng. Wtedy istnieja liczby naturalne a,b > 1 takie,
ze ng = ab. Oczywiscie a < ng 1 b < ng, a wiec kazda z nich jest albo liczba pierwsza, albo
iloczynem liczb pierwszych. Stad liczba ng jest iloczynem liczb pierwszych, whrew zalozeniu.

Przejdzmy do dowodu jednoznacznosci rozktadu. Mozna go przeprowadzi¢ uzywajac
podobnych argumentéw jak wyzej. Przypusémy, ze istnieja liczby majace rézne rozklady
na iloczyn liczb pierwszych i niech ng = p1ps ... Px = q1¢2 - - . ¢; bedzie wsréd nich najmniej-
sza. Wtedy p1 | 192 - .. ;- Z Wniosku 4 wynika, ze p; | ¢; dla pewnej liczby i < [. Poniewaz
q; jest liczba pierwsza, wiec p; = ¢;. Zmieniajac ewentualnie numeracje mozemy zalozy¢, ze
p1 = q1. Otrzymujemy zatem ps...pr = qo...q < ng. Z okreslenia liczby ny wynika jednak,
ze k—1 =1—1 oraz po ewentualnej zmianie numeracji p; = ¢; dla i = 2,... k. Ostatecznie
k=1oraz p;=¢q; dlai=1,2,...k, wbhrew wyborowi ng. [l
7, powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda liczbe naturalna n > 1 mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci

n=p"...pp*,

gdzie py, ..., pr sa réoznymi liczbami pierwszymi oraz o; € Ndlai=1,... k.
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Dodatek B

WAZNE NIEROWNOSCI

Twierdzenie 7. [Nieré6wno$é Cauchy’ego-Schwarza-Buniakowskiego]
Jesli ay,ag, ..., a,,b1,09,...,b, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to

a1b1+a2b2+---+anbn§\/a§+a§+---+a,%-\/b§+b§+---+b§,

przy czym rowno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba A € R taka, ze b; = Aa;
dlai1=1,2,...,n.

Dowdd tej nierownosci w przypadku n = 3 zostal przeprowadzony w rozwiazaniu zadania
22d. Przedstawione tam rozumowanie moze by¢ z tatwoscia dostosowane do ogdlnej sytuacji.

Twierdzenie 8. Jesl aq,as,...,a, sa dodatnimi liczbami rzeczywistyma, to
n ar+az+---+ay \/a%+a§+~~—|—ai
—— < aay...a, < < 5
i + e+ % - 152 - n - n
przy czym w kazdym przypadku zachodzi rowno$¢ wtedy 1 tylko wtedy, gdy a1 = as = -+ = a,.

Liczby wystepujace w powyzszych nieréwnosciach nazywa sie odpowiednio srednimi: har-
moniczna, geometryczna, arytmetyczna i kwadratowa. Szczegdlnie wazna, ze wzgledu
na liczne zastosowania, jest nieréwnos¢ miedzy srednimi geometryczna i arytmetyczna, nazy-
wana takze nieréwnoscia Cauchy’ego. Istnieje wiele réznych jej dowodéw. Ponizej przed-
stawimy interesujacy dowdd, pochodzacy od Cauchy’ego.

Dowéd nieréwnosci Cauchy’ego. Wystarczy wykaza¢ nieréwnosé réwnowazna

a1+a2+---+an>n

N(n) alag...ang(
n
Przypadek n = 2 jest latwy, poniewaz powyzsza nieréwnos¢ po prostych przeksztalceniach
jest réwnowazna nastepujacej (a; —az)? > 0, ktéra jest prawdziwa. Dalej dowéd przeprowa-
dzimy w dwoch etapach dowodzac nastepujacych implikacji
(1) N(n) = N(2n),
(2)  N(n)=N(mn-1).
Dowdd (1): Niech ay,...,a,,apt1, ..., a2, beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Oznaczmy
przez Ai B Srednie arytmetyczne liczb a4, ..., a, oraz a,.1, ..., as, odpowiednio. 7Z zalozenia
oraz z nieréwnosci NV (2) wynika, ze
A+B\?|"
2

a1as ... gy = (a1 ...a,)(Apy1 - .. Goy) < A"B" = (AB)" <

C(at et ag\”
a 2n )

Dowd6d (2): Zatézmy prawdziwosé N (n) oraz niech aq, as, . . ., a,_1 beda dowolnymi liczbami
dodatnimi. Rozwazmy liczbe a,, = % 7 zalozenia wynika, ze
ay+ -+ Gp_ an\" n—1Da, +a,\"
al...anlang( ! + Lt > :<< ) * > IO,Z,
n n

czyli

a +az+tang "
n—1 '

a1 ...Ap—-1 S (
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Zauwazmy, ze implikacje (1) i (2) gwarantuja prawdziwo$¢ nieréwnosci N'(n) dla dowolne;
liczby naturalnej n. Istotnie, z A(2) oraz (1) wynikaja kolejno nieréwnosci N'(4), N'(8), ...,
N(2™),... . Dla dowolnej liczby n > 2 wystarczy rozwazy¢ m takie, ze n < 2™ i (2™ — n)-
krotnie zastosowaé (2) zaczynajac od nieréwnosci N (2™). O

Dowdéd nieré6wnosci miedzy $rednimi harmoniczna i geometryczna. Nieréwnosé

; : 11 1 . ‘
Cauchy’ego zastosowana do liczb e Ry przybiera postac

1 <a—11+a—12+~~+i

— )l

aias ... ay n

ktora jest oczywiscie réwnowazna dowodzonej nieréwnosci. O

Dowdd nieréwnosci miedzy srednimi arytmetyczna i kwadratowa.
Oznaczmy przez ) | a;a; sume wszystkich liczb postaci a;a;, gdzie 1 <i < j < n. Dodajmy
stronami wszystkie nieréwnosci 2a;a; < a? + a? (kazda z nich jest réwnowazna nieréwnosci
(a; — a;)* > 0). Zauwazmy, ze wowczas po prawej stronie kazda liczba a? wystapi (n — 1)-
krotnie. Tak wiec
QZaiaj <(n—-1)(a?+ai+---+d).

Dodajac do obu stron powyzszej nieréwnosci a2 + a3 + - - - + a2 oraz uwzgledniajac fakt, ze
(a1 +az-+a,)?*=al+a3+ - +a2+2) aa; otrzymamy

(ay+ag+ - +a,)? <n(ad+a3+---+ad2).
Ostatnia nieréwnos¢ moze by¢ z latwoscia przeksztatcona do postaci:

a;+az+...a, \/a%+a§+~--+a%

<

n n

O

Zauwazmy, ze nierownos$¢ miedzy srednimi arytmetyczna i kwadratowa jest rowniez prosta
konsekwencja nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza-Buniakowskiego. Wystarczy w niej pod-
stawié b1 :bQZan:]_

W powyzszych dowodach nic nie wspomnieliSmy o tym, kiedy rozwazane nieréwnosci staja
sie rownos$ciami. Jednak jak tatwo zauwazy¢, kazda z nich jest konsekwencja nieréwnosci
(a — b)? > 0, ktéra mozemy okresli¢ mianem nieréwnosci zrédtowej. Oczywiscie nieréwnosé
zrodlowa staje sie rownoscia tylko wtedy, gdy a = b. Dobrze widoczne jest w dowodzie miedzy
Srednimi arytmetyczna i kwadratowa, ze jesli tylko w jednej z nieréwnosci zrédtowych jest
niero6wnos¢ ostra, to i nieré6wnos¢ miedzy Srednimi tez jest ostra. Uwazne przesledzenie
dowodu nieréwnosci Cauchy’ego doprowadzi nas do tego samego wniosku.



