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ZADANIE 1

Na plaszczyznie narysowano trzy proste, w ten sposéb dzielac ja na doktadnie n czesci. Podaj wszystkie
mozliwe warto$ci n. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.

Niech /7, ¢y oznaczaja dwie sposroéd narysowanych prostych. Mozliwe sa dwa przypadki.
1° /1 1 £5 sa réwnolegle. Wtedy dziela one plaszczyzne na 3 czesci.
2° ¢1 i {5 przecinaja sie w pewnym punkcie A. Wtedy dziela plaszczyzne na 4 czesci, nazwijmy je
Cla 627 037 C’4-

W przypadku 1° prosta 3 moze by¢ réwnolegta do ¢1 i ¢ lub moze przecina¢ kazda z nich. Jesli
wszystkie trzy proste sa rownolegle, to ptaszczyzna jest podzielona na 4 czesci. Jesli £3 przecina ¢1 i £s, to
{3 dzieli kazda z trzech czesci z przypadku 1° na dwie, czyli razem plaszczyzna jest podzielona na szesé
czesci.

W przypadku 2°, prosta £3 moze przechodzi¢ przez punkt A lub nie. Jesli A € {3, to {3 zawarta
jest w dwoch z czterech czesci Cj, a wiec dzieli kazda z nich na dwie czesci. Plaszczyzna jest wtedy
podzielona na 6 czesci. Przypusémy, ze A & ¢35. Wtedy ¢35 moze by¢ rownolegta do jednej z prostych ¢7,
{5 lub przecinaé te proste w pewnych punktach B € ¢1 i C € {5. Pierwsza sytuacja zostala juz rozwazona
w przypadku 1° i mamy wtedy podziat plaszczyzny na 6 czesci. W drugiej sytuacji prosta ¢3 przechodzi
przez trzy z czterech czesci C;, dzielac kazda z nich na dwie czesci. Plaszczyzna jest wigc podzielona na
7 czeSci.

Ostatecznie n jest jedng z trzech wartosci 4, 6 lub 7.

Uwaga: z treici zadania nie wynika niezbicie, ze proste nie pokrywaja sie. Przepraszamy za te niesci-
stos¢. Komisja uznawala za poprawne réwniez rozwigzania uwzgledniajace pokrywajace sie proste. W tej
interpretacji n moze przyjmowaé wartosci 2, 3, 4, 6 lub 7.

ZADANIE 2
Znajdz liczby rzeczywiste a, b takie, ze a + b = 1 dla ktorych wyrazenie a® + b3 + ab przyjmuje mozliwie
najmniejsza warto$¢. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie.
Ze wzoru skroconego mnozenia wynika, ze

1 1 1
a®+b%+ab = (a+b)(a*—ab+b?)+ab = (a*—ab+b?*)+ab = a®+b* = 3 ((a+b)*+(a—1b)) = 5—&-5(@—6)2.

Najmniejsza wartosé to wyrazenie przyjmuje, dokladnie gdy (a —b)? =0, czyli gdy a = b = 1.
ZADANIE 3
Dany jest trojkat ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C'. Dla ktorego punktu lezacego w trojkacie
ABC suma odleglosci od bokéw trojkata jest najmniejsza? Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga: Punkt lezy w tréjkgcie ABC, jezeli lezy w jego wnetrzu lub na obwodzie.

Rozwigzanie, sposéb I
Pokazemy, ze suma odleglosci jest najmniejsza dla punktu C. Za-
uwazmy, ze dla punktu C' wynosi ona |CH|, gdzie H jest rzutem
C na AB. H
Wezmy dowolny punkt X lezacy we wnetrzu trojkata ABC, lub Y F
na jego obwodzie. Oznaczmy przez D, E, F rzuty punktu X ,
na odcinki BC, CA, AB odpowiednio, patrz rysunek. Czworo- D17 P X
kat CDXE jest prostokatem lub odcinkiem, zatem DE = XC. ,/
Z nieréwnoéci tréjkata wnioskujemy, ze )\ g

C E A
(IXD| + |XE|) + |XF| > |DE| + |XF| = |XC| + |XF| > [CF|. (1)




Skoro F' lezy na AB, to |CF| > |CH|. Wobec tego suma odleglosci X od bokdéw trojkata ABC wynosi
co najmniej |CH|, czyli co najmniej tyle, ile suma odleglosci punktu C. Zauwazmy, ze jesli X # C, to
D # C lub E # C, wiec nierownosé (1) jest ostra. To znaczy, ze dla punktu C' suma odleglosci jest
mniejsza niz dla kazdego innego punktu, czyli jedynie dla punktu C suma jest najmniejsza.

Rozwigzanie, sposcb 11
Oznaczmy przez P pole trojkata ABC oraz oznaczmy a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Skoro ABC jest

prostokatny, to ¢ > a, b.
Pokazemy, ze suma odlegtosci od bokéw jest naj-

mniejsza dla punktu C'. Zauwazmy, ze dla punktu C B
ta suma jest rowna dtugosci wysokosci z wierzchotka

C, czyli jest réwna |[CH| = 22

Wybierzmy dowolny punkt X # C w trojkacie ABC

i oznaczmy przez hg, hy, he jego odlegtosci od bokow F
BC, CA, AB odpowiednio. Skoro X # C, to hy >0 D
lub Ay > 0. Odcinki AX, BX, CX dziela ABC na X

trzy trojkaty, wiec

1 1
P = i(haa—i_ hbb+ hCC) < i(ha —+ hb —+ hc)c.

Przeksztalcajac te nieréwnosé, otrzymujemy

2P
ha+hb+hc>7,

zatem suma odlegtosci dla punktu X jest wieksza od sumy odleglosci dla punktu C.

ZADANIE 4
Wyznacz wszystkie liczby catkowite z, y, z takie, ze

X xrz z
A T
z y x

Sposob I
Liczby z, y, z sa niezerowe. Po pomnozeniu réwnania z zadania stronami przez xzyz otrzymujemy

(xy)® + (22)* + (y2)* = 3ayz, (2)

stad zyz > 0. ROwnos¢ z zadania nie zmienia sie przy zamianie zmiennych miejscami, wiec, z dokladnoscia
od zamiany oznaczeil, mozemy zalozy¢, ze |x| > |y| = |z| > 1. Zalozmy dodatkowo, ze |z| > 2. Wtedy

(xy)? = |2|?ly|* = 2|z| - |y| - 2] i (22)? = 2222 > |2| - |y| - 2|2|, wiec

(zy)* + (22)* > dlayz,

sprzecznosc. Stad |z| =1, czyli z = 1.

Jezeli |y| > 2, to (zy)? = |z*|y|? > 22|z|ly| > |3xyz|, sprzecznosé. Stad |y| = 1, czyli y = +1.
Z réwnania (2) wynika, ze x dzieli (yz)? = 1. Stad x = +1. Zatem (zy)? + (z2)? + (y2)* = 3 i 3xyz = +3.
Rozwiazaniami sa trojki wiec liczb

(z,y,2)=(1,1,1), (x,y,2)=(1,-1,-1), (z,y,2)=(-1,1,-1), (x,y,2)=(—-1,-1,1).

Sposdéb IT

Jak w poprzednim rozwigzaniu, zauwazmy, ze ryz > 0 oraz
(2y)? + (22) + (y2)* = 3y (3)

Nieréwnosé pomiedzy $rednig arytmetyczna a geometryczna dla (dodatnich!) liczb (xy)?, (x2)?, (yz)?
glosi, ze
(zy)* + (22)% + (y2)?

. >/ (ayz)". (4)

Laczac (3) 1 (4), otrzymujemy zyz > ¥/ (zyz)?, stad

(zyz)® > (zy2)*.



3 4

Liczba a = zyz jest calkowita dodatnia i spelnia a® > a*, wiec a = 1. To moze sie zdarzy¢ tylko jesli
x| = |y| = |2| =1, czyli = £1, y = £1, z = 1. Stad otrzymujemy rozwiazania

(x,y,2) =(1,1,1), (x,y,2)=(1,-1,-1), (z,9,2)=(-1,1,-1), (z,y4,2)=(-1,—-1,1).

Sposdb 11T

Sktadniki lewej strony maja te same znaki, a wiec albo wszystkie liczby x,y, z sa dodatnie albo dwie
z nich ujemne a jedna dodatnia. Wystarczy znalezé rozwiazania w liczbach naturalnych. Przypusémy, ze
1 <z <y < z. Korzystajac z nieréwnosci % + £ > 2 otrzymujemy:

g W | 2 yzzmz(my)m(my)m

z Y T z y Yy

Mamy wiec z < %, czyli z = 1. Tak wiec ¢ = y = z = 1 jest jedynym rozwiazaniem w liczbach naturalnych,
a wszystkie rozwiazania to

(z,y,2)=(1,1,1), (x,y,2)=(1,-1,-1), (z,y,2)=(-1,1,-1), (x,y,2)=(-1,-1,1).

ZADANIE 5

Wykaz, ze czesé catkowita liczby
10002990 4+ 20001000
10002000 — 2001000

jest rowna 1 oraz, ze pierwszych 2600 cyfr po przecinku tej liczby (w zapisie dziesietnym) to zera.

Rozwigzanie.
Zauwazmy, ze

10002990 2001000 2. 20001000 2 - 20001000 2

10002000 — 20001000 — T 10002000 _ 20001000 — ' T 10001000 - 10001000 — 20001000 — ' T 5gp1000 _ 1

Mamy udowodnié, ze
2 1
5001000 _ 1 < 102600’

czyli réwnowaznie, 2- 102600 < 5001990 — 1. Mamy 53 > 102, stad 5900 = (53)309 > (102)300 = 10590 zatem
5001000 — 5100 5900 (1000 < 5100 142600 o 12600 4 |

czego nalezato dowiesé.

ZADANIE 6

Ile cyfr (w systemie dziesigtnym) ma liczba powstata przez wypisanie kolejno liczby 22017 i liczby 529177
Uwaga: w uzasadnieniu tego i poprzedniego zadania nie powotuj si¢ na obliczenia na kalkulatorze, czy

komputerze.

Rozwigzanie.
Zatozmy, ze liczba 22°17 ma x cyfr, natomiast liczba 52017 ma y cyfr. Skoro liczba 227 ma z cyfr
i nie jest rowna 1071, to
10771 < 22017 < 107

Podobnie, 10! < 52917 < 10Y. Mnozac te nieré6wnosci stronami, otrzymujemy
1Oz+y—2 < 102017 < 10:E+y’

wiec x +y — 1 = 2017, czyli x + y = 2018.
Odpowiedz: Liczba, powstata przez wypisanie kolejno liczby 22°17 i liczby 52°'7 ma 2018 cyfr.

Uwaga: ogolny wzor na liczbe cyfr 2™, w zaleznosci od n, jest zwigzany z szacowaniem liczby niewy-
miernej log 2 i duzo trudniejszy niz powyzsze rozwigzanie.
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