
IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Biaªostockiej

Klasy pierwsze � rozwi¡zania

1.Wspóªczynniki rzeczywiste a, b, c trójmianu ax2+bx+c speªniaj¡ zale»no±¢ a
3
+ b

2
+c = 0.

Udowodni¢, »e je±li a 6= 0, to równanie ax2 + bx + c = 0 ma dwa ró»ne pierwiastki

rzeczywiste.

Rozwi¡zanie.

Zadane równanie kwadratowe ma dwa rozwi¡zania, gdy liczba ∆ := b2 − 4ac jest

dodatnia. Podstawiaj¡c c = −a
3
− b

2
do wyra»enia b2 − 4ac otrzymujemy

∆ = b2 − 4a

(
−a

3
− b

2

)
= b2 +

4

3
a2 + 2ab = (a + b)2 +

1

3
a2.

Skoro liczby a, b s¡ rzeczywiste i a jest niezerowa, to (a+ b)2 > 0 i 1
3
a2 > 0, a wi¦c ∆ > 0

i równanie ma dwa pierwiastki.

2. Przek¡tne czworok¡ta wypukªego ABCD wpisanego w okr¡g przecinaj¡ si¦ w punkcie

P . Okr¡g przechodz¡cy przez punkty A,B, P przecina odcinek BC w punkcie E (E 6= B).

Udowodni¢, »e je±li AB = AD, to CE = CD.

Rozwi¡zanie.

Punkty P,E,B,A le»¡ w tej kolejno±ci na jednym

okr¦gu, wi¦c ^PEB + ^PAB = 180◦, a wi¦c

^CEP = 180◦ − ^PEB = 180◦ − (180◦ − ^PAB)

= ^PAB = ^CAB.

Czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g, wi¦c k¡ty

^CAB,^CDB s¡ wpisane oparte na tym samym ªuku;

st¡d ^CAB = ^CDB.

Odcinki AD i AB maj¡ równe dªugo±ci, wi¦c ªuki AB

i AD s¡ równe, st¡d ^ACB = ^ACD.
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Reasumuj¡c ^CEP = ^CDB = ^CDP i ^ECP = ^DCP , wi¦c trójk¡ty

4CEP,4CDP s¡ podobne. Skoro maj¡ one wspólny odpowiadaj¡cy bok CP to s¡

przystaj¡ce, zatem CE = CD.



3. Udowodni¢, »e z niesko«czonego ci¡gu liczb naturalnych

1, 11, 111, 1111, 11111, . . .

którego n-ty wyraz jest równy 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

, mo»na wybra¢ niesko«czenie wiele ró»nych wyra-

zów, z których ka»de dwa s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi.

Uwaga. Liczby caªkowite a i b nazywamy wzgl¦dnie pierwszymi, je»eli jedyn¡ liczb¡ natu-

raln¡ dziel¡c¡ a i b jest 1.

Rozwi¡zanie.

Poka»emy najpierw, »e

Lemat 1. Je±li liczby caªkowite dodatnie p i q s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to równie» liczby

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Dowód. Je»eli p = 1 to 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

= 1 i teza lematu jest speªniona; podobnie gdy q = 1.

Zakªadamy dalej, »e p, q > 1.

Wybierzmy teraz takie p, q nie speªniaj¡ce tezy lematu, »e p + q jest najmniejsze

mo»liwe w±ród par liczb nie speªniaj¡cych tezy lematu.

Gdyby byªo p = q to liczba p > 1 byªaby ich wspólnym dzielnikiem, wi¦c nie byªyby

one wzgl¦dnie pierwsze. Zatem p 6= q i mo»emy, ewentualnie zamieniaj¡c te liczby, zaªo»y¢,

»e p > q.

Zaªó»my, »e liczba caªkowita dodatnia d dzieli 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

. Zauwa»my, »e

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−q

+ 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

·10p−q, st¡d 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−q

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

− 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

·10p−q,

wi¦c d dzieli równie» 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−q

.

Liczby p − q, q s¡ dodatnie, wzgl¦dnie pierwsze i ich suma jest mniejsza ni» p + q,

wi¦c speªniaj¡ one tez¦ lematu (bo p, q byªy wybrane jako najmniejsze niespeªniaj¡ce

jej), zatem liczby 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−q

i 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Liczba d dzieli je obie, wi¦c

d = 1.

Liczba d byªa wybrana jako dowolny wspólny dzielnik liczb 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
q

, wi¦c liczby

te s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Ale to znaczy, »e p, q speªniaj¡ tez¦ lematu. Sprzeczno±¢! Do-

wodzi to, »e liczb p, q nie daªo si¦ wybra¢, czyli ka»de dwie liczby wzgl¦dnie pierwsze

speªniaj¡ tez¦ lematu.

Z lematu wynika, »e dla ka»dych dwóch ró»nych liczb pierwszych p1, p2 liczby

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p1

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p2

s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Niesko«czony ci¡g liczb

11, 111, 11111, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
7

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
11

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
13

, . . .

indeksowanych liczbami pierwszymi speªnia zaªo»enia zadania.



4. Wielok¡t wypukªy F ma dokªadnie dwie osie symetrii. Udowodni¢, »e s¡ one prosto-

padªe.

Rozwi¡zanie.

Przez Sl(x) oznaczamy obraz x (punktu, prostej itd.) w symetrii wzgl¦dem prostej l.

Zaªó»my, »e osiami symetrii s¡ ró»ne proste l,m. Skoro �gura F jest ograniczona, to

l i m nie s¡ równolegªe, wi¦c przecinaj¡ si¦ w pewnym punkcie O.

Niech m′ = Sl(m). Poka»emy, »e m′ jest równie» osi¡ symetrii wielok¡ta F .
Poka»emy najpierw, »e dla ka»dego punktu X mamy

Sm′(X) = Sl(Sm(Sl(X))).

Rozwa»my dowolny punkt X i punkt X ′ =

Sm′(X). Trójk¡t XOX ′ jest równoramienny

i ±rodek boku XX ′ le»y na m′. Roz-

wa»my Sl(4XOX ′) = 4Sl(X)OSl(X
′). Jest

to trójk¡t równoramienny i ±rodek boku

Sl(X)Sl(X
′) le»y na prostej m, wi¦c punkty

Sl(X) i Sl(X
′) s¡ symetryczne wzgl¦dem m:

Sm(Sl(X)) = Sl(X
′), st¡d Sl(Sm(Sl(X))) = Sl(Sl(X

′)) = X ′ = Sm′(X).

l
mm′

O

X

X ′

Sl(X)

Sl(X
′) = Sm(Sl(X))

Z równania tego wynika, »e symetria wzgl¦dem m′ przerzuca punkt �gury F na punkt

�gury F (gdy» Sl, Sm tak czyni¡), wi¦c m′ jest osi¡ symetrii F .
Wobec tego m′ musi by¢ równa l lub m. Je»eli m′ = l to i m = l, wbrew zaªo»eniu.

Tak wi¦c m = m′, co znaczy, »e prosta m przechodzi w symetrii wzgl¦dem l w siebie,

czyli m ⊥ l.
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