IV Konkurs Matematyczny
Politechniki Bialostockiej

Klasy pierwsze — rozwigzania

1. Wspolezynniki rzeczywiste a, b, ¢ tréjmianu az?+bx+c spelniajg zaleznogé §+g+c =0.
Udowodnié¢, ze jesli a # 0, to réwnanie ax? + bz + ¢ = 0 ma dwa roézne pierwiastki

rzeczywiste.
Rozwigzanie.

Zadane réwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania, gdy liczba A = b* — 4ac jest
dodatnia. Podstawiajac ¢ = —% — g do wyrazenia b? — 4ac otrzymujemy

a b 4 1
A=b—da|—-—= | ="+ -a*+2ab= (a+b)*+ -a’.
a ( 3 2) 3% ab= (a+0b) 50
Skoro liczby a, b sa rzeczywiste i a jest niezerowa, to (a+b)? > 01 %aZ >0, awiec A >0
i rownanie ma dwa pierwiastki.

2. Przekatne czworokata wypuktego ABC' D wpisanego w okrag przecinaja sie¢ w punkcie
P. Okrag przechodzacy przez punkty A, B, P przecina odcinek BC' w punkcie E (E # B).
Udowodnié, ze jesli AB = AD, to CE =CD.
Rozwigzanie.

Punkty P, E,B,A leza w tej kolejnosci na jednym

okregu, wiec <PFEB + <PAB = 180°, a wigc B

<CEP = 180° — <PEB = 180° — (180° — <PAB)
— qPAB = <CAB. A

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wiec katy

<CAB,<CDB sa wpisane oparte na tym samym tuku;

stad <CAB = <CDB.

Odcinki AD i AB maja réwne diugosci, wiee huki AB € D

i AD sa rowne, stad <ACB = <ACD.

Reasumujac <CEP = <CDB = <CDP i <ECP = <DCP, wiec trojkaty
ANCEP,ACDP s3a podobne. Skoro maja one wspolny odpowiadajacy bok CP to sa
przystajace, zatem C'E = CD.



3. Udowodni¢, ze z nieskoriczonego ciagu liczb naturalnych

1,11, 111, 1111, 11111, . ..
ktorego n-ty wyraz jest rowny 11...1 mozna wybraé¢ nieskoniczenie wiele r6znych wyra-
z6w, z ktorych kazde dwa sa liczhami wzglednie pierwszymi.

Uwaga. Liczby catkowite a i b nazywamy wzglednie pierwszyma, jezeli jedyng liczbg natu-
ralng dzielgeqg a 1 b jest 1.
Rozwigzanie.

Pokazemy najpierw, ze

Lemat 1. Jesli liczby catkowite dodatnie p i q sq wzglednie pierwsze, to rowniez liczby
11...1,11...1 sq wzglednie pierwsze.
S———

p q

Dowdd. Jezeli p =1to 11...1 = 11 teza lematu jest spelniona; podobnie gdy ¢ = 1.

Zaktadamy dalej, ze p,q > f.

Wybierzmy teraz takie p,q nie spelniajace tezy lematu, ze p + ¢ jest najmniejsze
mozliwe wsrdd par liczb nie speliajacych tezy lematu.

Gdyby bylto p = ¢ to liczba p > 1 bylaby ich wspo6lnym dzielnikiem, wiec nie bylyby
one wzglednie pierwsze. Zatem p # ¢ i mozemy, ewentualnie zamieniajac te liczby, zatozy¢,
ze p > q.

Zalozmy, ze liczba catkowita dodatnia d dzieli 11...1,11...1. Zauwazmy, ze

—_— ) = =

p q

11...1=11...1+11...1-10"7% stad 11...1=11...1—11...1-10P79,
—— Y= Y= —— Y= =

p pP—q q p—q p q

wiec d dzieli rowniez 11...1.
—

p—q
Liczby p — ¢, q sa dodatnie, wzglednie pierwsze i ich suma jest mniejsza niz p + g,

wiec spelniaja one teze lematu (bo p,q byly wybrane jako najmniejsze niespelniajace
jej), zatem liczby 11...11i 11...1 sa wzglednie pierwsze. Liczba d dzieli je obie, wiec
—— Y=

p—q q

d=1.
Liczba d byta wybrana jako dowolny wspolny dzielnik liczb 11...1,11... 1, wiec liczby

p q
te sa wzglednie pierwsze. Ale to znaczy, ze p, q spetniaja teze lematu. Sprzecznosé! Do-
wodzi to, ze liczb p, q nie dalo si¢ wybraé, czyli kazde dwie liczby wzglednie pierwsze
spetniaja teze lematu. O]

Z lematu wynika, ze dla kazdych dwoch roznych liczb pierwszych pq, ps liczby
11...1,11...1 sg wzglednie pierwsze. Nieskoniczony ciag liczb
S————

p1 p2

11,111,11111,11... 0, 11... 1) 11...1, ...
7 11 13

indeksowanych liczbami pierwszymi spetnia zalozenia zadania.



4. Wielokat wypukly F ma dokltadnie dwie osie symetrii. Udowodnié, ze sa one prosto-

padte.
Rozwigzanie.

Przez S)(x) oznaczamy obraz x (punktu, prostej itd.) w symetrii wzgledem prostej .

Zalozmy, ze osiami symetrii sa rdzne proste [, m. Skoro figura F jest ograniczona, to

[ i m nie sg réwnolegle, wiec przecinaja sie w pewnym punkcie O.

Niech m’ = S;(m). Pokazemy, ze m’ jest rowniez osia symetrii wielokata F.

Pokazemy najpierw, ze dla kazdego punktu X mamy

S, (X) = S(Sm(S1(X))).

Rozwazmy dowolny punkt X i punkt X' =
Sy (X). Trojkat XOX' jest rownoramienny
i srodek boku XX’ lezy na m'. Roz- 1"
wazmy S|(AXOX') = AS(X)OS(X'). Jest
to trojkat réwnoramienny i Srodek boku

S1(X)S;(X') lezy na prostej m, wiec punkty
Sy (X) 1 .5/(X') sa symetryczne wzgledem m:

AN

Sn(S1(X)) = Si(X'), stad S1(Sn(S1(X))) = Si(Si(X) = X' = Sp(X).

Z réwnania tego wynika, ze symetria wzgledem m’ przerzuca punkt figury F na punkt

figury F (gdyz S, Sy, tak czynia), wiec m’ jest osig symetrii F.

Wobec tego m’ musi by¢ rowna [ lub m. Jezeli m’ =1 to i m = [, whrew zalozeniu.

Tak wiec m = m/, co znaczy, ze prosta m przechodzi w symetrii wzgledem [ w siebie,

czylim L [.
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