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1. Liczby pierwsze p i q r6znig sie o 4. Liczba powstalta z zapisania kolejno cyfr liczb p
i ¢ jest rowniez pierwsza. Znalez¢ wszystkie pary (p, ¢). Odpowiedz uzasadnic.
Rozwigzanie.

Wprowadzmy nieco oznaczen. Piszemy x = y na oznaczenie ,liczby x i y daja te
sama reszte z dzielenia przez 3”. Piszemy S(x) na oznaczenie sumy cyfr liczby z. Cecha
podzielnosci przez 3 mowi, ze x = S(z).

Oznaczmy przez s liczbe powstata z zapisania kolejno cyfr liczb p i ¢. Wtedy

s=5(s)=Sp)+S@)=p+aq

Pokazemy, ze ktoras z liczb p lub ¢ jest podzielna przez 3. Zalézmy przeciwnie, ze ani
p ani ¢ nie sa podzielne przez 3. Skoro |p — ¢| = 4, to daja one rézne reszty z dzielenia
przez 3. Wobec tego liczba p + ¢ jest podzielna przez 3, zatem réwniez s jest podzielna
przez 3. Skoro s jest pierwsza, to s = 3. Ale s > p+q > 2+ 2 = 4, sprzeczno$c.

Pokazalismy, ze p = 3 lub ¢ = 3. Jezeli p = 3 to ¢ = 7 oraz s = 37 jest pierwsza, czyli
mamy rozwigzanie. Rowniez jezeli ¢ = 3 to p = 7 oraz s = 73 jest pierwsza i otrzymujemy
drugie rozwiazanie.

Odpowiedz: Sq dwie takie pary: (p,q) = (3,7) oraz (p,q) = (7,3).

2. W czworokacie wypuklym ABCD punkt E jest srodkiem boku AB za$ F' jest srod-

kiem boku CD. Wykaza¢, ze srodki odcinkéw AF, C'E, BF oraz DE sa wierzchotkami

rownolegtoboku.

Rozwigzanie, sposob I
Oznaczmy przez A,, By, Cy 1 D1 odpowiednio
srodki odcinkow AF, BF', CE i DE. Niech
O oznacza $rodek odcinka A, By. Skoro A B,
taczy $rodki bokéw AF i BF trojkata ABF,
to z podobienstwa trojkatoéw stwierdzamy, ze
O jest srodkiem odcinka F'F. Niech O" bedzie
srodkiem odcinka CyD;. Analizujac trojkat
CDEFE podobnie jak wyzej, stwierdzamy, ze
O’ jest srodkiem odcinka FF, wiec O = O'.
Skoro odcinki A;B; i C1D; maja wspélny
srodek, to A; B1C} Dy jest rownolegtobokiem.

Rozwigzanie, sposob 11
Oznaczmy przez Ay, By, C; i D; odpowiednio $rodki odcinkow AF, BF, CE i DFE.
Wystarczy pokazaé, ze wektor Ay D jest rowny wektorowi C B;. Z dodawania wektorow



wynika, ze

A1D1:A—11>4+ﬁ+E—D1>:%<ﬁ4+@+ﬁ>.

AD, = AP+ FD+ DD, = % (ﬁ+@+5§).
Sumujac te rownosci i dzielac przez 2 otrzymujemy
i(Z?+FX+Z§+EB+EB+EE):

Podobnie stwierdzamy, ze

6~ L (B4 a3+ 5F) = L (B¢ + B + ).

Podobnie
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3. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé

a b 2
+ Z -
a+2b b+2a " 3

Rozwigzanie, sposob [
Rozwazmy liczby v = a + 2biv = 2a + b. Woéwezas u > 0, v > 0 oraz z tatwoscia

obliczamy
—u + 2v 20— v
a=———orazb= .
3 3
Tak wiec
a n b _—u—|—2v+2u—v_2(u v) 2 2 u? + v? 2>22uv 2
a+20 2a+b 3u 3v.  3\v w 3 3 UV 373w 3

W ostatnim kroku skorzystalismy z nieréwnosci u? +v? > 2uv, ktéra jest réwnowazna
oczywistej nieréwnosci (u — v)? > 0.
Rozwigzanie, sposob 11

Dodajemy do obu stron nieréwnosci z zadania liczbe 2 i otrzymujemy réwnowazna
postaé nierdwnosci

2b b+ (b+2 2 8
a+ (a+2b) +(+a)>2+_:_. )
a+2b b+ 2a 3 3
Lewa strona jest rowna 2(a + b) (a j% + 3 +12a). Po przeksztalceniach otrzymujemy z (1)
rownowazng nieré6wnosc
b 2
3 T Z I - (2)
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a+2b b+2a

Uzyjemy teraz nastepujacego pomocniczego faktu:

Lemat 1 (nieréwnos$¢ pomiedzy srednia arytmetyczng a harmoniczng dla dwoch liczb).
Jezeli liczby x 1y sq dodatnie, to

r+y >
2

2
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Dowdd. Mamy (z+y)(1/z+1/y) =2+ <§ + %) =4+ (\/% — \/g> > 4, co daje nasza
nier6wnosc.
Stosujac lemat do liczb x = a + 2b oraz y = b + 2a otrzymujemy

(a+%y+w+zn> 2

= 1 1
2 a+2b + b+2a

czyli dokladnie nieréwnosé (2), ktora nalezalo dowiesé.
4. W trojkacie ABC o polu powierzchni S dlugosci bokow |BC| = a i |AC| = b sa
liczbami catkowitymi i spelniajg nieréwnosé

(a+b)* <8S +1.

Wykazaé, ze trojkat ten jest réwnoramienny.
Rozwigzanie.

Niech h, oznacza dlugos¢ wysokosci trojkata opuszczonej z wierzchotka A na prosta
zawierajaca bok BC. Wowczas h, < |AC| = b. Mamy wiec nier6wnosc:

1
(a+b)2<88+1:8-§aha+1<4ab+1.

Stad wynika, ze (a+b)?—4ab < 1, czyli (a—b)? < 1. Poniewaz a, b s liczbami catkowitymi,
z ostatniej nier6wnosci wynika, ze a = b.
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