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3 — a3 tworza (W pewnej

1. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sg takie, ze liczby a® — b3, b3 — 3, ¢
kolejnosci) ciag arytmetyczny. Wykazaé, ze pewne dwie sposrod liczb a, b, ¢ sa rowne.
Rozwigzanie.

Oznaczmy przez x, vy, z liczby a® — b, b3 — &3, ¢ — a® ustawione w kolejnosci
rosnacej. Sa one kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego o roznicy r, wiec z =y —r
oraz z =y +r,stad y = = Ale x +y+ 2 = (a® —b°) + (b° — ) + (2 — a®) = 0.
Wobec tego y = 0.

Ustaliliémy, ze jedna z liczb z zadania jest zerem. Jezeli przyktadowo a® — 0% = 0,
to a® = b, wiec, po wzieciu pierwiastkow, a = b. Podobnie, jezeli b — ¢ = 0, to b = ¢,
a jezeli ¢ —a® = 0, to ¢ = a. W kazdym z przypadkéw stwierdzamy, ze pewne dwie
sposrod liczb a, b, ¢ sa rowne.

2. Na boku AB trojkata ostrokatnego ABC' wyznaczy¢ punkt taki, aby odlegtosé mie-
dzy jego rzutami prostopadltymi na boki AC'i BC' byta mozliwie najmniejsza.
Rozwigzanie.

Wybierzmy dowolny punkt X na boku AB i oznaczmy
przez D i E rzuty X na boki AC i BC' trojkata ABC.
Wtedy <X DC oraz <X EC' sa katami prostymi, wiec na
czworokgcie X DC'E mozna opisaé okrag, ktorego sred-
nica jest odcinek XC. W szczegolnosci odcinek ten jest

Srednica ok opi o na trojkacie DCE. o’

srednica okregu opisanego na trojkacie £ I o

Niech v = <ACB = <DCFE. 7 twierdzenia sinusoéw dla trojkata DC'E wynika, ze
|DE| = |XC| - sin~.

Chcemy wybra¢ X tak, by |DE| bylo mozliwe najmniejsze. Miara v jest ustalona
niezaleznie od X, wiec sin~y nie zalezy od wyboru X. Najmniejsza dtugosé¢ |DE| uzy-
skamy, gdy | X C| bedzie najmniejsze mozliwe, czyli gdy X bedzie spodkiem wysokosci
opuszczonej z C' na AB.

3. Wykaza¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n jedli 0 < x < 2n, to
(x+1)" Za2"+ (x —1)"™

Rozwigzanie.



Poniewaz nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa dla x = 0, dalej bedziemy zaktadac,
ze 0 < x < 2n. Dzielac obie strony przez z" otrzymujemy posta¢ rownowazna:
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Lewa strona powyzszej nieréwnosci jest rowna:
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4. W pola kwadratowej tablicy n x n wpisano kolejno rzedami liczby 1,2, ...,n?%, tak
jak na rysunku ponizej dla n = 3. Gtowng przekgtng nazywamy przekatna taczaca
liczby 1 i n?; jej pola sa pokolorowane na rysunku. Pokazaé, Ze istnieje nieskoriczenie
wiele liczb n takich, ze wsrod liczb na gltéownej przekatnej sa doktadnie dwa kwadraty
liczb catkowitych.
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Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze jesli n > 1, to na gtéwnej przekatnej zawsze znajduja sie co najmniej
dwa kwadraty liczb catkowitych, bo sg tam liczby 12 oraz n?. Pozostaje znalezé n takie,
by na przekatnej nie bylto juz wiecej kwadratéw liczb catkowitych.

Zastanowmy sie, ktore liczby leza na przekatnej. Pomiedzy wpisaniem dwoch kolej-
nych liczb na przekatnej wpisujemy zawsze jeden peten rzad liczb i jeszcze jedna liczbe.
Wobec tego kolejne liczby na przekatnej réznia sie o n+ 1. Na przekatnej mamy zatem
doktadnie liczby

L, 1+(m+1), 1+2n+1), ..., 1+n—-1)(n+1)=n%

Kazda z tych liczb daje reszte 1 z dzielenia przez n + 1.
Wybierzmy n takie, ze p = n + 1 jest pierwsza i niech a? bedzie kwadratem liczby
catkowitej, znajdujacym sie na przekatnej. Wtedy p = n + 1 dzieli liczbe

a>—1=(a—1)(a+1),

wiec p dzieli a — 1 lub p dzieli a+ 1. Liczba a jest z przedziatu [1,n] = [1,p — 1], wobec
tego jedyne mozliwosci to a =1 lub a =p — 1.

Zatem, jezeli n > 1 oraz n+1 jest pierwsza, to na przekatnej znajduja sie doktadnie
dwa kwadraty liczb caltkowitych. Oczywiscie takich liczb n, jest nieskonczenie wiele.
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