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1. Na okr¦gu o ±rodku O opisano czworok¡t wypukªy, którego kolejne wierzchoªki oznaczono
literami A, B, C i D. Udowodni¢, »e suma miar k¡tów ]AOB i ]COD jest równa 180◦.

Rozwi¡zanie

Okr¡g o ±rodku O jest okr¦giem wpisanym
w czworok¡t ABCD, wi¦c dwusieczne k¡tów
]ABC,]BCD,]CDA,]DAB przecinaj¡ si¦ w O,
czyli

]OAB = ]OAD =
1

2
]BAC

]OBA = ]OBC =
1

2
]ABC

]OCB = ]OCD =
1

2
]BCD

]ODC = ]ODA =
1

2
]CDA

St¡d wynika

]AOB = 180◦ − ]OAB − ]OBA = 180◦ − 1

2
]DAB − 1

2
]ABC

]COD = 180◦ − ]OCD − ]ODC = 180◦ − 1

2
]BCD − 1

2
]CDA

a wi¦c

]AOB +]COD = 360◦ − 1

2
(]DAB +]ABC +]BCD +]CDA) = 360◦ − 1

2
360◦ = 180◦

�

2. Niech n > 1 b¦dzie liczb¡ naturaln¡, za± x1, x2, . . . , xn liczbami caªkowitymi, których
suma dzieli si¦ przez 10. Udowodni¢, »e liczba

x5
1 + x5

2 + ... + x5
n

jest równie» podzielna przez 10.

Rozwi¡zanie

Udowodnimy, »e

10|x5 − x

dla wszyskich x caªkowitych. Wiemy, »e dla k, r caªkowitych, liczby (10k + r)5 i 10k + r
daj¡ tak¡ reszt¦ z dzielenia przez 10 jak liczby r5 i r odpowiednio, wystarczy zatem r¦cznie
sprawdzi¢, czy podzielno±¢ zachodzi dla liczb 0, 1, 2, 3, . . . , 9. Obliczamy 15, 25, 35, . . . , 95 i
okazuje si¦, »e faktycznie ta podzielno±¢ zachodzi. (podzielno±¢ wynika te» ªatwo z maªego
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twierdzenia Fermata).
Wiemy, »e

10|x5
1 − x1, 10|x5

2 − x2, . . . , 10|x5
n − xn

10|x1 + x2 + · · ·+ xn

st¡d

10|(x5
1 − x1) + (x5

2 − x2) + · · ·+ (x5
n − xn) + (x1 + x2 + · · ·+ xn) = x5

1 + x5
2 + · · ·+ x5

n

�

3. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ warto±¢ wyra»enia

f(x, y) = xy2 + 2x(x− 1)y + x3 − 5x + 4,

gdzie y jest dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡, za± x dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡ dodatni¡.

Rozwi¡zanie

Zauwa»my, »e rozwa»ane wyra»enie jest, ze wzgl¦du na y, trójmianem kwadratowym

ay2 + by + c

gdzie a = x, b = 2x(x− 1), c = x3 − 5x + 4.
Z przedstawienia trójmianu w postaci kanonicznej

ay2 + by + c = a

(
y − b

2a

)2

− ∆

4a

wynika, »e jego warto±¢ jest niemniejsza od warto±ci wyra»enia −∆
4a
.

Obliczamy −∆

4a
= −(2x(x− 1))2 − 4x(x3 − 5x + 4)

4x
= 2(x2 − 3x + 2), a to wyra»enie jest

znowu funkcj¡ kwadratow¡, przyjmuje ono najmniejsz¡ warto±¢ dla x = 1
2
; ta warto±¢ to

−1
2
.

Dla x = 1
2
, y =

2 1
2( 1

2
−1)

2· 1
2

= −1
2
trójmian przyjmuje warto±¢ −1

2
, wi¦c najmniejsza warto±¢

tego wyra»enia to −1
2
.

�

4. Sze±cian S o kraw¦dzi dªugo±ci n (gdzie n > 1 jest liczb¡ naturaln¡) podzielono na
n3 maªych sze±cianów o kraw¦dzi dªugo±ci 1. Na ile sposobów mo»na wybra¢ n maªych
sze±cianów, tak aby ±rodki »adnych dwóch z wybranych sze±cianów nie le»aªy na prostej
równolegªej do którejkolwiek ±ciany sze±cianu S?

Rozwi¡zanie

Wprowad¹my standardowy trójwymiarowy ukªad wspóªrz¦dnych, który przyporz¡dkowuje
ka»demu ±rodkowi maªego sze±cianiku 3 liczby caªkowite ze zbioru {1, 2, 3, . . . , n}. Waru-
nek �aby ±rodki »adnych dwóch z wybranych sze±cianów nie le»aªy na prostej równolegªej
do którejkolwiek ±ciany sze±cianu S� jest równowa»ny temu, »e dla ka»dych dwóch wybra-
nych sze±cianików ich wspóªrz¦dne s¡ ró»ne tj. je»eli mamy wybrane sze±cianiki o ±rodkach
(a1, b1, c1) i (a2, b2, c2), to musi by¢

a1 6= a2 i b1 6= b2 i c1 6= c2

Nie interesuje nas kolejno±¢ wybieranych sze±cianików, umówmy si¦ wi¦c, »e najpierw wybie-
ramy sze±cian o pierwszej wspóªrz¦dnej 1, potem sze±cian o wspóªrz¦dnej 2, itd. a na ko«cu
o wspóªrz¦dnej n.
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Drug¡ i trzeci¡ wspóªrzedn¡ 1. wybieranego sze±cianu mo»emy wybra¢ na n · n sposobów
(ka»d¡ na n-sposobów, ze zbioru {1, 2, 3, . . . , n}), wspóªrzedne drugiego sze±cianu mo»emy
wybra¢ na (n− 1)2 sposobow (nie mo»emy wybra¢ liczb wybranych przy pierwszym sze±cia-
nie), . . . , n-tego sze±cianu na 12 sposobów.
�¡cznie mo»emy wi¦c wybra¢ sze±ciany na (n · (n−1) · (n−2) · · · · ·1)2 = (n!)2 sposobów. �
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