
Konkurs Matematyczny

Politechniki Biaªostockiej - 2009

Klasy Drugie

Rozwi¡zania zada« konkursowych

30 maja 2009 r.

1. Trójk¡t ostrok¡tny ABC jest wpisany w okr¡g o ±rodku O. Dwusieczna k¡ta ]BAC
przecina ten okr¡g w punkcie D. Punkt E jest symetryczny do punktu D wzgl¦dem prostej
OC. Jaka jest miara k¡ta ]BAC, je±li wiadomo, »e punkty B, O i E s¡ wspóªliniowe?

Rozwi¡zanie

Zauwa»my, »e punkt E le»y na okr¦gu opisanym na
4ABC, na ªuku AC. Je»eli prosta AD jest dwusieczn¡
k¡ta ]BAC, to

]BAD = ]DAC =
1

2
]BAC

Punkty B, O i E s¡ wspóªliniowe, wi¦c BE jest ±rednic¡
okr¦gu i ]BAE = 90◦.
Punkt E jest odbiciem D wzgl¦dem OC, ªuki CD i CE
maj¡ wi¦c równe dªugo±ci i

]EAC = ]DAC =
1

2
]BAC

Ostatecznie
3

2
]BAC = ]BAC + ]EAC = ]BAE = 90◦

]BAC = 60◦

�

2. Niech k > 2 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Ci¡g liczbowy x1, x2, . . . okre±lony jest
warunkami: x1 = k, xn+1 = x2

n − 2 dla n > 1. Udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej
n > 1 liczba

x2
n − 4

k2 − 4

jest kwadratem liczby naturalnej.

Rozwi¡zanie

Dla ka»dego naturalnego n > 1 zachodzi

x2
n+1 − 4

k2 − 4
=

(x2
n − 2)2 − 4

k2 − 4
= x2

n ·
x2

n − 4

k2 − 4

Zauwa»my, »e ostatni uªamek jest wyra»eniem podobnym do pocz¡tkowego, mo»emy je ana-
logicznie rozwija¢ dalej, dopóki nie dojdziemy do pierwszego wyrazu:

x2
n+1 − 4

k2 − 4
= x2

n

x2
n − 4

k2 − 4
= (xnxn−1)

2x2
n−1 − 4

k2 − 4
= · · · = (xnxn−1 . . . x1)

2x2
1 − 4

k2 − 4
= (xnxn−1 . . . x1)

2

Liczby z ci¡gu (xn) s¡ naturalne, teza jest wi¦c dowiedziona. �
1
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3. Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, . . . , xn nale»¡cych do przedziaªu
[0, 2] zachodz¡ nierówno±ci

−1

4
6

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n

n
− x1 + x2 + ... + xn

n
6 2.

Rozwi¡zanie

Zauwa»my, »e je»eli przyjmiemy f(x) = x2 − x, to

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n

n
− x1 + x2 + ... + xn

n
=

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n

Obliczmy najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f na przedziale [0, 2]. Funkcja f jest
funkcj¡ kwadratow¡, jest ona malej¡ca na [0, 1

2
] i rosn¡ca na [1

2
, 2], wi¦c najmniejsz¡ warto±¢

przyjmuje w punkcie 1
2
, a najwi¦ksz¡ na którym± z kra«ców przedziaªu [0, 2]:

−1

4
= f

(
1

2

)
≤ f(x) ≤ max(f(0), f(2)) = f(2) = 2

St¡d mo»na oszacowa¢

−1

4
=
−1

4
n

n
≤ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
≤ 2n

n
= 2.
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4. �ciany sze±cianu o kraw¦dzi dªugo±ci 3 podzielono na kwadraty o boku dªugo±ci 1. Wyzna-
czy¢ liczb¦ najkrótszych ªamanych, które zbudowane s¡ z boków tych kwadratów i ª¡cz¡ dwa
przeciwlegªe (czyli najbardziej odlegªe od siebie) wierzchoªki sze±cianu.

Rozwi¡zanie I

Po sze±cianie mo»emy si¦ porusza¢ w 3
kierunkach (patrz rysunek), które b¦d¦
umownie nazywa¢ w gór¦, w prawo, w
gª¡b. �eby doj±¢ z punktu startowego
S w lewym dolnym rogu do ko«cowego
T w prawym górnym najkrótsz¡ drog¡
musimy po 3 razy pój±¢ w gór¦, w
prawo i w gª¡b.
Liczb¦ najkrótszych ªamanych, pro-
wadz¡cych z wierzchoªka startowego
obliczamy dla ka»dego punktu na
bokach maªych kwadratów. Najpierw
stwierdzamy, »e do któregokolwiek
punktu z trzech kraw¦dzi wychodz¡-
cych z wierzchoªka startowego S mo»na
doj±¢ na dokªadnie jeden sposób.

Dla ka»dego nast¦pnego punktu A obliczamy ilo±¢ ªamanych jako sum¦ ilo±ci ªamanych dla
trzech punktów: takiego, »e mo»na z niego doj±¢ do A id¡c jednokrotnie w gór¦, w prawo i
w gª¡b (o ile punkty te nale»¡ do ±cian). Np. liczba 18 na prawej bocznej ±cianie powstaje
przez dodanie do siebie liczb 10 i 8. Uwaga: cz¦±¢ liczb le»y na niewidocznych na rysunku
±cianach, ale sumujemy je np. obliczaj¡c dwie z trzech liczb 128.
Obliczaj¡c dochodzimy do wyniku 384.
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Rozwi¡zanie II [oparte na pomy±le Aleksandry Baranowskiej]

Lemat 1. �amanych dªugo±ci n + m, ª¡cz¡cych przeciwlegªe wierzchoªki prostok¡ta o wy-

miarach n×m jest

(
n + m

n

)
.

Dowód lematu: Dowolna taka ªamana skªada si¦ z n odcinków równolegªych do jednego
boku prostok¡ta i m równolegªych do drugiego. Wybór ªamanej odpowiada wi¦c wyborowi
n odcinków, równoleglych do jednego boku, sposród n + m kolejnych odcinków ªamanej.
�amanych jest

(
n+m

n

)
.

Rozwi¡zanie: Zaªó»my ogólniej, »e sze±cian ma kraw¦d¹ dªugo±ci n, a nie 3.
Zauwa»my, »e id¡c najkrótsz¡ drog¡ z jednego wierzchoªka do przeciwlegªego idziemy po do-
kªadnie dwóch ±cianach. Zobaczmy na ile sposobów mo»emy tak przej±¢ dla danej pary ±cian.

Mo»emy to obliczy¢ jak na rysunku dla
n = 3, jednak z lematu wynika wprost,
»e ªamanych jest

(
3n
n

)
. Mo»emy wybra¢

6 par ±cian, po których idziemy, ª¡cznie
uzyskali±my wi¦c 6

(
3n
n

)
ªamanych.

Czy jednak nie policzyli±my niektórych ªamanych dwukrotnie? Otó» tak. Je»eli ªamana za-
wiera kraw¦d¹ du»ego sze±cianu, wychodz¡c¡ z S lub z T , jest liczona dwukrotnie, a je»eli
zawiera ona kraw¦d¹ wychodz¡c¡ z S i kraw¦d¹ wychodz¡c¡ z T , to nawet trzykrotnie. S¡
to na szcz¦±cie jedyne przypadki szczególne, pozostaªe ªamane liczymy dokªadnie raz.
Tych �zªych� ªamanych jest ª¡cznie tyle, ile

• wyborów kraw¦dzi wychodz¡cej z S i potem ªamanych id¡cych po jednej ±cianie od
wierzchoªka do przeciwlegªego wierzchoªka.
• wyborów kraw¦dzi wchodz¡cej do T i ªamanej id¡cej po ±cianie do tej kraw¦dzi.

Zauwa»my, »e ªamane policzone wcze±niej trzykrotnie liczymy tutaj dwukrotnie.
Z lematu wynika, »e po ±cianie od jednego wierzchoªka do przeciwlegªego mo»na doj±¢ na(
2n
n

)
sposobów, ª¡cznie wi¦c �zªych� dróg jest 6

(
2n
n

)
.

Odpowied¹: �amanych jest 6

((
3n

n

)
−

(
2n

n

))
.
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Rozwi¡zanie III [oparte na pomy±le Mateusza Jocza]

Rozpatrzmy ogólny przypadek sze±cianu o kraw¦dzi n.
Ustalmy dwa przeciwlegªe wierzchoªki sze±cianu S, T i rozwa»my ªaman¡ zbudowan¡ z kra-
w¦dzi niezawieraj¡cych tych wierzchoªków. Oznaczmy na tej ªamanej punkty odlegªe o n+ i
od S lub T przez i, dla i = 1, 2, 3, . . . , n. Zauwa»my, »e ªamane ª¡cz¡ce S i T mo»emy
podzieli¢ na n rozª¡cznych klas:
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• klasa n: przechodz¡ce przez który±
z punktów oznaczonych przez n,
• klasa n − 1: przechodz¡ce przez
który± z punktów oznaczonych
przez n − 1, ale nie przechodz¡ce
przez punkty oznaczone n,
• klasa n − 2: przechodz¡ce przez
który± z punktów oznaczonych
przez n − 2, ale nie przechodz¡ce
przez punkty oznaczone n − 1 lub
n,
• . . .
• klasa 1: przechodz¡ce przez
punkty oznaczone przez 1, ale nie-
przechodz¡ce przez punkty ozna-
czone 2, 3, . . . , n.

Na rysunku na niebiesko zaznaczona jest ªamana klasy 3, a na czerwono ªamana klasy 1. Na
�oletowo zaznaczone jest miejsce, w którym ta ªamana musi pój±¢ w bok.
Obliczymy liczb¦ ªamanych w ka»dej z klas.
S¡ 3 punkty oznaczone przez n, oraz po 6 punktów oznaczonych n− 1, n− 2, . . . , 2.
Zauwa»my, »e ªamana nale»¡ca do klasy i przechodzi przez dokªadnie jeden punkt oznaczony
i.
�amana klasy i ª¡czy na jednej ±cianie przeciwlegªe wierzchoªki prostok¡ta n×i, a na drugiej
±cianie przeciwlegªe wierzchoªki prostok¡ta n− 1× n− i (nie n× n− i, bo ªamana nie mo»e
i±¢ po kraw¦dzi). Dla i < n ªamanych jest wi¦c

6

(
n + i

n

)(
2n− i− 1

n− 1

)
a dla i = n jest ich

3

(
n + n

n

)(
n

n

)
= 3

(
2n

n

)
�¡cznie ªamanych jest wi¦c

6

((
n + 1

n

)(
2n− 2

n− 1

)
+

(
n + 2

n

)(
2n− 3

n− 1

)
+ · · ·+

(
2n− 1

n

)(
n

n− 1

))
+ 3

(
2n

n

)
W szczególno±ci dla n = 3 otrzymujemy odpowied¹

6

((
4

3

)(
4

2

)
+

(
5

3

)(
3

2

))
+ 3

(
6

3

)
= 384
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