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ZADANIE 1
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 2 co najmniej jedna z liczb 2" — 1, 2™ + 1 nie jest
liczba pierwsza.

Rozwigzanie.

Liczby 2™ — 1, 2™, 2™ + 1 sa trzema kolejnymi liczbami calkowitymi, wiec jedna z nich jest
podzielna przez 3. Liczba 2" nie jest podzielna przez 3, wiec 2" — 1 lub 2" 41 jest podzielna przez
3. Zadna z nich nie jest rowna 3, bowiem n > 2. To pokazuje, ze ta z nich, ktora jest podzielna
przez 3, nie jest pierwsza.

ZADANIE 2
Sciana jest prostopadta do podlogi, a drabina jest o nig oparta. Kot siedzi na $rodku drabiny,
ktora pod jego ciezarem osuwa si¢ po Scianie. Po jakiej krzywej porusza sie kot?

Rozwigzanie.

C

Oznaczmy przez A naroznik Sciany, zas przez C' i B
punkty oparcia drabiny o $ciane i podloge. Wreszcie
oznaczmy przez K kota, jak na rysunku (czerwony odcinek N K
to drabina). Oznaczmy przez d dtugosé¢ drabiny. He
Trojkat ABC' jest prostokatny, zatem |AK| = |BK| = %l. e
To pokazuje, ze odleglosé kota od A nie zalezy od potozenia .7 o

drabiny. A Joi
B
Z drugiej strony, niech K bedzie dowolnym punktem odlegtym o d/2 od A i niech He, Hp
beda jego rzutami na Sciane i podtoge. Niech B i C' bedg odbiciami A wzgledem KHp i KHe.
Wtedy punkt K jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym ABC|, wiec punkt
K jest srodkiem odcinka BC', ktory ma dlugosé d. To pokazuje, ze kot porusza sie doktadnie po
¢wiartce okregu o srodku w A i promieniu d/2, ograniczonej przez Sciane i podtoge.

ZADANIE 3
Zmajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych a,b > 2 takie, ze wszystkie trzy liczby
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sg caltkowite.

Rozwigzanie.
Skoro a > 2, to 0 < 1/a < 1/2. Podobnie 0 < 1/b < 1/2. Lacznie wiemy, ze
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Skoro liczba 1/a + 1/b jest calkowita, to znaczy, ze powyzej zachodzi réwnosé, czyli rowniez
1/a=1/211/b=1/2, zatem a = b = 2. Sprawdzamy, ze faktycznie para (a,b) = (2,2) spehia
warunki zadania.



ZADANIE 4

Boki trojkata (mierzone w metrach) maja dtugosci catkowite. Zadne dwie z tych dtugosci nie sa
rowne, a kazda z nich mozna zapisa¢ uzywajac jedynie zer i jedynek. Jaki jest minimalny obwdd
trojkata o tych wlasnosciach?

Rozwigzanie.

Rozwazmy dowolny trojkat o bokach jak w zadaniu, oznaczmy ich dtugosci (mierzone w me-
trach) przez a, b, ¢, przy czym a < b < c. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze a + b > ¢. Skoro
b < ¢—1, to nie moze zachodzi¢ a < 1, zatem a > 10. Sa tylko dwie liczby dwucyfrowe dajace sie
zapisaé¢ cyframi 0 i 1, a mianowicie 10 i 11. Jedli a = 10 i b = 11, to otrzymujemy sprzecznosc,
bowiem ¢ > 11 i ¢ < 21. To znaczy, ze b > 100 i stad ¢ > 101.

Lacznie dowiedlismy, ze a > 10, b > 100 i ¢ > 101, zatem a + b+ ¢ > 211. Faktycznie, trojkat
o bokach 10m, 100m i 101m istnieje, zatem minimalny obwéd wynosi doktadnie 211m.



