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1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokow AB, BC, CA w punktach
F, D, E odpowiednio. Pokaz, ze trojkat DEF' jest podobny do trojkata ABC wtedy
i tylko wtedy, gdy trojkat ABC jest réwnoboczny.

Rozwigzanie.

Oznaczmy katy trojkata przez «, [, v. Ewentual-
nie zmieniajac oznaczenia wierzchotkdéw, mozemy
zatozy¢, ze a < f < . Odcinki AE i AF sa stycz- E
nymi do okregu, zatem maja rowne dlugosci, wiec
trojkat AEF jest rownoramienny. Wynika stad, ze

<AEF::<AFE:4MV—%.

A F B
Podobnie otrzymujemy, ze <CED = 90° — 3. Laczac te réwnosci, otrzymujemy

<DEF:&;7.

W ten sam sposob stwierdzamy, ze <DFE = a—;ﬁ oraz <EDF = @ To juz pokazuje,
ze jesli trojkat ABC' jest rownoboczny, to trojkat DEF takze, wiec w szczegdlnosci jest
podobny do trojkata ABC.

Zalozmy teraz, ze trojkat ABC' jest podobny do trojkata DEF. Zachodzi a < § <
v, a wiec rowniez

a+6<a+7<5+y
2 2 2
Z podobienistwa trojkatow wynika, ze maja one takie same katy (uszeregowane rosnaco),
wiec otrzymujemy

a+p 5_a+7 B+
9 PT T T T

Z pierwszej i ostatniej rownosci wynika o = § =, zatem ABC jest trojkatem rowno-

o =

bocznym.

2. Liczby p, q sa pierwsze i takie, ze p* + ¢* + 4 jest réwniez liczba pierwsza. Znajdz
wszystkie takie pary liczb (p, q).
Rozwigzanie.

Jesli p i ¢ sa obie nieparzyste, to liczba p? 4 ¢ + 4 jest parzysta. Jest ona wicksza
od 2, wiec nie moze by¢ pierwsza. Sprzecznosé. Zatem ktoras z liczb p, ¢ jest parzysta,
czylip=2lub g = 2.



Zalozmy, ze p = 2. Wtedy p? + ¢*> + 4 = ¢* + 8. Jesli ¢ nie jest rowne 3, to daje
reszte 1 lub 2 z dzielenia przez 3. Zatem liczba ¢ — 1 lub ¢ + 1 jest podzielna przez 3.
Wynika stad, ze w obu przypadkach liczba 3 dzieli liczbe

(g—D(q+1)+9=¢+8.

Liczba ¢* + 8 jest pierwsza, wiec nie moze byé podzielna przez 3. Sprzecznosé. Wy-
nika stad, ze ¢ = 3. W tym przypadku 8 + ¢?> = 17 jest faktycznie liczba pierwsza.
Otrzymujemy jedno rozwiazanie: (p,q) = (2, 3).

Jesli zatozymy, ze ¢ = 2, to analogicznie otrzymujemy p = 3 i drugie rozwiazanie
(.0) = (3,2).
Odpowiedz: sq dwie takie pary liczb: (p,q) = (2,3) lub (p,q) = (3,2).

3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja rownanie
ac + bd = ad + be.

Pokaz, ze co najmniej dwie z tych liczb sa réwne.
Rozwigzanie.
Z zalozenia wynika, ze

O=ac+bd—ad—bc=(a—0b)-c—(a—0b)-d= (a—"0b)(c—d).

Zatem a = b lub ¢ = d; w obu przypadkach co najmniej dwie z liczb sg rowne.

4. Dla jakich n > 3 istnieje wypukly n-kat, ktorego jeden bok ma diugosé¢ 1, zas
dtugosci wszystkich przekatnych sa liczbami catkowitymi?
Rozwigzanie.

Udowodnimy, ze n = 4 lub n = 5.

W przypadku n = 4, zauwazmy, ze prostokat 1 x v/3 ma
przekatne dtugosci E C

1243 = 2.

W przypadku n = 5, zbudujemy pieciokat ABCDFE za-
czynajac od narysowania prostokata ABC'E, w ktorym
|AB| = |CE| = 1, |BC| = |AE| = v/3. Punkt D niech
bedzie wierzchotkiem trojkata rownoramiennego ADB
takiego, ze |AD| = |BD| = 2. Otrzymany pigciokat
ABCDE ma bok AB dlugosci 1, przekatng C'E dtu-
gosci 1 oraz pozostate przekatne dtugosci 2.

A B

Udowodnimy, ze dla n > 6 nie istnieje n-kat wypukty o postulowanych wtasnosciach.
Przypusémy przeciwnie, ze AB jest bokiem dlugosci 1 pewnego n-kata wypuklego.
Woéwczas istnieja przynajmniej dwa rézne wierzchotki X, Y tego wielokata takie, ze
AX, AY, BX i BY sa przekatnymi. Mamy wiec dwa rézne trojkaty ABX i ABY



w ktorych |AB| = 1. Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zatozy¢, ze w trojkacie ABX
zachodzi

1 =|AB| < |AX| < |BX].
Gdyby |AX| < |BX]|, otrzymalibySmy |AB| + |[AX| = 1+ |AX| < |BX]|, wbrew
nieréwnosci trojkata. Tak wiec |AX| = |BX|. Analogicznie w trojkacie ABY mamy
|AY'| = |BY|. Wynika stad, ze albo wierzcholek X jest zawarty wewnatrz trojkata

ABY | albo wierzchotek Y jest zawarty wewnatrz trojkata ABX, co jest niemozliwe w
wielokacie wypuktym.
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