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1. Okrąg wpisany w trójkąt ABC jest styczny do boków AB, BC, CA w punktach
F , D, E odpowiednio. Pokaż, że trójkąt DEF jest podobny do trójkąta ABC wtedy
i tylko wtedy, gdy trójkąt ABC jest równoboczny.
Rozwiązanie.

Oznaczmy kąty trójkąta przez α, β, γ. Ewentual-
nie zmieniając oznaczenia wierzchołków, możemy
założyć, że α ⩽ β ⩽ γ. Odcinki AE i AF są stycz-
nymi do okręgu, zatem mają równe długości, więc
trójkąt AEF jest równoramienny. Wynika stąd, że

∢AEF = ∢AFE = 90◦ − α
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Podobnie otrzymujemy, że ∢CED = 90◦ − γ

2
. Łącząc te równości, otrzymujemy

∢DEF =
α + γ

2
.

W ten sam sposób stwierdzamy, że ∢DFE = α+β
2

oraz ∢EDF = β+γ
2

. To już pokazuje,
że jeśli trójkąt ABC jest równoboczny, to trójkąt DEF także, więc w szczególności jest
podobny do trójkąta ABC.

Załóżmy teraz, że trójkąt ABC jest podobny do trójkąta DEF . Zachodzi α ⩽ β ⩽
γ, a więc również

α + β
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⩽

α + γ

2
⩽

β + γ
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.

Z podobieństwa trójkątów wynika, że mają one takie same kąty (uszeregowane rosnąco),
więc otrzymujemy

α =
α + β

2
, β =

α + γ

2
, γ =

β + γ

2
.

Z pierwszej i ostatniej równości wynika α = β = γ, zatem ABC jest trójkątem równo-
bocznym.

2. Liczby p, q są pierwsze i takie, że p2 + q2 + 4 jest również liczbą pierwszą. Znajdź
wszystkie takie pary liczb (p, q).
Rozwiązanie.

Jeśli p i q są obie nieparzyste, to liczba p2 + q2 + 4 jest parzysta. Jest ona większa
od 2, więc nie może być pierwsza. Sprzeczność. Zatem któraś z liczb p, q jest parzysta,
czyli p = 2 lub q = 2.



Załóżmy, że p = 2. Wtedy p2 + q2 + 4 = q2 + 8. Jeśli q nie jest równe 3, to daje
resztę 1 lub 2 z dzielenia przez 3. Zatem liczba q − 1 lub q + 1 jest podzielna przez 3.
Wynika stąd, że w obu przypadkach liczba 3 dzieli liczbę

(q − 1)(q + 1) + 9 = q2 + 8.

Liczba q2 + 8 jest pierwsza, więc nie może być podzielna przez 3. Sprzeczność. Wy-
nika stąd, że q = 3. W tym przypadku 8 + q2 = 17 jest faktycznie liczbą pierwszą.
Otrzymujemy jedno rozwiązanie: (p, q) = (2, 3).

Jeśli założymy, że q = 2, to analogicznie otrzymujemy p = 3 i drugie rozwiązanie
(p, q) = (3, 2).
Odpowiedź: są dwie takie pary liczb: (p, q) = (2, 3) lub (p, q) = (3, 2).

3. Liczby rzeczywiste a, b, c, d spełniają równanie

ac+ bd = ad+ bc.

Pokaż, że co najmniej dwie z tych liczb są równe.
Rozwiązanie.

Z założenia wynika, że

0 = ac+ bd− ad− bc = (a− b) · c− (a− b) · d = (a− b)(c− d).

Zatem a = b lub c = d; w obu przypadkach co najmniej dwie z liczb są równe.

4. Dla jakich n > 3 istnieje wypukły n-kąt, którego jeden bok ma długość 1, zaś
długości wszystkich przekątnych są liczbami całkowitymi?
Rozwiązanie.
Udowodnimy, że n = 4 lub n = 5.
W przypadku n = 4, zauważmy, że prostokąt 1×

√
3 ma

przekątne długości √
12 +

√
3
2
= 2.

W przypadku n = 5, zbudujemy pięciokąt ABCDE za-
czynając od narysowania prostokąta ABCE, w którym
|AB| = |CE| = 1, |BC| = |AE| =

√
3. Punkt D niech

będzie wierzchołkiem trójkąta równoramiennego ADB

takiego, że |AD| = |BD| = 2. Otrzymany pięciokąt
ABCDE ma bok AB długości 1, przekątną CE dłu-
gości 1 oraz pozostałe przekątne długości 2. A B

CE

D

Udowodnimy, że dla n ⩾ 6 nie istnieje n-kąt wypukły o postulowanych własnościach.
Przypuśćmy przeciwnie, że AB jest bokiem długości 1 pewnego n-kąta wypukłego.
Wówczas istnieją przynajmniej dwa różne wierzchołki X, Y tego wielokąta takie, że
AX, AY , BX i BY są przekątnymi. Mamy więc dwa różne trójkąty ABX i ABY



w których |AB| = 1. Bez zmniejszania ogólności możemy założyć, że w trójkącie ABX

zachodzi
1 = |AB| ⩽ |AX| ⩽ |BX|.

Gdyby |AX| < |BX|, otrzymalibyśmy |AB| + |AX| = 1 + |AX| ⩽ |BX|, wbrew
nierówności trójkąta. Tak więc |AX| = |BX|. Analogicznie w trójkącie ABY mamy
|AY | = |BY |. Wynika stąd, że albo wierzchołek X jest zawarty wewnątrz trójkąta
ABY , albo wierzchołek Y jest zawarty wewnątrz trójkąta ABX, co jest niemożliwe w
wielokącie wypukłym.
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